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Resumo

Neste trabalho estudamos os grafos de divisores de zero para anéis. Trataremos de forma
mais exaustiva os anéis comutativos, uma vez que para estes anéis existe um conjunto de
resultados mais abrangente. No entanto no Ultimo capitulo apresentamos alguns breves
resultados para anéis nao comutativos. Neste caso em vez de um grafo simples, temos um
grafo dirigido. No trabalho damos especial atencdo ao anel dos inteiros de Gauss modulo n,

fazendo um estudo bastante completo do grafo divisor de zero para este anel.

Palavras Chave:

Anel, grafo, divisor de zero, diametro, cintura, nimero cromatico, clique, inteiros de Gauss,

grafo de linha.
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Abstract

In this work we study zero-divisors graphs of rings. We will deal more exhaustively with the
commutative rings, since for these rings there is a more comprehensive set of results.
However in the last chapter we present some brief results for noncommutative rings. In this
case instead of a simple graph, we have a directed graph. In the work we give special
attention to the ring of the integers of Gauss modulo n, making a fairly complete study of the

zero-divisor graph for this ring.

Keywords:

Ring, graph, zero-divisor, diameter, girth, chromatic number, click, Gaussian integers, line

graph.
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Introducao

O presente trabalho esta composto por 5 capitulos, no qual alguns temas foram estudados
taxativamente no nosso trabalho, e outros podem ser para futuras investigacées acerca do
tema em causa. Neste trabalho falaremos mais sobre anéis comutativos e seus grafos de
divisores de zero. No entanto no ultimo capitulo falaremos sobre anéis ndo comutativos e

respectivos grafos de divisores de zero.

0 estudos dos anéis originou-se na teoria de polindmios e da teoria de inteiros algébricos. O

termo anel (Zahliring) foi criado por David Hilbert em 1897 em [30].

Em 1921, Emmy Noether, criou a primeira fundacdo axiomatica da teoria de anéis

comutativos em [30].

Além de ser uma teoria linda e profunda por direito proprio, a teoria dos anéis comutativos é

importante como base para muitos ramos da matematica.

Muitos dos problemas do mundo real podem descrever-se (definir-se) na linguagem dos grafos,
ou seja, por intermédio de uma figura que consiste num conjunto de pontos e um conjunto de
linhas que ligam alguns pares de pontos. Mais geralmente uma relacdo binaria R definida
sobre um conjunto V, pode representar-se graficamente, por um conjunto de pontos que
corresponde ao conjunto V e por um conjunto de arcos (ou linhas nao orientadas, no caso da
relacdo R ser simétrica) que ligam pares de pontos x,y € V tais que xRy. Este modo de
representacao regista e torna evidente muitas propriedades que, por vezes, ndo sdo faceis de

detectar ou explicar de outro modo.

A teoria dos grafos é um ramo da Matematica que estuda as relacoes entre objetos de um
determinado conjunto. Para tal sao empregados estruturas chamados de Grafos G(V,E), onde
V € um conjunto nao vazio de objetos denominados vértices e E é um subconjunto de pares

nao ordenados de V chamados arestas.

A idéia de grafo de divisor de zero de um anel comutativo foi introduzida por I. Beck em [10],
onde ele estava principalmente interessado em coloracao. Esta investigacao das coloracoes
de um anel comutativo foi entao continuada por D. Anderson e M. Naseer em [5]. Sua
definicdo era ligeiramente diferente da nossa; Eles deixaram todos os elementos de R ser
vértices e fizeram x e y distintos adjacentes se e somente se xy = 0. Denotamos seu grafo de
divisor de zero de R por 7,(R). Nossos resultados para t(R) tém analogos naturais a 7,(R); No

entanto, sentimos que a nossa definicao ilustra melhor a estrutura divisor de zero de R.






CAPITULO 1

BREVES NOCOES SOBRE ANEIS.

Neste capitulo expomos alguns conceitos da Teoria de Anéis. Procuramos nao ser exaustivos,
limitdamo-nos aos principios basicos e algumas nocdes necessarias para o resto do trabalho.
Daremos especial énfase aos anéis comutativos bem como ao anel dos inteiros de Gauss, uma

vez que é para estes anéis que faremos grande parte do estudo do grafo divisor de zero.
1.1 Nogoes Historicas.

A algebra comutativa é essencialmente o estudo dos anéis que ocorrem na teoria dos nimeros

algébricos e geometria algébrica.

O assunto, conhecido pela primeira vez como teoria ideal, comecou com o trabalho de
Richard Dedekind, baseado em trabalhos anteriores de Ernst Kummer e Leopold Kronecker.
Mais tarde, David Hilbert apresentou o termo anel para generalizar os trabalhos anteriores.
Hilbert introduziu uma abordagem mais abstrata para substituir os métodos mais concretos e
computacionalmente, fundamentados em coisas como analise complexa e teoria invariante
classica. Por sua vez, Hilbert influenciou fortemente Emmy Noether, que reformulou muitos
resultados anteriores em termos de uma condicao de cadeia ascendente, agora conhecida
como a condicao de Noetheriano. Outro marco importante foi o trabalho do estudante de
Hilbert, Emanuel Lasker, que introduziu ideais primarios e provou a primeira versao do

teorema Lasker-Noether.

A figura principal responsavel pelo nascimento da algebra comutativa como sujeito maduro
foi Wolfgang Krull, que introduziu as no¢des fundamentais de localizacdo de um anel, bem
como a dos anéis locais regulares. Ele estabeleceu o conceito da dimensao Krull de um anel,
primeiro para os anéis de Noetheriano antes de avancar para expandir sua teoria para cobrir
anéis de valoracao geral e anéis de Krull. Esses resultados prepararam o caminho para a
introducao da algebra comutativa em geometria algébrica, uma idéia que revolucionaria o

ultimo assunto.

Grande parte do desenvolvimento moderno da algebra comutativa enfatiza os modulos.
Ambos os ideais de um anel R e algebras R sdao casos especiais de médulos R, de modo que a
teoria dos madulos engloba a teoria ideal e a teoria das extensdes de anel. Embora ja tenha
sido incipiente no trabalho de Kronecker, a abordagem moderna da algebra comutativa

usando a teoria dos modulos geralmente é creditada a Krull e Noether.

Os Inteiros de Gauss.



O Matematico alemao Carl F. Gauss produziu em todos os ramos da matematica. Mas sabe-se
que sentia especial prazer pela investigacdo em Aritmética. Foi ele quem lancou os
fundamentos da moderna Teoria dos NUmeros em sua monumental obra "Disquisitiones
Arithmeticae" que contém grandes contribuicdes a Aritmética e a Algebra, publicada em
1801. Os inteiros de Gauss ou conjunto dos Inteiros Gaussianos sao numeros complexos da
forma a + bi, onde a e b sdo inteiros e i =+/—1. O conjunto Z[i] dos inteiros de Gauss surgiu
entre os anos de 1808 e 1825, época em que o matematico Carl F. Gauss investigava a
reciprocidade cubica (x3 = q (mod p), onde p e q sdo primos) e também a reciprocidade
biquadratica (x* = q (mod p), onde p e q sdo primos). Gauss percebeu que essa investigacao

se tornava mais facil trabalhando em Z[i], o anel dos Inteiros de Gauss.

Desse modo, Gauss estendeu a ideia de Numero Inteiro quando definiu Z[i], pois descobriu
que muito da antiga teoria de Euclides sobre factoracao de inteiros poderia ser transportada

para esse conjunto com consequéncias importantes para a Teoria dos NUmeros.

Gauss desenvolveu uma Teoria de Factorizacdo em primos para esses numeros Complexos e
demonstrou que essa decomposicdo em primos é Unica, tal qual no Conjunto dos NUmeros
Inteiros. O uso desse estudo foi de fundamental importancia para a demonstracao do Ultimo

Teorema de Fermat.

0 desenvolvimento da Teoria dos Nimeros Algébricos foi, em parte, em funcao das tentativas

de solucao da equacao diofantina, também conhecida como equacao de Fermat

x™ + yn = z"
pois os inteiros algébricos aparecem de maneira natural, como ferramenta para tratar desse

assunto.

Essa generalizacdo do Conjunto dos Numeros Inteiros da exemplos especiais de
desenvolvimento muito mais profundos que chamamos de Teoria dos Nimeros Algébricos. Essa
teoria é profunda e poderosa. Além do interesse e fascinio que exerce por suas proprias
propriedades, fornece muitas aplicacoes a Teoria dos NUumeros que permitem uma

compreensao de varios fendmenos antes obscuros e misteriosos.

1.2 Conceitos Fundamentais da Teoria de Anéis.

Definicdo 1.2.1: Um anel é um conjunto A+ @ cujos elementos podem ser adicionados e
multiplicados. Um anel designa-se por (4, + ,-) isto é, sao dadas duas operacdes (x,y) - x+y

e (x,y) = x-y aos pares de elementos de A em A satisfazendo as seguintes condicdes:

1. Para todo x ey € A temos a comutatividade da soma, a saber



x+y=y+x
2. Para todo x ey € A temos a associatividade da soma, a saber,
x+yytz=x+ @y + 2)

3. Existe um elemento e em A tal que x + e = x para todo x € A.
Note: e = 0. Este é chamado elemento neutro da adicao.

4. Para todo elemento x € A existe um elementoyem Atalque x + y = 0.
Note: y = —x.Este é também chamado de simétrico de x.

5. Para todo x,y,z € A temos a associatividade da multiplicacao, a saber

(xy)z=x(y 2)

6. Para todo x,y,z € A temos a distributividade da multiplicacdo a direita e

esquerda, a saber.
x(y+z2)=xy+xz e (y+2)x=yx+2zx
Observacoes:

1) Observe que a multiplicacao nao necessita ser comutativa. Quando isto ocorrer,

dizemos que 4 é um anel comutativo.

2) Um anel ndo necessita ter elemento neutro da multiplicacao (isto &€, um elemento
ytal que xy = y-x = x para todo x € A). Este elemento se existir € chamado de
identidade do anel e denotado por 1. Quando um anel A possui o elemento neutro da

multiplicacao dizemos que A € um anel com identidade.

3) Os elementos nao nulos de um anel com identidade nao necessitam ter inversos
multiplicativos (isto €, y é inverso multiplicativo de x se e somente se x-y = y-x = 1). Os
elementos de um anel A que possuem inverso multiplicativo sdo chamados de invertiveis de A

ou unidades de A.
Usaremos a notacao U(A) = {x € A|x éuma unidade de A}.

Definicdo 1.2.2: Um elemento a # 0 de um anel A diz-se divisor de zero a esquerda e um
divisor de zero a direita se existe um elemento b € A com b # 0 tal que ab =0e ba =0,

respectivamente.



Definicao 1.2.3: Seja (A,+,) um anel e seja B um subconjunto ndo vazio de A. Entdao B é um

subanel de A se, e sO se, Vx,y € B sdo satisfeita as condicdes:

l. X—YERB
1. X"y€EB

Exemplos: O conjunto B = {0, 3,6} € um subanel de (Z;,, +,7).
B = {0,3, 6}

0 conjunto B = ZvV3 ={a+bV3,a,b € Z} é um subanel do anel (R,+,):R sao os numeros

reais.
Note que:
xX—Yy, x-yEZ\/g,Vx,yEZ\/g
x€ZV3:x=a+bV3;a,beZ

yEZ\/g:y=c+d\/§;c,dEZ

x-y = (a+bV3):(c+dV3) = (ac + 3bd) + (ad + bc)V3
Portanto x -y € Zv3
x—y=(a+bV3)—(c+dV3)=(a—c)+(b—d)V3
Portanto x — y € Z+/3. Logo Z+/3 é um subanel de (R, +,")

Definicdo 1.2.4: Seja (A,+,”) um anel. Um subanel I c A é um ideal de A, se para cada a €

A e para cada x € I, temos:
a'x€lex-a€l

Observacdo: Um anel possui pelo menos dois ideais, ele prdprio e o ideal formado pelo zero

do anel.
Exemplo: O subanel {0,2}, € um ideal do anel (Z,, +,").
De facto:

1={02}c(Z, + ), Vx € LVa € Z,:x-a€l,Z, ={0,1,2,3}



x=0-0-0=0¢€1

0-1=0€l
0-2=0€l
0:-3=0€1

x=2-2-0=0€l
2:1=2¢€l
2:2=0€l
2-3=2¢€l.Logo,{0,2} éumideal de (Z,,+,)
0 conjunto Q é um subanel de R, mas nao é um ideal de R.
E evidente que Q subanel de R. Agora note que
x=2€Qea=vV2€R,logox-a=2V2¢&Q,logo (Q,+) nio é ideal de R.
O conjunto: (2) =2Z = {2m,m € Z} éum ideal do anel (Z,+,").
Vx€2Z,Va€eZ:x-a€Z
XxX€2Z:x=2mme”Z
x-a=2m-a=2(m-a) - x-a=2ma,portanto,(2) é um ideal de 2Z.

a b

O conjunto M, :{(C d);a,b,c,deR},Az(Mz,+,x) é um anel nao comutativo e com

unidade.

a b

O conjunto B = {(0 0

),a,b € R} € um subanel de A. R sdo os nimeros reais. Mas B ndo é um

ideal de A.
Uma classe importante de anéis é apresentada na seguinte definicdo.

Definicao 1.2.5: Um inteiro de gauss € um niumero complexo da forma a + bi comae b

inteiros, cujo conjunto denotamos por Z[i].
Propriedades.

O anel dos inteiros de Gauss tem as seguintes propriedades:



v" Os elementos invertiveis sdo 1,i,—1e —i.

v" Dois inteiros gaussianos z e w dizem-se associados se e s6 se z=wu para alguma
unidade u.

v" Um inteiro gaussiano diz-se primo se for nao unidade e for divisivel apenas pelos seus
associados e pelas unidades.

v" E um Dominio Fatorial, ou seja, todo elemento tem factorizacdo Unica num produto
de gaussianos primos (a menos de elementos invertiveis). Note-se que alguns niUmeros
primos no anel dos inteiros sao compostos nos inteiros de Gauss, por exemplo 5 =
(2+10)(2—1i). Os inteiros de Gauss que nao podem ser expressos por produto de
outros dois inteiros Gaussianos de moédulo maior que 1 sdao chamados de primos de
Gauss.

v Pode se tornar um dominio euclidiano com a norma N(a + bi) = a* + b>
Anéis Quocientes.

Definicdo 1.2.6: Seja R um anel e I um ideal de R. Defina em R uma relacdo de equivaléncia
de forma que x~y se e sO6 se x —y é um elemento de I. Para o elemento x a sua classe de

equivaléncia é

[x] =x + I. Se no conjunto das classes de equivaléncia for definida uma adicdo por (x + 1) +
(y+1) = (x+y)+1 e uma multiplicacao por (x +)(y +1) = xy + I obtemos um anel que

€ chamado anel quociente de R por I e denotado por R/I.

Definicdo 1.2.7: Todo anel comutativo com identidade 1+ 0 e sem divisores de zero é

chamado dominio de integridade.
Teorema 1.2.8: O conjunto dos Inteiros de Gauss € um Dominio de integridade. Em [29]

Demonstracao: Com efeito, 0 = 0 + 0i € Z[i]. Como1=1 + 0i, entdo 1 € Z[i].
Sejam z = a+ biew = ¢+ di dois Inteiros de Gauss, isto é, a; b; c; d € Z,entdoz—we z-
w também sao Inteiros de Gauss pois

z—w=(a—-c)+ b -d)i,

z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i,
w-z=(ca—db)+ (da+cb)i=(ac—bd)+ (ad +bc)i=2z-w

Onde (a — ¢), (b — d), (ac — bd) e (ad + cb) sao inteiros. Logo Z[i] € um anel comutativo com

identidade. Além disso.
zw=0-|z-w|=0

|z| - lw|=0—1z| =0o0u|w| =0


https://pt.wikipedia.org/wiki/Dom%C3%ADnio_Fatorial
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_primos
https://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_primos
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Primos_de_Gauss&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Primos_de_Gauss&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Dom%C3%ADnio_euclidiano

|zl =0 z=0e¢

|z| =+a?+b%? m

Os inteiros Gaussianos Z[i] sao a generalizacao mais simples do comum inteiros Z e eles se
comportam da mesma maneira. Em particular, Z[i] goza de factorizacdo Unica, ou seja todo o
inteiro gaussiano de pode factorizar num produto de gaussianos primos de forma Unica (a
menos de multiplicacdo por unidades) e isso nos permite trabalhar sobre Z[i] da mesma
maneira que fazemos sobre Z. Fazemos isso porque Z[i] é o lugar natural para estudar certas
propriedades de Z. Em particular, € o melhor lugar para examinar somas de dois quadrados,

porque em Z[i] podemos factorizar uma soma de dois quadrados inteiros em fatores lineares:
x2+ y? = (x —yi)(x + yi).
Z[i] e sua norma.

Definiremos também uma funcao muito importante na aritmética desse conjunto que é

chamada de Norma, onde:
Definicdo 1.2.9: Paraz = a + bi € Z[i], a Norma é o produto
N(z) = zzZ = (a + bi)(a— bi) = a?+ b%:
Pensando em a + bi como um nUmero complexo, sua Norma é o quadrado de seu
madulo.
la + bi| = \/a? + b2, N(a + bi) = a® + b* = |a + bi|?

A razdo pela qual preferem lidar com Normas em Z[i] em vez de valores absolutos é que as
Normas sdo inteiros (em vez de raizes quadradas) e as propriedades de divisibilidade em Z
vao fornecer informagdes importantes sobre as propriedades de divisibilidade em Z[i]. Isto é

baseado na seguinte propriedade algébrica da Norma. Em [29]

Teorema 1.2.10: A Norma é multiplicativa, ou seja, z-w = Z- w.

Demonstracao: Fazendo z=a+ biew = c +di. Entdao z-w = (a + bi) - (¢ + di).

Entao temos:

N(EZ)NW) = (a? + b?)(c? + d?) = (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)? )
N(zw) = (ac — bd)? + (ad + bc)?

= (ac)? — 2acbd + (bd)? + (ad)? + 2adbc + (bc)?



= (ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)? 2
Verificamos que 1 e 2 tem o mesmo resultados, logo
N(zw) =NEZ)N(w) =
Determinaremos a seguir os inteiros de Gauss que tem inversos multiplicativos em Z[i].
Divisibilidade e primos em Z[i] e Z
N(a + bi) = |a + bi|?> = a? + b?

€ mais Gtil na teoria dos nimeros do que o valor absoluto porque a norma € sempre um
numero inteiro comum. A propriedade multiplicativa da norma implica que, se um inteiro

Gaussiano « divide um inteiro Gaussiano y, isto €, se
y = af para algum B € Z [i],
Entdo
N() = N(@N(@B),
isto é, a N(a) divide a N(y).

Por isso, as questdes sobre divisibilidade em Z[i] geralmente se reduzem a questdes sobre

divisibilidade em Z.

Teorema 1.2.11: Factorizacdo prima em Z[i]. Qualquer inteiro Gaussiano nao nulo e nao
unidade é factorizado em um produto de Gaussianos primos. A prova € semelhante a prova

em Z. Em [29]

Demonstracao: Considere qualquer inteiro Gaussiano y. Se y em si é um primo Gaussiano,
entao terminamos. Se nao, entao y = af para alguns a,8 € Z[i] com menor norma. Se a, f
nao sao ambos primos Gaussianos, factorizamos em Gaussiano inteiros de norma ainda menor,
e assim por diante. Esse processo deve terminar desde as normas, sendo nimeros naturais,
nao podem diminuir para sempre. Por conseguinte, eventualmente obter uma factorizacao

prima Gaussiana de y. m

Como em Z, nao é imediatamente claro que a factorizacao prima é Unica. No entanto, vemos

nesta seccao que a factorizacao prima Unica detém em Z[i] pelas mesmas razoes que em Z.
Conjugados.

O conjugado de z = a + bi é Z = a — bi. As propriedades basicas da conjugacao
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(ndo apenas em Z[i], mas para todos os nimeros complexos z) sao

i. zz=|z|%

ii. Z, Y2z, =7, + 7,
iii. 71— 2, =71 — 7y,
iv. 7y X 23 =271 X Z,

Estes podem ser verificados escrevendo z, = a; + b,i,z, = a, + b,i e trabalhando ambos os
lados de cada identidade. Usamos essas propriedades de conjugacdo para que dé o primeiro

passo para uma classificacao de primos Gaussianos.

Teorema 1.2.12: Primos Gaussianos Reais. Um primo comum p € N é um primo Gaussiano
< p nao é a soma de dois quadrados. (E obviamente p < 0 € um primo Gaussiano < —p € N

€ um primo Gaussiano). Em [29]

Demonstracdo: (<) Suponhamos que tenhamos um p primo comum que ndo € um primo

Gaussiano, de modo que se divide em Z [i]:

p = (a+ b))y,

onde a + biey sdo numeros inteiros Gaussianos com N(a + bi) < p? e N(y) < p? e também

N(a + bi) >1 e N(y) > 1. Tomando conjugados de ambos os lados, obtemos
p = (a=bi)y,
uma vez que p é real e, portanto, p = p. Multiplicando estas duas expressdes para p da
p?=(a—bi)(a + b)) yy
= (a®> + b))y,
onde tanto a® + b?%, |y |*> > 1. Mas a Unica tal factorizacdo de p? é pp, portanto,
p=a* + b2

(=) Inversamente, se um primo p comum é igual a® + b%com a,b € Z entdo p ndao € um

primo Gaussiano porque tem a factorizacao Gaussiana primo
p = (a—bi) (a + bi)
e N(a+ib) =N(a—ib) <N(p). m
Observe também que os fatores a —biea + bi de p sdo primos Gaussianos porque a sua

norma é o numero primo a? +b% = p. Além disso, todos os Gaussianos primos a +
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bi,onde a,b #+ 0, vém em pares conjugados como este. Isto é entdo, porque se um membro do

par se factorizar em af, entao o seu conjugado ¢ fatorizado em af.

0 que ainda nao esta claro é se todos os primos Gaussianos a + bi com a,b diferentes de zero
sdo fatores de primos comuns p = a® + b2. E concebivel que a + bi pode ser um primo
Gaussiano enquanto a? + b%?é um produto de dois ou mais primos comuns. Nesta Secéo

descartamos isso com a ajuda de uma Unica factorizacao prima em Z[i].

De qualquer forma, podemos ver que esclarecimentos adicionais sobre a natureza dos primos
Gaussianos depende de encontrar outra maneira de descrever os primos comuns que sao
somas de dois quadrados. Os primos que nao sao somas de dois quadrados sao da forma 4n +
3. O complemento a este resultado que qualquer primo da forma 4n + 1 € uma soma de dois

quadrados e um famoso teorema descoberto por Fermat.
Divisdao em Z[i]

A factorizagcdo prima Unica em Z[i], como em Z, depende do algoritmo euclidiano, que

depende por sua vez:

Teorema 1.2.13: Propriedade de divisdo de Z[i]. Sea,B + 0 estiverem em Z[i] entao

existem u, p pertencentes a Z[i] e tal que
a =pup +p com N|lp| <N|B]|.

Demonstracao: Esta propriedade torna-se 6bvia uma vez que se vé que o Gaussiano multiplo
inteiro uB de qualquer inteiro Gaussiano g # 0forma uma grade quadrada em o plano
complexo. Isso ocorre porque a multiplicacao de g por i roda o vetor de 0 a 8 através de 90°,
portanto, 0, 8 e i sdo trés cantos de um quadrado. Todos os outros multiplos de B sdo somas
(ou diferencas) de S e i3, portanto, eles estao no cantos de uma grade quadrada. (Figura 1).
Em [29]
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Figura 1: Multiplos dos Inteiros Gaussianos

Qualquer nimero inteiro Gaussiano a estd em um desses quadrados, e ha um canto mais

proximo uf (nao necessariamente Unico, mas ndo importa). Entao

a = uf + p,onde | p| = distancia ao canto mais proximo,
entdo | p | € menor do que o lado de um quadrado, asaber | B |. m
Gracas a propriedade da divisdo que temos

1. Um algoritmo euclidiano para Z[i]
2. mdc(a,pf) = pa + vBparaalguns u,v € ZJ[i].
3. A propriedade do divisor primo: se um w primo divideaB, entao w divide

a ou  divide .

Como uma primeira aplicacao de factorizagcdo prima Unica em Z[i], completamos a descricao
dos primos Gaussianos. La encontramos que os primos reais Gaussianos sao primos comuns que
nao sao somas de dois quadrados e seus negativos. Também ¢é claro que o Gaussiano
imaginario puro os primos sdao da forma + ip, onde p é um primo Gaussiano real. Assim, ele

permanece para descrever os primos Gaussianos a + bi com a, b diferentes de zero.

Teorema 1.2.14: Primos Gaussianos Imagindrios. Os primos Gaussianos a + bi com a,b

diferentes de zero sao fatores de primos comuns p da forma a? + b?. Em [29]

Demonstracao: Primeiro, como observado na Secédo anterior, se a + bi € um primo Gaussiano

entdo € a — bi (porque se a — bi = af nao é primo, nem é a + bi = af).

Em seguida, (a — bi) (a + bi) é uma factorizacdo Gaussiana prima (necessariamente Unica)
do
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p =a®+b? = (a—bi)(a + bi).
Mas p deve ser um primo comum. Na verdade, se
p=rscoml <r,s <per,s € Z,

entdao os fatores primos Gaussianos de res dao uma factorizacao Gaussiana prima de p

diferente de (a — bi) (a + bi) (ou dois fatores reais r e s,ou = quatro fatores complexos). m
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CAPITULO 2

BREVES NOCOES SOBRE TEORIA DE GRAFOS.

Neste capitulo expomos alguns conceitos da Teoria de Grafos, definicbes e alguns exemplos.
Apenas definimos as nocoes necessarias para o trabalho. Para um estudo mais profundo da

teoria dos grafos o leitor pode consultar [21, 36, 48].

2.1 Nocoes Historicas.

Podemos dizer, como Harary, que a teoria dos grafos foi redescoberta muitas vezes; ou,
entdo, que problemas do interesse de diversas areas foram estudados separadamente e
mostraram caracteristicas semelhantes. Importante, de qualquer modo, é observar que o
periodo transcorrido entre a demonstracao de Euler sobre o problema das sete pontes de
Konigsberg e a Ultima década do século XIX - mais de 150 anos viu, apenas, o surgimento de
alguns poucos trabalhos. Assim é que, em 1847, Kirchhoff utilizou modelos de grafos no
estudo de circuitos eléctricos e ao fazé-lo, criou a teoria das arvores, - uma classe de grafos,
para caracterizar conjuntos de ciclos independentes. Dez anos mais tarde, Cayley seguiria a
mesma trilha, embora tendo em mente outras aplicacdes, dentre as quais se destaca a
enumeracao dos isomeros dos hidrocarbonetos alifaticos saturados, em quimica organica.
Enfim, Jordan (1869) se ocupou também das arvores, de um ponto de vista estritamente

matematico.

Muitos eventos que provaram ser importantes sao relacionados com problemas com pouca
aplicacao pratica: Hamilton, em 1859, inventou um jogo que consistia na busca de um
percurso fechado envolvendo todos os vértices de um dodecaedro regular, de tal modo que
cada um deles fosse visitado uma Unica vez. E interessante, alias, observar que os problemas
de Hamilton e de Euler encontraram aplicacdo, respectivamente um e dois séculos mais
tarde, no campo da pesquisa operacional. Kempe (1879) procurou, sem sucesso, demonstrar a
"conjectura das quatro cores”, apresentada por Guthrie a De Morgan, provavelmente em
1850. Este problema, um dos mais importantes ja abordados pela teoria dos grafos, oferece
interesse apenas teorico: trata-se de provar que todo mapa desenhado no plano e dividido em
um nimero qualquer de regides pode ser colorido com um maximo de quatro cores sem que
duas regides fronteiricas recebam a mesma cor. Taity (1880) divulgou também uma "prova”,
infelizmente baseada numa conjectura falsa e Heawood (1890) mostrou que a prova de
Kempe estava errada, obtendo no processo uma prova valida para 5 cores; a prova para 4
cores somente foi obtida em 1976. A importancia do problema reside nos desenvolvimentos
tedricos trazidos pelas tentativas de resolvé-lo, as quais enriqueceram a teoria dos grafos em

diversos recursos ao longo da primeira metade do século XX: exemplificando, Birkhoff (1912)
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definiu os polindmios cromaticos; Whitney (1931) criou a nocdo de grafo dual e Brooks (1941)

enunciou um teorema fornecendo um limite para o nimero cromatico de um grafo.

Outros eventos importantes podem ser citados: Menger (1926) demonstrou um importante
teorema sobre o problema da desconexao de itinerarios em grafos e Kuratowski (1930)
encontrou uma condicdo necessaria e suficiente para a planaridade de um grafo. Turan
(1941) foi o pioneiro do ramo conhecido como teoria extremal de grafos e Tutte (1947)
resolveu o problema da existéncia de uma cobertura minimal em um grafo. Vale a pena
registrar que o termo grafo foi usado pela primeira vez por Sylvester em 1878 e que o
primeiro livro especifico sobre grafos foi publicado por Konig em 1936, uma época na qual,

conforme Wilder, o assunto era considerado "um campo morto".

A partir de 1956, com a publicacao dos trabalhos de Ford e Fulkerson (1956), Berge (1957) e
Ore (1962), o interesse pela teoria dos grafos comecou a aumentar, crescendo rapidamente
no mundo todo: conforme cita Harary, em 1969 foi publicada por J. Turner. A imensa maioria
dos livros sobre grafos foi publicada depois de 1970, em grande parte sob a influéncia das
obras de Berge e Harary. O desenvolvimento dos computadores levou a publicacdo de varias
obras dedicadas aos algoritmos de grafos, abrindo assim possibilidades crescentes de

utilizacao aplicada da teoria.

2.2 Nocgobes Basicas da Teoria de Grafos.

Nesta secao, falaremos sobre os grafos nao orientados.

Definicdo 2.2.1: Designa-se por grafo (nao orientado) um terno G = (V(G), E(G),¥(G)), onde
V =V(G) é um conjunto nado vazio, E = E(G) é um conjunto disjunto de V e )G é uma funcgao
tal que, para cada e €E,jG(e) denota um par nao ordenado de elementos (nao
necessariamente distintos) de V. Neste caso, V designa-se por conjunto de Vértices, E por

conjunto de arestas e ¥G por funcao de incidéncia.

Definicdo 2.2.2: (Grafo simples). Um grafo diz-se simples se nao contém arestas paralelas

nem lacetes.

Definicdo 2.2.3: Dado um grafo G simples, designa-se por grafo complementar de G e
denota-se por G¢, um grafo simples cujo conjunto de vértices é V(G) e no qual dois vértices

sdo adjacentes se e sé se nao sao adjacentes em G.
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C D G
Figura 2: Grafo G. figura 3: Grafo G¢

Definicdo 2.2.4: Dois grafos G = (V(G),E(G),Y(G)) e H= (V(H),E(H),¥v(H)) dizem-se
isomorfos, denotando-se esta relacao de isomorfismo por G = H, se existem duas bijecoes

@:V(G) > V(H) e 8:E(G) —» E(H) tais que
YG(e) = uvse e sé se pH(0(e)) = p(w)p(v)

Por outras palavras dois grafos dizem-se isomorfos se existe uma bijecao entre os respetivos
conjuntos de vértices e uma bijecao entre os respetivos conjunto de arestas que preservam as

relacoes de adjacéncia e de incidéncia.

Definicdo 2.2.5: Designa-se por isomorfismo entre dois grafos simples G e H, uma bijecao

@:V(G) -» V(H) tal que
uv € E(G) se e s6 se p(u)e(v) € E(H)

De acordo com as Definicdes 2.4 e 2.5, podemos concluir que dois grafos sao isomorfos

quando existe um isomorfismo entre eles.
Aresta Incidente: é aquela que liga dois vértices distintos.

Arestas Adjacentes: sao aquelas que estao ligadas a um mesmo vértice e nao sao arestas

multiplas.
Vértices Adjacentes: sao aqueles que estao ligados por uma mesma aresta.

Ao nimero de vértices de um grafo G chamamos de ordem de G, que indicamos por v(G) ou
apenas v, e ao numero de arestas de um grafo G chamamos dimensdo de G, que indicamos

por £(G) ou apenas «.
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Definicao 2.2.6: Dado um grafo G e um vértice v € V(G), designamos por grau de v o nimero

de arestas incidentes no vértice v, que indicamos por d;(v). O maior grau dos vértices de G

indicamos por A(G) e o menor grau dos vértices de G indicamos por §(G).

Caminho: é uma sucessao de vértices e arestas tal que cada aresta liga o vértice que a

precede ao vértice que a segue, nao repetindo arestas.

w

Figura 4
Os vértices A, B, C e D representam um caminho neste grafo.

Caminho Fechado: é aquele que comeca e termina no mesmo vértice.

A B

Figura 5

Ciclo: é um caminho fechado.

Figura 6

Passeio: € um caminho onde pode haver repeticao de arestas e de vértices.
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Figura 7
Ponte: é uma aresta cuja remocao reduz a conexidade do grafo.

Exemplo: h e i sao as pontes do grafo.

Figura 8

Subgrafo de um Grafo G: é aquele cujo o conjunto dos vértices e o conjunto das arestas sao

subconjuntos do conjunto de vértices e de arestas, respetivamente, de G.
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Figura 9: Grafo G e Figura 10: Subgrafo de G

Definicdo 2.2.7: Dado um grafo G, eliminando todos os lacetes e substituindo cada conjunto
de arestas paralelas por uma Unica aresta obtemos um subgrafo abrangente de G ao qual

chamamos de subgrafo de suporte de arestas.

Grafo completo: dizemos que G é um grafo completo quando todos os vértices sao

adjacentes.

Grafo Bipartido: é aquele em que o conjunto dos seus vértices admite uma particao {V;;V,}

de tal maneira que toda a aresta de G une um vértice de V; a um vértice de V,.

Figura 11
Nota: Um grafo é bipartido se e s6 se nao tem circuitos de comprimento impar.

Definicdo 2.2.8: Dizemos que G é um grafo conexo se para cada par de vértices existe

sempre um caminho que os une.
Grafo Desconexo: é aquele que nao é conexo.

Componentes Conexas: de um grafo desconexo, sao subgrafos conexos, disjuntos em relacao

aos vértices e maximais em relacao a incluséo.

Floresta: é um grafo cujas componentes conexas sdo arvores.

Figura 12
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Definicao 2.2.9: Chamamos cintura do G ao comprimento do ciclo de menor comprimento de

G, caso exista; caso contrario dizemos que g(G) = oo,

Excentricidade: Seja G um grafo e v um vértice, entao a maior distancia entre v e todos os

outros vértices de G designa-se por excentricidade de v e denota-se por e; (v) ou e(v)

Diagmetro: Dado um grafo G, a maior excentricidade dos seus vértices designa-se por

diametro.
Raio: é a distancia minima de todos os vértices G.
Centro: sao os vértices onde as excentricidades sao mais pequenas.

Exemplo: Dado o grafo G indica o diametro, o raio, a excentricidade e a cintura do grafo

completo de ordem 5.

Figura 13

Temos: diam(G) = 1,r(G) = 1,g(G) =3,e(G) =1

Grafo Regular: é um grafo no qual todos os vértices tém o mesmo grau.

Grafo Planar: é um grafo que pode ser imerso no plano de tal forma que suas arestas nao se

cruzam.

Grafo Estrela: é um grafo onde existe um vértice central que é adjacente a todos os outros

vértices do grafo.

Grafo Euleriano: um grafo G é Euleriano se e somente se G é conexo e cada vértice de G tem

grau par.
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Grafo Hamiltoniano: um grafo G é dito ser Hamiltoniano se existe um ciclo em G que

contenha todos os seus vértices, sendo que cada vértice s6 aparece uma vez no ciclo.
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CAPITULO 3

O GRAFO DIVISOR DE ZERO DE UM ANEL COMUTATIVO.

Neste capitulo trataremos da nocado do grafo dos divisores de zero. Este é o tema principal do
trabalho. Apresentamos definicbes e demonstracées de alguns teoremas importantes.

Apresentamos também alguns exemplos.
3.1 O Grafo Divisor de Zero de um anel comutativo.

Seja R um anel comutativo com identidade e seja Z (R) seu conjunto de divisores de zero.
Associamos um grafo (simples) t(R) a R com vértices Z(R)* = Z (R) — {0},isto &, V(z(R)) =
Z(R)* conjunto de divisores zero nao nulos de R e para distintos x,y € Z(R)* Os vértices x ey
sdo adjacentes se e somente se xy = 0. Assim, 7(R) € o grafo vazio se e somente se R é um

dominio integridade.

Exemplo: Z, ={0,1,2,3,4,5}.

X 0 1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1
> 4
3

Figura 14: 1(Z¢)
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O principal objetivo deste capitulo é estudar a interacao das propriedades tedricas de R com

as propriedades teoricas de 7(R). Este estudo ajuda a iluminar a estrutura de R.

Parax,y € Z* (R),definax ~ysexy = Ooux = y. Arelacao é sempre reflexiva e simétrica,
mas nao usualmente transitiva. O grafo de divisor de zero 7(R) mede esta falta de

transitividade no sentido de que ~ é transitiva se e somente se 7(R) estiver completo.

A idéia de grafo de divisor de zero de um anel comutativo foi introduzida por I. Beck em [10],
onde ele estava principalmente interessado em coloracao. Esta investigacao das coloracoes
de um anel comutativo foi entdao continuada por D. Anderson e M. Naseer em [5]. Sua
definicao era ligeiramente diferente da nossa; Eles deixaram todos os elementos de R ser
vértices e x ey sdao adjacentes se e somente se xy = 0. Denotamos seu grafo de divisor de
zero de R por 7,(R). Em 7,(R), o vértice 0 é adjacente a cada outro vértice. Nossos resultados
para t(R) tém analogos naturais a 7,(R); No entanto, sentimos que a nossa definicao ilustra

melhor a estrutura divisor de zero de R.

Na secao 3.2, damos muitos exemplos, mostramos que t(R) € conexo e diam (t(R)) < 3, e
determinamos quando t(R) € um grafo completo ou um grafo estrela. Um passo-chave é
caracterizar quando um vértice é adjacente a todos os outros vértices. Na terceira secao,

estudamos o grupo de automorfismo do 7(R).

Incluiremos definicdes basicas da teoria dos grafos conforme necessario. Referéncias basicas
para a teoria de grafos sao [21,28,36]; Para a teoria dos anéis comutativos, ver [9,32,34].
Todos os anéis R sao comutativos com identidade excepto no Ultimo capitulo. Como de
costume, os anéis de inteiros e inteiros modulon serdo denotados por ZeZ,,

respectivamente, e F, sera o corpo finito com g elementos.

3.2. Exemplos:

Z9 = {0’ 1’ 2; 3’ 4; 5, 6, 7, 8}.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 2 4 6 8 1 3 5 7
3 0 3 6 0 3 6 0 3 6
4 0 4 8 3 7 2 6 1 5
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5 0 5 2 6 2 7 3 8 4
6 0 6 3 0 6 3 0 6 3
7 0 7 5 3 1 8 6 4 2
8 0 8 7 6 5 4 3 2 1
@
-1 6

Figura 15: 7(Z,)

3.3 Propriedades de t(R)

Nesta secdo, mostramos que t(R) € sempre conexo e tem diametro menor ou igual a 3.
Determinamos quais grafos completos e grafo estrela podem ser realizados como t(R).

Comecamos com alguns exemplos que motivam resultados posteriores.

Exemplo: (a) Abaixo estdo os grafos de divisor de zero para varios anéis. Observe que esses
exemplos mostram que anéis nao-isomorfos podem ter o mesmo grafo de divisor de zero e

que o grafo de divisor zero nao deteta elementos nilpotente..

Z, ={0,1,2,3}.
X 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Figura 16: 7(Z,)
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(b) Na parte a) acima, todos os grafos conexos com menos de quatro vértices podem ser

realizados como 7(R). Dos onze grafos com quatro vértices, apenas seis sao conexos. Destes

seis, apenas os trés grafos seguintes podem ser realizados como 7(R).

Z3 X ZS = {(f,_’)_/')f, j} € ZB}=(6v 6)! (6, i)v (6, 2), (i, 6): (i! i)) (i, 2): (z, 6): (z! I), (21 z) (f,_’)_/) '

(w,2) = (0,0)
(0,1 -(1,0) = (0,0).

(0,2)-(2,0) = (0,0).

(0,1)

(1,0)
[

|

@
(0,2)

Figura 17: ©(Z3 X Z3)

(2,0

15

10

Zy X Fy.
Zz = {(_),i}.
P(x)=x%>+x+1.

P(x) = x% +1.

Figura 18: 7(Z;s)

20

26



Pp(D=1+1+1=1.
F,={a+bu;a€Z,euc€F,}.
Pw)=u?+u+1.
F,={0,1,u,u+1}.

Tabela da soma.

+ 0 1 u u+l
0 0 1 u u+1
1 1 0 u+1 u
u u u+1 0 1
u+1 u+1 u 1 0
Tabela da multiplicacao.
X 0 1 u u+1
0 0 0 0 0
1 0 1 u u+1
u 0 u u+1 1
u+1 0 u+1 1 u
Observacao:
wWHu+l=0ou?=—u—-1eou?=u+1

Z,xF,={(x,y):x€Z,ey € F,}

(0,0); (0,1); (0,u); (O,u+1); (1,0); (1,1); (L, u); (L, u+1)



(0,1)
®

(0,u)

_.'{DJ"U + 1]

(1,0)
Figura 19: 7(Z, X F,)

Em seguida, esbocamos uma prova de que o 7 grafo com vértices {a, b, ¢, d} e arcos

a—b,b —c,c — d nao pode ser realizado como t(R).

Figura 20

Suponha que existe um anel R com Z(R) = {0,a,b,c,d} e acima das relacdes de divisores de
zero. Entdo a + c€Z(R) uma vez que (a + c)b = 0. Portanto, a + ¢ deve ser
0,a,b,coud. Uma simples verificacdo produz a + ¢ = b como a Unica possibilidade.
Similarmente, b + d = c. Dai b = a+c =a + b + d; Assim a + d = 0. Assim, bd =
b (—a) = 0, uma contradicdo. As provas dos outros dois grafos conexos ndo-realizaveis em

quatro vértices sao semelhantes.

(c) Vimos acima que 7(R) pode ser um triangulo ou quadrado. Mas t(R) nao pode ser um n-gon
para qualquer n > 5. (As provas sao semelhantes aquela da parte (b) acima. Isto também se

segue diretamente dos Teoremas 3.3.1 e 3.3.4.) No entanto, para cada n > 3, ha um divisor

[x

de zero de grafo com um ciclo n. Para R, = ZZ+X"] onde I = (X3,..,X2,X,X,, ..., X,X;). Entdo

7(R,,) €é finito e tem um ciclo de comprimento n, ou seja, X; — X, — - — - X,, — X;.

Sejam A e B dominios de integridades e seja R = A x B. Entao t(R) € um grafo bipartido
completo (isto é, 7(R) pode ser dividido em dois conjuntos de vértices disjuntos V, =
{(a,0): a€ A} e V, ={(0,b) : b € B*} e dois vértices x ey sdo adjacentes se e somente se

estiverem em conjuntos de vértices distintos) com |t(R)| = |A| + |B| — 2. O grafo bipartido
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completo com conjuntos de vértices com men elementos, respetivamente, sera denotado
por K™", Um grafo bipartido completo da forma K" é chamado de grafo de estrela. Se 4 =
Z,, entao 7(R) é um grafo em estrela |t(R)| = |B|. Por exemplo, =(F, x F,) = KP~1471 e

7(Z, X F,) = K*9~1. Damos dois exemplos especificos.

Zy X Zy =
{(0,0); (0,1); (0,2); (0,3); (0,4); (0,5); (0,6); (1,0); (1, 1); (1,2); (1,3); (1, D); (1, 5); (1, 6)}.

(1,0)

(0,3) (0,4)

Figura 21: ©(Z, X Z;)
Zg X ZS =

{(0,0); (0,1); (0,2); (0,3); (0,4); (1,0); (1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (2,0); (2,1); (2,2); (2,3); (2, )}

©.1) (0,2) (0,3) ©0.9)

(1,0) (2,0)
Figura 22: t(Z5 X Zg)
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Naturalmente, 7(R) pode ser infinito (isto &, um anel pode ter um numero infinito de
divisores de zero). Mas t(R) € provavelmente de maior interesse quando é finito, pois entao
se pode desenhar 7(R). Vamos afirmar a maioria dos resultados em um cenario tao geral
quanto possivel, e, em seguida, muitas vezes se especializam para o caso finito. Em seguida,
mostramos que 7(R) é finito (exceto caso trivial quando 7(R) esta vazio) somente quando R é
ele mesmo finito. Assim, muitas vezes restringiremos o caso em que R é um anel finito.
Lembre-se que se R é finito, entao cada elemento de R é uma unidade ou um divisor de zero,
cada ideal primo de R é um aniquilador ideal e cada divisor de zero de R é nilpotente se e
somente se R é local. Além disso, se R € um anel local finito com M ideal maximal, entdo
IR | = p™ para algum primo p e inteiro n = 1. Entao |7(R)| = p™ — 1 para algum inteiro m >
0. A esséncia de nosso primeiro resultado € que Z(R) é finita se e somente se R é finito ou um
dominio integridade (este resultado, com uma prova diferente, e o fato de que |R| <
|Z(R)|? quando 2 < |Z(R)|o sao devidas a N. Ganesan [17, Teorema 1]; em [32] para analogos

nao comutativos).

Teorema 3.3.1: Seja R um anel comutativo. Entao 7(R) é finito e somente se R é finito ou
um dominio de integridade. Em particular, se 1 < |7(R)| < o entdo R é finito e ndo um corpo.
Em [36].

Demonstracao. Suponha que 7(R)(= Z(R)*) seja finito e nao vazio. Entao existe, x,y € R nao
nulos com xy = 0. Sejal = ann (x). Entdo I c Z (R) é finito e ry € Iparatodor € R. Se R é
infinito, entao existe um i€l com j ={r eR|ry =i} infinito. Para qualquer r,se€

Jj,(r —s)y = 0 entdo ann(y) c Z(R) é infinito, uma contradicdo. Assim, R deve ser finito. m

Teorema 3.3.2: Seja R um anel comutativo. Entdo t(R) é conexo e diam(r(R)) < 3. Além

disso, se t(R) contém um ciclo, entdo g(z(R)) < 7. Em [36]

Demonstracéo: Seja x,y € Z(R)* distintos. Se xy = 0, entdo d (x,y) = 1. Entao suponha que
xy seja diferente de zero. Se x?2 = y2? = 0, entdo x — xy — y € um caminho de comprimento
2; assim d (x,y) = 2. Se x> = 0ey? # 0, entdao ha um b € Z (R)* — (x,y) com xy = 0. Se
bx = 0, entdo x — b —y € um caminho de comprimento 2. Se bx # 0, entdo x — bx —y é um
caminho de comprimento 2. Em ambos os casos, d(x,y) = 2. Um argumento semelhante é
valido se y2 =0ex? # 0. Assim, podemos assumir que xy, x* e y? sao todos diferentes de
zero. Portanto, ha um, a,b € Z(R)* — {x,y}comax = by = 0. Se a = b, entdo x —a—7y €
um caminho de comprimento 2. Assim, podemos assumir que a # b. Se ab = 0, entao x —a —
b —y é um caminho de comprimento 3 e, portanto, d (x,y) <3. Se ab # 0, entdo a—ab —y
€ um caminho de comprimento 2; assim d(x,y) = 2. Dai d(x,y) <3, e, portanto,
diam (t(R)) <3. m

Definicao 3.3.3: um anel diz-se artiniano se satisfaz a condicao de cadeia descendente ou

seja sobre ideais.
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Exemplos:

v" Um dominio de integridade artiniano é um corpo.

v" Um anel com uma quantidade finita de ideais, é artiniano. Em particular, um anel
finito (tal como Z/nZ) é artiniano.

v Seja k um corpo. Entao k[t]/(t") é artiniano para todo inteiro positivo n.

v" Sel é um ideal ndo nulo de um dominio de Dedekind A entdo A/I é um anel artiniano

de ideal principal.

Teorema 3.3.4: Seja R um anel artiniano comutativo (em particular, R poderia ser um anel

comutativo finito). Se t(R) contém um ciclo, entdo g(z(R)) < 4. Em [36]

Demonstracao: Suponha que t(R) contenha um ciclo. R € um produto finito direto dos anéis
locais artinianos. Em primeiro lugar, suponha que R seja local com o ideal maximal diferente
de zero M. Entao M = ann (x) para algum x € M*. Se houver distintos y,z € M* — {x} com
yz = 0, entdo y —x —z—y é um triangulo. Caso contrario, 7(R) nao contém ciclos, uma
contradicao. Neste caso, g(r(R)) = 3. Em seguida, suponha que R = R; X R,. Se ambos |R,| =
3 e |R,| = 3, entdao podemos escolher a; € R; — {0,1}. Entao (1,0) — (0,1) — (a;,0) — (0,a,) —
(1,0) é um quadrado. Entao, neste caso, g(r(R)) < 4 Assim, podemos assumir que R, = Z,. Se
|Z(R,)| < 2, entdo 7(R) ndo contém ciclos, uma contradicdo. Portanto, devemos ter |Z(R,)| =
3. Como o 7(R) é conexo, existem distintos, x,y € Z(R,)* com xy = 0. Assim, (0,x) — (1,y) —
(0,y) — (0,x) € um tridangulo. Portanto, neste caso, g(t(R)) = 3. Assim, em todos os casos,
g(z(R)) < 4.m

Teorema 3.3.5: Seja R um anel comutativo. Entdo 7(R) é completo se e somente se
R=7Z,%xZ,ouxy=0paratodox,y € Z(R) Em [13]
Demonstracao: (<) por definigio.

(=) Suponha que t(R) esteja completo, mas ha um x € Z(R) com x? # 0. Mostramos que
x% = x.Se nado x* = x?x = 0. Portanto, x* (x + x?) = 0 com x% # 0, entdao x + x% € Z(R)
Se x + x? = x, entdo x? = 0, uma contradicdo. Assim, x + x* # x, entdo x 2 = x 2 + x3 =
x(x + x*) = 0 uma vez que t(R) esta completa, novamente uma contradicdo. Assim, x? = x.

A prova do teorema anterior, temos R = Z, X A ... e necessariamente A = Z,. [ |

Exemplo: Para cada inteiro n > 1, seja R, = Z,[x]/(x™*1), um anel local finito. Entdo x™ é o
Unico vértice adjacente a cada outro vértice. No entanto, para n = 3, t(R,,) ndao é um grafo
em estrela, uma vez que os vértices x™" 1 + x" e x"! também sao adjacentes. Nota que
t(R,)| = 2™ — 1.
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Figura 23

3.4 Automorfismo de t(R).

Para qualquer grafo 7(R), o grau de um vértice x de t(R) € §(x) = |{y € T(R)}|y é adjacente a

x. Para um vértice x do grafo de divisores de zero t(R), temos que §(x) = |ann(x) — {0, x}|.

Agora nos especializamos em t(Z,) e estabelecemos alguma notacdo. Seja n > 4 ndo € um
inteiro primo, eseja X ={d €Z|1 <d <ned|n}. Paracadad € X, sejaV, ={x e Z,|]1<x <
nemdc(x,n) = d} (= UZ,)d € Z(Z,)") e ng = |Vgl.

Teorema 3.4.1: Seja n = 4 um inteiro nao-primo. Entao Aut(r(Zn)) € um produto (finito)
direto de grupos simétricos. Especificamente, Aut(r(zn))zn(snd/dex), em que X =

{deZll<d<ned/nl}en;=|{x €Z|1 <x <nemdc(x,n) =d}(=|V4]). Em [13]

Demonstracdo: Use a mesma notacao como acima. Como dois vértices de 7(Z,). tem o
mesmo grau se e somente se eles estiverem no mesmo V,; e automorfismo do grafo preservam
o grau, temos f(V,) =V, para cada f € Aut(z(Z,))ed € X. Define ¢:Aut(z(Z,)) -
H{Sndld € X} para o(f) = (f|Vy), com f|V, visto de forma natural como um elemento de S,.
Pelo comentario acima, ¢ € um monomorfismo de grupo bem definido. Para mostrar isso ¢ é
surjectivo, basta mostrar que, para cada d € X fixo e a permutacao partir de a aV,, existe
um f € Aut(t(Z,)) .. com |V, = ae f|V; = 1,, para todo d # d em X. Isso se segue, pois para

qualquer x,y €eV,ea € Z,,ax =0 se esomenteseay =0. m
Corolario 3.4.2. Seja n = 4 um numero inteiro ndo primo. Entao

v Aut(t(Z,)) é trivial se e somente n = 4.

v Aut(t(Z,)) é abeliano se e somente sen = 4,6,8,9,0u 12.

Em particular, Aut(t(Z,)) = Z, quandon = 6,8,0u9, e Aut(t(Z,3)) = Z, X Z, X Z,.
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Exemplo: Ilustramos a prova do Teorema 3.4.1 por computacao de Aut(r(le)). Temos x

Aut(‘r(le))

{21 3! 41 6})

e assim V,=1{2,10} V; ={3,9}; V, ={4,8}, eV, = {6} Assim,

IR

S, XS, XS, XS, =7, XZ, X Z,. Isto também é evidente a partir das simetrias obvias do grafo

do divisor de zero de Z;, abaixo.

x | 0 | 1 2 5 7 10 | 11
0] 0] 0] 0 0 0 0 | o
1 0 | 1 2 5 7 10 | 11
2 | 0| 2 | 4 10 2 8 | 10
3 00| 3 | 6 3 9 6 | 9
4 | 0| 4| 4 8 4 4 | 8
5 | 0 | 5 | 10 1 11 2 | 7
6 | 0| 6 | 0 6 6 0 | 6
7 | 0 | 7 | 2 11 1 10 | 5
8 | 0 | 8 | 4 4 8 8 | 4
9 | 0| 9 | 6 9 3 6 | 3
10 | 0 | 10 | 8 2 10 4 | 2
11| 0 | 11 | 10 7 5 2 1
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Figura 24: 1(Z,,)
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CAPITULO 4

O GRAFO DOS DIVISORES DE ZERO DOS INTEIROS DE GAUSS MODULO n.

Neste capitulo estudamos o grafo dos divisores de zero de um anel de grande importancia, o

anel dos inteiros de Gauss modulo n.

4.1 Introducdo.

Seja n um numero natural e (n) o ideal principal gerado por n em Z[i], Z, = {0,1,2,..,n—1} 0
anel de inteiros modulo n. Entao o anel de fator Z[i]/{n) é isomorfo para Z,[i] = {c_l +bi:a,be
Zn} , 0 que implica que Z,[i] € um anel de ideal principal. O anel Z,[i] € chamado de anel de

inteiros Gaussianos modulo n.

Foi mostrado em Abu Osba [1] que @ + ib € uma unidade em Z,[i] se e somente se a’ + b? é
. K - . , — .
uma unidade em Z,, . Ese n = §:1aj’ € a decomposicao prima do numero inteiro positivo n
entdo Z,[i] € o produto direto dos anéis z_ ilil. Também se m = t* para alguns primo t e
J

inteiro positivo k entdo Z,,[i] é local se e somente set = 2out = 3 (mod4).

Recordemos que em um grafo 7(R), Um conjunto dominante é um conjunto de vértices A tal
que todo vértice fora de A é adjacente a pelo menos um vértice em A. O nimero dominante
de um grafo 7(R) denotado por §(tr) é o menor nimero da forma |4|, onde A é um conjunto

dominante.

0 caso quando n é um primo ou a poténcia de um primo é considerado primeiro. Entdo o caso

geral é considerado.
O nimero de vértices em cada grafo, o diametro e a cintura sdao encontrados.

As caracterizacoes completas, em termos de n, sdo dadas nos casos em que o grafo t(Z,[i]) é

planar, regular, Euleriano, completo ou bipartido completo.
4.2 GRAFO DOS DIVISORES DE ZERO PARA Zx|i]

Nesta secao, as propriedades basicas de 7(Z,»[i]) sdo estudados. Trés casos sdo considerados:
Quandot = 2,t = 3 (mod4),out = 1 (mod4).

4.2.1 Grafo dos divisores de zero para Z,n|[i]

Note-se que 2nao é um primo Gaussiano, uma vez que 2 = (1 +i)(1 —i); no entanto, 2 =

—i(1+10)?, entdao Z,[i] é isomorfo para o anel local Z[i]/{(1+ i)?) com seu Unico ideal
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maximal {0,1 + i1}. Observe que 1 —i = —i(1 + i), e entdo os dois elementos sdo associados
em Z[i], e geram o mesmo ideal maximal. Além disso, em Z,[i] temos 1+ i1 =1 —i1. Assim,
temos V(T(Zz[i])) = {1 + i1}, o que implica que 7(Z,[i]) € o grafo nulo N;, isto &, um grafo

com um vértice e sem arestas.

Agora, seja n um inteiro superior a 1. Entdo 2" = (—=1)™(1 + i)?" e assim

Zonli] = % = Z[i]/{(1 + i)®"). Dai Z,=[i] é local com o seu Unico ideal maximal M = (1 +il) e

entdo V(t(Zyn[i])) = (1 + i1)\{0}. E facil provar o seguinte lema.
Lema 4.2.1.1: O Unico ideal maximal em Z,n[i] é {a + ib: a e b sdo ambos pares ou impares}.
Observe que (—i)* (1 +i1)?* ! = (2)" (1 + i1), Por isso, temos o seguinte Teorema.

Teorema 4.2.1.2: Seja n>1. Entdo para todo a € Z,n[i]temosa(2)" 1(1+il)=
Ooua@™1(1+i1) = )" (A +i1).

Demonstracdo: Se a ndo ¢ uma unidade, entdo a = (@ + ib)(1 + i1) € (1 + i1), o que implica
que a(2)" (1 +i1) = (2)~*(a+ ib)(1 +i1)?" = 0. Entdo, suponha que « é uma unidade e,
portanto, @ = @ + ib com a e b ndo sdo nem pares nem impares. Assim (2)" (1 +il)(a — 1) =
() *A+il)(@a—1+ib) =0, ja que neste caso a — 1ebsao ambos pares ou ambos sao

impares, e nesse caso « — 1 € (1 + i1). Portanto a(2)" *(1+i1) = (2)* (1 +i1). m

Ja que Z,n[i]é local com Z(Z,x[i]) =(1+i1) como seu ideal maximal, Z(Z,x[i]) é um
aniquilador ideal e, portanto, existe um vértice adjacente a cada vértice em t(Z,n[i]) ,
Anderson e Livingston [7]. Na verdade, para qualquer vértice a em 7(Z,»[i]), a € adjacente a
1 +iD* 1,

Teorema 4.2.1.3: Para n > 1,|V(t(Zn[i)| = 221 — 1.

Demonstracdo: O numero de unidades em Z,n[i]é22"1 —1em[30]. Assim sendo,

V(D)) = 227 — 2% 1 = 271 1.
Teorema 4.2.1.4: Para n > 1,diam(t(Z,n[i])) = 2.

Demonstracdo: t(Z,»[i]) nao é completo, desde 2e1 +ilsao vértices em 1(Z,n[i]) mas
2(1+i1) #0, entdo para a(1+i1)F(+il) tem vértices em t(Z,m[i]) com a,B €
1(Zn[i]) e a(1 +i1)B(1 +i1) # 0. Entdo temos o caminho: a(1+i1).. (I +iD™ .. F(1+
i1), portanto diam(Z,n[i]) = 2. m

Teorema 4.2.1.5: Paran > 1, g(7(Z,n[i])) = 3.
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Demonstracdo: Para n = 2, temos o ciclo 2---i2---2 +i2---2. Para n > 2, sempre temos os

ciclos 2771 .- 2.+ i2"71 ... 2™71 portanto g(t(Z,n[i])) = 3. m
Exemplo: V(t(Z,[i])) = {2, i2,2+i2,1+i1,1+i3,3+i1,3+i3 }.
14 3i

3+ 3i

20 2

3+1i

@1+i
2+ 2i

Figura 25: ©(Z,[i])

4.2.2 Grafo dos Divisores de Zero para Zgn[i], q = 3(mod4).

Se q = 3(mod4), entédo q € um primo Gaussiano, e entao Z,[i] € um corpo de decomposicéo
para o polindmio g(x) = x*+ 1 sobre o corpo Z, e Z,[i] é isomorfo para o corpo Z[i]/{(q).

Entdo, neste caso Z,[i] ndo tem divisores de zero diferente de zero.

Se n>1, entdo Zgn[i] =Z[i]/(q™) €é anel local com ideal maximal (q). Portanto

v (1(Zgn[i1)) = @\(0}.

Para qualquer vértice ag em T(an[i]), aq € adjacente para g" 1. Na verdade, neste caso, se

ag € um vértice em (Z,n[i]), entdo ag ¢ adjacente a cada elemento em (g™ 1)\ {0}.
Agora, para determinar o nimero de vértices em 7(Zn[i]).
Teorema 4.2.2.1: Paran > 1, |V (T(an[i]))l =q* 2 - 1.

Demonstragdo: O numero de unidades em Zgx[i] é g*" — q*" 2. Cross [20]. Assim sendo,

|V (c(Znl0))] = K@ = 1= ¢2* = (" = ¢*) = 1 = g** — 1.
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E claro que 7(Z2[i]) € um grafo completo K,z_, e entdo diam (T(an[i])) =1. Para n > 2,
Zpn[i] nao é completo e diam (T(an[i])) =2, visto que se ag, g sdao vértices em

t(Znlil), @, B € Zynlil e ag, pg + 0, entdo temos ag #g" ' e Bg+# g™ '. Assim, temos o

caminho ag ... " ... Bg, portanto o resultado. m
Teorema 4.2.2.2: Paran>1,g (T(an[i])) =3.

Demonstracdo: Se n = 2,entio r(an[i]) é completo com mais de 3 vértices, e assim

g(T(an[i])) =3.Sen>2, sempre temos o ciclo g"'..g..ig"'..qg"!, portanto

g (T(an[i])) =3.m
4.2.3 Grafo dos Divisores de Zero para Zyn[i], p = 1(mod4).

Seja p um inteiro primo que seja congruente com 1 modulo 4. Entdo, ha um inteiro ¢ tal
que c? = —1 (modp), e existe também um a,b € Z de tal modo que p = a? + b? = (a + ib)(a —
ib), além disso, a + ib e a — ib sdo primos Gaussianos em Z[i]. Assim, os ideais (a + ib) e (a —
ib) sdo os Unicos ideais maximais em Z[i] contendo p, ja que Z[i] € um dominio de

NP . o~ 2l (2l ) . o
factorizacdo unica. Por isso, temos Z,[i] = =) _(m“b))x(Z[L]/(a ib)). Os ideais (a+

ib) e (a — ib) sdo os Unicos ideais maximais em Z,[i]. O numero de unidades em Z,[i] é (p —

1)2, Cross [20] o que implica que |V (T(an[i]))| =p’—-(p-1)2-1=2p-2.

Exemplo: Z, = {3,6,3i,6i, 3+ 3i, 3+ 6i,6 + 3i,6 + 6i}

Figura 26: t(Z,[i])
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Além disso, ©(Z,[i]) é o grafo bipartido completo K,_; ,_; €, portanto, diam (T(Zp[i])) =2e
g (T(Zp [i])) = 4.

Para investigar o caso mais geral, para p = 1(mod4),n> lep =a?+b%. Entdo p" =
(a®> + bH)™ = (a + ib)*(a — ib)", e, portanto, p™ esta contido apenas dois ideais maximais em
Z[i], ou seja, (a+ib)e(a—ib). Por isso, temos: Z,x[i] = Z[i]/(p") = (Z[i]/{(a + ib)™)) x
Z[i]/{(a = ib)™)).

Neste caso, V (T(an[i])) = ((@+ ib) U (@ — ib))\{0} .0 nimero de unidades em Z,n[i] é (p" —

p™ 12, Cross [20], portanto, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.2.3.1: Paran > 1,V (T(an[i])) =2p*t —p¥i 1.
Teorema 4.2.3.2: Para n > 1,diam (T(an[i])) =3.

Demonstracdo: Seja p = a? + b2. E claro que d(d +ib,a— il_)) > 1. Se existe x¥ + iy de modo
que (a—ib)(x+iy)=0=(a+ib)(x+iy), entdo p" divide (ax + by),(ay — bx), (ax —
by) e (ay + bx). Entao, p" divide 2ax e 2by e, portanto, p" divide x ey, isto é, ¥ +iy = 0.
Assim, d(@+ ib,a—ib) > 2. Assim, temos o caminho (a+ ib)...(@+ib)" (a—ib)"..(a+
ib)"(a—ib)" " ...(a—ib) e visto que o didmetro de um grafo de divisor de zero de um anel

comutativo finito com unidade é sempre inferior ou igual a 3, em [7] obtemos o resultado. m

Teorema 4.2.3.3: Paran > 1,9 (T(an[i])) =3.

Demonstracao: Se n = 2, entdo considere o ciclo p.. p+ip..ip..p. Para n > 2, sempre

temos o ciclo (@)™ ..p..i(P" t..(P)" L, portanto g (T(an[i])) =3. m

4.3 Grafo dos Divisores de Zero para Z,]i]

Nesta secao, os inteiros g e q; sao usados implicitamente para denotar primos congruente

com 3 modulo 4, enquanto p e p; denotam nimeros inteiros congruentes com 1 médulo 4.

O caso geral sera agora investigado. Assumindo que n=[[7L,;t". A funcdo 6:Z,[i] -
nij .
j1Z,mlil de tal modo que 9(f+iy)=((xmod(tj)) j)+i(ymod(tj)n’);n=1é um

isomorfismo.

Seja agora n = 2" x [Tt q;% x [1.-, pss. Entdo, o nimero de unidades em Z,[i] é 221 x

T1(q;%% = q;2%7%) x [15ea(psPs — pSﬁS‘l)z, portanto, temos o seguinte lema.
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Lema 4.3.1: Seja n=2%x[[%,q;% x [t psPs. Entéo |V(T(an[i]))| =n- (22k‘1 X

(0% = q297%) x Tl (psfs — pofs1)) - 1.
Diametro e Cintura para t(Z,[i])

E mostrado em Axtell [10] que se R, eR, sdo anéis comutativos com identidade e sem
divisores de zero diferente de zero, entao diam(R, X R,) = 3. Usando isso juntamente com os

resultados acima, obtemos o seguinte teorema.
Teorema 4.3.2: Seja n um inteiro positivo maior que 1. Entao:

1) diam(t(Z,[i])) = 1 se e somente se n = q?;
2) diam(‘r(Zn[i])) =2seesomentesen=poun=2"comm=2oun=qm"comm = 3;
3) diam(r(Zn[i])) = 3 se e somente se m = p™ comm = 2 ou n € divisivel pelo menos por

dois primos distintos.

Foi mostrado anteriormente que, para qualquer ten > 1,g(T(Ztn[i])) =3eg (T(Zp[i])) =4.

Agora, estudamos mais casos.
Teorema 4.3.3: Seja n = [[]L, t;" seja a factorizagdo prima de n. Entao:
Se ny > 1 para algum k, entdo g(t(Z,[i])) = 3;

Se ny, = 1 para todo k e m = 3,entdo g(t(Z,[i])) = 3;

)
)
3) Sen=p, Xp,oun=p; Xqoun=p; X 2,entio g(t(Z,[i])) = 3;
) Sen =gq, X q, entio g(T(Zn[i])) =4;

)

Se n =2 X q,entdo g(T(Zn[i])) =4,

Ekj = k
0j+k
TLit" [i]. Entdao consideramos o ciclo: x™'..ix.. x4+ ix™' .. x™1,  portanto

9(r(Z,[iD) = 3.

Demonstracdo: 1) suponha que n, > 1. Definimos fj={ e seja f=(fj);"=16

=1 _ (fj=2 _ (ij=3 . _ L ]
J {f {f esejax=(5)", ey =(7)", ez=

2) Seja x; =4~ LY =4= T
) >eja x; {qutl YViTlW0j22 ¢ 703

(z‘j);nzl. Entdo %, 7,7 € [+, Z, [i] e temos o ciclo: %...5 ..Z .. %, portanto 9(z(Z,[iD) = 3.
3) Seja p; = a? + b?. Entdo temos ciclos:
(@+ib,0)..(0,1)..(a—ib,0) ..(a+ ib,0), portanto g(z(Z,[i])) = 3.

Para 4) e 5). Em Axtell [10] ]
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Exemplo: Zg = {2+ 10,2 + 4,3 + 1i, 3+ 4i, 1+ 2i,1+ 3i,4 + 2i,4 + 3i}
24+ 40 24

4+3i 3+1

3+4i
4+2i

1430 142

Figura 27: 1(Zs[i])
4.3.1 Quando t(Z,[i]) E completo ou bipartido completo?

Foi mostrado em Anderson e Livingston [7] que, para um anel comutativo R,7(R) é completo

se e somentese R = Z, X Z, ou xy = 0 para todo o x,y € 7(R).
Teorema 4.3.1.1. O grafo 7(Z,[i]) é completo se e somente se n = q2.

Demonstracdo. Foi mostrado anteriormente que se n = g2, entdo, t(Z,[i]) € um grafo
completo. Assim Suponha que 7(Z,[i]) € completo. Entdon € um nimero composto nao
divisivel por a® para qualquer nimero primo a, uma vez que neste caso a nao é adjacente a
ia. Além disso, n é nao é divisivel por dois primos distintos a, b, uma vez que neste caso, a €
um vértice em 1(Z,[i]), mas a ndo é adjacente a ia. Claramente p t n, pois se p = a? + b?,

entdo p nao é adjacente para a+ib, temos também2 {n, uma vez que 1 + i1 nao é

adjacente a 2. Entdfon =g%. m

E claro que se 7(R) é um grafo bipartido completo K com min{m,n} > 2, entao g(r(R)) =
4, entao, se 7(R) contém um ciclo com comprimento 3, ndao pode ser um grafo bipartido

completo ou mesmo bipartido.

Lema 4.3.3.2: Seja R = R; X R,. Entao t(R) é um grafo bipartido completo se e somente se

R,e R, sdo dominios de integridade.

Demonstracao: Se R = R, X R,, onde R;e R, sao dominios de integridades, entdao 7(R) é um

grafo bipartido completo com A = {(x,0):x € R;\{0}}e B = {(0,b):b € R;\{0}} como o dois
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conjuntos disjuntos de vértices, de modo que todo vértice em A seja adjacente a cada vértice
em B, e nao temos outra adjacéncia. Agora, se R, ndo é um dominio de integridade, com
x,y € R;\{0} e xy = 0, entdao temos o 3-ciclo (x,0)..(y,0)..(0,1)..(x,0), entdo t(R) nao é

um grafo bipartido completo. m

Se R é um produto direto de mais de dois dominios de integridades nao triviais, entdao R é
reduzido e a intersecdo de dois ideais principais nao € trivial, entdo, t(R) € grafo bipartido
nao completo, Akbari [2]. Entdo, se p = 1 (mod4), com p = a? + b?, entdo 7(Z,[i]) é um grafo
bipartido completo, ja que Z,[i] = Z[i]/(p) = Z[i]/{a + ib) x Z[i]/{a — ib). E se q, e q, s&o dois

primos, tais que q; = 3 (mod4), para cada j, entao T(Z [i]) € um grafo bipartido completo,

q192
ja que Z, g, [i] = Z,, [i] x Zg,[i], um produto direto de dois corpos. E claro que t(Z,[i]) ndo é
um grafo bipartido completo, de forma semelhante T(Zqz[i]) nao é um grafo bipartido
completo, ja que é completo em mais de dois vértices. T(sz[i]) nao é um grafo bipartido
completo, uma vez que se p = a? + b?, entdo temos o 3-ciclo p(a+ib).. (@a—ib)..ip(a +
ib) ...p(a+ ib). Se a € um nimero primo, entdo, t(Z,:[i]) ndo é um grafo bipartido completo,
uma vez que temos o 3-ciclo a..a?..ia®..a. Agora, pode-se concluir facilmente com o

seguinte teorema.
Teorema 4.3.3.3: O grafo 7(Z,[i]) é bipartido completo se e somente se n =p oun = q,q;.

Em [7]. Para um anel finito R, se t(R) € um grafo de estrelas, entdo R = Z, X F, onde F é um
corpo finito com |F| >3 ouR é local com ideal maximal M satisfazendo %E Zy, M3 =

{0}, e |IM?| < 2.
Teorema 4.3.3.4: Para cada n,7(Z,[i]) nunca é um grafo de estrelas.

Demonstracao: Assumindo 7(Z,[i]) € um grafo de estrela. Se Z,[i] = Z, X F, entdo n? =
|Z,[i]] = |Z, X F| = 2 x a¥, para um nUmero inteiro a. Portanto n=2",m > 1. Se Z,[i] é
local, entdo qualquer n =2Moun =q™, m > 1, Abu Osba [1], além disso, 2 divide n, entdo
novamente n = 2™, m > 1. Mas neste caso, temos o ciclo 2™ 1.2 +i2..i2™1..2™ 1 uma

contradicdo. Portanto t(Z,[i]) nunca é um grafo de estrelas. =
4.3.2 Quando o Numero Dominante para t(Z,[i]) é 1 ou 2?
Agora, é caracterizada quando o nimero dominante do grafo 7(Z,[i]) € um ou dois.

Teorema 4.3.2.1: O nimero dominante S(T(Zn[i])) =1 se e somente se n=2"oun=q™m

onde m> 1.

Demonstracdo: Para m > 1,sen = 2™, entdo, cada elemento em 7(Z,[i]) é adjacente a

(1+i1)>™ 'esen =q™, entdao cada elemento é adjacente a g™ '. Se houver um vértice
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adjacente a qualquer outro vértice, entao Z,[i] é local ou Z,[i] = Z, X F, onde F € um corpo
finito, em [7] mas Z,, € local se e somente se n = 2™ oun = q™ e se Z,[i] = Z, X F,entdon? =

|Z,[i]| = |Z, X F| = 2 x a*, para algum nimero primo a, portanto, n = 2™, [

Teorema 4.3.2.2: O numero dominante 5(T(Zn[i])) =2 se e somente se n=p™ ou n =

a™b* com a e b sao primos distintos e ndo congruentes com 1 médulo 4.

Demonstracdo: Se n=p™, com p=a?+b%, entdo {(a+ib)™ (a—ib)"} é€ o menor
dominante o conjunto em ©(Z,[i]). Se n = a™b*, entdo t(Z m[i]) contém um vértice a que é
adjacente a qualquer outro vértice em t(Z,m[i]) e 7(Z,k[i]) contém um vértice B que é
adjacente a qualquer outro vértice em T(Zbk[i]). Assim, o conjunto {(«,0),(0,8)} € um

conjunto dominante em t(Z m[i]) X T(Zbk[i]) ~ 1t(Z,[i]) de menor cardinalidade. Portanto

§(x(Z,[iD) = 2.

Assumindo §(t(Z,[i])) = 2,n =[1%., 4™ comk > 3, e o conjunto dominante {(bj)le, (c]-);(zl}

, . 1j+k . -
em V(r( lezajnf)). Definimos x; ={(‘)j‘ik e assumindo que (bj);(=1 X (xj);(:l = (0)%.;.

Entdo b; = 0 para todo j # k e b; # 0. Definimos

_(1j=#1
iTloj=1
Entio (b)"  x (v,)" . # (0)%,, o que implica que (¢;)" x(x)" = (0)%,. Entdo ¢ =
J j=1 y] j=1 j=1» q p q j j=1 j j=1 = j=1+ =
1 j=1
0 para todo j # 1 e c, # 0. Agora definimos z; =4 1 j=k -

0 outros casos
Entao (bj)j;1 X (zj)j,c=1 = (0 e (c]-);c=1 X (zj);cz1 # (0)¥_,, uma contradicao.

Assumindo que n = p™c¥,comp =a+ib e o conjunto dominante {(a,B),(y,n)} em t(Z,m x
Z_k). Suponha que (a+ ib,1) % (a,p) = (0,0). Entdo (a+ il_))m_l(d —ib)" divide a e B = 0.
Assim n # 0, caso contrario (1,0)x (a,0) # (0,0) e (1,0) x (y,0) # (0,0). Portanto (@—
ib,1) x (y,n) % (0,0) o que implica que (a—ib,1)x («,0)=(0,0), assim (a+ib)" (a—
il;)m_1 divide a, portanto p™ = (a+ib)" (a—ib)" divide @,i.e.,a =0 uma contradicio.

Assim = a™b* com a e b sdo primos nao congruentes com 1 médulo 4.

Finalmente se n é divisivel por apenas um primo, entdao n = p™, caso contrario /)’(T(Zn)) =1.

4.3.3 Quando t(Z,[i]) é planar?
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Proposicdo 4.3.3.1: O grafo é planar se e somente ndo contém subgrafo homeomarfico para
Ks ou K3 3.

Teorema 4.3.3.2: O grafo 7(Z,[i]) € planar se e so se n = 2 ou 4.

Demonstracdo: Se n é divisivel por dois primos distintos ae b, entdo Z,[i] tem um fator
direto da forma Z»[i] x Z,»[i], e por isso contem um subgrafo homeomorfico para K; 3, desde
|Z,[i]] = n? = 4 para cadan > 1. Entdo suponha que n = a™ para algum primo inteiro a. Se
a=p=x*+y? entdo Z,[i] = (Z[i/(x+iy) x Z[i]/{x—iy)) com |(Z[i]/{x +iy)| =
|(Z[i]1/{x — iy)| = p™ = 5, assim t(Z,m[i]) ndo é planar Akbari [2]. Se a =g entdo m>1 e
|z [i1/(@)| = % =q*>9 e |Zm[i]| = 9% =81, assim t(Z,m[i]) ndo é planar. Se a=
2em =1, entdo t(Z,[i]) tem apenas um vértice e sem arestas o que mostra que 7(Z,[i]) é
planar. Entdo suponha que m > 2, entdo |Z,m[i]| = % =2e|Z,m[i]| = 64, assim 7(Z,m[i])
nao é planar Akbari [2]. Por isso acabamos com n = 22 = 4, e neste caso o grafo 7(Z,[i]) é

planar. =
4.3.4 Quando t(Z,[i]) é regular?

Agora, estudamos quando o grafo t(Z,[i]) é regular. Mas primeiro, vamos provar o seguindo o

teorema.

Teorema 4.3.4.1: Seja t um inteiro primo impar, n > 1 e k um nimero inteiro.

a) Sel<k< g, entio 1(Zn[i]) tem um vértice de grau t** — 1.

b) Se g < k < n, entdo t(Zn[i]) tem um vértice de grau t?* — 2.

Demonstracdo: Seja k €{1,2,3,..,n—1} e considere o vértice v= (t" -t +i1).
Claramente, t"*(1+i1) € N(v). Para determinar N(v), seja a+ib ser um vértice em
t(Z[i]) com (0,0) # (@ b) # (t" — tk,t" — t*). Entdo a+ ib € N(v) se e somente se (a+

ib)(t" —t") (T +i1) = 0.

(i) Se esomentese (t"—t¥)(a—b)=0=("—-t")(a+b)

(ii) Se e somente se (t" —t*)(a — b) e (t™ — t¥)(a + b) sdo mlltiplos de t™

(ifi) Se e somente se (t" % —1)(a — b) e (t" % — 1)(a + b) sdo multiplos de t™*

(iv) Se e somente se t™ ¥ divide ambos a—bea+b, visto que t"*et"* -1 sdo
relativamente primos.

(v) Se e somente se t™* divide ambos 2a e 2b

(vi) Se e somente se t" ¥ divide ambos a e b, desde t é um primo impar.
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Isso implica que N®@)=5\{(0,v)}, onde S-= (t""‘(c‘+ io?)):c,d €{1,23, ..tk - 1}.
Claramente, 0 € S,mas v nao precisa. De fato se v € S, entdo ct™ % = dt™* =t" - t*, 0 que

implica que ¢ = t* — t2™" e portanto, 2k —n 2 0,i.e.,k = ~.

Assim sendo, para 1<k< %,v & S, enquanto para gs k<n temos 0<£2k—-n<

netemos v = (t* — t2k~")(t"k + it" k) € S. Isso implica que

IS|-11<k<Z (t?**-11<k<
deg(v) = 2= n

IS|—=2 Z<k<n [|t*-2l<k<
2 2

3 vl

Corolario 4.3.4.2: Seja t um inteiro primo impar e n > 2. Entao, 7(Z,»[i]) ndo é regular.

Para qualquer inteiro primo impar g tal que g = 3(mod4), T(Zq[i]) € vazio, enquanto
T(Zqz [i]) € completo. Para qualquer inteiro primo impar p tal que p = 1(mod4) e p = a® + b?,

7(Z,[i]) é um grafo bipartido completo, enquanto 7(Z,[i]) nao é regular, ja que N =

(ﬁ(d + iE)) = (@ — ib)\{0}, mas N(a + ib) = (p(a — ib)\{O})SN(p(a + ib)).

1(Z,[i]) ndo tem arestas, t(Z,[i]) ndo é regular, e para qualquer n > 2, 7(Z,n[i]) € nao

regular, uma vez que (1 +i1)?"! é adjacente a qualquer outro vértice, enquanto 1 + i1 nao

é.

. . - 1j=k - 1j=s
Sejan =[[jL  t;",com t, # tspara k # s. Definimos x; = {(_)j . e definimos y; = {(_)j L
Seja % = (%) € [j1 Z, m [l e ¥ = () € [T}, Z, m [i]. Entdo deg(®) = ;7 # 55 — 1 = deg (7).

Portanto 7(Z,[i]) ndo é regular. Entao temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.4.3: 0 grafo ©(Z,[i]) é regular se e somente sen = 2oun =poun = q>.
4.3.5 Quando t(Z,[i]) é Euleriano?

Agora é o momento de caracterizar, em termos de n, os casos em que o grafo 7(Z,[i])

€ Euleriano, mas primeiro lembramos a seguinte proposicao bem conhecida.

Proposicao 4.3.5.1: O grafo conexo t(R) é Euleriano se e somente se grau de cada vértice de

7(R) é par.

Segue-se pelo Teorema 4.3.4.1 acima que para qualquer primo impar t e n > 1, o grafo
1(Zn)[i] contém um vértice de graus impar = t2* — 2, e nao € Euleriano. Se n =1, r(Zp[i]) é
o grafo bipartido completo K,_;,_, € também é Euleriano. Para t = 2, € claro que 7(Z,[i]) é

Euleriano. Para n > 1, O seguinte lema mostra que 7(Z,»[i]) ndo poderia ser Euleriano.
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Lema 4.3.5.2: Paran > 1, o grafo 7(Z,=[i]) tem um vértice de grau 1.

Demonstracdo: Suponhamos que (1+i1)(x +iy)=0. Entdo 2"divide (x —y)e (x +y) e
entdo 2" divide 2x e 2y. Portanto x = 2" laey =2""1h. Entdo, para obter uma solucao

diferente de zero para x + iy, devemos ter a = 2m + 1e b = 2k + 1. Mas neste caso, X + iy =

2"12m+1+i(2k + 1)) =2""1(1 + il). Assimdeg(1+il)=1. =
Reunindo os resultados acima, obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 4.3.5.3: Para um primo inteiro t en > 1. O grafo t(Z,»)[i] é Euleriano se e somente

sen=1etambémt =2out =p = 1(mod4).

Para o caso geral, note primeiro que, sen>1e (xf):'l=1 ER= ]‘[;;1 R;, entao Ann ((x]-);;l) =

H’]:lAnn(xj) e visto que deg(xj) = |Ann(xj)| — 1, segue que deg ((xj);lzl) = |Ann ((xj)?:1)| -
1 = |[T}-; Ann(x;)| — 1, portanto deg ((xj);lzl) é mesmo se e somente se |Ann(x;)| é impar

para todo j. Assim 7(R) é Euleriano se e somente se |R;| é impar para todo j e se R; ndo é um

dominio de integridade, 7(R;) é Euleriano.

Teorema 4.3.5.4: O grafo 7(Z,[i]) é Euleriano se e somente se n=2oun € um primo

congruente com 1 médulo 4 ou n € um inteiro composto que € um produto distinto de primos.
4.3.6 Quando t(Z,[i]) é local H?

Um grafo em que todos os vértices tem o mesmo grau € chamado de grafo regular. Se todos
os vértices em um grafo G tiverem vizinhanca que sejam isomorficos para o mesmo grafo H,
entdo G é dito ser localmente H. Um grafo G de diametro d é chamado de distancia regular
com parametros {pffj: 0 < i,j,k < d} se para cada triplo (i, j, k) e para qualquer par (u,v) de
vértices de G tal que d(u,v) = k, o nUmero de vértices na distancia i de u e a distancia j de v
é pf;, cada um desses nimeros pf; é independente da escolha particular de vértices. Uma
classe especial de grafos regulares de distancia é a dos grafos fortemente regulares. Um grafo

G é chamado fortemente regular se for a distancia regular do diametro 2.
Nesta secdo, investigamos os casos em que o grafo 7(Z,[i]) é localmente H.
Teorema 4.3.6.1: O grafo 7(Z,[i]) € localmente H se e somente se n=2oun=poun = q2.

Demonstracdo: O grafo 7(Z,[i]) contém apenas um vértice; ou seja, 1+ i e assim 7(Z,[i]) é

localmente @.

46



Se n=p, entdo n = a? + b? para alguns a,b € N, e o conjunto de vértices de t(Z,[i]) é
({a + ib) u(a — ib)) — {0}. Nesse caso, t(Z,[i]) é o grafo bipartido completo K,_;,_,. Dai o

grafo 7(Z,[i]) é localmente (n — 1) K;.

Se n = q?%, o conjunto de vértices de 7(Z,[i]) é (g) — {0}. Neste caso, 7(Z,[i]) é um grafo

completo K,,_,. Portanto, o grafo t(Z,[i]) é localmente K,,_,.

Foi mostrado em [1] que o grafo 7(Z,[i]) é regular se e somente se n = 2oun=poun = q2.

Por isso 7(Z,[i]) ndao pode ser local H para qualquer outro caso. Como o caso regular. [ ]

Uma vez que o grafo bipartido completo regular K, ,,n > 2 é fortemente regular e o grafo

completo K,, € uma distancia regular, pode-se deduzir o seguinte corolario.

Corolario 4.3.6.2: (a) O grafo 7(Z,[i]) é localmente H se e somente se for regular a distancia

se e somente se for regular.

(b) O grafo 7(Z,[i]) é fortemente regular se e somente se n = p.
4.3.7 Quando t(Z,[i]) é Halmitoniano?

Um componente de um grafo nao dirigido é um subgrafo em que qualquer dois vértices sao
conexos uns aos outros por caminhos e ao qual ndo podem ser adicionados mais vértices ou
arestas, preservando sua conexidade, ou seja, € um subgrafo subordinado maximo. Para um
grafo G, seja ¢(G) indicar o nimero de componentes. Um ciclo Hamiltoniano de um grafo G é
um ciclo que contém todos os vértices de G. Um grafo é Hamiltoniano se ele contém um ciclo

Hamiltoniano.

O nome “ciclo Hamiltoniano” decorre do fato de que Sir William Hamilton investigou sua
existéncia no grafo do dodecaedro. Um dos principais problemas nao resolvidos da teoria dos
grafos sao a obtencao de caracterizacdes simples para os grafos Hamiltonianos. A maioria dos
teoremas existentes tem a forma, 'se G tiver limites suficientes, entdo G € Hamiltoniano'.

Provavelmente, o mais famoso deles é o seguinte resultado.

Proposicdo 4.3.7.1: Se G é um grafo com n(= 3) vértices, e se deg(v) = g para cada vértice

v, entdo G é Hamiltoniano.

Proposicao 4.3.7.2: Se G é um grafo Hamiltoniano e S é qualquer subconjunto proprio nao

vazio de vértices em G, entao c(G — S) < |S].

Vamos usar essas duas proposicoes para caracterizar quando o grafo t(Z,[i]) € Hamiltoniano.

Vamos mostrar que t(Z,[i]) € Hamiltoniano se e somente se n = p oun = g2.
Teorema 4.3.7.3: Para cada m = 1, o grafo 7(Z,m=[i]) nao é Hamiltoniano.
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Demonstracao: O grafo 7(Z,[i]) € o grafo trivial K; que ndo é Hamiltoniano. Para m > 1, o
vértice define V(t(Zm[i])) =(1+i)-{0} e neste grafo (1+i)(1—i)=2+0 e todos os
vértices sao adjacentes a (1 + i)2™1. Também deg(1 +i) = 1 = deg(1 — i), Em [1]. Seja S =
{A+1)?™ 1} e seja H={1+i,1—i}. Entdo c(z(Z,m[i])) —S) = |H| =2 > 1 =|S|. Portanto,

segue pela Proposicdo 4.3.7.2 que t(Z,=[i]) ndo € Hamiltoniano. m
Teorema 4.3.7.4: O grafo 7(Z,m[i]) é Hamiltoniano se e somente se m = 1.

Demonstracao: Seja p = a? + b? para algum a,b € N. T(Zp[i]) € um grafo bipartido completo

K

»-1,p—1 COM 0s dois conjuntos de vértices V, = (a + ib) — {0} e V, = (@ + ib) — {0}. Portanto, é

claro que r(me[i]) € um grafo Hamiltoniano. Agora, seja m > 1, Z,m[i] = Z,m x Z,m, entao,
seja $ = {(0,ap™™") € Z,m X Zym: mdc (a,p) = 1}, H; = {(1,ap) € Zym X Z,ym : mdc(a,p) = 1} e
H, = {2, ap) € Zym X Zym : mdc(a,p) = 1}. Entdo |H;| = |H,| =p—1=|S|. Elementos de
H, e H, sao adjacentes apenas aos elementos de S. Entao c(t(Z,m X Z,m) — S) = |H;| + |Hy| >

|S |. Por isso 7(Z,m[i]) ndo é hamiltoniano. ]

Lema 4.3.7.5: Seja m > 1 e seja a,B €{0,q,2q,3q,...,(q — 1)q} € Z,m[i] de tal modo que
(a,B) # (0,0). Entdo o conjunto {x + iy: (x + iy)(a + if) = 0,x + iy # 0} = (g™ ) — {0}.

Demonstracdo: Suponha que (a_q + b_qi)(f +iy) =0, onde a,b €{0,1,2,..,q — 1} mas nem

ambos sao zero. Entao temos:
ax — by = q™ 1.
bx + ay = q™11L,.

Assim (a? + b?)x = q™ (al, + aly) e (a? + b?)y = q™ (al, — bl;) isso implica que g™ |x e
q™ 'y, porque se q|(a? + b?), entdo (a~'bh)? = —1(modq) uma contradicdo de fato que q =
3(mod4). Portanto x + iy € (g™ ') —{0}. =m

Teorema 4.3.7.6: O grafo 7(Z,m[i]) é Hamiltoniano se e somente se m = 2.

Demonstragdo: Z,[i] é um corpo e assim 7(Z,[i]) é um grafo vazio. 7(Z,[i]) é o grafo
completo K2_,, em [1], que € um grafo Hamiltoniano. Agora seja m > 2. Entao o conjunto de
vértices de t(Z,m[i]é(g)—{0}). Seja S=(q"'M0} e seja H={a+if:ap €
{0,9,2q,3q,...,(q — 1) q},(a,B) # (0,0)}. Entao, H € V(r(Z,m[i])) —S, e segue pelo Lema
4.3.7.5 que c(t(Zym[i]) = S) > |H| = q* — 1 = |S|. Assim, segue pela Proposicéo 4.3.7.2 que

7(Z,m[i]) ndo é Hamiltoniano. "

Lema 4.3.7.7: Se R=R;xXR,com|reg(R)|>1 e |Z*(R,)|>1, entao t(R) ndo €

Hamiltoniano.
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Demonstracao: Seja S ={(0,v):vE€Z*(R,)}e seja H={uv):u€creg(R)eveEZ(R,)}
Entao, os elementos de H sao adjacentes apenas aos elementos de S e c(z(R) —S) = |H| =
[reg(R)| X |Z*(Ry)| = 2|Z*(Ry) | > |Z*(R) | = |S].  Assim t(R)ndo é  Hamiltoniano.

Teorema 4.3.7.8: Se um nUmero inteiro n é divisivel por pelo menos dois primos distintos,

entdo 7(Z,[i]) ndao é Hamiltoniano.

Demonstracdo: Se n =2t com mdc(2,t) =1, entdo Z,[i] = Z,[i] X Z.[i]. Seja S ={1+
i,0)}eH = {(1 + i,v):v € U(Z[i])}. Entdo, os vértices de H sao adjacentes apenas a (1+
i,0) e, portanto, c(7(Z,[i] X Z,[i]) = S) = |H| > 1 =|S|, entdo ©(Z,[i]) ndo é Hamiltoniano.
Para os outros casos, se n = mk com m,k > 2 e mdc(m, k) = 1, entao Z,[i] = Z,,[i] X Z[i]. Se
nem Z,,[i] nem Z.[i] € um corpo, entdo o resultado segue imediatamente a partir do Lema
4.3.7.7 Entéo, suponha que ambos Z,,[i] € Z;[i] s&o corpos com m < k. seja H = {(0,v):v €
(Zn[i1)*} e seja S = {(u, 0): u € (Z,,[i] )*}. Entao os elementos de H sdo adjacentes apenas aos
elementos de S e c(r(Zy[i)—S)=|H|=k?—1>m?—-1=|S|. Assim 7(Z,[i]) ndao é

Hamiltoniano. ]

Combinando esses resultados em grafos Hamiltonianos juntamente com o Teorema 4.3.6.1 e

Corolario 4.3.6.2, podemos obter:

Corolario 4.3.7.9: Para n > 2, os seguintes sao equivalentes:

1) ©(Z,[i]) é Hamiltoniano.

2) 1(Z,[i]) é localmente H.

3) 1(Z,[i]) é regular.

4) t(Z,li]) é a distancia regular.
5) n=poun=q>.

Teorema 4.3.7.10: Para qualquer nimero inteiro n > 1.

1) rad(t(Z,[i]) = 0 se e somente se n = 2.

2) rad(t(Z,[i]) = 1 se e somente se n = 2™ ou q™, onde m > 1.

Foi mostrado em Anderson e Livingston [1, 2.3] que, para um anel comutativo R, o grafo 7(R)
€ conexo e tem didmetro no maximo de 3. Portanto, em vista do Teorema 4.3.7.10, se

n # 2™ ou q™, entdo rad(t(Z,[i]) € {2,3}. Agora consideramos o caso n = p™.
Teorema 4.3.7.11: Para qualquer numero inteiro m > 1,rad (r(me[i])) =2.

Demonstracdo: Seja p = a? + b2. Conforme mostrado em [8, Teorema 20], o conjunto

{(d +bi)"(@a-bi)"",(a+bi)" (a- Ei)m} é um conjunto dominante minimo de
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t(Z,m[i]). Portanto rad(t(Z,m[i]) > 1. Sendo (@+bi)"(a—bi)" " é adjacente com (a+
bi)™ (a—bi)", temos para qualquer vértice a de t(Z,m[i]) que ndo é adjacente a (a+
bi)"(a—bi)""" o vértice (@+bi)"  (a—bi)", é um vizinho comum de (a + bi)" (@ — bi)""
e a. Portanto, o vértice (a+bi)"(a—bi)" tem excentricidade 2 e, portanto,

rad (T(me[i])) =2. n

O resultado a seguir determina o raio para o caso restante em que n possui pelo menos dois

fatores primos distintos.

Teorema 4.3.7.12: Seja n um ndmero inteiro positivo com pelo menos dois fatores primos
distintos. Entao rad(z(Z,[i]) = 2.

Demonstracao: Seja n =t™k, onde t € um nimero primo e mdc(t,k) = 1. Pelo Teorema
4.3.7.10, rad(t(Z,[i]) > 1. Entao, seria suficiente encontrar um vértice em 7(Z,[i]) com
excentricidade 2. Temos t(Z,[i]) = t(Zm[i] x Z,[i]). Observe que o conjunto de vértices de
t(Zmli] X Z,[i]) € A; UA, UA; U A, onde

Ay = {(x,0):x € Z,m[i] - (0},

4, ={(@,):y € Z,[il - (03},

As = {(x,2):x € Zm[i] — {0}, Z*(Z,[iD} e
Ay ={@y):z € 2’ @],y € Zi[i] - (O3},

onde A; € vazio quando k = g, para alguns g, e A, é vazio quando t™ = g, para alguns g,.
Considere o vértice v = (a,0), onde a é um vértice de 7(Zm[i]) com o minimo
excentricidade. Mostraremos que v tem excentricidade 2 em t(Zm[i] X Z,[i]). Como cada
vértice em A; é adjacente a cada vértice em A,, temos d(v,a) < 2 para cada a € 4, U 4,. Se
(x,z) € A5, existe um elemento z, € Z*(Z,[i]) tal que zz, = 0 e, portanto, (0,z,) é um vizinho
comum de (a,0) e (x,z). Assim d(v, (x,z)) < 2. Finalmente, se (z,y) € 4,, entdo, pela escolha
de a e de acordo com o0 Teorema 4.3.7.10 ou o0 Teorema 4.3.7.11, temos d(a, z) < 2. Entao,
qualquer, z=a ou a_z € E(t(Zm[i])) ou aez tém um comum vizinho z;, em 7(Z.m[i]).
Portanto, se z = a, entdo (a,0) é adjacente a (z,y) ou o vértice (z;, 0) € um vizinho comum
de (a,0) e (z,y) e, portanto, em qualquer caso, temos d(v, (z,y)) < 2. Entdo suponha que z =
a. Agora, se t™ =2, entdo a=1+1i=ze (a,0) é adjacente a (z,y), o que implica que
d(v,(z,y)) = 1. Se t™ # 2, entdo a tem um vizinho x; em t(Z,m[i]). e, portanto (x;,0) é um
vizinho comum de (a,0) e (z,y), o que implica que d(v, (z y)) < 2. Portanto, o vértice v tem
excentricidade no maximo 2 e, portanto, sua excentricidade é 2. Assim rad(z(Z,[i]) = 2.
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Resumindo os resultados nos trés teoremas desta secdo, temos: para quaisquer inteiros n >

1,m >1comn # q para qualquer q,

0 n=2
rad(t(Z,[i]) = 1 n=2Mouq™
2 outro caso

4.4 O Grafo de Linha do Grafo de Divisor de Zero para o Anel de Inteiros

Gaussianos Modulo n.

Definicdo 4.4.1: O grafo de Linha é denotado por L(G) e representa a adjacéncia entre as

arestas do grafo G.
Cada vértice de L(G) representa uma aresta em G.

Dois vértices de L(G) sdao adjacentes se e somente suas arestas correspondentes

compartilham um mesmo vértice em G, ou seja, sao adjacentes em G.
4.4.2 Quando L(t(Z,[i])) € Euleriano?

Agora, é caracterizada quando o grafo de linha L(T(Zn[i])) é Euleriano. Antes de prosseguir,

provamos o seguinte Lema.

Lema 4.4.2.1: (i) Cada vértice de t(Z,[i]) tem grau par se e somente se n = 2,poun € um

inteiro composto que é um produto de primos impares distintos.

(ii) Sen =t™,m > 2 en # q? entdo 7(Z,[i]) tem um vértice de grau impar e outro de grau

par.
(iii) Cada vértice de t(Z,[i]) tem grau impar se e somente se n = g2.

Demonstracao: (i) Como o grafo G é Euleriano se e somente se cada vértice tiver um grau

par. [1]
(if) suponha que n = t™,t é primo,m = 2 e n # q%. Entdo temos trés casos.
Caso 1. (t = 2) entdo deg(1 +i) =1 e deg(2™™1 + 2Mm~1j) = 22m~1 _ 2,

Caso 2. (t é um primo impar e m > 2). Pelo Teorema 23 [1], 7(Z,[i]) tem um vértice de

grau t2** — 1,0onde 1 < k < m/2 e um vértice de grau t2* — 2,onde 2 < k <m.

Caso 3. (t=p =a%?+b%?em = 2). Jaque deg(a + ib) = |p{a — ib)| — 1 e |p(a — ib)| divide

|Z,2|, Ip(a — ib)| é impar e portanto deg(a + ib) € mesmo.
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(iii) (=) Sejan = H?=1 a;™ k= 2,ex = (x),onde

_ {1, set=]
Xe = 0,de outra forma

Agora se todo a;’s sdo primos impares, entao deg(¥;) = @"—m) —1lesea, =2, entdo deg(x;) =
J

(n/2m) 1.
(<) Observe que, 7(Z2[i]) = K,2_;. Assim deg(v) = q* — 2 para cada vértice v em t(Z[i]).

Teorema 4.4.2.2: (i) L(T(Zn[i])) é grafo Euleriano se e somente se n = 2,p,q% oun, € um

inteiro composto que é um produto de primos impares distintos. Em [16].

(ii) L(T(Zn[i])) o grafo Euleriano ndo implica necessariamente que t(Z,[i]) é

Euleriano.
4.4.3 Quando L(t(Z,[i])) é Hamiltoniano ou Planar?

Teorema 4.4.3.1. (i) se G é um grafo de diametro no maximo de 2 com |V (G)| = 4, entdo

L(G) é Hamiltoniano.
(ii) O grafo de linha de um grafo Euleriano é Hamiltoniano e Euleriano.

Se n=p,2™, ouq™, onde m = 2,entdo diam(r(Zn[i])) < 2. Por outro lado, se n=2,poun é
um inteiro impar composto que é um produto de primos distintos, entdo 7(Z,[i]) é Euleriano.

Assim, obtém-se o seguinte corolario.
Corolario 4.4.3.2: (i) Se n = p,2™, ou q™, onde m > 2, entdo L(t(Z,[i])) é Hamiltoniano.

(if) Se n é um inteiro composto impar que é um produto de primos distintos, entao

L(r(Zn[i])) € Hamiltoniano e Euleriano.

Teorema 4.4.3.3: Um grafo nao vazio G tem um grafo de linha do planar L(G) se e somente

se
(i) G é planar,
(ii) A(G) < 4,
(iii) Se degg (v) = 4, entdo v é um vértice cortado.

Lembre-se de que 7(Z,[i]) € planar se e somente se n =2 oun = 4. Mas L(T(Z4[i])) nao é

planar visto que A(T(Z4[i])) = 7 > 4. Portanto, obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 4.4.3.4: o grafo L(7(Z,[i])) nunca é planar.
4.4.4 Os numeros Cromdtico e Clique de L(t(Z,[i]))

Definicdo 4.4.4.1: Ao menor valor de k para o qual o grafo 7(R) admite uma k — coloragio

chamamos nimero cromatico de t(R), e indicamos )((T(R)).

Definicdo 4.4.4.2: Dado um grafo t(R), dizemos que K < V(r(R)) € uma clique de 7(R) se
para quaisquer dois vértices u, v € K tivermos uv € E(V); ou seja, se o grafo induzido em t(R)
por K é um grafo completo. Dizemos que K é uma clique maximal se todo o u € V(T(R))\K o}
conjunto K U {u} ndo é uma clique. A clique de 7(R) com maior cardinalidade chamamos

clique maxima e a sua cardinalidade nimero de clique de 7(R), que indicamos por w(r(R)).

Se R é um anel finito, entao y (T(R) = A(T(R))), a menos que 7(R) € um grafo completo de
ordem impar. Observe que, o Unico grafo completo ©(Z,[i]) ocorre quando n =g?. No
entanto, neste caso, a ordem do grafo é gq?—1 que é uniforme, entdo x'(v(Z,[i])) =
A(T(Zn[i])). Além disso, uma vez que a coloracdo de aresta de qualquer grafo leva a uma
coloracdo de vértice do seu grafo de linha, obtemos )((L(T(Zn[i]))) = A(z(Z,[i]).
Claramente, y(G) = w(G). Por outro lado, o grafo de linha de G possui um subgrafo completo
de ordem A(G). Assim o (L(T(Zn[i]))) >= A(t(Z,[i])). Observe que se n=
2™ ou q™ ondem = 2, entdo t(Z,[i]) tem um vértice que é adjacente a qualquer outro
vértice em 7(Z,[i]). Enquanto se n =p™,m > 1, entao Z,m[i] = Z,m X Z,m. Assim A(Z,m[i]) =

p?™~1 — 1. Isso leva ao seguinte teorema.
Teorema 4.4.4.3:

22m-1 _ 2 sen=2"mz?2

w (L(T(Zn[i]))) = ){(L(T(Zn[i]))) g>™?—-2,sen=q"m=2,
p™l—1,sen=p™m=1

i — omTI" TiTTL S S; = 3
Finalmente, se n=2"[[j_;p;"/ [l;=1q;[1j=1q;" ,onde s; = 2em,1; = 1, entdao o clique e o

nimero cromatico do grafo L(z(Z,[i])) € dado pelo seguinte Teorema.

Teorema 4.4.4.4: n = 2™ [[j_,p;"I [1j=,q; [I}=1q;% ,onde m,7; = 1 e s; = 2, entdo

o (L(xZa[iD)) = x (L(x(Za[iD) ) = @2 = D Ty (p71) Mo (g2 = 1) — 1.
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Demonstracdo: O resultado segue calculando A(t(Z,[i])), uma vez que A(t(Z,[i])) =
w (L(T(Zn[i]))) = )((L(T(Zn[i]))). .

Didmetro de L(z(Z,[i]))

Agora, encontraremos o diametro do grafo de linha L(r(Zn[i])). Primeiro, vamos provar que

diam (L(T(Zn[i]))) =2 quandon = 2™ oun = q™.

Lema 4.4.4.5: (i) Se n =2™,m > 2, entdo nao ha um a + bi,c + di € Z,[i], onde a, b, c,d sdo

inteiros impares, de modo que (a + bi)(c + di) = 0(mod4).

(ii) Se n = 2™, m > 2, entdo nao ha um a + bi,c + di € Z,[i], onde a,b,c,d sao primos

relativamente com q, modo que (a + bi)(c + di) = 0(modq).

Demonstracéao: (i) Suponha que (a + bi)(c + di) = 0(mod4). Entao ac — bd = 0(mod4) e ad +

bc = 0(mod4). Visto que a, b, ¢, d sdo inteiros impares, a = 2a; + 1,

b=2b,+1,c=2c;+1ed=2d, +1para algum aq, by,c;,d; €EZ. Assim ac—bd =a, + b, +
¢, + dy =0(0mod2). Ead + bc =a, + b, + ¢; + d;y = 1(mod2), uma contradicao.

(i) Suponha que (a + bi)(c + di) = 0(modq). Entao ac — bd = 0(modq) € ad + bc =
0(modq). Visto que a,b,c,d sao primos relativamente com ¢q, temos a = qa, + a,, b = gb, +

bz,c = ch + c e d = qdl + dz, Onde 0< az,bz,CZ,dz < q. ASSim
ac — bd = a,c, — b,d, = 0(modq) )
ad + bc = a,d, + b,c, = 0(modq) (1

Multiplicando (I) por ¢, e (II) por d, e adicionando da a,(c,%+ d,*) = 0(modq). Entdo
qla, ou ql(c,? + d,?). Visto que a, < q,ql(c,2 +d,*). Assim sendo c,? +d,” = 0(modq), e

portanto ¢, = d, = 0(modq), uma contradicao. ]

Entao, concluimos o seguinte.
Teorema 4.4.4.6: Se n = 2™ oun = q™, m = 2,entdo diam (L(T(Zn[i]))> =2

Demonstracao: (i) Suponha que n = 2™, m = 2. Entao,

1) x =a2'+ b2*i onde a,bsdoimpareset # kout =k > [m/2] implica que ann(x) =
{ch + d2%i: c e d sdo impares e r,s = m — min{t, k}}.
2) x = a2t(a + bi) onde a,b sdo impares et < [m/2], entao ann(x) = {c2" +

d2%i:c e d sdo impareser,s > m — t} U {2™t"1(c + di): c e d sdo impares}.
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Além disso, d([2¢(ay + byi), 2™t (c, + dyi)], [25(ay + byi), 251 (c, + dyi))]) = 2, S t <5<

[m/2]. Ja que [25(a, + byi), 2™ t"1(c, + dyi) ] €V (L(‘L'(Zn[i]))).

(i) Suponha que n=2"m=>2. Seja x=aq'+bqg*ieabeU(Z,). Entdo ann(x)=
{cq" + dqSi:r,s =m —min{t,k}}. Além disso, d([a;q™ + byqti,c1q™ + dyq*1i], [ayq™ +

b,q%2i,c,q% + d,q*2i]) = 2 visto que 1y,sq,ty k, = [%] o que implica [a,q™ + b;q%1i,c;q" +

d,q*i,a,q™ + b,q%2i,c,q%2 + d,q*2i ] €V (L(T(Zn[i]))). ]

Teorema 4.4.4.7: (i) Se n = st,onde s et sdo dois primos distintoses # poup #t, entdo

diam (L(T(Zn[i]))) =2.
(ii) Se n = st? sdo dois primos distintos e s,t # p, entdo diam (L(T(Zn[i]))) =2.

Demonstracdo: Primeiro observe que L(r(R)) >2, e para n =nyn,com mdc(ny,n,) =1,

Zali] = Zy [i] X Zy, [i].

(i) Caso 1: Se n=gqgpoun=2ponde p=a?+b% entio V (L(T(Zn[i]))) =
{[(w, aa + bi)), (0, (a — b))} U {[(0,ala + b)), (u, f(a — b))} U {[(w,v), (0,v)]}.

Caso 2: Se n = 2q oun = q,q,, entéo
%4 (L(T(Zn[i]))) ={[(w,v), (0,)]}:u,v+0

(i)  Observe que V(L(T(Zn[i]))):{[(u,at),(O,ﬁt)]}U{[(u,v),(O,v)]}:u,v,a,ﬂi0.

n
Teorema 4.4.4.8: (i) Se n = sp?, onde s é primo e p = a® + b?, entdo diam (L(T(Zn[i]))) =3.

(ii) Se n= plmpzl Onde pl = a12 + blz, pz = a22 + b22 e m,l > 1, entéO
diam (L(T(Zn[i]))) = 3.
(i) Se n

diam (L(T(Zn[i]))) =

p™t!, onde p=a*+h tm=>11=22, e mdc(p,t)=1, entdo
3.

(iv) Se n = s™t!, onde s, t sdo primos distintos e m,! > 2, entao diam (L(T(Zn[i]))) =3.

Demonstracdo: (i) Seja v, = [(0, (a + bi)?), (1(a — bi)})] e v, =[(0,(a — bi)(a + b)), (1(a —
bi)(a + bi)) |. Entao d(vy,v,) = 3.
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(i) Seja v = [((ay + by))™, (ay + byi)', (ay — by)™, (a, + b,i)Y)]. Entdo d(v[(1,0)(0,1)]) = 3.
(i) Seja v = [((a + bi)™, t), ((a — bi)™t'"1)]. Entdo d(v[(1,0)(0,1)]) = 3.
(iv) Seja v = [(s, ), (s™ 1, ¢"1)]. Entdo d(v[(1,0)(0, D]) = 3. m

Teorema 4.4.4.9: (i) Se R, R,, R; sdo corpos € R = R; X R, X R3, entdo diam (L(T(R))) =2.

(ii) Se Ry, R,, R; sdo anéis finitos e R; ndo é corpo par algum i € {1,2,3} e R = R; X R, X

Rs, entdo diam (L(T(R))) =3.
(iii) Se R = [1X., R;, onde k > 4, entdo diam (L(T(R))) = 3.

Demonstracdo: (i) Seja [(ay,a,, as), (by, by, bs), (cy, ¢z, ¢3), (dy, dy, d3)] € E(L(T(R))). Visto que
R, R,, R; sao corpos, (aq,a,, as) ou (by, by, b;) tem exatamente duas componentes iguais a 0.
Seja (a4, a,,a3) = (ay,0,0) e a; # 0. Visto que ¢;d; =0,c;, =00oud; =0. Sendo ¢; = 0, entao

[(a1, 2,5, (c1, €2, €)1 € E (L(2(R)) ). Portanto diam (L(z(R))) = 2.

(if) Suponha que R; nao é corpo. Seja x,y € R;" de tal modo que xy =0. Entdo
d([(x! 0’ 1)! (y’ 1! 0)]! [(0! 1; 1)! (1| 0; 0)]) = 3‘

(i) Seja x = (x;),onde x; = 1sej = 1,2 e 0 de outra forma, y = (y;), onde y; =1 se j =
3,4¢0 de outra forma, z = (z;), onde z; = 1 se j = 2,3 ¢ 0 de outra forma e w = (w;), onde

w; = 1sej=1,4e0 de outra forma. Entdo d([x,y],[zw]) =3. =

Teorema 4.4.4.10: (i) diam (L(T(Zn[i]))) =2 se e somente se n

P, 2D,24, 91,92, 419293, 20142, 49, 2q%,pq oun = 2™,q™ comm = 2.
(ii) diam (L(T(Zn [i]))) = 3 de outra forma.

4.4.5 Cintura e Raio de L(t(Z,[i])).

Teorema 4.4.5.1: g (L(T(Zn[i]))) = 3.

Lema 4.4.5.2: Se existe um vértice veL(r(Zn[i])) com excentricidade 2, entao

rad (L(T(Zn[i]))) = 2.

Demonstracdo: Observe que, L(‘L’(Zn[i])) nao tem grafo de estrelas abrangente, ja que se

a,b € V(T(Zn[i])) de tal modo que a # b e ab = 0,entido d([a, b],[ai,bi]) > 1. m

Teorema 4.4.5.3: Sen=2"n=q™m=2oun=p™,m=1, entao rad (L(T(Zn[i]))) = 2.
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Demonstracdo: (1) Se n=2",m > 2, entdao d([2™ ! + 2™"1,2][x,y]) < 2 para todo [x,y] €

% (L(T(Zn[i]))).
(2)Sen=q™m =2, entdo d([¢q™ 1, q],[x,y]) < 2 para todo [x,y] €V (L(T(Zn[i]))).

(3)Se n=p™,m > 1, entdo d([(a + bi))™(a — bi)"™ %, (a — bi)™(a + bi)™ ], [x,y]) < 2 para

todo [x,y] € V (L(T(Zn[i]))). -

Teorema 4.4.5.4: Se n=r"t, onde r=2,qoupem=1mdc(r,t)=1, entao

rad (L(T(Zn[i]))) = 2.

Demonstracdo: (1) Se r =2,ouq, entdo d([(*™%,0),(r, D] [(x,¥),(t,s)]) <2 para todo
[Ce,3), &) €V (L(e(ZaliD)).

) Se r=p=a?+b? entdo d = ([((a + bi)™(a — bi)™1,0), ((a — bi)™(a +
bi)™1,0) 1, [(x,y), (t,s)]) < 2 para todo [(x,y), (t,s)] €V (L(T(Zn[i]))). ]

Resumindo os resultados acima, obtemos o seguinte.

Teorema 4.18.5: O raio do grafo de linha L(t(Z,[i])) é igual a 2.
4.4.6 0 Namero de Dominagdo de L(t(Z,[i]))

Nesta secao, determinamos o nimero de dominacao de L(T(Zn[i])) quando n=t™ e té

primo.

0 estudo do nimero de dominacdo do grafo de linha de G leva ao estudo do nimero de
dominancia de linha ou linha de G, isto é, y(L(G)) =y (G) . Por outro lado, para qualquer
grafo G, y; (G) =y (G). Além disso, se G é o grafo bipartido completo K, ., entdo y (G) =

min(r, s), entao temos o seguinte.
Lema 4.4.6.1: (i) y <L (r(zp[i]))) =i (1(z,11)) = v (e(2,1i1)) = p - 1.

(ii) y (L (T(quqz [i]))) =y (‘L’(quqz [i])) =y (‘L'(quqz [i])) = q, onde q; < q5.

Agora, estudamos o numero de dominacao do grafo de linha de ©(Z,[i]) quando n é uma
poténcia de um primo. O primeiro teorema trata o caso n = 2™,m > 2. Aqui fazemos uso do

fato de que 7(Z,m[i]) = t(Z,2m[i]).

Teorema 4.4.6.2: Paran =2"™,m = 2,

57



(L) =7 (D) =¥ (:ZlD) = [5 @ - D)

Demonstracdo: Para j =1,2,..,2m — 1, seja 4; = {azzm‘f: a€{1,3,..,2/ - 1}}. Observe que
os conjuntos A; formam uma particao para os vértices de 7(Z,2m). Seja S = UL A; eT =
Uila114;. Entéo, o conjunto S induz um subgrafo completo de 7(Z,2m) e o conjunto T forma
um conjunto independente dele. E cada vértice em A, é adjacente a cada vértice em
U3k A;. 1(Z,2m) nao tem outras arestas. Seja D c E(7(Z,2m)) ser um conjunto dominante de
vértices para L(t(Z,zm)) com cardinalidade minima. Como o conjunto S induz um subgrafo
completo de 7(Z,2m) da ordem 2™ — 1, entdo y (L(T(sz[i]))) > E (m - 1)J. Por outro lado,
uma vez que D domina todas as arestas no grafo completo (S),D também domina todas as

arestas juntando S para T, lembre-se de que T forma um conjunto independente e, portanto,

¥ (L(T(sz[i]))) = E (m — 1)]. .

A prova do Teorema 4.4.6.2 mostra o conjunto T é um conjunto independente com
cardinalidade maxima em ©(Z,=[i]), enquanto o conjunto S induz um subgrafo completo com

a ordem maxima.
Entado, o seguinte corolario é obtido.

Corolario 4.4.6.3: Paran =2"m > 2,

(i) w(tZ,lD)=2m-1
(i) B(z(Z,[iD) =2m(2™ - 1)

Como outra consequéncia para a prova do teorema anterior, obtém-se o seguinte corolario,

que da a sequéncia de grau para 7(Z,m[i]).

Corolario 4.4.6.4: Para j = 1,2,..,2m — 1, o grafo ©(Z,m=[i]) tem exatamente 2/~! vértices

degrau2?™/ —2se1<j<me?2/~!vérticesdegrau 2™/ —1sem+1<j<2m-—1.

Demonstragdo: Para cada v € 4;, onde 1<) <m,v? =0, assim deg(v) = |U:7/ 4| - 1=
22m=J — 1. E para cada v € 4, onde m+ 1 <k < 2m—1, v> # 0, assim deg(v) = U277 4| =

22m=j _ 1. m

Além disso, a prova do teorema acima mostra que a excentricidade de 22™" 1 é 1 e a
excentricidade de qualquer outro vértice em 7©(Z,2m) é 2, uma vez que o vértice 2 é
adjacente apenas ao vértice 2™, e para qualquer x € V(t(Z,m[i])),2 — 2™t —x, é um

caminho do comprimento 2. Isso leva ao seguinte corolario.
Corolario 4.4.6.5: O centro do grafo 7(Z,m[i]) é o conjunto {2™~1(1 + i)}.
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Em seguida, encontramos o numero de dominacdo do grafo de linha L(T(Zn[i])) onde n =

q™,m = 2.
Lema 4.4.6.6: (i) Param = 2,

1) Se Ayj ={ag" + bqliza € U(qu—k),b € U(qu—k)}, entdo |4;;| = (q — 1)2q*m k=2
quando 1 <k,j <m—1, |Ap;| =q™ 7 —q™ It e |Agm| = q™F — g™ *71, onde k,j #
m,

2) SeS= (U[m/Z]sk,ism Ak}') — A, entéo |S] = qz[m/z] -1

(i) Para m > 3, se T = Uy, pm_, Ay, entéo |T| = g2/ (qim/21 — 1)7,
2

1<k,j<

Teorema 4.4.6.7: Se n=q™m=>2, entdo y (L(T(Zn[i]))) =y (v(Z,[iD) = vi (z(Z,[iD) =
(%) (g™ —1)sem é pare G) (q?™/2 + 1) se m é impar.

Demonstracdo: Seja Ay, SeT definidos como dados no Lema 4.4.6.6. Claramente, o
conjunto S induz um subgrafo completo de 7(Z,[i]) com ordem maxima, se m for par e Su
{g™/?1} induz um subgrafo completo de 7(Z,[i]) com ordem maxima, se m for impar. Por
outro lado, se m = 3, entdao T formam um conjunto independente com cardinalidade maxima.
Além disso, se um vértice v pertence ao conjunto 4, ¢, entdo v é adjacente a cada elemento

em Ay; onde m —min{r,s}<k,j<m e k,j # m ao mesmo tempo. 7(Z,[i]) nao tem outras

arestas. [ ]
Como consequéncia da prova do Teorema 4.4.6.2, concluimos o seguinte.
Corolario 4.4.6.8: Se n = ¢™, m = 2, entao

(i) w(r(Z,[i]) = q™ — 1 se mépar e q?™? se m é impar,

(i) B (L(T(Zn[i]))) =lsem=2ef (L(T(Zn[i]))) = q2m/2l(glm/21 — 1)2 sem > 3.

Corolério 4.4.6.9: Sejan=q™, m>=2ev =aq" + bg’i onde a,b € U(Z,). Entao

quin{r,s} _ 2’ ser,s > [%]

deg(v) = . m
qum{T.S} —1,serous < [E]

Corolario 4.4.6.10: Seja n = q™,m = 2. Entao
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(i) A excentricidade de cada v € Agp-1)im-1) € 1 € a excentricidade de qualquer outro
vértice v € t(Z,[i]) é 2,

(ii) O centro do grafo 7(Z,[i]) é o conjunto Agn—1)(m-1)»

(iii) O raio do grafo 7(Z,[i]) é igual a 1,

(iv) O diametro do grafo t(Z,[i]) é igual a 2, para m > 3.

Finalmente, encontramos o nimero de dominacao do grafo de linha L(T(Zn[i])) onde n =

p™m = 2.

Note que Zpm[i] = Zym X Z,m. Seja Ay; = (ap*,bp’):a € U(Z,m-r), b € U(Z,m-;). Claramente,

o conjunto A;,0 < k,j < m e nao ambos k,j = m ou 0, particao de vértices de r(me X me).
Lema 4.4.6.11: (i) Param > 2;

1) Se§= (U[m/z]sk,jsmAkj) - Am,m' entdos = |S| = lemm -1,

2) Se Ly = Uosk<im/21-1Akm € L2 = Uocksim/21-1Akm, €NLAO L = |L1| = |L,| = p™ — lem»
(ii) Param > 3,

1) Se B=UA'UnE Ay, entio b= Bl= (™ —p" ) (Im/2] - 1) - (p" -

plm/ZJ),
~ _ 2 _
2) Se T= Uosksm/21-14kj — Ao, €Ntao t= IT| = (pm t— le/zJ) +2(p - 1)(p2m Z—
pZm—[m/zl—l)

(iii) Para m > 4;

Se Wy = Upim/o U Axjy Wy = U URl Ag; @ W =W, UW,, entdo w = [W| =

21 (p/21 = 1) — m/21(p — 1)).

Teorema 4.4.6.12: Seja n=p™,m=>2 e s/ leb definidos no Lema 4.72., entao

y (L(T(Zn[i]))) =y (v(Z,[iD) = v (zx(Z,[iD) = (s/2) + L+ b se m é par (s/2) +1+b+1sem

€ impar.

Demonstracao: Usando algumas nocoes do Lema 4.4.6.11. Observe que o conjunto S induz
um subgrafo completo de ©(Z,[i]), K,. Assim, qualquer conjunto de dominacao de aresta para
T(me prm) deve conter s/2 arestas para dominar K,. Se m =3, o conjunto L =1L, UL,
induz um grafo bipartido completo K;; com conjuntos bipartidos L, e L,. Isso contribui com as

arestas na margem dominante definidas para ‘[(me X me).
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As arestas que juntam vértices em K;; aos vértices em K; sdao cobertos pelos mesmos
conjuntos dominantes de aresta para K;; e K;. Além disso, os vértices em Ay, e A, onde 1 <

k <m — 1, sdo apenas adjacentes a alguns vértices em K; e K; ;.

Por outro lado, se m = 3, o conjunto T € um conjunto independente. Felizmente, os vértices
em T sdao apenas adjacentes a vértices em S. Assim, qualquer conjunto de dominancia de

aresta para K, também domina arestas entre Se T.

Agora, para cada 1<k <[m/2]— 1lem—k <j<m, o conjunto A;UA; induz um grafo
bipartido completo com conjuntos bipartidos A; e A, . Para dominar esta colecao de grafos
bipartidos completos induzidos por Ay; U Aj, precisamos de arestas b aresta no conjunto
dominante de arestas para t(Z,m xZ,m) Felizmente, esse conjunto dominante com
elementos b também domina todas as arestas em E(T(me prm)) que sao incidentes de

qualquer aresta nesta colecao.

Finalmente, observe que se m > 4, os vértices em W sdo apenas adjacentes a alguns vértices
em K, bem como na colecao dos grafos bipartidos completos. O grafo r(me X me) nao tem

outras arestas. | |
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CAPITULO 5

GRAFO EQUILIBRADO DOS DIVISORES DE ZERO DE ANEIS DE MATRIZ.

Neste Gltimo capitulo tratamos de anéis ndo comutativos. Neste caso em vez de um grafo

simples, passamos a ter um grafo orientado.

Definicdo 5.1: Grafo Orientado, consiste em um grafo G = (V,A) onde V = {v,, ...,v,} € um
conjunto de vértices e A = {a,,...,a,} € um conjunto de arcos tais que a,,k=1,..,m é

representado por um par ordenado (vi,vj) de vértices, i,j = 1,...,n.
Definicdo 5.2: O conjunto de arcos que saem de um vértice v é chamado de leque.

Definicdo 5.3: O grau de saida de um vértice v € niUmero de arcos que saem de v, ou seja, o

tamanho do leque de saida de v.
Definicdo 5.4: O grau de entrada de um vértice v é o nimero de arcos que terminam em v.

Definicdo 5.5: Um grafo diz-se equilibrado se para todos os vértices o grau de saida ¢ igual ao

grau de entrada.

Vamos revisar brevemente algumas definicbes e ferramentas que serao usadas
posteriormente. Seja R um anel ndo comutativo. O grafo de divisores de zero dirigido de R é
um grafo dirigido 7(R) com o conjunto de vértices Z(R)* = Z(R) — {0}, onde para distintos

vértices x e y de Z(R)* existe uma aresta dirigida x » y de x para y se e somente se xy = 0.

Se X € um subconjunto de um anel R, entdo o anulador esquerdo deX é ann,(X) =
{a € R:aX =0} e o anulador direito de X é ann,.(X) ={a € R:Xa=10}. Se o anel R é
comutativo, entdao obviamente, ann;(X) = ann,(X). Neste caso, escrevemos simplesmente
ann(X). Observe que se R € um anel finito e a € 7(R), entao o grau de entrada de um vértice é
lann,(a)| — 1 se a? # 0 e |ann;(a)| — 2 se a® = 0, e de forma semelhante para o grau de saida.
Além disso, o grau de a no grafo nao dirigido T(R) € |ann;(a)VUann,(a)|—1sea? #

0 e |ann;(a) U ann,(a)| — 2 se a® = 0.

Em [3] Akabari e Mohammadian provaram que, para cada corpo finito Fen > 2, o grau de
entrada e o grau de saida de um vértice a € t(M,(F)) sdo |F|" % — ¢ e o grau de a €
T(M,,(F)) é 2|F|"0) — |[F|®0)® _ ¢ onde e = 1, a menos que a® = 0 e neste caso ¢ = 2. Em
particular, o grafo dirigido 7(M, (F)) é equilibrado. Vamos ver que este resultado pode ser
estendido ao anel das matrizes sobre um anel comutativo com identidade e de ideais

principais
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5.1 Resultados auxiliares

Para provar os principais resultados, utilizamos a teoria de anel de divisao elementar. Esta
teoria diz respeito a reducao de matrizes para uma forma diagonal. Uma matriz n por m, A =
(a;;) € dita ser diagonal se a;; = 0 para todos i # j. Dizemos que uma matriz A sobre um anel
R admite reducao diagonal se existir as matrizes invertiveis P e Q sobre R, de modo que PAQ
€ uma matriz diagonal. Duas matrizes Ae B sobre um anel R dizem-se equivalentes
(notacdo: A ~ B) se houver matrizes invertiveis P e Q tal que B = PAQ. Seguindo Kaplansky
[28], se toda matriz A sobre um anelR é equivalente a uma matriz diagonal D, =
diag (dy,...,d,), com a propriedade que d; € um divisor total de d;,, entdo R é chamado de
anel de divisao elementar. Os elementos d,,...,d, sao chamados divisores elementares da
matriz A. Os anéis de divisdao elementar, foram estudados por muitos autores [24, 39, 40, 41].
O seguinte teorema fundamental, que é provado em [18], fazendo uso de dois teoremas de

Kaplansky.

Teorema 5.1.1: Qualquer anel comutativo de ideais principais com identidade é um anel de

divisao elementar.

Lembre-se de que um anel comutativo de ideal principal, é um anel comutativo em que todo

ideal é um ideal principal.

No Lema seguinte, mostramos que em anéis finitos o tamanho dos anuladores é invariante sob

multiplicacao por unidades.

Lema 5.1.2: Seja R um anel finito com identidade. Se u € R € uma unidade, entdo, para

qualquer a € R, temos
|ann;(ua)| = |ann;(aw)| = |ann;(a)|.

Demonstracao: Obviamente ann;(a) € ann,(au). Suponha que w € ann;(au). Como u é uma
unidade, a equacao wau = 0 implica que wa = 0. Portanto, w € ann;(a), e depois ann;(au) =

ann;(a).

E facil mostrar que se ¢: R - R é um automorfismo e x é um elemento de R temos que
(p(annl(x)) = annl((p(x)), 0 que implica que |ann;(x)| = |annl((p(x))|. Como o mapa ¢:R - R
definido por ¢(r) =u'ru é um automorfismo e ¢(ua) =au segue que |ann;(ua)|=

|ann;(aw)|. Isso prova o lema. ]

Observacéo 1: E facil verificar se um resultado semelhante é valido para anuladores direitos.

5.2 Resultados principais
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0 seguinte teorema é uma generalizacdo do Lema 14 provado por Akabari e Mohammadian em

[3].

Teorema 5.2.1: Seja R um anel comutativo de ideal principal finito com identidade e n > 2.
Suponha que A € M, (R) é um divisor de zero diferente de zero e d,,d,,...,d, sejam divisores

elementares de A. Entao, o grau de entrada e o grau de saida de A em 1(M,,(R)) sdo

n
2 nlann(di)ln —&
i=1

e o grau de A em T(M,(R)) € igual a

n n
2 Hlann(di)ln - 1_[|ann(di) n ann(d]-)| - £
i=1 i,j=1

onde £ = 1, a menos que A% = 0 e neste caso ¢ = 2. Em particular, (M, (R)) é equilibrado.

Demonstragdo: Pelo Teorema 5.1.1, o anel Ré um anel de divisao elementar. Entdo,
suponha que A~ diag(d,,...,d,) =D,. Resulta do Lema 5.1.2 e da Observacao 1 que
|ann, (A)| = |ann;(D4)| e |ann,.(A)| = |ann,(D,)|. Agora, para uma matriz X = (x;;) no anel de

matriz M, (R), temos
XDy =0 x;;d; =0,parai,j = 1,...n, €Y
DyX =0 e djx;; =0,parai,i=1,..n 2

Como o anel R é comutativo, segue-se que

lann, (A)| = |ann, (A)| = Hlann(di)ln

i=1

Por isso, o grau de entrada e o grau de saida de A sdo ambos iguais a []™,|ann,(d)|" —

g,onde € = 1,a menos que A> = 0 e neste caso € = 2.

Das equacdes (1) e (2), concluimos que uma matriz X = (x;;) pertence a ann;(D,) N ann,(D,)

se e somente se x;; € ann(d;) N ann(d;). Consequentemente,

|ann;(A)| N |ann,.(A)| = 1_[|ann(di) n ann(d]-)|

ij=1

Assim sendo,
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|ann;(A)| U |ann,.(A)| = 2 Hlann(di)ln — H|ann(di) n ann(dj)|
i=1

ij=1

Assim, o grau de Aem T(M,(R)) ¢é 2[Ixlann(d)|™ — H2j=1|ann(di) n ann(d]-)| — &, onde

onde € = 1,a menos que A?> = 0 e neste caso € = 2. Isso completa a prova.m

Observacéo 2: Suponha que o anel R seja um corpo finito F. Entao, na reducao diagonal D, =
diag(dy,...,d,) da matriz A cada divisor elementar é zero ou uma unidade. Além disso, o
numero de divisores elementares diferentes de zero € igual ao rank de A. Note que ann(d;) =
{0} se d; é uma unidade e ann(d;) = F se d; for zero. Assim, denotando por k o rank de A4,

temos

n
janny(A)| = lann, (A)] = | [lann@oi™ = |1

i=1

n
janny(A)| U lann, (4)] = 2 [ [IFIe - |F|-i0”,

i=1
Entao, obtemos os resultados de Akabari e Mohammadian provado em [1].

Um circuito num grafo dirigido é uma sequéncia e;, e,,...,e, de arestas dirigidas distintas, de
modo que o vértice final de e; € o vértice inicial de e;,; para todos 1 <i <r —1, e 0 vértice
final de e, é o vértice inicial de e;. Um circuito é Euleriano se incluir cada aresta exatamente
uma vez e visitar todos os vértices. Um grafo dirigido é chamado Euleriano se contém um

circuito Euleriano.

Teorema 5.2.2: Seja R um anel comutativo de ideal principal finito com identidade e n >

2. Entao, o grafo do divisor de zero dirigido (M, (R)) é Euleriano.

Demonstracdo: Seja Zl(Mn(R)) o conjunto de divisores de zero esquerdo de M,(R). Ou seja,
Z,(M,(R)) = {X € M,(R): XA = 0, para alguns A4 € M,(R) —{0}}. Da mesma forma, seja
Zr(Mn(R)) 0 conjunto dos divisores de zero direito de M, (R). Em [31], foi mostrado que
Z,(M,(R)) = Z,(M,(R)). Por outro lado, Redmond mostrou em [44] que, para um anel n&o
comutativo, o grafo do divisor de zero dirigido € conexo se e somente se o conjunto de
divisores de zero direito é igual ao conjunto de divisores de zero esquerdo. Portanto,
(M, (R)) € conexo. Para completar a prova, observamos que um grafo dirigido conexo é

Euleriano se for equilibrado, em [23].m

Em seguida, determinamos o menor anel comutativo finito com identidade tal que 7(M,(R))

nao é equilibrado.
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Teorema 5.2.3: Seja R um anel comutativo com identidade e n = 2. Se o grafo do divisor de
zero dirigido t(M,(R)) nado é equilibrado, entdo |R| = 8. Além disso, existe um anel

comutativo com identidade da ordem 8 tal que t(M,,(R)) nao é equilibrado.

Demonstracao: Para qualquer inteiro positivo n, seja y(n) o nimero de anéis, a menos de
isomorfismo, da ordem n (incluindo anéis nao-comutativos e anéis sem identidade). Usando a
classificacao de grupos abeliano finito e o fato de que quando se decompde o grupo aditivo de
um anel finito em suas componentes primarias os componentes sido ideais de ordem de

oténcia de um primo, concluimos que y € multiplicativa. Sen = p,;% ...p,°* é a factorizacao
Y P1 Pk :

prima de n, entao y(n) = y(p:t) ...y (pr%%).

0 anel nulo é o Unico anel com um elemento e nao tem identidade. Suponha que R é um anel
finito da ordem p, onde p é um niimero primo. Lembre-se de que cada elemento em um anel
finito € uma unidade ou um divisor de zero. Portanto, se R nao possui divisores de zero
diferentes de zero, entdo cada elemento diferente de zero ¢ uma unidade. Por isso, R é um
anel de divisao finita, e assim pelo pequeno teorema de Wedderburn R é isomorfo para o
corpo primo F,. Em seguida, suponha que R tem divisores de zero diferentes de zero. Seja r €
R um divisor de zero diferente de zero. Uma vez que o grupo aditivo de R tem a ordem p pelo
teorema de Lagrange nao possui subgrupos nao triviais. Como ann,(r) € um subgrupo do grupo
aditivo de R devemos ter ann;(r) = R. Portanto, todos os elementos de R sao divisores de
zero. Assim, para cada elemento r € R temos ann;(r) = ann,.(r) = R. Isso implica claramente
que R € o anel nulo da ordem p. Entdo, y(p) = 2. Observe que o anel zero nao possui

identidade e 7(M,,(F,)) € equilibrado pelo Teorema 5.2.1.

Agora, sejam p e g nimeros primos distintos. Como y € multiplicativo, temos y(pq) = 4. Se R
for um anel da ordem pq, entao R tem um I; ideal de ordem p e um ideal I, de ordem q.
Como p e g sao primos distintos, temos R = I, @ I,. Portanto, se R tem identidade, devemos
ter R = F, @ F;, onde F, e F; sao corpos primos de ordem p e q, respectivamente. Como F, ®

F, € um anel de ideal principal, o grafo (M, (F, @ F,)) € equilibrado pelo Teorema 5.2.1.

Agora suponha que R tenha ordem p?, onde p é um nimero primo. Existem 11 anéis de ordem
p? [14]. No entanto, se um anel R de ordem p? é comutativo com identidade, é
necessariamente um anel de ideal principal. De fato, todo ideal proprio I diferente de zero,
em particular, tem ordem p. Por isso, I é gerado como um grupo aditivo por qualquer

elemento diferente de zero.

Uma vez que, para 1 <n < 8, temos que n é primo, um quadrado de primo, ou o produto de

dois primos, concluimos que 7(M, (R)) é equilibrado para |R| < 8.
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Para completar a prova, deixe-nos dar um exemplo de um anel R de ordem 8, de modo que
M,(R) ndo seja equilibrado. Seja R a algebra tridimensional sobre o corpo F, com base

{1, a, b} e a seguinte multiplicacao da tabela.

1 a b
1 1 a b
a a 0 0
b b 0 0

Observe que o anel R nao é um anel de ideal principal. Por exemplo, o ideal (a, b) ndo é
principal. Uma simples computacao mostra que para o vértice A = [Z 8] no grafo t(M,(R)) o

grau de entrada € 254 e o grau de saida é 1022. Portanto, o grafo t(M,(R)) nao € equilibrado.
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