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Resumo

A estimacdo em tempo real é um dos topicos mais importantes na engenharia,
principalmente em sistemas nao-lineares, presentes em praticamente todas as aplicacoes
aeroespaciais. Na indutstria aeroespacial, hd cada vez mais a tendéncia de utilizar
instrumentos, sensores e métodos de estimacdo que sejam precisos, leves e com baixos

custos computacional e financeiro.

O termo filtragem ou estimacao é utilizado para o conjunto de técnicas e algoritmo que
permitem obter uma reducao de ruidos ou erros de medicao além de estimar estados nao
mensuraveis diretamente. A grande dificuldade encontra-se justamente na complexidade
dos sistemas observados, que podem apresentar dinamica altamente nao-linear, além de
ruidos e baixa disponibilidade de dados, o que torna a selecao do método de filtragem um

fator muito importante para que haja o maximo de reducao do erro de estimacao.

Um dos métodos mais importantes desenvolvidos foi o filtro de Kalman linear, considerado
filtro 6timo para sistemas lineares. Mas, visto que a maioria dos sistemas reais envolve
dinamica nao-linear, outros métodos foram desenvolvidos com vista a superar este impasse.
M¢étodos como o famoso filtro de Kalman Estendido (EKF — Extended Kalman Filter), o
filtro de Kalman Unscented (UKF — Unscented Kalman Filter) e o filtro de Kalman Pseudo-
linear (PSELIKA - Pseudo Linear Kalman Filter) foram algumas das solucoes
implementadas que tiveram sucesso em aplicagbes reais, apresentando vantagens e

limitacGes particulares.

Para o filtro EKF, a sua principal limitacao é o seu comportamento erratico e possivelmente
divergente em sistemas altamente nao-lineares, ou com estimagoes iniciais imprecisas. Ja
para o UKF, a dimensdo do estado pode aumentar significativamente a complexidade
temporal do algoritmo, o que pode torna-la uma solucdo inviavel para tempo real. O filtro
PSELIKA apresenta limitacao parecida onde a complexidade das operagoes efetuadas é a

principal causa do custo computacional elevado.

Destes métodos, o PSELIKA chama atencao pelo facto de ser aplicavel em praticamente
qualquer sistema nao-linear, dentro das condi¢cOes necessarias, mas sendo possivel utilizar
os métodos de filtragem linear ao modelar a dinamica do sistema numa estrutura pseudo-
linear. A limitacao é dada pela necessidade de resolver a equacdo Algébrica de Riccati
associada e realizar inversdes matriciais para o calculo da matriz de ganho do sistema,

necessitando bastantes recursos computacionais.
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Assim, com o objetivo de reduzir o custo computacional e melhorar o desempenho, as redes
neuronais tém sido integradas aos métodos de filtragem. Estas s3o ferramentas
extraordinirias que atuam como funcdes ndo-lineares capazes de obter conhecimento
experimental, e neste caso, podem atuar para prever os calculos efetuados durante o método
de filtragem PSELIKA.

De forma a reduzir a principal limitacdo do método de estimacao PSELIKA, aproveitando
do facto de apresentar uma estrutura pseudo-linear, esta dissertacao propds a integracao de
uma rede neuronal do tipo Perceptron de Multiplas Camadas (MLP- Multilayer
Perceptron) ao algoritmo PSELIKA, tendo como principal objetivo a reducdao do custo
computacional original, implementando, por fim, um algoritmo denominado PSELIKA-
MLP.

Com vista a validar a utiliza¢ao do algoritmo, nesta dissertacao sao abordados dois casos de
estudo: a estimacao da taxa angular e atitude de um veiculo aeroespacial, além da estimacao
da orbita de um satélite artificial. Nestes, sdo comparados a exatidao, complexidade

temporal e espacial entre o algoritmo implementado, o filtro EKF e o filtro PSELIKA.

Os resultados demonstram que o algoritmo implementado foi capaz de reduzir
significativamente o tempo computacional do método PSELIKA, sem um grande
detrimento da exatidao da estimacdo, mas apresentando complexidade espacial superior.
Assim, é uma possivel aplicacdo para a redugdo do custo computacional servindo de

complemento para o algoritmo original.
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Redes Neuronais Artificiais; Aplicacoes aeroespaciais.
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Abstract

Real-time estimation is one of the most important topics in engineering, especially in non-
linear systems, present in practically all aerospace applications. In the aerospace industry,
there is an increasing tendency to use instruments, sensors and estimation methods that

are precise, lightweight and with low computational and financial costs.

The term filtering or estimation is used for the set of techniques and algorithms that allow
reducing noise or measurement errors in addition to estimating states that cannot be
measured directly. The great difficulty lies precisely in the complexity of the observed
systems, which can present very non-linear dynamics in addition to noise and low data
availability, which makes the selection of the filtering method a very important factor for

maximum reduction of the estimation error.

One of the most important methods developed was the linear Kalman filter, considered an
optimal filter for linear systems. But since most real systems involve non-linear dynamics,
other methods have been developed to overcome this impasse. Methods such as the famous
Extended Kalman filter (EKF), the Unscented Kalman filter (UKF) and the Pseudo-linear
Kalman filter (PSELIKA) were some of the solutions implemented that have been successful

in real applications, presenting advantages and limitations.

For the EKF filter, its main limitation is its erratic and possibly divergent behavior in highly
non-linear systems, or with imprecise initial estimations. As for UKF, the dimension of the
state can significantly increase the temporal complexity of the algorithm, which can make
it an unfeasible solution for real time. The PSELIKA filter presents a similar limitation
where the complexity of the operations performed is the main cause of the high

computational cost.

Of these methods, PSELIKA draws attention because it is applicable to practically any non-
linear system, within the necessary conditions, but it is possible to use linear filtering
methods when modeling the system dynamics in a pseudo-linear structure. The limitation
is given by the need to solve the associated Algebraic Riccati equation and perform matrix
inversions to calculate the system's gain matrix, requiring considerable computational

resources.

Thus, with the aim of reducing computational cost and improving performance, neural
networks have been integrated into filtering methods. These are extraordinary tools that act
as non-linear functions capable of obtaining experimental knowledge, and in this case, can

act to predict the calculations carried out during the PSELIKA filtering method.
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To reduce the main limitation of the PSELIKA estimation method, taking advantage of the
fact that it presents a pseudo-linear structure, this dissertation proposed the integration of
a Multilayer Perceptron (MLP- Multilayer Perceptron) neural network into the PSELIKA
algorithm, with the main objective of reducing the original computational cost, finally
implementing an algorithm called PSELIKA-MLP.

With a view to validate the use of the algorithm, this dissertation addresses two case studies:
the estimation of the angular rate and attitude of an aerospace vehicle, in addition to the
estimation of the orbit of an artificial satellite. In these, the accuracy, temporal and spatial
complexity between the implemented algorithm, the EKF filter and the PSELIKA filter are

compared.

The results demonstrate that the implemented algorithm was able to significantly reduce
the computational time of the PSELIKA method, without a major detriment to estimation
accuracy, but presenting superior spatial complexity. Thus, it is a possible application to

reduce computational cost by serving as a complement to the original algorithm.

Keywords

Non-Linear Filtering; Pseudo-Linear Kalman Filter; Reduction of Computational Cost;

Artificial Neural Networks; Aerospace applications.
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Capitulo 1 — Introducao

1.1 Contexto e Motivacao

O avango tecnologico, assim como a compreensao do mundo, s6 foi possivel através das
observacoes que sao feitas do meio em que se vive. No campo aerospacial, para que seja
possivel uma aeronave realizar a sua navegacao com seguranca, € necessario que haja
conhecimento de diversos parametros ou estados durante sua fase de voo, como por

exemplo a posicao, velocidade e atitude.

Diversos instrumentos e sensores foram desenvolvidos com o objetivo de tentar obter os
valores acerca destes estados, mas nao é possivel mensura-los com perfeita exatiddo uma
vez que existem ruidos e imperfeicoes associadas a medicao. Este ruido deve ser eliminado
ou pelo menos reduzido para que os dados obtidos a partir dos instrumentos sejam
utilizaveis. Perturbacoes de diversas fontes e o proprio sistema de medicao podem causar

distirbios na medicao e provocar os tais dados ruidosos.

O termo filtragem ou estimacao abrange o conjunto de técnicas e algoritmos com o intuito
de obter dados acerca de estados que ndo podem ser obtidos por medicao direta, ou que
apresentem medic¢oes ruidosas, reduzindo ao maximo o seu erro. Estas técnicas utilizam
modelos matematicos do sistema e algoritmos sofisticados para inferir o estado real do
sistema a partir de dados imperfeitos [1]. A escolha da técnica adequada depende de
diversos fatores, como a complexidade do sistema, a natureza do ruido e a disponibilidade
de dados.

Diversos métodos foram desenvolvidos ao longo dos anos devido a sua extrema importancia
em varias areas da ciéncia. Um dos mais famosos é o filtro de Kalman linear (KF — Kalman
Filter) sendo considerado o filtro 6timo para sistemas lineares. Entretanto, a grande
maioria dos sistemas reais sao nao lineares, principalmente na area aeroespacial, o que
limita a utilizacao deste filtro 6timo. Assim, versoes foram desenvolvidas, baseadas neste
filtro, para que pudessem ser aplicaveis aos sistemas nao-lineares. Destes métodos a
filtragem de Kalman Estendida (EKF — Extended Kalman Filter) é a mais famosa e a mais

utilizada para a estimacao nao-linear.

Entretanto, também apresenta limitacoes que agravam a sua utilizacdo uma vez que
apresenta comportamento erratico e possivelmente divergente em sistemas bastante nao-
lineares ou em estimacoes iniciais demasiado imprecisas [2], [1], [3]. Assim, outros métodos

foram desenvolvidos, como, por exemplo, a filtragem de Kalman Unscented (UKF —



Unscented Kalman Filter) e a filtragem de Kalman Pseudo-linear (PSELIKA — Pseudo-

linear Kalman Filter).

Destes, a filtragem de Kalman Pseudo-linear chama bastante atencao pelo facto de ser
aplicavel para sistemas nao-lineares, mas é modelado em uma estrutura pseudo-linear o
que permite a utilizacdo dos métodos de filtragem de Kalman linear, mas capturando as

nao-linearidades do sistema [4], [5].

1.2 Limitacoes dos trabalhos anteriores

No ambito aeroespacial, a limitacdo do custo computacional e sua exatidao é de extrema
importancia pois ha uma tendéncia cada vez maior de se utilizar instrumentos, sensores e
métodos de estimacdo que sejam precisos, leves e com baixos custos computacional e
financeiro [4]. Assim, caso seja obtido alguma forma de tornar a filtragem de Kalman
Pseudo-linear menos custosa, a sua aplicacdo poderia ser considerada uma boa alternativa

ao método EKF.

A limitacdo deste método é justamente a necessidade de resolver a equacao Algébrica de
Riccati associada ao modelo do sistema e realizar inversoes matriciais para o calculo da
matriz de ganho do sistema para todos os instantes de tempo. Estes dois processos

aumentam significativamente o custo computacional do método de filtragem.

Desta forma, uma ferramenta que tem sido integrada aos métodos de filtragem com o
objetivo de melhorar o seu desempenho e reduzir o custo computacional é a rede neuronal
artificial. Esta é uma fun¢do nao-linear poderosa que tem sido estudada e desenvolvida ao
longo dos anos sendo aplicada em diversas areas que envolvem a utilizagao direta de dados.
E por conta disto poderd auxiliar na reducdo do custo computacional do método de

filtragem de Kalman Pseudo-linear.

As redes neuronais artificiais podem ser descritas como um conjunto de funcoes obtidas por
um processo de aprendizagem obtendo conhecimento experimental e permitem calcular um
valor de saida com base em um valor de entrada [6], podendo funcionar como

aproximadores de funcdes nao-lineares.

De forma a tentar reduzir a principal limitacio do método de estimacdao PSELIKA,
aproveitando a sua vantagem de apresentar uma estrutura pseudo-linear, esta dissertacao
propoe a integracao de uma rede neuronal do tipo Perceptron de Miltiplas Camadas (MLP-
Multilayer Perceptron) ao algoritmo PSELIKA, tendo como principal objetivo a reducao do
custo computacional original, implementando, por fim, um algoritmo denominado
PSELIKA-MLP.



1.3 Objetivos

O objetivo principal desta dissertacao é desenvolver um método de integracao de uma rede
neuronal a filtragem de Kalman pseudo-linear permitindo que seja aplicado a estimacdo em
sistemas nao-lineares, que representam as aplicacOes aeroespaciais, com a intencao de
reduzir o custo computacional do método original de filtragem e manter a exatidao

semelhante da estimacao.

Este método é baseado no facto de que é possivel aplicar os métodos lineares de estimacgao
aos sistemas pseudo-lineares por apresentarem uma quase-linear com parametrizacao
dependente do estado. Assim, possibilita o calculo antecipado das matrizes de covariancia
do erro de estimacao e consequentemente a de ganho, por meio da resolucao da equacao
algébrica de Riccati associada ao sistema. Logo, por ser possivel calcular estas matrizes a
priori, é praticavel utiliza-las como dados de treinamento para uma rede neuronal que tera
como objetivo estimar o valor da matriz de ganho com base no vetor estado estimado da

etapa anterior.

Para que este objetivo seja cumprido serd necessario realizar as seguintes etapas

fundamentais de analise:

Para o primeiro passo desse estudo, sera realizada uma analise aprofundada de diversos
métodos de filtragem nao-linear baseados na filtragem de Kalman linear, como o EKF, UKF
e o PSELIKA, com foco em suas principais vantagens, limitacoes e aplicacoes. Essa analise
criteriosa permitira identificar o algoritmo PSELIKA como a base para o desenvolvimento

do algoritmo final.

Na segunda etapa, seré realizado um exame aprofundado do funcionamento de diversas
arquiteturas de redes neuronais, com o objetivo de identificar suas principais aplicagoes,
vantagens e limita¢oes. Essa analise abrangente permitira escolher a rede do tipo MLP como

uma boa soluc¢ao para o trabalho em questao.

A seguir, serd apresentada uma anélise breve dos métodos existentes para integracao de
redes neuronais (NN — Neural Network) com algoritmos de filtragem, seguida da descricao
detalhada das técnicas e do algoritmo implementado para integrar uma rede neural do tipo
MLP ao algoritmo de filtragem PSELIKA, resultando no PSELIKA-MLP.

Para que esse algoritmo seja possivel de ser implementado serao apresentadas algumas

técnicas que incluem:
-Método de factorizacdo de uma funcao nao-linear para uma estrutura pseudo-linear;

-Defini¢ao do dominio do sistema para o treinamento de rede;



-Estrutura da rede neuronal aplicada a etapa de corre¢ao da filtragem;
-Treinamento e validacao da rede neuronal.

A utilizacdo do método proposto sera validada nos seguintes casos de estudo de ambito

aeroespacial:
-Caso 1: Estimacao da atitude e taxa angular de um veiculo aeroespacial;

-Caso 2: Estimacao da o6rbita de um satélite artificial.

1.4 Estrutura

Esta dissertacao encontra-se dividida em cinco capitulos que estao organizados no seguinte

formato:

Capitulo 1 — contempla a motivacao e contexto desta dissertacao assim como seus principais

objetivos.

Capitulo 2 — esta divido em duas partes essenciais. A primeira inclui os principais métodos
de filtragem nao-linear, assim como suas vantagens e desvantagens, e explicara o porqué da
utilizacdo do algoritmo PSELIKA como base para o trabalho. A segunda realizara uma
introducao acerca das redes neuronais, assim como principais arquiteturas com vantagens

e desvantagens, também justifica a utilizacdo de MLPs no contexto de filtragem nao-linear.

Capitulo 3 - introduz a unido dos conceitos apresentados no Capitulo 2 e apresenta as

técnicas principais e o algoritmo proposto nesta dissertagao.

Capitulo 4 — sdo realizadas as simulacoes e seus resultados com vista a validar a utilizacao
do algoritmo proposto em dois casos: estimacao de atitude e taxa angular de um veiculo

aeroespacial e estimacao da 6rbita de um satélite artificial.

Capitulo 5 — tem como objetivo realizar uma apresentaciao das conclusdes acerca desta

dissertacdo, assim como sugerir trabalhos futuros.



Capitulo 2 — Fundamentos

Para que haja a compreensao acerca de qualquer assunto, é necessario que o conhecimento
adquirido pelos pesquisadores e cientistas ao longo historia seja reconhecido, de forma a
nao cometer os mesmos erros do passado e caminhar pela trilha do conhecimento de forma

eficiente e fundamentada.

Neste capitulo, serdao introduzidos os conceitos fundamentais acerca de métodos de
filtragem, em especial os de Kalman, e redes neuronais. Estes conceitos sao cruciais para
que o objetivo deste trabalho seja cumprido, permitindo a compreensao da escolha dos

métodos selecionados para o capitulo 3.

2.1 Métodos de Filtragem de Kalman

A estimacao precisa do estado de um sistema dinamico a partir de medigdes ruidosas é um
problema fundamental em diversas areas, desde a engenharia de controle até o

processamento de sinais abrangendo também a engenharia aeroespacial.

Em cendrios reais, as medicoes obtidas através de sensores e instrumentos estdo
inevitavelmente sujeitas a erros e ruidos. Essa imprecisao pode ter diversas origens, como
flutuacoes aleatorias, erros de calibracdo e limitacoes instrumentais. A presenca de ruido
nos dados de medigdo torna dificil a obtengdo de uma estimativa precisa do estado real do

sistema, afetando diretamente o desempenho e a confiabilidade de sistemas criticos.

Tendo em vista esse problema, diversos métodos de filtragem ou estimacdo foram
desenvolvidos ao longo da histéria, implementando formas de reduzir o inevitavel ruido e

também estimar estados que nao sdo observados diretamente.

Nesta seccao, sao apresentados alguns conceitos introdutérios a estimacdo de estados
incluindo a introducao histérica de alguns dos principais métodos de filtragem, assim como
seus algoritmos, vantagens e limitacGes, sendo estes o filtro de Kalman linear, o filtro de
Kalman Estendido, o filtro de Kalman Unscented e o filtro de Kalman Pseudo-linear. Por
fim, é feita uma introducao acerca das simulacoes de Monte Carlo e como estas podem ser

utilizadas em conjunto com métodos para mensurar o desempenho de filtros.

2.1.1 Desenvolvimento sobre a filtragem de Kalman

O termo filtragem ou estimacao é uma forma de tentar obter dados acerca de estados que
nao podem ser obtidos por medicao direta, ou que nao apresentem medicoes com precisao

suficiente. O primeiro método foi proposto por Gauss e Legendre [7], em 1809 e 1806, de



forma independente, a partir do método dos minimos quadrados, onde tentavam
determinar a 6rbita de um corpo celestial a partir de medicdes. O objetivo nao era encontrar

o valor correto do estado, mas sim obter a estimativa mais provavel, com base nas medicoes.

Com o objetivo de tentar obter a estimativa mais provavel, Gauss antecipou o método da
méxima verossimilhanca, introduzido por Fisher em 1912 [8] sendo investigado
continuamente. O método de Fisher permitiu a evolucao da area de estimacao servindo de
base para os trabalhos Kolmogorov [9] em 1941 e Wiener em 1942 [10]. Estes
desenvolveram independentemente métodos acerca da estimacdo média linear dos
minimos quadrados que eram muito semelhantes. Em seus trabalhos, os filtros
necessitavam que ambos o estado e a medicao estivessem de acordo com um processo

estocastico estacionario.

O trabalho de Kolmogorov obteve solug¢do para o tempo-discreto e o de Wiener para o
tempo-continuo [7]. A principal limitacdo destes filtros é a necessidade de resolver a
equacao de Wiener-Hopf durante o processo de filtragem, sendo necessarios elevados
recursos computacionais e espago de armazenamento. Ainda assim, este filtro permitiu um
grande avanco nos métodos de estimacdo estocastica, servindo de base para futuros
trabalhos.

Com o objetivo de ultrapassar os limites existentes nos filtros de Wiener-Kolmogorov, em
1960, Kalman [11] propds uma teoria de filtragem moderna em tempo-discreto e em 1961,
com apoio de Bucy [12], a teoria para o tempo-continuo. Em seu trabalho Kalman
introduziu o conceito de espaco de estados na teoria de estimagao estocéstica, onde descreve
as relagoes entre modelos de estado e medicao, além da relacao entre o estado estimado e

as medicoOes através de predicoes e correcoes.

O grande avanco de desenvolvimento é justamente o facto de que a filtragem de Kalman é
um tipo de filtragem recursiva, ou seja, nao requer informacao de todas as etapas anteriores
para calcular a etapa atual, apenas da anterior, reduzindo o problema de espaco de
armazenamento e aumentando a velocidade de processamento. Além disso, a filtragem de
Kalman pode ser aplicada a processos estocasticos nao-estacionarios [11], sendo

considerado o estimador linear 6timo.

Ainda assim, a grande limitacdo deste método é justamente a sua limitacdo para sistemas
lineares, além da necessidade de um modelo preciso do sistema e conhecimento das
caracteristicas estatisticas dos ruidos de processamento e medicao, sendo assumidas
gaussianas. Apesar das limitacoes, o Filtro de Kalman tem sido utilizado amplamente
justamente pela facil implementacao, e diversas alternativas foram desenvolvidas de forma

a tentar complementar e tornar o filtro mais robusto.



Na década de 1960, durante as missoes Apollo, Kalman e Schmidt [13] desenvolveram um
método de utilizar o conceito da filtragem de Kalman, porém em sistemas nao-lineares,
utilizando técnicas de linearizacao das funcoes que descreviam os modelos de sistema e
medicao [14]. Este método conhecido como Filtragem de Kalman Estendida (EKF —
Extended Kalman Filter) foi bastante estudada sendo utilizada em diversas aplicacoes,
incluindo no meio aeroespacial, tendo como alguns exemplos em [13], [15], [16]. Ainda
assim, apesar de ter muito sucesso, este método de filtragem apresenta algumas limitacoes,
uma vez que ocorre a linearizacao das matrizes, este processo introduz erros no sistema

podendo levar a divergéncia do filtro.

Com a tentativa de contornar este problema, em 2000, Uhlmann, Julier e Durrant-Whyte
[17] publicaram um novo método de estimacao que nao recorre a linearizacoes ou derivadas,
conhecido hoje por Filtro de Kalman Unscented (UKF - Unscented Kalman Filter).
Utilizando um novo conceito de pontos sigma os quais permitem a determinacao da média
e covariancia do sistema, obtiveram resultados melhores que o EKF em diversas aplicagoes

aeroespaciais, como em [17], [2], [18].

Em 1997, Bar-Itzhack e Harman [19], [20] desenvolveram o algoritmo da filtragem Pseudo-
Linear de Kalman (PSELIKA - Pseudo-Linear Kalman Filter), com o objetivo de estimar a
atitude e taxa angular de um veiculo aeroespacial. A base deste algoritmo é a transformacao
de um sistema de equacoes nao-lineares para uma estrutura pseudo-linear a partir de uma
técnica de factorizagao utilizando a conversao para equagoes pseudo-lineares dependentes
do estado. Esta técnica permitiu utilizar os conceitos de Filtragem de Kalman Linear para

um sistema nao-linear, o que também reduz os problemas enfrentados pelo EKF.

H4 poucos anos, outros algoritmos de estimacao foram desenvolvidos tentando superar o
desempenho dos ja mencionados. Em 2009 e 2010, Arasaratnam e Haykin [21], [22],
desenvolveram o método de Filtragem de Kalman de Cubatura (CKF — Cubature Kalman
Filter), baseado na analise Bayesiana em condic¢Ges gaussianas e num modelo n3o-linear,
sendo proximo ao filtro Bayesiano. Este método também foi aplicado na 4rea aeroespacial,
como em [23], reentrada na atmosfera, e [22], seguimento radar, onde o CKF superou os

outros filtros utilizados.

Hoje, a utilizacao de métodos de filtragem tem utilizado como ferramenta de auxilio as redes
neuronais. Em 2022, Revach, Ni, Escoriza, van Sloun e Eldar publicaram o seu trabalho
sobre a KalmanNet [24], um filtro recursivo que utiliza uma rede neuronal recursiva (RNN
— Recurrent Neural Network), com o objetivo de calcular a matriz de ganho de Kalman com

pouco conhecimento acerca da estatistica dos ruidos e do modelo do sistema.



Diversos outros métodos e variacoes foram desenvolvidos, entretanto, a bibliografia acerca

é bastante extensa o que tornaria esta sec¢ao bastante alongada.

2.1.2 Filtragem Linear

A filtragem linear tem como objetivo estimar o valor de um estado a partir de uma medicao

corrompida por ruido de forma a reduzir o erro de estimacao [1].

O termo filtragem refere a estimacdo do vetor estado no instante atual com base em todas
as medicOes anteriores. O termo predicdo ou propagacao refere-se a estimacao do estado
num instante futuro. Estes termos serdo utilizados na demonstracao a seguir do

funcionamento do filtro de Kalman linear ou apenas filtro de Kalman (KF — Kalman Filter)

[1].

Primeiramente, € preciso definir alguns termos de relevancia para o entendimento do
funcionamento do KF. A estimativa x é o valor computado de um estado x com base em um
conjunto de medicoes z. Uma estimativa imparcial ou sem viés é aquela que seu valor

esperado, ou esperanca, apresenta o mesmo valor daquele do estado.

Um modelo de espaco de estados é aquele que pode ser descrito a partir de um conjunto de
n equacoes diferenciais ordinérias de primeira ordem conhecidas por equacoes de estado

[14], onde:

X)) = fxut) (2.1)

Onde x é o vetor de estado de dimensdo n x 1, u é um vetor de entrada do modelo de
dimensao r X 1, onde o estado é funcao do tempo ¢, e f é a funcdo que descreve o modelo

podendo ou néo ser linear.
Se o sistema for linear ou linearizado em relagao a x e u entao pode ser descrito pela seguinte
equacao:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.2)
Onde A e B sao matrizes constantes que descrevem o sistema em torno de um ponto de
linearizacao no instante t¢.

Partindo deste principio, assuma que um conjunto de [ medicgoes, z, pode ser expresso como
a combinacao linear dos n elementos de um vetor constante x mais um erro aditivo de

medicao v. O processo de medicao pode ser modelado por:



z=Hx+v (2.3)

Onde z,v € Rl e x € R"*, H € R™", Caso [ > n entdo o conjunto de medicdo apresenta

informacao redundante.

Uma possivel abordagem é a estimacdo Bayesiana, onde modelos estatisticos estdo
disponiveis para x e z, e 0 objetivo é a obtencao de uma funcao de densidade condicional a
posteriori, p(x|z) ja que contém todas as informacoes estatisticas de interesse. Partindo do

teorema de Bayes:

_p(zlx) p(x)

p(xl|z) = ) (2.4)

Onde p(x) é a funcdo de probabilidade de densidade a priori de x, e p(z) é a funcao de
densidade de probabilidade das medi¢des. O termo p(x|z) representa a funcdo de
probabilidade condicional de x em relacdo a z, ou seja, representa a probabilidade de x
acontecer dado que z acontece. O objetivo é encontrar uma estimativa geral de variancia

minima de Bayes, ou seja, minimizar a seguinte funcao de custo:

/= f_oo f_m f_oo(f - x)"S(x — x) p(x|2)dx; dx; ...dx, (2.5)

Onde S é uma matriz semi-definida positiva arbitraria, caso seja feita a derivada parcial de

J em relacdo a X e igualar a zero, é possivel obter, independentemente de S que:

X = f_o; f_o; f_o:ox p(x|z)dx; dx, ...dx, = E[x|z] (2.6)

Que se configura como a estimativa condicional média. Esta é conhecida como a estimativa
6tima de Bayes [25]. Caso sejam assumidas distribuicoes gaussianas para x e v, o resultado
de E[x|z] em Eq. (2.6) é [1]:

=Py +HTR'H)'HTR 12 (2.7)
Onde P, é a matriz de covariancia inicial de x, dada por:
Py = E[(&o — x0) (%o — x0)"] (2.8)

E R é a matriz de covariancia do erro associado ao vetor de medicao dada pela expressao de

esperanca matematica E[-] por:



R = E[vvT] (2.9)

Comparando estes diferentes casos, se todos os erros de medicao forem nao correlacionados
e apresentarem variancia igual, para variaveis aleatorias gaussianas, todos esses métodos

obterao os mesmos resultados [26].

Além disso, a variavel £ na Eq. (2.7) é uma operacio linear dos dados de medicao. E provado
em [27] que para um sinal gaussiano variavel ao longo do tempo, o preditor 6timo para erro

minimo quadrado médio é um preditor linear.

O KF, como sera visto a seguir, acaba por ser um filtro recursivo do tipo linear, uma vez que

se as variaveis consideradas apresentam distribui¢oes gaussianas.

2.1.2.1 Filtros Recursivos

O chamado filtro de Kalman tem como objetivo principal a estimacao de um vetor de estado
corrompido por ruido. Este filtro é do tipo recursivo, ou seja, ndo necessita armazenar
medicOes anteriores com o objetivo de calcular a estimativa atual, baseado na estimacao

Bayesiana. A descricao e equacoes que derivam o filtro estao escritas a seguir.

Considere um sistema linear continuo, dado pelas seguintes equacoes:

X =Ax + w(t)

z=Hx +v(t) (2.10)

O seu correspondente sistema linear discreto, com matriz de transicido @, cujo estado no
instante ¢, é dado por x(t;) ou x; , onde wy, é um vetor de ruido branco de média nula e

distribuicdo gaussiana, de matriz de covariancia Qy, é tal que:
Xk = Pp—1Xp—1 + W1 (2.11)

Apresentando como matriz de transicao @,_, do sistema do instante inicial t;_, ao instante

ty, sendo Ty=t, - t;_,,0nde:
@y, = e4Ts (2.12)

Neste caso A corresponde a matriz do modelo dinamico continuo do sistema, e @, _; seria a

sua representacao no modelo discreto, para o instante ¢ _;.

As medicoes sdo feitas como combinacdo linear das variaveis de estado do sistema,
corrompido por ruido sem correlacio. A equacao da medicao pode ser descrita em formato

vetor-matriz como:
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Z = Hkxk + 147 (2'13)

Neste caso, z;, é o conjunto de [ medi¢Oes no instante t;. H; é a matriz de medicao no
instante t;, que descreve as combinacoes lineares das variaveis de estado que compreendem
7, na auséncia de ruido. A dimensao desta matriz é [ X n, o que corresponde ao vetor de
dimensao [ das medicoes e o vetor de dimensao n do estado. v, é um vetor de ruido branco
de média nula e distribuicao gaussiana, de matriz de covaridncia R;, que corrompe as

medicoes.

Para que seja possivel realizar o processo de estimacdao € preciso que o sistema seja
observavel [28], ou seja, que para qualquer estado inicial x, e para qualquer tempo final
finito t > 0, o estado inicial pode ser estimado exclusivamente a partir do conhecimento das
entradas do sistema u(t) e as saidas z(t). Assim, considerando um sistema linear de ordem

n, a matriz de observabilidade 0, é dada por:

H
Op = HA (2.14)

HA.n—l
O sistema s6 é observavel se a seguinte condicao for satisfeita:
rank(0,) =n (2.15)

Onde rank(0,) corresponde a caracteristica matricial de uma matriz 0,, ou seja, a0 nimero

de linhas linearmente independentes da matriz.

Partindo do principio de que o sistema é observavel, o objetivo entdo é encontrar, para o
instante t;, o valor da estimativa %, (+) (imediatamente depois da medi¢ao discreta) com
base em uma estimativa anterior £, (—) (imediatamente antes da medicdo discreta), e no
valor da medicao atual z,. Em outras palavras, é feita uma combinacao linear da previsao
do estado %, (—) com a medicao atual z, para obter a estimativa do estado final X, (+), como
pode ser visto na equacao 2.16. De forma a nao haver necessidade de armazenar os valores
de todas as medicoes, o que levaria a uma carga computacional elevada, recorre-se a

utilizacao de uma forma recursiva do estimador linear:

55/((-'_) = K,i)'c\k(—) + Kka (2.16)

11



Neste caso as duas matrizes K’ e K., sdo matrizes de ponderacao que podem variar com
tempo. Se wy, e v, forem gaussianos, entao o filtro sera o filtro 6timo, e um filtro nao-linear

nao sera capaz de fazer melhor [11].

2.1.2.2 Filtro de Kalman Discreto

E possivel derivar o filtro de Kalman realizando a otimizacio da forma assumida de
estimador linear. O objetivo é simplesmente encontrar o valor da matriz de ganho K tal que

o erro de estimacdo seja minimo.

Por definicao E[v,] = 0. Se E[X(-)] = 0 (neste caso, X, (-) corresponde ao erro de estimacao
a priori da medic¢do), entdo o estimador sera sem viés. Se isto for valido, entao obtém-se o

seguinte [1]:
Ky =1 — K Hy (2.17)
Assim, ap6s manipulacdo algébrica o estimador assume o seguinte formato:
Xy (+) = 2 (=) + K[z — He Xy ()] (2.18)

Nesta expressao, é possivel perceber que a estimacao se resume a soma entre a previsao do

estado X, (—) e o termo de correcao Ky [z, — H X, (—)].

E, assim, o valor de estimacao do erro pode ser obtido [1].
Xe(+) = (I — Ke Hi) % (5) + Kvg (2.19)

Atualizacao da matriz de covariancia dos erros (Py)

Sabendo o novo valor do erro de estimacao é possivel obter a expressao do novo valor da

matriz de covariancia dos erros. Pela definicao:
Pi(+) = E[Z (+) £ ()] (2.20)
Da equacao (2.19) tem-se, ap6s manipulacoes algébricas [1], obtém-se:
Pe(+) = (I = K Hy) Pe(=) (I = K Hi )™ + Ky R K (2.21)

Valor 6timo da matriz de ganho (Ky)
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O critério para escolher o valor de K, é minimizar uma soma escalar ponderada dos
elementos diagonais da matriz de covariancia dos erros P (+). Assim, para a funcdo custo

escolhe-se a seguinte funcao quadratica:
Jie = E[% ()" S%i ()] (2.22)

Neste caso, S é qualquer matriz semi-definida positiva. Como demonstrado na equacao
(2.6), a estimativa 6tima independe do valor de S, assim, é possivel utilizar a propria matriz

identidade, S = I, o que resulta em:

Jk = tr[P(+)] (2.23)

A funcao tr[-] corresponde a fung¢io traco de uma matriz. Isto corresponde a minimizar o
comprimento do vetor de estimacao do erro. Para encontrar o valor de K;, que minimiza esta
funcao, € necessario realizar a derivada parcial de J, em relacao a Ky, e igualar a zero. Tendo

como base a seguinte expressao verdadeira [29], caso D seja uma matriz simétrica:

0
3 [tr(GDGT)] = 2GD (2.24)

Entao das equacoes (2.21) e (2.22) o resultado é:

—2(I = Ky H )P (—)HE + 2 K R, = 0 (2.25)
E resolvendo para K}, obtém-se:

Ky = Py(=) Hy, [HiPo (9 HE + Rk]_1 (2.26)

K}, é referido como matriz de ganho de Kalman.

Ao realizar manipulacao da juncao das equacoes (2.26) em (2.21) obtém-se:
P (+) = [ — KiHil P(=) (2.27)

O que corresponde ao valor otimizado da matriz de covariancia dos erros atualizada.

Até entao, o que foi descrito é todo o processo de estimacao de estado descontinuo assim
como o comportamento da matriz de covariancia do erro ao longo de uma medicao. A

previsao ou propagacao destas quantidades entre medicoes é dada por:
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R (5) = D1 X1 (+) (2.28)
P (=) = Py_q Pr—_q (+)q§,€_1 + Qk-1 (2.29)

Devido ao valor de P, ser justamente a matriz de covaridncia dos erros de estimacao, acaba

por se tornar uma medi¢ao da precisao da estimativa.

Assim, resumindo todo o processo das equacoes da filtragem de Kalman linear, obtém-se a

Tabela 2.1.
Modelo do Sistema X = Pr_1Xp—1 + Wi—1, Wr~N(0,Qy)
Modelo de Medicao zx = Hyxp + vy, v ~N(0, Ry)
Condicdes Iniciais E[x(0)] = %0, E[(x(0) — £0)(x(0) — £)T] = P,
Outras Assuncoes E[wiv]] = 0 para todos j, k
Previsao da estimativa de estado (=) = Pp_1 X1 (+)
Previsao da Covariancia do Erro Po(=) = ®p_ 1 P  (DPT_, + Qpy
Correcio da Estimativa do Estado e (+) = 2. (=) + Ky [z, — He X (5)]
Correc¢ao da Covariancia do Erro Pr(+) = [I — Ky Hy )P (—)
Matriz de Ganho de Kalman Ky = P (—)H}[H. P, (—)H] + Rk]_1

Tabela 2.1: Resumo das equacoes da filtragem de Kalman linear discreta.
2.1.3 Filtragem de Kalman Estendida

A filtragem de Kalman linear é considerada o estimador 6timo para sistemas lineares [11].
Entretanto, a maioria dos sistemas dinamicos existentes tem carater nao linear. Como este
método nao pode ser implementado em sistemas lineares, diversos métodos foram

desenvolvidos de forma a tentar contornar esse dificil problema de estimacao nio-linear.

Uma vez que a solucao 6tima Bayesiana do problema requer conhecimento completo da
funcdo da densidade de probabilidade das variaveis, resulta por nao ser viavel na pratica
[2]. Assim, diversos métodos foram desenvolvidos de forma a poder aproximar este
estimador, como por exemplo o filtro de Kalman estendido que, como o proprio nome diz,

¢ uma extensao do filtro ja apresentado para problemas nao-lineares [1], [14], [30].
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Este filtro consiste na linearizagdo das fun¢des nao lineares que representam o modelo
dinamico do sistema e o modelo de medicao, partindo de aproximacoes da série de Taylor

que define as funcoes nao-lineares [14], [30], [31].

Sendo utilizado em diversas aplicacoes e devido justamente a sua facilidade de
implementacgdo e baixo custo computacional, este método de filtragem é indicado como
primeiro tipo de estimador para diversos tipos de sistemas [1], [3]. Entretanto, este filtro
deve ser utilizado com cuidado uma vez que estimagoes iniciais que se afastem muito do

estado atual podem acarretar em divergéncia do filtro [2], [1], [3].

2.1.3.1 Algoritmo EKF

A estimativa de varidncia minima é sempre a média condicional do vetor de estado,

independentemente da sua funcao de densidade.

Suponha um sistema nao-linear definido pela seguinte equacao diferencial estocastica:

x(t) = f(x(®),0) + w(t) (2.30)

O problema a ser investigado desta vez é de estimar x(t) a partir de medi¢Ges nao-lineares

de formato:
7 = h(x(ty)) + v, k = 1,2, ... (2.31)

A derivagao das equacdes deste método de filtragem é um pouco extensa, mas pode ser

observada em detalhe em [1].

Para que seja utilizado de forma pratica em algoritmos de estimacdo sao necessarios
métodos de calculo da média do estado e matriz de covariancia que nao dependam da fungao
de densidade de probabilidade. Um dos métodos € aplicar a série de Taylor em um estado
x(t) conhecido, com a truncagem efetuada nos dois primeiros termos, ou seja, sao
calculadas as matrizes jacobianas das funcoes nao-lineares que descrevem o modelo do

sistema e da medicao.

Ao ser linearizada no ponto do vetor de estimativa do estado, estas equacoes apresentam
estrutura similar as do Filtro de Kalman, para sistemas lineares, sendo assim, consideradas

as equacoes de propagacao do EKF.

Para a implementacao deste filtro em um algoritmo a partir de medicoes efetuadas, pode-
se utilizar o mesmo conceito implementado no Filtro de Kalman linear, onde era preciso

que a correcdo da estimativa fosse uma funcao linear da medigao.
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As equacoes que constituem o algoritmo do Filtro de Kalman estendido para sistemas nao

lineares com medi¢oes discretas podem ser encontradas na Tabela 2.2 [1].

Modelo do Sistema

Modelo de Medicao

x(t) = f(x(@®), ) +w(t); w(®~N(0,Q(t))

Zp = hk(X(tk)) + Uk, k= 1,2, ey Uk"‘N(O, Rk)

Condicoes Iniciais

Outras Assuncgoes

x(0)~N (%o, Po)

E[w(@®)vi] = 0paratodosket

Previsao da estimativa de
estado

Previsao da Covariancia do
Erro

2(0) = fR(D), 1)

P(t) = F(R(®), P() + POFT(2(),6) + Q(t)

Correcao da Estimativa do
Estado

Matriz de Ganho de

Kalman

Correcao da Covaridncia

R () = R (—) + Kie[zie — hie (R ()]

Kie = Po(=)HE (2()[Hie (£ (=) Pe (DHE (£ (=) + Rie]

Pe(+) = [I — K Hy (% ()] P ()

do Erro
. af (x(¢t),t)
F(x(t),t) = @) |x(t)=9?(t)
Definicoes Oh ()
hy (x
He(2e(2)) = —= | xea0

Tabela 2.2: Resumo das equagdes do filtro de Kalman Estendido continuo-discreto.

A principal diferenca entre o filtro convencional e a versao estendida é que a matriz de ganho

K, é na realidade uma variavel aleatéria que depende da estimativa %(t) através das

matrizes F(2(t),t) e Hi(%;(—)). Isso resulta do facto de que foi escolhido linearizar as

matrizes f e hy a partir da estimativa de x(t). Assim, os valores de K; devem ser calculados

em tempo real nao podendo ser pré-computados, sendo a precisao da estimacao dependente

da trajetoria [1].

No caso da filtragem de Kalman Linear, é possivel realizar o pré-calculo das matrizes de

ganho K, quando as fungdes f e h; sdo linearizadas em torno de um vetor de estado que é

especificado antes do processamento dos dados mensurados [1].
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Ja que a matriz P, nas equacoes da Tabela 2.2 é apenas uma aproximacao da verdadeira
matriz de covariancia, nao ha garantia que a estimativa obtida sera proxima da verdadeira
estimativa 6tima. Contudo, o EKF consegue realizar boas aproximacoes em vérias
aplicacoes praticas importantes [1]. Além disso, devido a similaridade ao préprio filtro de
Kalman linear, e também em termos computacionais, este método tende a ser utilizado em

primeira instancia para os casos de filtragem nao linear [1].

2.1.4 Filtragem de Kalman Unscented

O grande problema do EKF é justamente a sua imprevisibilidade na estimacdo, o que
significa que apesar de ter sido desenvolvido para a estimagdo em sistemas nao-lineares,
podera nao apresentar bom desempenho nos mesmos [2]. Visto que conceito principal da
filtragem EKF é a linearizacdo do sistema em torno do estado estimado anterior, caso o
estado se afaste demasiado do valor real, a previsao dos valores seguintes podera divergir
em casos onde a ndo-linearidade do sistema for elevada, podendo este problema ocorrer

também no caso de uma escolha muito imprecisa para o estado inicial. [2]

Como visto anteriormente, a solucdo 6tima para o problema de estimacao é justamente a
Bayesiana [32] através da descricdo completa da funcdo de densidade de probabilidade.
Entretanto, ndo é possivel na pratica utilizar este modelo com base em um ntimero finito de
parametros. Desta forma, foram desenvolvidos diversos métodos de aproximacdao que

permitem o calculo pratico de um estimador, porém nao 6timo.

Além disso, sistemas que apresentam descontinuidades, ou sistemas com caracteristicas
discretas nao podem desfrutar deste estimador [2], pois necessitam que a matriz Jacobiana

exista.

Ainda assim, existe a possibilidade de ocorrerem erros no calculo da propria matriz
Jacobiana. Este processo gera muitos dados e é de dificuldade para depurar em termos de

programacao e validacao, podendo também ser interferido por erro humano [2].

Portanto, o método de Transformacao Unscented [17], [2] foi desenvolvido de forma a
contornar os principais problemas enfrentados pelo EKF, provendo um mecanismo de
calculo mais explicito para tratar os dados de média e covaridncia presentes nestes

estimadores.

2.1.4.1 Transformacao Unscented

O conceito principal por tras da transformacao Unscented (UT — Unscented Transform) é
justamente ser mais facil aproximar uma distribuicao de probabilidade do que aproximar
uma funcao ou transformacao nao-linear [33]. Neste caso, um conjunto de pontos (pontos

sigma) sao escolhidos de forma que sua média e covariancia sejam x e P,. A funcdo nao-
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linear € entao aplicada a cada ponto formando um conjunto. As estatisticas deste conjunto
podem entao ser calculadas formando uma estimativa da média e covariancia desta

transformacao.

Os pontos sigma sdo selecionados de forma deterministica, e nao aleatéria, de maneira que
seu conjunto apresente propriedades estatisticas especificas. Assim, informacao de elevada
ordem acerca de uma distribuicao pode ser obtida a partir de um nimero pequeno de pontos

fixos.

Um conjunto de pontos sigma S consiste em p + 1 vetores e seus pesos (W) associados S =

{i=01,..,p: xl(,i,){F, Wé,i()p}. Os pesos podem ser positivos ou negativos, mas devem obedecer

a seguinte condicado para fornecerem uma estimativa sem viés:

14
D wiee =1 (2.32)
i=0

Assim, tendo estes pontos, Z e P, sdo calculados da seguinte forma:
1) Primeiramente, é iso i i d ) és da funcao d f a
, € preciso 1nstanciar cada ponto x;;; atraves da funcgao de transtormacao

nao-linear fygp.

}’1(111317 = fukr [xl(;;)(p]- (2.33)
2) A seguir, a média é obtida através de uma média ponderada dos pontos transformados.
p
Yukr = Z WU(Il()Fyl(]lle' (2.34)
i=0
3) A covariancia é entdo a soma do produto externo ponderado dos pontos transformados.
i T
Pykr = Z WU(I?F {YL(JLK)’F - 3_’U1<F} {yL(Ille - 3_’UKF} . (2.35)

i=0

Os pontos sigma podem ser selecionados a partir do seguinte algoritmo, contendo 2n + 1

pontos (ou p = 2n), sendo comum utilizar o seguinte algoritmo [17]:

X0k (ti) = X (+)

Wikr = k/(n + k)

(2.36)
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xhie(ti) = 2 (+) + (V@ + OP(D)

. 1
Wokr = Gt 03

xfi () = 2(+) = (VO + 0P(H))

1
{2+ 1}

i

i

i+n _
WUKF -

Onde k € R tal que (n+x) # 0, (\/(n+ k)P (+))i é a i-ésima linha ou coluna da raiz

quadrada da matriz de (n + k)P, (+), e n é a dimensao do vetor de estado.

Uma representacao da aplicacao da UT pode ser visualizada na Figura 2.1 a seguir:

c

Nonlinear
Transformation

Figura 2.1: Representacdo da UT (imagem retirada de [2]).

Apesar de sua simplicidade, a UT apresenta algumas propriedades importantes [2]. Este
método pode ser aplicado em praticamente quaisquer sistemas onde as entradas e saidas
sejam bem definidas, até mesmo em transformacdoes descontinuas [2]. O custo
computacional pode ser da mesma ordem do EKF caso o nimero de pontos sigma

projetados nio seja muito grande [2].

Por fim, qualquer conjunto de pontos sigma que apresentem a média e covariancia
corretamente traduzem num valor projetado correto de média e covariancia, até a segunda
ordem. A estimativa introduz também termos de correcao de viés de forma implicita sem a

necessidade de calcular primeiras ou segundas derivadas [2].

Apesar de apresentar os valores corretos de primeiro e segundo momentos, existem diversas
formas de escolher os valores dos pesos, alterando os momentos de ordem mais alta sem
afetar os menores, até mesmo através da introducao de um novo ponto e peso no conjunto
de pontos sigma. Nos anexos presentes em [17], [2], estdo descritas diversas formas de se
calcular e selecionar os pesos de forma a alterar os diversos momentos da distribuicao

destes pontos.
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2.1.4.2 Algoritmo UKF

Para utilizar este algoritmo em conjunto com os métodos de filtragem, é preciso primeiro
realizar um aumento do sistema a ser estudado [2], ou seja, acrescentar novos estados os

quais se deseja observar de maneira a reestruturar os modelos de processamento e

observacao.

A formulacdo geral do Filtro de Kalman Unscented, no sistema aumentado pode ser

visualizada abaixo [2].

1)

3)

4)

5)

6)

7)

O conjunto de pontos sigma € criado ao aplicar um algoritmo de seleciao de p pontos
sigma ao sistema aumentado dado em [2]. Em xx 4, 0 indice a indica que o estado

apresentado tem em conta o modelo aumentado do sistema que inclui os ruidos de

processamento e de medigao.

O conjunto transformado é dado ao instanciar-se cada ponto pelo modelo de propa-

gacao:
Vora = furrXir.a (60, un] (2.37)
A média prevista é calculada por:
P
YukFa = Z WU(II{)Fyl(ILIgF,a' (2.38)
i=0

E a covariancia prevista é calculada por:

P
. . . T
Pykr = 2 w® {yl(llle,a - J’UKF,a} {yl(lllgF,a - yUKF,a} . (2.39)
i=0
Instanciar cada um dos pontos de predicao através do modelo de medicao,

ZAIEL) = hykr [yng,a'uk] (2.40)
A observacao prevista é calculada por:
P
2 = Z Wl,(,l()Fi,E‘) (2.41)
i=0

A matriz de covariancia da inovacao é dada por:
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14
Ry = Z Wiee {280 - 2} {2 - 2k}T . (2.42)

8) A matriz de covariancia cruzada é dada por:

p
~ . ; 3 ; B T
B = Z w® {yl(]lle - yUKF} {ylslle - yUKF} : (2.43)
i=0
9) Finalmente, a correcao pode ser dada pelas equacoes normais do filtro de Kalman:

Xk = Yukr + Ki(2x — Zy)
Py = Pyxr — Ky RiKY, (2.44)
Kk = ﬁkxy ﬁ;l

Ao observar o algoritmo de UKF é possivel perceber que o custo computacional é

proporcional ao nimero de pontos sigma [2].

O numero minimo de pontos sigma é justamente o requerido para obter a média e
covariancia. Desta forma, um espago n-dimensional pode ser representado por um conjunto
de n + 1 vértices [2]. Entretanto, um ntimero maior de pontos pode ser selecionado para

adicionar restricoes as propriedades estatisticas deste conjunto.

O algoritmo UT apresenta uma simplicidade conceitual e facilidade de aplicacdo que o
tornam atrativo no ponto de vista de aplicagdo. Similarmente a linearizacao no EKF, o UT
se destaca por sua praticidade. No entanto, ao contrario da linearizacao, o UT oferece um
nivel de precisdo superior, suficiente para ser aplicado em diversas areas de filtragem e

controle, mesmo quando a nao linearidade se apresenta como um desafio significativo.

Ainda assim, com a demanda cada vez maior por métodos de estimacdo mais eficientes e
rapidos utilizando meios de medi¢cao mais simples, o UKF acaba por nao ser a melhor
escolha em aplicacdes onde o esfor¢o computacional ndo pode ser elevado em casos de
utilizacdo em tempo real, principalmente se o nimero de pontos sigma for necessariamente
elevado (dimensao do estado elevada) para o mapeamento da distribuicao das variaveis de
estimacao, visto a necessidade de realizar a raiz quadrada de uma matriz para obté-los. Em
casos onde isso nao ¢é problema, o UKF apresenta desempenho de estimacao superior ao

EKF sendo a melhor escolha entre os dois em diversas aplicacoes [17], [2].

2.1.5 Filtro de Kalman Pseudo-linear

O filtro de Kalman Pseudo-Linear (PSELIKA) é um filtro de Kalman linear ordinario onde

os coeficientes dependentes do estado (SDC - State-Dependent Coefficient) sao funcao da
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melhor estimativa disponivel. Este filtro tem como base fundamental o problema de
estabilizacdo ou regulacdo de um sistema nao-linear utilizando a solu¢do da Equacao de

Riccati dependente do estado [4], [34].

2.1.5.1 Regulacao de Sistemas Pseudo-lineares

Este problema tem em sua formulacao o seguinte sistema totalmente observavel, auténomo,

nao linear nos estados e afim na saida, representado por [5]:

x(t) = f(x) + B(x)u(r), x(0) = xo (2.45)

Onde x € R™ é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de entrada do regulador, e t € [0, ), com
funcoes C;(R™) f:R™ -» R™ e B:R™ - R™™,B(x) # 0 Vx. Sem perda de generalidade, a
origem x = 0 é assumida por ser um ponto de equilibrio, tal que f(0) = 0. Nesse contexto,

minimizacao do critério de desempenho para um tempo infinito [5]:
1 [ee]
J(rou(d) =5 [ BT OQMX® +uT OR@u®dE (2.46)
0

é considerado, sendo nao quadratico em x mas quadratico em u. Neste caso, as matrizes de
ponderacao do estado e entrada sao assumidas dependentes do estado tal que Q(x): R" —
R™™ e R(x): R™ - R™ ™, Estas sdo escolhidas de forma que Q(x) =0 e R(x) = 0 (semi-
definidas positivas) para todos os x [5]. Assim, dentro das condicoes especificadas, a lei de

controlo
ulx) =k(x) = -K(x)x, k(0) =0, (2.47)

onde k(+) € C;(R™), é procurado de forma a tentar minimizar (2.46) com base na restricao
(2.45) além de tentar aproximar o sistema para a origem para qualquer x, tal que

tlim x(t) = 0.

A linearizacao estendida [35], ou linearizacao aparente [36] ou parametrizacao SDC [37],
[38] é o processo de factorizacao de um sistema nao-linear para uma estrutura do tipo linear
que contém matrizes SDC. Assumindo que f(0) = 0 e f () € ¢;(R™), uma fun¢do matricial

continua nao linear A(x) sempre existe, tal que

f(x) =A)x. (2.48)

Onde A: R™ - R™™ ¢é encontrada a partir de factorizacdo matematica e ndo tinica quando

n> 1.
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Assim, a lineariza¢ao estendida da fun¢ao afim do sistema nao linear (1) torna-se:
x(t) = A(x)x(t) + B(x)u(t), x(0) = xo, (2.49)

que apresenta uma estrutura pseudo-linear com matrizes A(x) e B(x) SDC.

A aplicacao de qualquer método de sintese de controlo linear para a estrutura pseudo-linear
(5), onde A(x) e B(x) s3o tratadas como matrizes constantes formam um método de

controlo com linearizacao estendida. [5]

Ao imitar a formulacao presente em nos reguladores lineares quadraticos (LQR- Linear

Quadratic Regulator), o controlador de feedback de estados é obtido no formato:
u(x) = =R~ ()BT (x)P(x)x (2.50)

Onde P(x) é solugao tnica, simétrica e definida positiva da equacao de Riccati Dependente

do Estado (SDRE - State-Dependent Riccati Equation) [5]:
P(x)A(x) + AT(x)P(x) — P(x)B(x)R™'(x)BT (x)P(x) + Q(x) = 0, (2.51)

Ou em sua versao discreta [39], descrita a seguir, onde todas as matrizes dependem de x, o
qual sera omitido para concisao, e os termos com indice d referem-se as matrizes originais
discretizadas, que sao obtidas a partir do modelo da dinamica continua, que no caso seriam
A(x) e B(x).

ALPA, —P— (ALPB,)(R + ngBd)‘l(ngAd) =0 (2.52)

Isto leva a terminologia controlo SDRE.

O beneficio mais claro do algoritmo SDRE é a sua simplicidade e efetividade aparente.
Quando o coeficiente e as matrizes ponderadoras sao constantes, o regulador nao linear
colapsa para o problema de LQR, e o método SDRE de controlo torna-se um regulador

linear estacionario. [5]

Devido a dualidade existente entre o LQR e o Filtro de Kalman, é possivel estender o
conceito de SDRE para a filtragem de Kalman [40], [31]. H4, em ambos os casos, a
necessidade de resolver a Equacao Algébrica de Riccati, sendo esta a solu¢ao 6tima para o
problema, e ao aplicar o conceito de factorizacdo é possivel transformar um sistema nao-
linear em uma estrutura pseudo-linear, podendo, desta forma, aplicar os conceitos de
Filtragem de Kalman Linear. Assim, este método apresenta terminologia de Filtro de

Kalman Pseudo-linear.
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2.1.5.2 Algoritmo PSELIKA

Uma vez que é possivel utilizar os métodos lineares em sistemas de estrutura pseudo-linear,

entao considere o seguinte sistema nao linear continuo com variavel estocastica:

x=f(x)+ B@)u(t) + w(t) (2.53)

Neste caso, x representa o estado do sistema, f(x, t) representa uma funcao matricial nao
linear, u(t) o vetor do valor de entrada de um possivel controlador no sistema e w(t) o vetor
do ruido de processamento, sendo neste caso branco do tipo gaussiano, e Q(x) a sua

respetiva matriz de covariancia.

As medicoes desse sistema sao feitas através de uma func¢ao nao-linear da seguinte forma:
z=H(x) + v(t) (2.54)

Onde z representa o vetor das medicGes, H(-) € uma funcao matricial nao linear e v o vetor
dos ruidos em relacdo a medicao, sendo neste caso também branco do tipo gaussiano, e R (x)

a sua respetiva matriz de covariancia.

Como mencionado anteriormente, é possivel atribuir a esse sistema uma estrutura pseudo-

linear, desde que f(0) = 0 e H(0) = 0, tal que:
fx) = A(x)x (2.55)
H(x) = C(x)x (2.56)

Assim, ao substituir (2.55) e (2.56) em (2.53) e (2.54), obtém-se o seguinte sistema com

estrutura pseudo-linear:

{x = A(x)x + B()u(t) + w(t) (2.57)

z=C(x)x +v(t)

Ao assumirmos a condi¢cao que em cada etapa de medicao as matrizes A, B, C, Q e R serao
tratadas como constantes, e que os ruidos de processamento e de medicao sdo nao
correlacionados, este deixa de ser um problema de estimacao nao-linear e passa a se tornar
o filtro de Kalman Linear. Realizando a discretizacao do sistema e utilizando os conceitos
mencionados na seccao de filtragem de Kalman Linear, obtém-se as equacdes para o
PSELIKA discreto na Tabela 2.3.
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Modelo do Sistema X = Agg_q (X1 + Bap_ U1 + wi_1, wi~N(0,Qy)
Modelo de Medicao z = Cr () xy + vy, v ~N(0,Ry)
Condicoes Iniciais Elxo] = %o, E[(xg — %) (xo — £5)T] = Py
Outras Assuncoes Ewev[] =0V, k

Previsao da estimativa de X (=) = Agp_ X1 (+) + Bgy_; (Du_4
estado

Previsao da Covariancia do P.(-) = Adk_l(x)Pk_1(+)Ad£_1(x) + Qp—1 (%)
Erro

Correcao da Estimativa do () = 2 () + Ky [z — C ()% ()]
Estado

Correcao da Covariancia do Pr(+) = [I = K Cre ()] P (—)

Erro

Matriz de Ganho de Kalman Ky = P (=) CF (0)[Cr ()P (-)CE (x) + Ry, (x)]_l

Tabela 2.3: Resumo das equagdes da filtragem de Kalman Pseudo-linear discreta.

A grande vantagem de utilizar este filtro, em relagdo ao EKF, é a sua robustez a erros grandes
na determinacdo da estimativa inicial e disparidade na definicao do modelo [19], sendo a
sua contraparte o possivel aumento do custo computacional [3], devido a necessidade da
solucdo das equacoes de Riccati. Ainda assim, pelo facto de apresentar estrutura pseudo-
linear é possivel utilizar os métodos da filtragem de Kalman linear em sua formulacao, o

que permite um calculo off-line das matrizes de ganho do sistema.

Assim, o PSELIKA pode ser um bom método para aplicacoes onde o tempo de calculo e
recursos devem ser reduzidos, mas mantendo boa precisao na estimacao, uma vez que ha o
compromisso entre capturar as nio-linearidades do sistema sem a necessidade de realizar
calculos extensos, resumindo-se ao esfor¢co computacional presente na filtragem de Kalman

Linear [19].
2.1.6 Simulacao de Monte Carlo

Para a formulacao e teste dos diferentes tipos de filtros, é preciso utilizar algum meio que

sirva como base para avaliacdo do desempenho. E possivel realizar esta avaliagdo a partir
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de principalmente dois meios, utilizando simulagoes numéricas ou a partir de dados
recolhidos de experimentos, que serviriam como referéncia. De maneira a comparar o
desempenho de dois ou mais filtros é necessario equiparar as condicoes iniciais para todos,

principalmente em relacio a estimativa inicial, para a analise de convergéncia [3].

Tendo como principal possivel origem o trabalho dos matematicos J. Neyman e S. Ulam em
1949 [41], o método de Monte Carlo tem seu nome oriundo da famosa cidade de Monte

Carlo, no Principado de Monaco, pela presenca de casas de aposta.

A base tedrica do método tem como principal conceito a selecao de quantidades aleatorias.
A grande dificuldade enfrentada era justamente a realizacao desta selecao que sem o auxilio
de computadores eletronicos tornava-se uma tarefa extremamente extenuante. Assim, a sua

aplicacao pratica s6 foi possivel apo6s o aparecimento de computadores [42].

O principal objetivo de uma simulacio de Monte Carlo é justamente simular
numericamente as condi¢Oes representadas por algum cenario composto por variaveis
aleatorias que seguem algum tipo de distribuicao de probabilidade. Desta forma, é possivel

determinar o resultado de algum sistema ou cenério que contenha variaveis aleatorias [43].

As simulacoes presentes no caso de filtragens apresentados sao 6timos exemplos para a
aplicacdo da simulacao de Monte-Carlo. Nestas, considera-se a presenca de ruidos de
processamento e medi¢do onde se assume uma distribuicdo normal ou gaussiana (ruido
branco), uma vez que esta aproxima-se de diversas situacoes da natureza, pelo teorema do
limite Central, presente na Teoria da Probabilidade, desenvolvida inicialmente por Laplace
[42]. Em conjunto com estes ruidos, a estimativa inicial pode ter bastante influéncia no

comportamento e desempenho do filtro, como ja foi mencionado nas seccoes anteriores.

Supondo a necessidade de apenas comparar os modelos em termos de convergéncia para o
maximo de diferentes condigdes iniciais, deve-se avalid-las de igual maneira, ou seja,
supondo que todas possam acontecer com a mesma probabilidade. Assim, neste caso, a
escolha de uma distribuicdo uniforme para a funcdo de densidade de probabilidade é
adequada para o estado inicial, visto a sua simplicidade e a necessidade de avaliar as
diferentes possibilidades dentro de um intervalo. Um exemplo da utilizacao deste método

para a comparacao de filtros pode ser visualizado em [3].

No caso de os modelos apresentarem a mesma estimativa inicial, a comparagao pode ser
efetuada tendo como principal causa os ruidos introduzidos no sistema, verificando o
desempenho dos filtros em reduzir ao maximo o erro de estimacao. Desta forma, pode-se
efetuar diversas simulacoes que poderao apresentar diferentes valores de ruidos, com base

em estados de referéncia, o que leva a mensurar o valor do erro médio através de uma funcao

26



de desempenho com maior precisao. Este método de comparacao pode ser visualizado em

[17].
2.1.7 Desempenho de um Estimador

O desempenho de um estimador pode ser calculado a partir da utilizacdo de diversas
funcoes. As principais sao a partir do erro quadrado médio (MSE- Mean Squarred Error) e
da raiz do erro quadrado médio (RMSE — Root Mean Squarred Error), calculados a partir
de valores de referéncia que sao comparados com os valores estimados. Estes métodos sao
derivados da distancia Euclidiana, sendo sempre um valor positivo onde seu valor se

aproxima a zero quando o erro diminui.

Tem como objetivo medir a média do quadrado da diferenca entre uma estimativa e o valor
real. Se o vetor de m predicoes é gerado a partir de um conjunto de m pontos e Y; é o vetor
dos valores observados da variavel sendo prevista, com Y; sendo os valores previstos entéo
definida pela seguinte equacao:
m
1 N2
MSE = EE(Yi -%)" (2.58)

i=1

O RMSE é justamente a raiz do MSE, sendo analogo ao desvio padrao:

(2.59)

Ambos métodos sao utilizados atualmente como comparadores de desempenho entre
estimadores [44], [3], [17]. Entretanto, para o caso deste trabalho sera selecionado o RMSE
justamente pela sua interpretacao facilitada ja que apresentaria as mesmas unidades que o

valor previsto [45].

2.2 Redes Neuronais Artificiais

A tendéncia da utilizagdo das redes neuronais artificiais tem aumentado cada vez mais ao
longo das ultimas décadas, observando-se cada vez mais a utilizacdo destas como
ferramenta de auxilio para a resolucao de problemas que antes pareciam impossiveis em

diversas esferas da ciéncia.

Nesta seccao, sao apresentados alguns conceitos introdutoérios as redes neuronais artificiais

que incluem uma breve historia por tras do seu desenvolvimento, as principais arquiteturas
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com as suas vantagens e limitacoes e o porqué da selecao da rede neuronal do tipo
Perceptron de Multiplas Camadas para este trabalho, assim como seu algoritmo. Por fim,
serao apresentados os principais métodos de treinamento de redes neuronais e aquele
selecionado. Todos estes conceitos sdo de extrema importancia para o entendimento do

algoritmo final implementado para este trabalho.

2.2.1 Conceito da Rede Neuronal Artificial

Rede neuronal artificial, ou simplesmente rede neuronal (NN), como descrita em [46], é um
processador constituido por diversas unidades de processamento mais simples distribuidas
em paralelo, sendo capaz de armazenar e retornar conhecimento experimental. Em outras
palavras, é um conjunto de funcoes obtidas por um processo de aprendizagem que

permitem calcular um valor de saida com base em um valor de entrada [6].

O termo rede neuronal deve-se ao facto de ser constituida por unidades, também conhecidas
como neuronios, que podem conectar-se aos valores de entrada, aos valores de saida ou até
mesmo a outros neurénios. De forma analoga ao funcionamento dos neur6nios num
cérebro, os quais funcionam a partir de sinais elétricos, utilizam a forca ou o peso dessas
conexoes para guardar o conhecimento adquirido de um ambiente de trabalho a partir de

um processo de aprendizagem [46].
Na Figura 2.2 é possivel observar a representacao de um neurdnio biolégico. Um conjunto

de neuronios biologicos formam uma rede neuronal biologica.

Nicleo celular
Corpo Celular

Axénio

Terminal do Axénio
Dendritos

Figura 2.2: Representacdo de um neurénio biologico e principais elementos constituintes.

Os principais elementos de um neurénio biologico sdo o corpo celular, o nicleo celular, os
dendritos e o ax6nio [47] como pode ser visto na Figura 2.2. O corpo celular abriga o nicleo
celular, que por sua vez contém os demais componentes principais celulares como a
mitocondria e o Complexo de Golgi [47]. Os dendritos permitem a rececao de sinais elétricos

de entrada através de conexoes sinapticas com outros neuroénios [47]. O ax6nio funciona
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como o canal de saida do neurdnio enviando sinais elétricos para os dendritos de outros

neurodnios [47].

A Figura 2.3 mostra a representacao de um elemento basico de uma rede neuronal artificial,

o perceptron, que apresenta funcionamento e estrutura analoga a de um neuroénio biologico.

"Axénio”
\"Dendritos"
@ WDJ

Figura 2.3: Representacao da estrutura de um neuroénio artificial.

Os “dendritos” se referem aos pesos de conexdo, ou “sinapses”, com todos os outros
neuronios que se conectam a este, representando a entrada do neurénio. O nucleo se refere
a operacao realizada ao receber todos os sinais dos “dendritos”, que seria a soma ponderada
dos sinais seguida da aplicacao de uma funcao de ativagao. Por fim, o resultado da funcao
de ativacao é enviado pelo “ax6nio” através de “sinapses”, que também apresentam um peso
de conexao e este representa a saida do neurénio. Esta analogia é muito interessante pois o
ser humano tem buscado entender e replicar o funcionamento de um neurénio ao longo da
historia. Esta historia assim como o funcionamento de uma rede neuronal artificial serdo

mais bem explicados nas subseccoes a seguir.

2.2.1.1 Desenvolvimento sobre as Redes Neuronais Artificiais

O ser humano sempre foi fascinado pelo entendimento e compreensao acerca de tudo ao
seu redor e também sobre si mesmo, principalmente sobre o funcionamento do seu préprio
cérebro. Com a evolucdo da tecnologia dos computadores durante o comecgo do século XX
diversos pesquisadores desenvolveram sistemas com o intuito de simular as interacoes que
acontecem entre os neur6nios, baseados na similaridade entre estes e as unidades do tipo

on-off [48], presentes em todos os computadores.

Assim, diversos pesquisadores desenvolveram modelos de cérebros que eram capazes de
realizar algoritmos simples em resposta a uma sequéncia de estimulos. Um desses exemplos
foi os principios e modelos desenvolvidos por Rashevsky (1938) [49] com o objetivo de

simplificar processos complexos presentes no corpo humano.

McCulloch e Pitts (1943) [50] sao conhecidos pelo seu pioneirismo nas bases das NNs

utilizando modelagem légica e circuitos elétricos. Culbertson (1950) [51], Kleene (1956) [52]
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e Minsky (1956) [53] também fizeram contribuicdes significativas para os primeiros

modelos neurais.

Outros pesquisadores estavam mais preocupados no entendimento do funcionamento do
sistema nervoso biologico e a sua atividade num ambiente natural. Alguns nomes se

destacam como Hebb [54] e Hayek [55].

Destes, Hebb (1949), em seu livro “The Organization of Behavior” [54], propos o famoso
Postulado de aprendizagem de Hebb, o conceito base para os processos de aprendizagem
em redes neuronais [46]. Neste postulado ele afirma que a ativacao simultanea de dois
neurénios aumenta a forca de conexao entre eles. Este conceito foi fundamental para o
desenvolvimento da neuromodelagem e, consequentemente, da compreensao do

comportamento humano.

Inspirado no livro de design cerebral de Ashby (1952) [56] e em diversos outros estudos
acerca do sistema nervoso, Rosenblatt (1958) [48] prop0s o perceptron, um modelo tebrico
para um neuroénio artificial [48]. Este deu origem ao perceptron de multiplas camadas
(MLP) [48], um modelo de rede neuronal utilizado até hoje. Rosenblatt também formulou
a "regra de aprendizagem do perceptron" para treinar o modelo [57]. Para o MLP, ele
introduziu a nocao de erros retropropagados, mas nao conseguiu formular um algoritmo de

treinamento completo baseando-se na tentativa e erro para o treinamento.

Outros pesquisadores chegaram a conclusoes similares com circuitos parecidos aos
perceptrons [58]. Widrow e Hoff (1960), com os circuitos ADALINE e MADALINE [59],
capazes de reconhecer padroes visuais e palavras faladas, e Steinbuch (1961) [60], utilizou

matrizes em circuitos para aprender padroes.

Em 1969, Minsky e Papert [61] publicaram um livro que criticava severamente os
perceptrons, que eram considerados na época como as maquinas de aprendizado e
reconhecimento de padroes [58]. A principal critica era a incapacidade dos perceptrons de
realizar algumas tarefas simples como, por exemplo, o Exclusive-Or (XOR) o que levou a

davida acerca da capacidade de aprendizagem.

Combinando este trabalho com as falhas em experimentos de redes neurais (como traducao
automatica), o trabalho de Minsky e Papert levou a uma estagnacao da pesquisa sobre o
tema nos Estados Unidos da América [58]. Mesmo assim, esse campo da ciéncia manteve-

se bastante ativo em paises europeus e asiaticos [62].

Contudo, durante este periodo, descobertas permitiram que as NNs retornassem nos

ambitos de pesquisas. A adi¢do de um elemento perceptron entre as unidades de entrada e

30



saida (MLP) permitia resolver problemas como a operacao XOR [58]. Neste os valores dos

pesos eram obtidos pelo método ineficiente de tentativa e erro [57], [63].

Ivakhnenko e Lapa (1965) desenvolveram o algoritmo de aprendizagem para MLPs [64],
conhecido por aprendizado profundo ou Deep Learning. Em 1967, Amari sugeriu a
implementacdo do método gradiente descendente estocastico (SGD - Stochastic Gradient
Descent) [65] para o aprendizado profundo. O método SGD foi desenvolvido em 1951 por
Robbins and Monro [66].

Em 1970, Linnainmaa [67] desenvolveu o algoritmo de retropropagacao em seu trabalho de
dissertacao, sendo a seguir aplicada por Werbos (1974) [68] em NN, tornando-a uma peca
fundamental para a etapa de treinamento. Este algoritmo é um dos métodos mais famosos
de treinamento de MLPs [58].

No inicio dos anos 80, dois eventos em paralelo ocorreram de forma a fomentar novamente
o campo de pesquisa das NNs, além do avanco da computacdo que se tornou muito mais

acessivel se comparada com a década anterior.

Em 1982, o fisico John Hopfield publicou um artigo [69] mostrando como que uma rede de
neurdnios simples poderia ter a capacidade de calcular utilizando teoria matematica

proxima de termodinamica.

Em 1986, Rumelhart, em conjunto com o famoso grupo de estudo PDP (PDP- Parallel
Distributed Processing), publicou dois artigos revolucionarios sobre NNs [70], o que levou
a impulsionar esta area de estudo nos EUA e abriu o caminho para mais investimentos e

diversas outras aplicagoes.

Assim, apoés estas publicacoes, as NNs tiveram sucesso em tarefas como a geracao de fala
artificial [71] e sendo capaz de conduzir veiculos [72], o que estimulou ainda mais o

desenvolvimento de novos modelos e aplicacgoes, e isso se mantém até hoje.

Em 1991, a geracao de texto mais proxima a linguagem humana deu um passo a frente a
partir dos Transformers [73]. Este método utiliza autoatencao linearizada [74], [75] que
permite os Transformers processarem dados e ajustar pesos autonomamente sendo
subsequentemente mais eficientes. Assim, abriu as portas para o desenvolvimento de
modelos de linguagem avancados, como os Transformers Generativos Pré-treinados (GPT

- Generative Pre-Trained Transformer) [76].

Também em 1991, foram desenvolvidas técnicas de aprendizagem para redes neuronais
recorrentes (RNN - Recurrent Neural Network) profundas de forma a aprenderem

autonomamente [77], [78].
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Considerado o maior problema em relacao ao treinamento de NNs profundas, o Problema
fundamental do aprendizado profundo, conhecido por Vanishing Gradients ou
desvanecimento de gradientes, foi analisado e resolvido em 1991 [79]. Esse problema ocorre
em NNs profundas ou RNNs quando os erros retropropagados acabam se reduzindo muito
rapidamente ou crescem fora dos limites, o que acarreta na falha do processo de

aprendizagem [80].

O problema foi resolvido com o desenvolvimento das RNNs do tipo memoéria de longo prazo
(LSTM - Long Short-Term Memory) [81]. Este modelo tem sido aplicado como base para
diversas arquiteturas até hoje, como o Tensorflow de Google para o reconhecimento de fala
[62]. E capaz também de aprender tarefas simbolicas, como traducio entre linguagens,
servindo como peca fundamental para traducdo em tempo real pelo Google Translate [82].

Também tem apelo na medicina, principalmente na area de diagnosticos [77].

Hoje, a técnica mais utilizada para aprendizagem é o Aprendizado Reforcado (RL-
Reinforcement Learning) [83], onde a NN aprende a interagir com um ambiente dindmico
parcialmente observavel, sem nenhum conhecimento a priori, com base em um sistema de
recompensas. Este método permitiu o desenvolvimento das NNs DeepMind [84] e OpenAl

Five [85], capazes de vencer jogadores profissionais em jogos eletronicos.

O principal desenvolvimento mais recente na area das redes neuronais [86] é o ChatGPT,
desenvolvido no final de 2022 com base em modelos base GPT, sendo responsavel pela atual
profusdo de modelos de Inteligéncias Artificiais. E um modelo de linguagem grande (LLM-
Large Language Model), que permite o seu utilizador conduzir uma conversa natural e

refina-la com base em comprimento, formato, estilo, nivel de detalhe e linguagem. [87].

2.2.1.1.1 Classificacao de Redes Neuronais

Depois do sucesso, as NNs comecaram a ser implementadas em diversas aplicacoes, sendo
cada arquitetura utilizada em diferentes aplicacbes, cada uma com suas vantagens e

limitacoes.

Atualmente, os principais modelos de redes neuronais desenvolvidos e os mais utilizados
sdo as de alimentacao direta de multicamadas (MLFFNN - Multilayer Feedforward Neural
Network) e as recorrentes (RNN) [88].

E importante mencionar, assim como na seccao acerca da historia, que existem diversos
outros modelos de redes neuronais os quais nao serao mencionados, mas podem ser

encontradas a partir das referéncias bibliograficas utilizadas.

As redes MLFFNN tém como principais vantagens a sua elevada gama de aplicacoes [89],

[90], com uma estrutura simples e de facil implementagdo, se comparada com outros
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modelos [46], [77], sendo robusta e com bom desempenho em varios casos [91], [92], [93].
No caso de problemas de aproximacao de funcoes sao preferidas em casos onde nao haja
picos e vales regulares [94]. A sua grande limitacao ¢é justamente a necessidade de um

grande ntimero de dados de pares de entrada e saida para o processo de treinamento [95],
[96].

Redes neuronais recorrentes sao um tipo poderoso de rede neural que pode lidar com dados
sequenciais [97]. Eles sdo computacionalmente eficientes para tarefas que envolvem
processamento temporal e podem ser usados em diversas aplicacées, como interacao

humano-rob6 [98], [99], [100], [101].

As RNNs tém a principal vantagem de serem capazes de aproximar relacoes complexas
entre sequéncias de entrada e saida, tendo a propriedade de serem o aproximador universal,
capazes de aproximarem sistemas dinamicos nao-lineares arbitrarios [102]. No entanto, o
treinamento de RNNs pode ser desafiador devido a problemas de nulificacdo ou divergéncia

de gradientes [80], e sua eficicia pode ser limitada pela func¢ao de ativagio usada [90].

2.2.1.1.2 Aplicacoes de Redes Neuronais

As redes neuronais podem ser separadas em dois grupos os quais apresentam ou nao um
processo de aprendizado supervisionado. O aprendizado supervisionado refere-se a todas
as NNs em que se quer modelar um conjunto de dados com base em atributos descritivos
adicionais [103], enquanto o nao supervisionado utiliza dados de entrada sem uma fungao
de saida, com o objetivo de agrupar dados com base em similaridades sem atributos

adicionais [104].

Dentro do aprendizado supervisionado dois grandes grupos se destacam com base no tipo
de aplicagdo, os quais sdo o de regressdo e de classificacdo. Para os problemas de
classificacdo o objetivo é aproximar a varidvel de saida a um conjunto finito de
possibilidades, ou valores discretos, como num classificador binario onde a saida é 0 ou 1.
Ja nos problemas de regressao, a variavel de saida tem dominio continuo, com um nimero
infinito de possibilidades. Um exemplo é a previsao do tamanho de um salmao com base

em sua idade e peso [104].

Tendo em vista minimizar o custo computacional e complexidade, tanto de implementacao
como treinamento, para o objetivo deste trabalho que é a predicao ou modelacao da matriz
de ganho da filtragem de Kalman com o minimo custo computacional, este torna-se um
problema de regressao e, por isso, o modelo de rede escolhido para ser estudado e aplicado
em foco é o MLFFNN, apesar das RNNs apresentarem o potencial de melhores resultados

em sistemas nao-lineares.
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2.2.2 Redes Neuronais Feedforward

O principal objetivo das redes feedforward é aproximar uma funcao que pode ou nao ser
linear, com base em um conjunto de valores de entrada utilizados para treinamento. Neste
caso, as conexoes realizadas sao feitas de modo que a saida do neurénio de uma camada

sempre se conecte com neurdnios da camada seguinte, ou seja, a jusante do fluxo de dados.

No modelo feedforward, os valores de entrada passam por um processo computacional
intermédio, obtendo valores de saida, sendo o fluxo de informacao nesta ordem direta. Além
disso, a rede apresenta uma estrutura neuronal estratificada, ou seja, é composta por
camadas que contém os neur6nios. Os parametros que definem a estrutura e alteram o
treinamento de uma rede sao chamados de hiper-parametros. A Figura 2.4 representa um
exemplo de uma NN do tipo feedforward e seus principais componentes, e é possivel

perceber os principais elementos da Figura 2.3 para cada neuronio.

1

. / Output

Input

Hidden

Figura 2.4: Representacao de rede neuronal artificial.

A rede da Figura 2.4 apresenta trés camadas numeradas: camada 1 de entrada (em azul),
camada 2 escondida (em laranja) e camada 3 de saida (em vermelho). O nimero de camadas
define a profundidade da rede. Cada camada apresenta um nimero diferentes de neurénios
sendo 2, 3 e 1 respetivamente. As setas e o sentido representam as conexoes e sentido de

fluxo de dados dentro da rede.

2.2.2.1 Perceptron de Multiplas Camadas

A aplicacao da rede no contexto deste trabalho sera de obter uma funcao capaz de realizar
uma regressao nao-linear a partir de um conjunto de dados obtidos a priori. O modelo de
rede que sera implementado serd o perceptron de multiplas camadas, ou MultiLayer
Perceptron (MLP). Este é um caso especifico das MLFFNN onde todas as camadas
escondidas apresentam a mesma funcao de ativacado [105], simplificando o processo de

aprendizagem.

Um dos principais constituintes do modelo MLP é o perceptron, ou perceptron de camada

Unica (SLP - Single-Layer Perceptron). A estrutura de um perceptron pode ser observada
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na Figura 2.5. O perceptron é um algoritmo para aprendizado supervisionado, analogo a

um neuroénio que realiza duas etapas de calculo [46], [61].

Primeiro, recebe dados de entrada e um valor constante e realiza a soma ponderada destes
valores utilizando pesos que compd6em as conexdes entre os neurdnios. A seguir, o resultado
é utilizado como argumento de uma funcao de ativacao ndo-linear F, para obter a saida. A
principal aplicacdo de um SLP é ser utilizado como um classificador binério [61]. A operacao

realizada por um perceptron é dada a seguir por:
(= Z(Wi ni)+b (2.60)
7

Onde { representa o valor de saida antes da aplicacio da funcao de ativagdo, W; corresponde
ao valor do peso atribuido ao valor de entrada n;, e b corresponde ao valor constante que
sera tratado como o viés (bias) do perceptron. Este valor pode ser observado como W, na
Figura 2.5. A saida a encontra-se apds a aplicacao da funcao de ativacao F,(dado na Figura

2.5 apenas por f).

a=Fy,Q) (2.61)

Para ser utilizado como classificador binario é preciso utilizar funcoes de ativagao
especificas que permitem a selecdo de uma classe, como 0 ou 1, neste caso, a partir de um
limite que separa as condicoes 0 ou 1. As fung¢des mais comummente utilizadas, pois
apresentam imagem limitada por limites assint6ticos, sdo a de polo-tnico sigmoide e a

bipolar sigmoide [106].

@\ w1\|
.Nw@__mb; _f
'

O

Figura 2.5: Estrutura de um Perceptron.

Wi

A utilizacao destas duas funcoes de ativacao mencionadas nao apresentaria bons resultados

para este trabalho, ja que sao funcées com imagens limitadas. Além disso, a nao utilizacao
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de funcdes de ativacdo faria com que a saida da rede fosse apenas uma combinacao linear

dos valores de entrada, tornando esta um regressor linear.

O perceptron é um tipo de rede neuronal com apenas duas camadas: a de entrada e a de
saida. Geralmente, para efeitos de classificacdo, enumeram-se apenas as camadas em que
ha transformacao dos dados, por isso esta é chamada de perceptron de camada tnica. Se o
valor de saida deste for utilizado como valor de entrada para outro perceptron entdao obtém-
se uma NN de trés camadas, com uma camada de entrada, uma de saida e uma escondida

intermédia, de largura [ = 1, ou seja, seria um perceptron de duas camadas.

O principal problema da utilizacdo de SLPs é que estes sdo apenas capazes de aprender
padroes linearmente separaveis [107]. Isto significa que so seria capaz de fazer a separacao

de dados por um plano, ou hiperplano, no caso de uma classificacao.

O termo perceptron de multiplas camadas ¢ utilizado justamente para os casos em que o
numero de camadas totais, incluindo a de entrada, é de pelo menos trés. Além disso, pode-
se utilizar o termo Rede Neuronal Profunda (Deep Neural Network) para estes casos, e seu

processo de aprendizado como “Aprendizado profundo”, ou Deep Learning.

O termo aprendizado é utilizado para a atualizacao dos pesos presentes nas conexoes entre
neurdnios com base numa funcdo de desempenho e dados, de forma que a rede tente se
aproximar ao maximo da funcao objetivo. No caso das MLPs, o algoritmo de aprendizado

mais famoso é o de retropropagacao ou backpropagation.

2.2.2.1.1 Algoritmo do MLP

O algoritmo do Perceptron de Multiplas Camadas é bem simples e descrito da seguinte

forma:

Se for seguido a seguinte notacao o valor do peso entre o neurénio i da camada [ e o neurénio
' dal— L d ié L entd Alculo d derad
j nacamada ! — 1 por W;; e o correspondente viés por b;, entao o calculo da soma ponderada

como entrada para o neurénio i na camada [ é dado por:

Passo 1 — Os outputs dos neuronios da camada escondida sao calculados, a camada zero

corresponde a camada de entrada da rede:

L (2.62)

Passo 2 — Os valores reais da saida da rede sao calculados tendo em vista que na saida a

funcao de ativacao das camadas escondidas nao é aplicada:
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7= z win? +bp (2.63)

4

Neste caso, a camada de entrada é representada por [ = 0, e a dimensao da profundidade

de rede por D representa o numero de camadas total menos a inicial.

Assim, o vetor de parametros que representa os pesos e vieses da rede é dado por 9 e N,

corresponde ao namero de neurdnios da ultima camada:

T
19 = (Wlll, W112, . W1D1, ey WI\?D—lND’b%’ ey bleD) (2'64)

2.2.2.1.2 Funcao de Ativacao

As funcoes de ativacao também conhecidas como funcao de transferéncia sao tipicamente
funcoes nao lineares que transformam a soma ponderada dos valores de entrada nos valores
de saida. A escolha da funcao de ativacao é importante para a performance do algoritmo de
treinamento. Para a realizacdo de treinamento por backpropagation a funcao deve ser

continua, diferenciavel e monétona nao-decrescente [108], [109].

As funcdes mais comummente utilizadas sdo a de polo-tnico (sig;)(ou logistica), a bipolar
sigmoide (sig,)(ou tangente hiperbolica) e a Unidade Linear Retificada, ou Rectified Linear

Unit (ReLU). Estas func6es encontram-se na Tabela 2.4.

. (2.65)
sigs(s) = 1tes
. 1 — e~ctes
Sng(S) = W (266)
s+ s n sen>0
= = ’ 2.6
RelU(s) 2 { 0 caso contrario. (2.67)

Tabela 2.4: Fungoes de ativacdo comummente utilizadas.

As duas primeiras s3o mais utilizadas em problemas de classificacdo [110]. Entretanto, a
tendéncia nas redes neuronais mais modernas € a de aplicacao das funcoes de ativacao do
tipo ReLU.

A funcao ReLU apresenta a vantagem de ser mais rapida em termos computacionais e
durante o processo de aprendizagem [110] sendo uma das melhores opcoes em redes para
regressao nao-linear. Assim, para atingir o objetivo deste trabalho sera utilizada a funcao
de ativacao ReLU. Sera aplicada apenas nas camadas escondidas visto que a saida nao deve

ser limitada.
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Assim, pode-se definir duas funcoes de ativacdo para a ultima camada D e para as

escondidas [, respetivamente, para o algoritmo a ser implementado:

al =qp (2.68)

e seli >0,

2.6
0 sell<o. (2.69)

af = ReLU(G}) = {

A derivada desta funcao sera representada por uma funcao step do tipo fun¢ao de Heaviside,
ou funcao degrau. Esta foi desenvolvida por Oliver Heaviside, sendo singular e descontinua
que assume valor nulo para argumento negativo, valor unitario para argumento positivo
[111]. Além disso, apresenta como imagem para x = 0 o valor 0.5, como pode ser visto na

Figura 2.6.

08~

Figura 2.6: Fun¢io Heaviside (imagem obtida em [112])

Entretanto, para a derivada desta funcao, no caso das redes neuronais, é indiferente ser nula
ou 0.5. Desta forma, esta funcao é diferenciavel com excecao a origem, mas isso pode ser
contornado atribuindo o valor nulo ou 0.5 durante o calculo, caso seja necessario. Assim, a

derivada da funcao sera descrita da seguinte forma:

a_a,l(_{l sell >0, (2.70)

gt o seqt <o.

O facto de nao ativar todos os neurénios ao mesmo tempo faz com que métodos de
treinamento como backpropagation sejam mais rapidos se comparados as outras funcoes

de ativacao.
2.2.3 Aprendizado de Rede Neuronal

Apobs a compreensao do funcionamento do MLP é possivel avancar para o método de
treinamento que torna este algoritmo funcional. A maneira com que o aprendizado €
efetuado permite a atualizacdo dos valores dos pesos e vieses, utilizados para a soma

ponderada, a partir de uma funcao de custo que deve ser selecionada a priori.
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O objetivo do processo de aprendizagem é minimizar a funcdo de custo ao longo da
distribuicao de dados gerados a partir da alteracdo dos pesos e vieses utilizados pela rede

neuronal [113].

No problema de regressao um conjunto de n exemplos de treinamento x; com os valores
correspondentes y; serao dados. A rede entao utilizara os valores de x; para fazer um célculo
preditivo do valor de y; que sera dado por y;. Para mensurar o desempenho pode-se utilizar

uma funcao de custo que atinge valores elevados caso a rede desempenhe mal e vice-versa.

Visto que o problema é de regressao, onde os valores de saida sdo continuos, a escolha de
uma funcao de custo do tipo continua é a mais adequada. A funcao continua mais utilizada
para este caso é a soma dos quadrados dos erros (SSE - Sum of Squared Errors), sendo
utilizada na publicac¢ao principal do método de Backpropagation [114]. Sendo Y; o vetor dos
valores observados e ¥; o vetor dos valores previstos, entdo a funcio custo L dada pelo SSE

do preditor é calculado pela seguinte equacao [114]:

n

1 o
L =SSE = EZ(Yi -7)° (2.71)

i=1

Tendo como objetivo minimizar o valor de L, a partir da alteracdo dos pesos e vieses, um

dos métodos mais conhecidos € o de retropropagacao, ou Backpropagation.

2.2.3.1 Algoritmo de Backpropagation

O algoritmo de backpropagation tem como conceito base a regra da cadeia de calculo
desenvolvida por Leibniz (1676) [115], [116] e L’Hopital (1696), sendo uma maneira eficiente
de aplicar esta regra para NNs com func¢oes de neurénios diferenciaveis. A regra da cadeia
pode ser visualizada a seguir, onde g;,(*) € gou:(*) representam fungoes genéricas, e todas

as derivadas sdo feitas em relacdo a variavel s € R.

d
ds (gout(gin(s))) = g’out(gin(s)) “g'in (5) (2.72)

O principal objetivo do algoritmo de Backpropagation é alterar os valores dos pesos e vieses
presentes na rede neuronal com o objetivo de reduzir a funcao custo L até que atinja um
minimo. A partir da regra da cadeia e a propria estrutura da NN, o algoritmo utiliza a
derivada da funcao custo calculada na camada de saida para calcular a derivada da mesma
funcao em todas as outras camadas, propagando o erro para tras na rede até a camada de

entrada, o que explica a terminologia backpropagation.
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O algoritmo sera descrito a seguir, e permitird observar a regra da cadeia em acdo [117],

[114].
Passo 1: Inicializacao

Todos os valores de pesos e vieses sdo inicializados com valores aleatorios distribuidos
uniformemente num pequeno intervalo de valores [109]. Os valores devem ser diferentes
de zero, uma vez que se forem nulos os valores de gradiente serdo também nulos. E indicado
realizar varios treinamentos com valores de inicializacao diferentes de forma a possibilitar

encontrar diferentes valores minimos para a funcao custo.
Passo 2: Nova era de treinamento

Uma era de treinamento corresponde a utilizacdo de todos os exemplos do conjunto de
treinamento. Os valores de atualizacao de pesos e vieses sdo normalmente atualizados
apenas ao final de uma era. Assim, todos os gradientes dos pesos e vieses, além do atual
valor de erro devem ser armazenados para esta era. Todos os gradientes dos pesos e vieses,

além do erro, sao inicializados com valor inicial nulo.
Passo 3: Propagacao direta do sinal

Passo 3.1: Um dos elementos presentes no conjunto de treinamento é aplicado aos valores

da camada de entrada da rede.

Passo 3.2: Os valores de saida das camadas escondidas sao calculados segundo o algoritmo
das MLPs.

Passo 3.3: As saidas da rede sdo entao calculadas:
Np_1
fy=¢P =) WEnP)+bp (273)
i=1
Neste caso, ¥;; corresponde ao elemento j da saida prevista ¥;.
Passo 3.4: A funcao custo por era é atualizada:
m
1 N2
L=SSE=2> (% -F) (2.74)

i=1

Passo 4: A propagacao para tras dos erros e ajuste dos pesos
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O objetivo neste passo é determinar os gradientes da funcdo custo em relacdo aos
parametros utilizados. A descricao em detalhe do método de Backpropagation encontra-se

no Anexo A — Algoritmo de Backpropagation.

Para este passo, define-se §! como o erro no neurénio i da camada [ por [114]:

s 0L

i = a_([ (2'75)

A derivada da funcao de ativacdo ReLU na camada escondida pode ser descrita por uma

funcdo Heaviside com argumento ¢}, que neste caso esta representada por step({l).

Representado os resultados do algoritmo em notacao vetorial obtém-se [113]:

{6” =Vl (2.76)
2.
61 — (Wl+1)T6l+1 Q step(zl) 7
oL _
I
oL (2.77)

N
W:(gz_(az 1)

Ao utilizar as equacoes (2.76) e (2.77) é possivel determinar o gradiente em relacdo aos

parametros, que é exatamente o que faz o algoritmo de Backpropagation.

Na equacdo (2.76), © representa o operador do produto Hadamard (ou produto
elemento a elemento) entre matrizes, ou seja, para duas matrizes de mesma dimensao
é feito o produto dos elementos das mesmas coordenadas de cada matriz, resultando
numa matriz de mesma dimensao das matrizes iniciais. Isso pode ser observado a
seguir, onde Hd é a matriz do resultado do produto Hadamard entre duas matrizes U; e

U, de mesma dimensao:

Hd=UlOU2

(2.78)
(Hd)i5=(U1);5-(U2)

Onde (Hd);; representa o elemento da linha i e coluna j da matriz Hd.

Passo 5: Uma nova iteracao
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Enquanto houver vetores teste a serem aplicados na atual era, basta retornar para o passo
3. Caso contrario, € entao feita a soma de todos os gradientes em relacao a funcao de perda

e a seguir é multiplicado por um fator e chamado taxa de aprendizado.

€ m

9=9—— VyL; (2.79)
miaij=q

Na equacgao (2.79), m é igual ao nimero de elementos presentes no conjunto de

treinamento, e 9 corresponde ao vetor contendo todos os valores de pesos e vieses da rede

neuronal novamente. VyL; corresponde ao gradiente da funciao de custo em relacao aos

parametros 9, aplicados ao elemento i do conjunto Y.

Se uma era for completa, é feito o teste de verificacdo do critério para finalizacdo do
algoritmo (tolerancia minima é atingida ou o méaximo ntimero de eras de treino foram

atingidas). Se ndo, retorna-se ao passo 2. Se sim, o algoritmo termina.

2.2.3.2 Métodos de Otimizacao da Funcao de Custo

O algoritmo de Backpropagation permite a otimizacao da fungao custo, a partir do calculo
do gradiente desta funciao em relacao aos parametros da NN. Contudo, o nimero de
parametros pode ser muito grande, assim como conjunto de treino, o que tornaria o
processo deste calculo um grande esforco computacional. Desta forma, foram desenvolvidos

varios métodos que permitem a reducao deste esforco.

O conceito principal para esta reducao € a utilizacdo de lotes, ou batches, em que a ideia é
simplesmente dividir o conjunto de treinamento em batches de um certo tamanho m,
avaliando o gradiente com apenas m exemplos de uma vez s0, atualizando os parametros de
acordo. A maioria dos algoritmos converge muito mais rapidamente, em relacdo ao tempo
computacional total, caso tenha sido feita a aproximacao dos gradientes se comparado com

o calculo exato usando todo o conjunto de treinamento [113].

Este trabalho foi realizado com o auxilio da linguagem de programacao Python, utilizando
uma das bibliotecas disponiveis em dominio pablico chamada Scikit Learn. A partir desta
biblioteca foi possivel realizar o treinamento da rede neuronal utilizando um dos métodos
de otimizacao disponiveis, dentre eles: SGD, ADAM e L-BFGS [118], os quais serao descritos
a seguir. Dentre estes, aquele que foi implementado com maior facilidade, em relacao a
tempo de computacao e resultado, durante o treinamento foi o L-BFGS, o que sera o foco

da descrigao a seguir.
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2.2.3.2.1 Algoritmo SGD — Stochastic Gradient Descent

O algoritmo SGD, ou gradiente descendente estocastico, ¢ um método iterativo utilizado
para encontrar o minimo de uma funcao objetivo. E um método de primeira ordem, ou seja,
utiliza somente as primeiras derivadas de elementos da funcio. E baseada no facto que o
gradiente de uma funcao L sempre aponta na direcao do aumento maximo, entao ao mover

na direcdo oposta do gradiente é possivel reduzir o valor da funcao objetivo [113].

Este algoritmo é baseado no método de gradiente descendente onde é calculado o gradiente
da soma da funcao de perda de cada um dos elementos do conjunto de treinamento,
avaliando-as todas naquele passo [113]. Quando o niimero de elementos é muito alto ocorre

uma carga computacional enorme.

Assim, o método SGD, utilizando lotes ou batches, resolve este problema computacional ao
selecionar aleatoriamente um niimero m de elementos do conjunto de treinamento. Entao,
o gradiente é aproximado e aplicado nos parametros. Selecionar um nimero muito baixo
de amostras, como por exemplo m = 1, pode levar a um comportamento instavel da funcao

objetivo [113].
Taxa de Aprendizagem

Um parametro importante no processo de treinamento, sendo o mais importante [119],
assim como para os demais métodos de Deep Learning é a taxa de aprendizagem €, também
conhecido por Learning Rate. Este parametro determina o tamanho do passo aplicado em
cada iteracdo. Um valor elevado resulta em passos grandes e vice-versa. Se for muito grande,
pode apresentar um comportamento ruidoso do algoritmo levando a incapacidade de
convergir para valores razoaveis da fung¢ao objetivo [120]. Se for muito pequeno, o processo
de obtencao do valor minimo global acaba por ser ineficiente, podendo levar muito tempo
para o alcancar ou até mesmo podendo ficar preso em minimos locais [119]. A Figura 2.7

[119] mostra um exemplo da selecdo incorreta de taxa de aprendizagem.

Taxa de aprendizado elevada: Instavel Taxa de aprendizado baixa: Ineficiente

Valor da fungio de custo
Valor da funcao de custo

Valor do pardmetro Valor do parametro

Figura 2.7: Representac¢do do comportamento da fungdo custo baseado no valor da taxa de aprendizagem.

[119]
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Apesar de se poder tentar utilizar valores constantes para a taxa de aprendizado, a escolha
incorreta do valor pode levar aos problemas citados anteriormente. Varios métodos foram
desenvolvidos permitindo alterar o valor da taxa ao longo do processo de aprendizagem,
aumentando a eficiéncia do processo. Idealmente, o valor da taxa deve ser maior ao inicio
do processo e ir reduzindo ao longo do tempo enquanto se aproxima da convergéncia [119].
Dentre estes alguns recomendados [119] sio ADAM (Adaptive Moment Estimation) [121],
Nesterov Momentum [122], RMSProp (Root Mean Square Propagation) [123] e AdaGrad
(Adaptive Gradient) [124].

O algoritmo de SGD esta descrito na Tabela 2.5.

Algoritmo 2.1 - SGD

Ponto inicial 9 = 9,

Taxa de aprendizagem e

while (Critério de paragem nao for atingido) do
Escolher um conjunto dos elementos de treinamento {X;), Y(i)}zlaleatoriamente
90— =3, Uyl

end while

Tabela 2.5: Algoritmo de SGD.

Apesar de ser simples, o SGD teve sucesso em diversos problemas de Machine Learning
[113]. Entretanto, o algoritmo pode apresentar problemas de ficar estavel em locais onde o
gradiente é baixo, se a taxa de aprendizado também for baixa, assim como outros problemas
também podem ocorrer em regides de elevada curvatura [113]. Alguns destes problemas

tentam ser resolvidos pelo algoritmo ADAM.

2.2.3.2.2 Algoritmo ADAM

O algoritmo ADAM apresenta este nome devido ao método utilizado: Adaptive Moments
Estimation. E um algoritmo de primeira ordem para funcdes objetivas estocasticas sendo
baseado em estimativas adaptadas dos momentos de primeira e segunda ordem. A regra de
atualizacdo dos parametros é baseada em médias moéveis do gradiente em relacio aos

parametros que decaem exponencialmente e ao quadrado deste gradiente.

O algoritmo foi desenvolvido em 2014 [121], aplicando as abordagens de adaptacao do
método RMSprop para o momento. O momento é definido pela capacidade do algoritmo de
se lembrar o valor do gradiente da ultima iteracdo para aplicacdo na préxima, realizando

uma combinacao linear dos gradientes da iteracao atual e passada.
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O algoritmo é bastante popular para o treinamento de redes neuronais e tem mostrado bons
resultados numa variedade de problemas, entretanto é mais complexo que o algoritmo

anterior SGD. [121]

2.2.3.2.3 Algoritmo Limited-Memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (L-BFGS)

Antes de perceber o funcionamento do algoritmo BFGS de memoria limitada (L-BFGS —
Limited-Memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) é preciso compreender a sua
origem. O L-BFGS utiliza, para a sua estratégia de otimizacao, métodos de segunda ordem,
ou seja, inclui além do gradiente, a matriz Hessiana H; ou alguma aproximacao desta de

forma a ter em conta a curvatura da func¢éo objetivo.

O conceito de matriz Hessiana foi desenvolvido pelo matemaético alemao Ludwig Otto
Hesse, no séc. XIX, sendo a matriz H; dada por todas as combinacgoes de derivada parcial
de segunda ordem, se existente, de uma funcao f genérica, em formato matricial, ou seja:
0%f
(Hs(f(xll "'Ixn))ij = (2-80)

N axiaxj '

Um algoritmo que trabalha quando a funcao objetivo é quadratica ou convexa é chamada
de método de Newton, mas uma vez que redes neuronais sdo muitas vezes nao convexas

entdo a convergéncia nao é garantida [6].

Uma funcao é dada por convexa, se todos os pontos de um segmento de reta entre dois
pontos distintos de um grafico desta funcao sempre estiverem acima desta, ou seja, em

terminologia matematica na seguinte condicao:

[IXoRf(sx1+(A=5)x)<s-fr)+@A—=5) fOxx)VsE€[0,1], x1,x2 € X

O método de Newton tem como principio a utilizacao da série de Taylor de segunda ordem

para otimizacdo da funcao f e pode ser descrito na Tabela 2.6 [113]:

Algoritmo 2.2 — Método de Newton

Ponto inicial x = x,
while (Critério de paragem nao for atingido) do

g<Vf
H; « V*f
9«9 —H;lg
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end while

Tabela 2.6: Algoritmo do método de minimizacao de Newton.

O método de Newton requer célculo correto da matriz Hessiana e gradiente, o que pode
trazer cargas computacionais elevadas como no caso de a funcao ter n variaveis entao a
matriz Hessiana teria dimensdo n x n. Essas condicoes fazem com que o método de

Newton nao seja adequado para treinamento de redes neuronais [6].
Métodos Quase-Newton

Os algoritmos sao chamados método Quase-Newton quando buscam algumas vantagens do
método de Newton sem a complexidade computacional do calculo da matriz Hessiana. A
ideia é aproximar a matriz Hessiana, neste caso a sua inversa, de forma a nao precisar
calculé-la explicitamente. O problema de métodos de segunda ordem é que em geral podem

apresentar carga computacional maior se comparada com métodos de primeira ordem.

O algoritmo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) tem como origem o trabalho
independente de quatro pesquisadores: Broyden [125], Fletcher [126], Goldfarb [127] e
Shanno [128]. Os principais teoremas base para este método podem ser vistos em [129].
Este algoritmo tem como objetivo calcular a matriz M; que aproxima a inversa da matriz
Hessiana verdadeira da fun¢do objetivo com n variaveis. Essa matriz é simétrica, logo sdo
necessarios n(n + 1)/2 locais de armazenamento. Em problemas de dimensdes grandes é
uma dificil tarefa reter essas matrizes no armazenamento de alta velocidade, entao isto
acaba por ser um problema. Ainda assim, neste caso a matriz M; deve satisfazer a condicao

Quase-Newton [130]:
Mep1* 1 =90 =V (O41) — V(D) - (2.81)

Por esse algoritmo, muito tempo pode ser salvo, ja que a matriz Hessiana é aproximada

utilizando o valor dos gradientes calculados.

O grande problema deste método é a necessidade de armazenar o valor da matriz passada
M, para a préxima iteragdo. Muitas vezes, o treinamento da rede neuronal pode abranger

milhGes de parametros, sendo inviavel armazenar o valor desta matriz para cada iteracao.

Assim, o algoritmo de memoria limitada BFGS (L-BFGS) desenvolvido em 1980 por
Nocedal [131] é capaz de realizar a aproximacao da matriz Hessiana sem a necessidade de
alocar memoria para os valores anteriores desta matriz, sendo capaz de, em todos os passos
de atualizacdo, substituir a informacdo antiga pela nova, estando continuamente

atualizando esta matriz [131].

46



Neste caso, também se assume que as ultimas m atualizacbes destes valores sao
armazenadas. E entfo feita a primeira aproximacio da matriz Hessiana na iteracio t dada

por H? = y,I onde I é a matriz identidade e [113]:

T
ye = A2t (2.82)
Ye-1YVi-1
Onde
Ve = Vf(Oer1) — V()
2.8
{St = U1 — U (2:83)
Também é preciso definir a sequéncia de m escalares p; como [113]:
- (2.84)
pi = 2,
R 4

Ondei =t —m, ..., t. O algoritmo finalizado pode ser visualizado na Tabela 2.7. Neste caso,
é necessario apenas armazenar as m ultimas atualizacoes dos valores de s, e y;, invés de

guardar toda a matriz aproximada, entretanto esta torna-se mais imprecisa.

Algoritmo 2.3 — L-BFGS [131]

Ponto inicial 9,
t<1
while (Critério de paragem nao for atingido) do
4 < Vi)
fori=t-1,...,t-mdo
@ < pisi q
q<q—ay
end for
Calcular y,
HY <y,
Y < H'q
fori=t-m, ...,t-1do
Bi < pyiw
Y < (a; — Bi)s;
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end for

Vpp1 < 0 — ¢
t—t+1

end while

Tabela 2.7: Algoritmo L-BFGS.

O algoritmo L-BFGS nao desempenha tao bem utilizando o método de mini-batches, sendo
bastante sensivel a alteracdo dos parametros que definem a rede e os dados de entrada.
Suspeita-se que seja necessario utilizar uma grande parte, senao toda, dos elementos de
treinamento para conseguir uma boa aproximacao da matriz Hessiana [130]. Assim como
para o algoritmo BFGS, este nao necessita da taxa de aprendizagem como hiper-parametro,
ja que o valor de atualizacdo dos parametros é ajustado a partir do valor de «a; e f;, na

variavel ¢ do algoritmo.
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Capitulo 3 — Aplicacao de Redes Neuronais

MLP a Filtragem de Kalman Pseudo-linear

A combinacao de redes neuronais a filtragem de Kalman é um tema que tem sido abordado
h4 mais de duas décadas e essa combinacao tem sido implementada principalmente de duas
diferentes formas. Os métodos de filtragem tém sido utilizados como ferramenta de auxilio
para o treinamento das redes neuronais em diversas aplicacoes e as redes neuronais tém
sido utilizadas com o intuito de melhorar o desempenho do filtro ou reduzir o seu custo
computacional, baseando-se em modelos com diferentes niveis de conhecimento:

totalmente conhecidos, parcialmente conhecidos ou totalmente desconhecidos.

Nesta seccdo, serd abordada justamente a segunda aplicacdo onde as redes neuronais
servirdo como ferramenta para melhorar o desempenho de um filtro. Primeiramente, sera
feita uma introducao historica acerca da unido dos conceitos explicados nas seccoes
anteriores neste ambito. A seguir, sera reunido um conjunto de técnicas que permitem a
constituicao de um algoritmo onde hé a aplicacao de uma rede do tipo MLP para a filtragem

de Kalman pseudo-linear.

3.1 Desenvolvimento sobre a integracao de NNs e métodos de filtragem

Nos anos recentes foi possivel identificar diversos trabalhos que com sucesso conseguiram

combinar as redes neuronais aos processos de filtragem.

Em 1997, Horton [132] investigou o problema de identificacio em tempo real das
derivativas aerodindmicas na aplicacdo de um missil guiado. Um estimador hibrido foi
formado a partir de um filtro de Kalman Linearizado que é assistido por uma NN,

produzindo resultados superiores aqueles dos quais é derivado.

Um outro exemplo de aplicacdo é na previsao da vida util restante na aeronautica, onde
combinam o modelo de previsao do final do tempo de vida com uma NN e filtragem final

com um filtro de Kalman, exemplo que pode ser visto como exemplo em [133] e [134].

Em [135] € possivel ver um exemplo da aplicacao de uma rede do tipo RBF (Radial Basis
Function) aplicada a filtragem EKF adaptativa sendo capaz de estimar o estado e a matriz
de covariancia dos erros em uma aplicacio de navegacao relativa entre veiculos

aeroespaciais.

Em [136] demonstrou-se a aplicabilidade de uma rede do tipo MLP feed-forward em

conjunto com um EKF para a previsao do estado do modelo meteorologico DYNAMO.
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Para KFs auxiliados por redes neuronais profundas, varias maneiras foram sugeridas de
forma a estimar a matriz de covariancia dos erros e a matriz de ganho. Por exemplo, a rede
recorrente de Kalman (RKN — Recurrent Kalman Filter) proposta em [137] foi treinada

para produzir uma estimativa de erro além da estimativa de estado utilizando uma RNN.

A KalmanNet desenvolvida por Revach, Shlezinger, Ni, Escoriza, van Sloun e Eldar [24]
onde uma RNN ¢é aplicada para a estimagdo da matriz de ganho K com base em modelos
estatisticos parcial ou totalmente desconhecidos em aplicacoes onde o modelo dinamico é

incompativel ou nao-linear.

Em [138] foi demonstrado que ao aplicar KalmanNet em modelos lineares com matriz de
observacao completa e ruido de medicdo gaussiano, a matriz de covariancia do erro pode

ser extraida de recursos internos da arquitetura.

Em 2023, Dahan, Revach, Dunik, e Shlezinger [138] estudaram diferentes métodos de
extrair a matriz de covariancia do erro para o auxilio em rastreio a partir de redes neuronais

profundas em modelos nao-lineares comparando os resultados ao filtro EKF.

3.2 Técnicas implementadas e propostas

Visto que os métodos de filtragem de Kalman linear podem ser aplicados a modelos que
apresentem estrutura pseudo-linear, é possivel aproveitar-se da estrutura de filtros de
Kalman Pseudo-lineares e utilizar uma rede neuronal MLP para calcular a matriz de ganho
do sistema em funcao da estimativa de estado atual e das matrizes de covariancia do erro

de processamento Q e de medicao R.

O processo de filtragem é composto por duas etapas: a previsdo e a corre¢do. A previsao
consiste em realizar a extrapolacao do estado atual do sistema para o proximo instante, a
partir das equacgdes que descrevem o modelo do sistema. Quanto mais preciso for o modelo,
melhor sera a precisao do filtro. J4 em relacdo a etapa da correcdo, o filtro baseado no
modelo estatistico do sistema, a partir das matrizes de covaridncia dos ruidos de
processamento e medicao, é capaz de calcular uma matriz de covariancia do erro do estado
e subsequentemente uma matriz de ganho que tem como objetivo corrigir a previsao do

passo anterior e estimar o estado atual a partir da medicao atual efetuada.

O processo de resolucao da equacao de Riccati para a determinacao da matriz de covariancia
do erro do estado estimado € extenuante do ponto de vista computacional, sendo necessario
realizar inversOes matriciais que aumentam a sua complexidade em proporc¢ao ao ntimero
de dimensoes presentes no modelo do sistema. Assim, a ideia seria utilizar uma funcao nao-
linear para aproximar a matriz de ganho K utilizando como argumento o estado estimado

atual.
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A seguir, serao apresentados os métodos que foram utilizados para a estruturacao de um
sistema nao-linear para o formato pseudo-linear, além do método de treinamento e

validagao das redes neuronais para a determinagao da matriz de ganho.

3.2.1 Factorizacao de uma funcao nao-linear

Para que a técnica de filtragem pseudo-linear seja aplicada, é necessario realizar a
factorizacao ou parametrizacao da funcao f (x) nao-linear que descreve o modelo do sistema
ou o modelo de medicao em uma estrutura pseudo-linear onde f(x) = A(x) x, sendo a Gnica

condicdo necessaria f(0) = 0. O modelo do sistema estéa descrito a seguir:

x(t) = f(x,u,t) (3.1)

Contudo, no caso em que a dimensao do vetor estado é maior que o caso escalar, a
factorizacao nao € unica, e pode ser feita nao s6 para melhorar o desempenho, otimizacao,
estabilidade, robustez entre outros aspetos do filtro como também para evitar

singularidades no calculo matricial, trazendo maior flexibilidade no design do filtro [5].

Neste caso de dimensbes superiores a um, a propria matriz fatorizada pode ser
parametrizada da seguinte forma. Suponha que A;(x) e A,(x) sdo duas factorizacoes

possiveis da funcao f(x) onde f(x) = A;(x)x = A,(x)x. Entao: [5]
Alx, @) = aA(x) + (1 — a)Ay(x) (3.2)

¢ também uma possivel parametrizacdo dependente do estado para qualquer valor de a.
Assim, A(x, a) representa uma familia infinita de parametrizacoes dependentes do estado
para a funcio f(x) [5]. Este conceito pode ser estendido para um nimero ainda maior de
factorizagoes A;(x). Os graus de liberdade disponiveis através de alfa trazem flexibilidade
de design que pode ser utilizada para alterar os diversos aspetos do filtro mencionados

anteriormente.

Em [5], Cimen descreve algumas das principais diretrizes que sdo efetuadas de forma a
contornar os principais problemas ocorridos durante o processo de factorizagao, além de
permitir um possivel aumento de desempenho do filtro. Os principais problemas sao a
presenca de termos independentes do estado e a presenca de termos dependentes do estado

que excluem a origem, no caso da factorizacao da matriz do modelo do sistema.

A primeira sugestao ao selecionar a factorizacao dependente do estado é aplicar um valor
nao nulo ao elemento {i, j} da matriz A(x, @) se a i-ésima derivada do estado depender do j-

ésimo estado [5].
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Conformar com estrutura correta e condicoes

Para que o método PSELIKA seja aplicado diretamente, é necessario que a dinamica do
sistema descrita por (3.1) seja tal que f(0) = 0. Assim, as situacdes que devem ser
contornadas sdo a presenca de termos independentes do estado ou vieses e a presenca de

termos dependentes do estado que excluem a origem.
Presenca de termos independentes do estado

Na presenca de termos independentes do estado, existem trés principais formas de lidar
com este termo dado por b(t). Primeiramente, se o viés é constante ou varia lentamente,

entao pode ser modelado como um estado estavel [139]
b(t) = —Ab(t) (3.3)

Onde 2 é um valor positivo pequeno. Entao, em cada etapa de filtragem, o valor real de b(t)
¢ utilizado ao calcular o valor da matriz do modelo do sistema agora aumentado por esta

variavel.

A segunda solucao [140] é multiplicar e dividir o viés por um estado x que é sabido que nao
sera nulo, como por exemplo o mddulo do vetor velocidade ou a temperatura em Kelvin de

algum sistema, sendo fatorizado como

b(t)
—|x
X

b(t) = [ (3.4)

Onde x, neste caso, ndo sera nulo durante o processo de filtragem.

A terceira maneira é realizar um aumento do sistema utilizando uma variavel estavel x,

[141], tal que
Xq(t) = —2Axq(t) (3.5)

com A > 0. O viés pode entdo ser fatorizado por

b() = [” “)] . (3.6)

X

Neste caso, toda vez que a matriz do sistema for calculada, o valor inicial x, (0) sera utilizado

na estimacao.

Presenca de termos dependentes do estado que excluem a origem
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No caso da presenca de termos que sao dependentes do estado, mas nao passam pela origem

quando o estado é nulo a abordagem pode ser um pouco diferente para manter a condi¢do
f(0) =0.

E possivel utilizar a segunda e terceira abordagens do item anterior, onde multiplica-se e
divide-se por uma variavel de estado que se sabe que nao terad valor nulo durante o
funcionamento. Entretanto, é mais desejavel capturar a dependéncia do estado destes
termos no proprio elemento da matriz A(x, a) [5]. Por exemplo [5], suponha que x, =
cos x;. Como é possivel perceber f(0) = 1 neste caso, entao sera necessario alterar essa
funcdo, mantendo o facto que x, depende de x,. E isso pode ser feito da seguinte forma:

. [cosX, -1

o [

cosxq—1

Como o limite de [ ] quando x, tende para o0 é nulo, a condicao f(0) = 0 se mantém.

X1

[{P2]

O termo “1” criado é um viés e é um problema que pode ser resolvido pelos métodos

apresentados anteriormente.

3.2.2 Definicao do dominio do sistema para treinamento

Para que seja possivel realizar um bom treinamento de uma rede neuronal, é necessario
adquirir dados que sejam fiaveis. No caso de um modelo de sistema, € preciso definir quais
dados sdo importantes para o treinamento, e isso é feito selecionando primeiramente o
dominio do espago de estados de forma eficiente. Como é necessario aplicar esse conceito

para ambas etapas de previsao e correcao, entdo o dominio para ambas deve ser o mesmo.

O primeiro passo é definir os limites do dominio do sistema para cada dimensao, assim
como para o controlador, caso exista um. Um exemplo seria a magnitude do vetor
velocidade de uma aeronave de pequeno porte, que apresentaria um limite inferior de 0 e
um superior de V,,,,, enquanto o outro exemplo seria o angulo de ataque da asa poderia
variar de -17 graus a +20 graus, num funcionamento normal, sendo estes valores

normalmente obtidos a partir de dados experimentais.

A seguir, a selecao dos pontos que serao utilizados para o treinamento da rede pode ser feita
através diversos métodos. E possivel dividir os intervalos do dominio selecionado em varias
partes e criar uma malha de pontos, sendo a precisao maior quanto maior for a divisao
efetuada. Também é possivel selecionar os pontos de forma aleatoria, utilizando uma funcao

de distribuicao uniforme dos pontos dentro do dominio selecionado.
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3.2.3 Rede neuronal aplicada a etapa de correcao

A matriz de ganho de Kalman apresenta um outro procedimento de obtenc¢ao dos valores
alvos. O argumento utilizado sera apenas o vetor estado, ja que pelas formulagoes descritas
na secc¢ao 2.1.5, o calculo da matriz de ganho de Kalman nao depende do vetor de controlo,
caso exista um controlador, apenas dependendo do estado anterior e da matriz de
covariancia do erro. Para a etapa de correcao, o conjunto selecionado de p pontos a partir
da definicdo do dominio é utilizado para o treinamento da rede neuronal. Os dados

utilizados como alvos sao definidos no seguinte procedimento.

Uma vez que o sistema apresenta uma estrutura do tipo linear, é possivel aplicar métodos
de filtragem linear a esta estrutura. Com isso em mente, a matriz de ganho de Kalman K
pode ser pré-calculada para um certo valor de vetor estado resolvendo a Equacao Algébrica
de Riccati Discreta (DARE - Discrete Algebraic Riccati Equation) associada aquele sistema
naquele estado, como descrito na seccdo (Regulacao nao-linear SDRE). Essa propriedade
dos sistemas de estrutura pseudo-linear permite que os valores das matrizes K sejam

utilizados como valores alvo para o treinamento de uma rede neuronal.

Considere as seguintes equacoes que descreve o modelo do sistema e de medicao ja

fatorizados e discretizados:

X = Ag(Xx—1)xg—1 + Bg(Xp—1)Ug—1 + Wi_1
(3.7)
zr = COq)xy + vy

A DARE associada ao vetor de estado x, permite encontrar o valor da matriz de covariancia
Py, 0 que permite entdo o cilculo da matriz de ganho K, o alvo Y, da rede neuronal, a partir

da equacao:
-1
Yl = KF = (CkPCE +R) ~ CrPr AL (xp_1) (3.8)
Para encontrar entdo a matriz Py é preciso resolver a seguinte DARE

Ag (1) PrAG (Xp—1) — Py

_ (3.9)
- (Ad(xk—l)PkCE)(Rk + CkPkCIZ) ' (CngAg(xk—l)) + Q=0

Como pode ser visto, para a solucdo da DARE € necessario obter os valores de A;(x;_1), Cr,
Q € Ry. Para a solucao da DARE, existem diversos métodos. O método que sera utilizado

sera a partir do auxilio da funcao dlqr(*) do software matlab [142], a qual apresenta como
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saida os valores de K}, e P, para a equacao dada. Assim, a matriz K, sera calculada em relagao

ao valor xy.

E importante mencionar que as NN do tipo MLP retornam apenas vetores, sendo necessario
para o caso na N,,,-(-) remodelar o vetor de saida de dimensao m - r X 1, para uma matriz
de dimensao m X r. O processo inverso deve ser feito durante a etapa de treinamento, onde

o alvo matriz K,, deve ser transformado em vetor.

Para as matrizes de transicdo A4, (x) e B4, (x), o indice k representa que as matrizes sao

obtidas utilizando o estado x;, ou seja, para o instante t;, assim como para as matrizes de
medicdo Ci(x), covariancia do erro de processamento Q,(x) e covariancia do erro de
medicao Ry (x). As matrizes de transi¢do sdo obtidas através de métodos de discretizacao de
modelos continuos [11]. O método que sera utilizado neste trabalho sera o de aproximacao
integral. Este método assume que os valores de entrada no sistema sao constantes durante

o periodo em que sao aplicados, também conhecido por zero-order hold [143].

Neste caso, T é o periodo total desde o instante inicial:

T
x(T) = e4Tx(0) +f eAT-DB(0)dr
0

(3.10)

T T

= e4Tx(0) + eATf e 4%dr B(0) = F(T)x(0) + f F(T — 1)dt B(0)
0

0

Assim, conclui-se que:

(3.11)

A partir da definicdo de exponencial matricial chega-se a seguinte expressao para a

discretizacgao, caso o passo de discretizacao seja de T:

. 2 . 3
(AT)? (AT

Ag =1+ (AT +~— 5

(3.12)

T2 T3
By =<I-TS+A-2—S|+A2-3—S"+--->-B

Essa expressao pode ser simplificada, com a precisao sendo maior quanto maior o nimero

de termos utilizados ou menor o passo T, selecionado. Para os demais algoritmos, a
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quantidade de termos considerados na expressao de discretizacao de A, foi determinada
com base na norma de Frobenius dos termos. Somente os termos cuja norma fosse superior
aum pequeno valor pré-definido, chamado EPSILON, foram incluidos. O nimero de termos
selecionado para B, ¢ igual ao nimero de termos utilizado em A,. O valor foi selecionado
de forma a permitir que o nimero de termos fosse reduzido a no maximo quatro, de maneira

a reduzir o custo computacional dos filtros.

3.2.4 Treinamento e validacao da rede neuronal

A rede neuronal sera treinada utilizando como ferramenta de auxilio a biblioteca scikit-
learn (sklearn) disponivel para a linguagem Python. Esta biblioteca apresenta diversos
modelos de treinamento, e aquele que foi selecionado para este algoritmo foi o
MLPRegressor (Multilayer Perceptron Regressor), com o método de solucao ‘Ibfgs’ [118]
ou L-BFGS.

E importante mencionar que os valores de argumento em ambos os casos de treinamento
devem ser padronizados, ou seja, devem ser alterados para que a média final dos valores
seja nula, com desvio padrao unitério, para que o processo de treinamento apresente maior
efetividade [106]. O modelo de padronizacdo deve ser aplicado a qualquer valor de
argumento utilizado na rede neuronal final. O mesmo processo nao é necessario para o valor

alvo da rede, podendo ser alterado de acordo com o desempenho necessario.

Para a padronizacao de um conjunto de elementos utiliza-se a seguinte equagao:

.
i ¢ (3.13)

Z: =
' o
Onde Y; representa um elemento i do conjunto, 7 representa a média da populacdo, o
representa o desvio padrao médio da populacdo e, por fim, z; representa o valor

padronizado de x; segundo o conjunto de elementos.

Para ambos os casos de treinamento, é necessario utilizar algum método de avaliacao da
rede neuronal em relacdo aos dados de treinamento. Aquele que sera utilizado é justamente
o método existente para o modelo MLPRegressor, o coeficiente de determinacio, ou R?,
descrito dentro das fun¢des como score. Este coeficiente pode retornar um valor dentro do
intervalo (—oo, 1], onde se retornar o valor 1 significa que a rede prevé corretamente o valor
da funcao nao-linear que se pretende aproximar. O valor nulo significa que a rede retorna
sempre valor médio de todas as medicOes e valores negativos significam que a rede
apresenta previsoes piores do que a média. Existem diversas equacoOes diferentes para o
calculo de R%. Uma das equacdes mais geralmente utilizada para o célculo de R? est4 descrita

a seguir, a qual sera utilizada para medir o desempenho das redes [144]:
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XY -%)°

SV — 1) (314

R?=1
Onde ¥; representa o valor estimado ou previsto da observacio Y; e ¥; representa a média

dos m valores observados dados por:

Y = lz Y; (3.15)

O coeficiente de determinacao pode ser calculado utilizando o conjunto de treinamento e o
conjunto de teste. O conjunto de treinamento é aquele que apresenta o argumento e o valor
de retorno de uma funcao e sendo utilizado para o processo de treinamento. O conjunto de
teste é utilizado apenas para a validacdo do processo de treinamento. E importante que o
conjunto de elementos do teste nao esteja contido no conjunto utilizado para o treinamento,
para evitar a ocorréncia um fendmeno chamado overfitting, onde a rede neuronal retorna
valores precisos para os dados de treinamento, mas nao para novos dados. Um exemplo
disso seria a rede apresentar um score de R?=0.95 na fase de treinamento, mas R?=0.1 na
fase de teste. Esta é uma forma bastante rapida e simples de realizar a avaliacao da rede com

resultados validos, e por isso sera utilizada.

Existem diversas maneiras de realizar o processo de avaliacao, com métodos chamados de
validacao cruzada, podendo ser bastante complexos, mas com um detalhamento maior

acerca do desempenho da NN utilizada [145].

3.3 Algoritmo Proposto — PSELIKA-MLP

Considere o seguinte sistema dinamico nao-linear dado por:
x = flx,u) +w(t) (3.16)

Onde, x € R™ representa o vetor de estados do sistema, f(-) a funcido nao-linear que
descreve a dinamica do sistema; u € R™ representa o vetor de entrada do controlo no
sistema; w representa o ruido de processamento aplicado ao sistema que é caracterizado

por ser branco e gaussiano, apresentando matriz de covariancia Q(t) € R™".

Para o modelo de medicGes tem-se:

z = h(x) + v(t) (3.17)
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Neste caso, z € R" representa o vetor das medicoes efetuadas; h(x) representa a funcao nao-
linear que descreve o modelo de medicao do sistema; v descreve o ruido de medicao
aplicado ao modelo sendo caracterizado por ser também branco e gaussiano, mas

apresentando matriz de covariancia R(t) € R™*".

Em ambos modelos, a matriz de covariancia do ruido é assumida constante ao longo do

processo de filtragem.

O primeiro passo € a factorizacao do sistema dinamico nao-linear e do modelo de medicao,
para o formato pseudo-linear, seguindo as demais diretrizes descritas na seccao 3.2.1.

Assim, o sistema completo pode ser rescrito por:

x =Ax)x + B(x)u(t) + w(t)

(3.18)
z=C)x+v(t)
Que, para este caso deve ser em formato discreto:
X = Ag(Xp-1)xp—1 + Ba (X1 )ug—1 + Wiy
(3.19)

zi = Cq)xx + vy

O indice k representa o valor da variavel no instante discreto t;.

O segundo passo € a defini¢ao da rede neuronal para a etapa de correcao da estimativa do
estado segundo as equacoes descritas na secao 3.2.3. Para isso, deve-se definir o dominio
sobre o qual a rede sera treinada, selecionando os pontos que serdao argumentos, no caso o
vetor estado xj_; e calculando os valores alvo, no caso a matriz de ganho de Kalman no

instante t;, K, € R™*", para o treinamento da MLP.

Destes valores, recomenda-se que uma fragao n, chamada conjunto de teste, seja separada
e que nao participe do conjunto de treinamento, sendo utilizada a posteriori do treinamento
para a validacdo da NN. Apos a definicao e calculo destes valores, é preciso selecionar o
numero de camadas e neurdnios por camada da NN. Apos essa selecao, sera utilizado o
método L-BFGS para o treinamento sendo verificado o desempenho apo6s o treinamento

através de métodos de validacao.

Caso o desempenho nao seja o desejado, deve-se alterar ou o conjunto de dados de
treinamento, ou o nimero de camadas ou neurénios por camada. Por fim, a rede neuronal
gerara uma funcao nao-linear chamada N,,,.-(*), que recebe por argumento o vetor x;_,,

segundo a seguinte equacao.
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Ky = Neorr (X-1) (3.20)

Por fim, o valor da nova estimativa x; do estado sera dada entdo pela equacao da correcao

da estimativa do estado presente na Tabela 2.3:

X () = X (=) + Kie[zie — Cie () %y ()] (3.21)

Além disso, o processo de treinamento é bastante experimental sendo necessario realizar
multiplos experimentos de forma a obter o melhor desempenho, visto que o algoritmo de
otimizacdo pode ficar aprisionado em algum minimo local. Os principais fatores que
alteram o desempenho do filtro sdo a forma de factorizacao das fun¢des nao-lineares, as
matrizes de covariancia Q(t) e R(t), a definicdo do dominio, a distribuicao dos pontos do

dominio selecionados além do nimero de camadas e de neurdnios por camada.

A Tabela 3.1 descreve o algoritmo de treinamento da NN e a Tabela 3.2 o algoritmo de
PSELIKA-MLP (Filtro de Kalman Pseudo-linear com Perceptron de Multiplas Camadas) de

forma sucinta.

1 Inicializacao do treinamento N,

1.1 Selecao do conjunto de vetores de Dominio={x;},
estado x; para treinamento

1.2 Selecao das matrizes de covariancia do Qo = Qiniciai» Ro = Rinicial
filtro
1.3 Solucao da DARE associada [P] = dlqr(AL, CT, Qw, Ri)
V4 . _1
1.4 Calculo da matriz de ganho K; YT = KT = (CkPcCT + R) ™ CPeAl (xye—1)
1.5 Selecido do nuimero de camadas camadas=1
escondidas
1.6 Selecao do nimero de neurénios N; neuronios = N;

para cada camada

2 Treinamento da N,

2.1 Utilizacao do método L-BFGS MLPRegressor-Método="lbfgs’

2.2 Valor de desempenho da N, Coeficiente de determinacio R®

Tabela 3.1: Algoritmo de treinamento do filtro PSELIKA-MLP.
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1 Inicializacao do filtro

Assumir o vetor de estado inicial Zo(+) = x

2 Propagacao da estimativa de estado

Equacao de previsao do estado X (=) = Agp_1 (X1 (+) + By, (U4

3 Correcao da estimativa de estado

Célculo da matriz de ganho Kj Ky =Neorr Ry (+))

Equacao de correcio do estado Ri(+) =Ry (-) +Kie[ 2 -Cr ()i ()]

Tabela 3.2: Algoritmo do filtro PSELIKA-MLP.
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Capitulo 4 — Simulacoes Numeéricas

Este capitulo tem como principal objetivo validar a utilizacdo de redes neuronais do tipo
MLP para o célculo da matriz de ganho segundo os métodos propostos na seccao 3.3. Os
casos de estudo sdo a estimacao da taxa angular e atitude de um veiculo aeroespacial com
base em medicoes de quaternides e a estimacao de uma orbita de um satélite artificial a

partir de medicGes bastante imprecisas de um radar hipotético.

A validagao sera feita a partir da comparacdo do algoritmo PSELIKA-MLP com os
algoritmos PSELIKA e EKF descritos na sec¢ao 2.1. As comparacoes serao feitas em termos
de exatidao na estimacdo, além da complexidade temporal, ou seja, tempo computacional e
da complexidade espacial, que significa, nimero e tamanho de parametros e variaveis

utilizadas durante o algoritmo.

Para que a comparacao entre os diferentes algoritmos fosse eficiente, foram considerados
valores elevados de ruido. Além disso, para efeitos de comparacao e visualizagao, foram
assumidos os valores das matrizes de covariancia do erro de processamento (Q) e de

medicao (R).
4.1 Caso 1: Atitude e taxa angular de um veiculo aeroespacial

A medicao da taxa angular de um veiculo aeroespacial ou satélite de forma precisa é
necessaria para a determinacao de sua atitude, assim como para a amortizacao do controlo
de atitude. H4 uma tendéncia em se construir veiculos aeroespaciais cada vez menores mais
leves e baratos, podendo comprometer a exatidao na determinacao da atitude. Existem
diversas maneiras de realizar a medicdo da taxa angular, sendo realizado anteriormente
principalmente por meio de giroscopios. Entretanto, esse meio tem sido substituido por
outros instrumentos mais leves, sendo necessario utilizar outros métodos de calculo da taxa

angular em veiculos sem giroscépios. [20]

Existem diversas maneiras de obter a taxa angular. Se a atitude for conhecida é possivel
derivar o seu valor em relacao aos parametros que conectam a atitude a taxa angular, a
partir das equacoes da dinamica angular de um satélite. Entretanto, este processo de
diferenciacdo introduz um componente consideravel de ruido no valor calculado do vetor
de taxa angular. Para compensar este ruido é possivel utilizar um filtro ativo como o filtro

de Kalman. [20]

Esse método utiliza as derivadas dos parametros da atitude ou das direcoes medidas. Outra

abordagem, ¢é utilizar os proprios parametros de atitude ou direcoes medidas como
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medicdes no filtro de Kalman. O modelo da dinamica deste KF também inclui a equacao da
dinamica angular do veiculo aeroespacial que é uma equacao diferencial nao-linear de
primeira ordem. Neste caso, a equacao da cinematica que conecta os parametros da atitude
ou as dire¢Oes com as suas derivadas estdo incluidas no modelo da dinamica utilizados pelo

filtro, entao a necessidade de diferenciacao é eliminada. [20]

Novos tipos de sensores que utilizam rastreadores de estrelas retornam o valor da atitude
do veiculo aeroespacial em termos de quaternioes. Assim, é possivel utilizar estas medicoes
em quaternides para o filtro. Essas medicoes permitem que o modelo de medicao seja
efetuado de forma linear. Essa abordagem foi realizada em [20] onde a equagao da dindmica
nao-linear foi convertida para uma equacao pseudo-linear dependente do estado, podendo
assim ser utilizado o filtro PSELIKA. Esse modelo sera entao utilizado para a validacao do
PSELIKA-MLP.

A seccao a seguir apresenta os modelos matematicos que descrevem a dinamica angular de
um veiculo aeroespacial, assim como em seu formato pseudo-linear com a factorizacao
utilizada para o modelo utilizado no filtro PSELIKA. O mesmo é feito para o modelo de

observacao dos dados.

4.1.1 Modelo Dinamico
A equacao da dinamica angular de um veiculo aeroespacial pode ser descrita da seguinte
forma [146]:

Isc + hse + w X (Igcw + hge) = Tsc (4.1)

Neste caso, Is; corresponde a matriz de inércia do veiculo, w o vetor da taxa angular do
veiculo, hg. 0 vetor do momento angular das rodas de momento do veiculo e T 0 somatorio

dos momentos externos aplicados ao veiculo.

Dado que I € inversivel, é possivel reescrever esta equacao da seguinte maneira no formato

pseudo-linear:

@ = A'(w)w + u(t) (4.2)

Onde
A'(w) = Isc “HUscw + hs) ¥] (4.3)
u(t) = I2 (Tse — hse) (4.4)
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Onde [(h) x] representa a matriz de produto externo de um vetor h = [hy h, h3]7

Assim, a sua matriz de produto externo é dada por:

0 —h; h
[UDX]=[h3 0 —M] (4.5)
~h, hy O

F’(w) apresenta exatamente oito maneiras diferentes de expressar a equacao nao linear da

dinamica de um veiculo aeroespacial [20].

Para a descricao da atitude o melhor a ser feito é utilizar quaternides de rotacao. A equacao

da dinamica pode ser descrita por [146]:

1
q=5Qu (4.6)
Onde:
s —q93 (2
_ 1 43 qa  —q1
Q= —q; 1 qs (4.7)
—q1 —q92 —q3
Assim ao reunir (4.2) e (4.6) tem-se:
) I"Y[(Iw+h)X] 0 )
q EQ ofLq 0

O modelo de medicoes a partir dos quaternioes é bastante simples, sendo linear e obtido a

partir das medic¢bes dos quaternides

2= 03 1o (4.9)

Onde 034, representa uma matriz nula de dimensbées 3 X 4 e I, representa a matriz

identidade de ordem 4.

Visto que as equacoes que descrevem o modelo da dinamica angular e de medicao sao
descritas por equacoes pseudo-lineares dependentes do estado, entao podem ser utilizadas

no filtro PSELIKA a partir das equacoes em (3.18).

Descricao do filtro PSELIKA
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A partir das equacoes que descrevem o modelo da dinamica e de medicao € possivel formar
o filtro PSELIKA

Seja:

x = [Z)] (4.10)

Entao é possivel reescrever (4.8) e (4.9) como um modelo estocéstico de acordo com as

seguintes equacoes

x=A0)x +ult) + w(t)

(4.11)
z=H(x)x + v(t)
Onde
I"H(w+h)X] ©
Alx) = 1
7¢ 0 (4.12)

H(x) = [03xa 4]

A partir deste modelo de filtro PSELIKA, serdao baseados as etapas de treinamento e os

resultados numéricos.

4.1.2 Treinamento de Rede

Em relacdo ao treinamento da rede, ap6s analise experimental deste caso, percebeu-se que
para um valor semelhante de coeficiente de desempenho R?, a rede que desempenhava
melhor, em termos de custo computacional para o filtro, era aquela que apresentava menor

numero de camadas.

Assim, o treinamento de rede limitar-se-4 a selecio do nimero de neurénios da dnica
camada escondida, em funcao do coeficiente de desempenho. Esta decisao foi tomada de
forma a facilitar e acelerar a analise de treinamento de rede, uma vez que o nimero de

combinacdes de camadas e neurénios por camada € infinito.

O primeiro passo para o treinamento desta rede foi definir o dominio de funcionamento do
sistema. Este valor dependera do sistema e das possiveis condi¢des que serao impostas ao
sistema. Como método de validacao selecionou-se para os elementos do vetor da taxa

angular foi decidido que seu valor absoluto maximo sera de 1 [rad/s]. Para os elementos dos
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quaternides o seu valor absoluto maximo é determinado pela definicdo dos quaternides,

onde o mddulo do vetor quaterniao tem valor maximo de 1. Sendo assim,

w3 < 1,vi
(4.13)
{q:}l < 1,vi

Para este treinamento considerou-se que o momento angular das rodas de momento assim

como a sua derivada sao constantes e tém valor inicial:

2

m

hee =1 1 1]Tkg-—s i)
4.14

hSCZO

Visto que a matriz A(x) é dependente do valor de hg., alguma alteracao deste valor
provocaria alteragdo na matriz A(x), sendo necessario recalcular o seu valor e
consequentemente resolver novamente a equacao de Riccati dependente do estado. Para
que fosse possivel a utilizacao de uma funcao hg.(t) seria necessario adicionar esta variavel
como um dos estados, ou como parametro para o treinamento de rede. Contudo, este
procedimento nao sera efetuado, tendo em vista que o objetivo é apenas validar o uso deste

filtro. A mesma logica se aplica para as matrizes de covariancia Q e R.

Por fim, o nimero de vetores estado selecionados para a realizacao do treinamento neste
caso foi de cinco mil pontos, os quais foram gerados de forma aleatéria, segundo uma
distribuicao uniforme dentro dos dominios selecionados. Destes pontos, 70% do conjunto
foi utilizado para treinamento enquanto o restante foi utilizado para a etapa de teste. Nos
treinamentos efetuados para esta rede, para os diferentes valores de neurénios, foram
utilizados os mesmos conjuntos de estados para treinamento, e os mesmos para o teste,

sendo calculado o valor do coeficiente de desempenho R? para ambos.

A matriz de inércia utilizada para o veiculo é:
20.26 -—-1.37 -2.17
Isc =1—-1.37 2325 -0.37
—-2.17 —-0.37 27.83

As matrizes de covaridncia utilizadas para a etapa de treinamento foram:

Qk = (0-01)217 Ry = (2)214
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Onde [, representa a matriz identidade de ordem k, Q, é a matriz de covariancia do

processamento e R, a matriz de covariancia da medicao.

Resultados do treinamento

O treinamento foi efetuado com um niimero de neurénios dentro do intervalo de 20 a 300

e os resultados podem ser visualizados na Figura 4.1.

0.7

0.6 .,

0.4 N

0.3 .

01 Treina |
Teste
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0 50 100 150 200 250 300

Neurdnios

Figura 4.1: Coeficiente de desempenho do treinamento do caso de estudo 1 em fun¢do do niimero de
neurdnios.
Em relacdo ao desempenho do filtro, apés uma anélise experimental, verificou-se que o
numero de neur6nios nao influencia muito o resultado para valores acima de 200
neur6nios. Além disso, a partir de 200 neurénios o valor do coeficiente R? ndo aumenta
substancialmente. Tendo em vista também o custo computacional, foi escolhido o niimero
de 200 neuronios para a camada escondida, j& que um nimero maior de neurénios resulta
num custo computacional superior. Foi obtido o valor de R*=0.953 para o conjunto de

treino e de R?*=0.939 para o conjunto de teste no caso de 200 neurénios.

E importante notar que os resultados obtidos sdo funcéo direta do conjunto de treinamento
assim como a fracdo do conjunto de pontos e selecio do dominio, além do método
selecionado para avaliacao da rede. Sendo assim, a escolha de novos parametros de
treinamento podem levar a resultados bastante diferentes, entretanto esta analise est4 fora
do ambito deste trabalho.
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4.1.3 Simulacao e resultados

As equacoes em (4.8) sao utilizadas para a simulacao das atitudes e taxas angulares de
referéncia. Estes parametros sao simulados em Matlab e com o auxilio do método de Runge-
Kutta (RK) de quarta ordem [147]. Assim, para esta simulacao considerou-se um passo de
simulac¢ao de T; =0.01s e numero de passos Nygs50s=3000. O seguinte valor de estado foi

utilizado como valor inicial da simulacao:
[w;, w5 w3 G1 G5 93 q4]T = [0.300 0.200 0.500 1.000 0.000 0.000 0.000]7
Considerou-se os seguintes valores para o desvio padrao do erro:
Oquat = 0.1
gg =001 og =2

Onde o, representa o valor do desvio padrao do erro associado aos elementos do vetor
de medic@o dos quaternides. Além disso, g, e oy representam os valores do desvio padrao

utilizados para as matrizes Q, e R, respetivamente, em ambos filtros PSELIKA e EKF.

Considerou-se também que nenhum momento externo é aplicado ao veiculo aeroespacial,

tendo valor nulo ao longo da simulacao.
Tsc(t) = 0 [N.m]

A Figura 4.2 representa um exemplo do conjunto de simulac6es realizadas onde medigoes
foram efetuadas por um sensor em vetor de quaternidoes segundo os valores de desvio

padrao do ruido mencionados e o estado inicial considerado.
Valores iniciais para o filtro x, e P,

O valor utilizado como estado inicial %, para a inicializacao dos 3 filtros sera considerado

como se o estado inicial ndo fosse conhecido, assim seréa:
%o = [wy Wy w3 G4 G2 g3 q4]T = [0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000]7

O valor utilizado como matriz de covariancia P, para os filtros PSELIKA e EKF sera a

mesma, sendo assumido que é desconhecida.

Para comparar os diferentes filtros de forma direta em termos de exatidao sera utilizado o
indice RMSE, ou seja, a raiz quadrada do erro de estimacao. Neste caso, serao efetuados
Nsim = 10000 simulagdes de Monte Carlo. As simulacoes de Monte Carlo efetuadas serao

justamente em relagao ao ruido branco adicionado a medi¢do, conforme uma distribuicao
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normal, com desvio padrao igual ao mencionado nesta sec¢ao para cada variavel de
observacao. Neste caso, o RMSE sera calculado para o vetor de taxa angular e o vetor

quaterniao estimados em cada instante tj.
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45l I 1 | 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Tls]
151 T T T T
1k .
05 1
& of .
0.5 .
A -
15 1 L 1 L 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
T8l
T T T T T
05 .
£ of -
N5+ .
P | 1 | 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Tls]
1 T T T T T
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Figura 4.2: Exemplo de uma das simulacoes de Monte Carlo para o caso de estudo 1.

Para a taxa angular, sdo comparados diretamente os vetores estimados com os da simulacao
de referéncia sendo o mesmo realizado para o vetor quaternido. As expressoes estao

descritas nas equacoes a seguir:

zism (1w — @l ”)

RMSE,, ) = = (4.15)
sim
. 2
i (|1(qx — @)\
RMSEq) = |—— (| = Oll, ) (4.16)
sim
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Onde ||| |2 é a norma euclidiana do vetor x de dimens&o n dada por ||x| |2 =/x + -+ x2,
e o indice k corresponde ao parametro dado para o instante t;.
Outro indice de desempenho que ser4 comparado sera o erro maximo obtido para cada um

dos instantes t, dentre as N;,, simulacOes, também conhecido por norma méxima ou

norma infinita. Esse indice permite perceber qual o comportamento dos filtros nos piores

Casos.

O valor méaximo medido para os dois casos sera dado por:

Nsim

[102,],, = max (|| = @91],) (4.17)
~ Nsim

124l = max (I a ~ all,) (418)

Onde 0, representa o conjunto de Ng;,, valores da norma euclidiana da diferenca entre o
valor obtido de w numa simulacao de Monte Carlo i e o valor de referéncia para um instante

ty, € E, representa o mesmo, mas em relacdo aos vetores de quaternido obtidos para o

instante t;. A funcdo max(: f’:’{" representa o valor maximo do conjunto de Ng;,,, elementos.
4.1.3.1 Exatidao

O desempenho dos filtros é entdao avaliado a partir dos resultados graficos das equagoes
(4.15) e (4.16) para o RMSE e (4.17) e (4.18) para o erro maximo, sendo assim possivel fazer
a sua comparacao. Os resultados estao representados nas Figura 4.3, Figura 4.4, Figura 4.5

e Figura 4.6. Nestas figuras, as linhas em preto, verde e azul representam respetivamente
os filtros EKF, PSELIKA e PSELIKA-MLP.
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Figura 4.3: Comparacdo do RMSE obtido EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para o vetor taxa angular.
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Figura 4.4: Comparagao do erro maximo obtido do EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para o vetor taxa
angular.
E possivel observar na Figura 4.3 e na Figura 4.4, respetivamente, o RMSE da taxa angular
assim como seu valor do erro maximo em funcéo do instante t, em segundos. E possivel
perceber que o RMSE apresenta valor inicial elevado e que se reduz ao longo do tempo para
os trés filtros, e 0o mesmo ocorre para o erro maximo. A oscilacao que ocorre ao inicio, tanto
no filtro EKF, como no PSELIKA-MLP, deve-se ao seu possivel comportamento erratico
que, neste caso, atribui-se ao erro relativamente grande de estimacao inicial, ja que o valor

para estado inicial se encontra afastado do valor inicial verdadeiro.

O valor inicial elevado deve-se justamente pela estimativa inicial do estado de cada filtro ser
bastante diferente do valor correto do estado inicial. Ainda assim, os trés filtros foram
capazes de convergir para um valor cada vez menor de RMSE e Erro maximo até atingir um
valor estavel. Dos trés filtros, aquele que apresentou a convergéncia mais rapida foi o
PSELIKA, seguido do EKF e do PSELIKA-MLP. Entretanto, o EKF apresentou o maior pico
em relacdo a ambos os graficos com um RMSE méaximo de aproximadamente 0.86 rad/s e
erro maximo de 0.89 rad/s, um comportamento esperado, justamente pelas limita¢cdes do
filtro.

O PSELIKA-MLP nao apresentou convergéncia mais rapida, mas demonstrou desempenho
semelhante aos outros filtros apds a estabilizacao. O desempenho do PSELIKA-MLP foi
superior ao do EKF até aproximadamente 12.62 segundos e superior ao PSELIKA até 0.56
segundos, mas inferior em todos os outros instantes até estabilizacdo. A estabilizacao ocorre
para o RMSE de aproximadamente 0.009 rad/s e para o erro maximo de aproximadamente

0.026 rad/s, proximo dos 25 segundos.
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Figura 4.5: Comparacdo do RMSE obtido EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para o vetor quaterniao.
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Figura 4.6: Comparacao do erro maximo obtido do EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para o vetor quaternido.

E possivel observar na Figura 4.5 e na Figura 4.6, respetivamente, o RMSE dos quaternides
assim como seu valor do erro maximo em funcdo do instante t, em segundos. O
desempenho em relacao aos filtros para os quaternides é semelhante ao da taxa angular.
Entretanto, neste caso, o valor maximo de RMSE e de erro maximo é igual para os trés filtros

tendo valor de aproximadamente 1.41.

Em relacado ao RMSE e erro maximo ao longo do tempo, apresenta quase o mesmo
comportamento grafico em relacao a taxa angular anteriores onde o desempenho do
PSELIKA-MLP foi superior ao do EKF até aproximadamente 12.5 segundos, mas inferior
em todos os instantes em comparac¢ao ao PSELIKA até estabilizacdo. A estabilizacao ocorre
para o RMSE de aproximadamente 0.013 e para o erro maximo de aproximadamente 0.035,

proximo dos 25 segundos.
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4.1.3.2 Complexidade Temporal

A complexidade temporal é uma medida de quanto tempo o algoritmo utiliza para ser

executado em fung¢ao do tamanho da entrada.

Em relacdo a complexidade temporal dos filtros a comparacao foi feita com base no tempo
médio de execucao dos algoritmos apos 1000 simulacoes de Monte Carlo. A comparacao
sera feita em relacao ao algoritmo PSELIKA-MLP com o ganho ou perda relativa de tempo

em relagao aos outros filtros.

Os resultados obtidos foram um ganho de aproximadamente 23.50% de tempo em
comparacao ao algoritmo PSELIKA e um ganho de aproximadamente 60.23% de tempo em
comparacao ao algoritmo EKF. O algoritmo PSELIKA-MLP foi mais rapido em relacao aos
outros algoritmos, o que ja era esperado, visto que a rede neuronal utilizada é bastante
simples. Os desvios padroes associados obtidos sao de aproximadamente 0.523% e 0.585%

respetivamente.

O que torna os outros algoritmos mais complexos em termos computacionais é a
necessidade de realizar diversas multiplicacbes matriciais para determinar os valores da
matriz de ganho K, além de uma inversao matricial e a necessidade de realizar a propagacao
e correcao da matriz de covariancia P. Ainda assim, o algoritmo EKF foi bem mais custoso
justamente por necessitar calcular a matriz Jacobiana discretizada do modelo do sistema e
de a matriz Jacobiana do modelo de medicao. No algoritmo PSELIKA a matriz discretizada
do modelo do sistema A, é utilizada para a propagacao do estado estimado e a propagacao

da matriz de covaridncia, sendo necessario calcula-la apenas uma vez.

4.1.3.3 Complexidade Espacial

A complexidade espacial é uma medida de espago de memoéria utilizado por um algoritmo

até o fim de sua execucao.

Para a comparacao seré utilizada a fun¢ao whos do software Matlab que permite observar
o espago ocupado na memoria por cada variavel. Todas varidveis foram guardadas em
formato double, ou seja, o espaco ocupado por um unico elemento de um vetor ou matriz

ocupara 8 bytes ou 64 bits.

O algoritmo PSELIKA-MLP foi o que apresentou maior uso de espaco de memoria com um
total de 59880 bytes utilizados sendo destes 58408 bytes utilizados apenas para a execucao
da rede neuronal implementada, que inclui as matrizes dos parametros da rede neuronal e
os fatores utilizados para a padronizacao do estado, correspondendo a aproximadamente

97.54% do espaco total necessario. Em segundo lugar o algoritmo EKF necessitou de 2472
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bytes seguido do PSELIKA com 2360 bytes, ocupando 95.77% e 95.96% a menos de espaco

de memoria respetivamente.

4.2 Caso 2: Orbita de satélite artificial

E de extrema importancia a estimacao e previsao acerca do estado de um satélite em orbita,
para que haja constante monitorizacao acerca de seu funcionamento. Por isso, existem
diversos radares ao longo do planeta com o objetivo de realizar medices e a partir destas

estimar os parametros desta 6rbita.

A dinamica de um satélite é afetada por diversos fendmenos fisicos, que vao desde efeitos
aerodinamicos, gravitacionais e de radiacdao, assim como os proprios atuadores ou
propulsores presentes no satélite. Estas fazem que o sistema de equacbes dinamicas que

descrevem o seu movimento seja bastante nao-linear.

A seccao a seguir apresenta os modelos matemaéticos que descrevem a dindmica orbital de
um satélite, assim como em seu formato pseudo-linear com a factorizacao utilizada para o
modelo utilizado no filtro PSELIKA. O mesmo ¢ feito para o modelo de observacao dos
dados.

4.2.1 Modelo Dinamico

Para o modelo dindmico implementado, sera assumido que o radar utilizado para a medicao
da posicao encontra-se no centro da Terra em um ponto fixo, meramente para a

demonstracao da validade do filtro implementado.

As equacoes do modelo dindmico serdo utilizadas em coordenadas esféricas facilitando a
sua implementacao. Além disso, de todas as perturbacoes que poderiam afetar a 6rbita do
satélite escolheu-se manter apenas a perturbacdo devido a variacdo do potencial
gravitacional terrestre, uma vez que é a mais influente [148]. Assim, os demais efeitos, como
os aerodinamicos, gravitacionais de outros planetas e de pressao de radiacao solar serao
desprezados. O satélite serd modelado como um ponto de massa para as equagoes

dinamicas.

O sistema de coordenadas esféricas a ser utilizado pode ser visualizado na Figura 4.7 a

seguir, onde r corresponde a distancia, ¢ corresponde ao zénite e 6 ao azimute.
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Figura 4.7: Sistema de coordenadas esféricas utilizado para o caso de estudo 2.

Os parametros universais que sao utilizados para a computacao sao:

Trerra = 6378.1370 km

m3-s
G =6.67430 x 10711
kg

Mrerrq = 5.9722 X 10%*kg

u=Ga- MTerra
J, =1.08264 x 1073

Dentro destes parametros, rr.,-, representa o raio equatorial terrestre, G a constante
universal gravitacional, My, representa a massa terrestre, u representa o parametro
gravitacional terrestre, por fim a constante J, representa o parametro de achatamento

terrestre, também conhecido como segundo harmoénico zonal.

As equacdes que descrevem a dindmica da 6rbita de um satélite, em coordenadas esféricas,

sujeita aos efeitos gravitacionais devidos ao achatamento da Terra sao [149]:

. . . u 3 (Bcos?p—1)
F=r0sin®¢p +rp — =z + E.“]Zr’lz‘erra R — + u, (4.19)
62220 6ot + (4.20)
T or ot rsing '
. —2rd r# u
¢ = T¢ + 6%sinpcosep + 3uj, T;’gm cosgpsing + Td) (4.21)
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Nestas equacoes u,, ug € ug sao, respetivamente, as aceleracoes devidas aos propulsores

presentes no satélite na direcao radial, na direcdo tangencial em relacao ao azimute e na

direcao tangencial em relagao ao zénite.
Modelo geral do PSELIKA

Uma vez que as equacgoes que descrevem este modelo sdo do segundo grau, podemos
reescrever o sistema de equacoes diferenciais de forma que o vetor de estado apresente as
demais variaveis com derivativas. Isso pode ser feito aumentando o modelo e incluindo as
varidveis 7, 6 e ¢ para o conjunto de variaveis de estado. Assim, o vetor estado x ser4 dado

por:
.+ qT
x=[ro¢r0 ¢
Seguindo as diretrizes da seccao 3.2.1 é possivel realizar a transformacao das equacoes que
descrevem o modelo dindmico para uma estrutura pseudo-linear. Uma vez que a variavel r

nao sera nula ao longo de uma 6rbita existente, é possivel utilizar esta variavel para escrever

termos constantes em funcao da variavel de estado.

Desta forma, as equacoes (4.19), (4.20) e (4.21) podem ser reescritas para o seguinte

formato pseudo-linear matricial:

. [ w3 3cos?¢p—1 . , s T
7= [_1"_3 + E“]Zrtzerrar—5 0 0 0 rfsin®¢ r(p] [ré¢70¢] (4.22)
+ U,
v 20 . .. T U
i=lo 0 0 -2 0 _apcorg|lrooiial + (423)

.. 2 i . .
¢ = [3“]1# cospsing 0 0 —? singcose 0] [ro¢i6q] + qu, (4.24)

Essas trés equacoes em conjunto com a seguinte equacao:

7
H = (0353 LI[r 0 76 ¢ (4.25)

¢

Formam as equacOes em formato pseudo-linear que descrevem o modelo dinamico do

sistema.

Em relacao ao modelo de medicao, esse sera efetuado com base nas medicoes de um radar

hipotético localizado no centro da Terra. O objetivo é estimar o vetor de estado completo
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com base apenas nas observacoes de r, 6 e ¢. Assim, o0 modelo de medicao é linear e dado

por:

2= 1130331 [rO 10 ] (4.26)
Por fim, as equacoes que caracterizam o filtro pseudo-linear sao:

x =A(X)x + B(x)u(t) + w(t)

(4.27)
z=H(x)x +v(t)
Onde:
A(x)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 O 1 0
0 0 0 O 0 1
U 3cos?¢p—1 . .
B + E“]Zrtzerra —s 0 0 O rfsin>¢ 1o (4.28)
26 .
0 0 0 - 0 —20cotp
3uf,re 2¢ :
%cosd)sind) 0 0 Td) Osingcosp 0
0 0 07
0 0 0
1o o ur
B(x) = . 1 . u(t) = [“9] (4.29)
u
rsing ¢
1
0 0 —
- r_
H(x) =[I3 03x3] (4.30)

4.2.2 Treinamento de Rede

Para o treinamento desta rede foram utilizadas as mesmas consideracoes que a rede

anterior acerca do namero de camadas.

Assim, para a definicdo do dominio de funcionamento, utilizou-se como base o resultado da
propagacao realizada utilizando o método RK. Em geral, um objeto em uma o6rbita bem

definida tende a se manter dentro de alguns limites em termos de r, 8, ¢. Entretanto, como
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as matrizes A(x) e H(x) ndo dependem de 6 e , nao é preciso definir o dominio destes

valores nem utiliza-los como argumento durante o treinamento.

Além disso, € preciso que se inclua uma margem para o dominio do treinamento. A margem
permite que os valores de estado utilizados como argumento da rede durante a utilizacao
do filtro se mantivessem dentro do dominio dos valores utilizados para o treinamento sendo
selecionada experimentalmente. Uma margem muito pequena fara com que haja maior
possibilidade de divergéncia do filtro e uma muito grande néao ira retornar os melhores

resultados.

Para o caso 1, ndo foi preciso adicionar margem visto que ndo existiam problemas de

7

divergéncia, entretanto para este caso ja é necessario. Os possiveis valores de ¢p sao

definidos pelas coordenadas esféricas e a margem Ej, ou seja:

(Pmin - E¢ =< ¢ =< (pmax + E¢ (4-31)

Os valores de r dependerdao dos valores da distdncia do perigeu (minima) e apogeu

(méxima) da 6rbita, dados por 7, e 7, e a margem selecionada E..:
,—E <r<r,+E (4.32)

Os valores de f e ¢ também se encontram limitados pelos valores méximos e minimos

obtidos durante a propagacao, assim os valores utilizados foram:

RMREEHE

Onde Ey e E,;, s@o os valores de margem selecionados.

emax Ee
. + |- (4.33)
cI)max] [E¢ 433

Os demais valores selecionados para os parametros que definem o dominio deste caso

podem ser visualizados na Tabela 4.1. As unidades s3o as mesmas em relacao aos respetivos

estados.
Parametro Valor
Tp Ta 1 [km] 6919 6978
(%’)min (%’)max [rad] 1.5533 1.5883
b e e e
q)min (I)max [rad/s] ' .

77



E-1 [km] 20.5

Ep| [rad] 1.5533
Eg|[rad/s] 0.01

0

Eyl[rad)s] 9.809E — 4

Tabela 4.1: Valores atribuidos aos parametros e margens durante o treinamento do caso de estudo 2.

Por fim, o nimero de vetores estado selecionados para a realizagao do treinamento em cada
caso foi de dez mil pontos, os quais foram gerados de forma aleatoéria, segundo uma
distribuicao uniforme dentro dos dominios selecionados. Destes pontos, 90% foi utilizado
para treinamento enquanto os demais foram utilizados para a etapa de teste. Em todos os
treinamentos efetuados para esta rede foram utilizados os mesmos conjuntos de estados
para treinamento, e 0s mesmos para o teste, sendo calculado o valor do coeficiente de

desempenho R? para ambos.
As matrizes de covariancia utilizadas para a etapa de treinamento foram:

Qr = 0.0001- I

0 100 O
0 0 100

Rk:

1000 O 0 ]

Onde [, representa a matriz identidade de ordem k, Q, é a matriz de covariancia do

processamento e R, a matriz de covariancia da medicao.

O treinamento foi efetuado com um nimero de neurénios dentro do intervalo de 10 a 200

e os resultados podem ser visualizados na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Coeficiente de desempenho do treinamento do caso de estudo 2 em fun¢éo do nimero de

neurdnios.
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Em relacdo ao desempenho do filtro, ap6s uma analise experimental, verificou-se que o
numero de neurénios superior a 100 influenciou negativamente o funcionamento do filtro
apesar de apresentarem um valor de R? superior, resultando em divergéncias ou valores de
RMSE muito elevados. Tendo isso em conta e em conjunto ao custo computacional, foi
escolhido o nimero de 100 neur6nios para a camada escondida. Foi obtido o valor de
R?=0.852 para o conjunto de treino e de R?=0.844 para o conjunto de teste no caso de 100

neuronios.

E importante notar que os resultados obtidos sdo, novamente, funcio direta do conjunto de
treinamento assim como a fracao do conjunto de pontos e selecio do dominio, além do
método selecionado para avaliacdo da rede. Uma escolha descuidada do dominio ou do
método de selecao do conjunto pode levar a maus resultados para o funcionamento do filtro
como provavelmente ocorreu. Este processo é bastante experimental e custoso do ponto de
vista computacional e temporal e ndo foi possivel realizar uma analise mais aprofundada da

fase de treinamento por conta destas limitacoes.

4.2.3 Simulacao e resultados

Os elementos orbitais que definem a 6rbita estao descritos na Tabela 4.2 pelos elementos

Keplerianos [150].

Parametro Valor Unidade
Excentricidade 0.00287709 [-]
Semi-eixo maior 6957.981 [km]
Inclinacao 1.000000 [graus]
Longitude do n6 ascendente 271.0000 [graus]
Argumento do perigeu 270.0000 [graus]
Anomalia verdadeira 180.0000 [graus]

Tabela 4.2: Parametros orbitais selecionados para o caso de estudo 2.

A partir dos valores da Tabela 4.2 é possivel definir o ponto inicial para a simulacao. As
equacoes para conversao dos elementos orbitais para coordenadas esféricas sdo muito

extensas, mas podem ser observadas em [150].
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As equacoes (4.19), (4.20) e (4.21) sao utilizadas para a simulacao orbital de referéncia.
Estes parametros sao simulados em Matlab e com o auxilio do método de Runge-Kutta de
quarta ordem [147]. Assim, para esta simulacdo considerou-se um passo de simulacao de
T; = 1 segundo e niimero de passos Npqs50s = 5750. O seguinte valor de estado foi utilizado

como valor inicial da simulacao:

[ro¢76¢| =[6978E +3 1.7453E —2 1.5533 0.000 1.0817E —3 0.000]"

E importante notar que r e # encontram-se em [km] e [km/s] nesta simulacio, sendo todas

as constantes convertidas para tal.

A Figura 4.9 permite visualizar a 6rbita, em azul, em torno da Terra, gerada pela simulacao.

08.
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Z [km]

02

06 .
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Figura 4.9: Orbita de referéncia utilizada para o caso de estudo 2 (Globo terrestre representado pelas linhas

circulares claras cinzentas).

Considerou-se os seguintes valores para o desvio padrao utilizados para a simulacao de cada

variavel de medicao:
o = 0.056234 [km] 0y = 0.056234 [rad] o4 = 0.056234 [rad]

As matrizes de covariancia utilizadas para a filtragem em ambos os filtros PSELIKA e EKF

foram:

Qr = 0.0001 - I
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1000 O 0
R,=1 0 100 O
0 0 100
Onde o, 0y € ggrepresentam, respetivamente, o valor do desvio padréo do erro associado

a distancia r em [km], ao angulo 6 em [rad] e ao angulo ¢ em [rad].

Considerou-se também que nenhuma aceleracdo a partir de propulsores é aplicada ao

satélite, tendo valor nulo ao longo da simulacao.
lu()| = 0 m/s?

A Figura 4.10 representa um exemplo do conjunto de simulag¢oes realizadas onde medigoes
foram efetuadas pelo radar hipotético segundo os valores de desvio padrdao do ruido
utilizados. A medicao do raio apresenta ruido, entretanto, devido a sua dimensao, é dificil

visualizi-lo.
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Figura 4.10: Exemplo de uma das simulaces de Monte Carlo para o caso de estudo 2.

O valor utilizado como estado estimado inicial £, para a inicializacao dos 3 filtros sera

considerado como o mesmo para a propagacao, assim sera:

. T
% =[r0 ¢ 0] =[6.978E +3 1.7453E — 2 1.5533 0.000 1.0817E — 3 0.000]"

O valor utilizado como matriz de covariancia P, para os filtros PSELIKA e EKF sera a

mesma, sendo assumido que é desconhecida.
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Para comparar os diferentes filtros em termos de exatidao sera utilizado mais uma vez o
indice RMSE onde Ng;,,,=10000 é o nimero de simulacoes de Monte Carlo efetuadas e k
corresponde ao instante t;. Neste caso o RMSE ¢ calculado para a posicao e a velocidade

do satélite.

Para a posigao é feita a transformacao do estado para o sistema de coordenadas cartesiano:

Xpk = T~ Singy - cosOy

Yok = T~ Singy - sinby, (4-34)

Zpk =Tk " COSPy

Para a velocidade sdo comparados os elementos radiais v, e tangenciais vy e vy do vetor de

velocidade V), onde:

I_/)k = Ur'ka + U¢,k(]_5 + vg'ké) (435)
Tal que:
Vrg = Tk
Vg = TP

Ug'k = Tkngin(f)k

Assim a expressao utilizada para o calculo do RMSE da posicao é:

. 5 12 5 \2 N
ZIiV=Sllm ((Xp,k - Xp.i) + (Yp.k - Yp.i) + (Zp,k —Zp,i ) (4.36)
Nsim

RMSEposigéo,k =

E a expressao utilizada para o calculo do RMSE da velocidade é:

yism ((Ur,k ~0.)" + (Vg — D) + (Ve — ﬁe,i)z)
Nsim

RMSEyeiocidadek = (4.37)

Assim como para o caso anterior, outro indice de desempenho a ser utilizado sera o valor
maximo do erro, também conhecido como norma méxima ou infinita. Da mesma forma,

sera escolhido o valor maximo obtido para o erro no instante t;, dentre as N;,,, simulacgoes.
Assim, as seguintes equacoes descrevem o erro maximo:

O valor maximo medido para os dois casos sera dado por:
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Nsim
||Posicaoy || = max <\/(Xk —2)°+ (%= %) + (Z - Z“l-)2> (4.38)

i=1

Nsim

V] = max ( NGk =0 + (s =90, + (s =80, )  @39)

i=1

Onde Posicdo, representa o conjunto de N, valores da norma euclidiana da diferenca

entre as coordenadas (X,Y,Z) obtidas numa simulacdo i de Monte Carlo e o valor de

A . . =2 ~
referéncia para um instante t;, e V, representa o mesmo, mas em relacao aos vetores de

velocidade obtidos para o instante t.

4.2.3.1 Exatidao

O desempenho dos filtros é entao avaliado a partir dos resultados graficos das equacoes
(4.36) e (4.37) para o RMSE e (4.38) e (4.39) para o erro maximo, sendo assim possivel
fazer a sua comparacao. Os resultados estao representados na Figura 4.11, na Figura 4.12,
na Figura 4.13 e na Figura 4.14. Nestas figuras, as linhas em preto, verde e azul representam
respetivamente os filtros EKF, PSELIKA e PSELIKA-MLP.

160 T T T T T T

EKF
140 Psk | |
MLP

120 4

- [km]

Pasigao

RMSE
3
T

D 1 Il I I 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000

T 8]

Figura 4.11: Comparac¢ao do RMSE obtido EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para a posicao.
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Figura 4.12: Comparacao do erro maximo obtido do EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para a posicao.

E possivel observar na Figura 4.11 e na Figura 4.12, respetivamente, o RMSE da Posicao e
seu valor do erro maximo em funcio do instante t, em segundos. E possivel perceber que o
RMSE apresenta valor inicial nulo e que aumenta e atinge um intervalo estavel para os
filtros PSELIKA e EKF apos aproximadamente 800 segundos e para o PSELIKA-MLP para

aproximadamente 4500 segundos, e 0 mesmo ocorre para o erro maximo.

Como é possivel perceber de ambos graficos o desempenho do filtro PSELIKA é bastante
reduzido no seu inicio de funcionamento pois atinge um pico de RMSE de
aproximadamente 160 km e um erro maximo de pouco mais de 1600 km. Isso deve-se ao
facto que a matriz inicial de covariancia P, difere-se bastante do valor correto, e neste caso
o filtro necessitou de diversos instantes de tempo até atingir um desempenho estavel. O
mesmo nao ocorre para os outros filtros que gradualmente foram aumentando o valor de

RMSE e erro maximo até atingir um intervalo de valores estével.

Ainda assim, apesar de apresentar o valor elevado de RMSE e erro maximo, apos a
estabilizacdo o PSELIKA apresenta o melhor desempenho dos demais filtros com um valor
médio de RMSE de aproximadamente 74 km, seguido do EKF com aproximadamente 81
km e por fim o PSELIKA-MLP com 100 km. E importante notar que o RMSE para o
PSELIKA-MLP apresenta um comportamento quase estavel aos 800 segundos, mas
continua aumentando gradualmente até os 3000 segundos e depois retorna aos 4500

segundos para uma fase mais estavel.

Em relacao aos valores de erro maximo no periodo estavel os trés filtros apresentam valores

relativamente proximos, mas o PSELIKA apresenta o melhor desempenho dos demais
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filtros com um valor médio de erro maximo de aproximadamente 279 km, seguido do EKF

com aproximadamente 281 km e por fim o PSELIKA-MLP com 299 km.
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Figura 4.14: Comparacao do erro maximo obtido do EKF, PSELIKA e PSELIKA — MLP para a velocidade.

E possivel observar na Figura 4.13 e na Figura 4.14, respetivamente, o RMSE da velocidade
e seu valor do erro maximo em funcao do instante t, em segundos. E possivel perceber que
o RMSE apresenta valor inicial nulo e que aumenta e atinge um intervalo estavel para os
filtros PSELIKA e EKF apo6s aproximadamente 800 segundos e para o PSELIKA-MLP para

aproximadamente 4500 segundos, € 0 mesmo ocorre para o erro maximo.

Como ¢ possivel perceber de ambos graficos o desempenho do filtro PSELIKA é bastante

reduzido no seu inicio de funcionamento pois atinge um pico de RMSE de

85



aproximadamente 17 km/s e um erro maximo de aproximadamente 65 km/s. Isso deve-se

pelos mesmos motivos da posi¢do, com as mesmas observacoes.

Ainda assim, apesar de apresentar o valor elevado de RMSE e erro maximo, apos a
estabilizacdo o PSELIKA apresenta o segundo melhor desempenho dos demais filtros com
um valor médio de RMSE de aproximadamente 1.297 km/s. O melhor desempenho é do
filtro EKF com aproximadamente 1.289 km/s e por fim o PSELIKA-MLP com 1.511 km/s. E
importante notar que o RMSE para o PSELIKA-MLP apresenta um comportamento quase
estavel aos 800 segundos, mas continua aumentando gradualmente até os 3000 segundos

e depois retorna aos 4500 segundos para uma fase mais estavel.

Em relacao aos valores de erro maximo no periodo estavel os trés filtros apresentam valores
relativamente proximos, mas o PSELIKA apresenta o melhor desempenho dos demais
filtros com um valor médio de erro maximo de aproximadamente 4.997 km/s, seguido do

EKF com aproximadamente 5.005 km/s e por fim o PSELIKA-MLP com 5.361 km/s.

Em relacdo ao desempenho do filtro para este radar, é de se notar que os valores de erro
apresentados em ambos os graficos sao bastante elevados se comparados com radares reais.
Entretanto, neste caso trata-se de um radar hipotético em que o valor do desvio padrao da
distancia medida é muito superior aos existentes pois apresenta-se em quilometros,
servindo apenas como um exemplo do funcionamento e comparacao entre filtros. Como
termos de comparagdo o RMSE médio para a medicao da posi¢ao é de aproximadamente
550 km enquanto o erro maximo médio é de aproximadamente 1250 km, o que mostra que

os filtros sdo realmente capazes de reduzir os erros de medicao de maneira eficaz.

4.2.3.2 Complexidade Temporal

Em relacao a complexidade temporal dos filtros a comparacao foi feita da mesma forma que
o caso anterior com base no tempo médio de execucao dos algoritmos ap6s 1000 simulagoes
de Monte Carlo. A comparacdo também ser feita em relacdo ao algoritmo PSELIKA-MLP

com o ganho ou perda relativa de tempo em relagio aos outros filtros.

Os resultados obtidos foram um ganho de aproximadamente 23.20% de tempo em
comparacao ao algoritmo PSELIKA e um ganho de aproximadamente 46.34% de tempo em
comparacao ao algoritmo EKF. O algoritmo PSELIKA-MLP foi mais rapido em relacao aos
outros algoritmos, o que ja era esperado, visto que a rede neuronal utilizada é bastante
simples. Os desvios padroes associados sdo de aproximadamente 1.045% e 0.4471%

respetivamente.

As razoes para que os outros algoritmos apresentem tempo de processamento superior sao

0S mesmos que para o caso anterior, visto que os algoritmos nao se alteraram. Entretanto,
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neste caso o algoritmo EKF pode-se aproximar em tempo computacional se comparado ao
PSELIKA visto que a dimensao do problema foi reduzida de sete estados para o que reduz
o numero de calculos. O mesmo aconteceu para a rede neuronal que apresenta 100

neurdnios em comparacao aos 200 neurédnios do primeiro caso.

4.2.3.3 Complexidade Espacial
O método de comparacao espacial sera o mesmo apresentado para o caso anterior.

O algoritmo PSELIKA-MLP foi o que apresentou maior uso de espaco de memoria com um
total de 20336 bytes utilizados sendo destes 19056 bytes utilizados apenas para a execucao
da rede neuronal implementada, que inclui as matrizes dos parametros da rede neuronal e
os fatores utilizados para a padronizacao do estado, correspondendo a aproximadamente
93.71% do espaco total necessario. Em segundo lugar o algoritmo EKF necessitou de 1904
bytes seguido do PSELIKA com 1808 bytes, ocupando 90.01% e 90.51% a menos de espago

de memoria respetivamente.

4.3 Comentarios

Os resultados obtidos para os dois casos demonstram a capacidade do filtro PSELIKA-MLP
de reduzir consideravelmente os custos computacionais mantendo uma exatidao proxima
dos algoritmos originais. Entretanto, em termos de complexidade espacial, mantém-se

muito acima dos outros dois.

Em relacao ao filtro UKF, nao foi feita uma comparacao com os outros filtros visto que a
exatidao e a complexidade temporal sdo bastante distintas. Como mencionado no capitulo
2 a exatidao do UKF é muito superior aos outros dois métodos e tem como contraparte o
aumento do tempo computacional devido as diversas etapas de calculo que s3o efetuadas,

sendo proporcionais a dimensao do estado.
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Capitulo 5 — Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Determinar o estado atual de um sistema nao-linear em constante mudanca com base em
dados imperfeitos é um desafio fundamental em diversos campos, como engenharia de
controle e processamento de sinais, sendo este processo chamado de filtragem ou

estimacao.

No ambito aeroespacial apresenta importancia eminente, uma vez que a aplicacao pratica
dos métodos de estimacao requer exatidao e rapidez com o menor custo possivel em termos
computacionais e financeiros. O grande desafio enfrentado é justamente a capacidade de
estimar o estado de sistemas de elevada complexidade oriundo das nao-linearidades que o
descrevem ou que ndo foram capazes de ser modeladas, além das perturbacgdes presentes

nos dados adquiridos por conta dos instrumentos utilizados.

Tendo em vista essas necessidades, as redes neuronais tém muito potencial no contexto de
filtragem, visto que sdo capazes de armazenar e retornar conhecimento experimental,
permitindo calcular um valor de saida com base em um valor de entrada, aproximando um
conjunto de dados a uma funcao nao-linear. Se forem corretamente treinadas, estas podem
servir como ferramentas essenciais que integrariam e tornariam os processos de filtragem

ainda mais precisos e rapidos, podendo ser utilizadas em conjunto a diferentes métodos.

Neste contexto, diversos métodos de filtragem foram desenvolvidos nas dltimas décadas,
tentando solucionar este problema, sendo o filtro de Kalman e seus derivados as
ferramentas mais utilizadas. O filtro de Kalman estendido (EKF) é o mais conhecido e
utilizado, e é baseado no pressuposto de que a realizacao de uma linearizacdao em torno do
estado estimado atual é suficiente para lidar com as nao-linearidades do sistema. Apesar de
permitir uma solucdo simples para diversas aplicagoes, apresenta algumas limitagdes que
incluem principalmente o seu comportamento erratico e divergente quando o estado inicial

¢ muito distinto do correto ou para sistemas muito nao-lineares.

Outras solucoes foram implementadas tentando suprir estas deficiéncias como, por
exemplo, a implementacao de métodos de filtragem adaptativa, construcao de um modelo
estatistico que se adeque ao sistema referido através de uma selecao cuidada de um conjunto
de pontos durante a filtragem de Kalman Unscented, ou até mesmo a transformacao do

modelo nao-linear para uma estrutura pseudo-linear com coeficientes dependentes do
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estado, ou pseudo-linear, dando origem a filtragem de Kalman Pseudo-linear (PSELIKA -

Pseudo-Linear Kalman Filter).

A vantagem do método PSELIKA é justamente o facto de apresentar uma estrutura pseudo-
linear onde é possivel aplicar métodos da filtragem Kalman linear, além de capturar bem as
nao-linearidades do sistema. A sua grande limitacdo é o facto de necessitar realizar
inversoes matriciais durante o seu algoritmo o que pode levar a processos de elevada

complexidade computacional para sistemas com muitas dimensoes.

Assim, aproveitando a sua vantagem de apresentar uma estrutura pseudo-linear, esta
dissertacao propoe a utilizacdo de uma rede neuronal do tipo Perceptron de Miultiplas
Camadas (MLP - Multilayer Perceptron) com o objetivo de estimar a matriz de ganho para
um certo estado sem a necessidade de estimar a matriz de covariancia associada, tendo

como principal objetivo a reducao do custo computacional original do algoritmo PSELIKA.

Primeiramente, foi feita a analise de alguns dos principais métodos de filtragem nao-linear
nomeadamente o EKF, UKF e PSELIKA, com as suas principais vantagens e limitacoes,
identificando a principal razdo do algoritmo PSELIKA ser utilizado como base.
Segundamente, foi examinado o funcionamento de algumas arquiteturas de rede neuronal
e suas as principais aplicagoes, assim como suas vantagens e limitacoes associadas que
fizeram a escolha da rede do tipo MLP ser clara para esta aplicacdo. A seguir, foi feita uma
breve anélise dos métodos ja desenvolvidos de integracao entre NNs e métodos de filtragem,
seguida da descrigao das técnicas e algoritmo implementado para integracdo de uma rede
neuronal MLP ao algoritmo de filtragem PSELIKA, que foi denominado PSELIKA-MLP.

O método PSELIKA necessita da estimacao da matriz de covariancia para que a matriz de
ganho seja calculada na etapa de correcao do filtro, e isso pode ser feito a partir da solucado
da equacgdo de Riccati associada ao modelo. Visto que a equacdo depende apenas das
matrizes que descrevem os modelos do sistema e de medigdo, ao assumir que as matrizes
de covaridncia do erro de processamento e de medi¢do sdo constantes é possivel estimar a
matriz de covariancia do erro de estimacdo apenas a partir do valor do estado do passo
anterior. Assim, permite que o calculo da subsequente matriz de ganho associada seja feito
a priori e possa ser estimada a partir de uma rede neuronal que descreva uma funcao nao-

linear recebendo como argumento apenas o vetor de estado.

Para que esse algoritmo fosse possivel de ser implementado foram apresentadas algumas

técnicas que incluem:
-Método de factorizacao de uma funcao nao-linear para uma estrutura pseudo-linear;

-Definicao do dominio do sistema para o treinamento de rede;
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-Estrutura da rede neuronal aplicada a etapa de corre¢ao da filtragem;

-Treinamento e validacao da rede neuronal.

Por fim, a utilizacao do filtro PSELIKA-MLP foi validada nos seguintes casos de estudo:
-Caso 1: Estimacao da atitude e taxa angular de um veiculo aeroespacial;

-Caso 2: Estimacao da orbita de um satélite artificial.

O objetivo no primeiro caso era estimar a atitude e a taxa angular de um veiculo aeroespacial
com base em medic6es ruidosas do vetor de quaterniao que descreve a atitude do satélite
segundo um referencial fixo, para um valor de estado inicial desconhecido. O objetivo no
segundo caso era estimar os valores de posicao e velocidade de um satélite artificial em

orbita a partir de medi¢oes extremamente ruidosas de um radar hipotético.

A validacao foi feita a partir da comparacao do algoritmo PSELIKA-MLP com os algoritmos
PSELIKA e EKF. As comparacgoes serao feitas em termos de exatidao na estimacao, além da

complexidade temporal e da complexidade espacial.

Para que houvesse relevancia estatistica dos resultados foram efetuadas dez mil simulacoes
de Monte-Carlo onde o termo aleatorio € o ruido branco adicionado as medigoes, que segue

uma distribui¢do gaussiana e viés nulo.

Para a comparacao da exatidao utilizou-se dois métodos, o RMSE (Root Mean Squared
Error) e a norma infinita ou erro maximo de cada amostra. Em relacdo a complexidade
computacional, mediu-se o tempo médio de execucao dos algoritmos para mil simulagoes
de Monte-Carlo. E em relagiao a complexidade computacional, foi medido o espago ocupado

pelas variaveis guardadas e utilizadas para todos os calculos intermédios de cada algoritmo.

Para o primeiro caso, os trés algoritmos apresentaram valores semelhantes de estabilizacao
apresentando praticamente o mesmo desempenho em termos de exatidao. Entretanto, o

PSELIKA converge para o valor estavel mais rapidamente.

Em relacdo a taxa angular, ocorre estabilizacdo para os trés algoritmos dos valores de RMSE
e norma infinita para valores aproximadamente 0.009 rad/s e 0.026 rad/s, proximo dos 25
segundos. Em relacao aos vetores de quaterniao a estabilizacao ocorre para o RMSE de
aproximadamente 0.013 e para o erro maximo de aproximadamente 0.035, proximo dos 25

segundos.

Em relacdo a complexidade temporal, o algoritmo PSELIKA-MLP foi o que teve o menor
tempo computacional sendo 23.50% mais rapido que o PSELIKA e 60.23% mais rapido que
o EKF.
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Ja em relacao a complexidade espacial, pelo facto de necessitar armazenar as matrizes da
rede neuronal o algoritmo PSELIKA-MLP foi o que apresentou maior uso de espacgo de
memoria com um total de 59880 bytes necessarios principalmente por utilizar 200
neurdnios em sua camada escondida. Em segundo lugar o algoritmo EKF necessitou de
2472 bytes seguido do PSELIKA com 2360 bytes, ocupando 95.77% e 95.96% a menos de

espaco de memoria respetivamente.

Para o segundo caso, os trés algoritmos apresentaram valores diferentes de estabilizagao
apresentando desempenhos distintos quanto ao comportamento e exatidao. O algoritmo
PSELIKA, diferentemente dos outros, apresentou dificuldades em estimar corretamente o
valor do estado nos instantes iniciais a partir dos valores de estado e matriz de covariancia
de erro de estimacao iniciais. Contudo, ap6s a convergéncia e estabilizacao dos valores de

erro foi o algoritmo com os valores de erro menores.

Em relacdo a posicdo, ocorre estabilizagdo para o PSELIKA, EKF e PSELIKA-MLP
algoritmos em torno dos valores de RMSE de 74 km, 81 km e 100 km respetivamente. Para
a norma infinita ocorre estabilizacdo do valor médio de aproximadamente 279 km, 281 km

e 299km respetivamente.

Em relacdo a velocidade, ocorre estabilizacdo para o PSELIKA, EKF e PSELIKA-MLP
algoritmos em torno dos valores de RMSE de 1.297 km/s, 1.289 km/s e 1.511 km/s
respetivamente. Para a norma infinita ocorre estabilizacio do valor médio de

aproximadamente 4.997 km/s, 5.005 km/s e 5.361 km/s respetivamente.

Em relacdo a complexidade temporal, o algoritmo PSELIKA-MLP foi o que teve o menor
tempo computacional novamente sendo 23.20% mais rapido que o PSELIKA e 46.34% mais

rapido que o EKF.

Ja em relacdo a complexidade espacial, pelo facto de necessitar armazenar as matrizes da
rede neuronal o algoritmo PSELIKA-MLP foi o que apresentou maior uso de espaco de
memoria com um total de 19056 bytes necessarios principalmente por utilizar 100
neurdnios em sua camada escondida. Em segundo lugar, o algoritmo EKF necessitou de
1904 bytes seguido do PSELIKA com 1808 bytes, ocupando 90.01% e 90.51% a menos de

espaco de memoria respetivamente.

Dos resultados, é possivel perceber que o filtro PSELIKA-MLP apresenta resultados
proximos em termos de exatiddo, com uma reducdo consideravel em termos de custo
computacional se comparado com os outros dois métodos. Ainda assim, apresenta uma
limitacdo em termos de espaco de memoria necessario, sendo necessario muito mais
memoria que os demais, justamente pela necessidade de armazenar as matrizes dos

parametros de rede.
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Ainda assim, o PSELIKA-MLP é um método muito experimental em que a alteracao de
diversos parametros na etapa de treinamento da rede pode afetar drasticamente os

resultados em termos de exatidao, complexidade temporal e espacial.

Na etapa de treinamento, a definicdo do dominio de treinamento e método de selecdo do
conjunto de treinamento é de extrema importancia, uma vez que, por exemplo, um dominio
muito grande com poucos pontos pode resultar em menor exatidao, mas uma maior

robustez do filtro e vice-versa, mas seu impacto nao foi avaliado neste trabalho.

Da mesma forma, selecionar um ntimero muito baixo de neur6nios por camada pode
reduzir a exatidao do filtro, enquanto o caso contrario pode levar a treinamentos e aplicagao

da rede neuronal com elevados custos computacionais.

Além disso, o método de factorizacdo selecionado também deve ser analisado de forma a
otimizar a exatiddo do algoritmo para cada caso, uma vez que ha uma infinidade de

parametrizacoes que podem ser implementadas.

Se métodos efetivos de otimizacao dos demais parametros e hiper-parametros de rede
forem implementados de forma a garantir robustez e desempenhos aceitaveis
consistentemente, o algoritmo PSELIKA-MLP pode se tornar um bom método alternativo
ao PSELIKA e EKF, principalmente em aplicacoes onde o custo computacional deve ser

reduzido ao maximo.

5.2 Trabalhos Futuros

Uma parte muito interessante da ciéncia € que a descoberta ou desenvolvimento de um
campo de pesquisa pode abrir portas para a evolugdo de outro campo. O estudo e
aperfeicoamento das redes neuronais ao longo dos anos permitiu que diversas tarefas que
eram antes muito dificeis ou custosas computacionalmente fossem implementadas de

forma simples.

Esta dissertacdo tem como objetivo introduzir uma rede neuronal a filtragem de Kalman
pseudo-linear para aplicacbes aeroespaciais, tentando superar a sua principal limitacao,
com o algoritmo PSELIKA-MLP. Os resultados sdo promissores, mas a sua implementacao
necessita de uma abordagem mais pragmatica e otimizada, com uma analise mais
aprofundada de como projetar a rede neuronal e o sistema pseudo-linear de forma a
garantir robustez e exatidao do filtro, além de manter o custo computacional baixo que é o

principal objetivo.

Além disso, os casos de estudo sdo apenas uma infima parte de tudo aquilo que pode

aplicado a partir deste algoritmo, sendo necessario, a seguir, expandir esta analise para
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outros casos que podem ou nao estar incluidos na area aeroespacial e utilizar este algoritmo

para dados reais.

Por fim, este algoritmo assume condicgoes estatisticas constantes, entdo, apos a aplicacao
das consideragbes anteriores, seria interessante experimentar uma abordagem adaptativa
onde as matrizes de covariancia do erro de processamento e medicao se alteram ao longo

do funcionamento do filtro.
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Anexos

Anexo A — Algoritmo de Backpropagation

O algoritmo de Backpropagation encontra-se descrito a seguir. As notacoes utilizadas sao

as mesmas presentes no corpo do trabalho principal.

Primeiramente, define-se §! como o erro no neurénio i da camada [ por [114]:

5l_a_L (A.1)
1_6(} 1

Para saber quanto esta quantidade esta relacionada com o erro, assuma uma mudanca no

valor de ¢} de A¢}. O valor da func¢o de custo entdo mudard numa quantidade de j_;z Ag =
i

8!A¢! [113]. Se &} for grande, entdo o neurdnio esta longe do seu valor 6timo e a alteracio
na funcdo de custo seré relativamente grande. Caso contrario, se 8! for pequeno entfo o
neurénio estd préoximo do valor 6timo e a funcdo custo permanecera praticamente
constante. Entdo, 6 é a medida de quio préximo um neurdnio encontra-se de seu valor

6timo.

O erro na camada de saida 5 pode ser facilmente calculado com a regra da cadeia presente

em céalculo.

oL aL o S oL APy oL
ak _ (Ck) _

— = (A.2)
9P " {4 0af 03P~ £y} 3CP  9af

6P =

uma vez que a ativacdo al = {P depende somente de ¢ quando i=k. Utilizando (A.2), pode-
se entdo propagar para tris através da rede para calcular outros §;. Estes podem ser

calculados de uma forma similar a da camada de saida [113]:

l+1

L L g
5[ — — 6‘l+1 Wl+1a + bl+1
i afil £ Il€+1 afl Z l+1 E k

(A.3)
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A derivada da funcao de ativacdo ReLU na camada escondida pode ser descrita por uma
funcio Heaviside com argumento ¢}, que neste caso est4 representada por step(¢}) na

equacao (A.3).

Entao, ao calcular o erro na camada de saida € possivel utilizar (A.3) para calcular o erro em
todas as outras camadas. Por esta razao, o algoritmo é chamado “backpropagation”, ja que
a propagacao ¢ feita para tras através da rede. Apos isso, € possivel relacionar os erros com

as derivadas em relacao aos pesos e vieses. A derivada em relacao aos vieses é dada por:

N;
oL oL ¢t oL
OL N\ 0L %k O _ (A4)
0b; £&403;0b} 0

gk

Na equagdo (A.4), 2%,

dentro do somatério é numericamente igual ao Kronecker delta, o

qual sera representado por &;;. Isto acontece porque o termo {} depende apenas de b}
quando i = k. O Kronecker delta representa o elemento da linha i e coluna j de uma matriz
ondesei = j entdo §;; = 1, caso contrario §;; = 0, 0 que representa uma matriz identidade.
A derivada em relacao aos pesos é dada por:

Ni—4

N; 1 N;
oL L ag. oL 0

=) —m——F= ) ——7 wiabt + bl
oW, kzla(,gawil]. kzla(,iawilj. Z‘l mem

(A.5)

Ny Nj—1

oL B
k=1 m=1

Representado os resultados em notacao vetorial obtém-se [113]:
{ 6P = VoL (A6)
sl = (W1+1)T51+1 O step(zY) )

oL
S5
oL _i\T
Wzal,(al 1)

l
(A7)
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Anexo B — Neural Kalman State Estimation with Aerospace

Applications (to be submitted, preliminary version)

Authors: Felippe Ferreira da Silva and Kouamana Bousson
Abstract

The search for more efficient and lower-cost methods for estimation or filtering, mainly in
the aerospace area, has promoted the development of several methods, each with its
advantages and limitations, one of the main limitations being computational cost. This work
investigates the integration of a Multilayer Perceptron (MLP) neural network with the
Pseudo-linear Kalman filter (PSELIKA), named PSELIKA-MLP, with the aim of calculating
the gain matrix and reducing the computational cost, while maintaining the filter's accuracy
as much as possible. The validation of this method was done through the case study of
estimating the angular rate and attitude of an aerospace vehicle based on quaternion
measurements. Using numerical simulations, the PSELIKA-MLP algorithm was compared
with PSELIKA and the Extended Kalman Filter (EKF), in terms of accuracy, in addition to
temporal and spatial complexity. The results show a considerable reduction in the
computational time of the proposed method, maintaining similar accuracy to the original

algorithm, at the cost of greater storage space required for the process.
Keywords

Non-Linear Filtering; Pseudo-Linear Kalman Filter; Reduction of Computational Cost;

Artificial Neural Networks; Aerospace applications.
1 - Introduction

In order to use the various inventions developed in engineering in a safe and planned way,
it is necessary to have knowledge of the different parameters or states that describe the
dynamics of the system in question. The instruments were developed to measure states,
however it is not possible to measure them perfectly, since there are disturbances from
different sources and even the instrument itself can generate noise during the

measurement.

The term filtering or estimation covers the set of techniques and algorithms with the
objective of obtaining better estimates of the states of a system based on imperfect
measurements made [1]. The appropriate method depends on several factors such as the

complexity of the system, the nature of the noise and the availability of data.
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Several methods have been developed over the last few decades, one of the most famous,
serving as a conceptual basis, is the linear Kalman filter, which is considered the optimal
filter for linear systems [2]. However, most dynamic systems present in engineering are
non-linear, which limits the use of this filter. Other methods have been developed so that
they can be applied to non-linear systems, such as the famous Extended Kalman Filter
(EKF) and the Pseudo-Linear Kalman Filter (PSELIKA), among many others.

The EKF is the most famous non-linear estimation filter, which uses as a basis the
linearization of the system around the estimated state to calculate the various matrices that
describe the dynamics of the system. Despite having been used in several applications, it
presents serious limitations since it presents erratic and possibly divergent behavior in very

non-linear systems or in very imprecise initial estimates [1], [3], [4].

The PSELIKA aims to reduce these limitations as it restructures the non-linear model into
a pseudo-linear format, which allows the application of linear techniques, such as linear
Kalman filtering for state estimation, but capturing the non-linearities of the system [5],

[6].

Like the previous method, this one also has limitations, precisely due to the need to solve
the Algebraic Riccati equation associated with the system model and perform matrix
inversions to calculate the filter gain matrix in real time. These two processes significantly
increase the computational cost of the filtering method, so a method of reducing this cost is

necessary.

Therefore, a tool that has been integrated into filtering methods with the aim of improving
their performance and reducing computational cost is the artificial neural network which
appears as a solution to this problem. This can be described as a set of non-linear functions

capable of obtaining experimental knowledge through a learning process. [7]

With the intention of reducing the main limitation of the PSELIKA estimation method,
taking advantage of presenting a pseudo-linear structure, this work proposes the integration
of a Multilayer Perceptron (MLP- Multilayer Perceptron) neural network into the PSELIKA
algorithm, with the main objective of reducing the original computational cost, finally

implementing and validating an algorithm called PSELIKA-MLP.

Since it is possible to apply linear estimation methods to pseudo-linear systems, as they
present a quasi-linear structure with state-dependent parameterization, it enables the off-
line calculation of the covariance matrices of the estimation error and consequently the

gain, by solving the Algebraic Riccati equation associated with the system.
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By training a neural network to obtain the value of the gain matrix from a non-linear
regression, it is possible to reduce the computational cost of this step. This method will then
be validated in the case study of estimating the attitude and angular rate of an aerospace

vehicle.

This work is structured as follows: firstly, the problem will be presented more completely,
then the algorithm will be presented with the aim of reducing the problem and finally an
implementation example will be used to validate the implemented algorithm, as well as

comments and conclusions about it.
2 - Problem Statement

Linear Kalman filtering is considered the optimal estimator for linear systems [2]. However,
most existing dynamical systems are non-linear in nature. As this method cannot be
implemented in non-linear systems, several methods have been developed to try to

overcome this difficult non-linear estimation problem.
2.1 - EKF

Since the optimal Bayesian solution to the problem requires complete knowledge of the
probability density function of the variables, it ends up not being viable in practice [3].
Therefore, several methods have been developed in order to approximate this estimator,
such as the extended Kalman filter, which, as the name suggests, is an extension of the filter

already presented for non-linear problems [1], [8], [9].

This filter consists of the linearization of the non-linear functions that represent the
dynamic model of the system and the measurement model, based on approximations of the

Taylor series that define the non-linear functions [8], [9], [10].

Being used in several applications and precisely due to its ease of implementation and low
computational cost, this filtering method is recommended as the first type of estimator for
different types of systems [1], [4]. However, this filter must be used with caution since initial

estimates that differ too far from the current state may result in divergence of the filter [1],

[3], [4].

The equations that constitute the extended Kalman Filter algorithm for nonlinear systems

with discrete measurements can be found in Table 1 [1].

System Model x(@) = f(x(@),t) +w(t); w(t)~N(0,Q())

Measurement Model Ze = he(x () + v, k=12,...; v~N(O,Ry)
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Initial Conditions x(0)~N (%o, Py)
Other Assumptions Ew(t)vi]=0Vket
State Estimate Prediction £(t) = f(R(D), 1)
Error Covariance Prediction P(t) = F(&(t),t)P(t) + P(t)FT ((t),t) + Q(t)
Correction of the State £ () = 2 (<) + Ki [z — hi (R ()]
Estimate
Kalman Gain Matrix K = Pe(HE (%1 (9))[Hi(2 () Pe(DHE (8 () + R
Error Covariance Correction Pe(+) = [I = K He (R ()P ()
af (x(t),t

Definitions rEoe= % |x(f)=’?(f)

H (2 () = % |x=3?k(—)

Table 1: Summary of Extended Continuous-Discrete Kalman Filter Equations.

The main difference between the conventional filter and the extended version is that the
gain matrix K;, is a random variable that depends on the estimate £(t) through the matrices
F(x(t),t)and H, (J?k (—)) [1]. This results from the fact that it was chosen to linearize the
matrices f and hj, based on the estimate of x(t). Therefore, the K} values must be calculated
in real time and cannot be pre-computed, with the estimation accuracy being dependent on

the trajectory [1].

Since the P, matrix in the equations in Table 1 is only an approximation of the true
covariance matrix, there is no guarantee that the estimate obtained will be close to the true
optimal estimate. However, EKF can perform good approximations in several important
practical applications [1]. Furthermore, due to the similarity to the linear Kalman filter
itself, and in computational terms, this method tends to be used in the first instance for

cases of non-linear filtering [1].
2.2 - PSELIKA

The Pseudo-Linear Kalman Filter (PSELIKA) is an ordinary linear Kalman filter where the
State-Dependent Coefficients (SDC) are a function of the best available estimate. This filter
is fundamentally based on the problem of stabilization or regulation of a non-linear system,
through a Linear-Quadratic Regulator (LQR), using the solution of the state-dependent
Algebraic Riccati Equation [5], [11].
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Due to the duality between the LQR and the Kalman Filter, it is possible to extend the SDRE
concept to Kalman filtering [12]. In both cases, there is a need to solve the Algebraic Riccati
equation, which is the optimal solution to the problem, and by applying the concept of
factorization it is possible to transform a non-linear system into a pseudo-linear structure,
which thus allows the application of the concepts of Linear Kalman Filtering, if the state
values are considered constant throughout a filtering step. Thus, this method presents

Pseudo-linear Kalman Filter terminology.

Performing the discretization of the system and using the concepts of Linear Kalman

filtering [2], the equations for the discrete PSELIKA in Table 2 are obtained [13].

System Model X = Agp_ )2 + Bap, U1 + wie_g, wie~N(0, Q)
Measurement Model Z = Cr () xy + vy, v ~N (0, Ry)

Initial Conditions E[xo] = o, E[(xg — £¢) (xo — %) = P,

Other Assumptions Elwev]] =0V, k

State Estimate Propagation (=) = Agp_, (X1 (+) + Bgy_, (U1

Error Covariance Propagation Pe(=) = Agy_, )Py () Ag;_ () + Qpr (%)
Correction of the State () = 2, (=) + K[z — C ()2 ()]
Estimate

Error Covariance Correction P (+) = [I = K, Ci ()P ()

Kalman Gain Matrix Ky = Po(5)Ce ([ ()P () C (%) + Ry ()]}

Table 2: Summary of discrete pseudolinear Kalman filtering equations.

The great advantage of using this filter, in relation to EKEF, is its robustness to large errors
in determining the initial estimate and disparity in the model definition [14], with its
counterpart being the possible increase in computational cost [4], due to the need to solve
the Riccati equations. Even so, since it presents a pseudo-linear structure, it is possible to
use linear Kalman filtering methods in its formulation, which allows an off-line calculation

of the system's gain matrices.

However, the limitation is found during the process of solving the Riccati equation to
determine the covariance matrix of the estimated state error, since it is exhausting from a

computational point of view, requiring matrix inversions that increase its complexity in
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proportion to the number of dimensions present in the system model. There is, therefore, a
need for a method that reduces the computational cost of the PSELIKA filter, while
maintaining its filtering accuracy as much as possible, which was possible with the
PSELIKA-MLP filter.

3 - Neural Kalman Filtering

Combining neural networks with Kalman filtering is a topic that has been addressed for
more than two decades [15], [16]. Filtering methods have been used as an aid tool for
training neural networks in various applications and neural networks have been used with

the aim of improving filter performance or reducing its computational cost.

Since linear Kalman filtering methods can be applied to models that have a pseudo-linear
structure, it is possible to take advantage of the structure of Pseudo-linear Kalman filters
and use an MLP neural network to calculate the system gain matrix in function of the
current state estimate and the processing error covariance matrices Q and measurement
error R. This can be done if the non-linear function that describes the dynamic system
presents the condition f(0) = 0 [6]. Thus, the idea would be to use a non-linear function to

approximate the K gain matrix using the current estimated state as an argument.

The Kalman gain matrix K can be pre-calculated for a certain state vector value by solving
the Discrete Algebraic Riccati Equation (DARE) associated with that system in that state
[6], [17]. This property of systems with a pseudo-linear structure allows the values of the K
matrices to be used as target values for training a non-linear regressor type neural network

depending on the respective estimated state.

The range of possible states must be selected before training to cover as much as possible

the system's states during the algorithm's operation.

Consider the following equations that describe the system and measurement model already

factorized and discretized:

X = AqO—1)xp-1 + BaOtp—)Up—1 + wi—q
(3.22)
z, = C(xp)xy + vy

The DARE associated with the state vector x; allows finding the value of the covariance
matrix P,, which then allows the calculation of the gain matrix K;, the target Y, of the

neuronal network, based on equation [6]:

Y{ = Ki = (CePyCf + R) ' C P AL (X—1) (3-23)
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To find the matrix Py it is necessary to solve the following DARE [17]:

Ag () PeAl (1) — P — (Ag (-1 P G (Ry + CkPkCII)_l(CI:PkAg(xk—l)) + Qk
=0

(3.24)

As can be seen, to solve DARE it is necessary to obtain the values of A;(xy_1), Cx, Qx and
Rj.. The method that will be used to solve the DARE will be based on the dlqr(*) function of
the Matlab software [18], which presents as output the values of K;, and P, for the given

equation. Thus, the K;, matrix will be calculated with respect to the x;_; value.

The transition matrices are obtained through continuous model discretization methods [2].
The propagation method that will be used for the filters will be integral approximation. This
method assumes that the input values in the system are constant during the period in which

they are applied, also known as zero-order hold [19].
3.1 - Training and validation of the neural network

The neural network will be trained using the scikit-learn (sklearn) library available for the
Python programming language as an aid tool. This library presents several training models,
and the one that was selected for this algorithm was MLPRegressor (Multilayer Perceptron

Regressor), with the 'Ibfgs' [20] or L-BFGS [21] solution method.

It is important to mention that the argument values in both training cases must be
standardized, that is, they must be changed so that the final mean of the values is zero, with
unit standard deviation, so that the training process is more effective [22]. The
standardization model must be applied to any argument value used in the final neural
network. The same process is not necessary for the target network value and can be changed

according to the required performance.

The coefficient of determination, or R?, will be used as a method of evaluating the
performance of the MLPRegressor model. One of the most used equations for calculating

R? is described below, which will be used to measure network performance [23]:

iYi_?iZ -1

Where Y; represents the estimated or predicted value of observation Y; and Y; represents the

average of the m observed values.
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It is important that the set of test elements is not contained in the set used for training, to
avoid the occurrence of a phenomenon called overfitting, where the neural network returns

accurate values for the training data, but not for new data.
3.2 - Proposed Algorithm — PSELIKA-MLP

The training process is quite experimental, and it is necessary to carry out multiple
experiments to obtain the best performance, since the optimization algorithm can be
trapped in some local minimum. The main factors that change the performance of the filter
are the form of factorization of non-linear functions, the covariance matrices Q (t) and R(t),
the definition of the domain, the distribution of selected domain points in addition to the

number of layers and neurons per layer.

Considering all the points mentioned, Table 3 describes the NN (Neural Network) training
algorithm and Table 4 the PSELIKA-MLP (Pseudo-linear Kalman Filter with Multi-Layer
Perceptron) algorithm [24].

1 Training initialization N,

1.1 Selection of the set of state vectors x; for Domain={x;},

training

1.2 Selection of filter covariance matrices Qo = Qinitiat» Ro = Rinitial

1.3 Associated DARE solution [Pc] = dlqr(AL, CT, Qx, Ry)

1.4 Calculation of the K, gain matrix YT = KF = (C,PCY + R) 2 C P AT (xp—1)
1.5 Selecting the number of hidden layers layers=1

1.6 Selection of the number of N, neurons for neurons = N,

each layer

2 N, training

2.1 Use of the L-BFGS method MLPRegressor-Method="lbfgs’

2.2 N, performance value Coefficient of determination R*

Table 3: PSELIKA-MLP filter training algorithm.

1 Filter initialization

Assume initial state vector Xo(+) = x4

2 State Estimate Propagation

State propagation equation (=) = Ag)_, (X1 (+) + By, (uge—q
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3 State estimate correction

Calculation of the gain matrix K Ki=Neorr Ri-1(+))

State correction equation R (+) =R () + Ky [23-Cre ()R ()]

Table 4: PSELIKA-MLP filter algorithm.
4 - Application
This section’s main objective is to validate the use of MLP-type neural networks to calculate
the gain matrix according to the methods proposed in the previous section. The case study

in question is the estimation of the angular rate and attitude of an aerospace vehicle based

on quaternion measurements [13].

Validation will be done by comparing the PSELIKA-MLP algorithm with the PSELIKA and
EKEF algorithms. Comparisons will be made in terms of estimation accuracy, in addition to
temporal complexity, that is, computational time, and spatial complexity, that is, number

and size of parameters and variables used during the algorithm.

The following subsection presents the mathematical models that describe the angular
dynamics of an aerospace vehicle, as well as in its pseudo-linear format with the
factorization used for the model used in the PSELIKA and PSELIKA-MLP filter. The same

is done for the data observation model.

4.1 - Dynamic Model

The angular dynamics equation of an aerospace vehicle can be described as follows [25]:
[Scd) + h’SC + w X ([Scw + hsc) = TSC (4.40)

In this case, I corresponds to the vehicle's inertia matrix, w the vehicle's angular rate
vector, hg. the vector of the angular momentum of the vehicle's momentum wheels and T,

the sum of the external moments applied to the vehicle.

Given that I is invertible, it is possible to rewrite this equation as follows in pseudo-linear

format [13]:
w=A"(w)w + u(t) (4.41)

Where:
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A'(w) = Isc “HUscw + hge) X] (4.42)

u(t) = IS_CI (TSC - ]:lsc) (4'43)

Where [(h) X] represents the outer product matrix of a vector h = [h; h, hs]T.

F’(w) presents exactly eight different ways of expressing the nonlinear equation of the

dynamics of an aerospace vehicle [13].

To describe the attitude, the best thing to do is to use rotation quaternions. The dynamics

equation can be described by [25]:

1
q=5Qu, (4-44)
Where:
qs  —q3 q2
193 s —q
Q - —qz ql q4 “ (445)
—q1 —q2 —q3

So, when combining (4.2) and (4.5) we have:

1+

1[(10) +h)x] 0
[41- 0

The measurement model based on quaternions is quite simple, being linear and obtained

from measurements of quaternions

w
7= 103xs 13][,] (4.47)
Where 03, represents a null matrix of dimensions 3 x 4 and I, represents the identity
matrix of order 4.

Since the equations describing the angular and measurement dynamics model are described

by state-dependent pseudo-linear equations, they can be used in the PSELIKA filter.
4.2 - Description of the PSELIKA filter

From the equations that describe the dynamics and measurement model it is possible to
form the PSELIKA filter [13]. Suppose:
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=gl (4-48)

Then it is possible to rewrite (4.7) and (4.8) as a stochastic model according to the following

equations
x=A)x +ult) + w(t)
(4-49)
z=H()x + v(t)
Where:
I"(w+h) x] 0
Alx) = EQ 0 JH(x) = [03xq  14] (4.50)
2

The training steps and numerical results will be based on this PSELIKA filter model.
4.3 - Neural Network Training

After experimental analysis of the NN training, it was noticed that for a similar value of
performance coefficient R?, the network with fewer hidden layers performed better in
relation to computational cost. Thus, the training stage will be limited to selecting the
number of neurons to the single hidden layer depending on the respective performance

coefficient R?.

The neural network training domain, in relation to the states of the system's dynamic model,
was selected so that all elements of the angular rate vector have an absolute maximum value
of 1[rad/s]. Quaternion vectors have a natural limitation where the unit value is the absolute
maximum they can reach. For this training it was considered that the angular momentum

of the momentum wheels as well as its derivative are constant and have an initial value:
2

h=[1 1 1]Tkg-mT
(4.51)

A=0

Since the matrix A(x) is dependent on the value of h, if the value of h changes it would be
necessary to solve the state-dependent Riccati equation again. To make it possible to use a
function h(t), it would be necessary to add this variable as one of the states, or as a
parameter for network training, which will not be done in this work. The same occurs for

the covariance matrices Q and R.
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Finally, the number of state vectors selected for training was five thousand points, which
were generated randomly, according to a uniform distribution within the selected domains.
Of these points, 70% of the set was used for training while the rest was used for the testing
stage. In the training carried out for the network, the same sets of states were used for
training, and the same for testing, and the value of the performance coefficient R? was

calculated for both.

The inertia matrix used for the vehicle, and the covariance matrices are:
20.26 -—-1.37 -=2.17
Isc =|-137 2325 —037[,Qc = (0.01)%I;, R =(2)%,
—-2.17 —-0.37 27.83
Where I represents the identity matrix of order k, Q; is the processing covariance matrix
and R; the measurement covariance matrix.

Training Results

Training was carried out with a number of neurons within the range of 20 to 300 and the

results can be seen in Figure 1.
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Figure 1: Training performance coefficient for case study as a function of the number of neurons.

Regarding the performance of the filter, after experimental analysis, it was found that there
is no significant change in the value of the R? coefficient for a number greater than 200
neurons. As computational cost is the focus of this network, this quantity was selected for
the network structure. The value of R?=0.953 was obtained for the training set and

R?=0.939 for the test set in the case of 200 neurons.

It should be noted that the results obtained are a direct function of the selected training set,
both training and testing. A different selection could lead to significantly different results,

but this analysis is beyond the scope of this work.
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4.4 — Simulation and Results

The equations in (4.7) are used to simulate the reference attitudes and angular rates. These
parameters are simulated in Matlab software and with the aid of the fourth-order Runge-
Kutta (RK) method [26]. Therefore, for this simulation, a simulation step of T; =0.01s and
number of steps Ng.,s=3000 was considered. The following state value was used as the

initial value of the simulation:
xo = [W1 Wy W3 G4 G5 G5 ¢o]T = [0.300 0.200 0.500 1.000 0.000 0.000 0.000]7
The following values were considered for the standard deviation of the error:
Oquat = 0.1
gg =001 og =2
Where 0,4, represents the value of the standard deviation of the error associated with the

elements of the quaternion measurement vector. Furthermore, o, and o represent the

standard deviation values used for the Q; and R; matrices respectively, in both PSELIKA
and EKF filters.

It was also considered that no external moment is applied to the aerospace vehicle, having

a zero value throughout the simulation.
Tsc(t) = 0 [N.m]

The initial estimated state X, for initializing the 3 filters will be considered as if the initial

state were not known, as follows:
%o = [0y Wy @3 G4 G2 93 9417 = [0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000]"

The value used as the covariance matrix P, for the PSELIKA and EKF filters will be the same,

assuming that it is unknown.

To compare the different filters directly in terms of accuracy, the RMSE index will be used,
that is, the Root Mean Square Error. In this case, N;;, = 10000 Monte Carlo simulations
will be performed. The Monte Carlo simulations carried out will be in relation to the white
noise added to the measurement, according to a normal distribution, with a standard
deviation equal to that mentioned in this section for each observation variable. In this case,
the RMSE will be calculated for the angular rate vector and the quaternion vector estimated

at each time t;,.
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For the angular rate, the estimated vectors are directly compared with the reference
simulation, the same being done for the quaternion vector. The expressions are described

in the following equations:

. ~ 2
RMSE, , = J 2 (|l(wk —o0l, ) (4.52)
@k A@hn
el ([[CPE AT (
RMSE,, = |— 4.53)
Tk \/ A@hn

Where ||x||, is the Euclidean norm of the vector x of dimension n given by |lx||, =

Jx2 + -+ x2, and the index k corresponds to the parameter given for time t,.

Another performance index that will be compared will be the maximum error obtained for
each of the instants t;, among the Ng;,, simulations, also known as maximum norm or
infinite norm. This index makes it possible to understand how the filters behave in the worst

cases.

The maximum value measured for both cases will be given by:

Nsim

121, = max (|1 — @), (4.54)

i=1

Nsim
i=1

18], = max (|I(q = a)ll,) (4.55)

Where 2, represents the set of N;,,, values of the Euclidean norm of the difference between
the obtained value of w in the i-th Monte Carlo simulation and the reference value for a time

tyx, and =, represents the same, but in relation to the quaternion vectors obtained for the

time t;,. The function max(-)?’:silm represents the maximum value of the set of Nj;,,, elements.
4.4.1 - Accuracy

The performance of the filters is evaluated based on the graphical results of equations (4.13)
and (4.14) for the RMSE and (4.15) and (4.16) for the maximum error, making it possible to
compare them. The results are represented in figures 2, 3, 4 and 5. In these figures, the
black, green and blue lines represent the EKF, PSELIKA and PSELIKA-MLP filters

respectively.
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Figure 2: Comparison of the RMSE obtained from EKF, PSELIKA and PSELIKA — MLP for the angular rate
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Figure 3: Comparison of the maximum error obtained from EKF, PSELIKA and PSELIKA — MLP for the
angular rate vector.
It is possible to observe in figures 2 and 3, respectively, the RMSE of the angular rate as well
as its maximum error value as a function of the instant ¢, in seconds. It is possible to see

that the RMSE has a high initial value and that it reduces overtime for the three filters, and

the same occurs for the maximum error.

The high initial value is precisely because the initial estimate of the state of each filter is
quite different from the correct value of the initial state. Even so, the three filters were able
to converge to an increasingly lower value of RMSE and Maximum Error until reaching a
stable value. Of the three filters, the one that showed the fastest convergence was PSELIKA,
followed by EKF and PSELIKA-MLP. However, the EKF presented the largest peak in
relation to both graphs with a maximum RMSE of approximately 0.86 rad/s and maximum

error of 0.89 rad/s, an expected behavior, due to the limitations of the filter.

PSELIKA-MLP did not show faster convergence but demonstrated similar performance to

the other filters after stabilization. The performance of PSELIKA-MLP was superior to that
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of EKF up to approximately 12.62 seconds and superior to PSELIKA up to 0.56 seconds, but
slightly inferior at all other times until stabilization. Stabilization occurs for the RMSE of
approximately 0.009 rad/s and for the maximum error of approximately 0.026 rad/s, close

to 25 seconds.
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Figure 4: Comparison of the RMSE obtained from EKF, PSELIKA and PSELIKA — MLP for the quaternion

vector.
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Figure 5: Comparison of the maximum error obtained from EKF, PSELIKA and PSELIKA — MLP for the
quaternion vector.
It is possible to observe in figure 4 and 5, respectively, the RMSE of the quaternions as well
as their maximum error value as a function of the instant t; in seconds. The performance of
these filters for quaternions is similar to that for angular rate. However, in this case, the
maximum value of RMSE and maximum error is the same for the three filters, having a

value of approximately 1.41.

Regarding RMSE and maximum error over time, it presents almost the same graphical
behavior in relation to previous angular rates where the performance of PSELIKA-MLP was

superior to that of EKF up to approximately 12.5 seconds, but inferior at all times compared
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to PSELIKA until stabilization. Stabilization occurs for the RMSE of approximately 0.013

and for the maximum error of approximately 0.035, close to 25 seconds.
4.4.2 Temporal Complexity

Temporal complexity is a measure of how long the algorithm takes to execute as a function

of the size of the input.

Regarding the temporal complexity of the filters, the comparison was made based on the
average execution time of the algorithms after 1000 Monte Carlo simulations. The
comparison will be made in relation to the PSELIKA-MLP algorithm with the relative gain

or loss of time in relation to the other filters.

The results obtained were a faster execution time of approximately 23.50% and 60.23%
compared to the PSELIKA and EKF algorithms respectively. The PSELIKA-MLP algorithm
was faster compared to the other algorithms, which was expected, since the neural network
used is quite simple. The associated standard deviations obtained are approximately

0.523% and 0.585% respectively.

What makes the other algorithms more complex in computational terms is the need to
perform several matrix multiplications to determine the values of the gain matrix K, in
addition to a matrix inversion and the need to carry out the propagation and correction of
the covariance matrix P. Still thus, the EKF algorithm was much more costly because it
needed to calculate the discretized Jacobian matrix of the system model and the Jacobian
matrix of the measurement model. In the PSELIKA algorithm, the discretized matrix of the
A, system model is used to propagate the estimated state and the covariance matrix,

requiring it to be calculated only once.
4.4.3- Spatial Complexity

Spatial complexity is a measure of the memory space used by an algorithm until the end of

its execution.

For comparison, the whos function of the Matlab software will be used, which allows
observing the space occupied in memory by each variable. All variables were saved in double
format, that is, the space occupied by a single element of a vector or matrix will occupy 8
bytes.

The PSELIKA-MLP algorithm was the one that presented the greatest use of memory space
with a total of 50880 bytes used, of which 58408 bytes were used only for the execution of
the implemented neural network, which includes the matrices of the neural network

parameters, and the factors used to state standardization, corresponding to approximately
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97.54% of the total space required. In second place, the EKF algorithm required 2472 bytes
followed by PSELIKA with 2360 bytes, occupying 95.77% and 95.96% less memory space

respectively.
5 — Conclusions and Future Work

Several methods have been developed to perform non-linear filtering or estimation, based
on the linear Kalman filter. Methods such as the Extended Kalman Filter (EKF) and the
Pseudolinear Kalman Filter (PSELIKA), among many others, were developed with the aim

of overcoming this problem. However, each method has its limitations.

With the aim of reducing the limitation inherent to the PSELIKA method, the computational
cost, this work proposed the use of a Multi-Layer Perceptron (MLP) neural network as a
non-linear regressor for calculating the filter gain matrix without the need to directly
estimate the associated covariance matrix, implementing and validating an algorithm called
PSELIKA-MLP.

The PSELIKA method requires the estimation of the covariance matrix of the estimation
error to calculate the gain matrix, and this is carried out by solving the algebraic Riccati
equation associated with the model. As this equation depends only on the matrices that
describe the system and measurement models, by assuming that the processing and
measurement error covariance matrices are constant, it is possible to estimate the
estimation error covariance matrix from the estimated state value in the previous step.
Thus, it allows the calculation of the associated subsequent gain matrix to be done a priori
and can be estimated from a neural network acting as a non-linear regressor, taking only

the state vector as an argument.

After describing the implemented algorithm, the use of the PSELIKA-MLP filter was

validated in a case study.

The objective in the case study was to estimate the attitude and angular rate of an aerospace
vehicle based on noisy measurements of the quaternion vector that describes the vehicle's
attitude according to a fixed frame of reference, for an unknown initial state value.
Validation was carried out by comparing the PSELIKA-MLP algorithm with the PSELIKA
and EKF algorithms. Comparisons were made in terms of estimation accuracy, in addition

to temporal complexity and spatial complexity.

From the results, it is possible to see that the PSELIKA-MLP filter presents close results in
terms of accuracy, with a considerable reduction in terms of computational cost (23.50%
faster than PSELIKA and 60.23% faster than EKF) compared with the other two methods.

Even so, it presents a limitation in terms of required memory space, requiring much more
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memory than the others, precisely because of the need to store the network parameter

matrices.

Still, PSELIKA-MLP is a very experimental method in which changing several parameters
in the network training stage can drastically affect the results in terms of accuracy, temporal

and spatial complexity.

In the training stage, the definition of the training domain and training set selection method
is extremely important, since, for example, a very large domain with few points can result
in lower accuracy, but greater robustness of the filter and vice versa, but their impact was

not evaluated in this work.

If effective methods of optimizing the other network parameters and hyper-parameters are
implemented in order to guarantee robustness and consistently acceptable performances,
the PSELIKA-MLP algorithm can become a good alternative method to PSELIKA and EKF,
especially in applications where the computational cost must be reduced as much as

possible.
5.1 Future Work

This work aims to introduce a neural network to pseudo-linear Kalman filtering, trying to

overcome its main limitation, with the PSELIKA-MLP algorithm.

The results are promising, but their implementation requires a more pragmatic and
optimized approach, with a more in-depth analysis of how to design the neural network and
the pseudo-linear system to maximize robustness and accuracy of the filter, in addition to
maintaining the computational cost low which is the main objective. It is also necessary to

expand this analysis to other non-linear cases.

Finally, this algorithm assumes constant statistical conditions, so, after applying the
previous considerations, it would be interesting to try an adaptive approach where the
processing and measurement error covariance matrices change throughout the filter

operation.
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