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Resumo

A quantificagao e caracterizagao da dependéncia entre extremos de campos aleatorios
¢ de primordial importancia para a modelacao estatistica. Nos campos aleatorios
Gaussianos a funcao de correlacao caracteriza a estrutura de dependéncia mas o
pressuposto de Gaussianidade é inadequado quando se pretende modelar o compor-
tamento da cauda de uma distribui¢ao. Neste caso, os coeficientes de dependéncia
entre extremos de campos aleatorios, ja existentes na literatura, desempenham um
papel importante.

Neste trabalho estudamos a dependéncia entre valores extremos de campos alea-
torios max-estaveis através da introducao de novos coeficientes de dependéncia. As-
sim, tendo em conta a importancia de avaliar a dependéncia em diferentes diregoes,
quando o campo aleatoério é anisotrépico, apresentamos uma abordagem multivari-
ada e multidirecional da dependéncia extremal através de matrizes de coeficientes de
dependéncia, deduzimos relagoes entre coeficientes e propomos um algoritmo para
os determinar. Segue-se a introdugao de um coeficiente que resume a dependén-
cia extremal entre os maximos das varidveis indexadas em dois conjuntos disjuntos
de localizagoes, que designamos madograma generalizado, e o estudo das suas pro-
priedades. Na sequéncia do interesse em quantificar o impacto da ocorréncia de
um acontecimento extremo numa dada localizacao a um conjunto de localizagoes
vizinhas, introduzimos os indices de contégio e estabilidade e estudamos as suas
propriedades. O indice de contagio permite avaliar em que medida a ocorréncia
de uma excedéncia de um nivel elevado se pode propagar e contagiar um conjunto
de localizagoes vizinhas. O indice de estabilidade permite analisar a oscilagao de
um campo num conjunto de localizacoes relativamente a uma localizacao especi-
fica. Para todos os coeficientes introduzidos propomos estimadores, demonstramos
algumas das suas propriedades e aplicamo-los em amostras de dados simulados e de
dados reais. Por fim, introduzimos um modelo espacial autoregressivo de maximos,
baseado no modelo de Haslett (1979), provamos algumas das suas propriedades e

avaliamos a dependéncia extremal com os coeficientes propostos.

Palavras-chave
Campo aleatorio, coeficientes de dependéncia, distribuicao multivariada de valo-

res extremos, max-estabilidade, estacionariedade.
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Abstract

Quantifying and characterizing dependence between extreme values of random fi-
elds has great importance for statistical modeling. In Gaussian random fields the
correlation function characterizes the dependence structure, but the Gaussian requi-
rement is unsuited when trying to model the behavior of the tail of a distribution.
In this case, dependence coefficients between extremes of random fields, existing in
the literature, have an important role.

In this work we study the dependence between extreme values of max-stable
random fields through the introduction of new dependence coefficients. Thus, given
the importance of evaluating dependence in different directions when a random field
is anisotropic, we present a multivariate and multidirectional approach for extremal
dependence by matrices of dependence coefficients, deduce relationships between the
coefficients and propose an algorithm to compute them. It follows the introduction of
a coefficient that summarizes extremal dependence between the maxima of variables
indexed in two disjoint sets of locations, called generalized madograma, and the
study of its properties. Following the interest in quantifying the impact that an
extreme event in a given location has in a neighboring set of locations, we introduce
the contagion and stability indices and study their properties. The contagion index
enables the evaluation of the effect that an exceedance of a high level has on a
surrounding set of locations. The stability index allows the analysis of the regional
smoothness of a random field associated to a specific location. We propose estimators
for all the introduced coefficients, prove some of their properties and apply them to
simulated and real data. Finally, we introduce a spatial autoregressive maximum
model, analogous to the model introduced in Haslett (1979), prove several of its

properties and evaluate its spatial dependence with the proposed coefficients.

Keywords
Random field, dependence coefficients, multivariate extreme value distribution,

max-stability, stationarity.
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Introducao

A teoria de valores extremos é um ramo da probabilidade e estatistica que se dedica,
essencialmente, ao estudo da ocorréncia de acontecimentos extremos. O furacao Ka-
trina em 2005, o crash do mercado de ac¢oes em 2007, as inundacoes no Paquistao
em 2010, o furacao Irene em 2011 ou o maremoto no Japao em 2011 sao alguns
exemplos de acontecimentos extremos. Todos tiveram um impacto direto na vida
das pessoas e na economia, acrescendo o efeito sobre os ecossistemas no caso particu-
lar dos eventos meteorologicos extremos. Estes fenémenos, relativamente recentes,
revelam que apesar dos acontecimentos extremos terem uma pequena probabilidade
de ocorrerem, quando se realizam, podem conduzir a consequéncias devastadoras, o
que justifica a importancia dada a teoria de valores extremos.

Das diversas areas de aplicacao da teoria de valores extremos, a da climatologia
e da meteorologia tém sido alvo de interesse nos tltimos anos (Schlather e Tawn
(2003), Cooley (2005), Sang (2008) e Davison et al. (2012)), onde é conveniente
estudar nao s6 o comportamento médio das diferentes variaveis meteoroldgicas (pre-
cipitacdo, temperatura, velocidade do vento, entre outras), mas também dos seus
valores extremos. A analise dos dados e os modelos climatéricos sugerem que eventos
extremos associados a fen6menos meteorologicos irdo aumentar no futuro (Davison
et al. (2012)). As alteragdes no ciclo hidrolégico, incluindo as cheias que se tém
registado, vao de encontro a esta perspetiva (Trenberth (1998, 1999)). Assim, ¢ de
primordial importancia, estudar o comportamento extremal de fenémenos meteoro-
logicos, possibilitando a sua modelagao, de modo a prever eventos extremos e, desta
forma, definir estratégias de acao que acautelem pessoas e bens.

Muitos destes fenémenos aleatorios estao associados a varidveis meteorologicas
definidas no tempo e no espago, o que impulsionou o desenvolvimento da teoria de
valores extremos em campos aleatorios sobre RY, X = {X;}icpa-

Apesar dos campos aleatorios Gaussianos possuirem boas propriedades, nome-
adamente a estrutura de dependéncia ser caracterizada pela fun¢ao de correlagao,
estes nao se adaptam & modelagao de valores extremos, surgindo assim a necessidade
de encontrar formas de avaliar a dependéncia entre extremos espaciais.

A classe de campos aleatorios que, teoricamente, se justifica como sendo a mais

adequada ao estudo de valores extremos no espaco, € a dos campos max-estaveis, as-
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sumindo um papel de destaque no estudo de casos praticos. Por exemplo, encontram-
-se aplicagoes destes processos na modelagao da precipitacao numa dada regiao em
Coles (1993), Smith (1990), Coles e Tawn (1996), Schlather (2002) e Buishand et
al. (2008).

Na modelagao de acontecimentos extremos através de campos aleatéorios max-
-estaveis a quantificacao da sua dependéncia é inevitavelmente um topico de grande
importancia que tem sido estudado por vérios autores. Neste a&mbito tém sido in-
troduzidos alguns coeficientes de dependéncia extremal (Schlather e Tawn (2003),
Cooley (2005), Cooley et al. (2006) Naveau et al. (2009)) sendo de destacar a im-
portancia que lhes tem sido atribuida pela comunidade cientifica, visivel através da
sua ampla utilizagdo (Vannitsem e Naveau (2007), Bel et al. (2008), Sang (2008),
Davison et al. (2012)).

Dos coeficientes de dependéncia extremal em campos aleatérios max-estéveis e
estacionérios realgamos a fungao coeficiente extremal apresentada em Schlather e
Tawn (2003) e o F-madograma descrito em Cooley (2005). A func@o coeficiente
extremal é uma adaptacao ao contexto espacial do coeficiente extremal bivariado de
Tiago de Oliveira (1962/63). Para campos max-estaveis e isotropicos destacamos o
A-madograma introduzido por Naveau et al. (2009). Os dois ultimos coeficientes, F'-
madograma e A-madograma, sao baseados no conceito de semivariograma utilizado
em Geoestatistica. Todos estes coeficientes permitem uma abordagem bivariada da
dependéncia espacial.

Os coeficientes de dependéncia multivariada, existentes na literatura, também
desempenham um papel importante na avaliagao da dependéncia extremal entre
vetores de variaveis de um campo aleatorio max-estavel X. Sao exemplo disso o
coeficiente extremal multivariado de Smith(1990) e o coeficiente de dependéncia
na cauda multivariada (Li (2009), Ferreira (2011)) os quais s@o extensoes, respe-
tivamente, do coeficiente extremal bivariado de Tiago de Oliveira (1962/63) e do
coeficiente de dependéncia na cauda superior de Sibuya (1960).

Com este trabalho pretendemos enriquecer o estudo da dependéncia extremal em
campos aleatorios max-estéveis, propondo novos coeficientes que visam responder &
necessidade de quantificar a dependéncia espacial em determinadas condigoes, que
passaremos a descrever.

Apobs uma breve apresentacao sobre conceitos e resultados relevantes da teoria
de valores extremos essenciais ao enquadramento do trabalho desenvolvido (Capi-
tulo 1), introduzimos no Capitulo 2 uma abordagem & dependéncia extremal de
campos aleatorios max-estaveis X = {Xj}icz2 através de matrizes de coeficientes de
dependéncia multivariada, num contexto multidirecional. A motivagao desta pro-
posta reside no facto de num campo aleatério anisotropico ser necessario avaliar a

dependéncia espacial em diferentes direcoes. Tal questao nao se coloca se o campo
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aleatorio X é isotropico, onde os coeficientes de dependéncia extremal no contexto
bivariado apenas dependem da distancia entre as localizagoes das variaveis conside-
radas. Os elementos das matrizes sao coeficientes de dependéncia multivariada na
cauda superior ou coeficientes extremais no contexto multivariado. Estes coeficien-
tes avaliam a dependéncia entre determinados acontecimentos extremos associados
as variaveis de X indexadas em dois conjuntos disjuntos e vizinhos de localizagoes.
Dado que o calculo dos coeficientes de dependéncia multivariada na cauda superior
pode ser uma tarefa ardua, propomos um algoritmo para o efeito. Ainda no mesmo
capitulo, deduzimos relagoes entre coeficientes de dependéncia multivariada e apre-
sentamos um novo coeficiente definido pela média de coeficientes de dependéncia

multivariada na cauda superior.

Os coeficientes de dependéncia extremal referidos anteriormente para campos ale-
atorios max-estaveis estacionarios e/ou isotropicos, baseiam-se no comportamento
de pares de variaveis de um campo X. Contudo, é por vezes conveniente avaliar
a dependéncia entre os valores extremos de varidveis indexadas em dois conjun-
tos disjuntos de localizagoes, de forma a considerar a dependéncia intra-conjuntos
e inter-conjuntos. A relevancia deste aspecto é reconhecida pelos hidrologistas ao
agruparem dados por regioes com base nas suas caracteristicas hidrograficas e to-
pograficas. O mesmo aspecto é reforcado pela influéncia da corrente maritima do
Golfo do México na temperatura das ilhas Britanicas e pelo efeito que o sistema
montanhoso portugués Sintra-Montejunto-Estrela tem na precipitagao das regioes
vizinhas. Assim, sdo necessarias medidas que possam quantificar a dependéncia entre
os valores extremos de regioes disjuntas. Este facto motivou-nos a introduzir, no Ca-
pitulo 3, o madograma generalizado para campos max-estaveis X = { X }icrz2. Este
novo coeficiente resume a dependéncia entre o maximo das variaveis de um campo
X localizadas em duas regices disjuntas e generaliza o A-madograma (Naveau et al.
(2009)). Estabelecemos ainda relagoes entre este coeficiente e outros coeficientes de

dependéncia que existem na literatura.

Quando ocorre um fenémeno meteorologico extremo numa dada localizacao é
aconselhavel avaliar o seu impacto em regioes vizinhas, por exemplo, a precipitagao
elevada numa dada localizagao poderé ter consequéncias gravosas em regioes conti-
guas. Este foi o motivo que esteve na base da introducao de dois novos coeficientes
definidos num campo max-estavel X = {Xj}icrz2, ¢ que denominamos de indices de
contagio e de estabilidade, aos quais dedicamos o Capitulo 4. O indice de contagio
quantifica o efeito que a excedéncia de um valor elevado numa localizagao pode ter
nas variaveis de um campo indexadas num conjunto de localiza¢oes vizinhas, permi-
tindo avaliar a propagacao desse evento. O indice de estabilidade reflete a oscilagao
de um campo aleatério num conjunto de localizagoes face a uma localizagao i, com

base no ntmero esperado de cruzamentos de um nivel elevado a partir de i. Estu-
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dédmos ainda as propriedades destes coeficientes e deduzimos a sua relacao com o
coeficiente extremal bivariado.

Nos Capitulos 3 e 4 apresentamos ainda estimadores nao paramétricos para o ma-
dograma generalizado e para os indices de contagio e de estabilidade, respetivamente.
Estudamos a sua consisténcia e o seu comportamento assintotico. Descrevemos os
estudos de simulacao que realizamos para avaliar o seu desempenho recorrendo a
modelos cuja estrutura de dependéncia é conhecida. No estudo de simulacao utiliza-
mos um campo aleatorio baseado nos processos maximos multivariados de maximos
moveis (M4). Apresentamos também os resultados da aplicacdo dos estimadores
em amostras de dados reais obtidas em http://snirh.pt/, o Sistema Nacional de In-
formacao de Recursos Hidricos de Portugal (SNIRH). Neste sitio obtivemos dados
de precipitagao méaxima anual, com base em méximos diarios, registados através
de estacoes meteorologicas em diferentes localizacoes de Portugal. Selecionamos as
localizagoes de Portugal Continental que consideramos terem interesse para ilus-
trar a aplicacao dos coeficientes, tendo por base as suas caracteristicas geograficas
e climatéricas.

Com base no trabalho de Haslett (1979) propomos, no Capitulo 5, um campo
aleatorio autoregressivo de méaximos. Estudam-se algumas propriedades deste mo-
delo, nomeadamente, a estacionariedade e max-estabilidade. Neste campo aleatorio
avaliamos a dependéncia extremal através dos coeficientes que introduzimos nos
Capitulos 2, 3 e 4.

Reservamos para as Conclusoes um resumo dos resultados obtidos e a identifica-
¢ao de alguns topicos que poderao ser objeto de trabalho futuro.

Salientamos o papel fundamental dos meios informaticos no desenvolvimento
deste trabalho. Para aplicarmos os estimadores propostos em amostras de da-
dos simulados e de dados reais, implementamo-los no programa de acesso livre R
(http://cran.r-project.org). Também utilizamos o Mathematica 7 para desenvolver
o algoritmo de calculo dos coeficientes de dependéncia multivariada na cauda. A
utilizagao deste programa justifica-se pela sua capacidade de calculo simbolico o que
permitiu obter a expressao algébrica dos coeficientes. Recorremos ainda ao Matlab

para obter a simulagao de alguns campos aleatorios.



Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1 Introducao

A teoria de valores extremos estuda o comportamento estocéistico de extremos as-
sociados a um conjunto de variaveis aleatoérias (v.a.’s) ou vetores aleatérios. A
abordagem cléssica consiste em estudar o comportamento assintético da cauda su-
perior e/ou inferior da fungao de distribuigao (f.d.) comum, F', de um conjunto de
variaveis aleatorias e trabalhar no sentido de o modelar e de desenvolver técnicas
estatisticas que permitam estimar parametros inerentes a esse modelo.

Sao muitos os trabalhos nesta area, sendo uns mais centrados nos seus fundamen-
tos matemaéticos, de que sao exemplo Galambos (1978), Leadbetter (1983), Resnick
(1987, 2006), de Haan e Ferreira (2006), outros focam-se mais nas aplicagoes e na
analise de dados como é o caso de Embrechts et al. (1997), Coles (2001) e Beirlant
et al. (2004), entre outros.

A importancia desta teoria esta espelhada na diversidade de areas que a utiliza,
vejam-se os exemplos da sua aplicagao apresentados por Beirlant et al. (2004), e
que vao desde a avaliacao de risco nas areas financeira e de seguros, aos estudos de
fiabilidade e de resisténcia de materiais, na engenharia. Contudo, onde tem sido
mais aplicada é na meteorologia e hidrologia.

Tem sido crescente o desenvolvimento de ferramentas informaticas que permitem
aplicar muitos dos resultados da teoria de valores extremos. Pensamos que a sua
disponibilizacao gratuita propiciou a sua crescente utilizacao. Exemplo disso, é
o vasto conjunto de packages disponiveis no programa R. Deste, destacamos para
analise de extremos em sucessoes univariadas as packages ismev, evd e extremevalues
e, para analise de extremos em sucessoes d-dimensionais e no contexto espacial, as
packages evd, RandomFields e SpatialExtremes.

Neste capitulo introduzem-se os conceitos e resultados utilizados no decorrer

deste trabalho, bem como a notacao que seré utilizada.
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1.2 Breve referéncia a teoria de valores extremos

A evolucao na teoria de valores extremos foi movida pela necessidade de descre-
ver e encontrar regularidade no comportamento extremal de diferentes fenémenos
aleatorios. Em 1943, surgiram os primeiros modelos mateméticos, assumindo a in-
dependéncia e a igualdade das distribui¢oes de probabilidade das variaveis de uma
sucessao. Contudo, & medida que cresceu a necessidade de resolver problemas prati-
cos foi necessério enfraquecer as referidas condic¢oes, introduzindo-se a dependéncia
entre as variaveis e/ou a nao igualdade das distribuigbes das variaveis.

Refira-se, ainda, que inicialmente foram estudadas sucessoes unidimensionais,
mas a necessidade de resolver problemas multivariados propiciou o desenvolvimento
da teoria de valores extremos em sucessoes multidimensionais. Por outro lado, o
estudo de extremos de processos naturais que variam no tempo e no espago, por
exemplo climatolégicos, impulsionou o desenvolvimento da teoria de valores extre-

mos em campos aleatorios.

1.2.1 Sucessoes unidimensionais

Seja X = {X,, },>1 uma sucessao de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.) com f.d. comum, F.

A abordagem classica da teoria de valores extremos consiste em caracterizar a
cauda da distribuicao F' a partir da distribui¢ao do méximo das n primeiras variaveis

da sucessao X, que definimos por

onde ’\/” denota o maximo. Sendo a fungao de distribui¢ao de M,, dada por
P(M, <x)=F"(x),z € R,n €N, (1.1)

entao, para se conhecer a distribuicao exata do maximo precisariamos de especificar
a distribuicao F', a qual é, em geral, desconhecida. Surge assim o interesse em obter
um resultado assintético menos dependente de F'. Ao considerarmos o limite da f.d.

de M, obtemos uma distribuicao degenerada,

lim F"(z) =

n—-+o0 1 se x=uxp

{O se T <ITF

onde
xp =sup{z: F(z) < 1},
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denota o limite superior do suporte de F', sendo, portanto, um resultado desprovido
de interesse. Este resultado aliado ao facto de a f.d. F' ser, usualmente, desconhecida
levantou as duas questoes que passaremos a apresentar.

A primeira consistiu em averiguar se para M, sujeito a normaliza¢ao linear se

teria como limite em (1.1) uma f.d. nao degenerada, isto &, se

P(a;' (M, —b) <2) —— 5 Ga), (1.2)

n — +oo

para alguma f.d. G nao degenerada e sucessoes de constantes reais {a, > 0},>1 e

w
{bn}n>1, onde —— denota a convergéncia em todos os pontos de continui-
n — +00

dade de G. Quando tal acontece dizemos que F' pertence ao dominio de atracao de

G (para o maximo) e escrevemos F € D(G).

A resposta a esta questao constitui o resultado central da teoria de valores extre-
mos, conhecido por Teorema dos Tipos Extremos, devido a Fréchet (1927), Fisher e
Tippett (1928) e Gnedenko (1943), o qual estabelece as possiveis distribuigdes limite

para o maximo de sucessoes i.i.d., devidamente normalizado.

Teorema 1.1 (Teorema de Tipos Extremos) Seja X wuma sucessio de v.a.’s
i.i.d. com f.d. comum F. Se X wverifica (1.2) para algumas sucessées de constantes

{a, > 0}ps1 € {bn}tns1 entao G € do tipo de uma das sequintes distribuigoes:

Tipo I~ (Gumbel) H(z)

I

=
8

SN~—
[

exp (—exp(—zx)), = € R;

Tipo Il ~ (Fréchet) H(z) = ®,(x) = exp(—2~%), >0, a>0;

Tipo III (Weibull) H(z) = Yo(zr) = exp(—(—2x)"*), <0, a>0.
Quando dizemos que G é do tipo de uma das trés distribuicoes dadas no Teorema

1.1, conhecidas como distribui¢oes de valores extremos, queremos dizer que existem

constantes reais a > 0 e b tais que G(x) = H(azx + b).
A classe de leis limite, G, em (1.2) coincide com a classe das distribui¢des max-
-estaveis, isto é, distribuicoes H tais que

H"(Ayx + By) = H(z), = € R,

para algumas constantes reais Ay > 0, By, com k > 1.

A segunda questao consistiu em caracterizar a classe de distribui¢oes F' para as
quais (1.2) se verifica, ou seja, identificar o dominio de atragdo de G, para cada
lei limite GG. A correspondéncia entre a f.d. F e o tipo de distribuicao limite é

estabelecida a partir de condigoes sobre a cauda de F. Entre os trabalhos referentes

7
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Figura 1.1: Distribuigoes de valores extremos (Gumbel, Fréchet e Weibull) com
a=1.

a caracterizacao de cada um dos dominios de atracao destacamos os que se encontram
em von Mises (1954), Gnedenko (1943), de Haan (1970), entre outros.

As expressoes analiticas das distribui¢oes dadas no Teorema 1.1 podem ser unifi-
cadas na seguinte forma paramétrica, conhecida como forma de von Mises-Jenkinson

ou fungao generalizada de valores extremos (GEV),

exp (—(l—l—vx)*l”) sey#0,1+~x >0
G, (z) = : (1.3)
exp (—exp (—x)) sey=0

Para v < 0,y =0e vy > 0afd G, reduzse as f.d.’s de Weibull, Gumbel
e Fréchet, respetivamente (Figura 1.1). O parametro 7, designado por indice de
cauda, determina o tipo de cauda de F', nomeadamente, uma cauda curta se v < 0
(dominio de atragao Weibull), uma cauda exponencial se v = 0 (dominio de atragao
Gumbel) e uma cauda longa se v > 0 (dominio de atracao Fréchet).

Com a introdugao dos parametros de localizacao, A € R, e escala, 6 > 0, a funcao
GEV é dada por

T (7 (=) ) ser A0, 14 (52) >0
DY) xTr) = .
! exp (— exp (—%)) se vy=0

Depois de conhecidas as possiveis formas da distribui¢ao limite do maximo de
n v.a.’s i.i.d. houve necessidade de saber em que condigoes se tinha a convergéncia

para este limite. O proximo resultado estabelece a condi¢ao necesséria e suficiente

8
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a impor a uma sucessao arbitraria de ntumeros reais {u, },>1, ndo necessariamente

da forma u, = a,x + b,, para que se tenha a convergéncia de P(M,, < u,).

Proposicao 1.1 Seja X uma sucessao de v.a.’s i.i.d. com f.d. comum F e {uy,}n>1

uma sucessao de niumeros reais. Entao, para 0 < 7 < 00, tem-se

P (M, <wu,) ——— exp(—7)

n — +00
se e somente se
n(l—F(u,) —— T (1.4)
n — +oo

Quando (1.4) se verifica, dizemos que u,, ¢ um nivel normalizado e representamo-

(1)

-lo por uy’. Este resultado ilustra a dependéncia do comportamento da cauda da

distribuicao F' e a existéncia de distribui¢ao limite para o maximo.

O facto de em grande parte das situagoes reais a hipotese de independéncia nao
ser verificada fez com que a teoria de valores extremos passasse a contemplar su-
cessoes dependentes. Sob estacionariedade e condigoes convenientes de dependéncia
fraca, amplamente discutidas em Leadbetter (1974), Leadbetter et al. (1983), Lead-
better e Nandagopalan (1989) e Hsing et al. (1988), surgem os mesmos tipos de leis
limite (max-estéveis) para o maximo, convenientemente normalizado, mas surge um
parametro adicional com interesse, o chamado indice extremal, facil de relacionar

com as excedéncias de niveis normalizados.

Definigao 1.1 A sucessao estaciondria X tem indice extremal 6, 0 € [0,1], se para

cada T > 0, existe uma sucessao de niveis normalizados, {ug)}@l, tal que
P (M, < u,(f)) — exp (—01),
com 0 fixo e independente de T.

O indice extremal da sucessao estacionéaria X permite relacionar a distribuigao limite
do méaximo, G, a partir da distribuicao limite, G, do maximo de uma sucessao i.i.d.

X = {)A(n}@l com f.d. marginal igual a de X. Tem-se

0
lim P (M, < ayx+b,) = G(z) = G’(z) = [ lim P (Z\/Zn < apx + bnﬂ , (L.5)

n——+oo n——+0o

onde J\/Zn = \n/)?;
i=1
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Os resultados apresentados podem ser reformulados para o minimo das n pri-

meiras variaveis de X, dado que

A Xi=-V(=x),
i=1 i=1
onde ’/\’ denota o minimo.

1.2.2 Sucessoes d-dimensionais

Muitos fenémenos reais que envolvem acontecimentos extremos sao de natureza
multivariada. Tal conduziu ao desenvolvimento da teoria de valores extremos mul-
tivariados com um percurso mais ou menos paralelo & do caso univariado, mas de
forma mais lenta.

Na extensao da teoria de valores extremos univariada ao contexto multivariado
surgem novas questoes caracteristicas do contexto multivariado, como por exemplo,
a definicao de observacao extrema multivariada e a avaliacao da dependéncia entre
as v.a.’s de um vetor. Alguns dos resultados que expusemos na seccao anterior
foram naturalmente estendidos para sucessoes de vetores {X,, = (X1, - - ., Xud) tn>1s
considerando o maximo e as operagoes entre vetores componente a componente, isto
e,

M, = max{Xy,..., X} = (Mu1, ..., Mpa)

com .
M,y =\/Xy. je{l,....d},
i=1
e dados a = (ay,...,aq), b= (b,...,bq), x = (z1,...,74) em R? e ¢ € R, tem-se
ax + cb = (@121 + ¢cby, ..., aqxq + cby) , a° = (af,...,a5) e a< bseesosea; <bj,

para todo j € {1,...,d}.

De modo anélogo ao caso univariado, se {X,,},>1 for uma sucessdo d-dimen-
sional de vetores aleatorios i.i.d. com f.d. F e se existirem sucessoes {a, =
(anh s 7and)}n>l com apnj > 07 j € {]-) ce 7d}7 n = 17 € {bn = (bnl) s ;bnd)}n>17
tais que

P(M, <ax+b,) — 5 G(x), (1.6)

n — +oo

com G nao degenerada, entao G diz-se uma distribuicao multivariada de valores
extremos (MEV). Quando tal acontece escrevemos F' € D(G), isto ¢, F pertence ao
dominio de atracao (multivariado) de G (para o maximo).

A identificacao das possiveis leis limite em (1.6) é dada pelo Teorema dos Tipos

Extremos Multivariados, que se deve a Deheuvels (1978).

10
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Sendo G;,j € {1,...,d}, as distribui¢bes marginais de G, tem-se

w
P (My; < anjwj +bp;) ———  Gj(w;), (1.7)

n — 400

onde G ¢ do tipo extremo.

A classe de leis limite dada em (1.6) coincide com a classe das distribuigoes max-
-estaveis, isto é, existem Ay = (Ag1,...,Ars) > 0 e By = (Bg1, ..., Bra), k > 1,
tais que

GF (Ayx + By) = G(x), k > 1.

Contrariamente ao que sucede no caso univariado, no contexto multivariado nao
existe uma representacao paramétrica geral para as distribuigoes multivariadas de
valores extremos, devido & vasta classe de estruturas de dependéncia que podem
ocorrer entre as margens do vetor (Y7,...,Yy) com distribuigao G, o que veio difi-

cultar a inferéncia estatistica.

Supondo a existéncia de uma fungao de dependéncia (ou fungao copula) e com
base em restri¢coes nesta funcao, varias sub-familias paramétricas foram propostas

na literatura (Joe (1997), Nelson (2006)).

Chamamos fungao de dependéncia de G a uma fungao de distribui¢ao d-dimensio-

nal, Dg, com suporte [0, 1], crescente em cada uma das suas varidveis e tal que

DG (Gl(acl), .. .,Gd<l’d)) = G(Il, Ce ,.Z'd), (l’l, Ce ,ZL’d) € Rd. (18)

As margens de uma distribuicao MEV G sao continuas e portanto D¢ é uma fungao
de distribui¢do com margens uniformemente distribuidas em [0, 1]. Nesta situagao,

tem-se a continuidade de G e de Dg.

Considerando a transformacao G;(x;) = u;, @ € {1,...,d}, podemos reescrever

(1.8) da seguinte forma
De(uy,. .. ug) = GGy w), ..., G ug)), (w, ..., uq) € [0,1]%
Uma distribuicao MEV, G, caracteriza-se por ter margens do tipo extremo e
DE(u*) = Dg(u), k> 1, ue0,1]% (1.9)

Atendendo a que cada um dos trés tipos da distribuicao GEV pode ser transformado
noutro, nao ha perda de generalidade em assumirmos que Yi,...,Y; possuem a
mesma distribui¢do. Assumindo que para cada j € {1,...,d}, G; é Fréchet unitaria,

Gj(u) = exp(—1/u), v > 0, é possivel caraterizar a MEV G a partir da funcao

11
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expoente. De facto, considerando

1

(Y — A

U; = {1+M} Tjef1,....d,
0;

onde ; representa o indice de cauda e A\; € R, d; > 0 os parametros de localizacao

e escala, respetivamente, tem-se que, para cada j € {1,...,d}, a v.a. U; possui

distribuicao Fréchet unitaria e
P(Uy <wuyy...,Us < ug) =G(uy, ... uq) =exp (=V(w,...,uqg), u; € R, (1.10)

onde V' é a funcao expoente definida do seguinte modo

Viu,... ug) = /S \d/ (%) dH (wy, .. ., wy),

com H uma medida finita sobre S; = {y € [0,+00)% : y; + ...+ ya = 1} tal que
Jg, widH (wi, ..., wq) =1, para cada j € {1,...,d} (Pickands (1981)).

A funcao expoente satisfaz, entre outras, as seguintes propriedades
(1) V(au,...,quq) =a 'V(u,...,uq)), a>0, u; € RY, je{l,...,d};

(i) V(+oo,...,uj...,400) =u;', w; € RT, je{l,....d}.

Para qualquer f.d. MEV G com f.d.’s marginais univariadas G;, j € {1,...,d},

tem-se
d

HGj(xj) < G(xy,...,2q) < jgind{Gj(xj)},
=

para todo z; € R. O limite inferior corresponde ao caso em que as margens da f.d.
MEYV sao independentes e o superior quando se tem a total dependéncia.

Em situagoes onde nao se tem nenhum destes casos limite, é necessario ter coe-
ficientes para quantificar o grau de dependéncia entre as margens da f.d. MEV.

A quantificagao da dependéncia entre as margens de uma MEV é um tema que
tem suscitado muito interesse na teoria de valores extremos. Véarios coeficientes tém
surgido na literatura para medir esta dependéncia.

Tiago de Oliveira (1962/63) introduziu o coeficiente de dependéncia extremal
e para distribui¢oes bivariadas de valores extremos (BEV). Admitindo que o vetor
(Y:,Y;),4,j € N, tem distribuigdo BEV G de margens iguais a F, o coeficiente de

dependéncia extremal ¢ o real € ({i,j}) € [1, 2] satisfazendo
P(Y; <2,Y; < 2) = Ga,2) = F(x)* D) 2 € R. (1.11)

12
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Considerando que o vetor (Y;,Y;),7,7 € N, tem uma qualquer f.d. G, nao
necessariamente BEV, mas com margens iguais a F, Buishand (1984) obteve em
(1.11) a funcdo g ;3(z), * € R, a qual se reduz ao coeficiente extremal € ({7, })
quando G é BEV.

Smith (1990) generalizou o coeficiente (1.11) as distribui¢oes MEV como a cons-
tante € ({1,...,d}) € [1,d] tal que

G(z,...,x) = F-d(g) 2 c R. (1.12)

onde 1 é o vetor unitario d-dimensional e permite quantificar a dependéncia extremal
entre as margens univariadas da MEV G. Tem-se € ({1,...,d}) = 1 se e s6 se G tem
margens univariadas totalmente dependentes e € ({1,...,d}) = d se e s6 as margens

univariadas de G sao independentes.

A avaliagao da dependéncia entre margens multivariadas de uma MEV é abor-
dada em Ferreira (2011) através da introdugao de novos coeficientes. O coeficiente
£1(A,B) com A ={1,2,...,p} e B={p+ 1,p+2,...,d}, permite avaliar a con-
tribuigdo do subvetor Yo = (Y,...,Y},) com p < d, na estrutura de dependéncia do
vetor Y = (Yi,...,Yy) ~ G, sendo definido por

CS(AUB)  e({L....d})
AR == T T (1.13)

o qual varia entre 1 e d — p+ 1. No caso em que |A| = |B| = 1, onde |J| representa

o cardinal do conjunto J, obtemos o coeficiente extremal ¢ de Tiago de Oliveira

(1962/63) para distribuigoes BEV.

Com vista & quantificagao da dependéncia entre os vetores Ya e Yg, com
Ys = (Ypt1,. .., Ya), Ferreira (2011) propos o coeficiente €5 (A, B) definido por,

- ({1, .dp)
=2 AB) = e L) (1.14)

Quando |A| = |B| e Gy, = Gy, tem-se

1
g9 (A,B) = €1 (A,B)

13
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e, no caso particular de |A| = |B| = 1, obtém-se
1
g2 (A,B) = §5(AUB)7

que a autora designa por coeficiente extremal redimensionado. Este coeficiente toma
valores em [1/2,1]. Tem-se €5 (A,B) = 1 se e s6 se YA e Yp s@o independentes. No

caso de total dependéncia entre Y5 e Yp o coeficiente assume o valor 1/2.

Uma forma de avaliar a dependéncia entre Y5 e Yg em hiper-octantes determina-
dos por caudas superiores é dada em Li (2009) (ver também Ferreira (2011)) através
da introdugao do coeficiente A (A, B) definido por

)\(A,B) = lim P(YA > JIA|YB > JIB), (115)

T—TR

onde {Yc > x¢} denota o acontecimento (}{Y1 > x}, desde que o limite exista.
icC
O coeficiente A (A, B) da-nos uma medida, com valores em [0, 1], para a depen-
déncia entre Y5 e Yp sobre {x € Sg : x elevado}, onde S denota o suporte da
distribuicao G' e x é o vetor d-dimensional com todas as componentes iguais a x.
Este coeficiente toma os valores 0 ou 1 quando na cauda Y e Yg sao independentes

ou totalmente dependentes, respetivamente.

Se para alguns subvetores Ya e Yg, com AUB = {1,...,d} e ANB = 0, este
coeficiente é positivo, entao o vetor Y diz-se dependente na cauda multivariada.

Quando o coeficiente é nulo para quaisquer subvetores, o vetor Y diz-se independente
na cauda (Schmidt (2002)).

Quando em (1.15) consideramos |A| = |B| = 1 obtemos o coeficiente de depen-

déncia na cauda superior de G para o caso bivariado (Sibuya (1960)).

No contexto bivariado o coeficiente de dependéncia na cauda superior e o coefi-

ciente de dependéncia extremal estao relacionados da seguinte forma

A b =2 - ({i,5})- (1.16)

Qualquer um dos coeficientes referidos anteriormente nao mede corretamente a de-

pendéncia na distribuicao limite do méximo quando a sucessao

{Xn = (ana cee 7Xnd)}n>1

possui indice extremal multivariado (Nandagopalan (1990)) diferente de um. Em
Martins e Ferreira (2005) e Viseu et al. (2012) s@o propostos ajustamentos destes

coeficientes de modo a englobar esse caso.
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1.2.3 Campos aleatoérios

O estudo de propriedades probabilisticas associadas a modelos que descrevem fe-
némenos aleatérios que variam no tempo e no espago, de que sao exemplo feno-
menos aleatoérios hidrolégicos ou climatolégicos, esteve na base do desenvolvimento
da teoria de valores extremos para campos aleatorios X = {X;}ic1, com I C RY,
de N\ {1}.

O estudo do comportamento extremal de campos aleatorios discretos { X }end,
com origem principalmente em Adler (1981) e Piterbarg (1996), seguiu uma dire¢ao
de certo modo paralela a do caso de sucessoes univariadas, tendo apresentado um
forte incremento na tultima década, cujo reflexo podemos ver, por exemplo, em
Pereira e Ferreira (2006), Ferreira e Pereira (2008, 2012), Pereira (2009, 2010), entre
outros.

Uma classe de campos aleatorios que tem suscitado grande interesse no estudo
de valores extremos é a dos campos max-estaveis, uma vez que, teoricamente, se

justificam os adequados para a modelacao de valores extremos espaciais.

Definigao 1.2 Um campo aleatorio X = {Xilier, I € R%, € maz-estdvel se para

XM XM 0 > 1, edpias i.i.d. de X existirem funcdes reais a,(i) > 0 e by (i),

n @) i
{\/ X, b ( )} i {Xihier

1 an (i)

tais que

onde d denota a iqualdade em distribuicao.

A caracterizagao do dominio de atracao dos campos max-estéveis tem interessado
muitos autores. A este respeito salientamos os trabalhos de de Haan e Lin (1991),

de Haan e Ferreira (2006), entre outros.

Definigao 1.3 Diz-se que o campo Y = {Yi}ier, I C RY, pertence ao dominio de
atracio de X = {Xi}ier se, para YV, ... Y™ n > 1, copias i.i.d. de Y e para as

fungoes reais a,(i) > 0, b, (i),

n — 400

noy(5) .
{\/ Y;”“} L X (1.17)

onde ————— denota a convergéncia em distribuicao, admitindo que para cada
n — 400

iel, X; € nao degenerada.

Como consequéncia das defini¢oes anteriores tem-se que o campo limite em (1.17)
¢é necessariamente um campo max-estavel e que as distribui¢oes marginais univari-

adas e multivariadas de um campo max-estavel sao, respetivamente, GEV e MEV.
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CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

A necessidade de modelar fenémenos naturais, nomeadamente meteorolégicos e
hidrologicos, conduziu ao desenvolvimento de métodos para definir e simular clas-
ses de campos max-estaveis. Existem na literatura varias classes de campos max-
-estaveis, sendo as mais referenciadas nas aplicagoes, a dos campos max-moveis (de
Haan e Pickands (1986)) e a que se obtém como limite do maximo de certos campos
Gaussianos (Brown e Resnick (1977), Kabluchko (2009), Smith (1990), de Haan e
Ferreira (2006), Schlather e Tawn (2003)). Alguns destes modelos encontram-se im-
plementados nas recentes packages RandomFields e SpatialExtremes integrados no
programa R e desenvolvidas por Schlather (2012) e Ribatet (2009), respetivamente.

Nos campos aleatoérios Gaussianos a fungao de correlagao permite caracterizar
a sua estrutura de dependéncia (Abrahamsen (1997)). Contudo, apesar da sua
vasta aplicacao, nao se adaptam a modelacao de valores extremos, surgindo assim a
necessidade de encontrar formas de avaliar a dependéncia entre extremos espaciais.

O problema da quantificagao da dependéncia entre extremos de campos max-
-estaveis tem sido objeto de estudo por parte de varios autores. A motivacao quase
sempre ¢ a de se prevenir contra algum acontecimento extremo cujas consequéncias
possam ser indesejéveis e desastrosas.

Comegamos por destacar o trabalho de Schlather e Tawn (2003) onde se intro-
duz a funcao coeficiente extremal para avaliar a dependéncia entre as margens de
distribuicoes bivariadas de um campo aleatério estacionario e max-estéavel com f.d.
marginal univariada de Fréchet unitaria.

Admitindo que X = {X,}icgre ¢ um campo aleatério estacionario max-estéavel
Lz >0,a

T

com f.d. marginal univariada F' de Fréchet unitaria, F'(z) = exp(

fungao coeficiente extremal, e(h) : RY — [1, 2], satisfaz

Giisn(r,2) = P(X; < 2, Xiyn < 7) = F*®(2) =
e(h
:exp(—g), ieRY z>0.
x
Tem-se (h) = 1 se e s6 se Gj;1n tem margens totalmente dependentes e e(h) = 2
se e s6 se G i+n tem margens independentes.

Observagao 1.1 Se o campo aleatorio mazx-estdvel X nao € estaciondrio, a avali-
agao da dependéncia entre as margens de uma distribuicao bivariada de X, Gjjin,
¢ dada pelo real ({i,i+h}) € [1,2] satisfazendo

Giivn(z,7) = P (X; < 7, Xy < @) = PR () —

= exp (—M), i,heR? z>0.

T

Se o campo aleatério max-estavel e estacionario, X, com f.d. marginal univari-
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1.2. TEORIA CLASSICA DE VALORES EXTREMOS

ada, F', de Fréchet unitaria for ainda isotrépico, entao

Gi,i+h(ula Uz) = €xD <_Vh(u1a U2)) )

onde h = ||h|| e

Vi (ur, 1) — 2/01 max (ﬂ, L= “’) dH (w) (1.18)

U Uz

com Hj; uma f.d. sobre [0, 1] tal que fol wdHy(w) = 0.5. Nestas condigoes, a funcao

coeficiente extremal vem dependente da distancia h, isto é,
Gii(@,2) = P (Xi < 2, Ximn <2) = PO(Xi <a), 2> 0,
sendo (h) = V3(1,1). Quanto maior for a distancia h entre i,i+ h, menor tendera

a ser a dependéncia entre as margens de Gjiin.

Uma outra abordagem a dependéncia extremal em campos aleatorios max-estéaveis,

estacionarios e isotropicos teve origem no conceito de semivariograma definido por
1 .
7(’1) = §E[(X1 - Xi+h)2]7 1, h e Rd? h = ||h||7

amplamente utilizado em Geoestatistica.

A sua inadequacao no estudo da dependéncia entre extremos de campos max-
-estaveis, uma vez que se pode ter F (XJ?) = 400, motivou a introducao do mado-

grama normalizado (Cooley (2005)), definido por
1 .
ve(h) = LBIP(X) ~ F(Xiun)]). ih e R b= ]| (1.19)

relacionando-se com £(h), da seguinte forma

e(h) 1

vp(h) = ——— :
r(h) =1 +e(h) 2

Os coeficientes (h) e vp(h) sao indicados na avaliagdo da dependéncia entre
os acontecimentos {X; < u} e {Xj;, < v} apenas no caso em que u = v. Para
contornar esta limitacado Naveau et al. (2009) introduzem o A-madograma definido

por

1
v(\h) = §E[|FA(Xi) — F""Xim)|], 0< A< 1, i,heRY h=]h|. (1.20)

Este coeficiente, com valores no intervalo [0, 2] relaciona-se com a fungao expo-

72]
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CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

ente V3, (1.18) da seguinte forma

VA1) 3
A S VTN T 20 AN

Tal como ja referimos anteriormente, a package SpatialFExtremes do programa R
tem disponivel alguns modelos max-estaveis e permite estimar alguns dos coeficientes

aqui apresentados, nomeadamente o \-madograma (Ribatet (2009)).
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Capitulo 2

Matrizes de coeficientes de

dependéncia

2.1 Introducao

Nos problemas espaciais e multivariados de extremos é importante analisar a estru-
tura de dependéncia para se perceber, por exemplo, em que medida a ocorréncia
de valores extremos em determinadas localizacoes influéncia o comportamento da
variavel em localizacoes vizinhas. Em termos praticos, nem sempre ¢é possivel aplicar
modelos com estrutura de dependéncia conhecida sendo, por isso, relevante estudar
medidas de dependéncia que a permitam avaliar. No primeiro capitulo foram elen-
cadas algumas das medidas de dependéncia existentes na literatura e que tém sido
amplamente utilizadas em aplicagoes préticas.

Neste capitulo vamos considerar um campo aleatorio discreto X = { X }iezz max-
-estavel, com f.d. marginal univariada F'. Se o campo X é isotropico as medidas de
dependéncia extremal ({i,j}) e A({i}, {j}) apenas dependem da distancia, ||i —j||,
entre as localizagoes i e j. Contudo, em grande parte das situagoes reais nao temos
isotropia, o que exige a avaliacao da dependéncia espacial em diferentes diregoes
de Z2%. Foi esta questdo que motivou a introducao das matrizes de coeficientes
de dependéncia multivariada na cauda superior e extremais (Fonseca et al. (2009)),
onde cada elemento fornece uma medida de dependéncia entre as varidveis indexadas
num conjunto A e as varidveis indexadas num conjunto de localizacoes vizinhas de
A, segundo uma dada diregao.

Nesta abordagem multidirecional generaliza-se (1.16) e obtém-se algumas pro-
priedades que revelam relagoes importantes entre os coeficientes de dependéncia
multivariada. Estas matrizes serao utilizadas para estudar a dependéncia em trés

campos aleatorios max-estaveis.

O célculo do coeficiente de dependéncia na cauda superior \(B, A) definido em
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CAPITULO 2. MATRIZES DE COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

(1.15), com A e B conjuntos de localizagoes de grande dimensao, pode ser uma tarefa
ardua, pelo que propomos um algoritmo para a sua determinagao e aplicamo-lo em
dois exemplos.

Finalizamos este capitulo com a introducao de um campo max-estavel e aniso-
tropico de méaximos moveis de maximos multivariados (M4) e que utilizaremos nos
estudos de simulagao nos Capitulos 3 e 4. Para este campo, seré avaliada a depen-
déncia na cauda superior entre as variaveis indexadas num conjunto A e as variaveis

indexadas num conjunto de localiza¢oes vizinhas de A.

2.2 Dependéncia local em eventos extremos

No sentido de simplificar a leitura e a escrita, passaremos a denotar ﬂ{Xi >zx}e
icC
ﬂ{Xi < z} por {Xc >zc} e {Xec<xc}, C C Z? = € R, respetivamente.
igresentam—se, de seguida, algumas relagdes entre o coeficiente A(B, A) e o coefici-
ente extremal de dependéncia multivariada e.
Se X é um campo aleatorio max-estavel entao, quaisquer que sejam os conjuntos

de localizacoes A e B, que também designaremos por regioes A e B, tem-se

. P(XB>$B,XA>{L’A)
AB,A) = 1
( ’ ) a:iglF P(XA > a:A)

1— ) (=) P (X5 < )

~ lim $#£ICAUB
et 1= 3 ()UK <)
$AICA
> (=)
_ ¢#ICAUB
- ——— (2.1)
> (=DPHe(T)
$AICA

Deste modo, o coeficiente de dependéncia na cauda reflete a dependéncia entre
Xi, i € J, para cada J C A UB. No caso particular em que A = {i} e B = {j}
obtém-se (1.16).

Para evidenciar a contribuigao de €(A), £(B) e (A U B) neste coeficiente rees-

crevemos (2.1) da seguinte forma:

+1 e(J)
Z (=) e(AUB)

$£ICAUB

e EJ)

PFICA

AB,A) =

x £1(A, B) (2.2)
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2.2. DEPENDENCIA LOCAL EM EVENTOS EXTREMOS

s EA) +e(B)

> (e
> (D)

$#ICA

»£ICAUB

X €2(A,B), (23)

onde €1(A,B) e e2(A, B) sao os coeficientes de dependéncia (1.13) e (1.14) introdu-
zidos em Ferreira (2011). Estes coeficientes avaliam o grau de dependéncia entre os

eventos {Xa < za} e {XB < B}, tendo sido motivados pelas seguintes relagoes

£(AUB)

P(XauB <zauB) =P @ (XA <za)

£(AUB)

P(XauB < zauB) = (P (XA <2a) P (X < 2p))s@+0

Uma interpretagao mais clara das relagoes (2.2) e (2.3) surgira na proposigao que

se segue, onde sera considerada a seguinte notagao

. P(XC > {Ec)
C)=1
(€)= I T e < v)

. P(XC>$CVXD>$D)
C,D)= 1 .
H(C, D) eoer 1 — P(Xe < 20, Xp < 2D)

Refira-se que a(A) e a(A UB) podem ser relacionados com A\(B, A), através de

(2.2) e (2.3), uma vez que para qualquer conjunto de localizagoes C,

s+ €U
o(©= ¥ (-1

$£ICC e(C)

Proposigao 2.1 Seja X um campo aleatorio mazx-estdvel sobre Z* e A e B dois

conjuntos de localizagoes em 72. Entdo,

1.
_,,oB)eB)  [(AB) ,
)\(B,A)—1+a(A)€(A) — (A e1(A,B); (2.4)
2.
_alAU B)s
A(B,A) a(A) 1(A, B). (2.5)
Demonstragao:

1. Atendendo a definicao de coeficiente de dependéncia na cauda, obtém-se

AB.A) — lim T (X8 >18) + P(Xa >2a) = P(Xp > 25V Xa > 2a)
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CAPITULO 2. MATRIZES DE COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

P(XB>.Z'B)—P(XB>JZ'B\/XA>$A)

B mlif;lpl—l— P(XA>$A)
.0 1-P(Xs<ws) BAB) | 1- P(Xau < aum)
(]./(A) x—>wF1—P(XA<l'A) O./(A) z—xt 1—P(XA<I'A)
_ a(B)e(B) B(A,B)
= A HA) T a@y B
2. Como
_ £(A) eB)
B(A,B) = @(A)m + af )m a(AUB),
o resultado segue-se de (2.4). O

Note-se que a(A) e 5(A,B), em geral, ndo s@o iguais a um, como é ilustrado
nos exemplos apresentados em Ferreira (2011).
A igualdade (2.4) é a extensdao ao contexto multivariado de (1.16). Por outro

lado, a igualdade (2.5) estabelece uma nova relacao entre A\({i}, {j}) e ({1, j}), sendo

A{i} i} = e({i jhe({i i),

com A({i},{j}) = e({i,j}) = 1, isto é, X; e Xj totalmente dependentes, se

a({i,j}) = 1. Genericamente, se

P (ﬂ{Xi > :I:}) ~ P (U{Xi > :L‘}) , quando xr — zp,

ieC ieC

para os conjuntos de localizagoes C = A e C = A U B, entao tem-se
A(B,A)=¢(A,B)=1.

Seguidamente iremos descrever a dependéncia espacial através de matrizes de
coeficientes de dependéncia, depois de introduzirmos os conceitos necessarios.
Para cada i = (i1, i2) € Z? sejam s,(i), j € {1,2,...,8}, os vizinhos de i definidos

por

81<i):(i1 + 1,i2), 82(1):1 + ]_7 Sg(i):(il,ig + 1), S4(i):(i1 — 1,’i2 + ].), (2 6)
S5(i):(i1 — 1,i2), Sﬁ(i):i — 1, S7(i):(i1,i2 — 1), Sg(i):(il + 1,i2 — 1),

e consideremos s¥(i) = (sj0...05;)(i), a funcdo composta de s;, k vezes, com k > 1

es)(i)=1,5€{1,2,...,8}
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2.2. DEPENDENCIA LOCAL EM EVENTOS EXTREMOS

Definimos a fronteira do conjunto A por
B(A)={ic A:s;(i) ¢ A paraalgum j e {1,2,...8}}
e seja
TE(A)={si(i):ieBA)}-A, je{l,2,....8} k=1, (2.7)

o conjunto formado pelas translagoes de passo k > 1, dos elementos de B(A) se-
gundo a diregao s;, ou seja, ¢ o conjunto das localizagoes vizinhas de A a passo
k.

Considere-se a matriz A (T k(A), A), de coeficientes de dependéncia multivariada
na cauda superior, cujos elementos medem a tendéncia para a ocorréncia simultanea

de valores elevados de X nas regioes A e TF(A),

A(TS(A),A) = | M(TE(A),A) A(TE(A),A) X(TE(A),A) (2.8)

onde T" (A) = A e A (TF(A),A) = A\(A,A) = 1.

Como consequéncia da Proposicao 2.1, a matriz A (Tf(A), A), k > 1, obtém-se

a partir da matriz A (Tsk_l(A), A), como se mostra no proximo resultado.

Corolario 2.1 Seja X um campo aleatorio maz-estdvel sobre 72 e A um conjunto

de localizagoes em Z2. Entdo, para quaisquert,j € {1,2,...,8} ek > 1, tem-se

" Bt a(T{ (A)) e(T¢ (A))
B(TE(A), A) '
- aATHA)

o (A) e(Ty(A) | BTT'(A),A)
a(A) e(A) a(A)

(A, TFHA));

) St

oz(AUTskj (A))

2. MTE(A),A) = NTFH(A),A) + a(A)

Sj

e1(A,TF(A))—

Sj

_a(AUTE(A))
a(A)

e1(A, TFHA));

) st

3. A{sF )} AL} = A (O} AL +e({s 71 (1), 1)) — e({s§(), 1}), 1€ 2%
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CAPITULO 2. MATRIZES DE COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

Podemos ainda descrever a dependéncia entre os eventos {Xa < za} e
{XTS;CJ_(A) < szkj(A)}, para cada * € R e j € {1,...,8}, considerando os coefici-
entes €1(A, Tfj(A)) ou £9(A, TSIZ(A)) como se segue.

Para i € {1,2},

Ei (Tsk; (A)7 A) €Z<Ts{€3 (A)7 A) €Z<Tskg (A)7 A)
& (TF(A),A) = |si(TFE(A),A) (TE(A),A) (TE(A),A)|, comk>1. (2.9)
= (Tsk(; (A)’ A) € (Tsk7 (A)’ A) 51(Tskg (A)’ A)

Recorrendo a operagbes matriciais, pode generalizar-se (1.16) da seguinte forma

AT (W) {i}) = 2 - E(T(0), {i}) = 2 — 2&(TF (1), {i}),

onde 2 representa uma matriz de ordem 3 com todos os elementos iguais a 2.

A utilizagao das oito diregoes s;, j € {1,...,8}, permite localizar de forma exata
as posicoes dos conjuntos. Contudo, podem considerar-se quatro ou simplesmente
duas direcoes na definicao das matrizes anteriores. Por uma questao de simplicidade

de escrita, serd adotada esta abordagem nas proximas secgoes.

2.3 Coeficiente médio de dependéncia na cauda su-

perior

Para quaisquer localizacoes i e j em Z? tem-se

A} (i) = Ay o s'()} {i})

para k,l € {1,3,5,7} e m,n € Ny. Deste modo, os coeficientes de dependéncia entre
i e os seus vizinhos podem ser obtidos a partir de matrizes de dependéncia de ordem
superior, como mostraremos no que se segue.

Para além dos elementos da matriz A(T%(i),i), k > 1, iremos considerar coefici-
entes de dependéncia resultantes de mais composicoes s} os}', com k # [, obtendo-se

assim uma nova matriz de dependéncia,

Ak(i) = [)‘I;,q(i)] pe{l,....2k+1} (2.10)

qefl,..., 2k + 1}
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e, paral € {0,...,k} em € {0,...,k},

)‘k-i-l Lk+1+m

(i
Me1-the1-m (i

(

(

AQHWH 1) = M{slosb(i)}, {i}),
)\’,§+1+,,k+1+mi = A{skosT(i)}, {i}),

ou equivalentemente

(

A{s5T P o st 79(0)) {i)) sel<p<k+1, 1<q<k+1
N ()= A({s’i“qos’;:k_l(?)},{?}) sek+1<p<2k+1, 1<qg<k+1
M{s5TPos7F @)} {i}) sel<p<k+1, k+1<qg<2k+1
\A({s’;klosﬁ_k_l(i)},{i}) sek+1<p<2k+1, k+1<qg<2k+1
Tem-se

e pode-se extrair A(T7(i), i), paran < k, a partir de A¥(i), considerando as suas dia-
gonais, a linha A, (i), ¢ € {l,...,2k + 1} e a coluna A, (i),
pe{l,...,2k+1}.

Como poderemos ver na proxima seccao, mesmo em exemplos simples, deter-
minar A\(A,B) pode revelar-se uma tarefa drdua quando os conjuntos A e B tém
mais do que uma localizacao. Tal motivou a introducao de uma nova medida de
dependéncia, a média de coeficientes de dependéncia na cauda obtidos a partir das

matrizes A*(i), k > 1.

Definigao 2.1 Para quaisquer conjuntos de localizacoes A e B em Z?, o coeficiente

médio de dependéncia na cauda, (B, A), define-se por

A(B,A) = @] Z)\ (i}, A). (2.11)

jeB

No que se segue iremos considerar o caso particular em que B é um conjunto de
vizinhos de A = {i}.
Para cada n > 1, o conjunto de vizinhos de uma localizacao i a passo n é definido

por
V(i) = {j = (1, j2) € Z*: |j1 —ia| V]j2 — ia| = n},

ou de forma equivalente,

V(i) = {((=1)"sTo(=1)"s5) (1), (—=1)*s5o(=1)"s7") (i) : w,v € {1,2},7,m € {0,..., n}},
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CAPITULO 2. MATRIZES DE COEFICIENTES DE DEPENDENCIA
onde —s} = sp, —sy = sI.

Atendendo a que a matriz A*(i) pode ser obtida a partir de A*~1(i), acrescen-
tando as linhas e as colunas correspondentes a A({j}, {i}) com j € V*(i), entao
podemos utilizé-la na determinacao do coeficiente médio de dependéncia na cauda

entre i e os seus vizinhos a passo k.

Proposicao 2.2 Para qualquer localizacio i € Z* e k > 1, tem-se
1.

AVHE), {i}) = (876)1<Z(A’f (1) + Abpar g (D) + ) (b (i) + )‘l;,2k+1(i))>§ (2.12)

g=1 p=2

X(Uvn(i),{i}) (4k(k 4 1))~ (Z)\' )

n=1

Demonstragao: Estes resultados sdo consequéncia imediata das definicoes de A (i)

e de \(B, A). O

Em geral, para obter A(V(i),{m}) com m € V¥(i) et > k > 1, temos de
conhecer A*(m), onde
s =min{n : V(i) C V"(m)}.

Contudo, se {Xyta) > v} e {X; > 2} s@o acontecimentos condicionalmente
independentes relativamente a F' € 0(Xy,), onde 0(X,y,) denota a o—élgebra gerada
pela v.a. Xy, ainda podemos utilizar a matriz A*(i), como se mostra na proposigao

seguinte.

Proposigao 2.3 Seja i € Z?> et > k > 1. Se, para alguma escolha de E €
o(Xj,jeVi(), Feo(X;jeVi) eG €o(Xy), E e G sao condicionalmente
independentes relativamente a F', entdao

1. para cada B C Vi(i) e A C VE(i)

AB, {i}) = A(B, A)MA, {i});
2. para cada m € V*(i),

AWV'(d), {i})
A({m}, {i})

(8t)7* <Z (X‘i,q(i) At 4 Z p 2t+1 (1>>>
A({m}, {i}) 7

A(V'(i), {m})
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desde que A({m}, {i}) #0
Demonstracgao:

1. Para B C V(i) e A C V%(i) tem-se

z—xf

A(B,{i}) = lim P (ﬂ{x > r}

{X; > x})

= lim P

z—xf

ﬂ{X >}, ﬂ{X > x} {Xi>x}>+

JEA

+ lim P

z—xf

< \c ~

(X5 > 2}, J1XG <} | {6 > 33})

€B jEA

= lm P (ﬂ{X >}

X PQﬂ{XJ>$}
+ lim PQH{X >z}

ﬂ{X >z}, {X; >x}>

LB*HE

x P (U{Xj <z}

x5 <o {X >x}> X

JEA

$*>$
€B JEA

$*>$ .
€B JEA

= AB,ANA, {i}) + lim P (ﬂ{xj >z}

X (1 - P (ﬂ{Xj >t | {X; > x}))
= A(B,A)XNA, {i}) +

+ lim P(Jﬂ{X >z}

z—aF

= AB, A)AA, {i}).

jeA

JEA

+ l1mP<ﬂ{Xj>x} U{ngx}> xP(JU{XJ-g

U <}

Ui < x}> (1= A(A, {i}))

= lim PQH{X >z} m{X >x}> XP(ﬂ{X >z}

r}

{Xi > l’}) +

{Xi > l’})

)x

2. O resultado obtém-se de (2.12), atendendo a que para j € V(i) e m € V(i)

podemos escrever

A{irAi}) = A(i} {mpHA({m}, {i})
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20 T T T T T
©

e g

Figura 2.1: Simulagao do campo aleatério X definido em (2.13) (esquerda) e repre-
sentagao das curvas de nivel para o percentil 95, z(; ;) = 114.3488 (direita).

A(V(3), {i}) = A(V'(i), {m}A({m}, {i}).

O

Os elementos da matriz A*(i) relacionam-se com os elementos da matriz A’(i),

t >k > 1, do seguinte modo

2%+1 2%
()\]f,q(i) + )‘]2€k+l,q(i)) + Z (A];,l(i) + )\];,21%1(1))
g=1 p=2
k1 t+k
= ) (M) M)+ D (A k() A ()
g=1+t—k p=2+t—k

2.4 Exemplos

Nesta seccao aplicamos as matrizes de dependéncia, introduzidas anteriormente,
a dois campos aleatorios. No primeiro exemplo considera-se um campo aleatério
1-dependente max-estavel e anisotropico. O segundo exemplo é o processo Gaussiano
extremal definido por Schlather (2002).

Exemplo 2.1 Seja Y = {Yi}iczz um campo aleatério i.i.d. com f.d. marginal
univariada de Fréchet unitéria. Considere-se o campo aleatério 1-dependente, max-
-estavel e anisotropico X = {X;}iezz (Figura 2.1) definido do seguinte modo

X; =max{Y,,s,j € {1,...,8}}, ieZ (2.13)

A propensao para a ocorréncia simultanea de valores elevados de X localizados

em A = {i,i+ 1} e na regiao formada pelas transla¢oes de A a passo 1, segundo
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cada uma das diregoes, ¢ dada por

/2 0 0
ANTHAL,A) =] 0 1 0 |,
0 0 1/2

obtendo-se a independéncia em todas as dire¢oes no passo 2,

000
AMT2A),A)=|0 1 0
000

A partir das matrizes dos coeficientes de dependéncia na cauda superior entre

A = {i} e as suas translagoes, a passos 1, 2 e 3, segundo todas as diregdes,

2/8 4/8 2/8 1/8 3/8 1/8
AMT({ih).{i}) = | 4/8 1 4/8 | MTZ({ih{ibH=|3/8 1 3/8
2/8 4/8 2/8 1/8 3/8 1/8
000
AT, i) =101 0|, (2.14)
000

constata-se que a independéncia é obtida em todas as dire¢oes, no passo 3.

Combinando a informacdo contida nas matrizes (2.14) com os coeficientes de
dependéncia na cauda superior em outras dire¢oes, obtém-se a seguinte matriz es-
tendida

0 0 0 0 0
1/8 2/8 3/8 2/8 1/8
2/8 2/8 4/8 2/8 2/8
3/8 4/8 1 4/8 3/8
2/8 2/8 4/8 2/8 2/8
1/8 2/8 3/8 2/8 1/8
0o 0 0 0 0

(2.15)

=

w

—

=

S~—

Il
o O O o o o o
O O O O o o O

Na Figura 2.2 ilustramos, através de uma escala de cinzas, a dependéncia na cauda
bivariada de X, de acordo com a matriz (2.15). Os tons mais claros correspondem
a menor dependéncia e os mais escuros a maior dependéncia, sendo a dependéncia

total representada a preto e a independéncia a branco.

Aplicando a Proposicio 2.2 obtemos A(V*(i), {i}), k < 3, a partir dos elementos
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CAPITULO 2. MATRIZES DE COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

3133|133 |3|3
31212121223
3121 123
312 2|3
3121 123
31212121223
3133|3333

Figura 2.2: Representagao, numa escala de cinzas, dos valores de dependéncia da
matriz A3(i).

de A3(i),

NVEQG), {i}) = 0, para k > 3.

FNH

AWVHA) ALY = o AVP(), {i}) =

o I

Saliente-se que A(V'(i), {m}) com m € V*(i), t+ > k, ndo pode ser obtido da
Proposicao 2.3 para k > 3 dado que A({m},{i}) = 0. Deste modo, para calcular
X (V3(i), {s2 0 51(i})) podemos utilizar diretamente os valores em A°(i) ou simples-

mente os valores em A?(i) uma vez que A\(V¥(i), {i}) = 0, k > 3, obtendo-se

AV {sios(i)}) = . A{ih {5 esi@)})

3

)] <>|J6V3
1 5><2+4+3+1 3
24 8 8 8 8) 32

Neste caso, as matrizes dos coeficientes extremais bivariados, definidas em (2.9),

sao dadas por

14/16 12/16 14/16 15/16 13/16 15/16
E(TH{iN), {i}) = [12/16  1/2 12/16], &(T2({i}),{i}) = [13/16 1/2 13/16
14/16 12/16 14/16 15/16 13/16 15/16
1 1 1
E(T7({ih) i) =1 1/2 1|,
1 1 1

e permitem quantificar o grau de dependéncia entre os eventos {X; < z;} e
{XTskj(i) < szkj(i)}, j € {1,...,8} para cada z € R e k € {1,2,3}. Refira-se
que a total dependéncia corresponde o valor 1/2 e o valor 1 a independéncia. A
medida que k aumenta o valor dos oito elementos da matriz, correspondentes as oito

diregoes, aumenta, o que corresponde a uma diminui¢ao da dependéncia.
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10

Figura 2.3: Modelo de Schlather com p(||i — j||) = exp(—+/(i1 — j1)2 + (ia — Jj2)?).

Exemplo 2.2 Consideremos a classe de distribui¢oes bivariadas, associada ao pro-

cesso Gaussiano extremal, X, de Schlather (2002), definida por

P (X <,X <) = exp [_% (1) <1+ \/1 I 1>xy>] |

onde z,y € R e p(.) representa a fungdo de covariancia do processo Gaussiano

subjacente.

No que se segue utilizamos a fungao de covariancia definida por

p([i=jll) = exp(=[li = jll),

com i = (i1,i2) e j = (j1,J2), onde [li — j|| = /(i1 — j1)® + (i — j2)? (Figura 2.3).

O coeficiente extremal bivariado é dado por

c({ij)) =1+ \/M

e atendendo a que o campo X é isotropico, para a determinacao das matrizes

A (T#({i}),{i}) apenas precisamos de determinar os seguintes coeficientes

1= p(ITE ({i}) — i
)\(Tfj({i}),{i})zl—\/ Al SJQ({ D= ey e

Considerando j € {1,...,8} em (2.16) determinaram-se os valores necessarios
para definir a matriz (2.17) de coeficientes de dependéncia na cauda superior, des-
crita na Secgao 2.3. Os elementos desta matriz quantificam a dependéncia na cauda

entre Xj e os seus vizinhos até ao passo 3 e mostram, tal como se esperava, que a
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V), i)

028 030 032 034 036 038 040 042

Figura 2.4: Dependéncia entre i e V"(i), n > 1, no modelo de Schlather.

medida que k aumenta a dependéncia diminui.

[ 0.298 0.303 0.308 0.312 0.308 0.303 0.298
0.303 0.314 0.332 0.343 0.332 0.314 0.303
0.308 0.332 0.385 0.438 0.385 0.332 0.308
A%(i) =] 0312 0.343 0438 1 0438 0.343 0.312 |. (2.17)
0.308 0.332 0.385 0.438 0.385 0.332 0.308
0.303 0.314 0.332 0.343 0.332 0.314 0.303
| 0.208 0.303 0.308 0.312 0.308 0.303 0.298

O coeficiente médio de dependéncia na cauda é dado, para n > 1, por

X(V”(i%{i}):l ( | > ALY
Jevn(i)
1 1—p(i—1j

B 1__ /1—exp \/1—exp (—nv/2) nzi 1 — exp( \/n2+l<:2)

A partir da sua representagao grafica (Figura 2.4), para alguns valores de n > 1,

constatamos, tal como anteriormente, que quando n aumenta A\(V"(i),i) diminui.

Notemos que p(||]i — j||) — 0 quando ||i — j|| — oo, e por conseguinte
£({i,j}) <14 +/1/2, logo a independéncia nunca surgiré.
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2.5. ALGORITMO PARA DETERMINAR OS COEF. DE DEPENDENCIA

e Calcular S(J) :

log Dy (u(19D)
log
2. Determinar S(J) = |J| + (—=1)PH+1 x ¢,
(a) Parai=2até |J| -1
i. Determinar Nset = (I?\)
ii. Para j =1 até Nset

log D (u®)
logu

B. Atualizar S(J) : S(J) + (—1)"! x ¢.

1. Determinar € =

A. Determinar € =

e Determinar \(B,A) = Sg?z?).

Figura 2.5: Algoritmo que devolve o coeficiente de dependéncia na
cauda superior A(B,A) dados dois conjuntos de localizagbes A e B

em Z* e uma fungio de dependéncia de valores extremos |A U BJ-
-dimensional, Dg(u(4VBD),

2.5 Algoritmo para determinar os coeficientes de

dependéncia

Os exemplos apresentados evidenciam que o célculo dos coeficientes de dependéncia
na cauda superior A (B, A) é um processo trabalhoso quando os conjuntos A ¢ B

tém mais do que uma localizagao. Considerando a relagao (2.1) com

B log DG(u(‘JD)

JC7?
log u -

e(J)

Y Y

onde Dg denota a funcao de dependéncia associada & f.d. G do vetor aleatério

) um vetor de dimenséo |J| com

formado pelas variaveis aleatorias X;, i € J, e u!
todas as componentes iguais a u € [0, 1], propoe-se um algoritmo simples (Figura

2.5) para determinar o valor de A (A, B), dados os conjuntos A e B de Z2.

O algoritmo foi implementado no Mathematica 7, por permitir calculo simbdlico
e, como tal, permitir obter a expressao algébrica dos coeficientes. Também foi
neste programa que se introduziram as instrugoes necessarias para determinar os
coeficientes £1(A,B), e2(A,B) e A(A,B), apresentados anteriormente. Refira-se
que para conjuntos de localizagoes de grande dimensao a aplicacao do algoritmo

exigira maior tempo de computacao, dado o aumento da complexidade.

Aplicou-se o algoritmo ao caso particular de dois conjuntos de localizagoes, A e

B, e considerando as funcoes de dependéncia multivariadas de valores extremos de
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Gumbel e da familia MM3 de Joe (1997, p. 164).

Exemplo 2.3 Considere-se o vetor aleatério formado pelas variaveis aleatorias X;

indexadas nos seguintes conjuntos A e B de Z?
A={1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,1),(23)},

B ={(31),(3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3), (4, 4)},

com funcao de dependéncia de Gumbel (Figura 2.6)

=

|AUB|
D¢ (uq, ..., uauB|) = exp | — Z (—logu;)° ,u; €10,1], 6 >1, (2.18)

j=1

onde § = 1 corresponde & situacao de independéncia e 6 — 400 & situagao de total
dependéncia.

Para 6 = 2 obtém-se

e(A) = 2.4495, e(B) =2.8284,  A(A,B) = 0.8345,

e1(A,B) = 1.5275, (A, B)=0.7089,  A(A,B) = 0.9628.

Exemplo 2.4 Neste exemplo consideramos que a funcao de dependéncia do vetor

aleatorio formado pelas varidveis X; com i € A UB,
A= {(1’ 1)7 (17 2)} eB= {(27 1)? (2a 2)7 (27 3)}7

pertence a familia MM3 das fungoes de dependéncia de valores extremos, definida
em Joe (1997) por

1
n 1 0
DG(“’l?"'aun):eXp - < (2 _Z “+ j 061])6“)) ) (219)
J

=1 1<j

onde z; = —logu;, p; = (vj+n—1)"1 wy; 20,7=1,...,n,6; >0,i<jed>0.
Na Figura 2.6 apresentamos uma simulacao desta funcao para n = 2,
p=1(1/92,1/95), 0o =1e 6 =2.
Tomando 0 =2, p=(1/92,1/95,1/51,1/13,1/78) e

1 94 16 44
0 60 32 40
0 0 72 43
0 0 0 29

o O O O
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8 5 ,
<0 =0 Y i
< < (P77 777 1.0
o Sor| L
i 0.8
0. 0.2

Figura 2.6: Simulac¢do da funcdo (2.18) com ¢ = 2 (esquerda) e da funcao (2.19)
com p = (1/92,1/95), 012 = 1 e § = 2 (direita).

obtém-se

() = (2- @ 4o ®) = 14123

=

B) = 3 —d12 —d12 % (013 —013 % (023 —623 %
£(B) (p1”? + 1) (P17 +p3™) % — (py°** + py 7)) 28
— 1.7189,

AA,B) =0.7079, &,(A,B) = 15650, &5(A,B)=0.7059, A(A,B)=0.8357.

2.6 Campo aleatorio M4

Os processos maximos multivariados de maximos maéveis ou simplesmente processos
M4, foram introduzidos por Smith e Weissman (1996) e tém sido utilizados para
modelar o comportamento de valores extremos de vérias séries temporais (Zhang e
Smith (2004, 2010), Morales (2005), Zhang (2009) e Suveges (2009)) por se revelarem
bem adaptados a esses casos.

Smith e Weissman (1996) mostraram que assumindo algumas condigoes gerais, as
observagoes extremas em processos estacionarios multivariados podem ser caracteri-
zadas em termos de um processo limite max-estavel e que os processos max-estaveis
podem ser aproximados por um processo M4. Estes resultados sao relevantes porque
permitiram caracterizar o indice extremal de processos estacionédrios multivariados
com base nos processos M4 (Teorema 2.3 em Smith e Weissman (1996)).

No que se segue vamos definir campo aleatério M4, apresentar a sua funcao de

dependéncia, verificar que é max-estavel e deduzir a expressao do coeficiente extre-
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mal no contexto multivariado. Iremos ainda determinar as medidas de dependéncia
apresentadas nas Secgoes 2.2 e 2.3, cujo calculo seré facilitado pelo algoritmo apre-

sentado.

Seja X = {Xj};cg2 um campo aleatério M4 definido por

X;=max max @miZii_m, 1€ RZ (2.20)
[>1 —oo<m<+o0o ’
onde {Z; ,}1>1nez ¢ uma familia de variaveis aleatorias independentes com f.d. F' de

Fréchet unitéria e, para cada localizagao i € R?, {@ymi}i>1,mez sdo constantes nao
400 Ho00

negativas tais que Z Z Apmi = 1.

=1 m=—oc0
As constantes {a@umi}i>1,mez sdo os parametros do campo, também designados
padroes de assinaturas. O nimero de padroes é dado por [ e m representa o niimero
de assinaturas. Estas constantes sao determinantes na estrutura de dependéncia do

campo.

A f.d. do vetor (Xj,, ..., X;, ), que denotaremos por Ga, com A = {i,...,ix} é

dada por
GA(iCl, C. ,%k) = P (Zl,lfm < a;:il Sy Zl’lfm < al:fr]:ik ,l > 1, —oo<m< +OO>
400 400 k a
mlj
= exp | —
I 1T e (- V(%))
=1 m=—o00 7=1 J

e por conseguinte, a funcao de dependéncia associada a G define-se por

400 o0 k

Dey(usy, o) = [T T A ™. (2.21)

=1 m=—o0 j=1

com u;; = F(x;) = eXp(—xj_l), j € {1,...,k}. A estrutura de dependéncia de
(Xi,, ..., Xj, ), regulada pelos padroes de assinaturas {aumi}i>1.mez, ¢ caracterizada
por (2.21).

O campo X é max-estavel uma vez que para t € N, a funcao de dependéncia
(2.21) satisfaz

Dg, (i, ... ug,) = Dau (U, ud),

para quaisquer localizagoes iy, ..., ig.
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Atendendo a (1.10) obtém-se a seguinte funcao expoente associada & MEV Ga,

Va(zi,...,25) = —InDg,(exp(—z7"),... exp(—z;"))
+oo 400 (2'22>

= 3 JAVIET

=1 m=—o0 j=1
e por conseguinte, o coeficiente extremal do campo M4 é dado por

g(A) =Va(l => ) (\/almij) (2.23)

=1 m=—o00

No que se segue vamos considerar um campo M4, X = {X;}iez2, cuja simula-
¢ao apresentamos na Figura 2.7, com um numero finito de padroes, L = 1, e de

assinaturas, 1 < m < 2, sendo as constantes ajq; e a19; definidas do seguinte modo

. 1 . 1 . . . . 4 .
® aj;=35€a12i =5 S¢ %1 >J1 A 1 par A 71 Impar ;
1 3 . . . ., .
® aj;; =7z €az; =73 se 13 <1 A 1 par A 71 Impar ;
® 11, = % € Q12 = % se 41 >71 A i impar A j; par;
1 9 . . ., . X
® apj=geap=3 se 11 <Jj1 A 4 impar A j par;
1 5 . . . . .
® ajj;=gea; =g se 13 >71 A uppar A jppar;
® apj=;eap=z: se 11 <Jj1 A dppar A jppar;
® j1; = % € Q19 = g se 41 >71 A i impar A j; impar ;
® 11; = % € Q1o = g se 11 <71 A 11 impar A j; impar .

Vamos avaliar a dependéncia extremal entre variaveis de X indexadas em
A ={(3,2),(4,5),(3,5),(6,4)} e numa regiao vizinha de A, através das matrizes de

dependéncia na cauda superior e extremais.

A matriz A*(A) corresponde & generalizacio da matriz (2.10) a uma regiao de

localizacoes, sendo os seus elementos )\’;g(A), p,q €{1,...,2k+ 1} dados por

)‘k+1 k+1(A> =1
eparal,me {1,... k},
)‘]lz—&-l—l,k:-i-l-i—m(A) = )\(T’Z m(A)> A)
)‘k+1 Lk+1— m(A) = )\(T’Z ?(A), A)
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Figura 2.7: Simulagdo do campo aleatorio M4 (esquerda) e representacao das curvas
de nivel para o percentil 95, x(; jy = 19.3613 (direita).

N (A) = AT (A), A).

Considerando k = 4 e recorrendo ao algoritmo introduzido na Secgao 2.5 deter-

mindmos estes coeficientes, cujos valores apresentamos na matriz A*(A).
[ 49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 1 1]
49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 45/52 49/52 49/52
49/52 49/52 49/52 49/52 49/52 1 1 1 12/13
49/52 49/52 49/52 49/52 45/52 45/52 45/52 81/91 81/91
A*Y(A) = | 49/52 49/52 49/52 1 1 1 12/13 81/91 81/91
49/52 49/52 45/52 45/52 45/52 81/91 45/52 81/91 81/91
49/52 1 1 13/18 12/13 81/91 81791 81/91 81/91
45/52 45/52 45/52 81/91 81/91 81/91 81791 81/91 81/91

1 13/18 12/13 81/91 81/91 81/91 81/91 81/91 81/91

A semelhanca da analise apresentada na Seccao 2.4, na Figura 2.8 consideram-
-se os elementos da matriz representados numa tabela de acordo com uma escala de
cinzas. Desta forma, pretendemos destacar as diferencas entre o grau de dependéncia
na cauda das varidveis de X indexadas em A e das indexadas em regioes vizinhas de
A. Observa-se, por exemplo, que a tendéncia para que ocorram valores elevados de
X nos conjuntos vizinhos de A a passo 1, sabendo que ocorreram valores elevados
de X em A, varia com a direcao que se considera. Verifica-se que existe dependéncia
total quando se consideram os conjuntos de localizacoes A e os seus vizinhos a passo
1 segundo as direcoes s; e s5. Considerando os conjuntos vizinhos de A a passo k,
2 < k < 4, também se observam diferentes graus de dependéncia, sendo de destacar
que nao existe nenhuma situacao de independéncia.

O estudo efetuado permitiu concluir que as matrizes A (T S’“(A),A) , definidas
em (2.8), quando k > 4 apenas apresentam duas formas distintas que dependem da

paridade de k. Assim, se k ¢ fmpar obtém-se matrizes iguais a A (T2(A), A), caso
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2.6. CAMPO ALEATORIO M4

Figura 2.8: Representacao, numa escala de cinzas, dos valores de dependéncia da
matriz A*(A).

contrario, obtém-se matrizes iguais a A (T2(A), A).
As matrizes de coeficientes extremais no contexto multivariado, definidas em

(2.9), neste exemplo sao dadas por

95/187 99/191 99/191
E(THA),A) = | 115/217  1/2 1/2 ;
99/191 99/191 171/332

95/187 95/187  1/2
Eo(T?(A),A) = | 95/187 1/2  24/47 |;
1/2  24/47 171/332

[ 05/187 95/187  1/2
95/187  1/2  171/332 | se k > 2 par
1/2  171/332 171/332 |

T 95/187  95/173  99/191 ]
95/187  1/2  171/332 | se k > 2 impar.
| 99/191 171/332 171/332 |

\

Estas matrizes de coeficientes extremais permitem quantificar a dependéncia

entre o par de acontecimentos
J J

considerando k¥ € N, j € {1,...,8}. Se existir independéncia entre um par de
eventos da forma (2.24), para algum k e j, o coeficiente extremal e, terd valor 1, o

que nunca se verifica. Por outro lado, a dependéncia entre {Xa < xa} e cada um
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dos acontecimentos

{XT;I (a) S o1y <A)} ) {Xng (a) S $T32<A>} ) {XT£6 (&) S T8, <A>}

¢ significativa dado que €5 = 1/2 (limite inferior do intervalo de variagao).
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Capitulo 3

Madograma generalizado

3.1 Introducao

E frequente os hidrologistas agruparem dados por regides com base nas suas ca-
racteristicas geograficas e hidrograficas, o que revela ser importante caracterizar a
dependéncia entre extremos de duas regioes disjuntas. Um exemplo comumente re-
ferido é a dependéncia entre a temperatura no Golfo do México e a temperatura
nas ilhas Britanicas, explicada pela chamada corrente do Golfo. Outro exemplo é
o efeito da temperatura/pluviosidade em sistemas montanhosos sobre a tempera-

tura/pluviosidade de regioes vizinhas desses sistemas.

As situacoes descritas anteriormente motivaram a introducao do coeficiente ma-
dograma generalizado (Fonseca et al. (2011)), o qual resume a dependéncia entre
os maximos das variaveis indexadas em duas regioes disjuntas de localizacoes, tendo

em conta a dependéncia inter-regioes e intra-regioes.

Apos a introdugao deste coeficiente, o qual generaliza o A-madograma apresen-
tado em Naveau et al. (2009) para pares de localizagoes, estabelecemos relagoes
com outros coeficientes de dependéncia e ilustramos a sua aplicagao num modelo
particular, os campos M4. Com o objectivo de utilizar este coeficiente em dados
reais introduzimos um estimador, para o qual provamos a normalidade assintotica
e a consisténcia forte. Apresentamos ainda resultados de simulacoes que permitem
avaliar o desempenho do estimador proposto e que foram obtidos através de rotinas

computacionais que desenvolvemos utilizando o programa R.

Por fim, utilizando o trabalho desenvolvido, estudamos a dependéncia entre va-

lores extremos de precipitacao em regioes portuguesas com base em dados que estao
disponiveis no SNIRH.
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CAPITULO 3. MADOGRAMA GENERALIZADO

3.2 Definicao e propriedades

Seja X = {Xj},cgz um campo aleatoério max-estavel com f.d. marginal univariada
F de Fréchet unitaria , isto ¢, F((x) = exp(—27!), = > 0.

Para quantificar a dependéncia entre o méximo das variaveis de X indexadas em
duas regides disjuntas, I = {iy,..., iz} eJ = {j1,...,Js}, introduzimos o madograma

generalizado, que passamos a definir.

Definicao 3.1 Seja X um campo aleatorio max-estdvel com f.d. marginal univari-
ada F de Fréchet unitdaria e 1 = {iy,...,ix} e J = {j1,...,]js} duas regioes disjuntas

de R%. O madograma generalizado define-se por

v*A(1,3) = %E |F(M(X)) — FP(MJ))|, a>0, >0, (3.1)

k s
onde M(I) = \/ Xi, e M(J) = \/ X;,.
q=1

p=1

Tomando f =1—a, a € (0,1), e k =s =1 em (3.1), obtém-se a defini¢ao do
A-madograma de Naveau et al. (2009) apresentada em (1.20).
Atendendo a que a f.d. F' é Fréchet unitaria o madograma generalizado pode ser

reescrito da seguinte forma
S

v (LI) = SE \k/F“<Xip>—\/FB<XJ‘q)

r(B) -y (%)

Esta expressao do madograma generalizado motivou o estimador que apresenta-

(3.2)

I
| —
ey
<=

X,
5

p

remos na Secgao 3.3.

As constantes « e § representam as ponderacoes atribuidas as duas regices de
localizacoes. Uma escolha sensata, para quando nao existe nenhuma localizacao
a privilegiar em cada uma das regides I = {iy,...,ix} e J = {ji,...,js} e que
generaliza a abordagem bivariada, é a seguinte

A 1—A
2 LA 1).

o =

Na proposi¢ao que se segue mostra-se que I/a’B(I, J) fornece informacgao sobre a
dependéncia entre as regices I e J através da fungao expoente associada a distribui-

¢ao MEV G. Este resultado generaliza a Proposi¢ao 1. de Naveau et al. (2009).
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3.2. DEFINICAO E PROPRIEDADES

Proposicao 3.1 Seja X um campo aleatorio maz-estavel com f.d. marginal univa-
riada F' de Fréchet unitdria, I = {i1,...,ix} e J = {j1,...,Js} regides disjuntas de

localizacoes em R? e o, B € RT. Entao

B o Vig(a,. 0B, B) B
D) = e B d@h) (3.3)

com
1 i, ..., 1 Vy(1,...,1
(o ) = & 1( ) Wil ) |
2 \a+Vi(1,...,1) B+ V5(1,...,1)
onde, para Ty, ...,Trs € RT,
V'I’J(Q?l,...,xk,karl,...,Q?kJrs):—IHGI’J(l'l,...,ilj'k,ilj'kJrl,...,.%'kJrs)
e

k s
Gry(®y, ..., Tpys) = P (ﬂ {X;, <}, m {X;, < $k+q}> :
p=1

g=1

Demonstracao: O resultado obtém-se aplicando a relagao
la —bl =2(aVb)— (a+b),

na defini¢ao de v*?(I,J) e tendo em conta que

E(F*(MI)vF (MQJ))=E (F <@ Vv @)) :

De facto, atendendo a que a distribuicao de @ Vv %‘]) é dada por

P(MOEI) \/@ <u> = P(M(I) < au, M(J) < fu)

= Gug(ou,...,au,Pu,...,Lu)

= exp{—u‘lvu(a,...,a,ﬁ,...,ﬂ)}, u >0,

+oo
:/F(u) exp{—Vrs(au, ..., au, pu,... ,Bu)}%(—VIJ(au, oo, fu, .., Bu)) du
0
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+oo
— / exp {—u_l —u Wig(a, .., B, ,ﬁ)}u_QVLJ(oz, oo, 8,000, B)du
0

_ ‘/I,J(Oéw"uauﬁw"’/@)
1+%,J(@7---7aaﬁ>"'aﬂ)

X

+oo
X/ exp{ u- ]."‘ViJ( }u 1_{"/IJ ..,a,ﬁ,...,ﬁ))du
0

_ ‘/I,J(aa'-'aaaﬁw"aﬁ)
1+%,J(Q7---aa7ﬁ>"'aﬂ)

De forma anéloga, deduz-se que

Vile,...,a)  Vi(1,...,1)
L+ Vi(a,...,a)  a+Vi(l,...,1)

EF(MT))) =

Va(B,-..B) _ Va(l,....1)
1+ Vi(B,....8) B+V(L,.. 1)

E(FO(M(3)) =

A relacdo estabelecida na proposicao anterior evidencia que v*#(I,J) tem em
consideragao a dependéncia dentro de cada uma das regiao I e J, por via dos coefi-

cientes extremais dos vetores (Xj,, ...,

Xi,) e (Xj,,...,Xj.), e entre as regides I e J
através da funcao expoente Vij(o, ..., o, 8,..., ).
Na proposicao seguinte apresentam-se algumas propriedades do madograma ge-

neralizado.

Proposigao 3.2 Sejam I = {iy,...,i1} e J = {j1,...,js} regioes disjuntas de R2.

Para cada o, B € R, tem-se:
1. 0 < vA(1,) < %;

poe(1, J) = =099 —%( oM+ 2D )

a+e(IUJ) a+e(I a+e(J)

Demonstragao:

1. O intervalo de variacao obtém-se diretamente da definicao de madograma ge-

neralizado.

2. O resultado ¢ imediato a partir da relagdo e(IUJ) = Vi 5(1,...,1).
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3.3. ESTIMACAO

Aproveitamos o resultado apresentado no ponto 2. da Proposicao 3.2 para por

em destaque algumas questoes.

Observacao 3.1 Se as varidveis M (I) e M(J) forem independentes tem-se

e D@ 1 M) =)
o) = S 3 (e )

e no caso de serem totalmente dependentes obtém-se

o __e@Mved) 1/ e e(J)
Y (I’J)_a+(e(I)Va(J)) 2(a+5(1)+a+5(J))'

Observacao 3.2 O coeficiente de dependéncia v™*(1,J) relaciona-se com os coefi-

cientes de dependéncia (1.13) e (1.14) da seguinte forma:

e(Me(L,J) (o) = (e(J) +e(X)ex(1,T)

V) = e ) oD Fem)ad )

—c(o,a), a>0.

3.3 Estimacao

A Proposigao 3.1 relaciona o madograma generalizado com a fungao expoente. De-
notando por G, com A = {ij, ..., i}, a distribuigdo MEV do vetor (Xj,,..., X, ) e
por D¢, a sua fungao de dependéncia, a funcao de dependéncia na cauda associada

a regiao A define-se por

Ia (21, .. 2) = 1%175—1 (1= Dg, (1 —txy, ..., 1 —txy)), (3.4)
com x; € RY, i € {1,...,k}, e relaciona-se com a fungao expoente do seguinte

modo

lA(l/SCl,...,l/l’k>:VA(JJl,...,LCk), 'TiE]RJr, Ze{l,,]{?} (35)

Existem varias referéncias na literatura relativamente a estimagao da funcao [,
de que s@o exemplo Einmahl (2012), Krajina (2010) e Beirlant (2004). Qualquer
um dos estimadores ai referenciados pode ser aplicado na estimagao do madograma
generalizado.

Nesta seccao propomos um estimador nao paramétrico para v*?. Usualmente, os
estimadores nao paramétricos envolvem a escolha de um valor k£ que corresponde ao
ntmero de observagoes de topo que devera ser utilizado na estimacgao de um quantil
elevado de F. Neste caso, temos o problema usual da variancia e do viés: um valor

de k demasiado baixo leva-nos a um estimador com elevada variancia e um valor
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demasiado elevado introduz viés. Alguns métodos que auxiliam na escolha de k, de
forma a conseguir-se um bom compromisso entre variancia e viés, sao apresentados
em Einmahl et al. (2006).

O estimador que propomos para o madograma generalizado nao envolve a escolha
de k. Provaremos a sua consisténcia e normalidade assintética tanto no caso em que

a f.d. das variaveis do campo X é conhecida como no caso em que é desconhecida.

Sejam
X Lx) e (X, X, t=1,....T,
réplicas independentes dos vetores (Xj,,..., X, ) e (Xj,,...,Xj,), respetivamente.
Entao,
k s
{Mt(I) =\ X, t= 1,...,T} e {Mt(.]) =\/ X, t= 1,...,T}
p=1 q=1

sao amostras aleatorias de M (I) e M(J), respetivamente.
12 caso: Funcao de distribuicao conhecida.

Supondo conhecida a f.d. de Xj , Fj,, i, € R?, a qual podera ser transformada

em Fréchet unitéria considerando

1

CInF (X)) (36)
propomos o seguinte estimador para o madograma generalizado
T
71 3) = = SOIFA(MUD) — FPOMA)], a>0, 30 (3.7)
9 2T o ) )

A consisténcia deste estimador e a sua normalidade assintotica apresentam-se na

proposigao seguinte.

Proposicao 3.3 Considerando o estimador definido em (3.7), para o madograma

generalizado, tem-se

VT (0P(1,T) — vF(1,J)) R

g

N(0,1),

onde o> = 373 (L) — (VP (L)) e vz (LI) = SE [(F(M(D) — F*(M(J)))’].

Além disso, 7P(1,J) converge quase certamente para v*°(1,J).
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Demonstragao: Sejam Yy, ..., Yr copias independentes de
1 (e
Y =3 |F*(M (X)) — FP(M(J))] .
Entao

\/T(Y—NY) N

Oy

N(0,1),

onde

L3~ L)

Ly = %E |FY(M(I)) — FA(M@J))| =v*P(I,T) e o} = 5

A consisténcia forte de 7*#(I,J) obtém-se dado que a média amostral converge

quase certamente para o valor médio. O

22 caso: Funcao de distribuicao desconhecida.

O desconhecimento, na pratica, da f.d. marginal univariada obriga a sua estima-
¢ao, para o que recorremos a correspondente fungao empirica.
Substituindo, para cada i, € R?, a desconhecida marginal Fj pela homologa

empirica e considerando a transformagao das varidveis X; , i, € R?, em varidveis

T k s
2o 1 a 20\ 8 77
San - gyl (Vi) - e (v
t=1 p=1 q=1
T |k 0] s 73(t)
1 U, U
= — Fl>2|-\/F|2
t=1 |p=1 q=1

coma >0, >0e

F(u) = — 1 {x9 <} (3.9)
j=1

a funcao empirica modificada, onde se considera n + 1 em vez de n, para corrigir a
precisao da estimativa como ¢ sugerido em Beirlant et al. (2004).

Também este estimador é fortemente consistente, como se mostra na proposicao
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CAPITULO 3. MADOGRAMA GENERALIZADO

seguinte.

~ . =xouB . .
Proposicao 3.4 O estimador v (I,J), definido em (3.8), é fortemente consis-

tente.

~ . a8 .
Demonstracao: O estimador v~ (I,J) é fortemente consistente dado que

PRV () - V) |- gV e - V|
= 1P= q= _
11 ko s T
< |5+ \/ Ej (Xl(t)> _ \/ E] (XJ(t) Z \/ Fa \/ Jac X(t)) ‘
0 =1 Ip=1 ’ q=1 v t=1 [p=1 q=1
11 |k ) i .
__Z \/ \/Fﬂ ——E \/F“(Xi(t))_\/pﬁ(X(t)
2T t=1 |[p=1 p1 P 1

De facto, aplicando a Lei Forte dos Grandes Ntimeros prova-se que o segundo termo

converge quase certamente para zero. Relativamente ao primeiro termo tem-se

t=1 |p=1 q=1 t=1 |p=1 q=1
11 T s k s
Fo () 6y () afyv(®) B(yv®)
< LS A (x) - VA - vmxi»—ku\
t=1 p=1 g=1 p=1 q=1

/AN
N | —
—_
]~
<w
o)
s R
—
ol
N
h'ij
<?r
S
=2
=
+
<
>
P
Sl

VAN

N | —
N~
(]~

N

T [ k s
11 . o
5700 |2 B (x) = P )| + S| B —Fﬂ<X;?>] ,
1

que converge quase certamente para zero de acordo com Gilat e Hill (1992) (de-

monstra¢ao do Teorema 1.1). O

A normalidade assintotica do estimador dado em (3.8) obtém-se do teorema
que se segue, apresentado em Fermanian et al. (2004), considerando a funcao
J :]0,1]*"* — R definida do seguinte modo

1 k k+s
J(xl,...,xk+s):§ \/xz‘— \/ :Ef
p=1 p=Fk+1
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3.4. ESTUDO DE SIMULACAO: ALGUNS EXEMPLOS

Teorema 3.1 Seja (Xi,, ..., X, Xj,,...,Xj,) um vetor aleatorio com f.d. H e

i

com f. d.’s marginais continuas F; , ..., F;,, Fy,, ..., F;, e cuja funcao de dependén-
cia associada a H, Dy, tem derivadas parciais continuas. Se J : [0,1]F7* — R é
uma funcao de variag¢ao limitada, continua por valores superiores e com desconti-

nuidades de 1* espécie, entao quando T — +o00, tem-se a sequinte convergéncia em
distribui¢ao em > <[O, 1]k+s>

— G(u, . uprs)dI (ug, ..., Ugss),
[0,1]+s

onde o processo limite e G tém distribuicao Gaussiana com média zero.

Na proxima secgao avaliamos o desempenho do estimador dado em (3.8), através

de um estudo de simulagao.

3.4 Estudo de simulacao: alguns exemplos

A classe dos campos max-estaveis M4, apresentada na Sec¢ao 2.6, sera utilizada para
avaliar o desempenho do estimador (3.8), uma vez que definida uma estrutura de
dependéncia é possivel determinar o valor exato do madograma generalizado (3.1) e
comparé-lo com a estimativa obtida a partir de (3.8).

Seja X = {Xj};cp2, 0 campo M4 definido na Secgao 2.6. Atendendo a (2.22) o

madograma generalizado do campo M4 é dado por

+oo +oo k s
Z Z (\/ a aymi, V \/ 5_1azmjp>
L)) = — (e, B)
1+ Z Z (\/ oz_lalmip V \/ B_lalmjp)
=1 m=—o00 \p=1 p=1
com
400 +o0 400 +o00 s
Z Z \/ almlp Z Z \/ almjp
1 =1 m=—oc0 p=1 =1 m=—o0 p=1
cla,B) =5 too  +oo + +o0 +oo s
Oé—l-z Z \/almlp ﬁ_‘_z Z \/almjp
=1 m=—o00 p=1 =1 m=—o00 p=1

49



CAPITULO 3. MADOGRAMA GENERALIZADO
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Figura 3.1: Simulagdo do campo aleatério M4 definido no Exemplo 3.1 (esquerda)
e representagao das curvas de nivel para o percentil 95, z; ;) = 18.5626 (direita).

Nos dois exemplos que se seguem obtemos a expressao do madograma generali-
zado de um campo M4, X = {Xj}; ., com 1 e 2 padroes de assinaturas, para as
regides de localizagoes I = {(2,1),(2,2)} e J ={(2,3),(3,3)}.

Exemplo 3.1 Para cada localizacdo i = (iy,i3) € Z? consideramos as constantes

definidas por

11 = A5 = % se i1 € 12 Sa0 pares

a11i = % =1—aj%  caso contrario
Os valores de (a1, a12i) determinam o padrao moével ou o padrao de assinaturas do

campo aleatorio (Figura 3.1).

Para as regioes de localizacoes disjuntas I e J o madograma generalizado ¢ dado

por

207tV +23( v 1

i L .
i@ VE+ 3 v 2lat] Bl

vP(1,J) = ) a>0,8>0.

Exemplo 3.2 Neste exemplo consideramos dois padroes de assinaturas, L = 2.
Para cada localizagdo, i = (iy,i2) € Z?, as constantes sdo definidas do seguinte

modo

. o . 1 . . . 1 . . ~ ,
111 = Q12i = Q131 = 15, (21f = G22i = Q23 = 3 S€ 11 € 12 Sa0 lmpares

_ 1 _1 _ 1 _ _ _ 2 -
a1l = 1g, A12i = g, A13i = 3, G211 = A22i = A23i = § caso contrario

Assim, (aq1i, ajoi, a13i) € (a21i, @i, aosi) definem os dois padroes de assinaturas

do campo aleatorio (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Simulagao do campo aleatério M4 definido no Exemplo 3.2 (esquerda)
e representagao das curvas de nivel para o percentil 95, z(; j) = 20.2763 (direita).

Para as regioes I e J obtém-se

a”l\, gt (e”tvg™h) | (a”lvg™h) 20~ \, 3871
<1_8\/T>+ 5 T % +<3V4>

a1 5—1 (afl\/ﬁfl) (a—l\/ﬁfl) 201 3[3—1 -
1+(1—8\/ﬁ)+ 5 % +<3 v 4)

9
—— + >0 > 0.
2(a+1 6+—190)’ “ » B

v AI,T) =

Os exemplos apresentados sao utilizados nos estudos de simulac¢ao, que se apresen-

tam de seguida, no sentido de avaliar o desempenho do estimador (3.8).

As Figuras 3.3 e 3.5 ilustram as simulagoes obtidas com a geragao de 50 réplicas
de dimensao 100 (7" = 100) dos campos M4 i.i.d. dos modelos apresentados nos
Exemplos 3.1 e 3.2, onde se considerou a e  com valores em {0.2,0.4,0.6,0.8, 1,
2,3,...,20}. Com vista a uma melhor visualizagdo do comportamento do estima-
dor representam-se, nas Figuras 3.4 e 3.6, os valores exatos e a média dos valores

estimados do madograma generalizado para alguns valores de a e 3.

Observando os valores do erro quadratico médio (Figuras 3.3 e 3.5) podemos
concluir que as estimativas fornecidas pelo estimador 5Q’B(I, J) est@o muito proximas
dos valores exatos do madograma generalizado. Esta conclusao é reforcada pelas
Figuras 3.4 e 3.6, onde os desvios entre os valores exatos e a média dos estimados
sao impercetiveis. Refira-se, contudo, que as piores estimativas no modelo com
um padrdo de assinaturas (Figura 3.3) ocorreram quando f > 10 e o < f3, 0 que
corresponde a uma maior ponderagao das localizagoes da regiao J. No caso do
modelo com dois padroes de assinaturas (Figura 3.5) o maior erro quadrético médio

observa-se quando o = 3.
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Figura 3.3: Média dos valores estimados do madograma generalizado (v (I,J))

e erro quadratico médio (MSE) para o Exemplo 3.1, com a,f €
{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,...,20}.

0.4

0.2

0.1

0.0

Figura 3.4: Valores exatos do madograma generalizado v*#(I,J) (linha continua) e

média dos valores estimados ia’ﬁ(l, J) (pontos “o, A, ¢, x,+") para o Exemplo 3.1,
com « € {0.2,0.8,1,10,20} e § € {0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6,7,8}.
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Figura 3.5: Média dos valores estimados do madograma generalizado (ﬁaﬁ(I,J )

e erro quadratico médio (MSE) para o Exemplo 3.2, com a,8 €
{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,...,20}.
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3.5. APLICACAO A DADOS DE PRECIPITACAO

0.4

0.3
|

0.1

0.0
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Figura 3.6: Valores exatos do madograma generalizado v*#(I,J) (linha continua) e
. . 2o
média dos valores estimados 7 (I,J) (pontos “o, A, ¢, x,+”) para o Exemplo 3.2,

com « € {0.2,0.8,1,10,20} ¢ 5 € {0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6,7,8}.

3.5 Aplicacao a dados de precipitagcao

Nesta sec¢ao, apresentam-se os resultados da aplicagao do estimador proposto para o
madograma generalizado, a dados de precipitacao maxima anual de maximos diarios
em diferentes regioes topograficas de Portugal.

Em Portugal existem diferencas topograficas significativas entre o norte e o sul.
O norte é caracterizado por ser muito montanhoso, enquanto no sul existem sobre-
tudo planaltos e planicies. A Cordilheira Central, formada pelas serras de Sintra,
Montejunto e Estrela, divide o sul e o norte e influencia o clima de Portugal, no-
meadamente em termos de precipitacao. Grande parte da precipitacao em Portugal
vem da dire¢cao noroeste, sendo mais abundante no norte do que no sul, sendo um
dos fatores a barreira fisica a precipitagao criada pela Cordilheira Central.

Para avaliar a dependéncia entre valores extremos de precipitacao nesta zona
montanhosa e nas areas vizinhas, consideraram-se os valores méximos de precipi-
tagdo anual de maximos diarios registados ao longo de 32 anos (1944-1952,1954-
-1965,1967-1969,1971,1974-1975,1977-1981), em 5 estagoes portuguesas, obtidos no
SNIRH. Refira-se que a amostra considerada foi condicionada pelos registos disponi-
veis. A Figura 3.7 apresenta a localizacao das 5 estacoes consideradas. As estagoes
“Lagoa Comprida” e “Fajao” estao localizadas a noroeste na Serra da Estrela, que
pertence & Cordilheira Central e é a montanha mais alta de Portugal Continental.
A norte da Cordilheira Central situa-se a estacao “Caldas da Felgueira” e a sul as
estagoes “Barragem Cabego Monteiro”, “Penamacor”.

Atendendo a que os dados s@o méximos relativos a um longo periodo de tempo,
assumimos que em cada localizacao sao independentes ao longo dos anos. Supomos,

ainda, que o campo aleatério ¢ max-estavel com distribuicao marginal univariada
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Figura 3.7: Localizagao das estagdes, obtida a partir do SNIRH (esquerda), e a sua
representagao em coordenadas Lambert (direita).
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Figura 3.8: Estimativas do madograma generalizado (ﬁa’B(I,J)) ob-
tidas para I= {L.Comprida, Fajao}, J = {B.CM.}, com «,8 €

{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,...,20}, & esquerda, e para o € {0.2,0.8,1,10,20} e
e {0.2,04,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6,7,8}, a direita.

desconhecida.

Nas Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 representam-se os valores estimados do madograma
generalizado, para diferentes valores de o e 3, quando se considera a regiao mon-
tanhosa I = {Fajao, L.Comprida} e trés outras regides vizinhas, uma a norte
(J = {C.Felgueira}) e outra a sul (J = {Penamacor}). Os resultados mostram que
os valores mais baixos ocorrem entre a regiao montanhosa e “C. Felgueira” e os mais
elevados entre a regiao montanhosa e “Penamacor”, sugerindo maior dependéncia no
primeiro caso.

Dado que nao temos motivos para ponderar de forma diferente as localizacoes
em cada regiao, consideramos o« = Ak e 8 = (1 —\)/s, A € (0,1), onde k e s
sao o nimero de localizacoes das regioes I e J, respetivamente. Nestas condigoes,

., . a0 . N . .~
aplicaimos o estimador v (I,J) para quantificar a dependéncia entre as regioes
definidas anteriormente e obtiveram-se os resultados apresentados na Figura 3.11.

Dado que valores baixos de v*#(I, J) indicam dependéncia forte, os resultados re-
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Figura 3.9: Estimativas do madograma generalizado (ﬁa’B(I,J)) ob-
tidas para I ={L.Comprida, Fajao}, J = {Penamacor}, com «,3 €

{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,...,20}, a esquerda, e para a € {0.2,0.8,1,10,20} e
B€{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6,7,8}, a direita.
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Figura 3.10: Estimativas do madograma generalizado (v ’ﬂ(I,J)) ob-
tidas para I = {L.Comprida, Fajao}, J = {C.Felgueira}, com «,8 €

{0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,...,20}, a esquerda, e para a € {0.2,0.8,1,10,20} e
e {0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6,7,8), a dircita.
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Figura 3.11: Estimativas do madograma generalizado (v~ (I,J)) para a = 5 e

f=1—Xcom A€ (0,1).
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Figura 3.12: Estimativas do madograma generalizado (501”8(1,.])) obtidas para

I = {L.Comprida, Fajao}, J = {C.Felgueira} com o = % ef=1-X A€ (0,1),¢
estimativas do A-madograma para as restantes regioes.

presentados na Figura 3.11 sugerem uma dependéncia forte entre os niveis maximos
de precipita¢do na regiao da montanha I = {Fajao, L.Comprida} e a regiao norte
J = {C.Felgueira} sendo, também, esta a indicagao dada pelos resultados apresenta-
dos nas Figuras 3.8, 3.9 e 3.10. Esta conclusao esta de acordo com o que foi referido
anteriormente, a Cordilheira Central é uma barreira fisica para a precipitagdo em
Portugal, dificultando a deslocacao da precipitacao para sul.

Os valores estimados do A-madograma para os pares de localizagoes (L.Comprida,
C.Felgueira) e (Fajao, C.Felgueira) e os valores estimados do madograma gererali-
zado para I = {Fajao, L.Comprida} e J = {C.Felgueira} (Figura 3.12) tém signi-
ficados diferentes, ja que os coeficientes correspondem a diferentes conceitos de de-
pendéncia, sendo de destacar que o madograma generalizado incorpora a dependén-
cia intra-regioes e inter-regioes.

Teria sido interessante alargar este estudo a outras regioes vizinhas da Cordilheira

Central, contudo os dados disponiveis nao o permitiram.
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Capitulo 4

Indices de contégio e estabilidade

4.1 Introducao

Na comunicagao social ouve-se falar em alteragoes climaticas com alguma frequén-
cia, sendo este um topico de interesse para a populagao em geral e, em particular,
para a comunidade cientifica. As alteragOes climéaticas sao usualmente associadas
ao aumento dos gases com efeito de estufa na atmosfera, sendo estes apontados
como causadores de um aumento da temperatura global e das alteragoes do ciclo
hidrologico (Trenberth (1998, 1999). Trenberth também refere que ¢ de esperar um
aumento do nimero de ocorréncias de chuvas intensas com inundagoes. Aconteci-
mentos recentes, de que sao exemplo as inundagdes no Brasil e na Australia em 2011,
demonstram que estes acontecimentos extremos tém efeitos catastroficos em termos

economicos, na vida das populages (causando muitas mortes) e nos ecossistemas.

Dado o impacto destes eventos ambientais extremos, parece-nos pertinente ava-
liar a sua propagacao a regioes vizinhas e o seu comportamento local. Por exemplo,
a possibilidade de quantificar a propagacao de um evento extremo de precipitacao
(temperatura) numa dada localiza¢do a uma regido vizinha podera auxiliar na to-
mada de decisao sobre a implementacao, caso se justifique, de medidas preventivas
nessa regiao de forma a minimizar os danos. Por outro lado, em termos de com-
portamento local é importante, por exemplo, quantificar o impacto de um valor de
precipitagdo (temperatura) extrema na estabilidade de uma regiao, podendo, tam-
bém neste caso, contribuir-se para desencadear uma situacao de alerta na regiao

afetada.

Neste capitulo contribuimos para a resposta a estas questoes através da introdu-
¢ao dos coeficientes de contagio e de estabilidade (Fonseca et al. (2012)) em campos
aleatorios max-estaveis X = {Xj},.p. e estudo das suas propriedades, nomeada-
mente as suas relagoes com coeficientes de dependéncia existentes na literatura.

Estas formas de caracterizacao dos indices motivaram os estimadores propostos na
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CAPITULO 4. INDICES DE CONTAGIO E ESTABILIDADE

Seccao 4.5.
Com base em simulagoes de um campo M4, determinamos estimativas dos indi-
ces propostos e comparamo-las com os seus valores exatos. Finalizamos com uma

aplicacao a dados reais de precipitacao anual maxima em localizagoes portuguesas.

4.2 Indice de contagio

O indice de contagio permitiré avaliar em que medida a ocorréncia de uma excedéncia
de um nivel elevado numa localizagao i, se podera propagar e contagiar uma regiao
de localizacoes vizinhas de i. No que se segue entende-se por regido de R? qualquer

subconjunto discreto A C R2.

Definicao 4.1 Seja X um campo aleatorio max-estdvel com f.d. marginal univari-
ada F e A uma regigo de R%. O indice de contdgio da localizacio i € R? para a
regiago A C R? € definido por

desde que o limite exista.

O indice de contagio é o ntimero esperado condicional de excedéncias acima de
um nivel elevado x em A, dado que Xj excede z, ou seja, C'I(A,1i) mede o impacto
da ocorréncia do evento {X; > z} na regiao A.

Sei ¢ A tem-se 0 < CI(A,i) < |A|, caso contrario 1 < CI(A,i) < |A].
Quanto maior for o valor do indice, maior é o contagio ou influéncia do acontecimento
{X; > z} sobre a regiao A.

No que se segue, se nada for dito em contrario, estaremos a assumir que i ¢ A.

O indice de contagio da localizacao i para a regiao A pode ser calculado a partir
dos coeficientes extremais bivariados £(i,j),j € A, definidos em (1.11), como se

mostra na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4.1 Seja X um campo aleatorio maz-estavel com f.d. marginal univa-
riada, F, de Fréchet unitdiria e A C R%. Entao,

= SN (D) = 21A1 - 3=}, (12)

JeA jeA
Demonstracao: O resultado é consequéncia imediata da definicao do indice de
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contégio e da relacao A ({i},{j}) =2 — < ({i,j}). De facto,

CI(A,i) = lim P (F(X;) > u|F(X;) > u)
= D M{iL 4 =21A1 =D e({ii}).
JEA JEA

|

As relagoes estabelecidas neste resultado evidenciam que o coeficiente de contéagio
pode ser usado para quantificar a dependéncia. Note-se que, se X; é independente
de Xj, para cada j € A, entdo CI(A,i) = 0. Por outro lado, se para cada j € A,
X; e Xj sao totalmente dependentes, entao CI(A,i) = |A].

Coloca-se-nos agora a questao de saber como quantificar o contagio de um acon-
tecimento extremo ocorrido numa regiao B sobre uma regiao vizinha, A. Para res-
ponder a esta questao, apresentamos uma extensao natural do coeficiente C'I(A, 1)

e a sua relacao com coeficientes de dependéncia existentes na literatura.

Definicao 4.2 Seja X um campo aleatorio max-estdvel com f.d. marginal univari-
ada F e A e B regices de R%2. O indice de contdgio da regiao B para a regiao A

define-se do sequinte modo

CI(A,B) =limE (Z L{p(x;)>u)

utl
JEA

U{F(x) > u}> (4.3)

ieB
desde que o limite exista.

Se em (4.3) considerarmos A = B encontramos a defini¢ao de indice de fragi-
lidade (FI) da regiao A. Este indice foi introduzido por Geluk et al. (2007) para
medir a estabilidade de um sistema estocastico e estendido por Ferreira e Ferreira
(2012a), onde se considera o sistema dividido em blocos. Quando F'I = 1 o sistema
diz-se estavel, caso contrario diz-se fragil. Falk e Tichy (2011, 2012) estudaram a
distribuicao assintética do niimero de excedéncias condicional a existéncia de alguma
excedéncia.

Como consequéncia imediata da defini¢ao do coeficiente multivariado de depen-
déncia na cauda superior (Ferreira (2011), Li (2009), Schmidt (2002)) apresentado

m (1.15), obtém-se o seguinte processo de calculo de CI1(A,B).

p( ) > u, (J{F(X >u}>

ieB

CI(A,B) = lim

utl jeA (U{F > u})

ieB
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> (=pPp (ﬂ{F > u F(Xj)>u}>

ieJ

. 0£ICB
= lm> | w®
JEA

> DY)
B 0£ICB
B Z e(B)

jeA

Observagao 4.1 A ocorréncia de alguma excedéncia de um nivel elevado pelas va-
ridveis do campo indexadas numa regico B C R? pode ser considerada um aconte-
cimento extremo. Todavia, poderao existir outros de interesse, como por exemplo

ﬂ{Xi > x}, com x elevado. O contdgio deste acontecimento extremo sobre uma
icB
regiao A pode ser quantificado do sequinte modo,

ﬂ{F >u}>

CI'(A,B) = lim E (Z L{r(x;)>u}

uTl
JEA

e relaciona-se com o coeficiente médio de dependéncia na cauda apresentado em
(2.11) da sequinte forma

CI*(A,B) = |A| \(A,B).

4.3 1Indice de estabilidade

Nesta sec¢ao introduz-se um novo coeficiente de dependéncia espacial, o indice de
estabilidade, para analisar a oscilacao de X numa regiao A relativamente a uma

localizagao especifica i.

Definicao 4.3 Seja X um campo aleatorio max-estdvel com f.d. marginal univari-
ada F' e A uma regiao de R%. O indice de estabilidade da regidgo A associado a uma

localizagao especifica i € R?, SI(A,1), € definido por

Z Lirxy<u<rixy)y > 0)

JEA

SI(A,i) = hmE (Z Lir(x)<u<F(x;)}

JEA

desde que o limite exista.

Designando por cruzamento do nivel x a partir da localizacao i qualquer acon-
tecimento do tipo {X; < z < Xj}, para j € R?\ {i}, o indice de estabilidade é dado

pelo ntmero esperado condicional de cruzamentos de um nivel elevado z em A a
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partir da localizacao i, dado que existe pelo menos um cruzamento de x em A a
partir de i.

Se a variacao de X numa regiao de localizacoes A nao é suave, relativamente
a uma localizagao i, poderemos esperar um elevado nimero de cruzamentos de um
nivel elevado x nessa regiao a partir da localizagao i. Um ntimero elevado de cruza-
mentos é indicador de instabilidade na regiao em causa.

O proximo resultado estabelece relacoes entre o indice de estabilidade e os co-
eficientes extremais bivariado (1.11) e multivariado (1.12) e por conseguinte com o

indice de contagio.
Proposicao 4.2 Seja X um campo aleatorio max-estavel com f.d. marginal univa-
riada, F, de Fréchet unitdria, i € R®> e A C R?. Entao,

A — CI(A, )
c{iJUA) -1

SI(A, 1) (4.4)

Demonstracao: Como consequéncia imediata da definicao do coeficiente extremal,

obtemos

" P(F(X) < u < F(Xy))

jEA

SI(A,i) = lim

STP(F(X) <w) - Y P(F(X) < u, F(X;) <)

jEA jeA

A u— Z IESENTY
= lim ieA

ull 1y — ue(HUA)

> e({iib) —|A]

jeA

= T UA) -1 (4:5)
Al - CI(A)
= ((UA) -1

O
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Observagao 4.2 Se as varidveis X;, Xi,, ..., X;,, forem totalmente dependentes o
indice de estabilidade nao estd definido. Tal € natural uma vez que nestas condi¢oes

se tem, para todo j € {iy,..., i},
P(F(X;) <u< F(X;) = P(F(X;) <u) — PUD (F(X;) <u) =0.

No caso das varidveis serem independentes obtemos SI(A,i) = 1.

Tendo em conta que

V e({ij}) <e({ifUA) < |A[+1,
JEA

obtém-se o seguinte enquadramento para o indice de estabilidade.

Proposicao 4.3 Nas condigoes da Proposicao 4.2, tem-se

Syenz(didh) — |A  Sacidh - 1A
VT T

O intervalo de variacao do indice de estabilidade apresentado na proposicao an-
terior ¢ o de menor amplitude possivel, como poderemos constatar nos Exemplos

4.1 e 4.2 da secgao seguinte.

4.4 Exemplos

Nesta seccao aplicamos os indices introduzidos ao campo aleatério M4 definido em
(2.20). Como consequéncia imediata do coeficiente extremal do campo aleatorio M4,
dado por (2.23), e das Proposi¢oes 4.1 e 4.2 obtém-se as seguintes expressoes dos

indices de contagio e de estabilidade

+oo 400

CI(A, i) =2 |A| — ZZ Z (almi V almj) (46)

JEA I=1 m=—oc0

ZjeA Zliolo :::O—oo(almi v almj) - |A|

+oo “+o0o )

SI(A,i) = (4.7)

Os exemplos que se seguem ilustram as situagoes extremas de independéncia e
total dependéncia e mostram que o intervalo de variagao do indice de estabilidade

obtido na Proposicao 4.3 é o de menor amplitude possivel.
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Figura 4.1: Simulagdo do campo aleatério M4 definido no Exemplo 4.1 (esquerda)
e representagao das curvas de nivel para o percentil 95, z(; j) = 16.4669 (direita).

Exemplo 4.1 Considere-se o campo aleatério M4 (Figura 4.1) com L = 1,

1 < m < 4 e para cada localizagdo i = (i1, i) € Z* as seguintes constantes

;

\

ani =1 A ay
ar2i = 1 A agg
aizi =1 A aj;

ags = 1 A apg

=a3i = a5 = 0

= a13i

=ay =0

= ayg = as5 = 0

= a2 = a3 =0

€ 19 Sao pares
¢é par e 1o impar
¢ impar e 15 par

e 19 sao fmpares .

Seja A = {(1,1),(1,2),(2,2)} ei = (4,1). Atendendo a (2.23) obtém-se, para
todo j € A, £(i,j) = 2 e consequentemente, por (4.6), CI(A,i) = 0, mostrando

que a ocorréncia de uma excedéncia de um nivel elevado na localizagao i nao se

propagara a regiao A.

No que diz respeito ao indice de estabilidade, aplicando (4.7) obtemos

SI(A,i) = 1, valor coincidente com o limite inferior do intervalo de variagao apre-

sentado na Proposicao 4.3.

Exemplo 4.2 Consideremos, neste caso, o campo M4 com L =1, 1 < m < 2e

para cada localizagio i = (i1,12) € Z* o seguinte padrao de assinaturas

Seja A®) = {s

na Secgao 2.2.

)

(i) :

a11i =

11

(SIS

=

1
N @i = 3

=1—ayn

se 11 € par

se 71 € impar.

i=(33Aj¢€{l,2,...,8}}, k € N, onde para cada

jedl,...,8}, sé‘?(i denota o vizinho de i segundo a direcao j, a passo k, definido
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Figura 4.2: Simulagdo do campo aleatério M4 definido no Exemplo 4.2 (esquerda)
e representagao das curvas de nivel para o percentil 95, z(; ;) = 19.2996 (direita).

Embora a matriz dos coeficientes extremais bivariados, €(s;(i),1), j € {1,...,8},

dada por

([ 31/20 1 31/20
31/20 1 31/20 se k ¢ impar
(i),1) | 31/20 1 31/20

se k é par

—_ =
—_ =
—_ =

\ L

permita conhecer a probabilidade de contagio de i = (3,3) aos seus vizinhos s;(i),
j €{1,...,8}, ndo permite avaliar a dimensao do impacto. Tal é conseguido com o

coeficiente de contagio, que é dado por

4.7 se k é impar

8 se k & par.

CI(AW i) = {

Quando k é impar o indice de estabilidade da regido A*) associado a localizacio
i coincide com o limite superior do intervalo de variagao apresentado na Proposi¢ao
4.3 e é igual a 6, sendo indicador de forte instabilidade do campo na regido A®*),
relativamente a localizacao i. No caso em que k é par tem-se a total dependéncia,
por conseguinte ST(A®) i) ndo esta definido.

Estes resultados sao um reflexo da definicao do padrao de assinaturas, que de-
pende da paridade da abcissa das localizacoes, por este determinar a estrutura de

dependéncia do campo M4.

Nos exemplos que apresentdmos até ao momento, ilustramos as situagoes extre-
mas dos dois indices em campos aleatérios M4 com um padrao de assinaturas e,

por isso, com uma estrutura de dependéncia simples. No exemplo que se segue va-
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mos considerar uma estrutura de dependéncia um pouco mais complexa, um campo

aleatorio M4 com quatro padroes de assinaturas.

Exemplo 4.3 Considere-se um campo aleatorio M4, X = {Xj}iezz, com L = 4
e 1 <m <2 (Figura 4.3) definido por quatro padroes de assinaturas da forma
(apni, ari), 1€41,2,3,4}, sendo as constantes associadas a cada localizagao

1= (i1, 1) € Z* as seguintes

e Sei; > j1 Aig par A jp impar, entao
A115 = Q124 = Q214 = G224 =

a3z1; = A32¢ = 414 = A425 =

oo|—= ol

e Sei; < j; Aty par A jp impar, entao
— _ 2 _ 5 _ 4
a11i = 124 = 77, Q214 = 17, @224 = 17
1
315 = A32¢ = Q415 = Q425 = 77
e Se iy > j; Aip impar A j; par, entao
_ 1 _ 2 _ 3 _ 4
A11i = 55, @128 = 555 @215 = 35, A22i = 35
3

5 _ _ 1
313 = 55, U328 = 35, G415 = Q421 = 35

e Se iy < j1 Adq impar A j; par, entao
1 _ 2 _ 3 _ 4
QA11i = 36, @128 = 355 @215 = 3¢, 4220 = 34
6 7 8

5 _ —
a31i = 3, @326 = 355 A41i = 35, 428 = 34

a31i = 795 @326 = 755 A41i = g, Q428 = 5

e Sei; > j; Aig par A jp par, entao
_ 1 _ 2 _ 3 _ 4
114 = 70, @128 = 355 @215 = 35 A22i = o
5 6 e 12

e Sei; < ji Adq par A jp par, entao
_ 1 _ 2 _ 3 _ 4
114 = 75, Q120 = 35, 215 = 35, 0220 = 75
6 8 9 12

Qa31i = 75, @324 = 355 A41i = 35, 428 = 45
e Se iy > j; Aiyp impar A j; impar, entao

a114 = 5—107 a12i = %7 21y = %7 22 = %

agis = 5%, a32i = 580> 414 = %7 42 = %
e Sei; < j; Aty impar A j; impar, entao

114 = 6—10, 124 = %, 214 = %, 224 = %

a31s = 6%7 A32i = %7 Q415 = %, Q424 = %-

Considerando i = (3,3), A ={(4,3), (3,4),(2,3), (2,2), (3,2), (4,2)} e aplicando
(2.23) obtém-se

e({(4,3).i) =5, «({(3:4).,1}) =G, =({(2.3).i}) =55

5({(272)7i}> - %’ 5({(3’ 2)’1}) = %7 5({(47 2)71}) = g
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Figura 4.3: Simulagdo do campo aleatério M4 definido no Exemplo 4.3 (esquerda)
e representagao das curvas de nivel para o percentil 95, z; ;) = 19.5652 (direita).

e por conseguinte, CI(A,i) ~ 4.5353 ¢ SI(A,i) ~ 2.0712. O valor do indice de
contagio indica que a propagacao de uma excedéncia de um nivel elevado em i a
regiao A ¢ significativa. O valor do indice de estabilidade indica que o nimero

esperado de cruzamentos em A, a partir de i, serd aproximadamente igual a 2.

4.5 Estimacao

As relagoes estabelecidas nas Proposicoes 4.1 e 4.2, permitem estimar de imediato
os indices de contagio e estabilidade, através da estimacao do coeficiente extremal
e({ifUA), A C R? Mais precisamente, os estimadores de CT(A,i) e SI(A,1i)

definem-se por
CI(A, 1) =2|A] = ) E({i.i}) (4.8)
jeA
2ieaf{i i) — A
E{iUA)—-1
Autores como Einmahl (2012), Krajina (2010) e Beirlant (2004) apresentam pro-

postas de estimadores para a fungao de dependéncia na cauda dada em (3.4), que

SI(A,i) = (4.9)

podem ser utilizados na estimacgao de € ({i} U A), uma vez que
e({itUA) =laum (1),

onde 1 denota o vetor unitario (|A| 4+ 1)-dimensional.

A abordagem utilizada por qualquer um destes autores envolve a escolha de um
valor k que corresponde ao niimero de observacoes de topo que devera ser utilizado
na estimagao de um quantil elevado, conduzindo ao problema usual da variancia e
do viés, tal como tivemos oportunidade de referir na Seccao 3.3. Para ultrapassar

esta limitagao, em Ferreira e Ferreira (2012b) propde-se uma outra abordagem para
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n CI MSE
100 8 1.64e-29
500 8  6.04e-29

1000 8 1.18e-28

Tabela 4.1: Média dos valores estimados do indice de contégio, Cl , e erro quadratico
médio, M SE, para o Exemplo 4.2 onde CI(A® i) =8, k par.

estimar o coeficiente extremal e que nao depende da escolha de k.

O referido estimador baseia-se na relacao

E(M(A))

e(A)=Va(l,1,...,1) = m,

onde M(A)=\/ F(X)).
icA
Considerando o correspondente empirico do valor esperado, o estimador é definido

por

AA) = ——L (4.10)

onde

WA = >\ RY) (4.11)

sendo Fi, i€ A, af.d. de X;. No caso em que F; é desconhecida as autoras utilizam
a correspondente fungao de distribuigdo empirica modificada, apresentada em (3.9),
e provam a normalidade assintotica e a consisténcia do estimador, provando também
estes resultados quando a f.d. marginal univariada é conhecida.

No que se segue consideramos a abordagem de Ferreira e Ferreira (2012b) na
definicdo dos estimadores C'T (Ai) e ST (A,i). A normalidade assintotica e a consis-
téncia destes estimadores é consequéncia imediata da normalidade assintotica e da
consisténcia do estimador do coeficiente extremal proposto por Ferreira e Ferreira
(2012Db).

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores efetuaram-se 100 répli-
cas, para amostras de dimensao n € {100, 500,1000} em cada localizagao, de cada
um dos modelos considerados nos Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3.

Observando as Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, as quais resumem os resultados obti-
dos, podemos constatar que os valores estimados dos coeficientes de contagio e de
estabilidade se encontram, de um modo geral, bastante préximos dos respetivos
verdadeiros valores.

O bom desempenho dos estimadores nao paramétricos CT e SI tornam-nos fer-
ramentas tteis na avaliagao, em campos aleatérios max-estaveis, do efeito de conta-

gio e da regularidade em regioes de localizacoes.
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. de contagio I. de estabilidade

n CI MSE ST MSE

100 0.1282 0.0250 0.9985  0.0022
500 0.0529 0.0049 0.9959  0.0003
1000 0.0429 0.0033 0.9997  0.0002

Tabela 4.2: Média dos valores estimados dos indices de contagio, CI , e de estabili-
dade, SI, e do erro quadratico médio, M SE, para o Exemplo 4.1 onde CI(A,i) =0
e SI(A,i) =1.

I. de contagio 1. de estabilidade

z)

n Ci MSE MSE

100 4.7848 0.1232 6 3.60e-29
500  4.7449 0.0270 6 1.97e-29
1000 4.7081 0.0126 6 1.97e-29

Tabela 4.3: Média dos valores estimados dos indices de contagio, CI , e de es-
tabilidade, SI, e do erro quadratico médio, MSFE, para o Exemplo 4.2 onde
CI(A® i) = 4.7 e SI(AW i) = 6, k fmpar.

I. de contagio 1. de estabilidade

n CI MSE ST MSE

100  4.5463 0.0202 2.0451 0.0178
500  4.5309 0.0047 2.0606  0.0033
1000 4.5339 0.0021 2.0721  0.0015

Tabela 4.4: Média dos valores estimados dos indices de contagio, CT , e de es-
tabilidade, SI, e do erro quadratico médio, MSE, para o Exemplo 4.3 onde
CI(A,i) =~ 4.5353 ¢ SI(A,i) ~ 2.0712.
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4.6. APLICACAO A DADOS DE PRECIPITACAO

Estacdes Metereoldgicas

400000

(245760.455,391772.224)
(235860.25,383852,155) Gouveia
Seia

380000

@ (242321.457,379382.226)

Lagoa Comprida
Oliveira do Hospital o P

(222656.289,376798.475)

(282807.855,355317.808)

y (m)
360000
I

Penamacor

340000

(279821.567,330915.754)

Barragem Cabego Monteiro

320000

T T T T T T
200000 220000 240000 260000 280000 300000

Seg(ma
%
Dos X (m)
fimiar

Figura 4.4: Localizagdo das estacoes, obtida no SNIRH (esquerda), e a sua repre-
sentacao em coordenadas Lambert (direita).

A C/'\I(A, Lagoa Comprida) S/’?(A7 Lagoa Comprida)
{Gouveia, Oliveira do Hospital, Seia } 0.96688 1.601702
{Penamacor, Barragem Cabecgo Monteiro} 0.008872 1.222402

Tabela 4.5: Estimativas dos indices de contagio e de estabilidade nas regides {Gou-
veia, Oliveira do Hospital, Seia} e {Penamacor, Barragem Cabec¢o Monteiro} relati-
vamente a “Lagoa Comprida".

4.6 Aplicacao a dados de precipitacao

Nesta seccao apresentam-se os resultados da aplicacao dos estimadores dos indices
de contagio e estabilidade a dados de precipitagao maxima anual obtidos de valo-
res maximos diarios registados num periodo de 32 anos (1944-1949,1951-1952,1954-
-1971,1974-1975,1977,1979-1981), em seis estagoes portuguesas Figura 4.4, que estao
disponiveis no SNIRH e algumas das quais ja consideradas na Seccao 3.5.

Sendo os dados méaximos relativos a um longo periodo temporal assume-se que,
para cada localizagao, sao independentes ao longo dos anos. Considera-se, ainda, que
o campo aleatorio é max-estavel com distribuicao marginal univariada desconhecida.

Na Tabela 4.5 apresentam-se as estimativas dos indices de contagio e estabilidade
sobre as regides {Gouveia, Oliveira do Hospital, Seia} e {Penamacor, Barragem
Cabego Monteiro} relativamente a “Lagoa Comprida” (ponto com maior altitude).

Os resultados sugerem que em termos de volume de precipitacao, “Lagoa Com-
prida"tem uma maior influéncia na regiao {Gouveia, Oliveira do Hospital, Seia}
sendo esta mais instavel do que a regiao {Penamacor, Barragem Cabego Monteiro}.

A regido {Gouveia, Oliveira do Hospital, Seia}, esta situada a noroeste da Cor-
dilheira Central (SO-NE) e pouco distante desta, o que podera justificar o maior
volume de precipitagdo. Por outro lado a regiao {Penamacor, Barragem Cabego

Monteiro} esté afastada e a sul da cordilheira, que exerce o efeito de barreira, pelo
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que o contagio desta regiao pela “Lagoa Comprida" é pouco significativo.
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Capitulo 5

Um modelo autoregressivo de

Maximos

5.1 Introducao

E frequente ajustarem-se sucessoes Markovianas com margens nao simétricas e nao
estéaveis ao estudo de maximos e excedéncias em hidrologia e noutros fendémenos
geofisicos. Assim, Alpuim (1989) propos a sucessao Markoviana definida através da
relacao

X;=k(X;.1VY), i>1, 0<k<I1, (5.1)

onde {Y, },>1 € uma sucessao de v.a.’s i.i.d. e também independentes da v.a. Xj.
Esta sucessao apresenta propriedades particularmente interessantes no que res-
peita ao comportamento extremal (Alpuim (1989)) e corresponde ao caso particular

o = 0 do modelo
X;=BX;1V(afX;1+Y), i>21, 0<a<l, 0<p<l,

introduzido por Haslett (1979) para descrever o nivel de temperatura num tanque
utilizado para armazenar energia solar e, posteriormente, estudado por Daley e
Haslett (1982), Greenwood e Hooghiemstra (1988), entre outros.

Inspirados no modelo de Haslett (1979) e com o objetivo de incorporar a compo-
nente espacial no fenomeno em estudo, propomos (Fonseca et al. (2010)) um campo
autoregressivo de maximos (ARMAX) construido a partir de uma sucessao esta-
cionaria X = {X(i0)}iz1 e de sucessoes YU = {Yij)}is1, J € N, estacionarias,
independentes entre si e de X, e identicamente distribuidas.

Definimos o campo ARMAX X = {X(; ;) }jjenz, através da relagao
X(i,j) = k(X(i,j—l) vV Yv(i’j)), (Z,j) c Nz, 0< k< 1, (52)
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Figura 5.1: Simula¢do do campo aleatério ARMAX com k = 0.65 (esquerda) e
representacao das curvas de nivel para o percentil 95, z(; ;) = 3.0174 (direita).

onde, para cada valor fixo ¢ > 1, obtém-se a sucessao Markoviana (5.1) estudada
por Alpuim.

Na Seccao 5.2 apresentamos algumas féormulas e propriedades basicas do campo
ARMAX. O estudo da estacionariedade e da max-estabilidade desse campo sera
abordado nas Seccoes 5.3 e 5.4, respetivamente. Finalmente, na Sec¢ao 5.5, faremos
uma analise da dependéncia no campo ARMAX, com base nos coeficientes propostos

nos capitulos anteriores.

5.2 Algumas férmulas basicas

Seja X = {X4j)}aujen2, 0 campo ARMAX definido em (5.2). Na Figura 5.1
apresenta-se uma simulagao desse campo com k£ = 0.65 e considerando as distri-
buicoes marginais univariadas, H e G, de X© ¢ Y, j € N, respetivamente,

definidas do seguinte modo,
H(z)=exp(—z7"), z€ Rt e G(z)=exp(—exp®), z € R.

Como consequéncia imediata do modo como X foi definido, tem-se

J
Xip=kKXeoV\ Yy, (i) €N’ 0<k<L (5.3)

t=1

Denotemos as distribuicdes de dimensdo finita de X(@ e do campo das ino-
vagoes Y = {Y{i ;) }jjenz, formado pelas variaveis das sucessoes Y@, respetiva-
mente, por H(il,O),...,(ip,O) ('Ilv s 7'2:1?) € G(’L’17j1),...,(ip,jp) (xlv SR 73:]3)7 com {ila S 7ip} C Na
{j1,--,Jp} TN, (z1,...,7,) € RP, isto &,

P(XG 0 <@y, X600 < @) = Hiy0),0060,0) (T1, -, 1)
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P<Y(i1,j1) ST, 7Y(%Jp) < xp) = G(i17j1) ~~~~~ (ipd'p)(xl? s 7xp)'

Para quaisquer localizagoes i = (i1, 1), ...,1, = (ip,Jp) em N? atendendo a

(5.3), a fungao de distribuigao conjunta de Xj,,...,X; ¢é dada por

Hiy, iy (1,0 2p) = P(X) S 100 Xy ) S 7p)

I Xz
= P<X(21,0)<ﬁ77X( <]{;]I:7)X

J1 Jp
x P <\/ B <an o \ R < a:p) :
t=1 t=1

ou, de forma equivalente, com base em (5.2),

I X
Hi, (21, ,2p) = P (X(z'l,jl—l) S 7 X(ipjp—1) S —p) X

K K
T T
<P (Y < T Yo < 2

I T X1 Xz
= Hi1+(0,—1) ..... ip+(0,—-1) <E7 ) f) X Gil,...,ip <?; cey f) :

Tal como referimos anteriormente, se fixarmos iy = ... =7, = ¢ > 1 obtém-se a

sucessao Markovian estudada por Alpuim (1989), para a qual se sabe que

P Ji—1
Hi gy, (igi) (@15 Tp) = </\ k]s) H H G (/\ T s) , (5.4)

t=1 s=j(t—1) m=t

para 0 = jo < 71 < ... < J,. Este resultado permite definir a f.d. conjunta das

variaveis X j,), ..., X(ij,) desde que se conhegam as f.d.’s marginais univariadas H
e G.

No que se segue, consideram-se as localizagoes iy = (i1, j1),...,1, = (ip, jp) em
N2, tais que iy, # Gmy, M1, Mo € {1,...,p}, porque a situagao i, = i, ja foi

estudada, como acabamos de referir.

Na proxima secgao iremos averiguar quais sao as condi¢oes necessérias e suficien-
tes que devem ser verificadas pelo campo aleatorio ARMAX, X, para que se tenha

a estacionariedade.
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5.3 Estacionariedade

O proximo resultado evidéncia a relacao que devera existir entre as distribuicoes de
dimensao finita do campo ARMAX, X, e do campo das inovacoes, Y, para que se

tenha a estacionariedade de X.

Proposicao 5.1 O campo ARMAX, X, definido em (5.2) é estaciondrio se e so se

para quaisquer localizagoes iy, . ..,i, € N* e (z1,...,x,) € RP,
T X X1 x
Hil,...,ip(xla Ce ,Q?p) = Hil,.‘.,ip (z, ceey f) X Gi1,...,ip (?’ ey f) . (55)

Demonstracao: Considere-se que o campo aleatério X é estacionario com distri-

bui¢des de dimensao finita Hj, s , i1,...,1, € N°. Entao,
Hi(0). oot 0m) (1,5 2p) = P(Xiyjim) S 215 Xl jpam) < Tp)
Hi\ 4 (0n-1),....1,+(0,n—1) (%, N %)
X G (i1,2) i ) (% S %) )
e, pela estacionaridade de X, obtém-se
Hi (1, .0omp) = m Hy fom),.ip+0m)(T1, - 7p)

n—-+o0o

1 x T xT
= Hi,.i, (?, cees ?p) X Giy,. i, (?’ Sy ?p) :

Reciprocamente, se (5.5) se verifica, entao

T z T x
Hil,.,.,ip (351, e ,ﬂfp) = Hi1+(0,71),...,ip+(0,71) (z, ceey f) X Gil,,..,ip <?, ceey f)

L1 T
= Hij4(0,-1),...ip+(0,-1) (?, e ?p) X
Hi1+(0,71),...,ip+(0,71) (3:1, ce ,.:ij)
Hi, 1(0,-1),...ip+(0,-1) (%, e %’7)

= Hi1+(0,71),...,ip+(0,71) (1'1, s 7$p) ; (xly s axp) € R”.

Por outro lado, atendendo a que as sucessoes X(© e YU), j € N, sdo estacionarias,

tem-se

Hil,...,ip(xla N ,iL'p) = Hil—l-(n,O),A..,ip—l-(n,O)(xla Ce ,l'p), n &€ N, (33'1, e ,mp) € Rp,
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ficando provado que X é estacionério. O

Este resultado mostra que partindo da sucessao X, com distribuicoes de di-

mensao finita H;, 0),..(i,,0)s %,---,% € N, as distribui¢oes de dimensao finita de

77777

cada Y, j € N, tém de ser definidas por

H, 0y, Gip0) (K21, - k)
Hi 09,00 (60,0) (@1, -, @)

Glli1g)s(ipd) (X1 -, Tp) = , (x1,...,2p) € RP. (5.6)
Por outro lado, sendo YU, j € N, sucessoes independentes, para quaisquer
i1y ipy J1, -+ Jp € N, a fid. conjunta G, j).,....(ip.j,) (1, - - -, Tp) correspondera ao
produto de quocientes analogos a (5.6).
O estudo feito nos capitulos precedentes recaiu sobre campos aleatorios max-
-estaveis. Na proxima secgao estabelecemos uma condicao necessaria e suficiente

para que o campo ARMAX verifique a propriedade de max-estabilidade.

5.4 Max-estabilidade

Se as distribuicoes de dimensdo finita das sucessdes YW, j > 1, associadas ao
campo aleatorio das inovagoes, Y, sao multivariadas de valores extremos entao Y é
um campo aleatério max-estavel.

O préximo resultado é uma condigao necessaria e suficiente para que o campo
ARMAX, X, seja max-estavel.

Proposicao 5.2 O campo ARMAX, X, definido em (5.2) é maz-estdvel se e s se

Y € um campo aleatorio max-estdvel.

Demonstragao: Para quaisquer localizagoes iy = (i1, 1), . .., 1, = (ip, j,) € N? su-
ponhamos que Gy, . ;, ¢ uma distribuicao MEV, ou seja, a sua fungao de dependéncia

satisfaz a equac@o de estabilidade (1.9), isto é, para todo o t > 1
Dt 1/t 1/t\ _ D ' O 1 o
Gi ip(u1 ,--.,Up )_ Giy,.., ip<u17"'7up)a UZG[, ],7/— yooos D,y

e as margens univariadas sao do tipo extremo.
Além disso, assuma-se, sem perda de generalidade, que a distribuicao marginal
univariada de X ¢ Fréchet unitéria, H(z) = Hj(z) = exp(—2z~'), > 0,i € N2

Assim, as distribui¢bes marginais univariadas de Y também sao de Fréchet, sendo

G(z) = Gi(z) = }g(k;)) — exp (_ (1]‘5_2)1) —H (i—:’”k) ,2>0, i€ N
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A partir desta caracterizacao das distribui¢oes univariadas de X e Y obtém-se

. k koo 1-k 1-k
J— t t t t
- DHil ,,,,, ip (U’l ) » Up ) G11 7777 ip (ul ) -y Up )
e " k(1—k) k(1—k)
_ t T T - 1—
- DHl ,,,,, ip<u1 ey Up )D i, ip( 1 ) » Up )X
-k 1—k
XDG11 ,,,,, ip (ul ) 7up )
K™ g L .
_ nt K3 7 k 1-k 1-k
- DH: ..... ip (U/]- ) ) up ) H Gll 1111 ip (ul ) ) up )
1=0
de onde se tem, para n — +o0,
o0
t 1/t 1ty _ 1—k 1—k !
In Dj, 1p(u1 poes ) = 0+InDg, ("5 u, ) E k
1=0
1
_ s 1-k 1-k
= In DGi1 """ . (w5 u, )

Assim,
t 1/t 1/ty _
DHi ;i (Ul PERIRE Uu ) —DG’1
e, consequentemente, tem-se

1/t
ip(ul/,...,ull/t):DHil AAAAA LU up), =1

Suponhamos agora que Hj, _; ¢ MEV. Entao,
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5.5. COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

i1, ip
DtGll ,,,,, ip (G(t‘rl)v 7G(txp))
Dy, ., (H(ktzy),... H(ktz,))
D?Ii ..... i (H(tx1)7 e >H(t$p))
Dﬁ{ll ,,,,, ip <u11fk?7 7UF?)
k1 k1
D}‘Iil ,,,,, ip <uf7k ' ) ’ uliik ' )
Hll ,,,,, ip (ulfk7 )UF)
_k_ k
Dy (™ o up ™)
DHil ,,,,, ip (H(kx1)7 AR H(kxp))
DHil ,,,,, ip (H($1)7 c 0 H(xp))

Depois de estabelecidas condi¢oes para que o campo ARMAX, X, seja estacio-

nario e max-estavel, segue-se a determinacao de alguns coeficientes de dependéncia

5.5 Coeficientes de dependéncia

E possivel relacionar os coeficientes extremais do campo ARMAX, X, com os do

campo das inovagoes, Y, como se mostra no resultado que se apresenta de seguida.

Proposicao 5.3 Se X e Y sao campos aleatorios estaciondrios e max-estdveis en-

tao os coeficientes extremais das suas distribuicoes de dimensao finita coincidem.

Demonstracao: Se X (Y) ¢ um campo aleatorio estacionario e max-estavel entao
de (5.5) obtém-se
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HEX({h ..... ip})<k$>:st({i1 ..... ip})(x)GsY({il ..... ip})<l,><:>
e Xy, i) InHkr) =X ({iy,. .., i, ) In H(z) + ¥ ({i1,...,i,}) nG(2) &
& (i, — (i, ip))) InG(z) =0

Assim, se G é uma distribui¢ao nao degenerada tem-se

eEX({iy, .., ip}) =¥ {iy, ..., ip}).

O

Y

Note-se que o coeficiente de dependéncia £* é a soma dos coeficientes de depen-

déncia das sucessoes independentes YU, j > 1.

Se se considerarem as localizagoes iy, ..., 1, em N? tais que
h=...=iy=i>21 ¢ 0=jo<i<..<jn
o célculo do coeficiente extremal depende das f.d.’s de dimensao finita
Hign,oGg) (@, x), v €R,
caracterizadas em (5.4), e apresenta-se na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 5.4 Seja X o campo aleatorio ARMAX tal como definido em (5.2),
estaciondrio e max-estdvel. Entao, para quaisquer 0 = jo < j1 < ... < j, €
A ={(i,j1),-..,(4Jp)}, obtém-se

p
5(A) — kjl + Z(l _ kjt_j(t—l)>‘

t=1

Demonstracao: Atendendo a (5.4), obtém-se

p  Je—1 kit—s—1 kit—s
; In H () —In H*" " (x)
= ki
i Z Z In H(x)

t=1 s=j—1)
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p  ji—1
— ki _|_Z Z (kjt_s_l _kjt—s)
t=1 s=j_1)

p
= K+ (1 - ki),
t=1

Os dois resultados anteriores serao fundamentais para avaliar a dependéncia ex-
tremal do campo aleatério X através dos coeficientes introduzidos nos capitulos
anteriores.

No que se segue, consideramos o campo ARMAX, X, definido em (5.2), onde
a funcdo de dependéncia das distribuicoes de dimenséo finita da sucessiao X(©) & a

funcao Gumbel com parametro § > 1, isto é,

P

1/5
Drg oy o (U1 ) = exp | — (Z(— lnui)5> . u €100,1.  (5.7)

=1

Nestas condigoes, e atendendo a (5.6), para cada j € N, a f.d. conjunta das

variaveis Y(;, jy, ..., Y, ) da sucessao Y & dada por
5\ 1/0
eXp | — ( §:1 (i) )
G(ilvj)v""(ipvj) (3:17 tee ’xp) = 5 1/5
P 1
exp (‘ ( j=1 (E) )

— e (- EY (i <%)6>W | (5.8)

J=1

Definidas as f.d.’s de dimenséo finita da sucessio de partida X(© e da sucessao
Y j e N, temos os elementos necessarios para avaliar a dependéncia extremal no
campo aleatorio ARMAX, X, através dos coeficientes de dependéncia espacial intro-
duzidos nos capitulos anteriores. Estes coeficientes abrangem diferentes vertentes
da dependéncia extremal, como ilustramos no que segue. Comegaremos por recorrer
as matrizes de coeficientes de dependéncia na cauda superior (2.8), para quantifi-

car a dependéncia extremal entre as variaveis localizadas em i = (i,j) € N? e em
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Figura 5.2: Valores de e(i, T;(i)) para m € {1,...,25} e k € {0.01,0.04m : m €

{1,...,24}}.

localizacgoes vizinhas de i. Com o madograma generalizado iremos avaliar a depen-
déncia entre os méximos das variaveis de X localizadas em duas regioes disjuntas.
Seguir-se-a o célculo do indice de contagio, para quantificarmos a propagacao de um
evento extremo numa localizagao i a uma regiao vizinha e, por fim, a estabilidade

das variaveis de X numa regiao, face a Xj, sera traduzida pelo indice de estabilidade.

5.5.1 Matrizes de coeficientes de dependéncia na cauda su-

perior
Pela Proposicao 5.4, para qualquer i = (i, j) € N2 pode concluir-se que
S0 T(0)) = e({(i,4), (i, +m)}) =2 — K™, m > 1. (5.9)

A variacao de (i, 77 (i)) (Figura 5.2) depende do pardmetro k£ do campo alea-
torio X e do passo m, que se toma na definicao dos vizinhos de i segundo a direcao
s3. O valor deste coeficiente tende para 2 (independéncia entre os acontecimentos
{Xi <z} e {Xrpu < 2}) quando m — +oc.

Aplicando a relagao (1.16), obtém-se
MT3(i),1) = k™.

Embora o coeficiente extremal associado as variaveis Xj e Xrm (), dado em (5.9)
nao dependa das f.d.’s de dimensao finita de X e de YU), j € N, tal nao se

verifica quando consideramos o coeficiente extremal associado as v.a.’s indexadas na
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Figura 5.3: Representacao, numa escala de cinzas, dos valores da matriz A3(i).

regiao {(71,0),..., (ip,0)}. De facto,
e({(i1,0),...,(ip,0)})) =p, p> 1,6 > 1, (5.10)

para além de depender do ntmero de varidveis consideradas depende também do
0), definida em (5.7).

Considerando (5.9) e (5.10) obtém-se, para m > 1, a seguinte matriz de coefici-

pardmetro d associado a fungao de dependéncia de H;, o),... (i,

entes de dependéncia na cauda,

0o k" 0
ATME),i) = | 220 1 2-21/% |. (5.11)
0o k" 0

O céalculo dos valores da matriz de dependéncia A3(i), definida em (2.10), é ime-
diato e encontram-se representados na Figura 5.3 através de uma escala de cinzas,
onde o branco indica independéncia, o preto dependéncia total e a numeragao cor-
responde ao passo m que se esta a considerar. Observando esta representacao pode
dizer-se que existe independéncia entre os acontecimentos {X; < z} e {Xj < z}
desde que j seja um vizinho de i que se alcanga aplicando uma qualquer composicao
de diregdes, definidas em (2.6), diferente de s7'(i), j € {1,3,5,7}, o que ja era visivel

na matriz (5.11).

5.5.2 Madograma generalizado

Vamos agora considerar o madograma generalizado, apresentado na Seccao 3.2, para
avaliar a dependéncia entre o maximo das varidveis de X indexadas em duas regioes

disjuntas de localizagoes.

Considerando, por exemplo, os seguintes conjuntos de localizagoes

I={(2,1),2,2} e J={(3),(34)}
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tem-se

%J(Oé,@é,ﬁ,ﬁ) =—In (HI,J<&7Q7B7B)) :

Aplicando sucessivamente (5.2) a f.d. Hyz(o, a, §, 5) obtém-se

a a
Hys(ono,8,8) = Heao),:0 (? %) X G(2,1),3,1) (E’%) X

(e
XG(272)’(372) (E? g) X G(3,3) (%) X G(374) (%) ,

e dado que a f.d. univariada de X ¢ Fréchet unitaria, Hio)(z) = exp(—a™1),

i € N, e G j),..(ip.5) (1, - - -, Tp) € definida por (5.8), vem

1/6

e = |(5) 4 (5)] -

o (@) ()]
o1+ 6]
—20.—k—wg. (5.12)

De forma anéloga obtém-se os seguintes valores da fungao expoente

Vi(L,1)=e(D)=—In (Hy(1,1) =2 — k = Vy(1,1)=(J) = — In (Hy(1,1)). (5.13)

Atendendo a (3.3), (5.12) e (5.13), o madograma generalizado associado as re-

gioes I e J vem definido por
s11/6 s11/6
e[+ (8)] —a-en[ers(8)] -+

e [ (9)] s e (9] - e

v*A(I1,T) =

1/ 2—k 2k
= . 14
2<a+2—k+ﬁ+2—k> (5.14)

O coeficiente fica dependente de k e §, os pardmetros do campo ARMAX e da
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V1/4’1/4(I, J)

Figura 5.4: Representacao do madograma generalizado (5.14) para 6 € {1,...,25}
e k€ {0.01,0.04m : m € {1,...,24}}.

funcao de dependéncia Gumbel, respetivamente. Atribuindo igual peso a todas as
variaveis localizadas em I e J, ou seja, tomando @ = 8 = 1/4, e considerando
€ {1,...,25} e k € {0.01,0.04m : m € {1,...,24}} obtiveram-se os valores
do madograma generalizado (5.14), representados na Figura 5.4. Observa-se que
os valores mais elevados de k e 0 conduzem aos valores mais baixos do madograma
generalizado e, como tal, a uma maior dependéncia entre os maximos das variaveis de
X localizadas nas regioes I e J. Por outro lado, quando § = 1 as varidveis da sucessao
X sdo independentes e os valores do madograma generalizado aumentam com o

aumento de k, o que traduz uma menor dependéncia entre os referidos maximos.

5.5.3 Indices de contagio e estabilidade

Nesta seccao vamos aplicar os indices de contagio e de estabilidade, introduzidos
no Capitulo 4, para avaliar, respetivamente, a propagacao de um acontecimento
extremo numa localizagao i a uma regiao vizinha e a estabilidade das variaveis de

X, localizadas numa dada regiao, face a localizagao i.

Considerando a regiao A = {(2,4), (3,4), (4,4), (5,4)}, a localizac¢ao i = (3, 3)

e atendendo a que pelas Proposicoes 5.3 e 5.4 se tem

e({(3,3), (2,4)}) = ({(3,3), (4,4)}) = ({(3,3), (5, 4)}) = 2,

c({(3,3),3, ) =2 — k
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o indice de contagio da localizagao i para a regiao A é dado por

CI(A,i) =2/A] - > e({i,j}) = k.

JjEA

A propagacao da ocorréncia de uma excedéncia de um nivel elevado na localizacao
i a regiao A, depende apenas do parametro 0 < k£ < 1, o que mostra que esse
acontecimento tera pouco impacto na regiao A.

Vamos quantificar a estabilidade das variaveis de X indexadas em A, relati-
vamente a localizagao i, através do indice de estabilidade apresentado em (4.4).
Obtém-se

|A| - CI(A,i) 4—k
e(fifUA) =1 (BkS 4+ 1)1/% — (k—1)4Y/0 — 1’

SI(A,i) = (5.15)

uma vez que
. r T T x
e({ifuA) = In (H(2,0>,(3,o>,<4,o>,(5,0> (y JEINRE y)) +

+1In G21 ),(3,1),(4,1),(5,1)

IRV EAGS]

( (
+1n (G (2,2),(3,2),(4,2),(5,2) (ﬁ e £>> +
(e 5 (73

= (3KS 4+ DY — (k — 1)4Y9, (5.16)

Tal como no madograma generalizado, também neste caso o coeficiente SI(A,1)
depende de k e ¢, variando entre % ed—k.

Quando 6 =1, situacdo de independéncia na sucessao X(*), obtém-se ST(A,i)=1,
qualquer que seja o valor de k. Neste caso, a variagao do campo ARMAX X na regiao
A relativamente a localizagao i é suave.

Observando os valores do coeficiente extremal representados na Figura 5.5 cons-
tatamos que sao mais elevados quando ¢ = 1, tendo-se neste caso e({ifUA) = 5—k,
sendo a dependéncia extremal entre as variaveis de X localizadas em {i} U A tanto
menor quanto menor for o valor de k.

Quando (5 — 400, situacdo de total dependéncia na sucessio X© obtém-se
SI(Ai) = =%

i dependente do parametro k. Tem-se ST(A,i) tanto maior quanto maior for o valor

sendo a variagao do campo ARMAX X na regiao A face a localiza¢ao
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Figura 5.5: Representagao do coeficiente extremal (5.16) para 6 € {1,...,25} e
k € {0.01,0.04m : m € {1,...,24}}.

de0< k< 1.
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Conclusoes

O estudo que realizdmos sobre a dependéncia extremal de campos aleatoérios max-
-estaveis contribuiu com novos resultados tebricos que aplicAmos em conjuntos de
dados simulados e reais, permitindo mostrar o seu interesse pratico.

Partindo da tradicional abordagem bivariada a dependéncia extremal em campos
aleatorios max-estaveis, procurou-se fazer uma abordagem multivariada e multidire-
cional através de matrizes de coeficientes de dependéncia. Desta forma, centramos
o estudo na avaliacao da dependéncia extremal entre variaveis indexadas em con-
juntos de localizagoes, disjuntos e vizinhos segundo diferentes dire¢oes. O estudo
prosseguiu no sentido de se definirem coeficientes que quantificassem a dependén-
cia extremal em situagoes especificas, com origem em problemas da vida real. Um
dos coeficientes propostos foi o madograma generalizado cuja mais valia reside na
quantificacao da dependéncia entre os méximos em dois conjuntos de variaveis, lo-
calizadas em regioes disjuntas. Dado o interesse pratico da avaliacao da propagacao
de um evento extremo numa localizagao a uma regiao vizinha, introduziu-se o indice
de contéagio. Por outro lado, para quantificar a estabilidade de um campo aleatério
max-estavel sobre uma regiao, face a uma dada localiza¢ao, propusemos o indice de
estabilidade.

Para cada um dos coeficientes de dependéncia espacial propostos apresentamos
estimadores nao paramétricos e provamos as propriedades de consisténcia e nor-
malidade assintético. Em consequéncia das boas propriedades destes estimadores,
aplicAmo-los a amostras de dados obtidos por simulagao e dados reais obtidos no
SNIRH. No estudo de simulagao utilizdmos um campo aleatério M4 que definimos
com base nos processos M4. Esta componente pratica do trabalho exigiu a imple-
mentagao de rotinas desenvolvidas no programa R. O facto deste programa ser de
acesso livre, possibilita a divulgacao e utilizagao do nosso trabalho pela comunidade
cientifica.

Refira-se que a obtencao de amostras reais revelou-se uma tarefa dificil, dada
a escassez de dados relativos a variaveis meteorologicas em Portugal. Tal facto
limitou-nos aos dados de acesso livre disponiveis no SNIRH.

Com base no modelo introduzido por Haslett (1979) propos-se um campo alea-

torio autoregressivo de maximos que denominamos de ARMAX. Neste modelo estu-
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damos a estacionariedade, a max-estabilidade e a dependéncia extremal através das
matrizes dos coeficientes de dependéncia multivariada e dos coeficientes introduzi-
dos.

IdentificAmos algumas questoes em aberto que poderao ser objeto de trabalho
futuro. Exemplo disso é a possibilidade de definir novos estimadores para os coe-
ficientes propostos e estudar as suas propriedades. Também teria interesse realizar
estudos de simulagao com outros campos aleatérios max-estaveis, apesar de termos
obtido bons resultados com o estudo realizado sobre o campo M4. No ambito de si-
mulagoes com amostras de dados reais, seria desejavel ter disponivel dados de outras

areas que permitissem a aplicagao dos coeficientes introduzidos.
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