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Resumo

Fazendo uso da projecao isotrépica para a geometria de Laguerre, estabelecemos
uma corrspondéncia entre curvas do tipo luz no espaco tridimensional de Minkowski
e curvas no plano euclidiano. Descrevemos a geometria das curvas do tipo luz (tri-
edro de Frenet-Serret, pseudo-comprimento de arco, pseudo-torcao, pares de cur-
vas associadas) em termos da curvatura das curvas planas correspondentes. Isto
ird conduzir-nos a uma caracterizacao original de todas as curvas planas que sao

Laguerre-congruentes com uma curva dada.

Abstract

We use the isotropic projection of Laguerre geometry in order to establish a cor-
respondence between plane curves and null curves in the Minkowski 3-space. We
describe the geometry of null curves (Frenet-Serret frame, pseudo-arc parameter,
pseudo-torsion, pairs of associated curves) in terms of the curvature of the corres-
ponding plane curves. This leads to an alternative description of all plane curves

which are Laguerre congruent to a given one.
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Introducao

A geometria bidimensional de Laguerre é o estudo das propriedades do espaco das
circunferéncias orientadas do plano euclidiano R? invariantes para as transformacoes
de Laguerre, isto é, as transformacoes que preservam o contacto orientado entre
circunferéncias. Pontos de R? sao interpretados como circunferéncias de raio zero.
Um modelo eficiente e intuitivo para a geometria de Laguerre é o chamado modelo
de Minkowski [3, 8]. Este modelo estabelece uma bijegao, designada por projecdao
isotrdpica [3, 8], entre pontos do espaco de Minkowski R? e circunferéncias orientadas
do plano euclidiano R2. O grupo das transformacoes de Laguerre é identificado com
o subgrupo do grupo das transformagoes afins de R? que é gerado pelas isometrias
lineares lorentzianas, translagoes e homotetias de R?.

Cada curva plana r define uma familia de circunferéncias (as circunferéncias
osculadoras) e esta familia, através da projecao isotrdpica, define uma curva em R?,
que designaremos por L-evoluta de r. Prova-se que esta curva é uma curva do tipo
luz. Reciprocamente, qualquer curva do tipo luz é a L-evoluta de alguma curva no
plano. O objetivo geral desta tese é relacionar a geometria das curvas do tipo luz
com geometria das curvas planas que lhes correspondem.

A importancia das subvariedades degeneradas de uma variedade semi-riemanniana
é reconhecida tanto por mateméaticos e como por fisicos tedricos. Existe uma vasta
literatura sobre tais subvariedades (ver, por exemplo, as monografias [5, 6]). Varios
autores tém também investigado o caso particular de curvas do tipo luz no espaco
de Minkowski R? (ver [9, 15, 17] para detalhes e referéncias). Estas curvas exibem
propriedades muito particulares. Por exemplo, nao existem curvas fechadas do tipo
luz. Por outro lado, para curvas do tipo luz nao existe uma definicao natural de

comprimento de arco, uma vez que o seu vetor tangente é do tipo luz e, como tal,
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nao pode ser normalizado. Alternativamente, para curvas do tipo luz distingue-se
um parametro, designado por pseudo-comprimento de arco, que resulta de norma-
lizar a segunda derivada da curva. Fazendo uso deste parametro, podemos entao
estabelecer um referéncial movel associado a curvas do tipo luz anédlogo ao triedro
de Frenet-Serret para curvas no espaco euclidiano. Das relagoes entre os campos ve-
toriais que formam esse referéncial, também designado por triedro de Frenet-Serret,
e as suas derivadas, emerge uma segunda quantidade associada uma curva do tipo
luz: a pseudo-torgao.

Pretendemos descrever a geometria das curvas do tipo luz (triedro de Frenet-
Serret, pseudo-comrpimento de arco e pseudo-tor¢do) em termos da curvatura das
curvas planas que lhes correspondem. Este propdsito ird conduzir-nos a nocao de
fungao potencial (ver definicao 2.23). Uma funcao potencial, juntamente com uma
certa condi¢ao inicial, determina completamente uma curva do tipo luz e a correspon-
dente curva plana através das férmulas do teorema 2.26. Como consequéncia, iremos
obter uma caracterizacao original de todas as curvas que sao Laguerre-congruentes
com uma curva r dada (ver observagao 2.28). Esta caracterizacao pode ser resumida

da seguinte forma:

1. partindo de uma curva plana r, calculamos a pseudo-torcao 7 da sua L-evoluta;

2. a menos de mudanca de escala, a pseudo-torcao ¢é invariante para trans-
formacoes de Laguerre de r e as fungoes potenciais associadas as curvas do tipo
luz com pseudo-torcao 7 sao precisamente as solucoes de uma certa equacao

diferencial ordinéria de segunda ordem;

3. usando as férmulas do teorema 2.26, construimos a partir destas solucoes as

curvas planas correspondentes;

4. desta forma, obtemos todas as curvas planas que sao Laguerre-congruentes

com r.

O problema de determinar condicoes necessérias e suficientes para duas familias de

circunferéncias orientadas estarem relacionadas por uma transformacao de Laguerre
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foi estudado por Tadahiko Kubota [14], em 1924, para o caso destas familias defini-
rem em R? uma curva do tipo espaco. De notar que os seus métodos nao envolvem
diretamente conceitos como curvatura, torcao, triedro de Frenet e comprimento de
arco para curvas do tipo espago ou do tipo tempo em R3.

Iremos também descrever, em termos de funcoes potenciais, algumas classes de
curvas associadas do tipo luz, nomeadamente: pares de Bertrand [1, 15|, curvas
do tipo luz com retas binormais comuns [12], e curvas binormal-direcionais [4].

Provaremos dois resultados interessantes sobre curvas do tipo luz:

1. uma hélice do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco admite
uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco com
retas binormais comuns em pontos correspondentes se, e s se, a sua pseudo-

torcao for nula (ver corolério 2.41);

2. dada uma curva do tipo luz a parametrizada por pseudo-comprimento de arco,
existe (a) uma hélice do tipo luz @ parametrizada por pseudo-comprimento de
arco e com pseudo-tor¢ao 7 = 0 e (b) uma bijegao entre pontos das duas curvas
«a e a, tais que, em pontos correspondentes, as retas tangentes sao paralelas

(ver teorema 2.45).

O trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma. No primeiro capitulo
vamos relembrar alguns aspetos classicos da geometria das curvas no plano e no
espago euclidianos. Uma vez que que no segundo capitulo serd estudada a relagao
entre a geometria das curvas planas e a geometria das curvas do tipo luz no espaco
de Minkowski, precisamos de nos deter com mais detalhe em certas propriedades,
por vezes menos referidas na literatura, das curvas planas. Em particular, apre-
sentaremos o conceito de evoluta e involuta de uma curva plana, dando variados
exemplos que mais tarde nos serao uteis e explicitando féormulas para as suas cur-
vaturas e comprimento de arco. Em relacao as curvas no espago iremos realcar a
importancia do triedro de Frenet e as propriedades das hélices generalizadas e das
curvas de Bertrand.

No segundo capitulo, apresentamos os resultados originais deste trabalho. No

entanto, antes disso comegcamos por estabelecer o modelo de Minkowski para a geo-
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metria de Laguerre e, de seguida, apresentamos alguns aspectos ja conhecidos sobre
curvas do tipo luz no espaco de Minkowski. De referir, que a maioria os resul-
tados originais foram recentemente publicados em [13]. Nesta tese, procuraremos

completar esses resultados com mais exemplos e detalhes.



Capitulo 1

Curvas no espaco euclidiano

Neste capitulo vamos relembrar alguns aspetos da geometria diferencial das curvas
no plano e no espago euclidianos. Uma vez que que no segundo capitulo serd estu-
dada a relagao entre a geometria das curvas planas e a geometria das curvas do tipo
luz no espago de Minkowski, precisamos de nos deter com mais detalhe em certas
propriedades, por vezes menos referidas na literatura, das curvas planas. Em parti-
cular, apresentaremos o conceito de evoluta e involuta de uma curva plana, dando
variados exemplos que mais tarde nos serao uteis e explicitando féormulas para as
suas curvaturas e comprimento de arco. Em relagdo as curvas no espago, faremos
um tratamento mais abreviado, realgcando, no entanto, a importancia do triedro de
Frenet e as propriedades das hélices generalizadas e das curvas de Bertrand, uma vez
que, para curvas do tipo luz, existem conceitos andlogos a estes. Para mais detalhes,

o leitor poderd consultar as referéncias [20, 21].

1.1 Curvas parametrizadas e retas tangentes

Comecamos por relembrar a definicao usual de curva parametrizada.

Definicao 1.1. Uma curva parametrizada de classe C" é uma funcao r : I — R"™ de
classe C", onde I é um intervalo de R. A imagem r(/) C R™ é designada por rasto,

trago ou caminho da curva r.
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Para t € I, denotamos as coordenadas de r(t) por

r(t) = (ri(t), r2(t), r3(t), .. ., (1))

Com o objectivo de simplificar a exposicao, entenderemos por curve uma curva
parametrizada de classe C" com 7 tao elevado quanto o necessario em cada contexto.
Por exemplo, quando discutirmos a nogao de curvatura, assumimos que as nosssas

curvas sao de classe C?.

FExemplo 1.1. Achemos uma parametrizagao da reta y — 2x = 1. O vetor diretor da

reta é v = (1,2) e um ponto genérico da reta (z,y) sobre a reta é dado por
(z,y) = (0,1) +¢(1,2) = (t,2t + 1),

com t € R. Desta feita, temos r(t) = (t, 2t + 1). Esta é uma das parametrizacoes
da reta y — 2z = 1. Uma curva nao tem s6 uma parametrizacao. Por exemplo, para

a reta em causa, podemos também utilizar
1

ou seja, 7(t) = (3t — 1,6t), com t € R.

Ezemplo 1.2. Dada a curva r(t) = (e'cost,e'sint,e!), com t € R, passemos a

analisar o respetivo traco: uma vez que

r=c¢elcost, y=ce'sint, z=-¢,

elevando as trés equacoes anteriores ao quadrado e somando, obtemos 2 + 3% = 22.

Assim, o traco desta curva estd sobre a superficie cénica x? + y? = 22.
FExemplo 1.3. Consideremos agora a curva

r(t) = (Rcost + Rsin®t, Rsint — Rsintcost),
com R>0eteR, eencontremos a equacao cartesiana do seu traco. Temos

r = Rcost+ Rsin?t, y = Rsint — Rsintcost,

ou seja,

x — R = Rcost(l —cost), y= Rsint(l— cost). (1.1)
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Dividindo a segunda equacao pela primeira, obtemos

y  Rsint
x—R  Rcost’

Sabe-se que tant = ++v/sec?t — 1, logo, recorrendo a equacao anterior

yR = ++v/sec?t — 1.
'Z‘_

Tendo a necessidade de obter o cost, a partir da primeira relacdo de (1.1), vem
Rcos’t — Rcost+x — R =0,

logo

R+ +V5R? —4Rx

t =
COS o°R

Este resultado pode ser empregue a expressao tant = 4+/sec?t — 1, tal como se

segue

vy 4R? ]
r—R (R+ v5R? — Rx)?
Finalmente, elevando ao quadrado esta relacao ao quadrado,

y? + (z — R)? 4R?

(@—R)?  R+./5R’ — 4Ra)?

Assim, o trago da nossa curva é dado pela equacao (1.2).

Neste trabalho, iremos trabalhar com curvas regulares.

Definigao 1.2. Uma curva r : I — R" é regular se r'(t) # 0, para todo ¢t € I. Neste

contexto, temos:

para todo t € L.
FExemplo 1.4. Verifiquemos se as curvas abaixo sao regulares ou nao.
1. r(t) = (t,t*), com t € R.

2. 7(t) = (t?,¢3), com t € R.
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Figura 1.1: Traco da cuspide.

Para o primeiro caso, cujo trago é uma parabola, temos 7’/(t) = (1, 2t). Logo r é uma
curva regular porque a primeira componente da sua derivada é sempre diferente de
zero. No segundo caso, 7'(t) = (2t, 3t?), logo 7 nao é regular, pois 7 (0) = 0.

O traco da curva 7 é a ctispide de equacao x® —y? = 0, em relacao a qual o ponto

(0,0) é um ponto anguloso, conforme a figura 1.1.

Definigao 1.3. Seja r : I — R™ uma curva regular e ty € I. A 7/(¢y) chamaremos

de vector tangente a r no ponto r(tg) .

Se o vetor tangente a uma curva r for constante, o traco de r é uma reta. Por
exemplo, a curva r(t) = (¢,2t + 1) tem vetor tangente constante 7’'(t) = (1, 2), para

todo t € I, e o seu traco é a reta y — 2z = 1.

Definicao 1.4. Designa-se por reta tangente a curva regular r : I — R"™ no ponto

r(to), com ty € I, a reta Ty, gerada pelo vetor tangente 7/(tg):
Ti, ={P € R": IXx e R tal que P =r(ty) + M (ty)}.

Ezemplo 1.5. Para acharmos a equacao da reta tangente & curva 2%+ y* = 1, vamos
utilizar a parametrizagao r(t) = (cost,sint). Assim, o vetor tangente em r(t) é
r'(t) = (—sint, cost); prosseguindo, averiguamos que um ponto (x,y) sobre a reta

tangente T; satisfaz o seguinte
(z,y) = (cost,sint) + \(—sint, cost)
para algum A\ € R. Daqui tiramos a equagao cartesiana da reta tangente 7;:

xrcost+ysint — 1 =0.
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1.2 Comprimento de arco
Dados dois vetores u e v de R", denotamos por u - v o seu produto interno usual:
u-VvV =1uv; +uge + ...+ uyv,.
A norma de um vetor u serd denotada por |u| = /u-u.

Definicao 1.5. O comprimento de arco da curva r : I — R" com base no instante

to, é a fungao bijetiva h : I — h(I) definida por:

h(t):/t 17 (u)|du. (1.3)

Definicao 1.6. Uma curva r : I — R" diz-se parametrizada por comprimento de

arco se o vetor tangente tiver norma constante igul a 1, isto é, |r/(¢)| = 1.

Qualquer curva regular pode ser reparametrizada por comprimento de arco. Seja
s = h(t) dado por (1.3) e defina-se @ = 7o h~!. Vamos verificar que |o/(s)| = 1 para

todo s. Pela regra da derivacao da funcao composta, temos

Aplicando o médulo e a regra da derivacao da funcao inversa, obtemos:

r'(h‘%s))‘ = ! r’(h‘%s))‘

)]

.r'(t)) —1.

o/(s)) = | (n)) |

1
B (1) )

| =

o]

Exzemplo 1.6. Considere-se a curva r(t) = (e’ cost,e’sint) com ¢t € R, uma curva

cujo traco é uma espiral logaritmica. Vamos determinar o seu comprimento de arco.

Para tal, temos r'(t) = (e(cost —sint), e'(sint + cost)) e

Ir'(t)] = \/€2t(COS2 t+sin?t + sin? ¢ + cos?t — 2sint cost + 2sint cost) = v/2e!
O comprimento de arco com base em ¢, = 0 é dado por

s=h(t) = /Ot V2etdu = /2e" ; =2(el — 1)
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7
7

Figura 1.2: Espiral logaritmica.

Invertendo h, temos t = In (s%ﬁ), com s €] — V2, +oo[. Assim, a reparametrizacao

da espiral logaritmica por comprimento de arco é dada por

a(s) = r(h’l(s)) S —i\_/%/ﬁ<cos (In (8 j\L/%/i)),sin (In (S 4\_/5\/5>)>

Ezemplo 1.7. Dada a curva r(t) = (t, %), procuremos o seu comprimento de arco.

Resolvendo temos:

#0)= (01, W) =VITP
s= )= [ VT du= SV TEE e+ VT P)

Ezemplo 1.8. Achemos o comprimento de arco da hélice r(t) = (Rcost, Rsint, at),

com R uma constante positiva, e reparametrizemos a referida curva por comprimento

de arco. Uma vez que r/(t) = (—Rsint, Rcost,a) e |r'(t)| = v R? + a?, temos
t
s = h(t) = / VT @du = VEE T @ (t — to)
to

Fazendo a reparametrizagao, vem:

B(s)=roh7!(s) = (RCOS (m),ﬁ’sin (\/R28+ aQ)’ \/Rjir GZ).

1.3 Curvas planas

1.3.1 Curvatura de curvas planas

Consideremos uma curva r : I — R? parametrizada por comprimento de arco.

Denotamos por T(s) o vetor unitdrio tangente a curva no instante s, isto é, T(s) =

10
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'(s). Seja N(s) o vetor unitario normal & curva no instante s, obtido por rotagao de
90° no sentido anti-horario do vetor T(s). Designa-se o par de vetores {T(s),N(s)}
por diedro de Frenet (no instante s). Uma vez que T é unitario, temos 1 = T - T.

Derivando pela regra de Leibniz e aplicando a simetria do produto interno, obtemos
0=T -T+T-T =2T-T.

Logo, os vetores T e T sao perpendiculares em cada instante, ou seja, TV é propor-

cional a N.

Defini¢ao 1.7. A curvatura de r no instante s é a quantidade k(s) tal que T'(s) =
k(s)N(s) (A curvatura pode tomar valores negativos ou positivos conforme a curva

“vire”a direita ou a esquerda).

Pelo mesmo argumento, observe-se que N’ é proporcional a T. Assim, derivando

a igualdade T - N = 0, vamos obter

Seja 0(s) angulo formado pelo vetor T(s) e o eixo horizontal OX, que desig-
naremos por angulo de viragem. Vamos ver de seguida que a curvatura pode ser
interpretada como a taxa de variagao do angulo 6 em relacao ao comprimento de

arco s, isto é, k = 60'(s). Temos:
T(s) = (cosf(s),sinf(s)), N(s)= (—sinf(s),cosb(s)). (1.4)
Derivando
T'(s) = 6'(s)( —sinf(s), cos6(s)) (1.5)
Da defini¢ao de curvatura e aplicando (1.4) e (1.5), obtemos
k(s) =T'(s) - N(s) = 6'(s). (1.6)

Consideremos agora uma curva r(t) = (r1(t),72(t)) que ndo esteja necessaria-
mente parametrizada por comprimento de arco. Seja s = h(t) o parametro compri-
mento de arco e reparametrizemos r por comprimento de arco: a(s) = r(h71(s)).
Entao, pela derivagao da fungao composta, temos

TO0) = 1) = o L0750,

11
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e, consequentemente,

Derivando novamente T, obtemos

T0(0) = 1 (10.1500) —

k(h(E) = T'(h(8)) - N(h(t)) = 1072 (tf)u(;)gi’(t)'f’é(t) _ n(ry (rﬁ/(—t)']’é’(t)'f’é(t)

det(r’, ")

Ezemplo 1.9. Consideremos a curva r(t) = (¢,t*). Temos r}(t) = 1, rh(t) = 2t,

r(t) = 0 er"(t) = 2. Logo a curvatura é k = —2—. A curvatura obtida é uma
! (14+412)

funcao de t sempre positiva: a curva r é concava para todo o t.

Figura 1.3: A pardbola e a sua curvatura

Ezemplo 1.10. Consideremos agora a parametrizagao r(t) = (4 cost, 2sint) da elipse

2?2 + 4y% = 16. Temos
ri(t) = —4sint, 7ry(t) =2cost, r{(t)=—4cost, r"(t)=—2sint

Entao, a curvatura expressa-se do seguinte modo:

P 8sin’t + 8cos’t 8 _ 1
(16sin®t +4cos?t)?  8(4sin®t+ 1 —sin®t) (1 + 3sin?t)?

12
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LN A
DN

Figura 1.4: A elipse e a sua curvatura

Exemplo 1.11. Finalmente, para a ctibica r(t) = (,1®), temos:
=1, 7/ =0, r,=3t* 1) =06t

Logo
6t — 0 6t

(14+9t4)2 (14 9t4)2

Desta situagao, deduz-se que: se t < 0 a curva é convezra (curvatura negativa); se

t > 0 a curva é concava (curvatura positiva); se ¢ = 0, o ponto(0,0) é ponto de

inflexao.

— t

Figura 1.5: Graficos da curva (x,y) = (£,¢*) e da sua curvatura

De seguida apresentamos um lema que nos sera 1til no segundo capitulo.

Lema 1.8. Seja r :]a,b[— R? uma curva reqular parametrizada por comprimento
de arco t, com curvatura k :]a,b[— R. Seja 7 :]a,b[— R? a curva definida por
7(t) = r(b+a—t) (uma reparametrizacdo de r com orientagdo oposta) com curvatura

k :Ja,b]— R. Entdo, para cada t, k(t) = —kK'(b+a—1t) e k'(t) = k(b+a —t).
Demonstracao: Aplicando n vezes a regra da derivacao da funcao composta, temos
F(t) = (=1)"r™ (b4 a — 1),

13
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para todo n € N. Assim, ¢ é também um parametro comprimento de arco para 7 e,

tendo em conta (1.7), k(t) = —k(b+ a — t). Derivando (1.7), obtemos

K'(t) = det(7(t), 7" (t)) = det(r'(b+a—t),r"(b+a—1t) =k (b+a—1t)).

1.3.2 Teorema fundamental das curvas no plano

A menos de movimento rigido, a curvatura determina a respetiva curva.

Teorema 1.9 (Teorema fundamental das curvas no plano.). Seja f : I — R uma
funcao suave. Entdo existe uma curva parametrizada por comprimento de arco r :
I — R2?, cuja curvatura k coincide com f, isto é, k = f.

Se 7 : I — R? € outra curva parametrizada por comprimento de arco e a sua
curvatura é também dada por f, entdo existe um movimento rigido M em R? tal

que 7(s) = M (r(s)) para todo s € I.

Demonstracao: Obtenhamos uma curva r parametrizada por comprimento de arco
com curvatura k = f. Tendo em conta a relagdo (1.6), o angulo 6(s) entre o vetor
tangente no instante s e o eixo OX deve verificar '(s) = k(s). Consideremos entao
0(s) = fsso k(u)du para algum instante fixo sg. Assim,

r(s) = ( / cosO(t) dt, / Csin6(1) dt)

S0 S0

¢ uma curva parametrizada por comprimento de arco, uma vez que o vetor tangente
r'(s) = (cosf(s),sinf(s)) tem norma 1, com curvatura k = f.
Consideremos uma segunda curva 7 com curvatura k = f. Entao

(s) = ( / cos(t)dt, / s sin (1)t + (so),

0 S0

com

0(s) = /s k(u)du + 0(se) = 0(s) + 0(so).

/S cos(6(t) + 0o)dt, /S sin(0(t) + Qo)dt> +a

(. .
(

cosfy [ cos(t)dt — sinb, / sin 0(t)dt,

50 50
S

cos by / sin 6(t)dt + sin 6 / cos 9(t)dt> +a

S0 S0

14
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Logo,
7(s) = Ta¥y, (r(s)), (1.8)

onde I', representa a translagao segundo o vetor a e Ry, ¢ a rotacao de angulo 6

em torno da origem, ou seja, a rotagao representada pela matriz

cosbty —sinb,
Ro, = '
sinfly  cosfy
Neste contexto, fica provado que a curva 7 é obtida por movimento rigido da
curva r, isto é, trata-se de uma transformacao de r por uma rotacao seguida de uma

translacao.

Exemplo 1.12. Vejamos que curvas 7 : R — R? tém curvatura igual a uma constante
k positiva. Fixemos so = 0. Temos 0(s) = [ kdu = ks. Assim,

r(s) = </S cos(kt)dt, /S Sin(kt)dt) _ (Sing{:kS)’_cOSl({:kS) . %)

0 0

_ (sing{:ks)7 _Coslik:s)) N (()7 %)

¢ uma curva nas condigoes pretendidas. Logo, qualquer curva com curvatura igual a
uma constante k£ positiva é uma circunferéncia de raio R = % percorrida no sentido

anti-horario.

1.3.3 Curvas paralelas

Duas curvas planas sao paralelas se a distancia ao longo da normal comum é cons-

tante. Mais precisamente, estabelcemos a definicao seguinte.

Definicao 1.10. Seja 7 : I — R? uma curva regular com vetor normal N e d um

ntmero real. A curva ry: I — R? definida por
rq(t) = r(t) + dN(t)
diz-se uma curva paralela a r a distancia |d|.

Se d = 0, entdo r4(t) = r(t). Se d # 0, existem precisamente duas curvas

paralelas a r a distancia |d|: r4(t) = r(t) + dN(t) e r_q(t) = r(t) — dN(t).

15
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Ezemplo 1.13. Vamos determinar as curvas paralelas a r(t) = (¢, 2t) a distancia |d|.

Como 7'(t) = (2t,2) e |r'| = 2v/1 + 12, temos

(—2,2t)
N(t) = ———=,
(®) 21+ t2
logo
(—1,¢) ) dt
r_q(t) = (1%,2t) —d—% = (t* + 2t — .
alt) = (%, 21) 1+ ( 1+ 12 \/1+—t2)
(—=1,¢) ) d dt
rq(t) = (£2,2t) + d = (1 — ——, 2t + ——).
all) = (8,20 +d_p==3 ( 1+ 1+t2)

Ezemplo 1.14. Consideremos agora a elipse r(t) = (2cost,sint). Temos

_ (—cost,—2sint)
V4sin®t + cos? t

r'(t) = (—2sint,cost), N(t)

Assim a curva paralela expressa-se em:

(—cost,—2sint)

Vasin?t + cos? t
dcost . 2dsint

,sInt —
Vasin?t + cos?t Vasin?t + cos?t

rq(t) = (2cost,sint) +d

= (2cost—

A intuicao inicial é de que uma curva paralela nao interseta a curva inicial, mas isto

nem sempre acontece, como no exemplo em questao.

Figura 1.6: A elipse e as suas paralelas.

16
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Definicao 1.11. Dada uma curva plana r : I — R2, a circunferéncia osculadora a

r no instante t é a circunferéncia de centro r(t) + ﬁN(t) e raio m

Teorema 1.12. Sejar : I — R? uma curva reqular, d um nimero real e rq : I — R?
definida por rq4(t) = r(t) + dN(t) uma curva paralela a distancia |d|. Entdo a curva
rq € ndo reqular em ty se, e so se, T4(ty) € o centro da circunferéncia osculadora a

r em tg.

Demonstracao: Partamos de r4(t) = r(t) + dN(¢). Derivando, temos

rh(t) =7'(t) + dN'(t) = r'(t) — k(t)dr'(t)

(1= k(t)d)r'(t)

Desta igualdade, r4 é nao regular em %, se, e sé se, d = %, tal como queriamos provar.
Observe-se que, se a curva rq é regular em ¢, entao os vetores tangentes a ry e r
no instante ¢ sao colineares. Também, os vetores terao o mesmo sentido se 1 —kd > 0

e sentidos contrarios quando 1 — kd < 0.

1.3.4 Evolutas e involutas

Em Geometria Diferencial é muito comum ver curvas que geram outras curvas
através de diferenciacao, integragao ou triangulacao de uma base vetorial moével.
A evoluta e a involuta sao dois exemplos notaveis de curvas geradas a partir de uma

curva plana dada.

Evolutas

Definigao 1.13. Considere-se uma curva regular r : I — R? com curvatura k(t) # 0
para todo t € I. Entao, a sua evoluta é a curva ¢ : I — R? dada por £(t) =

r(t) + ﬁN(t), com t € L.

Assim, o traco da evoluta de uma curva é o lugar geométrico dos centros das

cirunferéncias osculadoras.

Ezemplo 1.15. Consideremos a elipse 7(t) = (acost,bsint) coma >b>0et € R.

Podemos determinar a sua evoluta utilizando a definicdo. Assim, uma vez que
r'(t) = (—asint,beost), 1"(t) = (—acost,—bsint),

17
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temos
b 1
k(t) = ¢ , N(t) = (—bcost, —asint),
V/ (a2sin®t 4 b2 cos? t)3 Va2sin?t + b2 cos? t
logo
1 2 _ 2 2 _ 2
e(t) =r(t)+ wN(t) = (a - cos’ t, © i t).

Esta é uma parametrizacao de um astroide.

Para esta curva tem-se:

a=2¢b=1

Figura 1.7: Astroéide, a evoluta de uma elipse

Ezemplo 1.16. Vamos estudar agora a evoluta da parabola r(t) = (t,t?). Como

r'(t) = (1,2t) e r"(t) = (0,2), temos

B 2 B (—2t,1)
k) = o r NO- T

Logo,
1
e(t) = (—4t*, 3> + 5).
Esta curva denomina-se por curva de Neil. Tal curva, apresenta um ponto anguloso

em ty = 0, onde £'(0) = 0.

Teorema 1.14. Seja r : I — R? uma curva reqular e € : I — R? a sua evoluta.
Entao € € regular se k'(t) # 0 para todo t € 1. Neste caso, a tangente a evoluta em

e(t) € a reta normal a r em r(t).

18
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Figura 1.8: A curva de Neil, evoluta da pardbola.

Demonstracao: Tendo em conta que e(t) = r(t) + ﬁ.N(t), podemos derivar de

forma a obter

&) = (1) — ’l;((g N(t) + ﬁ.N’(t)
= (1) :;((?)N(t) + %.( — k(1)r(1)
K
N

Assim, €'(t) # 0 se, e s6 se, k'(t) # 0. Além disso, se k'(t) # 0, entdo a tangente a

evoluta em ¢(t) é a reta normal a r em ().

Analisemos o comprimento de arco s, da evoluta £ de uma curva r. Sabemos

que €'(t) = —:;((?)N(t) Assumimos em primeiro lugar que £/'(t) < 0 para qualquer
t. Entio [¢/(t)] = — 25 e

-~ tk:’(v)v_ I
= LW@d‘uw Flio) (1.9)

Se k'(t) > 0 para qualquer ¢, entao |¢'(t)]| =

B tk’(v)v_ I
%‘Am@d‘um Aok (1.10)

Vejamos também uma férmula para a curvatura da evoluta. Para tal, suponha-

mos que r estd parametrizada por comprimento de arco s. Denotamos o raio de

~ / .
curvatura por u = 1 . Entao €/(s) = W'N e £”(s) = v/N — £T. Assim, a curvatura

k. da evoluta ¢ é dada por

/ "
1
b — det(e’,€") (1.11)

e ]
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Involuta

Definicao 1.15. Uma involuta de uma curva regular » : I — R? é uma curva

v : T — R? que tem como evoluta a curva .

Teorema 1.16. Dada uma curva reqular v : I — R? ety € I, entio v : I — R?
definida por

(t) = r(t) = sT(1),

com s = fti |7’ (v)|dv e T(t) = m;w ¢ uma involuta de r. Qualquer outra involuta

de r é uma curva paralela a .

Demonstracao: Para provarmos que v é uma involuta de r, temos de verificar

que sT = /,%N,Y7 sendo k, a curvatura de v e N, o vector normal a 7. Derivando,
vy

obtemos

7'(#) = ' (t) = [P (O)IT() = s@k@F(OIN(E) = —s(OR@OF(OINE), — (1.12)

uma vez que r'(t) = |r/(t)|T(t). Derivando novamente,

7' (t) = = (s(Ok@OI (8)]) N(E) + s(OR (&) (1) PT ().

Assim, tendo em conta (1.7),

_det(v', ") _ SR

R ‘sk|7”H3

1
= sinal{ks}—.
s

Por outro lado, (1.12) diz-nos que o vetor tangente a v é dado por T., = —sinal{sk}IN,

logo o vetor normal a v é dado por N, = sinal{sk}T. Assim, éNv =sT.

Seja 4 outra involuta de r. Queremos ver que 7 e v sao curvas paralelas. Uma

vez que
1 5 1
r=9+-Ny=7+-N5
kv v
derivando obtemos
1 /N 1 /N
()™= ()
Assim, por integracao,
1 1
—N, = —N: + dNx
k:'y i k’? v + v
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com d uma constante real. Assim,

.1
v=9+-—N

- N, = — dN;,

1
Y k:'y

[}

logo v e ¥ sao curvas paralelas.

Ezemplo 1.17. Calculemos as involutas da curva regular r(t) = (—4t3,3t* + 3) com

t > 0. Partamos da férmula v(t) = r(t) — sT(¢). O comprimento de arco de r é
1
5= /\/144754 T 362dt = /6t\/4t2 Lt = (48 + 1) +d,

sendo d uma constante de integracao. Além disso,

—12¢2 —92t. 1
T - (12060 (201
6ivVA2 +1 VA2 +1

Assim, as involutas de r sao as curvas

(_Qtv 1)
42 +1

1 1
v(t) = (—4t3,3t> + 5) — (5(4752 +1)% 4 d).
Em particluar, para d = 0, temos

v(t) = (—4t, 3t + %) — %(4752 +1).(=2t,1) = (¢, 1),

o que esta de acordo com o exemplo 1.16.

Ezemplo 1.18. Determinemos as involutas da circunferéncia
r(s) = R(cos(s/R),sin(s/R)).
Temos T(s) = ( —sin(s/R), cos(s/R)), logo
+(s) = R(cos(s/R),sin(s/R)) — (s — s0) ( — sin(s/R), cos(s/R)).

Derivando, temos

v (s) = (S — % cos(s/R), — sin(s/R)).
Como |7/ (s)]* = (8;;2“)2, o comprimento de arco t de v vai ser dado por t = %.

Reparametrizando por comrpimento de arco, obtemos, para sq = 0:

v(s(t)) = (Rcos(v/2t/R)+V2Rt sin(y/2t/R), Rsin(/2t/R)—v2Rt cos(v/2t/R)).
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1.4 Curvas no Espaco Euclidiano

1.4.1 Triedro de Frenet-Serret

Seja r : I — R3 uma curva regular parametrizada por comprimento de arco s.

Definimos o vetor tangente unitario a r no instante s por

e o vetor normal unitario a r no instante s por

T'(s)

N = sy

O vetor binormal unitario a r em s é dado por
B(s) = T(s) AN(s),

onde A denota o produto externo usual de R?. Deste modo, em cada instante s, fica-
mos com um referéncial ortonormado e positivamente orientado em R?, {T, N, B},
designado por triedro de Frenet-Serret.

Em cada ponto da curva em causa, ja parametrizada por comprimento arco,
podemos definir trés planos. O plano osculador é o plano formado pelos vetores T
e N. O plano normal é o plano formado pelos vetores N e B. O plano retificante é
o plano formado pelos vetores T e B. Por cada ponto da curva em causa, podemos
definir trés retas. A reta tangente, gerada pelo vetor tangente T. A reta mormal,
gerada pelo vetor normal N, e a reta binormal, gerada pelo vetor binormal B.

A curvatura (nao sinalizada) de r em cada instante é definida por
k=TI

Uma vez que N ¢ unitario, entao a sua derivada é perpendicular a N. Por outro

lado, derivando a igualdade T - N = 0, obtemos
T -N =-T"-N=—x.

Logo podemos escrever

N = -xkT+ 7B
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para uma certa funcao 7, que se designa por tor¢ao da curva r.
Investiguemos agora a derivada do vetor binormal. Como T -B =0 e T/ = kN,

temos

0=T-B+T-B =xN-B+T-B =T-B.

Analogamente, derivando B - N = 0, obtemos B’ - N = —7. Assim,
B’ = —7N.
Estabelecemos deste modo as trés tgualdades de Frenet
T =kN, N =-xT+7B, B =-7N. (1.13)

Na forma matricial temos:

T 0 k 0 T
N’ = -« 0 7 I N
B’ 0 -7 0 B

Vejamos de seguida como obter a curvatura x e a tor¢ao 7 de uma curva regular
r nao necessariamente parametrizada por comprimento de arco. Comegamos por
denotar v(t) = |r'(t)|, U(t) = r'(t) (o vetor velocidade), a(t) = v'(t) e d(t) = r"(t) (o

vetor aceleragao). Assim v = vT e

dv ds dT
i=—T+v—— =aT +v°skN
a 0t +Udtds al +v°kIN,

sendo s o parametro por comprimento de arco.
Tomando o produto externo de ¢ por d, obtemos, sabendo que TAT = 0 e
T AN =B,

A d@=vT A (aT +v°kN) = v’kB.

Desta relacao, aplicando o médulo aos dois membros, temos |7A @| = |v3|x, uma vez
que |B| = 1. Logo
A
o |7,/|3

(1.14)
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Passemos a determinar a férmula para a torcao. Derivando a igualdade @ =

aT + v2kN em relacdo a t, temos:

da da dT ds  d(v?k) , dN ds
a_fp A ARG 2 B
it~ dt dsa a0 Nds
2
= @T + avkIN + dv K)N + v*k(—=kT + 7B).

dt dt

Tomando o produto interno por B, da relacao anterior obtemos:
di

d_ctt ‘B = vkt (1.15)

Por outro lado, também de @ = aT + v?kN, e tendo em conta a férmula (1.14),

obtemos

Assim,
B-TAN=_pt—00_ UAd
v |UAd| |U A d|

(1.16)

Finalmente, das igualdades (1.14), (1.15) e (1.16), concluimos que
(r' A7) ™
| A |2
Exemplo 1.19. Seja r : I — R3 onde r(t) = (Rcost, Rsint,at), com R > 0 e
a € R. Encontremos a curvatura e a tor¢ao de r, bem como os trés vetores do
triedro de Frenet em fun¢do do parametro t. Temos r'(t) = (—Rsint, Rcost,a) e
r'(t)] = VR? + a2, logo

1 :
T(t) = \/mj_i_cﬁ(—}%smt,}%cost,a).

Tomando a segunda derivada, r”(t) = (—Rcost, —Rsint,0). Destes resultados po-

demos obter o seguinte:

7 Ar" = (aRsint, —aR cost, R?).

. |r//\7,//‘ . R
(t) - ‘7""3 - R2+a2 .

Calculando o vetor binormal, vem
r" Ar” 1

B = =
ATl VR? 4+ a?

Prosseguindo, calculamos o vetor normal:

(asint, —acost, R).

N(t) = B(t) AT(t) = ( — cost, —sint,0).
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Como 7"(t) = (Rsint, —Rcost,0), a tor¢ao vem dada por

(T,/ /\ T”) . T,/// B a
I Ar"]2 T R? 4 a2

T(t) =

Na figura 1.9 encontra-se representado o trago de r(t) = (Rcost, Rsint,at), com

R=2e¢a=1/8 quando t € [0, 107].

T

Figura 1.9: A curva hélice.

A partir das igualdades de Frenet, vemos que a curva r nao é planar se, e so se,
a sua torcao for diferente de zero. Este exemplo é consistente com este facto. Se

a =0, a curva r desenvolve-se no plano Z = 0 e a torcao 7 = 0.

1.4.2 Teorema fundamental de curvas no espaco

Um movimento rigido em R?® é uma transformacao M : R® — R?® que resulta da
composi¢cao de uma rotacao em torno de um eixo que passe na origem com uma
translacao. O conjunto das rotagoes em torno de eixos que passam pela origem,
munido da operagao de composicao, corresponde ao grupo das matrizes ortogonais
com determinante igual a 1, que se denota por SO(3). O teorema fundamental de
curvas no espaco afirma que a curvatura e a torcao determinam a curva a menos de

movimento rigido.

Teorema 1.17 (Teorema fundamental de curvas no espago). Sejam k,7 : 1 — R
funcoes suaves com k > 0. Entao existe uma curva parametrizada por comprimento

de arcor : I — R3 cuja curvatura é k e cuja torcao é 7. Set : I — R3 € outra curva
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parametrizada por comprimento de arco nessas condicoes, existe um movimento

rigido M de R® tal que, para cada s € I, 7(s) = M(r(s)).

1.4.3 Hélices generalizadas

Definicao 1.18. Uma curva r : I — R?® é uma hélice generalizada se existir um
vetor unitdrio u tal que T - u seja constante. Ou seja, a curva r : I — R3 é uma
hélice generalizada se a tangente de curva v formar um angulo constante com uma

diregao fixa (dada pelo vetor unitario u).

Teorema 1.19 (Teorema de Lancret). Seja r : I — R3 uma curva reqular cuja
curvatura nunca se anula. Entao v ¢ uma hélice generalizada se, e sé se, = ¢

constante.

Demonstragao: Comecemos por supor que r é uma hélice generalizada e parame-
trizemos a curva por comprimento de arco. Consideremos um vetor unitario u tal
que T - u = ¢, para alguma constante c¢. Escrevemos o vetor u como combinagao
linear dos elementos da base do triedro de Frenet. Assim, para qualquer s € I,
temos

u = a;1(s)T(s) + az(s)N(s) + as(s)B(s), (1.17)
com

ap=u-T, a=u-N, a3=u-B.
Em particular, ay; = ¢. Derivando u- T = ¢, vem
0=u-T =u-rsN(s),

logo ay = 0, uma vez que k # 0. Substituindo em (1.17), podemos escrever

u=cT+ a3B (1.18)
Derivando (1.18) vem:

0=cT' 4+ a;B+ 3B = (Cli — agT)N + a4B.

Assim, oy = 0 e ck — ag7 = 0. Da primeira igualdade tiramos que ag é constante, e

T
K

da segunda igualdade resulta que = é constante, uma vez que ja sabemos que oz e

¢ sao constantes.
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Reciprocamente, suponhamos que = é constante. Pondo a = %, definimos o vetor

v = T + aB. Derivando, temos
vV =T +aB = (k—ar)N =0,

logo v é constante. Por outro lado, v - T = 1, logo r é uma hélice generalizada

relativamente ao vetor unitario u = v/|v|.

Ezemplo 1.20. A curva r(t) = (Rcost, Rsint,at) do exemplo 1.19 é claramente
uma hélice generalizada. Tal pode ser visto de duas formas. Por um lado, como
r'(t) = (—Rsint, Rcost,a) e

1
T = ———(—Rsint, Rcost,a),

VR?+a?
temos que T -u é constante, para u = (0,0, 1). Por outro lado, como a curvatura e a

torgao de r sao constantes, = também ¢é constante. Logo, pelo Teorema de Lancret,

r é uma hélice generalizada.

1.4.4 Curvas de Bertrand

Definicao 1.20. Uma curva r : I — R3 parametrizada por comprimento de arco,
com curvatura k(s) # 0 para todo s € I, é chamada curva de Bertrand se existe
uma outra curva 7 : I — R3, tal que as retas normais principais de 7 e ¥ em s € I

sejam iguais. Neste caso, a curva 7 é o par de Bertrand a curva r.

Seja 7 : I — R3 uma curva de Bertrand e ¥ um seu par. Entao 7 pode ser escrita

da seguinte forma:

7(s) = r(s) + a(s)N(s)

Onde, para cada s, N(s) é o vetor normal unitério de 7 em s e |a(s)| é a distancia
do ponto r(s) a 7(s). Provemos que a : I — R é uma constante. Sejam s e § os
parametros por comprimento de arco de r e 7, respetivamente. Como a ¢é a distancia
de pontos correspondentes de 7 e 7, logo a é uma constante se e so se, a derivada

for nula. Como a* = (r —7) - (r —7), logo

d(a2) _ d(T _77) : (T_f) o - / N / —/
el e =2(r—7r)-(r'—=7")=2aN-(r' = 7). (1.19)
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Da relagao (1.19), e tendo em conta que r’ e 7 sdo perpendiculares a normal comum

d(a?)

5~ =0, 0u

N, uma vez que sao tangentes as curvas r e 7, respetivamente, tem-se

seja, a é constante.

Proposicao 1.21. Seja r : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de
arco tal que k(s) # 0 para todo s € 1. Suponha-se também que 7(s) # 0 para todo
s € I. Entao r é uma curva de Bertrand se, e so se, existem numeros reais A # 0

e B tais que

Akr(s) + Br(s) =1 (1.20)

para todo s € 1.

Demonstragao: Suponhamos que r é uma curva de Bertrand com 7 o seu par.
Sejam T e T os vetores tangentes unitarios a r e 7, repetivamente. Desta maneira
tem-se:

T T _ _
dTT) _opir.1 (1.21)

Como os vetores T e T’ s@o paralelos a reta normal comum, a relagdo (1.21) anula-
se. Assim, o angulo 6 formado por T e T, nos pontos correspondentes, é constante.
Seja § o parametro por comprimento de arco de 7. Como r é uma curva de Bertrand

com par 7, temos

7(s) = r(s) +aN(s),

com a constante. Uma vez que

_ dr dsdr
T = V— = ——
ds dsds

e

dr

— =T N’

ds +aly,
temos

cos =T T—QT (T—i—aN’)—@(l—a/@) (1.22)
n - ds - ds ' '

Por outro lado, temos

sinf = |TAT|= }%(TjLa(—/iT—l—TB)) AT| = }%CLTN} = ’%aﬂ.
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Logo
45 r = +sing (1.23)
—aT = *sin :
ds
Dividindo (1.22) por (1.23), vem
(1 —ak) icos@

art sinf’

% = (' para uma certa constante C'. Fazendo A = a e B = aC,

ou seja,
concluimos que Ax + BT = 1.

Reciprocamente, se Ax+ BT = 1 para certas constantes A e B, definimos a curva
7 : T — R3 por #(s) = r(s) + aN(s), com a = A. E possivel provar que esta curva é

par de Bertrand de 7.

Proposicao 1.22. Seja r uma curva de Bertrand. Entdo, ou r é plana ou T nunca

se anula.

Demonstracgao: Ja vimos que, se r € uma curva de Bertrand, entao ar% = (' para
alguma constante C', considerando as notagoes que adoptdmos na demonstracao
anterior. Como a # 0 e % # 0, concluimos o seguinte. Se C' # 0, entao 7(s) # 0
para todo s € I. Se C' = 0, entao 7(s) = 0 para todo s € I, ou seja, r é uma curva

plana.

Proposicao 1.23. Seja r : I — R3 uma curva de Bertrand, com o seu par 7.
Entao 77 € uma constante nao negativa, onde T e T indicam as torgoes de r e T,

respetivamente.

Demonstragao: Ja sabemos, da prova da proposicao 1.21, que

d d
T=(1- cm)d—zT + ard—zB.

Como T - T = cosf e T é unitario, temos

T = cos 0T £ sin 6B.
Dai, podemos tomar o produto vetorial

B =TAN = 4(cos T £ sin 6B) AN = +(cos B F sin T), (1.24)
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uma vez que N = £N.

Derivando B, temos, por um lado, pelas igualdades de Frenet,

dB  dBds  __ds

o 7 1.25
ds  dsds | ds (1.25)
por outro lado, tendo em conta (1.24), vem
dB B dT
- = :i:(cosQE :Fsinﬁg) = +(—cos TN Fsin kN). (1.26)
Igualando (1.25) a (1.26), temos
o ds :
TNd— = +(7cosf £+ ksin)N
s
Como N = £N, da férmula anterior obtem-se
_ _ds
Tcosf £ ksinf = £7— (1.27)
ds
Recorrendo a proposicao 1.21, temos Ak + Bt = 1, sendo A = a, C = i% e
B =aC. Assim
in 6
ksing + 7 cosf = (1.28)
a
Agora, vamos relacionar as igualdades (1.27) e (1.28):
sin 6 ds
=+7.—. 1.29
a T ds (1.29)

Das igualdades (1.23) e (1.29), concluimos que

sin? 6

TT =
a2

O resultado prova que o produto das tor¢oes é uma constante nao negativa.

FExemplo 1.21. Consideremos a curva

V24 V24 1

r(s) = (T cO8 8, —— sins, SS)’

cujo vetor tangente e normal sao dados por

V24 (/24 1

Tcoss,g), N(s) = (—coss,—sins,O).

Fixemos a = 3 e consideremos a curva paralela 7(s) = r(s) + 3N(s), ou seja,

V24

7(s) = (?coss—?)coss,?sins—3sin3,gs)_
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Esta curva tem vetor tangente e vetor normal dados por

_ 5 V24, /24 1
T(s) = m((i& — T) sin s, (? — 3) cos s, 5>’
N(s) = (coss,sins,0).

Daqui concluimos que as retas normais em s coincidem, logo r e 7 formam um par

de Bertrand.

Figura 1.10: Um par de Bertrand
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Capitulo 2

Evolutas e curvas do tipo luz no

espaco de Minkowski

O modelo de Minkowski [3, 8] é um modelo eficiente e intuitivo para a geometria de
Laguerre. Este modelo estabelece uma bijecao, designada por projegao isotropica
[3, 8], entre pontos do espaco de Minkowski R? e circunferéncias orientadas no
plano euclidiano. Cada curva plana r define uma familia de circunferéncias (as
circunferéncias osculadoras) e esta familia, através da projecao isotrdpica, define
uma curva em R?, que designaremos por L-evoluta de r. Prova-se que esta curva é
uma curva do tipo luz. Reciprocamente, qualquer curva do tipo luz é a L-evoluta
de alguma curva no plano.

Neste capitulo, iremos descrever a geometria das curvas do tipo luz em termos da
curvatura das curvas planas que lhes correspondem através da projecao isotropica.
Este objetivo ird nos conduzir a nogao de func¢do potencial (ver definigao 2.23). Uma
funcao potencial, juntamente com uma certa condicao inicial, determina completa-
mente uma curva do tipo luz e a correspondente curva plana através das formulas
do teorema 2.26. Como consequéncia, iremos obter uma caracterizacao original de
todas as curvas que sao Laguerre-congruentes com uma curva r dada (ver observacao
2.28).

Iremos ainda descrever, em termos de funcoes potenciais, algumas classes de
curvas associadas do tipo luz, nomeadamente: pares de Bertrand [1, 15], curvas

do tipo luz com retas binormais comuns [12], e curvas binormal-direcionais [4].
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Provaremos dois resultados interessantes sobre curvas do tipo luz:

1. uma hélice do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco admite
uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco com
retas binormais comuns em pontos correspondentes se, e s6 se, a sua pseudo-

torgao for nula (ver coroldrio 2.41);

2. dada uma curva do tipo luz o parametrizada por pseudo-comprimento de arco,
existe (a) uma hélice do tipo luz & parametrizada por pseudo-comprimento de
arco e com pseudo-torgao 7 = 0 e (b) uma bijecao entre pontos das duas curvas
a e a, tais que, em pontos correspondentes, as retas tangentes sao paralelas

(ver teorema 2.45).

Vamos comecar por estabelecer o modelo de Minkowski para a geometria de
Laguerre e, de seguida, apresentamos alguns aspectos essenciais sobre curvas do tipo

luz no espago de Minkowski (para mais detalhes e referéncias, consultar [9, 15, 17].

2.1 Espago de Minkwoski R}

Definigao 2.1. O Espago de Minkwoski, que denotaremos por R?, é o espago vetorial

R3 munido do produto interno lorentziano (-,-) : R® x R® — R definido por
(u, v) = uyv; + ugvg — uzvs,
sendo u = (uy, ug, uz) e v = (vy, vy, v3) vetores de R3.
O produto interno lorentziano satisfaz as seguintes propriedades:
e Bilinaridade: {u,v + Aw) = (u,v) + Au,w), Vu,v,w e R®* e X € R;
o Simetria: (u,v) = (v,u), Vu,v € R3;

e Nio degenerado: se u é um vetor de R3 e (u,v) = 0 para todo v € R3, entao

u=0~0.

Definigao 2.2. Um vetor u € R? é dito: do tipo tempo se (u,u) < 0; do tipo espago

se (u,u) > 0; do tipo luz se (u,u) = 0 e u # 0. Para vetores u do tipo espago,
denotamos |u| = /(u, u).

34



Boaventura Nolasco

Na figura 2.1 encontra-se representado o cone luz Co de vértice em O = (0,0, 0),
isto é, a superficie formada pelos pontos X = (z,y, z) para os quais o vetor O—X2 é do
tipo luz. A equacdo cartesiana desta superficie cénica é dada por z2 + 3% — 22 = 0.
O vetor u é do tipo espaco, “aponta” para o exterior do cone; o vetor v é do tipo luz,
¢ paralelo a geratriz do cone; o vetor w é do tipo tempo, “aponta”para o interior do

cone.

0z

()4

Figura 2.1: Tipicidade causal de vetores

Mais geralmente, definimos o seguinte.

Definigao 2.3. O cone luz com vértice em P € R? é o conjunto Cp de pontos

X € R? tais que PX 6 um vetor do tipo luz.

Sendo P e X determinados por P = (a,b,c) e X = (z,y,2), temos ﬁ =

(x —a,y — b,z — ¢) e, consequentemente, a equagao cartesiana de Cp é dada por

(PX,PX) = (x —a)* + (y— )’ — (= — ¢ = 0.

A restricao do produto interno lorentziano a um subespago vectorial U de R3
define uma certa forma bilinear. Se esta forma for degenerada, dizemos que U é sin-
gular; se for definida positiva, isto é, (u,u) > 0 para todo u € U nao nulo, dizemos
que U é euclidiano; caso contrario, dizemos que U é um subespaco lorenziano.

O ortogonal de um subespago vetorial U C R? é o subespaco vetorial
U ={ueR}: (u,v)=0, VveUu}.
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Figura 2.2: Cone luz com vértice em P

De seguida apresentamos algumas propriedades para subespacos de R? relativos ao

produto interno lorentziano.

Proposicao 2.4. Dado um subespaco vetorial U C R3, temos o sequinte:
(i) dim(U*) + dim(U) = 3;
(ii) (UH)* =U;

Demonstracao: A identidade (i) é 6bvia quando dim(U) = 0 ou dim(U) = 3.
Assim, suponha-se que dim(U) = 1. Seja u um gerador de U e considere-se a
aplicagao linear &, : R® — R dada por & (v) = (u,v). Uma vez que o produto
interno lorentziano é nao degenerado, a imagem desta aplicacao é um espaco vetorial
de dimensao 1. Logo, da &lgebra linear, concluimos que o seu nicleo tem dimensao
2. Mas o ntcleo de &, é precisamente U+, logo a igualdade (i) é valida.
Suponha-se agora que dim(U) = 2. Sejam u = (uy,uz,u3) e v = (v1,vq,03)

geradores de . Consideremos a aplicagao linear &, : R* — R? definida por

uv(W) = ({0, w), (v, w)).
Em relacao as bases canénicas de R3 e R?, esta aplicacao é representada pela matriz
Uy Uz —U3
V1 Uy —7Us
Uma vez que u e v sao linearmente independentes, esta matriz tem caracteristica 2,

logo o ntcleo de &, tem dimensao 1. Mais uma vez, o nicleo de £, coincide com

U™, logo a igualdade (i) também é vélida neste caso.
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Para provar (ii), observe-se que, se u € U, entdo u € (U*+)*, uma vez que
(u,v) = 0 para todo v € U*. Ou seja, temos que U C (U*)t. Mas por (i),
dim(U) + dim(Ut) = 3 e, do mesmo modo, dim(U~+) + dim((U+)*+) = 3. Logo
dim((U*+)*) = dim(U). Consequentemente, U = (U+)*.

Proposigao 2.5. Seja U C R? subespaco vetorial. Entdo:
(i) U é euclidiano se, e s6 se, U+ é subespaco lorentziano;
(ii) U é singular se, e s6 se, UL € subespago singular.

Demonstragao: Suponha-se que U é euclidiano. Neste caso, temos U NUL = {0}
(caso contrdrio, a restrigao de (-, -) a U seria degenerada). Assim, R? ¢ a soma direta
deU eUdt: R3=UDUL. Se Ut é singular, entdo existe u € U+ nao nulo tal que
(u,v) = 0 para todo v € U e, simultaneamente, para todo v € U=, o que contradiz
o facto de (-,-) ser nao degenerado em R®. Se U* é euclidiano, entdo (-,-) seria
definido positivo, o que contradiz o facto de (-,-) ter indice (+ + —). Logo Ut é
lorentziano.

Suponha-se agora que U é lorentziano. Neste caso também temos U NU+ = {0}
(caso contrario, a restri¢do de (-,-) a U seria degenerada). Assim, R? = U & U™ .
Pelo mesmo argumento que aplicAmos acima, 4+ nao pode ser singular. Se U~ é
lorentziano, entao temos dois vetores linearmente independentes, u = (uy, us, ug) €
Uev = (v1,vy,v3) €U, do tipo tempo tais que (u,v) = 0. Multiplicando por
um escalar, se necessario, podemos supor que usz = v3. Assim, o vetor u — v =

(u; — vy, us — v2,0) é do tipo euclidiano e simultaneamente satisfaz
(u—v,u—v)=(uu)+ (v,v) <0,

o que é uma contradicao. Assim, U+ é do tipo espaco.

A alinea (7i) é uma consequéncia imediata da alinea anterior.

Da proposicao anterior resulta o seguinte corolario.
Corolario 2.6. Se U tiver dimensdao 2, temos o sequinte:

(i) se U € euclidiano, entdo € necessariamente gerado por dois vetores do tipo

espaco;
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(ii) se U € singular, entiao pode ser gerado por um vetor do tipo luz e um vetor do

tipo espaco;

(iii) se U € lorenziano, entdo pode ser gerado por um wvetor do tipo tempo e um

vetor do tipo espaco.

Demonstragao: Apenas o caso (i) nao é imediato. Se U é singular, entao tem um
vetor u = (uy, us, u3) do tipo luz. Este vetor gera U+, logo é ortogonal a qualquer
vetor v € U.

Suponha-se que existe um vetor v .= (v, v9,v3) do tipo tempo em U. Mul-
tiplicando por um escalar, se necessario, podemos assumir que uz = vs. Assim,
u—v = (u3—vy, ug—v9,0) é um vetor do tipo espago. Por outro lado, tendo em conta
que u é do tipo luz, v é do tipo tempo e (u, v) = 0, temos (u—v,u—v) = (v,v) <0
o que é uma contradigao.

Suponha-se agora que existe um vetor w = (wy, wg, w3) do tipo luz em U que seja
linearmente independente de u. Argumentando como no caso anterior, chegamos a
nova contradicao. Assim, todos os vetores linearmente independentes de u em U
sao do tipo espago. Em conclusao, um plano singular é gerado por um vetor do tipo

luz e um vetor do tipo espaco.

Finalizamos esta sec¢do com a definicao de produto vetorial em R?.

Definigao 2.7. Dados dois vetores u e v de R3, o produto vetorial de u e v, que

denotamos por u x v, é o vetor dado pelo determinante formal

i j -k
uxv=/\| u wu us = (ugus — uzv9)i — (u1v3 — ugzvy)j — (u1vy — usvy )k,
V1 Vg U3

onde i, j, k sdo os vetores da base canénica de R3 e u = (uy, ug, uz) e v = (vy, va, v3).
As seguintes propriedades podem ser facilmente verificadas:
l.uxv=-vxu;

2. u x v éortogonal aue a v;
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3. uxv=_0se, esdse ue v sao linearmente dependentes;

Observacao 2.8. E importante notar que, para o produto vetorial x em R? nem
sempre, dados dois vetores u e v linearmente independentes, o produto u x v é
linearmente independente de u e v. Por exemplo, para u = (1,0,1) e v = (0, 1,0),

temos u X v = —u.

2.2 Modelo de Minkowski para a geometria de

Laguerre

A geometria bidimensional de Laguerre é o estudo das propriedades do espaco das
circunferéncias orientadas do plano euclidiano R? invariantes para as transformacoes
de Laguerre, isto é, as transformacoes que preservam o contacto orientado entre
circunferéncias. Pontos de R? sao interpretados como circunferéncias de raio zero.
Um modelo eficiente e intuitivo para a geometria de Laguerre é o chamado modelo
de Minkowski [3, 8]. Este modelo estabelece uma bijegao, designada por projecdo
isotropica [3, 8], entre pontos do espaco de Minkowski R? e circunferéncias orientadas
do plano euclidiano R?. Esta projecao ¢ definida do seguinte modo. Dado P =
(p1, P2, p3) em R3, considere-se o cone luz Cp de vértice em P. A intersegao de Cp
com o plano euclidiano R? & {(z,y,2) € R?: z = 0} é uma circunferéncia centrada
em (p1,p2) com raio |ps|. A orientagdo desta circunferencia é positiva se p3 > 0 e
negativa se p3 < 0. Pontos em R? correspondem a pontos P = (pi, ps, p3) em R}
com p3 = 0. Fazendo uso desta correspondéncia, as transformacoes de Laguerre sao
precisamente as transformacoes afins L : R — R? da forma L(u) = AA(u) +t, onde

AeR\ {0}, t e R e A e 0(3) é uma transformaciao ortogonal linear de R? (ver

3])-

2.3 Curvas no Espago de Minkwoski R}

Distinguimos localmente trés tipos de curva no espago de Minkowski, de acordo com

a tipicidade do seu vetor tangente.
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- ~

R

Figura 2.3: Projecao isétropica.
Definigao 2.9. Seja o : I — R? uma curva regular.
1. a é do tipo espaco se o/(t) é um vetor do tipo espago, para todo ¢ € I;
2. « é do tipo tempo se /(t) é um vetor do tipo tempo, para todo t € I;
3. a é do tipo luz se o/(t) é um vetor do tipo luz, para todo ¢ € I.
Ezemplo 2.1. Consideremos a curva a(t) = (cosh(t),t?,sinh(t)). A sua derivada é
o/ (t) = (sinh(¢), 2t, cosh(t)).
Daqui, investigamos a sua tipicidade. Uma vez que (/(t),a/(t)) = 4t*> — 1, temos
L (d/(t),a'(t)) <Osete] -1 1];

2. (a/(t),a/(t)) = 0set =3

3. (a/(t),a/(t)) > 0 set € — oo, —3[U]L, +o0l.

Com estes resultados, o ;| — 3, 2[— R? é do tipo tempo e a :] — 00, —1[U]3, +-00[— R}

é do tipo espaco.
Curvas com tipicidade definida exibem comportamentos muito particulares. Por

exemplo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.10. Nao existem curvas fechadas (requlares) do tipo luz nem do tipo

tempo.

Demonstracao: Com vista a uma contradicdo, assumimos que existe uma curva

a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), com t € I, fechada que é do tipo luz ou tempo. Entdo a

40



Boaventura Nolasco

Figura 2.4: Curva «(t) = (cosh(t),t?,sinh(t)).

funcao z : I — R é periddica, logo existe um instante ¢, € I tal que 2/(¢y) = 0.

Entao

(o (t), & (to)) = 2 (to) + y™(to) > 0.

Isto é uma contradicao se « for do tipo tempo. Se considerarmos que a curva « é do
tipo luz, temos necessariamente z’(ty) = vy'(to) = 0. Logo o/(ty) = 0. Em particular,

a nao é regular em t = ty, o que contradiz as nossas hipoteses.

Assim, concluimos que nao héa teoria para curvas fechadas do tipo tempo ou do

tipo luz.

2.4 Curvas do tipo luz

2.4.1 Pseudo-comprimento de arco

Para curvas do tipo tempo ou do tipo espago, podemos definir o parametro com-

primento de arco analogamente a definicao de comprimento para curvas no espago

euclidiano. No entanto, para curvas a do tipo luz, uma vez que o vetor tangente é

do tipo luz, nao temos como normalizar esse vetor e, consequentemente, nao existe

uma definicdo natural de comprimento de arco. Alternativamente, para curvas do

tipo luz distingue-se um parametro que resulta de normalizar a segunda derivada
"

a.

Procedemos da seguinte maneira. Partindo da tipicidade causal (¢/(t), o/(t)) = 0,
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derivamos de forma a obter

(a"(t),d(t)) = 0.

Assuma-se que o/(t) e o(t) sao linearmente independentes para todo ¢ no seu
dominio. Em particular o trago de a nao contém nenhum segmento de reta. Logo
a/(t) e (t) sdo vetores linearmente independentes para todo ¢t que geram o plano
singular (o/(¢))*. Esta ¢ a situagao do plano singular que é gerado por um vetor do
tipo luz e um vetor do tipo espacgo, conforme o corolario 2.6. Entao o vetor () é
necessariamente do tipo espago para todo t.

Contudo, aferimos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.11. Seja o : I — R? uma curva do tipo luz. Existe uma reparame-
trizagio B :J — R, com 8 =ao¢d e :J — 1, tal que |3"(s)| = 1 para todo

selJ.

Demonstragao: Procuramos uma reparametrizagao 3(s) = a(¢(s)), com t = ¢(s).

Por derivagao, temos f'(s) = ¢/(s)o/(¢(s)) e, derivando novamente, vem
B'(s) = ¢"(s)a' (d(s)) + ¢ (s)a" (1) (2.1)
Como (o/, /) =0 e {a”,a’) = 0, de (2.1) obtemos
(8"(5), 8"(s)) = ¢"(s)|" ()]

Como queremos |3”(s)| = 1, resulta ¢"(s)|a”(t)|* = 1. Logo, se ¢ for uma solucio

da equacao diferencial de primeira ordem

¢ (s) = ——, (2.2)

entao |5”(s)| = 1.

2.4.2 Equacoes de Frenet-Serret

No espaco euclidiano, fizemos referéncia ao triedro de Frenet-Serret {T, N, B}, que

em cada instante é constituido por vetores ortonormados. Para curvas do tipo luz em
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R3, surge a dificuldade do vetor tangente nao poder ser normalizado. Ainda assim,
podemos definir um referencial {T, N, B} que apresenta propriedades notaveis.
Seja @ : I — R?® uma curva do tipo luz. Vamos assumir que o’(t) e o”(t)
sao linearmente independentes para todo ¢ no seu dominio. Admitimos também
que « ja esta parametrizada por pseudo-comprimento de arco s. Definimos o vetor
tangente T = o' e o vetor normal N = «”. Uma vez que a curva esta parametrizada
por pseudo-comprimento de arco, N é um vetor do tipo espago unitario. O wvetor

binormal B é o unico vetor do tipo luz que satisfaz as condicoes

(T,B)=—-1, (N,B)=0.

Figura 2.5: Triedro de Frenet para uma curva do tipo luz

Definigao 2.12. Seja o : I — R? uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-

comprimento de arco. A pseudo-tor¢do é a funcao 7 : I — R definida por 7 =

—(N',B).

Uma vez que N é um vetor do tipo espago unitario, N’ é ortogonal a N e temos
N’ = aT + bB para certas funcoes a,b : I — R. Tomando o produto lorentziano
com o vetor do tipo luz B, vemos que a = 7. Para encontrar a funcao b, derivamos

o produto (N, T) = 0, de forma a obter
0=(N',T)+ (N, T) = (tT + B, T) + (N,N) = —b+ 1

logob=1e N =7T + B.
Derivando (B, T) = —1 ¢ (B,B) = 0 obtemos (B’,T) =0 e (B’,B) = 0. Por

outro lado, derivando (B,N) = 0 e tendo em conta que N’ = 7T + B, obtemos
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também (B’,N) = 7. Assim, B’ = 7IN. Desta forma encontramos as equagoes do

triedro de Frenet para curvas do tipo luz.
T'=N, N =7T+B, B =7N. (2.3)

Na forma matricial, podemos também escrever

T/ 010 T
N |=]701]|N (2.4)
B’ 0 70 B

Observe-se ainda o seguinte. Derivando N’ = 7T+ B, obtemos N” = 7/T+7T'+B’.

Uma vez que N” =T"” e B' = 7N = 7T’, concluimos que
T" — 27T — 7T = 0. (2.5)

Pondo T = (11,15, T3), as fungdes T;, com ¢ = 1,2, 3, verificam as seguintes igual-

dades.
T — 27T —7T; =0, TP+ —T2=0, TrP4+T0-T¢=1. (2.6)
Exemplo 2.2. Avaliemos o carater causal da curva
a(t) = (cos(t) + sin(t), sin(t) — cos(t), V21)

definida em R. O seu traco encontra-se representado na figura 2.6. Tomando a

Figura 2.6: O trago da curva a(t) = (cos(t) + sin(t), sin(t) — cos(t), v2t)
derivada, temos

o/ (t) = (—sin(t) 4 cos(t), cos(t) + sin(t), V2).
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Assim, podemos verificar que (o/(t),a/(t)) = 0 para todo t € R. Logo « é uma curva

do tipo luz. A segunda derivada é dada por
a"(t) = (— cos(t) — sin(t), — sin(t) + cos(t), 0).

Como (a(t),a”(t)) = 2, o parametro ¢t ndao é pseudo-comprimento de arco. Para
obtermos um parametro pseudo-comprimento de arco temos de integrar a equagao
(2.2), com ’o/’(gb(s))} = /2. Assim, t = ¢(s) = 5 Reparametrizando,

B(s) =aod(s) = (COS(T) + 5111(7) sin (7) — cos (%), \/55)

S 1 (s) 1 (s)+1 .
cos(—=), —= cos sin

V2 V22 V2 2

s ., S s

N(s) = 8"(s) = 75( — COS<%) — sm(%), — sin (%) + cos (%),O)

Dai vamos obter o vetor binormal B(s) do sistema, que se expressa por: (B(s), T(s)) =

—1, (B(s),B(s)) =0 e (B(s),N(s)) = 0. Pondo B(s) = («, 5,7) e cumprindo com

a métrica lorentziana do produto interno, temos as seguintes identidades:

S

45) — cos(5)) ﬁ(sin(%) + COS(%))
V2 - NG

0=a*+3"—-+9*=0

a(sin($5) — cos(5))  B(sin(55) — cos(5))

V2 R V2

Reolvendo este sistema, obtemos

o sin(

&l
[\

1N

1 =—

0=—

1 ., S s 1 ., S s 1
B(s) = (2\4/@(5111(%) — COS(%)), _2%(8111(%) + cos(—=)), 5 )

Assim, prosseguimos para calcular a pseudo-tor¢ao. Como

) sin(

B'(s) = 1 (cos(%) + sin( %) — cos(

temos
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2.4.3 Teorema fundamental das curvas do tipo luz

Assim como, para curvas planas, a curvatura determina a curva a menos de um
movimento rigido, no caso de curvas do tipo luz, a pseudo-torcao determine a curva

a menos de isometrias lorentzianas.

Teorema 2.13 (Teorema fundamental das curvas nulas). Dada uma fun¢io T : 1 —
R, eziste uma curva do tipo luz o : I — R3 parametrizada por pseudo-comprimento
de arco para a qual T € a pseudo-tor¢ao. Se & : 1 — R3 é uma outra curva do tipo luz
nas mesmas condi¢oes, entao existe uma tranformagao linear ortogonal A € O1(3)

e um vetor constante u tal que & = Ao + u.

Demonstracao: Consideremos o sistema linear de equacoes diferenciais ordinarias
dado por (2.4). Fixemos sy € I e condigoes iniciais T(sg) = Ty, N(sp) = Ny e
B(sg) = By tais que

<T07 T0> = <B07B0> = <T07N0> = <B07N0> = 07 <N07N0> = 17 <T07B0> = _1
(2.7)
Seja {T,N,B} a tnica solu¢do do sistema satisfazendo estas condigoes iniciais e

defina-se a : T — R? por
a(s) = / T (u)du. (2.8)
S0
Vejamos que a ¢ uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de

arco para a qual {T,N,B} é o correspondente triedro de Frenet e 7 é a pseudo-

torgao. Para tal, comecemos por observar que, de (2.4), {T,N, B} satisfaz

((T,T))" = 2(T,N),

((N,N))" = 27(T,N) + 2(B,N),
((B,B))" =27(B,N),

((T,N)) = (N,N) + (T, T) + (T, B),
((T,B))" = (B,N) + 7(T,N),
((N,B))" = 7(T,B) + (B,B) + 7(N,N).

Ou seja, as fungoes 1 = (T,T), zo = (N,N), z3 = (B,B), z4 = (T,N),

x5 = (T,B) e zg = (N, B) formam uma solugao de um sistema de seis equagoes
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lineares ordindarias para o qual 1 = 0, 29 = 1, 23 = 0, x4 = 0, x5 = —1 e
g = 0 formam também uma solugdo com as mesmas condigoes iniciais. Assim, pela

unicidade das solugoes, temos
(T, T)=(B,B)=0, (N,N)=1, (T,N)=(B,N)=0, (T,B)=-1.

Logo a é uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-comprimento de arco
para a qual {T,IN, B} é o correspondente triedro de Frenet e 7 é a pseudo-torgao.

Qualquer outra curva & nas mesmas condigoes resulta de considerar alguma
constante de integracio u em (2.8) e condigoes iniciais Ty, N, By satisfazendo (2.7).
Mas, tais condicdes iniciais definem um elemento A € O;(3) tal que {T(, Ny, By} =
A{Ty, Ny, By}. A correspondente solucio de (2.4) vird entdao dada por {T,N,B} =
A{T,N,B}. Assim, @ = Aa + u.

O pseudo-comprimento de arco e a pseudo-tor¢ao sao preservados por isometrias

lorentzianas. Em relacao a homotetias, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.14. Seja o uma curva do tipo luz com parametro do pseudo-comprimento
de arco s e pseudo-tor¢iao 7. Seja X # 0 um nimero real. Entdo, s = \/|\|s € o
parametro do pseudo-comprimento de arco da curva do tipo luz @ = X, que tem

pseudo-tor¢ao

7(5) = ﬁws/m. (2.9)

Demonstragao: Aplicando duas vezes a regra da derivagao da fungao composta,
— — — 2 =~ _ ~ .
vemos que o vetor tangente T = % e o vetor normal N = fl?é‘ de & estao relacionados

com o vetor tangente T e o vetor normal N da curva « por:

T(s —L s N(5) = sina s
T(s) = mT( /VIN), N3 AN(5/V/IAD.

Daqui tiramos também
_ A
B(s) = Y B(s/ /7).

Da relagao entre vetores normais vemos que s é o parametro do pseudo-comprimento

de arco de a.
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Por outro lado, como

dN dN d
== sinal()\)%d—s — sinal(\)(7T + B)

. A
= smal()\)( T + o B).

L
VIA

Como a pseudo-tor¢ao 7 é a componente de N’ ao longo de T, temos

il

() = 5 V) = 7 (5 V).

2.5 L-evolutas e curvas do tipo luz

2.5.1 Definicao de L-evoluta

A curva no plano de Laguerre formada pelas circunferéncias osculadoras a uma curva
no plano euclidiano corresponde a uma curva no espaco de Minkowski através da

projecao isotrépica. Mais precisamente, introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 2.15. Seja r : I — R? uma curva regular. Assuma-se que a curvatura e
a sua derivada, k e £/, sao funcoes em I que nunca se anulam. Chama-se L-evoluta

de r a curva ¢, : I — R? definida por

wt) = (r(t) + Ltn@), ﬁ)

Podemos também escrever e.(t) = (e(t), ﬁ), sendo ¢ a evoluta de r no plano.
A grandeza k(t) é a curvatura de r(t), n(t) é o vetor normal a r em ¢. Ainda em
relagdo a curva r, denotaremos por t(¢) o seu vetor tangente unitario em ¢.

Na figura 2.7 encontra-se representada o traco da curva r(t) = (¢,t%), a sua
evoluta e a sua L-evoluta. De observar que a derivada da curvatura de r em ¢t = 0

é nula, dai a existéncia de um ponto singular para a L-evoluta.

Teorema 2.16. Dada uma curva plana reqgular r : I — R? nas condicoes da de-
finicdao 2.15, a sua L-evoluta €. : I — R3 é uma curva do tipo luz. Reciprocamente,
qualquer curva do tipo luz e, = (£1,€9,€3) : I — R3 € a L-evoluta de alguma curva

plana r : I — R? se g3 nao se anular em 1.
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Figura 2.7: A pardbola e a sua L-evoluta.

Demonstracao: Para simplificar a exposicao, vamos assumir que a curva r esta

parametrizada por comprimento de arco ¢ e pomos u = 1/k. Assim,

£L(t) = (1'(0) + W/ (Om(e) + u(ty'(6), /(1) = (£(0) + o/ (n() — (kL) (1))
= /(t)(n(t), 1)

Como n(t) é um vetor unitario de R?, vem que (g, ¢’) = 0.

Reciprocamente, seja &, uma curva do tipo luz em R} com parametro t. Necessa-
riamente, £4(t) # 0 para todo ¢, tal como vimos na demonstragao da proposicao 2.10.
Isto significa que podemos reparametrizar €, com o parametro u = £3(t) e assumir
que €, é da forma e.(u) = (e1(u), e2(u),u). Por hipétese, u # 0. Considere-se a curva
plana r definida por r(u) = e(u)—ue’(u), onde € = (g1, £2). Observe-se que ¢ estd pa-
rametrizada por comprimento de arco: de facto, uma vez que e/, (u) = (&} (u), e5(u), 1)
e (el,¢el) =0, obtemos |¢'| = 1. Logo, r é uma involuta de . Consequentemente, €
é a evoluta de r. Em particular, a curvatura k de r satisfaz k = +1/u. Se k = 1/u,

entao ¢, é a L-evoluta de r. Se k = —1/u, entao ¢, é a L-evoluta da curva 7 dada

por uma reparametrizacao de r que inverta a orientacao.

De agora em diante, iremos sempre assumir o seguinte.
a) todas as curvas planas s@o regulares e as fungoes k e k' nunca se anulam;

b) todas as curvas do tipo luz, e em particular as L-evolutas, sdo tais que €, e

e sao sempre linearmente independentes. Em particular, estamos a excluir
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retas do tipo luz em R? e a parametrizagao por pseudo-comprimento de arco

é sempre possivel.

Ezemplo 2.3. Exploremos da curva r(t) = (Int, v#?> — 1—arctan(v/#*> — 1)), definida

para t > 1. Derivando, temos:
1
T/(t) = ;(1, V 12 — 1)
Logo
r(6)] =1

e r estd parametrizada por comprimento de arco. Derivando 7/(t), vem:

(1) = %(-1&)

O vetor normal serd dado por:

ot 1 5
n(t) = o 2(—\/75 —-1,1).

Logo, pelas equacoes de Frenet, a curvatura de r é dada por:

1
tvit? —1

Podemos escrever agora a evoluta de r no plano euclidiano,

k(t) =t'(t) - n(t) =

e(t) = (lnt — 1 +1,2V/t2 — 1 — arctan(V12 — 1)),

bem como a L-evoluta em R?,

ce(t) = (e(t), %) — (lnt — 2+ 1,2V — 1 — arctan(V12 — 1), tV/12 — 1)

(t)
A proposicao seguinte mostra-nos como relacionar o pseudo-comprimento de arco

de uma L-evoluta com o parametro comprimento da curva plana original.

Proposicao 2.17. Seja t o parametro comprimento de arco da curva plana r e €,
a L-evoluta de r. Seja s o pseudo-comprimento de arco de €., ondet = ¢(s) e ¢ €

uma solugao de (2.2). Entdo

¢'(s) ==+ )?LWS)) ) (2.10)
onde uw = 1/k € o raio de curvatura de r.
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ee(t)

L-evoluta no espago de Minkowski

e(t)

? Evoluta no plano euclidiano
|
I

r(t)

Figura 2.8: L-evoluta de r(t) = (Int, /2 — 1 — arctan(v/t? — 1)).

Demonstragao: Como &.(t) = (r(t) + u(t)n(t), u(t)), temos e, = /() (n(t),1) e

er(t) = u"(t)(n(t), 1) — k()u'(t)(t(2),0).

Logo
2

u
<€/e/7 8/e/> = ?

O resultado segue agora da igualdade (2.2).

2.5.2 Congruéncia de Laguerre

Definicao 2.18. Duas curvas planas r e 7, com L-evolutas ¢, e &, respetivamente,
sao ditas congruentes no sentido de Laguerre (ou Laguerre-congruentes) se as
familias correspondentes de circunferéncias osculadoras estao relacionadas por uma
transformagao de Laguerre, isto é, se (a menos de reparametrizagao) &, = AAe. + b

para alguns A # 0, A € O1(3) e b € R3.

A identificagao de R? com {(u,us,u3) € R}|uz = 0} permite associar a cada
movimento rigido de R? uma transformacao de Laguerre. De facto, se M : R? — R?
¢ um movimento rigido dado por Mu = Au + b, com A € SO(2) uma rotagao
em torno da origem e b um vetor de R?, entdo a correspondente transformacao

de Laguerre My, : R} — R? ¢ dada por, tendo em conta o modelo de Minkowski,
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Mp(u) = Apu+Db com Ap € O4(3) dada por

A0
0 1

O subgrupo do grupo £ das transformagoes de Laguerre gerado pelos movimentos
rigidos de R? juntamente com o subgrupo das translacoes de R? serd denotado por
L;. Notemos que, se L € L corresponde a uma translagao ao longo do eixo OZ, isto
é, L(u) = u+ Aez, com eg = (0,0,1) e A € R, entdo as projecoes das L-evolutas e,
e &, = L(e.) no plano R? coincidem. Isto implica que 7 e 7 sdo involutas da mesma
curva e, consequentemente, sao paralelas: ¥ = r + An onde n é o vetor normal
unitario de 7.

Temos o seguinte.

Teorema 2.19. Duas curvas planas r e v sao Laguerre-congruentes se, e so se, as
pseudo-tor¢oes T e T de €, e &, respetivamente, estio relacionadas por (2.9) para

algum X # 0.

Demonstracao: Tendo em conta que a pseudo-torcao e o parametro pseudo-compri-
mento de arco sao invariantes por isometrias de Lorentz e que, para homotetias,
vale a férmula (2.9), entdo o enunciado do teorema ¢ uma consequéncia do facto da

pseudo-tor¢ao determinar a curva do tipo luz a menos de uma isometria de Lorentz.

Observacao 2.20. O problema de determinar condicOes necessarias e suficientes
para duas familias de circunferéncias orientadas estarem relacionadas por uma trans-
formacao de Laguerre foi estudado por Tadahiko Kubota [14], em 1924, para o caso
destas famfilias definirem em R? uma curva do tipo espaco. Curiosamente, no mesmo
artigo, o autor refere que o caso correspondente, no nosso contexto, a curvas do tipo
Luz iria ser tratado num artigo subsequente. No entanto, nao encontramos na lite-
ratura qualquer indicacao para a existéncia deste artigo. De notar também que os
seus métodos nao envolvem diretamente conceitos como curvatura, tor¢ao, triedro
de Frenet e comprimento de arco para curvas do tipo espaco ou do tipo tempo em

RS,
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Ezemplo 2.4. Consideremos a curva r(t) = —2((1 — t)v/1 — ¢, —t\/t), definida para

t €]0,1[. A sua evoluta no plano é a curva

e(t) = ((—% — %t)\/l —t,(2 - %t)\/i)
e a sua L-evoluta é
co(t) = ((—% — %t) 1—t,(2— %t)\/E,Q (1—t))

Consideremos agora a transformagao L € £; dada por L(u) = u+ 2e3, com u € R},

e3 = (0,0,1). Entao,
g(t) = L(e.)(t) = ((—g - %t)\/l —t,(2— %t)\/i,zx/(l —t)t+2)

e & ¢é a L-evoluta da curva

P(t)= (- %(1 — V1 —t -2V, %t\/ﬂ 2v1—t).

Os tragos das curvas r e 7 encontram-se representados na figura 2.9.

=3I

/

Figura 2.9: r e 7 sdo curvas L;-congruentes

2.5.3 Teorema de Tait para circunferencias osculadoras de

uma curva plana

A correspondéncia entre curvas do plano euclidiano e curvas do tipo luz permite-
nos relacionar um teorema antigo de P.G.Tait sobre as circunferéncias osculadoras
no plano com a seguinte propriedade para curvas do tipo luz observada por L.K.

Graves.

23



Evolutas e Curvas do Tipo Luz

Proposicao 2.21 (Graves, [11]). Uma curva do tipo luz o partindo de P desenvolve-

se no nterior do cone luz Cp.

Figura 2.10: Curva do tipo luz por P desenvolve-se no interior de Cp.

Se o = (ay, a9, 3) é uma curva do tipo luz, com P = «(ty), entdo, pela pro-
posi¢ao anterior, ou a(t) estd no interior de C7, a parte superior de Cp, para todo
t > to, ou «(t) esta no interior de C'p, a parte inferior de Cp, para todo t > ty, como
ilustrado na figura 2.10. Consequentemente, em ambos os casos, a circunferéncia
associada a P = a(ty) através da projecao isotrépica nao intersecta a circunferéncia

associada a @) = «(t), para todo t > . Isto implica o seguinte.

Proposigao 2.22 (Tait, [22]). As circunferéncias osculadoras de uma curva com

curvatura estritamente mondtona nao se intersetam.

2.6 Funcao potencial de uma curva plana

Seja r uma curva regular em R? com parametro comprimento de arco t e raio de
curvatura u. Tendo em conta o lema 1.8, observe-se que o sinal da fungao uu’ inverte
quando a orientacao de r inverte. Assim, reparametrizando a curva r se necessario,

podemos definir o seguinte.

Definicao 2.23. Seja t o parametro comprimento de arco da curva plana r e

suponha-se que wu’ > 0. Em (2.10), escolhemos
sinal(¢’) = sinal(u’) = sinal(u)
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e seja s o correspondente parametro por pseudo-comprimento de arco da L-evoluta

g. de r. A funcao potencial de r é a fungao positiva

F(s) = ¢ (s)u'(¢(s)) = VVu(o(s))u/((s)). (2.11)

Observacao 2.24. Tendo em conta a regra da derivacao da funcao composta e que

¢ (s) = %, podemos também escrever f(s) = %(3)'

A proposicao seguinte diz-nos como calcular a pseudo-torcao a partir da funcao

potencial.

Proposicao 2.25. Se f € a funcdo potencial de r, a pseudo-tor¢ao T da L-evoluta

€. de r é dada por

1 1
o

APTE

Demonstragao: Reparametrizemos a L-evoluta e.(t) = (r(¢) + u(t)n(t), u(t)) por

(/2 +1). (2.12)

pseudo-comprimento de arco t = ¢(s). Entao,

T(s) = 2(5) = ¢/(5) ((0(5)) + w(B()m(5(3)) + () (6(5) 1/ (6(5)

Para determinarmos o vetor normal N(s), voltamos a derivar:

N(s) =T'(s) = f'(s)(n(¢(5)), 1) + f(5)¢/(5) (0 (6(5)), 0)

= P 1) - LI ¢0s),0).

Mas, tendo em conta (2.10) e (2.11), temos
f(s)¢'(s)

u(ols)
logo
N(s) = f'(s)(n(e(s)), 1) = (t(e(s)), 0). (2.14)
Encontremos agora o vetor binormal B(s). Em relagao & base {t,n, es3} de R} com
es = (0,0,1), podemos escrever, tendo em vista (2.13) e (2.14), T = (0,f,f) e
N = (=1, f’, f'). Por definicdo de vetor binormal, B(s) = (ai(s), as(s), as(s)) é o

unico vetor que satisfaz
(B,B)=0, (B, T)=-1, (B,N)=0.
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Assim,
ai+a3—a3 =0, (ag—a3)f=-1, —ar+af —asf =0

Daqui tiramos

a__il a_f/2_1 a_f/2+1
1= 7 2 = Y 3= 2F
Logo
_(_f's) f'(s)? =1 f'(s)* +1
B(s) = (= F ) + b)) ). (29)
Para determinar a pseudo-tor¢ao 7 = —(INN’, B), precisamos ainda de derivar o

vetor normal. Entao,

N'(s) = f"(s)(n((s)), 1) + f'(s)¢'(s) (n'(6(5)), 0) — & (s)(t'(4(s)), 0)

= /) n(o(s).1) = LTS (0051, 0) - 2 (n(6()).0)

Mas, tendo em conta (2.10) e (2.11),
$s) 1
u(s)  f(s)’
logo
/ _ ”s—in s _f,<8> s (g
NG = ({76 = im0 - L) @), 29

Finalmente, usando (2.15) e (2.16), obtemos (2.12).

O teorema seguinte mostra-nos que a fungao potencial determina, a menos de
uma transformacgao de Laguerre em L;, tal como definido na seccao 2.5.2, a curva

plana r e a sua L-evoluta.

Teorema 2.26. Seja f : I — R uma funcao diferenciavel positiva no intervalo
aberto I =|a, b[. Fizemos sy € I e uma constante by tais que fs‘z f(v)dv+by # 0 para
s €]so,b[. Denotamos 0(s) = f;o ﬁdv. Entdo, a curva do tipo luz €. :]sg, b[— R3
dada por

eu(s) = / (cosB(v), sinO(v), 1>f(v)dv + (0,0, bo) (2.17)

S0

tem parametro pseudo-comprimento de arco s e €. é a L-evoluta de alguma curva
plana reqular r com funcgao potencial f :|so,b[— R. A menos de um movimento
rigido de R?, esta curva plana é dada por
oH(t)
r(t) :/ (cosB(v),sinB(v))¢' (v)dv, (2.18)
50
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onde o parametro comprimento de arco t de r satisfaz t = ¢(s) para alguma fungao

estritamente mondtona ¢ :)sg, b|— R com derivada

B fsso f(v)dv + by
e

Mais, se 7 € outra curva plana reqular com fun¢ao potencial f :]sq, b[— R, entdo

¢'(s) (2.19)

7 coincide com r a menos de movimento rigido, para alguma constante by. Con-
sequentemente, quaisquer duas curvas planas com a mesma func¢dao potencial sdo
L-congruentes. Reciprocamente, se r e © sao Lr-congruentes, entao elas tém a

mesma fung¢do potencial.

Demonstragao: Derivando (2.17), obtemos

e’ (s) = f(s)(cosO(s),sinf(s),1).

Daqui, vemos que (¢,,e.) = 0, isto é, €, é uma curva do tipo luz. Derivando

er-e

novamente, obtemos

ell(s) = (—sinf(s),cos0(s),0) + f'(s)(cosb(s),sinf(s), 1).

e

Entao (7,€”) = 1, o que significa que s é um parametro pseudo-comprimento de
arco de g,.

Por hipétese, 3(s) = fsso f(v)dv+ by nao se anula em |sg, b[. Entao, pelo teorema
2.16, €. é a L-evoluta de alguma curva plana. O raio de curvatura u desta curva
plana em s é precisamente £3(s).

Por outro lado, considerando a curva r definida por (2.18), temos, pelas regras

da derivacao da funcao composta e da funcao inversa,

() = (671 ()6 (67 (1)) ((cos (67 (1)) sin0(67 (1))
= ( cosf (¢~ (t)),sin 9((]5’1@))) :

Entao |r'| = 1, ou seja, ¢t é um parametro comprimento de arco da curva r. Temos

também, pondo s = ¢ 1(t),

1

"= 5

— sinf(s),cosf(s)),
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pelo que a curvatura de r é dada por

o
¢'(s)f(s)’

logo o raio de curvatura de r em s é ¢/(s) f(s) = e3(s). Entao, o teorema fundamental

k(t) = det(r'(t),r"(t)) =

das curvas planas assegura-nos que, a menos de um movimento rigido de R?, a curva
plana cuja L-evoluta ¢é ¢, coincide com r.

Consideremos agora qualquer outra curva 7 com fungao potencial f :|sg, b[— R.
Sejam t e % o parametro comprimento de arco e o raio de curvatura, respetivamente,

de 7. Entao, por definicao de funcao potencial,

F(s) = &/()(6(s)) = \/u(d(s))@(9(s)). (2.20)

com t = ¢(s). De acordo com as nossas escolhas na defini¢do de funcao potencial,

temos também
dt
i ey u/u', (2.21)
s
onde € := sinal(¢') = sinal(a’) = sinal(#). De (2.20), resulta (ver observagao 2.24)

f = du/ds. Multiplicando (2.20) e (2.21), obtemos j—i = u/f. Entao

b ’ = t * f(v)dv + a(o(sg
W6() = [ I+ u(3(s0) o _ L1t >f<:) (@50))

Pondo by := u(¢(sg)), vemos de (2.22) que r e 7 tém a mesma funcdo curvatura e o

(2.22)

mesmo comprimento de arco t = t, o que significa que r e 7 estao relacionados por
um movimento rigido. Em particular, a L-evoluta &, de 7 é dada por (2.17) a menos
de movimento rigido atuando nas duas primeiras coordenadas. Podemos verificar
esta afirmacao de forma construtiva, como de seguida se apresenta.

Seja €, = (€1,89,83) a L-evoluta de 7. Por definicdo de L-evoluta, &3(s) =

s)
u(p(s)). Por outro lado, sabemos (ver seccdo 1.3.4) que a evoluta & = (£1,&;) de 7

tem comprimento de arco @ e curvatura k. = 1/uu’. Uma vez que

1 du 1
/k:adu - / — s = /—ds,
uu' ds f
pondo 0(s) = fsso ﬁdv, a curva £ é dada, a menos de movimento rigido, por

E(u(p(s))) = /8 (cosB(v),sinf(v)) f(v)dv,

S0
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pelo teorema fundamental das curvas planas. Consequentemente, a L-evoluta &, é
dada, a menos de movimento rigido atuando nas duas primeiras coordenadas, por
s
Ee(s) = / (cosB(v),sinB(v), 1>f(v)dv + (0,0, u(¢(s0)))-
S0
Finalmente, se » e 7 sao congruentes no sentido de Laguerre por uma trans-
formacao em L;, entdo as suas L-evolutas &, e ¢, satisfazem &.(s) = Ae.(s) + b e
tém o mesmo parametro pseudo-comprimento de arco s, onde A é um movimento
rigido atuando nas duas primeiras coordenadas e b = (0,0, by) ¢ um vetor em R3. Os
correspondentes raios de curvatura verificam (¢(s)) = u(¢(s)) + by. Consequente-
mente, f(s) = di/ds = du/ds = f(s), ou seja, r e ¥ tém a mesma funcdo potencial,

tal como queriamos demonstrar.

Observacao 2.27. Estes resultados dao-nos um procedimento geral para integrar
as equagoes (2.6). Com efeito, dada uma funcao 7(s), se f(s) é uma solucao da
equagao diferencial (2.12), entdo a curva do tipo luz (2.17) tem pseudo-tor¢ao 7
e parametro pseudo-comprimento de arco s. Isto significa que as componentes do

vetor tangente
1 1
T = (cos (/?ds)f, sin (/ ?ds)f, f) (2.23)
de e, satisfazem (2.6). Mais, todas as solugoes de (2.6) para uma dada fungao 7(s)

sao desta forma.

Observacao 2.28. Podemos também deduzir destes resultados um procedimento
para construir todas as curvas que sao congruentes no sentido de Laguerre com
uma dada curva plana r. Com efeito, dada uma curva r, podemos calcular a sua
funcao potencial e a pseudo-torgao 7 da sua L-evoluta através das igualdades (2.11)
e (2.12). Tendo em conta o teorema 2.19, encontramos a solugao geral da equagao

|>\| (S/\/K) _—f” (s) —

1
2/%(s)

para cada A # 0. Uma vez que esta é uma equacgao diferencial de segunda ordem, as

(f%(s)+1)

duas condigoes iniciais juntamente com o parametro A determinam uma familia a trés
parametros de funges potenciais. Para cada uma dessas fungoes, as formulas (2.18)

e (2.19) definem uma curva no plano que é congruente com r no sentido de Laguerre.
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Reciprocamente, qualquer curva que seja congruente com r no sentido de Laguerre
pode ser construida, a menos de movimento rigido, através do procedimento agora

descrito.

Exemplo 2.5. A equacio (2.12) é equivalente a equacio 27f2 = 2ff" — (f* + 1).

Derivando esta equacao, obtemos a equagao diferencial ordinaria de terceira ordem

dada por
f"=2rf =7 f=0. (2.24)
Para 7 = —3%, a solugdo geral de (2.24) ¢
f(s) =as+ bssin(21lns) + cscos(21n s). (2.25)
Um célculo direto mostra-nos que as solugoes de (2.12), com 7 = —5%, sao preci-
samente aquelas funcoes (2.25) que satisfazem b? + ¢ — a®> = —1. Em particular,

parac=0b=0ea= %, temos a solucao f(s) = 5. Tendo em vista o teorema 2.26,
o comprimento de arco t da curva plana r associada a esta funcao potencial é dado

2
por t = % e temos

r(t) =

(sin(In 4t) + cos(In 4¢), sin(In4t) — cos(In 4t)). (2.26)

DO | o+

A menos de movimto rigido, r é a espiral logaritmica 6 +— ¢%(cos 6, sin ) reparame-
trizada por comprimento de arco t. A L-evoluta de r é dada por

52

e(t(s)) = ) (sin(2Ins) + cos(21ns),sin(2Ins) — cos(21n s), 2).
Esta curva do tipo luz é um exemplo de uma hélice obliqua de Cartan em R3. Uma
hélice obliqua de Cartan em R? ¢ uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-
comprimento de arco cujo vetor normal faz um angulo constante com uma dire¢ao
fixa. De acordo com a classificagao estabelecida em [4], as hélices obliquas de Cartan
1

sao precisamente as curvas do tipo luz cujas pseudo-torc¢oes sao da forma +—-
(cs+b)2?

com ¢ # 0 e b constantes.

Exemplo 2.6. Consideremos a espiral de Cornu

r(t) = ( /0 " cos(v?/2)dv, /0 t sin(v2/2)dv>.
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Esta curva plana tem comprimento de arco ¢ e raio de curvatura u = 1/t. De (2.10),
(2.11) e (2.12) podemos ver que a L-evoluta de r tem pseudo-arco s = 2v/¢, para
t > 0, a fungao potencial é f.(s) = 8/s® e a pseudo-torgao é T = 15/2s* — s%/128.

Para esta pseudo-torgao 7, a solucao geral de (2.24) é

_a+bsin (s*/32) + ¢ cos (s*/32)

I

f(s)

g3

e as solugoes de (2.12) sao precisamente as funcoes f(s) que satisfazem a? —b* —c? =

64.

FExemplo 2.7. As funcoes potenciais associadas a pseudo-torcao 7 = —% — zis sao
da forma

f(s) = av/s + bsin(2y/s)v/s + ccos(2v/s)V/s,
com a®* — b —c*> =1. Paraa=1eb =c =0, a formula (2.18) implica que

r(t(s)) = 3(x(t(5)), y(t(s))), com
z(t(s)) = v/s(2s — 3) sin(2v/s) + %(25 — 1) cos(2v/s)
y(t(s)) = (25 — 1) sin(2v/s) — %\/5(25 — 3) cos(2v/s).

Na figura 2.11, a curva r encontra-se representada a esquerda, para 0 < s < 500; a

direita, podemos observar a curva plana 7 associada a funcao potencial
fr(8) = V25 + /s5in(2v/s),

que corresponde & escolha a = v/2, b = 1 and ¢ = 0 (esta representacio foi obtida

por integracao numérica de (2.18), para 0 < s < 500.

/// ] \\\ N -~ - 77\\\\
ya o AN /
/ P S Sy N \ 10000) \\
S AN/ -
/ SN \ : ~ N
/ [ L2 ) wl N
S ANy | / —= N
| N/ / N\ J
N S \ ‘\ = j J /
\ \ T / \ \ A/
\ S
N\ R N
\ — \. NN
N ol - N —

Figura 2.11: Duas curvas Laguerre-congruentes.
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2.7 Derivada de Schwarz e curvas do tipo luz

Comecemos por apresentar alguns aspetos fundamentais das derivadas de Schwarz.
Para mais detalhes, aplicagoes e referéncias, ver [19].
Dada uma funcao h : I — R que admita derivada de terceira ordem, a sua

derivada de Schwarz é definida por

Ezemplo 2.8. Para as fungoes hy(x) = 22% + 1, ha(z) = €” e hy(z) = £, temos

S(n) =5 (e #0),  S()=—3,  S(hy)=0

2

Em relacao ao caso hs no exemplo anterior, temos mais geralmente a suguinte

propridade fundamental das derivadas de Schwarz.

Proposicao 2.29. A derivada de Schwarz de uma funcao fracao linear

ar +b
cr+d’

h(z) =
com x # —4%, é nula, S(h) = 0.
Temos ainda a seguinte propriedade.
Proposicao 2.30. A derivada de Schwarz da fungao composta h o g é dada por
S(hog) = (S(h)og)g™ + S(g).

Muito recentemente, Z. Olszak provou que a pseudo-torcao de uma curva do tipo

luz pode ser descrita do seguinte modo.

Teorema 2.31. [18/ Se a : T — R} € uma curva do tipo luz com parametro por

pseudo-comprimento de arco s, entao

1/ 1 9 9
a(s) = alsg) £ 5 /80 70 (29(v), g(v)* = 1, 9(v)* + 1)dv, (2.27)

com 8,89 € 1, para alguma fun¢ao nao nula g com derivada ¢'(s) # 0 para todo

s € I. A pseudo-tor¢ao T de o € precisamente a derivada de Schwarz de g:
n 1
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Consideremos a L-evoluta ¢, de uma certa curva plana r com funcao potencial
f. Podemos escrever ¢, de acordo com a férmula (2.27). Entao, o seu vetor tangente
é

T(s) ==+

(20(5). 9%(s) = 1,g%(s) + 1).

29'(s)
Por outro lado, sabemos também que o mesmo vetor tangente pode ser escrito em

termos da funcao potencial do seguinte modo

1 1
T(s) = (cos (/ ?ds)f, sin (/ ?)ds fs f)
Comparando as duas expressoes, obtemos

g*(s) +1
29'(s)

S 1 S /
/ —dv = :i:2/ 2g7dv,
S0 f S0 g _'_ 1

i%/s %dv = arctan(g(s))

0

f(s) =

Assim, integrando,
logo

e, consequentemente,

g(s) = £tan (% /s % dv) = +tan (6(s)/2), (2.28)

S0

onde 4(s) = [° 1dv é o angulo em s que define a direcdo do vetor tangente a curva
so f g g

r, em relacao ao eixo horizontal.

2.8 Funcao potencial da evoluta

Teorema 2.32. Seja r uma curva plana parametrizada por comprimento de arco t
e seja € a sua evoluta. A funcgao potencial f e o parametro por pseudo-comprimento
de arco s associados a curva r estao relacionados com a funcdao potencial f. e o

parametro por pseudo-comprimento de arco s., associado a evoluta € por:

ff(sg(s)) = 2f2(3)’df—(s) )

- (2.29)
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e se = [(s) com B(s f30 \/2}3{) ’dv + s:(s9). Consequentemente, a L-evoluta
de € € dada por

E(B(s) = 2 / fw)

S0

df

—S(v) (cosB(v),sinb(v),1)dv, (2.30)

a menos de uma Ly-congruéncia, onde 0(s f f(v

Demonstracgao: Recordemos que o comprimento de arco de ¢ é precisamente a
curvatura v de r. Por (1.11) e tendo em conta a definigdo de fungao potencial, o
raio de curvatura da evoluta € é dado por u. = utt = f2. Entao, uma vez que f = ds,

temos

e —

du6 duE ds ’
te du ds dul

Por outro lado, e tendo em conta (2.10) e as observagoes anteriores, também

temos

ds6 B ds6 du idu8
ds  du ds u. du

logo s. = f3(s) com f(s) = [ \/21L (v)|dv + s.(s0).

A formula (2.30) resulta de aplicar (2.17) a f. e de tomar a mudanca de parametro

Se = ﬁ(S)

=L =25

Corolario 2.33. A pseudo-torcao 7. de €., a L-evoluta de e, € dada por

_7(s) = S(B(s))

2| %]

, (2.31)

onde S(5(s)) € a derivada de Schwarz de B(s).

Demonstracao: A tangente da curva r é ortogonal a tangente da sua evoluta
e, logo os angulos 6(s) e 0.(s.) diferem por 7/2, o que implica que as fungoes
correspondentes g e g. dadas por (2.28) satisfazem

- ~ tan(0(s)/2) + 1
ge © Bs) = Etan(0(s)/2 + m/4) = £-— tan(0(s)/2)

sendo h a fragdo linear h(z) = £1=£. Em particular, S(g) = S(g. o 8). Entéo, o

=hog(s),

teorema 2.31, juntamente com a regra da derivada de Schwarz da funcao composta,

implica que
7(s) = S(g) = S(g- 0 B) = (S(ge) 0 B)B™ + S(B) = (. 0 B)B” + S(B).
Uma vez que 3%(s) = 2| | esta igualdade é equivalente a (2.31).
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Ezxemplo 2.9. Se o pseudo-comprimento de arco de ¢, coincide com o pseudo-compri-
mento de arco &, isto ¢, s.(s) = s, de (2.29) tiramos que f. = f e % = +1. Entao
f(s) = =£3s + ¢ para alguma constante ¢ e (2.31) implica 7.(s) = 7(s). Para
f(s) = 3, a curva plana r é a espiral logaritmica (2.26). Mais geralmente, cada
fungao potencial f(s) = j:%s + ¢ corresponde a curva plana cuja L-evoluta é uma

hélice obliqua de Cartan com pseudo-tor¢ao 7 = —m.
Ezemplo 2.10. Seja r a curva plana associada a fungao potencial f(s) = /s (ver
exemplo 2.7). Entdo a sua evoluta tem funcao potencial f.(8(s)) = s'/* e 5. = B(s)

satisfaz (3'(s) = s~/4. Integrando, obtemos f.(s.) = (%35)1/3. A pseudo-torcao da

L-evoluta €, de € é dada por

7'5(55) — _%(355/4)2 — %(388/4)2/3

e temos

Ee(se(s)) = (Vssin(2v/s) + % cos(2v/s), % sin(2y/s) — v/s cos(2v/s), s).

2.8.1 Heélices do tipo luz

Uma curva do tipo luz a parametrizada por pseudo-comprimento de arco diz-se uma
hélice do tipo luz se a sua pseudo-tor¢ao 7 for constante [7, 15, 17]. Hélices do tipo

luz admitem a seguinte classificacao.

Proposicao 2.34. [7] Uma hélice do tipo luz com pseudo-tor¢ao T e parametrizada

por pseudo-comprimento de arco s € congruente com uma das sequintes curvas:
1. seT <0, e1(s) = 5= (cos(v/2|7] s),sin(y/2]7] 5), \/2|7] 5);
3. seT >0, e3(s) = 5= (V27 5, cosh(v/27 5), sinh(v/27 s)).

w

2. 867':0,82(8):(%— ,%,%—i—

wlw
w|®

De seguinda descrevemos as correspondentes fungoes potenciais.

Teorema 2.35. As funcdes potenciais das curvas planas cujas L-evolutas tém pseudo-

torcao T constante sao precisamente as Sequintes:
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1. seT <0, entao fi(s) = acos(\/2|T|s)+bsin(y/2|7|s)+c, com 2|7|(a®+b*)+1 =

2|7|c?;
2. se T =0, entdo fo(s) = as® + bs + ¢, com dac = 1 + b?;
3. se >0, entdo fs(s) = ae¥>™ +be V™ 4 ¢, com 2r¢* + 1 = 87ab.

Demonstragao: Para 7 = 0, a solugao geral de (2.24) é f(s) = as* + bs + c¢. Uma
tal fungao é solucao de (2.12), com 7 = 0, se, e s6 se, 4ac = 1+b%. Os casos restantes

podem ser deduzidos de forma anéloga.

A curva g; corresponde a fungdo potencial f; coma = b =0ec = 1/ \/ﬁ ;
g9 corresponde a fo com a = 3/4, b = 0 e ¢ = 1/3; e3 corresponde a f; com
a=b=1/(2y27)ec=0.

Analisemos com mais detalhe o caso 7 = 0. Uma vez que f(s) = as® + bs + c,

com 4ac =1+ b2, e f(s) = 2, temos

83 2

s
u(s)—a§+b§+cs+d.

Por outro lado, como f(s) = u%, sendo t o parametro comprimento de arco para a

correspondente curva plana r, temos

dt  a% +b5 +ces+d

ds as?+bs+c

Facamos agoraa = 1,b = 0 e ¢ = 1, de acordo com a relacao 4ac = 1+b*. Tomamos

1
47

também a constante de integragao d = 0. Neste caso, f(s) = s* + i,

s 83 1 2
3 t 38 5 1 1
t= [ 2 20s=" 4+ —In(s>+ -
/80 e s 6+12n(3 +4)+80

S

1
——dv = 2arctan(2s),

0(s) =
s S ()
para um sp conveniente. Inserindo estes dados nas férmulas do teorema 2.26, obte-

1mos

( 4s* + 52+ 1 453 )
24s2+6 125243/
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Ezemplo 2.11. Consideremos a fungao potencial f(s) = 1/4/2|7|, a qual corresponde
a hélice 1. A curva plana r correspondente é a involuta da circunferéncia. Explici-
dt

tamente, de (2.19), temos 4> = s, onde t € o comprimento de arco de r, logo s = v2t;

de (2.18), vemos que

1 | .
r(t):m@ [rlEsin(2y/IrE) + cos(2/[710), sin(2y/[71E) — 2¢/[rE cos(2y/[711) ).
(2.32)

2.9 Curvas associadas

Nesta secgao iremos descrever, em termos de func¢oes potenciais, algumas classes de
curvas do tipo luz associadas, nomeadamente: pares de Bertrand [1, 15], curvas do

tipo luz com a dire¢ao binormal comum [12] e curvas binormal-direcionais [4].

2.9.1 Curvas de Betrand do tipo luz no espaco de Minkwoski

Motivados pela nogao de curva de Bertrand no espaco euclidiano, definimos o se-

guinte.

Definigao 2.36. Seja a : I — R? uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-
comprimento de arco s. A curva o é uma curva de Bertrand (do tipo luz) se existir
uma outra curva do tipo luz @ : I — R? e uma bijeccao 5 : I — I tais que, para cada
s € I, as retas definidas pelas normais principais de @ e @ em s e ((s) sao iguais.

Nesta caso, a é designada pelo par de Bertrand de a e («, &) por par de Bertrand.

Teorema 2.37. [1, 15] Seja o : I — R} uma curva do tipo luz parametrizada por
pseudo-comprimento de arco s. A curva do tipo luz o € uma curva de Bertrand se,
e 56 se, tiver pseudo-tor¢do constante T # 0. Neste caso, se & : I — R} for o par de
Bertrand de o, com bijecio 3 : 1 — 1, entdo 5 := B(s) € pseudo-comprimento de arco
de &, a curva do tipo luz & tem a mesma pseudo-tor¢ao T e [ satisfaz f'(s) = £1.

Em particular, se o tiver pseudo-tor¢do constante T # 0, entdo

a(s) = als) — %N(s) (2.33)

definida em I € um par de Bertrand de «.
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Corolario 2.38. Seja (g.,&.) um par de Bertrand do tipo luz satisfazendo (2.33).

Sejam f e f as correspondentes funcdes potenciais. Entdo

F(s) = £(s) — L) (2.34)

T ds?

1d°T
T ds?

Demonstragao: Derivando (2.33), segue-se que T(s) = T(s) — (s). Tendo em

conta (2.23) e igualando as terceiras componentes, obtemos (2.34).

Como num par de Bertrand (e, &.) as respetivas pseudo-torgdes coincidem, as
curvas planas correspondentes sao necessariamente congruentes no sentido de La-

guerre. Distinguindo as congruéncias em L, temos o seguinte.

Corolério 2.39. Sejam r e 7 duas curvas planas em R? e sejam €, and &, as cor-
respondentes L-evolutas. Assuma-se que (¢.,&.) € um par de Bertrand com pseudo-
tor¢ao T satisfazendo (2.33). Entdo r e T sio congruentes em L se, e s6 se, T <0

e a fungdo potencial f der for f(s) = \/% (veja-se o exemplo 2.52).

Demonstragao: Uma vez que €, e &, tém o mesmo pseudo-comprimento de arco

s, r e T sao Lj-congruentes se, e sé se, f = f.

Se 7 < 0, temos, de (2.34),

f(s) = acos(\/2|7|s) + bsin(\/2]7]s) + ¢,

com 2|7|(a? + ) + 1 =2|7|c®. Entdo f = fse,esése,a=b=0ec=——.

V20l

Se 7 > 0, temos, de (2.34),

f(s):ae 2\T|s+bew/2\7—s+c’

com 27¢® + 1 = 87ab. Entdo f = f se, esése, a =b=0e 27¢2 +1 = 0. Mas esta

ultima condicao é impossivel, logo nao podemos ter f = f.

2.9.2 Curvas do tipo luz com vetor binormal comum

Teorema 2.40. Seja o : I — R} uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-
comprimento de arco s, com pseudo-tor¢ao 7. Entdo as sequintes afirmacoes sdao

equivalentes:
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a) existe uma curva do tipo luz a : I — R3 e uma bijecdo B : 1 — 1 tal que, para
cada s € 1, as retas binormais de o em s e & em B(s) sao iguais, e § := [3(s)

¢ um parametro pseudo-comprimento de arco para &,

b) T satisfaz
agu(s)* = £(1 +v(s)7'(s)), (2.35)

para alguma constante ag # 0, onde v(s) satisfaz

1 2
ey 5/7 ds. (2.36)

Neste caso, a pseudo-tor¢do de & satisfaz 7(s = [(s)) = £7(s).

Demonstragao: Assuma-se que s = 3(s) é um parametro pseudo-comprimento de
arco de @ e que « e & tém reta binormal comum em pontos correspondenttes, isto

¢,

a(f(s)) = a(s) +v(s)B(s),

para alguma funcao v(s) # 0 em I. Derivando em relagao a s, obtemos
BT =T+ vB+vrN. (2.37)
Tomando o produto interno de ambos os termos desta equaciao com B, obtemos
f'=a. (2.38)
Uma vez que T é um vetor do tipo luz, isto é, (T, T) = 0, segue de (2.37) que
—2v" +v*71? = 0, (2.39)

o que significa que (2.36) é valida.

Derivando (2.37) em relac@o a s, e tendo (2.38) em consideragao, temos
@’N = (a+ avt’ + 2av'T — d'vT)N + (av” + avr — a'v')B + (avr® — d’)T. (2.40)
Como (N, B) = 0, a componente de N na direcao T é nula, isto ¢
a = avr? (2.41)
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Entéao, tendo (2.39) e (2.41) em consideragao, podemos reescrever (2.40) na seguinte
forma

a’N = a(1 + v )N + avr(1 + 7'v)B.

Agora, como (N, N) = 1, desta equacio resulta
a' = (1+o7)% (2.42)

Logo

N = £(N +v7B).

Derivando B(8(s)) = a(s)B(s) em relacio a s, segue-se que
aB’' = a'B + arN = ar(N + v7B) = +a7N.

Uma vez que a pseudo-torcao 7 é definida por B’ = 7N, concluimos que 7(3(s)) =

+7(s). Observe-se também que (2.39) e (2.41) implicam que
aja=2v"/v,

e consequentemente a = agv? para alguma constante ag. Inserindo isto em (2.42),
obtemos (2.35).

Reciprocamente, dada uma curva do tipo luz a com pseudo-comprimento de
arco s e pseudo-tor¢ao 7, consideramos uma funcao v(s) satisfazendo (2.35) e (2.36)
para alguma constante ag # 0. Consequentemente, v(s) também satisfaz (2.39).
Para a = agv?, é claro que as igualdades (2.41) e (2.42) sdo validas. Defina-se

C(s) =¢e(s) +v(s)B(s). Derivando duas vezes em relagao a s, obtemos
('(s) =T+ vB +vrN,
"(s) = (1 +20'1 + v )N + (V" + v7)B + v7°T.
Tendo em conta que v(s) satisfaz (2.36), temos
(('(5),C'(9)) = =2 + 0’1" = 0.
Podemos também verificar que (¢”(s),("(s)) = (1 +v7)? = a*. Assim, uma vez que
’2

¢(s) é uma curva do tipo luz e }Q” = a*, e tendo (2.2) em consideragao, vemos
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que o parametro definido por s = 3(s), com § satsifazendo 8’ = a, é um parametro
pseudo-comprimento de arco de . Consideremos a correspondente reparametrizacao
a = (o 7. Entao, derivando em relacdo a 5, é possivel deduzir as seguintes

igualdades para o vetor tangente T e o vetor normal N de &:
| _
T=—-(T+vB+vrN), N=+(N+0vrB). (2.43)
a

Como, por definicdo, B é o tnico vetor do tipo luz que satisfaz (B, T) = —1 e

(B,N) = 0, concluimos que B(3(s)) = a(s)B(s).

Dada uma curva v : I — R? no espaco euclidiano, parametrizada por compri-
mento de arco t, se existe outra curva 7 : I — R3 e uma bijecdo 3 : I — I tais que,
para cada t € I, a reta binormal de y em t e a reta binormal de 7 em (§(t) coincidem,
et := [(t) é um parametro comprimento de arco para 7, entdo ambas as curvas sao
planas, isto é, as suas torgoes sao fungoes nulas (ver [16], pagina 161). Para hélices

do tipo luz no espago de Minkowski temos um resultado semelhante.

Corolario 2.41. Seja o uma hélice do tipo luz, parametrizada por pseudo-comprimento

de arco s, com pseudo-tor¢ao constante T. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. existe uma curva do tipo luz &, parametrizada por pseudo-comprimento de arco
5= f(s), tal que B(B(s)) = a(s)B(s) e @oB(s) = a(s) +v(s)B(s) para certas

fungées a(s) e v(s);

Demonstragao: Se 7 é constante, entao, qualquer func¢ao v(s) definida por (2.36)

deve ser da forma

1

vy — %7‘25

v(s) =
para alguma constante de integragao vy, e (2.35) implica que

2
Qg
(vo — %7‘25)4 ’

que vale se, e s6 se, 7 =0 e ag = +v?.
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Uma vez que a funcao potencial f de & é a terceira componente de T, vemos de

(2.13), (2.14), (2.15) e (2.43) que

Fs=509) = — e+ %(1"2(8) + 1)+ 0(s)7(9)1(5) ).

Observagao 2.42. Em [12], os autores estudaram pares de curvas do tipo luz pos-
suindo retas binormais comuns. Nés observamos que o teorema 2.40 nao contradiz
o principal resultado de [12] uma vez que, nesse artigo, os parametros nao sao ne-
cessariamente parametros pseudo-comprimento de arco. Se considerarmos que as
binormais coincidem em pontos correspondentes, B(5(s)) = a(s)B(s), e que s e
s = f(s) sao parametros pseudo-comprimento de arco de « e @&, entdo a condi¢ao

inicial (2.35) é necesséria.

2.9.3 Curvas W-direcionais

Definigao 2.43. Seja o : I — R? uma curva do tipo luz parametrizada por pseudo-
comprimento de arco s. Seja W um campo vetorial do tipo luz ao longo de «,
isto é, para cada valor de s, temos um vetor W(s) do tipo luz. A curva do tipo
luz @ parameterizada por pseudo-comprimento de arco § = [3(s) diz-se uma curva
W -direcional de « se o vetor tangente T coincidir com o vetor W em pontos cor-

respondentes: T(B(s)) = W(s).

Consideremos a curva binormal-direcional de «, isto é, tomamos W = B, onde

B é o vetor binormal de «.

Teorema 2.44. [/] Seja a : T — R? a curva do tipo luz em R3 parametrizada por
pseudo-comprimento de arco s com pseudo-tor¢dao T(s) # 0 para todo s € 1 . Seja &
uma curva binormal-direcional com pseudo-torcao T e pseudo-comprimento de arco

< - ds _
5= f(s). Entio, I = £7 ¢

Demonstracao: Por definicao, temos T(ﬁ(s ) = B(s). Tendo em conta que Cfi—]j =

7N, o vetor normal de & vem entao dado por

_ dT ds dB ds
N=22 0 YN
ds  dsds ds|
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Sendo § o pseudo-comprimento de arco de @, temos necessariamente

_|ds
~ a5

logo %7 = =£1, ou seja, £ = +7. Temos também N(B(s)) = £N(s) e, consequen-

)

1=|N|

temente, o triedro de Frenet de & é dado por

T(B(s)) =B(s), N(B(s)) = £N(s), B(A(s)) = T(s). (2.44)

Derivando em relagao a s e aplicando as equacoes de Frenet para curvas do tipo

luz, obtemos
T(9)T(5) + B(s) = S (5) = £ () 9

= +(7(s)T(s) + B(s))(j: %) =T(s) + B(s)

logo, aplicando (2.44)

B(s)
7(s)’

1

e, consequentemente, 7(5(s)) = (5> Como querfamos demonstrar.

7(5)B(s) + T(s) = T(s) +

O vetor B é dado por (2.15), isto é,

B(s) = ( — th + ﬁ(f’2 — 1)n, ﬁ(f/2 + 1))
Logo, como T(A(s)) = B(s), a fungao potencial correspondente a a é
=\ 1 12 —1 g
F) = g5y 6 )+ 1)

FEzemplo 2.12. Consideremos a fungao potencial f(s) = s/2. Como mostrado no

exemplo 2.5, esta é a funcao potencial associada a L-evoluta ¢, da espiral logaritmica

5

5.z- A funcao potencial associada a curva

(2.26), que tem pseudo-torgao 7(s) = —

5

binormal-direcional &, de e, é entdo dada por f(3(s)) = 2. Uma vez que % = £

podemos tomar § = 2. Entao f(5) = §/2, isto é &, é a L-evoluta da espiral

logaritmica congruente com (2.26) em L;.

Finalizamos esta tese com a seguinte observacao. Dada uma curva do tipo luz
« parametrizada por pseudo-comprimento de arco, existe uma hélice do tipo luz &
parametrizada por pseudo-comprimento de arco com pseudo-torcao 7 = 0 e uma
bijecao entre pontos das curvas « e & tal que, em pontos correspondentes, as retas

tangentes sao paralelas.
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Teorema 2.45. Seja o uma curva do tipo luz em RS parametrizada pseudo-compri-
mento de arco s e pseudo-tor¢io 7(s) # 0, para todo s. Seja A uma fung¢do cuja
derivada de Schwarz satisfaca S(A\) = —7. Defina-se s = A(s) e W(s = A(s)) =
N(s)T(s), onde T € o vetor tangente de «. Entao a curva W -direcional & é uma

hélice com pseudo-comprimento de arco § e pseudo-tor¢cao T = 0.

Demonstragao: Seja & a curva W-direcional (unica a menos de translagao), isto
é, @'(s) = W(5). Uma vez que

dW CN(s)
E(A<S)) - )\/<8)

e s é o pseudo-comprimento de arco de «, o que significa que (T', T) = 1, vemos

T(s) + T'(s), (2.45)

que (W', W') = 1. Entdo s é o parametro por pseudo-comprimento de arco de a.

Uma vez que T é uma solucao de
T — 27T — 7T =0,
um calculo direto mostra-nos que W satisfaz

d*W
= 0, (2.46)

o que significa que @ ¢ uma hélice do tipo luz com pseudo-torcao 7 = 0, ja que
T = W e, pelas equacoes de Frenet para curvas do tipo luz,
d*W

e T” = 7T + 27N.
S

Para verificarmos a validade da igualdade (2.46), derivemos (2.45) duas vezes

para obter:
dw2 )\///)\/ _ )\//2 )\// T
= e A U
dW3 1 IN N — 3N"2 )\/2)\(1’1;) —ANNN RN
=1 (T’” + T = T). (2.47)
Como —7 = S(A), temos
2)\/)\/// _ 3)\//2
[ TR

e, derivando, A
7_/ _ )\/2)\(21}) — AN NN + 3)\//3
N3

Inserindo em (2.47) e tendo em conta que T —27T'—7'T = 0, concluimos finalmente

que ¢é valida a igualdade (2.46).
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Observacao 2.46. O processo que utilizamos na demonstracao do teorema 2.45 é
um caso particular de um procedimento de reducao de equagoes diferenciais lineares

de terceira ordem que se encontra descrito no livro de E. Cartan [2] (p. 48).
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