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Resumo

No conjunto de todas as superfices, as superficies regradas admitem parametrizagoes muito sim-
ples. Basta considerar uma curva e um campo vetorial ao longo dessa curva. A superficie é obtida
movimentando as retas com a direcgao dada pelo campo de vetores ao longo da curva. Todas as su-
perfices regradas tém curvatura nao positiva e tém em geral, como estamos a considerar superfices
parametrizadas, pontos singulares. Os exemplos mais simples de superficies regradas sao o plano, o
cilindro e o cone. Além destas, temos ainda o hiperboloide de uma folha, o helicoide, o paraboloide
hiperbolico e a faixa de Mobius. O objectivo deste trabalho é apresentar uma classificagao parcial
de uma subclasse das superficies regradas, as superficies regradas desenvolviveis. Assim, depois da
introdugao, nos quatro capitulos seguintes estudamos algumas ferramentas que nos permitem atin-
gir o objetivo preconizado, tais como: as curvas parametrizadas e o conceito de curvatura de uma
curva, as nocoes elementares sobre superficies, as formas fundamentais e a aplicagao de Gauss que
nos permite estudar a curvatura Gaussiana de uma superfice parametrizada. No ultimo capitulo,
o principal, apresentamos alguns conceitos de superficies regradas parametrizadas e um teorema
de classificacdo parcial. Mostramos que as superficies regradas tém curvatura de Gauss nao posi-
tiva nos seus pontos regulares e, no caso de existirem pontos singulares na superficie, a curvatura
Gaussiana é nula ao longo das geratrizes que intersectam estes pontos. Se a superficie regrada é
desenvolvivel a curvatura de Gauss é identicamente nula em todos os pontos regulares. Por fim,
ressaltamos que o teorema apresentado permite-nos classificar "parcialmente"e ndo todas as su-
perficies desenvolviveis. Por exemplo, se o conjunto dos zeros das funcoes envolvidas na superficie
tém um ponto de acumulagao, entao a superficie regrada desenvolvivel nao esta classificada pelo
teorema estudado. No entanto, reafirmarmos que longe dos pontos de acumulagao, uma superficie

regrada desenvolvivel é uma uniao de pedacos de cilindros, cones ou superficies tangentes.
PalavraS—Chave: Curvas parametrizadas. Superficies regradas parametrizadas. Cur-

vaturas. Classificagdo parcial.
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Abstract

On the set of all surfaces, the ruled surfaces allow very simple parametrizations. One may just
consider a curve and a vector field along this curve. The surface is obtained by moving the straight
lines with the direction given by the field of vectors along the curve. All ruled surfaces have
non-positive curvature and generally have, as we are considering parametrized surfaces, singular
points. The simplest examples of ruled surfaces are the plane, the cylinder, and the cone. Besides
these, we also have the hyperboloid of one leaf, the helicoid, the hyperbolic paraboloid and the
Mobius strip. The aim of this work is to present a partial classification of a subclass of the
ruled surfaces, the developable ruled surfaces. Thus, after the introduction, in the next four
chapters we have studied some tools that allow us to achieve the objective we have proposed,
such as: parametrized curves and the concept of the curvature of a curve, elementary notions
about surfaces, fundamental forms and the Gauss application that allows us to study the Gaussian
curvature of a parametrized surface. In the last chapter, the main one, we present some concepts of
parametrized ruled surfaces and a partial classification theorem. We show that the ruled surfaces
have non-positive Gaussian curvature at their regular points and, in the case of singular points on
the surface, the Gaussian curvature vanishes along the generators that intersect these points. If the
ruled surface is developable the Gaussian curvature is identically zero at all regular points. Finally,
we emphasize that the theorem presented allows us to classify "partially"and not all developable
surfaces. For example, if the set of zeros of the functions involved in the surface have a point of
accumulation, then the developable ruled surface is not classified by the theorem studied. However,
let us reaffirm that far from the points of accumulation, a developable ruled surface is a union of

pieces of cylinders, cones or tangent surfaces.
Keywords: Parametrized curves. Parametrized ruled surfaces, Curvatures. Partial clas-

sification.
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Introducao

No nosso quotidiano, lidamos com formas geométricas que nos permitem intuir sobre superficies.
No ramo da engenharia e da arquitetura, numerosas e maravilhosas construgoes apresentam-se a
nossa vista e, diante disso, ficamos admirados e maravilhados a contempla-las. Em Matemaética,
mais precisamente na érea da Geometria Diferencial o matematico ocupa-se, essencialmente, ao
estudo de propriedades destes objectos geométricos aplicando & Geometria conceitos e técnicas
do calculo diferencial e da algebra. Este trabalho apresenta o estudo de algumas propriedades
locais de uma classe especial de superficies chamadas Superficies Regradas. Por propriedades
locais entendemos aquelas propriedades que dependam apenas do comportamento da superficie na
vizinhanga de um ponto. Como os métodos a aplicar derivam do calculo diferencial, é natural que
se considerem superficies definidas por fungoes que possam ser derivadas um certo nimero de vezes.
Nao obstante o trabalho estar direcionado a superficies, as curvas aparecem de forma natural ao
longo do estudo, pelo que apresentamos necessariamente um capitulo dedicado ao estudo breve de
algumas propriedades locais das curvas no espacgo euclidiano tridimensional.

Uma superficie regrada é parametrizada por uma curva e um conjunto de retas definidas por um
campo vetorial ao longo dessa curva. O estudo desta classe especial de superficies é um assunto
classico da Geometria Diferencial e tem despertado a atencdo de outras areas do conhecimento,
como por exemplo, Computagdo Grafica e Desenho Industrial. Os exemplos mais simples de
superficies regradas sao o plano, o cilindro e o cone, mas, além destas, temos ainda o hiperboloéide
de uma folha, o helicoide, o paraboléide hiperbolico, a superficie tangente de uma curva regular e
a faixa de Mdbius.

O objectivo desta dissertagao é apresentar uma classificagao parcial de uma subclasse das super-
ficies regradas, as superficies regradas desenvolviveis. Esta subclasse das superficies regradas tem
uma particularidade que a distingue das demais superficies regradas: apresenta a curvatura Gaus-
siana identicamente nula em seus pontos regulares e, consequentemente, o plano tangente em todos
os pontos de uma geratriz fixada da superficie é constante. Assim, iremos apresentar alguns re-
sultados importantes que nos servirdo de ferramentas para classificar essa subclasse de superficies
regradas.

Deste modo, o trabalho esta estruturado por 5 capitulos, além da introdugao e consideragoes fi-
nais. No capitulo 1 comecamos por construir uma ideia intuitiva sobre curvas como conjunto de
pontos no espago euclidiano com dimensao 1 e, formalmente, como a trajetéria continua descrita
pelo movimento de um ponto no espago. Sao apresentadas defini¢oes sobre curvas parametrizadas
regulares, reparametrizacao, vetor velocidade e o conceito de curvatura.

No capitulo 2 estudamos as nogoes elementares sobre superficies, do ponto de vista local, come-
cando por apresentar a nog¢ao intuitiva do que pode ser pensado como uma superficie no mundo
fisico, dando alguns exemplos do quotidiano. De seguida, estudamos o conceito de superficie re-
gular e o plano tangente a superficie. E importante comentarmos que o conceito de superficie
regular como subconjunto de R3 é util quando queremos estudar tanto as propriedades locais como
as propriedades globais das superficies. Entretanto, como referimos atras, o nosso foco consiste
apenas em propriedades locais das superficies, sendo, por isso, suficiente o conceito de superficie
parametrizada regular. Além do mais, enquanto que as superficies regulares nao admitem auto-
intersecoes, nas superficies parametrizadas regulares essa restricdo néo é imposta.

No capitulo 3 caracterizamos uma estrutura geométrica chamada primeira forma fundamental que
é obtida restringindo o produto interno usual do espaco R? ao plano tangente da superficie, por

meio da qual estudamos algumas propriedades métricas associadas & teoria local de superficies



como é o caso da determinacao de comprimentos de curvas contidas em superficies, 4ngulos entre
duas curvas que se intersectam e areas de regides da superficie. Os exemplos sao apresentados de
forma a concretizarem os conceitos, sendo que alguns destes exemplos sao resultado da resolugao
de alguns exercicios propostos por [§]. Apresentamos ainda uma demonstrac¢ao para o Teorema de
Pappus que permite calcular a area de uma superficie de revolucao, através de uma féormula que
envolve a constante 27 e o conhecimento da distancia do ponto correspondente ao comprimento de
arco da curva directriz ao eixo de rotagao da superficie.

Quanto ao capitulo 4, o objetivo é caracterizar a curvatura de superficies parametrizadas regulares,
para tal, apresentamos a taxa de variagao de um campo normal unitario na vizinhanca de um ponto
da superficie dada por uma aplicagao linear auto-adjunta. Ao campo normal unitario de uma su-
perficie que toma valores na esfera unitaria denominamos aplicacio normal de Gauss. A aplicacio
linear auto-adjunta associamos uma forma quadratica chamada segunda forma fundamental que
nos leva aos conceitos de curvatura normal, curvatura de Gauss e curvatura média.

O quinto capitulo aborda o tépico principal deste trabalho, as superficies regradas. Baseamo-nos
em [3] 5, @] para apresentar a teoria sobre essa classe de superficies, sendo que nalguns conceitos
quisemos seguir uma perspectiva nossa voltada para a componente didética e sistematizada. Co-
megamos por apresentar algumas definigoes sobre superficies regradas parametrizadas regulares e
alguns exemplos, apresentamos também uma curva especial designada curva de estrigao onde se
situam os pontos singulares da superficie, caso existam, e outras importantes propriedades desta
curva bem como alguns exemplos. Nas sec¢oes subsequentes deste capitulo apresentamos o teorema
que diz que a curvatura de uma superficie regrada nos seus pontos regulares é sempre nao positiva
e é nula apenas ao longo das geratrizes que intersectam a sua curva de estricio em um ponto
singular. Definimos superficie regrada desenvolvivel, caracterizamos a curvatura das superficies
regradas desenvolviveis como sempre nula ao longo dos seus pontos regulares, estudamos algumas
superficies associadas a uma curva regular com curvatura nao nula e as condi¢bes impostas a di-
retriz para que estas superficies sejam desenvolviveis, apresentamos um exemplo de construgao
de uma superficie regrada desenvolvivel chamada envoltéria de planos tangentes a uma superficie
e, finalmente, apresentamos o teorema da classificacao parcial das superficies desenvolviveis que
determina as condigbes para que uma superficie regrada desenvolvivel seja um cilindro, uma su-
perficie tangente de uma curva regular ou um cone. Conclusivamente, este teorema diz que, longe
dos pontos de acumulagao dos zeros das fungoes envolvidas numa superficie regrada desenvolvivel,
uma superficie regrada desenvolvivel é uma uniao de pedagos de cilindros, superficies tangentes e

cones.



Capitulo 1

Curvas no Espaco

Neste capitulo faremos um breve estudo de algumas propriedades locais de curvas no espago [0} 8]
na medida em que algumas dessas propriedades aparecem descritas de maneira natural no estudo
de superficies e auxiliam a compreensao de muitas propriedades de superficies que pretendemos
estudar. Todos temos uma ideia intuitiva do que é uma curva, podemos pensé-la como um conjunto
de pontos no plano ou no espaco com dimensao igual a 1. Neste sentido, uma curva pode ser
representada por meio do grafico de uma fungao vetorial de uma variavel real, uma figura desenhada
continuamente com um lapis sem retird-lo do papel, ou podemos ainda pensar numa curva como
a descricado da trajetoria do movimento continuo duma particula no espago. Assim, uma curva
pode representar uma reta, circunferéncia, elipse, parabola, hipérbole ou qualquer outro trago
obtido seguindo o procedimento mencionado. Muitas curvas podem ser descritas com equagoes
cartesianas; algebricamente, temos, por exemplo y = x = z que representa uma reta, y = 222,22 =0
que representa uma parabola, 22 +y? = 1, z = 1 que representa uma circunferéncia de raio unitario,

2 2
T y o _ 3
-+ 1 = 1,2 = 0 que representa uma elipse.

[ >
ﬁs’/\‘

Figura 1.1: Elipse. Figura 1.2: Hipérbole. Figura 1.3: Circunferéncia.

Uma curva pode, entretanto, apresentar-se de varias formas e nem sempre é possivel descrevé-la
por meio de uma equagao cartesiana. Mais, dependendo do estudo que se pretende fazer da curva,
determinada representacao pode ser mais util do que outra. Portanto, no contexto da Geometria
Diferencial, consideraremos uma curva como a trajetoria continua descrita por um ponto no espago
euclidiano R3. Para tal, no lugar de consideramos curvas descritas por equacdes cartesianas,
consideraremos curvas parametrizadas por fungoes diferenciaveis de modo que se possam aplicar

as técnicas de calculo diferencial para o estudo do seu comportamento.

1.1 Curvas parametrizadas

Definigao 1.1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada € uma aplicagao diferenciavel
arl - R?

de um intervalo conexo aberto I C R em R3.



Na definicao apresentada, o ser diferenciavel significa que as fungoes coordenadas de « definida por
a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R3, sao funcdes reais diferenciaveis. A variavel ¢ chamamos o pardmetro

da curva o. A derivada de primeira ordem de «
a'(t) = (2 (1),y' (1), ' (1)) € R®

chamamos vetor tangente ou vetor velocidade da curva a em t € I. O trago da curva a é o conjunto
a(I) € R3. Observe que uma curva parametrizada ¢ uma aplicagao diferenciavel e o seu trago é

um subconjunto de R3.

Exemplo 1.1.1. A curva diferenciavel parametrizada dada por
a(t) = (acost,a sent,bt),t € R a,b e R\ {0}

tem por traco uma hélice sobre o cilindro 2 + y? = a?. O parametro ¢ mede o angulo que o eixo
Oz faz com a reta que liga a origem O a projegdo do ponto a(t) sobre o plano zy. O vetor tangente

é dado por o/(t) = (—a sent,acost,b).

Definigao 1.1.2. Uma curva diferenciavel parametrizada o: I — R3 é chamada regular se o' (t) #

0 para todo t no intervalo conexo e aberto I C R.

A condigao de regularidade imposta ao vetor tangente, o/(t) # 0, da curva a: I — R? garante a
existéncia de uma reta bem definida passando pelo ponto a(t) na diregdo do vetor o(t), a reta
tangente. O estudo de muitas propriedades importantes das curvas em Geometria Diferencial
depende, em grande medida, da existéncia de uma reta tangente em todos os pontos do intervalo
I. Os pontos a(t) € R3 tais que o/(t) = 0, sdo chamados pontos singulares de a. Vamos restringir

0 nosso estudo as curvas que nao tém pontos singulares, ou seja, as curvas regulares.

Definigao 1.1.3. Dizemos que a curva a: I C R — R? é suave se as suas fungoes coordenadas

sao fungoes de classe C°(I).

Para o nosso estudo, consideraremos, de agora em diante, curvas suaves parametrizadas regulares.

Sejam a: I — R3 uma curva parametrizada definida por

J um intervalo de R e h: J — I uma funcao de classe C*°(J). Consideremos uma nova curva
B: J — R3, definida por

B(t) = (aoh)(t) = a (h(t)).
A curva 8 é uma curva parametrizada suave e o seu traco esta contido no trago da curva « .

Definigao 1.1.4. Nas condiges acima, se h é estritamente mondétona, isto é, h'(t) # 0, e sobre-
jectiva, dizemos que a curva [ é uma reparametriza¢io da curva a e dizemos que a funcao h é a

mudanca de pardmetro.

Observe que se # é uma reparametrizagdo de a, os tracos de 8 e « sdo iguais.
Derivando a igualdade 8(t) = « (h(t)) , obtemos

B'(t) = o' (h(t)) W'(1).

Portanto, a wvelocidade escalar, isto é, a norma do vetor velocidade da curva (5 é

18" = lla” (h(®)) [[IR (2)]-



Assim, se o € uma curva regular as suas reparametrizagoes também o sdo. Dizemos que a repara-
metrizacao $ é uma reparametrizacao positiva ou que preserva a orientag¢do de « se h é estritamente
crescente. No caso em que h é estritamente decrescente, dizemos que 8 é uma reparametrizagao
negativa ou que reverte a orientacdo de a. Quando pretendemos estudar a geometria das curvas é
importante ter em conta a sua velocidade. Por exemplo, se nos deslocarmos de carro a alta velo-
cidade, teremos dificuldade em efectuar algumas curvas, o que nao aconteceré se a velocidade for
menor. Este facto, como se percebe, nao esta relacionado com a geometria da curva, mas sim com
a velocidade do movimento. Torna-se assim importante “normalizar”’ a velocidade. Este processo
é feito reparametrizando as curvas de forma a que a sua velocidade seja constante, como veremos

mais adiante.

Definigao 1.1.5. Sejam «: I — R3 uma curva parametrizada definida por «(t) = (z(t), y(t), 2(t))
eacI. A funcio s: I — R definida por

t t
salt) = [ ' ©)llde = [ VTP T WO + ()P
chamamos fun¢ao comprimento de arco a partir do ponto a.

Observemos que se b € I é um ponto distinto de a entao,

so(t) = / o (€)1de = / ' (€)1de + / o (€)l1de = sa(t) + k,
onde k = [/ [|[&/(€)[|d¢ € R. Em particular
sp(t) = sh(t),Vt € 1.

Por esta razao, omitiremos o ponto de partida da funcao s na maior parte dos resultados seguintes.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos
s'(t) = ||/ (t)|,Vt € I

e como estamos a assumir que « é regular em I, concluimos que s é de classe C*°(I). Para

t1 < tg,t1,ts € I, chamamos comprimento de arco entre os pontos t; e to a0 niumero

a to to
s(altytl) = stta) = st) = [ '©llag + [ '@ = [ '@
t1 a t1
Definicao 1.1.6. Dizemos que a curva o: I — R3 esta parametrizada pelo comprimento de arco

se o parAmetro t € I é, a menos de constante, igual a s(t), isto &,
s(t)=t+c,ceR.

Proposi¢ao 1.1.1. Uma curva o: I — R? esta parametrizada por comprimento de arco se, e s6
se,

vte I, | ()] = 1.

Demonstragao: Se a esta parametrizada pelo comprimento de arco, entao existe ¢ € R tal que
s(t) =t + ¢. Portanto,
s'(t)y=1=|a'(t)]], Vt € I.



Reciprocamente, se ||/ (¢)]] =1

t
— [l ©lldg =t -a,

e, portanto, a esta parametrizada pelo comprimento de arco. i

Proposicao 1.1.2. Sejam a: I — R? uma curva regular parametrizada, 8: J — R? uma repa-
rametrizagdo de « e t1,ty € J. Entdo, o comprimento de arco de « entre h(t;) e h(tz) é igual ao
comprimento de arco de 3 entre t1 e to onde h é a mudanca de pardmetro associada & reparame-

trizagao .

Demonstragao: Tendo em conta que 5 = « o h, o comprimento de arco de 3 entre ¢ e ty é igual

to
/t 18/(6) de

[ e

t1

a

s(Blt1,t2])

/ o (W) [ (©))de.

t1

Se h'(t) >0 VteJCR,isto ¢, h é crescente, temos

h(tz2)
s(Blt1, t2]) = /t o/ (R(E))IIW(€)d€ = / o/ (u)l|du = s(a[h(t1), h(t2)]).
Se h'(t) <0 Vte JCR,isto é, h é decrescente, teremos

s@Blint)) = — / o (h(€)) 1 (€)de

t1

/ ol (h(E) |1 (€)de

ta

h(t1)
/ o/ (u)||du = s(alh(tz), h(t1)]).
h(tz)

Teorema 1.1.1. Toda curve reqular parametrizada o: I C R — R3 pode ser reparametrizada
por comprimento de arco. Mais concretamente, existe um intervalo aberto J C R,0 € J e uma
bijecdo h: J — I suave, de modo que a curva B: J — R3 definida por B(s) = (cwo h)(s) satisfaca
16"(s)]] = 1.

¢
Demonstragao: Como « é regular, a func¢do comprimento de arco, s(t) = |/ (&)||d€,a € 1T,

a
satisfaz s'(t) = ||o/(t)|| > 0. Logo a fungéo s é invertivel com inversa diferenciavel. Seja J =

s(a(I)). Vamos mostrar que a curva § definida em J por

estd parametrizada pelo comprimento de arco. Com efeito, atendendo ao Teorema da Fungao

Inversa, vem



—17 — 1 = !
* = 56wy T G @)

Uma vez que B(u) = (a0 s™1)(u), temos que B'(u) = (o/(s71(u))s™1'(u), pelo que

18" (@)l = (e’ (s™H (w)s™ " (u)]| = 1.

Como queriamos demonstrar. i

1.2 Curvatura

Dada uma curva no plano, vamos definir o conceito de curvatura como o nimero real nao negativo
que mede a variacao do dngulo das retas tangentes & curva em relagdo a uma reta tangente fixa.
Para tal, considerando uma curva parametrizada por comprimento de arco, «, o seu vetor tangente
a’(s) é unitario, portanto, pode ser escrito da forma o'(s) = (cos(8(s)), sen(6(s))). Portanto a
segunda derivada serd o’(s) = 6'(s)(— sen(6(s)),cos(6(s))). Logo, a norma da segunda derivada,
|6’(s)| da-nos a taxa de variacao do angulo referido. Essa ideia pode ser generalizada para o espago

euclidiano R3.

Definicdo 1.2.1. Seja a: I € R — R? uma curva regular parametrizada por comprimento de

arco. Chamamos curvatura de a em s € I ao nimero real nao negativo

k(s) = [la” ()]

Se a curva « ndo estd parametrizada pelo comprimento de arco, a curvatura de « é a curvatura de

uma reparametrizacao § de a pelo comprimento de arco no ponto correspondente.

E importante observar que a definicao de curvatura nao depende da parametrizacao da curva. Para
cada valor do parAmetro s vamos definir trés vetores unitarios e ortogonais, t(s), n(s) e b(s), que

formam uma base ortonormada

{t(s),n(s),b(s)}-

Esse triedro, dado nessa forma, é chamado Triedro de Frenet.

Definigao 1.2.2. Seja a: I € R — R?® uma curva regular parametrizada por comprimento de

arco, tal que k(s) # 0. Ao vetor

n(s) = _a(s)

[l (s)l]

chamamos vetor normal a o em s. A reta normal a o em sg € I é a reta que passa pelo ponto
a(sp) e tem a dire¢ao do vetor normal n(sg).
Denotando ¢(s) = a/(s), teremos n(s) = ”Z:Ez;' = Z((j;, o que implica ¢'(s) = k(s)n(s). O plano
determinado por t(s) e n(s) é chamado plano osculador. O vetor unitario b(s) = t(s) An(s) é
normal ao plano osculador e chama-se vetor binormal em s. Como o vetor b(s) € unitario, a norma
da sua derivada, ||b/(s)||, indica quao rapidamente a curva se afasta, numa vizinhanca de s, do
plano osculador em s.

Na figura seguinte, ilustra-se o triedro de Frenet.



Figura 1.4: Triedro de Frenet ao longo da

hélice circular.

A seguir, vamos calcular a derivada de b(s). Sendo (b(s),b(s)) = 1, temos: (V'(s),b(s))+(b(s),b'(s)) =
0= (V/(s),b(s)) =0, entao, b'(s) L b(s). Por outro lado, b(s) = t(s) A n(s) implica que

b'(s) =t (s) An(s)+t(s) An'(s) = k(s).n(s) An(s)+t(s) An'(s) =t(s) An'(s),
=0

isto &, b'(s) L t(s). Resulta que o vetor b’(s) é colinear com n(s) e pode ser escrito

b'(s) = 7(s)n(s).

Definicdo 1.2.3. Seja a: I € R — R? uma curva regular parametrizada por comprimento de
arco, tal que o’'(s) # 0, s € I. O namero 7(s) definido por V'(s) = 7(s)n(s) é chamado tor¢ao de

 em s.

Observe que alguns autores escrevem —7(s) ao invés de 7(s).

Na prética, a tor¢ao é calculada pela formula: 7(s) = (V/(s),n(s)), pois, n(s) é unitario. Se, para
todo s € I, a estd contida num plano, isto é, se for uma curva plana, entdo o plano da curva
coincide com o plano osculador e, consequentemente, 7 = 0. Reciprocamente, se 7 = 0, com k # 0,
temos que b(s) = by, ou seja, b(s) é constante. Desta forma, «(s) esta contida no plano normal a
bo.

Como ficou visto, as derivadas de t(s) e b(s), respetivamente, t'(s) = k(s)n(s) e t'(s) = 7(s)n(s),
fornecem a curvatura e a tor¢ao da curva. Essas entidades geométricas informam sobre o compor-
tamento da curva o em uma vizinhancga de s.

Quando se quer estudar outras caracteristicas geométricas, torna-se necessario estudar a variacao

de n(s). Assim, como n(s) = b(s) A t(s), temos:

n'(s) = b(s) At(s) +b(s) At(s)

(s)n(s) At(s) + b(s) A k(s)n(s)
= —7(s)t(s) An(s) — k(s)n(s) A b(s)
= —7b(s) — k(s)t(s),

I
\]

obtendo novamente a curvatura e a torgao.

Portanto, as derivadas dos vetores do triedro de Frenet sao:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s)

b'(s) = 7(s)n(s)

|
|
-
—~
V)
~—
~+
—~
»
~—
|
B
—~
V)
~—
=
—~
»
~—



que podem ser representadas matricialmente:

t 0 k£ O t
n|=|-k 0 —1| |n
v 0 7 0 b

Suprimimos, por comodidade, o paradmetro s.
Estas derivadas sao chamadas fdrmulas de Frenet.
O proximo resultado fornece a expressao que nos permite calcular a curvatura de uma curva no

espago, nao necessariamente parametrizada por comprimento de arco.

Proposigao 1.2.1. Seja a: I € R — R3 uma curva regular parametrizada, nio necessariamente

pelo comprimento de arco. Entao, a curvatura de o é dada por

[lee(®)” A )]l
lac(®)1®

Demonstragao: Como « é regular, podemos reparametrizar a pelo comprimento de arco. Seja

k(t) =

B essa reparametrizacao. Temos por construgao, 8(s(t)) = a(t). Derivando em relagdo a t ambos

os membros desta igualdade obtemos:

B'(s(t)s'(t) = o (¢).

Derivando novamente,

B (s(1)s™ () + B'(s(1)s" (1) = " (¢).

Fagamos agora o produto vetorial de o/(t) e &”(¢). Temos

o (t) Aa(t) B'(s(t))s'(t) A (8" (s(t))s’ () B'(s)s" (1))
= B(s(t))s'(t) A B"(s(1))s (1) + B'(s(1)s' (1) A B'(s(1))s" (1)
= SPO{B'(s) A B (s()} + ’( )s"(8) {B'(s(1)) A B'(s(1))}

=0,prop.prod.vetorial

EAOICIONY-HO)

Fazendo o médulo e aplicando outra vez propriedades do produto vetorial, teremos

lo/ () A" ()] = 152118 (s(5) A B (sl = [s* OB (s (s(1)]| sen,

sendo v o aAngulo formado pelos vetores §'(s) e 8”(s). Dado que 8 é uma reparametrizagdo por

comprimento de arco da curva «, vale o produto interno (3'(s), 5'(s)) = 1. Derivando, obtemos

(8'(s),8"(s)) = 0.

Isto &, 8'(s) L 8”(s). Aplicando esta relacao acima, vem

lo/ (8) Ao (B = [ B8 (118" ()] Sen(g)-

Mas, [|8'(s)|| = 1 e sen(%) =1, o que resulta em

o/ (t) A e ()] = |sZB)1118" ()]]- (1.1)



Agora, atentemos para o seguinte: pelas condi¢oes dadas, consideramos a fungao comprimento de
t

arco s = s(t) medido a partir de algum ¢, € I, dada pela expressdo s(t) = / lo/ (t)||dt. Temos
to

que s'(t) = ||/ (t)|| <= s3(t) = ||/ (t)|®. Sabemos que a curvatura de uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco é igual & norma da sua aceleragdo; assim, a curvatura da curva §(s) é
dada por k(s) = ||8”(s)||. Substituindo em ([1.1]), temos

lo/ (#) A o ()] = [l (B) [ ().

Finalmente, como por definigao k(t) = k(s),

lo' () Aa”(#)]|

"0 = B
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Capitulo 2

Nocoes Elementares sobre Superficies

2.1 Nocao intuitiva de superficies no mundo fisico

Antes de estudarmos formalmente as superficies, vamos fazer uma incursao intuitiva na vida préatica
para observarmos os objectos fisicos que nos dao a ideia dos objetos matematicos que chamamos

de superficies [10].

e Tome uma folha de papel qualquer, coloque-a sobre uma mesa. Observard que tanto a folha

de papel quanto a mesa dao a ideia de superficie;

e No quotidiano encontramos um grande nimero de objetos que nos dao a ideia de superficie:
camaras de ar dos pneus de carros, vasos decorativos, bolas de festas infantis, bolas de fu-
tebol, chapéus de palhagos, canos utilizados na construgao. Observando todos esses objetos
do mundo material, deduz-se que eles podem ser agrupados em classes de superficies com
as mesmas propriedades e estruturas. Uma fabrica de vasos, por exemplo, para produzir
uma quantidade enorme destes objetos de modo que sejam idénticos, deve conhecer as ca-
rateristicas e propriedades comuns entre eles. O mesmo serve para a fabrica de bolas de

pingue-pongue, de bolas de futebol e mesmo de automoveis.

2.2 Conceito de superficie regular

Neste trabalho, o nosso interesse recai para superficies em R®. Sem fugir da nocdo intuitiva apresen-
tada acima, uma superficie regular em R? é obtida por meio de pedacos de planos, deformando-os
e colando-os uns aos outros, tais que a figura resultante nao apresente pontas, arestas ou auto-
intersegoes. Procedendo desta forma, serd possivel falar-se em plano tangente nos pontos desta
figura. Mais ainda, sera possivel definir um conjunto, em certo sentido, bidimensional, suave que
permita estender as nogoes usuais de calculo a um tal conjunto. Isso permite aplicar as técnicas
de célculo diferencial para estudar as propriedades geométricas locais de superficies no espago eu-
clidiano R3. Para o efeito, falaremos sobre superficie regular e, depois, introduziremos o conceito
de superficie parametrizada de modo analogo ao de curvas. Assumiremos que temos um sistema

de coordenadas cartesianas z, v, z em R? e consideraremos uma funcéo

X(uv U) = (x(u,v),y(u,v), Z(U,U)),

de duas variaveis (u,v) que variam em um aberto conexo U C R2. Deste modo, para cada par
(u,v) € U, X (u,v) determina um ponto de R?. Denotaremos por S o subconjunto de R? formado
pelos pontos X (u,v) e nos restringiremos ao estudo de superficies que em cada ponto é possivel

determinar um plano tangente.

Definicdo 2.2.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para cada p € S existe
uma vizinhanga V' de p em R? e uma aplicagdo X,: U C R? — V' N S de um aberto U de R? sobre

V' NS C R3 tal que sejam satisfeitas as trés condicdes seguintes:

11



1. X, é de classe C*>°(U). Isso significa que se escrevermos
XP(“? 1)) = (x(u, U)v y(uv U)Z(ua ’U)) ’ (ua U) € Ua

as fungoes z(u,v),y(u,v) e z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em
U;

2. A aplicagdo X, ¢ um homeomorfismo entre U e V NS, ou seja, X possui uma inversa

X1 VNS —= U que é continua;
3. Para todo ¢ = (u,v) € U, a derivada de X em ¢, d(X,),: R? — R3, & injetiva.

As variaveis (u,v) chamamos os parametros da superficie e & aplicagio X, chamamos parametri-
zagdo de S no ponto p. A condigdo 1 permite-nos fazer geometria diferencial na superficie S. A
condi¢ao 2 garante a injetividade, impondo que a aplicacao X seja um homeomorfismo, e exclui
a possibilidade de haver auto-interse¢oes em superficies regulares. Isso é necessario se queremos
garantir a existéncia de um plano tangente em um ponto p de S. Na condigao 3, as derivadas
parciais de X calculadas em ¢q € (u,v), %—X e %—X que denotaremos, respetivamente, por X, e
X, que sao os vetores coluna da matriz jacl(t)bianazj sao linearmente independentes. Esta condigao
exclui a possibilidade de haver pontos singulares e garante a existéncia de um plano tangente em
todos os pontos de S. Omitiremos o indice da parametrizagdo sempre que esteja explicito o ponto
em questdo. Se a aplicagdo X: U C R? — S C R3 é uma parametrizacio de S em p = X (ug,v),

entao as curvas

ur X(u,vg), v X(ug,v)

sdo chamadas curvas coordenadas de X em (ug,vg) cujos vetores tangentes sdo, respectivamente
Xu(u()a UO) € Xv (UOa UO)'

Exemplo 2.2.1. A esfera unitaria S? = {(z,y,2) € R®: 2% 4+ y* + 22 = 1} ¢ uma superficie regu-
lar. Vamos mostrar que é possivel definir, para cada ponto p € 5%, uma parametrizacao satisfazendo
as trés condigoes da definigao.

Seja X1: U C R? — R3 a funcio definida por Xi(u,v) = (u,v,—i— 1— (u? +v2)), com U =
{(u, v) €R%: w2 + 0% < 1}. Podemos observar que a imagem da aplicagao X; é a parte aberta de
52 acima do plano xy. Portanto, X; é uma parametrizacio da esfera S?. A condicao u? 4 v? <
1 permite que a fungdo /1 — (u? + v?) tenha derivadas parciais continuas de qualquer ordem;

portanto, a condi¢do 1 esta satisfeita. Considerando qualquer ponto (x,vy,2) € X;(U) C S?, com
X1(U) = {(z,y,2) € S*:a? + 92 < 1,2 >0} € §?

e fazendo X; *(z,y, 2) — (u,v), teremos (u,v) bem definido de maneira tnica por u =z e v = y.
Assim, X7 é bijetiva e Xl_1 é a restrigao da projegdo continua de X;(U) C 5% em U. A segunda
condigao esta satisfeita.

Quanto a terceira condigao, basta verificar que

X, = 1,077—1‘
1— (u?+v?)

X = (01m> '
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sao vetores linearmente independentes.
Definindo X5: U C R? — R? por

Xo(u,v) = (u,v, —y/1 — (u? +v?)), (u,v) € U,
verificamos que X3 é uma parametrizagao e a unido X;(U)UX3(U) cobre a esfera menos o equador
{(z,y,2) eR3 =22 +y?> =1,2=0}.

Utilizando os planos Oz e zOy, definimos as restantes parametrizagoes que, juntamente com X3

e X5, cobrem toda a esfera:

Xs(u,v) = (u,—l— 1— (u? —1—112),11) , Xa(u,v) = (u, —/1— (u2 +0?), v) )
X5(u,v) = (—I— 1—(u? +112),u,v) , Xe(u,v) = (—m,u, 11) .

Mostramos, portanto, que a esfera S? é uma superficie regular.

Figura 2.1: Esfera.

2.2.1 Conceito de superficie parametrizada regular

O conceito de superficie parametrizada regular em R? vai ser apresentado de modo anélogo ao de

curvas. Consideraremos um sistema de coordenadas z,y, z em R3 e uma funcio
X(u7 U) = (x(u, U), y(uv U)’ Z(ua U))

de duas varidveis u,v que variam em um aberto U C R2. Nesse caso, para cada par (u,v) € R?
X (u,v) determina um ponto de R®. Como a nossa intengao é estudar as propriedades locais das
superficies, isto é, as propriedades que se obtém na vizinhanga de um ponto, é suficiente conside-
rarmos superficies parametrizadas regulares. A vantagem destas superficies é que, mesmo quando
sao regulares, podem ter tragos com auto-intersegoes. Queremos aplicar as técnicas de calculo
diferencial ao estudo deste tipo de superficies, por isso, vamos ter em conta a diferenciabilidade de

X e vamos restringir-nos ao estudo de superficies que admitam um plano tangente em cada ponto.
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Definigao 2.2.2. Uma superficie parametrizada X : U C R? — R? é uma aplicacio diferenciavel
X de um conjunto aberto U C R? em R3. O conjunto X (U) é chamado de traco de X. Dizemos
que X & regular se a derivada, dX: R? — R3, & injetiva para todo ¢ € U. Um ponto p onde dX,

nao é injetiva é chamado um ponto singular de X.

Com a proposigao a seguir, pretendemos mostrar que podemos expandir os conceitos e proprie-
dades locais da Geometria Diferencial a superficies parametrizadas regulares, como haviamos dito

anteriormente.

Proposicao 2.2.1. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular e ¢ € U. Entéo

existe uma vizinhanga V' do ponto ¢ em U tal que X (V') é uma superficie regular.

Demonstragao:
Escrevendo
X(’LL7 ’U) = (x<u7 U)7 y(ua ’U), Z(U, U))a

O(u,v) (g) # 0, onde (8(u,v

jacobiano de X. Defina a aplicacdo F: U x R — R3 por

pela condigao de regularidade, podemos supor que )(q) representa o

~

F(u,v,t) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v) + t), (u,v) €Ut €R.

Entao,

det(dFy) = (G)(a) 0.

Pelo Teorema da Funcéo Inversa, existem vizinhangas Wi de g e Wy de F'(q), tais que F': W — Wy
é um difeomorfismo. Seja V = W; NU e observe que a restri¢ao F|V = X|V. Nessas condigoes,

X (V) é difeomorfo a V' e, portanto, uma superficie regular. i

Exemplo 2.2.2. (Superficie parametrizada)

Seja a: I — R? uma curva parametrizada regular do espaco R?. Definindo

X(t,v) = a(t) +vd(t), (t,v) € I xR,

obtemos uma superficie parametrizada chamada superficie tangente de . Suponhamos que a
curvatura de «, k(t), ndo se anula no intervalo I e restrinja o dominio de X a U = {(t,v) €
I x R;v # 0}. Entao,

Xy =a/(t) +vd(t) e X, = (1),

logo,

XiANX, = o)A (t)+vd"(t) Ad(t)
—_——
=0

—a/(t) ANvd'(t) # 0, (t,v) €U,

visto que, para todo t, a curvatura de « (cf. proposi¢ao 2.2.1 do capitulo 2 ) |

o) Aa @)
"0 = T mm]
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nao se anula. Assim, os vetores X; e X, sdo linearmente independentes e, portanto, X: U C R? —
R3 é uma superficie parametrizada regular, cujo traco consiste em duas componentes conexas,
tendo como fronteira comum o conjunto «(I).

No ultimo capitulo deste trabalho, estudaremos com mais detalhe esse tipo de superficie e perce-

beremos que quando v = 0 ela tem pontos singulares numa curva especial contida na superficie.

2.3 Plano Tangente

A condigdo 3 na defini¢do de superficie regular garante que, para cada ponto p da superficie, o
conjunto dos vetores tangentes as curvas coordenadas de .S, passando por p definem um plano,
T,S = {dX(e1),dX (e2)}, que designamos por plano tangente. Seja X: U C R? — S uma para-
metrizacao de uma superficie regular S. Considerando u e v como fungoes diferencidveis de um
pardmetro ¢ € I C R, obtemos uma curva diferenciavel a(t) = X (u(t),v(t)), cujo trago esta contido
em S. Queremos mostrar que qualquer vetor tangente a superficie, isto é, no plano gerado por
X, e X, é o vetor velocidade de alguma curva contida na superficie. Assim, um vetor tangente &
superficie num ponto p € S é o vetor tangente a o’(0) de uma curva parametrizada diferenciavel

a: (—g,e) = S, com a(0) = p.

Definigao 2.3.1. Se X: U C R? — S ¢ uma parametrizacio de uma superficie regular S, dizemos
que um vetor w € R? é um vetor tangente a superficie S num ponto p = (ug,vo) se w = o (ty),
onde a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva da superficie, tal que (u(to),v(to)) = (ug,v0). O plano
tangente a S em (ug, vg) € o conjunto de todos os vetores tangentes a S em (ug, vg) e denotaremos

por 1,5, onde p = (ug, vo).

Pela definigao, os vetores coordenados X, e X, s@o vetores tangentes a S em (ug,vp), j4 que
sao tangentes as curvas coordenadas da superficie S na parametrizagao X. Os conceitos de vetor
tangente e plano tangente sao definidos num ponto (ug,vy) do dominio da parametrizagio X da

superficie e ndo no ponto p = X (ug, vo) ja que a superficie parametrizada pode ter auto-intersegoes.

Proposigao 2.3.1. Sejam S C R? uma superficie parametrizada regular,p € Se X: U C R? — R?
uma parametrizacdo de S em p = X(¢),¢ = (uo,v0) € U. Entéo, o plano tangente, T,,S, é o
conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de X, (ug,vo) e X, (uo, vg).

Demonstracao: Se w € T,S entdo w = «/(t), onde a(t) = X(u(t),v(t)) e (u(to),v(to)) =

(up, vp). Temos que:

o= o) = X000

= Xu(uo,vo)u’(to) +Xv(u07v0)vl(t0)

Ou seja, w é uma combinagao linear dos vetores X, e X, no ponto p = (ug, vg). Reciprocamente,

suponhamos que
w = CLXU('LL(), UQ) + bXU(’U,o, UQ),

entao existe uma curva «a(t) da superficie tal que (u/(0),v'(0)) = (ug,v9) e &'(0) = w. De facto,

basta considerar

onde u(t) = ug + at e v(t) = vo + bt, com a,b € R. 1
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Na base {X.(q), X,(q)}, o vetor w tem coordenadas (u'(tp),v'(tg)), sendo (u(t),v(t)) a expressao
de uma curva na parametrizagao X cujo vetor velocidade no instante ¢t = 0 é w.

Por definigao de superficie parametrizada regular, X,, e X, sao vetores linearmente independentes.
Segue da proposi¢ao que T,,S é o plano de R3 gerado por X, e X,.
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Capitulo 3

Primeira Forma Fundamental. Métricas sobre
superficies

Neste capitulo, vamos estudar uma estrutura geométrica associada a uma superficie designada
primeira forma fundamental, a qual é obtida restringindo o produto interno do espago tridimen-
sional ao espago tangente & superficie [7, [§]. Trata-se de uma forma quadratica que nos permite
estudar algumas propriedades sobre teoria local das superficies, mais concretamente, determinar
comprimento de curvas contidas em superficies, dngulos entre vetores tangentes e areas de regioes

de superficies.

Sejam p € S e vy, vy € T, C R3, entao, (v, v2), é definido como o produto interno dos vetores v,
e v de R3. Esse produto ¢ uma forma bilinear simétrica, pois é valido que (v1,v2), = (va,v1), com
(v1,v2)p linear em vy e vo. Mais, a esse produto corresponde uma forma quadratica I,: T,S — R
definida por

1,0) = (0,0}, = [[0]]? > 0.

Definigao 3.0.1. A forma quadratica I, em 7,5 definida pela expressao acima ¢ denominada

primeira forma fundamental da superficie regular S C R3 em p € S.

Se considerarmos uma superficie regular S C R3 parametrizada por X: U ¢ R? — R3, com
g = (u0,v0) € U, entdo, um vetor tangente v € T,,5 escreve-se da forma v = aX,(p) +bX,(p), com

a,b € R. Assim, a primeira forma fundamental é dada por

I,(v) = (aX, + bX,,aX, +bX,) = a*(X,, X.,) + 2ab(X,, X,) + b*(X,, X,)

Usando a notagao
E= <XuaXu>aF = <Xu7Xv>7G = <Xu7Xv>

teremos:
I, = &®E + 2abF + b*G.

Repare que os céalculos apresentados foram feitos num ponto fixado, ¢ = (ug,vg) € U. Variando
q = (u,v), teremos as fungdes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) diferenciaveis, chamadas coeficientes da

primeira forma fundamental.

Exemplo 3.0.1. Seja o elipsodide dado pela parametrizagao

X (u,v) = (a senucosv,bsenu senv,ccosu) a,b,c € R a,b,c#0.

Consideremos w um vetor tangente ao elipséide num ponto X (u,v), na base {X,,, X,,} definido por

w=w1 Xy + w2 X,
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A primeira forma fundamental para esta superficie parametrizada é dada por

I(w) = <w7w> = <w1Xu + WQXUa w1 Xy + WQXU>
= WXy, Xu) + 2w1w2( Xy, Xo) + w3 (X0, Xo)
= WIE + 2wwyF + WwiG, (3.1)

em que E, F e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental. Assim, calculando os vetores

coordenados

s
|

= (acosucosv,bcosu senv, —c senu)

P

» = (—asenusenv,bsenucosv,0)

Temos entao os coeficientes

E = (X, X,) = a®cos?ucos® v+ b* cos® u senv + ¢? sen’u

F = (X,,X,)=—a’senucosusenvcosv -+ b senu cosu senv cos v
_ (b2 2)
= Senu Cos u Senv cos v

G = (X,,X,) = a®sen?usen®v + b? sen?ucos® v
= sen?u(a” sen?v + b® cos® v).

Portanto, de acordo com (3.1):
I(w) = w?(a®cos®u cos®v + b%cos® u sen?v + ¢ sen’u) +

+  2wiwa((b* — a?) sen u cosu senwv cos v) +

2

+  wj (sen”u(a”® sen’v + b” cos®v)) .

Exemplo 3.0.2. Seja o paraboléide hiperbdlico dado pela parametrizagao

X (u,v) = (aucoshv, businhv,u?) a,b,c € R: a,b,c# 0.

Os vetores coordenados sao

X, = (acoshwv,bsinhv,2u)

X, = (ausinhv,bucoshv,0)

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (X,,X,) =a®cosh® v+ b?sinh? v 4 4u?
F = (Xu,X,)=d*usinhvcoshv + b*usinh v coshv = (a? + b?)usinh v coshv
G = (X,,X,)=ad*u? sinh? v + b%u? cosh? v

Assim, por (3.1]), temos:

~
—

S
~—

I

wi(a®cosh®v + b*senh®v + 4u?) +
2wiws ((a® 4 b*)usinh v coshv) +

+
+  w2(a®u?sinh? v + b%u? cosh? v).
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3.1 Comprimentos

As interse¢Oes entre superficies geram, em geral, curvas sobre elas. Como exemplo, podemos
observar no que acontece quando fazemos intersegoes entre um plano e uma superficie esférica
unitaria: obtemos circunferéncias. Outras curvas podem ser obtidas fazendo-se interse¢oes entre
o plano e outras superficies. O conhecimento da primeira forma fundamental permite-nos medir
comprimentos de curvas contidas em superficies sem a necessidade de fazermos mencao do espacgo

ambiente em que a superficie se encontra.

Tendo em conta a definigao (1.1.5)), se tivermos uma superficie parametrizada regular X (u, v), dada
uma curva diferenciavel contida na superficie, definida por a(t) = X (u(t),v(t)),t € I C R, entdo,

para tg,t1 € I , tg < t; o comprimento de ty a t; é dado por

/ttl lo/ ()t = /:1 \ oo (@ (8))dt

Escrevendo o/ (t) = v/ (t) X, + v/ (t) Xy, temos:

Lo = [ hoo= [ VOXFTOXOX, O

_ [ VU2(O)E + 20/ (v (1) F + v2(H)Gdt. (3.2)

Exemplo 3.1.1. Seja a superficie parametrizada por

X (u,v) = (ucosv,u senv,logcosv+u), u € R, _777 <v< g
Sejam w1, ug € R fixos e consideremos as curvas aq(f) = X(ui,t) e az(t) = X(ug,t) com
T T )
te]— 5 5[ Vamos mostrar que, para todo tg €] — 5 5[, o comprimento de 3(s) = X (s,t9), s €

[u1,u2] que une os pontos a1 (tg) a as(ty) é constante, ou seja, nao depende de tg.

Comecemos por calcular os coeficientes da primeira forma fundamental. Temos

X, = (cosv, senv,1)

X, = (—usenv,ucosv,—tgv)

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (X, X.) = ((cosv, senv,1),(cosv. senwv, 1)) = cos®u + sen?u + 1 = 2

F = (X,,X,)={(cosv, senv, 1), (—u senv,ucosv, —tgv)) = —u senv cosv + u senv cosv — tgv
= —tgv

G = (X,,X,)=((—usenv,ucosv, —tgv), (—u senv,ucosv, —tgv)) = u? + tgv

Logo, o comprimento de arco da curva S, (s) no intervalo [u1,us] é dado por:

u

2
L, = VE(u,v)u2 + 2F (u, v)u'v' + G (u, v)v'2dt

0

U1

_ [ B = / Vadt = v/3(us — ),

u
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que nao depende de tg.

Exemplo 3.1.2. Seja o cilindro vertical parametrizado por

X(u,v) = (rcosu,r senu,v), 0 <u < 2w, v €R, r> 0fixo.

Temos:
X, = (—rsenu,rcosu,0), X,=1(0,0,1).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:
E(u,v) = (X, Xu) =72, F(u,v) = (X, X,) =0, G(u,v) =(X,,X,)=1.

Consideremos a curva X (u(t),vg) contida no cilindro, com u(t) = ¢, 0 < t < 27 e v(t) = vy fixo.

Assim, u/(t) = 1 ev'(t) = 0. Logo, o comprimento da curva é dada por

2 27
L = VUu2(OE + 20/ (' () F +v2(t)Gdt = | VEdt
0 0
2 o
= \/ﬁdt =rt 0 = 2r
0

que é o cumprimento do circulo contido no cilindro circular. Se fizermos variar v num intervalo
[a,b] e fixarmos u = wp, isto é& v(t) =t, a <t < be u(t) = up,up € R, teremos: v'(t) =1 e
u'(t) = 0, e portanto,

b
L:/ VGdt =t

b
=b—a
a

é o comprimento da curva que representa o segmento de reta contido no cilindro, entre z = a e

z=b.

3.2 Angulos

Duas curvas contidas em determinada superficie, quando se intersectam num ponto, formam um
angulo que é determinado por meio dos vetores tangentes a essas curvas. O objetivo desta secgao
é mostrar que, dada uma superficie parametrizada, podemos calcular o dngulo entre as curvas
coordenadas contidas na superficie.

A definigao seguinte fornece a expresséo para calcular o angulo formado por dois vectores (ver[I]).

Definigao 3.2.1. Seja E um espaco vectorial real, onde se definiu um produto interno. Dados

dois vectores &,y € E, 2,y # 0, chamamos dngulo entre & e § , ao valor 6 € [0, 7] tal que

{7, )

COSG = =S
[1[11]71

Representando o angulo de # e ¢ por <(&, %), podemos, portanto, escrever

(%, 9)
il

Dados dois vetores nao-nulos w; e ws, tangentes a uma superficie X no ponto p = (u,v), com

(%, ) = arccos

wy = Xy(ug,vo) e wa = X, (ug,vp), entdo, o angulo 0, 0 < § < 7, formado pelos dois vetores é

dado por
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<w1, w2>

cosf) = ———=—
[lw [[[w2]|

(3.3)

Queremos expressar essa formula em termos da primeira forma fundamental. Observe que wy + wo

é outro vetor tangente a X no ponto p. A primeira forma fundamental aplicada a wy + wy €
Ly(wy +wz) = (wy + wz, w1 +ws) = [[wi]|* + 2(wy, wa) + [Jwe*. (3.4)

Aos vetores wy e wsq, aplicamos a primeira forma fundamental e obtemos:

Lw) = fuil? (35)
Bws) = sl (3.6
De , e , temos que
() = 3 [yl +wa) = () + Tp(ws)] (3.7
fwalllwall = /T ws). (35

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.3]), temos, finalmente

[Lp (w1 + w2) — (Lp(w1) + Ip(w2))]
2¢/Ip(wi)Ip(w2) '

[Lp (w1 + w2) — (Ip(w1) + Ip(w2))]
2¢/1p(w1)Ip(w2)

cos) =

0 = <(wi,ws2) = arccos

Se X & uma superficie regular parametrizada e a(t) = X (u1(f),v1(t)) e B(s) = X (ua(s), v2(s))
s@o duas curvas tais que (u1(tg),v1(to)) = (u2(so), v2(s0)), entdo o angulo # com que as curvas se

intersectam é dado por

(o (t0), B'(s0))
o’ (to)I[113" (s0)l

Isto é, num ponto de intersegao entre as duas curvas, « e 3, em X, o angulo entre elas é dado pelo

cosf =

angulo entre os seus vetores velocidade, o’ e 8/, respetivamente.
Vamos usar este conceito para mostrar que as curvas coordenadas sao ortogonais se, e somente se,

o coeficiente F' da primeira forma fundamental for nulo.

Proposigao 3.2.1. As curvas coordenadas de uma superficie parametrizada X intersectam-se
ortogonalmente num ponto se, e somente se, o coeficiente F' da primeira forma fundamental, na

parametrizagao considerada, for nulo no ponto considerado .

Demonstragao:

Consideremos X : U C R? — R? uma superficie parametrizada e p = (ug,v9) € U um ponto fixo.
As curvas X (u,vg) e X (ug,v) sdo as curvas coordenadas de X no ponto p. Assim, X, (ug,vg) e
X, (ug, vg) sdo os vetores tangentes as curvas coordenadas sobre a superficie no ponto considerado.

Logo,
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(Xu, Xo) F(ug,vo)

cosf = =
[ XullllXoll  \/E(uo, v0)G(uo, vo)

Daqui, cos = 0 < F(ug,v9) =0. Como 0 < 0 <m,cosfd=0<60=

vl 3

™ .~ . . ~
Portanto, provamos que F(ug,v9) =0 < 0 = 5" X, nestas condicoes, diz-se uma parametrizagao

ortogonal no ponto (ug, vp). il

Exemplo 3.2.1. Consideremos a superficie regular parametrizada
X (u,v) = (cosu, senu,v), (u,v) € R?,
que descreve o cilindro circular s = {(z,y, 2) € R3; 2% + y? = 1}. Os vetores coordenados so :

X. = (—senu,cosu,0)

X, = (0,0, 1)

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E(u,v) = (Xu, Xy =1
Fu,v) = (X, Xy)=0
Glu,v) = (X,,X,)=1

As curvas coordenadas num ponto fixo (ug,vg) sdo, respetivamente, a circunferéncia S!, parame-
trizada por X (u,vg) = (cosu, senu,vg) e a reta vertical r, dada pela parametrizagao X (ug,v) =

(cosug, senug,v). Como F(ug,vy) = 0, estas curvas sdo ortogonais.

3.3 Areas

O conhecimento da primeira forma fundamental é também 1util para calcular areas de regioes

limitadas contidas em parametrizagdo de superficies. O seguinte lema sera util [2].

Lema 3.3.1. Tem-se

lu Aol = VJulP[lol? = (u,0)2 = [[u|lv]| send,
onde # é o angulo entre u e v.

Demonstragao: Pondo

a
u= |b| ev=[V],
c d
tem-se
luAv|]? = (b —b'c)? + (ac’ —d'c)* + (ab — a'b)?
e

lul2|Jv]|? = (u,v)? = (a® 4+ b* + ) (a? + % + ¢*) — (aad’ + bV 4 cc')?
Desenvolvendo estes quadrados e simplificando, vemos que as duas quantidades sdo iguais. Quanto
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a segunda parte, como (u,v) = |Jul|||v| cos 8, tem-se

lull*oll* = (u,v)* = Jul®[[v]]* = [Jull*||v]* cos® 6
= JulPllv](1 = cos*0) = [Ju*[lv]|* sen?6.
Concluimos, da igualdade ||u A v|| = |lu]|||v|| send, que o comprimento de u A v é igual a area do

paralelogramo definido por u e v. i
Para estabelecermos a férmula do célculo de &rea de uma regiao limitada de uma superficie por

meio da primeira forma fundamental, vamos antes apresentar algumas defini¢oes importantes (ver

18])-

Definigao 3.3.1. Um dominio regular de uma superficie S é um subconjunto aberto e conexo de
S, cuja fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferenciavel que é regular,

excepto em um ndmero finito de pontos.

Definigao 3.3.2. Uma regido de S é a uniao de um dominio com a sua fronteira. Uma regiao é

limitada se esta contida em alguma bola de R3.

Consideraremos regices limitadas R contidas numa vizinhanca coordenada X (U) de uma para-
metrizacdo X: U C R? — S, isto é, R é a imagem de uma regido limitada @ C U por uma
parametrizagdo X. Assim, a funcao || X, A X, ||, definida em U, representa a area do paralelogramo

gerado pelos vetores X, e X,,.

Definigao 3.3.3. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em uma

vizinhanca coordenada de uma parametrizacio X : U C R? — S. O ntimero positivo
A(R) = // [ Xu A Xy|ldudv, Q= X"'(R),
Q

chama-se drea da regiao R.

Pelo lema ([3.3.1]) , temos que

1Xu A Xoll = VIXulPIXol? ~ (Xu, X0)2.

Escrevendo em fungao dos coeficientes E, F' e G da primeira forma fundamental, da parametrizagao

X, temos

A(R) :// ||XUAXU||dudv:// VEG = F2dudv. (3.9)
Q Q

Vamos ver que na expressao (3.9) o integral ndo depende da parametrizacdo X. Isso pode ser
provado usando o teorema da mudanga de varidveis para integrais multiplos: Se considerarmos

outra parametrizacio X: U C R? — S contendo a regido R e definirmos Q = Y_l(R)7 sendo
I(u, v)
0(u, v)

o Jacobiano da mudanca de coordenadas h = X! o X. Teremos entdo:

// ||YUAE\|@@://HXUAXUH
3 3

Exemplo 3.3.1. Vamos mostrar que a area, A, de uma regido limitada R da superficie z = f(z,y)

0
7]

(T

C Z; ‘dmw - // 10 A X, ||dudv.
’ q
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A= [[ 1+ 525 Fdoay,
Q

onde @ é a projegao ortogonal de R sobre o plano zy.

Consideremos a aplicacdo X : U C R? — S dada por X (z,y) = (z,yf(x,y)) com U o dominio de

f(z,y) e R a regido contida na parametrizacao X (U). A area da regido R é dada por

A(R) = // 1X, A X, | dzdy, Q = X'(R).
Q

Os vetores tangentes num ponto arbitrario da superficie sdo X, = (1,0, f;) e X, = (0,1, f,). O
produto vetorial X, A Xy, = (—fz, —fy,1), de onde, || X, A X, || = /1 + fZ + f2. Portanto, a drea
da regiao R é dada por

AR) ://HxxAxyndxdy://./1+f§+f3dxdy,
Q Q

onde Q = X }(R).

Definicao 3.3.4. Uma superficie de revolu¢ao é uma superficie obtida por rotagdo de uma curva
plana, chamada curva geratriz, em torno de uma reta nesse plano, a que se chama eizo de revolugao

ou de rotag¢ao.
O teorema a seguir permite calcular areas em superficies de revolugao.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Pappus) ([8])
Seja S uma superficie de revolugdo e C' a sua curva geratriz. Seja s o comprimento de arco de C' e

denotemos por p = p(s) a distdncia do ponto correspondente a s em C ao eixo de rotagdo. Entdo

l
A(S) = 27r/ p(s)ds,
0
onde l é o comprimento da curva C.

Demonstragao: Vamos supor, sem perda de generalidade, que C' esta no plano xz e 0z é o eixo
de rotagao da superficie de revolugao. Comecemos por definir a parametrizagao por comprimento

de arco da curva C' da forma

Entao,

X (0,s) = (x(s)cos 0,x(s) sen 0,2(s)),s € I, 6 € (0,2m)

é uma parametrizacao da superficie de revolucao S.

Os vetores tangentes a superficie no ponto (6, s) sao:

Xo (—x(s) sen 6, x(s) cos 0,0)
Xy = (2/(s)cos ,2'(s) sen 0,2'(s)) .
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Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por:

E = (X, Xo)=2%(s)
F = (X5 X,)=0
G = (X,,X,)=1 uma vez que z'?(s) + 2'?(s) = 1, pois ||/(s)|| = 1.

Temos que EG — F? = 2%(s). Assim, a area da superficie S ¢ dada por

A(S) / [ Xo A X||d0ds

Q

// IV/EG — F?|dods
Q

/ V2 (s)d0ds.

Q

Como a geratriz, C, esta contida no plano zz, entao a distancia do ponto correspondente ao eixo

de rotagao é

p(s) = llz(s)l] = Va2 (s).

Logo,

A(S) = /Ol /th(s)dﬁds

| ot

1
= 271'/0 p(s)ds. (3.10)

iy
ds
0

Como queriamos demonstrar. i

Vamos aplicar este teorema para calcular a drea duma superficie de revolugao.

Exemplo 3.3.2. Queremos calcular a drea de um toro de revolucao dado pela parametrizacao

X (u,v) = ((a + 7 cosu) cosv, (a+ rcosu) senv, r senu) , (u,v) ER*0<r <a

Para obter a curva geratriz do toro de revolugao, fagamos a intersegao dessa superficie com o plano
xz, onde fixdmos v = 0. A curva resultante é o circulo de raio r e centro no ponto (a,0) contido

no plano zz, dado pela parametrizacao
a(u) = (a+rcosu,0,r senu), 0<u<2m,r>0 (3.11)

o vetor tangente a « é o' (u) = (—r senu, 0,7 cosu) e ||o/(u)|| =r. O comprimento de arco é
u u
sw) = [ el = [ rde = ru.
0 0

. . 5
Para reparametrizarmos a curva pelo comprimento de arco, fagamos u(s) = —.
r
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Entao a(s) = (a +7rcos—,0,7 senf) ,0 < s < 27r, é uma reparametrizagao por comprimento de
r

arco do circulo (3.11)).

Estamos em condigoes de aplicar o teorema (3.3.1]) para o calculo da &rea do toro.

Assim, p(s) = z(s) = a + rcos s Aplicando a férmula (3.10)), temos
r
l 27r 27r s 27r 1 s
A(S) = 277/ p(s)ds = 27r/ p(s)ds = 27?/ (a+1rcos—)ds = 27T/ (a+rr=cos-)ds
0 0 0 r 0 r r
s _|27r
= 27(as+1r?sen-)
r’lo
= 2n(2anr)
= Ar?ar.
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Capitulo 4

Aplicagao Normal de Gauss e Segunda Forma
Fundamental

Quando se estudam curvas regulares no plano e no espago, uma caracteristica geométrica consi-
derada de grande importancia é a sua curvatura [7, 8]. Estudar a curvatura de curvas implica
estudar a variagao de retas tangentes em cada ponto da curva regular parametrizada. Essa ideia
estende-se para superficies regulares que corresponde a medir o quao rapido uma superficie S se
afasta do seu plano tangente, 7,5, em uma vizinhanca p € S. Sendo dificil derivar um plano tan-
gente, o que se faz é medir a taxa de variagdo de um campo normal unitario N na vizinhanca de
p, dada por uma aplicagao linear no espaco tangente 7,5, auto-adjunta. O estudo dessa aplicacdo

permite obter varias propriedades locais da superficie em torno da vizinhanca do ponto considerado.

Definigao 4.0.1. Dizemos que uma superficie S é orientdvel se for possivel cobri-la com uma
familia de vizinhangas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas vizinhan-
cas dessa familia, entdo a mudanca de coordenadas tem jacobiano positivo em p. A familia nessas
condicoes chamamos uma orientacao de S e S é dita orientada. Se a escolha de uma tal familia nao
for possivel, a superficie é dita ndo-orientdvel. Se a superficie regular S é orientada, uma parame-
trizac@o (local) é compativel com a orientagao de S se , juntando X a familia de parametrizacgoes

dada pela orientagao, obtém-se ainda uma (logo, a mesma) orientagéo de S.

Exemplo 4.0.1. Uma superficie dada pelo grafico de uma fungdo diferenciével é uma superficie

orientavel.

Exemplo 4.0.2. Todas as superficies que podem ser cobertas por uma tnica vizinhanga coorde-

nada sao, trivialmente, orientaveis.

Definigao 4.0.2. Sejam uma superficie parametrizada, X (u,v), e um ponto p = (u,v). Dizemos
que um vetor de R? € normal a X em p se é ortogonal ao plano tangente de X em p, isto é, se é

ortogonal a todos os vetores tangentes a X em p.

Dada uma parametrizacio X : U C R? — S de uma superficie regular S definimos para cada ponto

p € X(U) um vetor normal e unitario, dado pela regra:

_ Xu(Q) N Xy (q)
[ Xu(q) A Xo(@)|l

N(p) X(q) =p-

Obtemos assim uma aplicacdo diferencidvel N: X (U) — R3 que, a cada ponto p € X (U) associa

um vetor normal unitario N(p).

Definigdo 4.0.3. Seja S C R? uma superficie com uma orientacdo N. A aplicacao

N: § 5 S82cR?
p — N(p),

com valores na esfera unitéria
S% = {(z,y,2) ER®: 2® 492 + 22 =1}
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chamamos aplicagdo de Gauss da superficie S orientéavel.

E importante referir que nem todas as superficies admitem um campo diferenciavel de vetores
unitarios definidos sobre toda superficie. Por exemplo na faixa de Mdbius nao se pode definir
esse campo. Podemos justificar intuitivamente esse facto percorrendo uma vez o circulo médio da
figura: depois de uma volta, o campo normal unitério N retornaria como —N, o que contradiz
a sua continuidade. Isso acontece porque, valendo-nos outra vez da intuigao, podemos verificar
que, sobre a faixa de Mobius, nao se pode fazer uma escolha consistente do que seria um "lado",
pois, movendo-se sobre a superficie, podemos passar de uma maneira continua de um "lado"para
o outro sem sair da superficie. Diremos, portanto, que uma superficie é orientével se ela admite
um campo diferencidvel de vetores normais unitarios definido em toda superficie; mais, a escolha
desse campo, aqui denominado N, é chamada uma orientacdo da superficie S. (ver [§]) .

A aplicacao de Gauss ¢ diferencidvel e a derivada de N, dN,, no ponto p € S é uma aplicacdo
linear de 7,,S em Ty (p)S?; mas T,,S e T (p)S? sdo o mesmo espago vetorial, pelo que dN,, pode
ser vista como um endomorfismo, isto é, uma aplicagao linear de 7},S nele préprio. De facto, como

N(p) é um vetor unitério normal a T},S, entdo T},S = (N(p))*. E temos também:
Tnp)S? = {w € R’: (w, N(p)) = 0} = (N(p))™

A aplicagao linear dN,: T),S — T, S ¢ definida do seguinte modo: dada uma curva parametrizada
a(t) em S, com a(0) = p, consideramos a curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S?, o
que restringe o vetor normal N a curva a(t). O vetor N’'(0) = dN,(a’(0)) é um vetor do espago
tangente T,5 e mede a taxa de variagdo do vetor normal N, restrito a curva «(t), em t = 0;

portanto a derivada do vetor normal, dN, mede o quanto NN se afasta de N, numa vizinhanca de
P.
Proposicao 4.0.1. A derivada dN,: T, — T,,S da aplicacao de Gauss é uma aplicacao linear

auto-adjunta.

Demonstragao: Para a demonstracao da proposigao, basta verificar que, para uma base {e1, e}
do espago tangente 7,5, o produto interno (dN,(e1),e2) = (e1,dNp(e2)). Consideremos X (u,v)
uma parametrizagdo de S em p e {X,, X, } a base associada do espago tangente T,,S. Se a(t) =

X (u(t), v(t)) é uma curva parametrizada em S, com «(0) = p, teremos:
o (t) =u'(t) Xy + 0" ()X,
e, portanto
dN,(a'(0)) = dN, (v’ (0) Xy, + v'(0)X,)

= aN(u(t)v(t)) = N,u'(0) + N,'(0).
t=0
Em particular, dN,(X,) = N, e dNp(X,)= N,. Portanto, para provar que a derivada dN, é
auto-adjunta, basta mostrar que

(Nyy Xo) = (Xuy Ny).

Para o efeito, vamos considerar as igualdades (N, X,) = 0 e (N,X,) = 0. Derivando estas

expressoes com respeito a v e a u, respetivamente, obteremos:

<Nv7Xu> + <N7 Xuv> =0« <Nv7Xu> = _<N7 Xuv>
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<Nu7Xv> + <N7Xvu> = 07 g <Nu7Xv> = _<N7Xvu>~

Para qualquer parametrizacao da superficie, vale, pelo Teorema de Schwarz, X,, = X, de onde

decorre que (N, X,,) = (N, X,u) e, por transitividade,
<Nu7Xv> = _<N7 Xvu> = _<N7 Xuv> = <Nva Xu>

Como pretendiamos. |

Teorema 4.0.1. Sejam V um espago vetorial real de dimensao dois e A: V. — V uma aplicagao li-
near auto-adjunta. Entao existe uma base ortonormal {e1,e2} de V tais que A(e1) = Are1, Aez) =
Aoes (isto €, e1 € eg sdo vetores proprios, € A1, Ay sdo valores proprios de A ). Na base {e,es},
a matriz A € diagonal e os elementos A1 e Ao, A1 > A, da diagonal sGo o mdzimo e o minimo,

respetivamente, da forma quadrdtica Q(v) = (Av,v) sobre o circulo unitdrio de V.

Demonstragio: (Ver [8], apéndice do capitulo 3).

A aplicacio linear dN,: T,S — T,S, por ser auto-adjunta, podemos associar uma forma quadré-
tica @ em 7,5, dada por Q(w) = (dN,(w), w),comw € T,S.

Definicao 4.0.4. A forma quadratica II,, definida em T,S por II,(w) = —(dN,(w),w), é cha-

mada a segunda forma fundamental de S em p.

Definigao 4.0.5. Seja C uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de C' em p, e
cosf = (n, N), onde n é o vetor normal a C' e N é o vetor normal a S em p. O namero k,, = kcos @

é chamado a curvatura normal de C C S em p.

Geometricamente, k,, é o comprimento da projecao do vetor kn sobre a normal a superficie em p,
com um sinal dado pela orientagao N de S em p.
O facto de a aplicacdo dN,: T,,S — T},S ser auto-adjunta, implica, da Algebra Linear, que existe

uma base ortonormal {eq, ez} do espago tangente, T,,5, tal que:

—de(el) = k161
—de(eg) = ]{5262

que pode ser escrita matricialmente assim:

—k
N, = | 0
0 —ks

na base {e1, es}.

Nessas condicoes, os vetores ortonormados e; e ez sao os vetores préprios de —dN,, e os escalares
k1 e ko sao seus valores proprios.Mais, k; e ko s@0 0 méximo e o minimo da segunda forma fun-
damental I, restrita ao circulo unitario do espago tangente, ou seja, sao os valores extremos da
curvatura normal em p.

Vamos agora dar uma interpretagao geométrica da segunda forma fundamental considerando uma
curva contida na superficie, parametrizada por comprimento de arco. Usando os conceitos analogos
ao estudo de curvas no espago, obteremos um resultado interessante para esta aplicacao linear.
Consideremos uma curva regular a: I C R — S C R3. Sem perda de generalidade, consideremos
um ponto «a(tg) € S e o vetor tangente a curva o dado por (). A segunda forma fundamental

no ponto a(tg) é dada por:
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1) (e (t0)) = —(dNa(r) (@ (o)), &' (to)) = —((N 0 @)’ (t0), @ (t0))

Como (N (a(tg)),a’(tg)) = 0, derivando, temos:

((N o a)'(to), o'(to)) = —(N(a(to)), a"(to)),

Logo, a forma quadrética I1,(,) fica:

Hor) (e (to)) = (N 0 @)/ (t0), o (to)) = ((N 0 a)(t0), " (o))

Supondo que a curva «(t) estd parametrizada por comprimento de arco, isto &, ||&/(t)|| =1, t € I,
entao,
Tl 0) (e (t0)) = (N(a(to)), k(to)) = (N, kn),

onde k(ty) = kn, com k = ||a” ()|, é o vetor curvatura da curva «, define a componente normal
do vetor E(to) no espago. Portanto, geometricamente, a segunda forma fundamental 17, em
um vetor tangente unitario o/ (to) € Ty(t,)S € igual & curvatura normal de uma curva regular que

passa por a(tp).

4.1 Curvaturas

Definigao 4.1.1. Seja S uma superficie regular parametrizada. O maximo da curvatura normal
k1 e o minimo da curvatura normal ko, da superficie .S, sao chamados curvaturas principais em p;
as direcoes correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos vetores proprios e; e ey sao chamadas

direcoes principais em p.

Definigao 4.1.2. Se uma curva regular e conexa C' em S € tal que para todo p € S a reta tangente

a C € uma diregao principal em p, entdao dizemos que C € uma linha de curvatura de S.
Essa definicao motiva a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1.1 (Olinde Rodrigues.). Uma condigao necessaria e suficiente para que uma curva

conexa e regular C' em S seja uma linha de curvatura de S é que

para qualquer parametrizacdo «(t) de C, onde N(t) = N(«(t)) e A(t) € uma funcdo diferenciavel

de t. Nesse caso, a curvatura principal na dire¢do do vetor tangente o (t) é —A(t).

Demonstragdo: Se a(t) é uma linha de curvatura, entdo «'(t) estd contido em uma dire¢do

principal, vetor proprio de dN e assim, para alguma funcao A de ¢, temos que
N'(t) = dN(d(t)) = A(t)d/(¢).

Reciprocamente, se dN (&' (t)) = A(t)d/(¢), entdo o/(t) é um vetor proprio de dN, pelo que o/(t)
esta contido numa diregao principal, segue que «(t) é uma linha de curvatura. I

E de grande importancia conhecer as curvaturas principais em p, pois, elas permitem calcular
facilmente a curvatura normal segundo uma direcao dada do espago tangente 7,5, como veremos
adiante.

Consideremos um vetor unitario v em 7,5 e uma base ortonormada {e;, ez} de T),S. Podemos
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escrever v = ej cosl + eo send, sendo 6 o angulo entre e; e v na orientacdo de 7,S. A curvatura

normal k, na diregao do vetor v é dada por

kn = II(v) = —(dNp(v),v)
= —(dNp (e1cos6+ ez send),e; cosd + es send)
= (e1ky cosO + exks send, eq cosd + es send)

= kycos® 0+ ky sen?d.

A ultima expressao é conhecida classicamente como Fdrmula de Euler e é simplesmente a expressao
da segunda formula fundamental na base {eq,es}.
Queremos agora chegar ao conceito de um outro tipo de curvatura. Para o efeito, vamos lembrar

algumas nocoes de Algebra Linear:

Sejam ¢: ' — E uma aplicagao linear definida num espaco vetorial de dimensao 2 e uma base

{e1,e2} de E. Entao: det (¢) = ¢11d22 — P12d21, € tr () = 11 + d22. Onde (¢;;) é a matriz de ¢
na base {ej,es}. Estes nimeros ndo dependem da base escolhida e estao, portanto, associados a

aplicacao linear .

Definicao 4.1.3. Seja p € S e seja dN,: T,S — 1,5 a derivada da aplicacdo de Gauss. O
determinante de dN, é chamado curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do
trago de dN,, é chamado curvatura média H de S em p. Em termos das curvaturas principais k;
e ko, podemos escrever:

K =kiko, H= %(kl + ko).

A curvatura Gaussiana permite estudar varias propriedades das superficies. Por exemplo, classificar
pontos em uma vizinhanga de um ponto da superficie, como se pode constatar por meio da definigao

a seguir.
Definigao 4.1.4. Um ponto p de uma superficie é chamado
1. Eliptico, se K(p) > 0 <= as curvaturas principais, ki, k2, sdo do mesmo sinal.
2. Hiperbdlico, se K(p) < 0 <= as curvaturas principais, k1, k2, sdo de sinais opostos.
3. Parabélico, se K(p) = 0, com dN,, # 0 <= uma das curvaturas principais, k1, ou kg, é nula.

4. Planar, se K(p) =0 e dN, = 0 <= ambas as curvaturas principais, k1 e k2, sdo nulas.

4.1.1 Curvatura de Gauss em coordenadas

Nesta sec¢ao, vamos apresentar a segunda forma fundamental e a derivada da aplicagao de Gauss em
um sistema de coordenadas locais. Consideraremos que todas as parametrizacoes X : U C R? — S

s@o compativeis com a orientacdo N de S, isto é, que em X (U),

XuNXy

N=_2®l2v
X A X

Seja X (u,v) uma parametrizacdo em p € S de uma superficie S. Seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma
curva parametrizada em S, com «(0) = p. Simplificaremos a notagao, convencionando que todas
as fungoes seguintes tém seus valores calculados no ponto p. O vetor tangente a curva «(t) em p é

dado por o = X, v’ + X,v' e a derivada de N na direccao deste vetor é
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dN(c/) = Nyu' + Ny’ (4.1)
Derivando (N, N) = 1 com respeito a u e a v, teremos (N,, N) =0 e (N,, N) = 0. Logo, N,, e N,

também pertencem a 7,5 e podem ser escritos como combinagdo linear de X;,, e X,:

Ny, = anXy+anX, (4.2)
Ny = a12Xy +a2X,. (4.3)

Substituindo (4.2)) e (4.3) em (4.1]), teremos

dN () = (a1t + a12v") Xy + (a1t + agev’) X,.

Matricialmente, na base {X,, X, }, podemos escrever

’U/ ai; a2 ’U/
v az1 ase ) \v

Procuraremos obter, a seguir, os coeficientes da segunda forma fundamental.

A expressao da segunda forma fundamental na base {X,, X, } é dada por
IL(a") = —(dN(a'),d) = —(Nyu' + Nyo', Xu' + X,0').
Como (N, X,) = (N, X,.), pelo facto de a derivada da aplicagdo de Gauss ser auto-adjunta, entao
IT,(a') = —[(Ny, Xu)u'? + (Ny, X, )u'v" + (Ny, X, )u'v' + (N, X, )v'?].

Vamos denotar, nessa expressao:

—(Ny, X)) = e
_<NvaXu> = _<NuaXv> :f
—(Ny,, X)) = g.

temos:
I () = e(u)? + 2fu"v' + g(v')%

Onde e, f, g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental. Vamos obter agora os valores a;;
em termos dos coeficientes da segunda forma fundamental. A partir das equagoes e
obtemos:

—f = Ny, Xp) = (a1 Xy + a21 Xy, Xop) = a11F + a1 G

_f = <Nva Xu> = <a12Xu + a22Xv7Xu> = (112E + (122F
—€e= <Nu7Xu> = <a11Xu + a21XvaXu> = allE + GZIF
—g = (Ny, Xyy) = (a12Xy + a22 Xy, Xy) = a12F + a2G.

Sendo E, F' e G os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,, X, }. As relagdes acima

podem ser expressas na seguinte forma matricial:
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(e f\_ [an axn) [E F
fog) \aw an)\F G

-1
ain ez} _ e f E F
(o o) =0 (o)

Fazendo alguns calculos, encontra-se:

-1
E F —
_D G F
F G -F FE
—-F E F
Onde ¢ é a matriz adjunta de e
-F FE F G

é o determinante da sua inversa.

Temos entao que

Substituindo essa nova relagao acima, temos

a1 a2 - D & f G —F - D fF—eG eF—fE
a2 ag [ g9)\-F FE gF — fG fF —gE

1
Portanto, atendendo a que D = G _F2 0S a;; 530 :
u  fF—eG u _gF - fG u el fE a _ fF—gE
"W EG-F>» "® T EG-F> "' EG-F> "® EG-F?

Para calcular os coeficientes da segunda forma fundamental, vamos proceder da seguinte forma:

Como N é simultaneamente ortogonal a X,, e a X, consideremos as igualdades (N, X,) =0 e

(N, X,) = 0. Derivando ambas expressdes com respeito as variaveis u e v:

(N, Xu)u = (N, Xu) + (N, Xuu) =0
<Na Xu>v = <Nva Xu> + <N qu> =0
(N, Xp)o = (N, X)) + (N, Xpy) =0

Onde estamos a usar a notacao (N, X, ), para a derivada parcial da expressdo com respeito a u e
)

(N, Xy)y a derivada parcial com respeito a v.

Das equacoes acima obtidas, vem:

<Nu7 Xu> = _<N7 qu>7 <N’U7 Xu> = —<N, Xuv>7 <Nv7 XU> = _<N7 va>~
Assim, podemos calcular os coeficientes e, f e g da seguinte forma:
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Xu /\Xv - (XuaXvaqu)
e = (Ny, Xu)=(N,Xuu) = <m,qu> = W
Xu N X, (quX’LMXu’U)
= Nquv = NvXuv = 7»Xu'u =

fo= WX = NXu) = G x5 = " J5e 72
Xu /\Xv _ (Xuyx’uaXU’U)
g = (Ny,X,)=(N,Xu) = (m,xw> =BG

Usamos a notagao

1 X0 A Xoll = VX, Xu) (X, Xo) — (X, X0)2 = VEG — F?

e
<Xu A X’uaqu> = (XuaXU?qu)7
<Xu A XvaXuv> = (XqumXuv)v
<Xu/\Xv7va> = (XuaXvava)'

A partir da representagao matricial de dIV, pela definicao de curvatura de Gauss, é imediato que

eg — f?
K = det(aij> = m

Quanto & curvatura média, sabendo que dN tem os valores proprios —ki, —ko, entao, k1 e ko

satisfazem a equagao
dN(w) = —kw = —kI(w), para algum w € T,,S,w # 0,

onde [ é a aplicacao identidade. Resulta que a aplicagao linear d\N + kI é nao invertivel. Logo, o

k
det a1 + a12 —0
az1 az + k

seu determinante é nulo, ou seja:

O mesmo que

k* + k (a11 + a22) + ar1a2e — as1aiz = 0

Essa equagao quadratica tem raizes k1 e k2, 0 que nos leva a concluir que

a1 + ass = — (k1 + k2), isso implica que

1 1 1eG — 2fF + gE
H = §(k1 + ko) = —5((111 + ag) = 3T EG_F

sendo
kE* —2HE+ K =0,

e, portanto,

k=H++VH?2-K
onde a Curvatura Gaussiana K = det(a;;) = ai1a22 — a21a12.

Exemplo 4.1.1. Calculemos a curvatura Gaussiana dos pontos do toro, cobertos pela parametri-
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Zagao

X (u,v) = ((a + rcosu) cosv, (a + rcosu) senv, r senu) ,
O0<u<2m 0<v <27

O calculo de e, f, g implica o conhecimento de N e, por conseguinte, dos vetores coordenados X,

e X, e suas derivadas com respeito a u e v.

X, = (—rsenucosv,—r senu senv,r cosu)

X, = (—(a+rcosu)senv,(a+ rcosu)cosv,0)
Xuw = (—rcosucosv,—rcosusenv, —r senu)
Xuw = (rsenusenv, —r senucosv,0)
Xw = (—(a+rcosu)cosv,—(a+ rcosu)senv,0).

Com estes valores, calculamos os coeficientes da primeira forma fundamental:
E=(X,,X,) =7 F=(Xy,X,) =0, G=(X,,X,) = (a+rcosu)

Como || Xy A X, = (X, Xu)( Xy, Xy) — (X4, X,)?, substituindo o membro direito dessa igual-
dade pelos coeficientes da primeira forma fundamental, implica que || X, A X,| = VEG — F2.

Calculemos agora os coeficientes da segunda forma fundamental.

X, AN X, X, AN X, r%(a + rcosu)
e = (N Xw) = <Xu/\Xq,’X”u> - <m7qu> - r(a+ rcosu) -
f_ XX |
r(a + rcosu)
(X, Xy, Xow)
g = m:cosu(aJrrcosu).

Com esses dados, calculamos finalmente a curvatura de Gauss:

- eg—f* cos u
 EG-F?2 r(a+rcosu)’

T 3r )
Quando u assume os valores 5 e > nos paralelos , a curvatura K é nula ao longo desses paralelos;

3
os pontos desses paralelos sao parabodlicos. Na regiao do toro dada pela condigao g <u< g, K

é negativa (note que r > 0 e a > 0); os pontos dessa regido sao, portanto, hiperbolicos. Na regiao

0 us . , " . .
dada por 0 < u < 3 ou o5 < wu < 2w, a curvatura Gaussiana é positiva e os pontos sao elipticos.

Ponto parabélico

Ponto eliptico

Figura 4.1: Classificaggdo dos pontos do toro.
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Exemplo 4.1.2. Seja P = {(z,y,2) € R?; 2 =0} o plano zy e seja X : U — P uma parametriza-
¢ao de P dada por

X(p,0) = (pcosb, psend,0)

onde
U=1{(p,0) €R*p>0,0<86<2r}.

Temos:
X, = (cosf, senh,0), Xg = (—psenb,pcosh,0)
Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E=(X,,X,)=1, F=(X,,Xg) =0, G=(Xy,Xg) = p2

Temos também:

Xop =1(0,0,0), X,9=(—senb, cos0,0), Xgg=(—pcosh,—psend,0)

X, AN Xo (0707[))
N(p,0) = —=2 = =(0,0,1

Vamos calcular os coeficientes da segunda forma fundamental:

e=(N,Xp) =0, f=(N,Xp9)=0, g=(N,Xgp9)=0

Assim,

2
Kiegfzg2

= — :O
EG-F2

e todo ponto do plano é planar. Como dN(p,0) =0V (p,8) € U, entao, as curvaturas principais,

ki1 e ko, sao ambas nulas e assim, a curvatura média H = 0.
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Capitulo 5

Superficies regradas

Existem véarias classes especiais de superficies que podem tornar-se interessantes por si mesmas ou
cujo estudo exibe belos exemplos do poder e das limitagoes dos métodos diferenciais aplicados em
geometria. Entre as varias classes, podemos citar as superficies de revolugao, superficies paralelas,
superficies minimas e superficies regradas [8]. Neste estudo, apresentaremos alguns exemplos e
propriedades interessantes das superficies regradas e uma classificacao parcial de uma subclasse,
as superficies regradas desenvolviveis [5]. Como exemplos de superficies regradas temos o cilindro,
o cone, a superficie tangente, o hiperboloide de uma folha, o paraboléide hiperbdlico, o helicéide e

a faixa de Mobius.

Defini¢ao 5.0.1. Uma familia (diferencidvel) a 1-parametro de retas {a(t), w(t)} ¢ uma corres-
pondéncia que associa a cada t de um intervalo aberto de R um ponto a(t) € R® e um vetor
w(t) € R w(t) # 0, tais que ambos «a(t) e w(t) sejam diferencidveis em ¢t. Para cada t € I, a

reta Ly = a(t) + vw(t), que passa por a(t) e que é gerada por w(t) é chamada a reta da familia

{a(t),w(t)} em t.

Definigao 5.0.2. Uma superficie regrada é uma superficie gerada por uma reta movendo-se ao
longo de uma curva «, mais precisamente, uma superficie regrada é a superficie parametrizada por
X:IxJCR2 = R3 I,J abertos de R, definida por

X(t,v) = a(t) + vw(t),

onde a: I — R3 e w: I — R3\ {(0,0,0)} sdo aplicagoes diferencidveis. Dizemos, nestas condigdes,

que a superficie regrada ¢é gerada pela familia a um parametro de retas {«(t), w(t)}

Os vetores tangentes coordenados sdo dados por:

As retas Ly = a(t) + vw(t) sdo chamadas as geratrizes e a curva «(t) é uma diretriz da superficie
X. Admite-se a possibilidade de que a superficie X tenha pontos singulares, isto &, pontos (to, vo)
tais que X (to, vo) A Xy (to, v0) = 0, isso possibilita-nos incluir as superficies tangentes (que também

podem ter auto-intersecgdes) e cones.

5.1 Exemplos de superficies regradas parametrizadas

Exemplo 5.1.1. (Cilindro Generalizado)

Um Cilindro generalizado ¢ uma superficie regrada gerada por uma familia a 1-parametro de retas
{a(t),w(t)},t € I, onde a(t) esta contida em um plano 7 e w(t) é uma direcgio fixa em R?® nao

paralela & .
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Uma parametrizagao para o cilindro pode ser dada por
X(t,v) = a(t) + or,

com w(t) =, onde r € R?\ {(0,0,0)} é um vetor fixo nao paralelo a .

Figura 5.1: Cilindro generalizado.

E habitual considerar-se o cilindro dado com a circunferéncia como directriz, tal como apresentamos
na figura acima. No caso do cilindro generalizado, a directriz pode nao ser uma circunferéncia,
pode ser qualquer curva fechada. Mais, nao é obrigatorio que a directriz seja uma curva fechada,
é suficiente considerar-se av uma curva plana e o campo de vetores w(t) = r ndo paralelo ao plano
da curva «. Além disso, o campo de vetores nao precisa ser obrigatoriamente ortogonal ao plano

da curva directriz, .

X(t,u) = (t,4cos(t),0) +u(1,2,—1)

Figura 5.2: Cilindro generalizado.

Exemplo 5.1.2. (Cone Generalizado)
Um cone generalizado é uma superficie regrada gerada por uma familia {«(t),w(¢)},t € I, em

que «(t) esta contida em um plano 7 e todas as geratrizes L; passam por um ponto p € R? ndo
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pertencente ao plano w. O ponto p chama-se vértice do cone. Como p pertence a todas as geratrizes

Ly, entédo, para cada t € I, existe vg = vg(t) € R tal que
p=at) + vow(t) = a(t) = p — vow(t).
Assim, uma parametrizacio para o cone generalizado é dada por
X (t,v) = a(t) + vw(t) = p — vow(t) + vw(t) = p+ (v — vo)w(t).
Fazendo u(v) = (v — vg), obtemos outra parametrizagdo do cone generalizado, dada por:
X(t,u) =p+ u(v)w(t),

onde p é o vértice do cone.

Figura 5.3: Cone generalizado.

Como se trata de cone generalizado, a curva fechada pode nio ser uma circunferéncia. Além disso,

a curva pode nao ser fechada.

N(u) = (1,0 1) +a(t? 04+ 2,0% %)

Figura 5.4: Cone generalizado.
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Exemplo 5.1.3. (Hiperboléide de uma folha)

Sejam S' o circulo unitario 22 + %2 = 1 no plano Ozy e a: I — R? uma parametrizacdo de
2?2 + y?> = 1 pelo comprimento de arco. Para cada s € (0,27), considere w(s) = a'(s) + e3
onde ez é um vetor unitario do eixo z. A superficie regrada gerada pela familia {a(s),w(s)}
¢ um hiperboloide de uma folha. De facto, dado a(s) = (cos(s), sen(s),0),0 < s < 27 uma
parametrizacao pelo comprimento de arco de S!, temos que o/(s) = (— sen(s), cos(s),0) e w(s) =
a/(s) + e = (— sen(s),cos(s),0) + (0,0,1) = (— sen(s), cos(s),1). Logo,

X (s,v) = a(s) +vw(s) = (cos(s) — v sen(s), sen(s) + v cos(s),v)
E facil observar que as coordenadas x(s, v),y(s,v), z(s,v) de X (s,v) verificam a equacio do hiper-

boléide z2(s,v) + y?(s,v) — 22(s,v) = 1, para todo (s,v) € I x R. Portanto, o trago de X (s,v) é

um hiperboléide de uma folha, como desejado.

Figura 5.5: Hiperboloide de uma folha.

Em geral, podemos ter superficies regradas parametrizadas com mais de uma familia de geratrizes.

Isso motiva-nos a apresentar a seguinte definicao.

Definigao 5.1.1. Uma superficie regrada diz-se duplamente regrada se for parametrizada por duas

familias de geratrizes distintas.

Voltando ao caso do hiperboloide de uma folha, constatamos que é uma superficie duplamente

regrada. Considerando w(s) = —a/(s) + e3 teremos a superficie regrada

X (s,v) = a(s) + vw(s) = (cos(s) + v sen(s), sen(s) — vcos(s),v),

cujo trago também satisfaz 2%(s,v) + y%(s,v) — 2%(s,v) = 1. Esse facto mostra que o hiperboléide

de uma folha tem duas familias de geratrizes.

Exemplo 5.1.4. (Helicéide)
O helicoide é uma superficie regrada gerada por uma familia {a(t),w(t)}, em que a é a hélice

parametrizada por
a(t) = (cos(t), sen(t),t)
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w(t) = (cos(t), sen(t),0),t € R,

ou seja, é a superficie formada por todas as retas paralelas ao plano Oxy que unem cada ponto do

eixo z com o ponto da hélice situado & mesma altura.

Figura 5.6: Helicoide.

Assim, uma parametrizagao para o helicdide é dada por:

X(t,v) = a(t) + vw(t) = (cos(t), sen(t),t) + v (cos(t), sen(t),0)

= ((14+v)cos(t), (1 +wv)sen(t),t),(t,v) € R

Exemplo 5.1.5. (Paraboléide hiperboélico) Pretendemos mostrar, nesse exemplo, que o para-
boléide hiperbdlico

s 22 P
S=4(z,y,2) ER’: — — = = z,com a,b € R\{0}

az b2
é uma superficie regrada. Fazendo uma mudanca de variaveis, podemos representar o paraboloide S
num sistema de coordenadas ortogonais (u, v, w) de modo que a equagéo seja dada por w = kuwv, k #

0. Mais precisamente, trocando o sistema de coordenadas (z,y, z) por (bzx,ay, z) e fazendo uma

s

rotacao desse novo sistema de coordenadas por um angulo de 7 radianos, em torno do eixo z, no

sentido horéario, obteremos:

u cos(%) sen(§) 0 bx u = gbx + ?ag
v|=]-sen(]) cos(}) O||ay| =14 v = —?bm—i—gay
w 0 0 1 z w o= z
Resolvendo esse sistema de equacoes em ordem a z , y e z temos:
u—v U+ v
r=—", = —, e Z=w.
/2 Y a2
2?2
Substituindo estes valores na equagéo inicial do paraboléide, — — 2= z, teremos para 0 novo
a
-2 —2
sistema de coordenadas ortogonais: w = Tbqu = w = kuv,k # 0, onde k = P Mostramos
a a
2 2
x
assim que todo paraboldide hiperbolico z = — — 2;727 em que a,b € R\ {0}, pode ser representado
a
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num sistema de coordenadas ortogonais (x',y’, 2’) pela equagao 2’ = kx'y’, k # 0.

Figura 5.7: Paraboléide hiperbdlico.

Vamos mostrar que o paraboldide hiperbolico é uma superficie regrada gerada por uma familia a
1-parametro {a(t), w(t)}. Para o efeito, observamos que as retas y = i,x =t, paracadat # 0
pertencem ao paraboldide. Considerando a intersecgdo desta familia de retas com o plano z = 0,
obtemos a curva a(t) = (¢,0,0). Tomando esta curva como diretriz e os vetores unitarios paralelos

z
as retas y = 5 C = t, obtemos a familia a 1-parametro de retas {«(t),w(t)}, dada por

(0,1, kt)

a(t) = (t,0,0) e w(t) = Nipw=r

que gera a superficie regrada

v vkt
X(t,v) =aft) +vw(t) = (¢, , ,t,v € R
(tv) = al) () ( V1 + k2t2 \/1+k2t2>

cujo trago coincide com o paraboldide S.

Definigao 5.1.2. (Superficie tangente)

Seja a: I — R? uma curva parametrizada regular. A superficie
X(t,v) = a(t) +vd'(t), (t,v) € I X R,

é a superficie regrada gerada pela familia a 1-parametro de retas {«(t), ' (t) }, denominada superficie tangente

da curva «a(t).

Exemplo 5.1.6. Vamos obter a superficie tangente da hélice parametrizada por a(t) = (cost, sent,t).
O vetor tangente a esta curva é o'(t) = (— sent, cost, 1) # (0,0,0),0 < ¢t < 27; «a(t) é regular, e

temos entao a superficie tangente da hélice dada por

X(t,v) = a(t) + va'(t) = (cost — v sent, sent + vcost,t +v),(t,v) € I x R.

Exemplo 5.1.7. (Faixa de M&bius)

A faixa de Mobius é uma superficie regrada gerada por uma familia {a(¢),w(t)}, em que « é a
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Figura 5.8: Superficie tangente da hélice.

circunferéncia dada por
a(t) = (3sen(t),3cos(t),0), 0 <t < 2w

e w(t) é o vetor definido por

t t t
w(t) = (— sen(i) sent, — sen(i)cos(t),cos(i)).
Assim, a faixa de Mobius é parametrizada por

X(t,v) = alt)+ow(t)

= (3sen(t),3cos(t),0)+v (— Sen(%) sen (t), — Sen(%) cos(t), cos(é))

- <(3 v sen(;)> sen (f), (3 v sen(;)> cost,vcos(;)> L0<t<2muveR

Figura 5.9: Faixa de Mobius.
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5.2 Curva de estricao
Faremos o estudo de algumas propriedades das superficies regradas.

Definigao 5.2.1. Uma superficie regrada parametrizada por X (¢,v) = a(t)+vw(t) é dita néo-cilindrica

se w'(t) # 0, ou seja,se w’(t) nio é constante em 1.

Queremos mostrar, com o estudo a seguir, que, pelo menos, para superficies regradas que satisfazem
uma certa condigao razoével, as singularidades de uma tal superficie (caso existam) concentram-se

ao longo de uma curva desta superficie.

Lema 5.2.1. Seja X: I x J — R?, definida por X (t,v) = a(t) + vy(t), uma parametrizacio de

uma superficie regrada nao-cilindrica. Entao, X possui uma reparametrizacao da forma
X(t,0) = A1) + vu(t),
onde ||lw(t)|| =1 e (5'(t),w'(t)) = 0.
De(rr)lonstragéio: Por defini¢do, a fungao diferenciavel v ndo se anula em I. O versor de (i),
y(t

@l
X, de X, dada por

dé a mesma direcao e sentido de 7. Deste modo, podemos definir uma reparametrizagao,

)?(t,@:)?(t, v ):a(t)+v )

[elell @l
= - t
Nestas condigdes, X tem o mesmo trago de X. Fazendo w(t) = ||’Y§t;|| , podemos escrever
v
X = a(t) 4+ vw(?).
Por construgao, |w(t)| = 1, segue que (w(¢),w’(t)) = 0. Queremos obter uma curva parametrizada

3, contida no trago da superficie regrada X, de modo que (B'(t),w'(t)) =0, paratodot € I. Assim,

teremos

B(t) = alt) + n(tyu(t), (5.2)

para alguma fungao real u(t).

Supondo a existéncia de tal curva 3, temos que:
B(t) =/ (t) + 1/ (R)w(t) + pt)w'(t). (5.3)

Fazendo o produto interno da equagao (5.3) com w’(t), teremos:

0= (8'(t),w'(t)) = (/ (1), w' () + p (w(t), w' (1)) + p(w' (), w' (1)) (5-4)

=0

Como a superficie regrada é nao-cilindrica, 4/(t) # 0, para todo t € I e, em consequéncia disso,

ambém w’ 0, uma vez que w(t) = ()
tambem w(t) 7 et = pa
De (5.4)), p = wu(t) fica definida por
_ @), w'(®) (o), w'(t)
M= Ty - WO (5)
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Substituindo 1} em , definimos 8: I CR — X’, por

B(t) = a(t) - Www

obtendo uma curva parametrizada, contida na superficie, que satisfaz a condigao
(B'(t),w'(t)) = 0.

Definindo, por fim,

X(t,v) = X(t,u(t)+v)
= aft) + (u(t) +v) w(t)
= a(t) + pt)w(t) +vw(t)
=5(1)
= B(t) +vw(t)

obtemos uma reparametrizacao de X e, consequentemente, uma reparametrizagao de X, satisfa-

zendo as condigoes pretendidas. Wi
Definigao 5.2.2. Seja X uma superficie regrada nao-cilindrica dada por
X(t,v) = a(t) + vw(t).

A curva )
@ w
Bt) = a(t) — — S w(t)
[[w’ ()|
é chamada curva (ou linha) de estri¢iao da superficie regrada X, e os pontos dessa curva sdo cha-

mados pontos centrais da superficie regrada.

Proposicao 5.2.1. A curva de estri¢gdo, 5(¢), da superficie nao-cilindrica X nao depende da

escolha da diretriz o dessa superficie.

Demonstragao: Seja @ uma outra diretriz da superficie regrada, isto é, vamos supor que para
todo (t,v) € I x J, vale
X(t,v) = a(t) + vw(t) = a(t) + sw(t), (5.6)

para alguma fungdo s = s(v).

Temos assim
IR CUORTIOM

B(t) = alt) - me,

as curvas de estrigdo correspondentes as diretrizes a(t) e @(t), respetivamente. Resulta que

B6) — Bl0) = alt) —a(n) + UL 6.7

Temos também, de (5.6)), que
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Substituindo essa expressao em (5.7]), obtemos

500 - B) = [(o o)+ L O

e G
FS A PO }(“

= [(s—v)+ (v —s)]w(t) =0.

o que implica 3(t) = B(t), para todo t € I, como queriamos demonstrar. [

5.2.1 Exemplos de curvas de estricao de algumas superficies regradas

Exemplo 5.2.1. (Curva de estricdo do cone generalizado)

Queremos obter a curva de estri¢do (t) do cone generalizado parametrizado por
X(t,v) =p+ovw(t).
A diretriz desse cone é um ponto, a(t) = p, logo, o/(t) = 0. Temos que

@) @)
M= werE - wor -

Logo,
B(t) = a(t) + p(tyw(t) = p+ 0w(t) = p (5.8)

para todo ¢t € I. Portanto, a curva de estricao do cone generalizado é uma curva degenerada em

um ponto, que é o seu vértice.

Exemplo 5.2.2. (Curva de estri¢do do hiperboléide de uma folha)

Consideremos o hiperboldide de uma folha dado por
X (s,v) = (cos(s) — v sen(s), sen(s) 4+ vcos(s),v)

gerado pela diretriz a(s) = (cos(s), sen(s),0) e pelo vetor w(s) = (— sen(s), cos(s),1),s € (0,2x).
E facil verificar que a(s) é uma curva contida no hiperboléide dado pela parametrizacio X. Con-
sideremos z(s)% +y(s)? — 2(s)? = 1, a equagao do hiperboléide de uma folha. Com efeito, de a(s),

fazendo x(s) = cos(s), y(s) = sen(s) e z(s) = 0, teremos:
z(5)? 4+ y(s)? — 2(s)* = cos(s)? + sen(s)* = 1,

pelo que, a(s) é a curva plana cujo trago é a circunferéncia unitaria S', no plano z = 0, e satisfaz

a equagao do hiperboldide de uma folha. Fazendo
(d'(s),w'(s)) = {(— sen(s), cos(s),0), (— cos(s), — sen(s),0)) =0, 0 < s < 27.

Também,
||w’(s)||2 = ((— cos(s), — sen(s),0), (—cos(s), — sen(s),0)) =1

Logo,

(o/(t), w' (1))

HO = TamE O
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e, portanto, a curva de estrigao

B(s) = als) + p(s)u(s) = als).
—
=0
Assim, a curva de estricao § do hiperboloide de uma folha é a propria diretriz «, ou seja, é a

circunferéncia unitéaria z2 + y? = 1 no plano z = 0.

Exemplo 5.2.3. (Curva de estri¢cdo do helicéide)

Seja o helicdide S dado pela parametrizacao
X (t,v) = (1 +v)cost, (1 +v) sent,t), (t,v) € R

Ja vimos que é gerado pelas curvas «(t) = (cost, sent,t) e w(t) = (cost, sent,0). Temos, o’ (t) =

(— sent,cost, 1) e w'(t) = (— sent,cost,0). Logo,

(o (1), w'(t))
lw' (#)]1?
((— sent,cost, 1), (— sent,cost,0))
1
= —(sen’t + cos?t)

= -1

u(t) = -

Temos entao que a curva de estrigao do helicéide é dada por

Bt) = alt)+pt)w)
= at) —w(t)
= (cost — cost, sent — sent,t —0)

= (0,0,8),t € R.

A curva de estricao do helicoide dado acima é o eixo z. Podemos entao reparametrizar o helicoide

usando como curva diretriz a sua curva de estri¢ao:

X(t,v)

(0,0,t) + v(cost, sent,0)

= (vcost,vsent,t),(t,v) € R%

Exemplo 5.2.4. (Curva de estri¢do do paraboléide hiperbélico)

Ja vimos, em (j5.1)), que o paraboloide hiperbélico é uma superficie regrada gerada pela familia

(0,1, kt)

A curva «(t) esta contida no paraboloide e verifica (o/(t),w’(t)) = 0,Vt € I. Nesse caso,

_ (@), w'(t)
O = = e

a(t) = (¢,0,0) e w(t) =

=0

e a curva de estricdo 8(t) é dada por
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que coincide com a propria diretriz a(t) = (¢,0,0), ou seja, a curva de estrigdo do paraboloide

hiperbdélico é o eixo x.

Exemplo 5.2.5. (Curva de estricdo de uma superficie tangente)
Vamos mostrar que a curva de estricdo de uma superficie tangente de uma curva é a propria curva.
Seja a: I — R3, uma curva parametrizada regular. Consideremos a superficie tangente & curva a,

dada pela parametrizagao
X (s,v) = a(s) +va'(s), (s,v) € I x R.

Sem perda de generalidade, suponhamos que «(s) estd parametrizada por comprimento de arco,

isto &, ||&/(s)|| = 1,V¥s € I. Temos que as geratrizes tém a diregdo do vetor
w(s) = a'(s) = w'(s) = " (s).

Como o'(s) é unitario, resulta que (a/(s),a”(s)) = 0,Vs € I. Logo,

 @WEas) | (a(s)a"(s)
M) =" o@lE — e@E

Portanto, a curva de estrigao

Bs)=als)+ pls)uls) =als) (5.9)

=0, pois pu(s)=0

Concluimos assim que a curva de estrigdo de uma superficie tangente de uma curva coincide com

a propria curva.

5.3 Curvatura Gaussiana de Superficies regradas

Teorema 5.3.1. Em pontos regulares, a curvatura Gaussiana K de uma superficie regrada nao-
cilindrica satisfaz K < 0 e € zero apenas ao longo das geratrizes que intersectam a curva de estri¢do

em um ponto singular.

Demonstragao: Considere a superficie regular S C R?, regrada néo-cilindrica, dada pela para-
metrizagao

X (t,u) = B(t) + vw(t), (t,u) € I x J, (5.10)

onde ((t) & a sua curva de estrigio, w'(t) # 0 e |Jw(t)|| = 1, para todo t € I. Calculando os vetores

tangentes coordenados, teremos:
Xi(t,u) = B'(t) + uw'(t) e X, = w(t)
Xi(t,u) A Xy (t,uw) = B'(t) Aw(t) + uw' () Aw(t) (5.11)
Como o vetor w(t) é unitario, temos, por derivacio com respeito a ¢ que
(w'(t), w(t)) = 0. (5.12)
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Por outro lado, a diretriz 3(¢) é a curva de estrigdo da superficie, portanto,

(8 (), (1)) = 0. (5.13)

Pela propriedade do produto vetorial, o vetor '(t) A w(t) é perpendicular a §'(t) e a w(t); igual-
mente, de (5.12)) e (5.13)) o vetor w’(¢) é perpendicular a 5'(t) e a w(t), logo

B'(t) Aw(t) = At)w'(t), (5.14)

para alguma funcao real A(t).

Substituindo (5.14) em (5.11)), teremos:
Xi(t,u) A Xy (t,u) = At)w' (t) + uw' () Aw(t),

e, consequentemente:

1Xe(t,u) A Xu(t )P = [IA@E)W () + uw'(8) Aw(B)]?
= QAW () + uw' () Aw(t), AB)w' () + uw' (t) Aw(t))
= Q@' (), A(O)w' (1)) + A’ (), uw' (£) Aw(t)+)

)
+{uw' (t) Aw(t), \t)w' (t)) + (uw'(t) A w(t), uw'(t) A w(t))

= M)W (t),w (1)) + 22 () uw' (t),w' (t) Aw(t)) +
+ w(w' () Aw(t), w'(t) Aw(t)).
(5.15)

Considerando, em ([5.15)), que
o (w'(t),w'(t)) = [l ()]
o (w'(t),w'(t) ANw(t)) =0 (Propriedade do produto vetorial)

o (w'(t)Aw(t), w' (t)Aw(t)) = [lw' @) [lw®)]® - (w' (), w(t)® = [w' #)]?, pois [w(t)| =1 =

1Xe(t,w) A Xu(tw)l* = X (0w’ (07 + w? [’ @)1 = (A (2) +u?) [Jw' (0] (5.16)

Fixando (to,uo) € I x J, os pontos singulares da superficie X sdo aqueles tais que X;(to,ug) A
X (to, uo) = 0, 0 mesmo que || X, (to, uo) A Xy (to, uo)|| = 0. Comparando esta igualdade com (5.16)),

tendo em conta que w’'(t) # 0,Vt € I, teremos:

1Xe(to, wo) A Xu(to,uo)| = 0= (N*(to) +u?) [[w'(to)|* =
= M) +ul=0<= Ntg) =u=0

Quando u = 0, os pontos da superficie situam-se ao longo da sua curva de estri¢ao, 5(t), e eles
serdo singulares se, e somente se, A\(tp) = 0, ou seja, os pontos singulares situam-se ao longo da
curva de estricao da superficie.

A seguir, vamos calcular a curvatura de Gauss da superficie regrada da superficie nos seus

pontos nao-singulares.
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O campo normal é dado por

Xe(t,u) N Xy(t, u)
N = Rt A Xl wl
_ AW (t) + uw' (¢) A w(t) 517
VAR(E) + u?f|lw'(2) 47
Xew(t,u) = w'(t)
X(t,u) = »BH(t) + uw”(t)
Xuu(t,u) = 0

Calculo dos coeficientes e, f, g da segunda forma fundamental:

ABw'(t) + uw'(t), B (t) + uw”(t))

e = (N(tu), Xu(t,u)) =
(N (2, ), Xea(t,w)) V(D) + 2w (8)]
(! (£), Mt (1) + uw! (1) A w(t))
= N ,U,Xtu yU)) =
fo= AN, Xt w) VR + 2w ()]
2O @OI
A2(t) + u?
g = (N(tu), Xuu(t,u) = (N(t,u),0) = 0

Consideremos ainda a igualdade
||Xt(t U) N Xy (t U)||2 <Xt(t U) Xt(tau)><Xu(t7u)aXu(t7u)> - <Xt(t7u)7Xt(ta u)>2 =FEG - F23

onde F, F e (G sao os coeficientes da primeira forma fundamental. Portanto, a curvatura de Gauss,
K, é dada por

()l ()]
e A O E R ()

K(t,u) = EG-F2 (20 +a@) [w®2  O2(t) + u2)?

<0 (5.18)

Se a curvatura de Gauss num ponto X (¢, ug) da geratriz for nula, ela serd nula em todos pontos
dessa geratriz. E facil verificar que K (tp,u) = 0 implica, necessariamente, A(ty) = 0. Com efeito,
fixando tg € I, obtemos a geratriz Ly, (u) = X (to, u) = B(to) + uw(to),u € J. Assim, X (tg,u) sdo
todos os pontos da geratriz L, com A(ty) = 0, independentemente da variavel u, o que nos permite
concluir que todos os pontos desta geratriz possuem Curvatura de Gauss nula. Em particular, a
geratriz intersecta a curva de estricgdo no ponto singular X (¢, u), com v = 0. 1

Fazendo o produto interno de com w'(t), teremos (B'(t) A w(t),w'(t)) = (A(H)w'(t),w'(t)),

de onde:

,Vt e 1.

Definigao 5.3.1. Seja X: I x J — R3, definida por X (t,u) = B(t) + vw(t), uma parametrizacio
de uma superficie regrada nao-cilindrica, onde 3(t) é a sua curva de estrigio. A fun¢do A = A(t),

definida por
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(6"(t) N w(t), w'(t))
[’ ($)11?

A(t) = Vel (5.19)

é chamada pardmetro de distribuicao de X.

5.4 Interpretacao geométrica da curva de estricao

Nesta sec¢ao, vamos mostrar que a curva de estricao é o lugar geométrico dos pontos da superficie
regrada nao-cilindrica, onde o modulo da curvatura Gaussiana, K (¢, u), assume o seu valor maximo

para cada ponto ¢ fixado do intervalo I. Para o efeito, vamos usar a equagao

N*(t)

Kitw) = =58y + )2

obtida no teorema ([5.3.1]).

Como os pontos de uma geratriz sao os pontos regulares da superficie, com excep¢ao possivelmente

ao ponto central, entdo fixando ¢y € I, teremos Ly, = S(to) + uw(to), e:
A2 (t
K(to,u) = —% = |K(to,u)| = |-

(eits)
(A2(to) + u?) A2(to) +u2)

Se tivermos A(tg) # 0, a funcdo |K(to,u)| é continua sobre a geratriz L;, e assume o seu valor

A2(to)
(A%(to) + u?)?

2

maximo quando o seu denominador é minimo. Com efeito, o seu denominador, (A\%(tg) + u?)?, &
minimo no ponto em que u = 0, isto é, no ponto central, 5(¢y) da superficie regrada nao-cilindrica.
Portanto, a curva de estricdo de uma superficie regrada nao-cilindrica é o lugar geométrico dos
pontos onde as fungdes modulo da curvatura Gaussiana, |K (¢, )|, assumem seus valores méaximos.
Por outro lado, considerando os pontos sobre a geratriz L, que sao simétricos em relacao ao ponto
central, 5(tg), ou seja, os pontos, X (tg, —u) e X(tg,u), u # 0, temos que:

A (to) A?(to)

Ko=) = ot + (P =~ ot v~ K0

isto é, a curvatura de Gauss, K, de uma superficie regrada nao-cilindrica assume os mesmos valores

em pontos sobre uma geratriz fixada que sdo simétricos em relagdo ao ponto central, 5(¢9). Daqui

decorre a justificagdo da designacao "central" para os pontos da curva de estri¢ao.

Exemplo 5.4.1. No exemplo (5.2.2)) vimos que o hiperboldide de uma folha dado pela parametri-
Zagao

X(s,v) = (coss — v sens, sens + vcoss,v), V(s,v) € I x R,
tem como curva de estrigdo a circunferéncia unitaria no plano z = 0 parametrizada por 5(s) =

cos s, sens,0), sendo w(s) = (— sens,cos s, 1). Fixado s = T obtemos a geratriz
0 d 1). Fixad > g

Lr(v) = X(g,v) = (—v,1,0) = (0,1,0) + v(—1,0,1).
2

Os pontos X(g, H=(-1,1,1)e X(g, —1) = (1,1, —1), pertencentes a esta geratriz, sao simétricos
em relagdo ao ponto central X(g, 0) = (0,1,0). Derivando 8 e w obtemos
B'(s) = (— sens,coss,0) e w'(s) = (—cos s, — sens, 0),
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e portanto §'(s) A w(s) = (coss, sens,0). Logo,

(B'(s) ANw(s),w'(s)) = {((coss, sens,0),(—coss,— sens,0)) =—1
Assim, o parametro de distribuigao da superficie X é

o B Aws) w(s) 1 ‘o
A(s) [ ()] T 1, 0<s<2m.

Ja observamos, no Teorema , que as singularidades de uma superficie regrada nao-cilindrica
situam-se sobre a sua curva de estricao e ocorrem se, e somente se, a sua fungao paradmetro de
distribui¢do, A(s), for nula. No caso do hiperboloide de uma folha, A(s) = —1, o que permite
concluir que esta superficie ndo possui pontos singulares. Calculemos agora a curvatura em fungao
do parametro de distribuigao.

A2(s) -1

K(s,v) = ~02(s) + 07 = 507 V(s,v) € (0,27) x R.

. . . m ™ . . ~
Assim, nos pontos acima considerados, X (5, —HeX (5, 1), simétricos em relagio ao ponto central,

X(g, 0), temos:

T
Com este exemplo, mostramos que a curvatura de Gauss tem os mesmos valores nos pontos (=, —1)

2

T 7T
e (5, 1) da geratriz Ln (v), que sdo simétricos em relacdo ao ponto central, (5, 0), situado na curva

2
de estrigao do hiperboloide de uma folha. Mais, é facil verificar que o médulo da curvatura de

Gauss é méaximo no ponto central X(g, 0) sobre a geratriz L (v) :
2

K(5.0) = ~1 = |K(5,0) = 1.

5.5 Superficies regradas desenvolviveis

Definigao 5.5.1. Seja X (t,v) = a(t) + vw(t) uma superficie regrada, ndo necessariamente nao-
cilindrica, gerada pela familia a 1l-parametro {a(t),w(t)}, com |jw(t)|| = 1. Dizemos que a

superficie X € desenvolvivel se (w(t),w’'(t),d/(t)) = 0.

A proposicao seguinte permite-nos dar uma interpretagao geométrica das superficies regradas de-

senvolviveis.

Proposigao 5.5.1. Se uma superficie regrada é desenvolvivel entao a sua curvatura Gaussiana,

K, é identicamente nula em todos os pontos regulares.

Demonstragao: Seja X(t,v) = «t) + vw(t) uma superficie regrada desenvolvivel, ou seja,

(w,w’,a’) = 0. Nos pontos regulares da superficie X, temos:
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Xi(t,v) = d(t) +ovw'(t)
X,(t,v) = w(t)
Xi(t,v) A Xy(t,v) = o (¢) Aw(t) +vw'(t) Aw(t)
Xu(t,v) = (1) +ovw”(t)
Xpo(t,v) = 0
Xi(t,v) = w'(t)

O campo unitério normal & superficie é dado por

X (t,v) A Xy(t,v)
|1 X (t,v) A Xy (2, 0)

N(t,v) =

Assim, os coeficientes da segunda forma fundamental, e, f, e g sdo:

e(t,v) _ (Xtt(t,v),N(t,v» _ <Ot”(t) + vw”(t)’ o/(t A U)(t)) + vw’ t) /\w(t)>

(
||.th(t7 ’U) A Xv(ta ’U) H
f(t, Q}) = <Xtv (t7 ’U), N(t, 'U)> = <w/(t)a = (tﬁ)ﬁtzs?)t\ﬁv ((E)U/; w(t)

g(t,’l)) - <va(tvv)aN(t’v)> - <63N(t’v)> =0

Desenvolvendo a expressao de f, teremos:

f(tw) = <Xtv(tvv)aN(t>U)>=<w/(t)a0/(t

1 , )

= KGN K (w'(t), o/ (t) Aw(t))
1 / /

- 1 X (t,0) A Xy (8, 0) ]| (' (t) ANw(t), w'(t))
1 , /

— 1 X (t,v) A Xy (t,0)| (&' (t),w(t),w'(t))
1

|1 X (t,v) A Xy (2, 0)

YA w(t) + vw' () A w(t) >
[ X (8, v) A X (t, 0]

Os coeficientes f e g da segunda forma fundamental sao nulos em todos os pontos regulares de X

e, portanto, como a curvatura de Gauss é dada por

2
eq —
K(tav) = _EgGi_fFQ(t)U)v

concluimos que K = 0 em todos os pontos regulares. |
Como exemplo de superficies desenvolviveis temos os cilindros generalizados, cones e as superficies

tangentes, como ficara demonstrado mais adiante. Para alguns resultados a seguir, precisaremos

do seguinte lema de &lgebra linear.

Lema 5.5.1. Se vq,...,v; € R™ sao nao-nulos e ortogonais dois a dois, entdo sdo linearmente

independentes.
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Demonstragao: Sejam aj,as...,a; € R tais que
aivy + agve + - - 4+ agvg = 0.
Fazendo o produto interno por v;,j =1,...,k na equagdo acima obtemos
(a1v1 + agua + - - - + agvg, v;) = (0,v;) = 0.
Tendo em conta a ortogonalidade dos vetores, desenvolvendo o lado esquerdo da equagao vem

a;j(vj,v;) = ajllv;[|* = 0.

Como os vetores vj,j = 1,...,k sdo nao nulos, concluimos que a; = 0,5 =1,...,k. I
Vamos agora associar trés superficies regradas associadas a uma curva « com curvatura positiva e

as condigbes para que sejam desenvolviveis [3 [9], tendo em conta a defini¢ao de superficie regrada
desenvolvivel apresentada em (5.5.1)) . S&o elas:

1. Superficie tangente, ja vista em , parametrizada por
X (s,v) = a(s) +vd'(s), (s,v) € I xR,
onde o/(s) é o vetor tangente unitario a curva diretriz, a(s).
2. Superficie normal principal parametrizada por
X (s,v) = a(s) +vn(s), (s,v) € I x R,
onde n(s) é o vetor unitario normal & curva a(s)
3. Superficie binormal, parametrizada por
X (s,v) = afs) + vb(s), (s,v) € I xR,
onde b(s) é o vetor unitario binormal & curva a(s).
Assim, apresentamos a seguinte proposigao.

Proposigao 5.5.2. A superficie tangente é sempre uma superficie desenvolvivel. A superficie
normal principal e a superficie binormal sdo superficies desenvolviveis se e somente se a curva

correspondente é plana.

Demonstragao:

1. Seja a: I — R™ uma curva regular parametrizada por comprimento de arco e consideremos a
superficie tangente
X (s,v) = a(s) +va'(s), (s,v) € I x R.

Como o/ (s) Ao/’ (s) é perpendicular a o/(s), vem (¢/(s),a”(s),a/(s)) = 0. Portanto, X é desen-

volvivel.

2. Para a superficie normal principal, temos que
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(o' (s), w(s),w'(s)) = (d/(s),n(s),n'(s))

Como os vetores t(s) = a/(s), n(s) e b(s) sdo linearmente independentes, este produto interno
6 se anula quando 7(s) = 0, isto é, quando a curva é plana. Reciprocamente, se a curva «(s)
é plana, a normal principal, n(s), pertence ao plano da curva e assim a superficie normal é um

plano, que é uma superficie desenvolvivel.

. Sobre a superficie binormal, temos:

(a'(s), w(s), w'(s)) = (o/(s), b(s), '(s)) = (/' (s),b(s), 7(s)n(s)).

Novamente, este determinante s6 é nulo se 7(s) = 0, isto é, quando a curva, a(s), é¢ plana.
Reciprocamente, se a(s) é uma curva plana, entéo, o vetor binormal, b(s) é constante e, portanto,
b'(s) = 0. Nesse caso, resulta que (a/(s),b(s),b'(s)) sera nulo. Portanto, nessas condigoes, a

superficie sera desenvolvivel. i

Exemplo 5.5.1. Consideremos a curva «: I — R3, parametrizada por comprimento de arco,
definida por
a(s) = (0,cos s, sens),0 < s < 2,

cujo trago é a circunferéncia unitaria contida no plano yz. A curva tem curvatura cons-
tante e igual 1. O vetor tangente a essa curva é dado por o'(s) = (0,— sens,coss) =
a’'(s) = (0, —cos s, — sens). O vetor normal ¢ dado por n(s) = (0, —cos s, — sens) = n’'(s) =
(0, sens, —coss) . O vetor binormal é dado por b(s) = o'(s) An(s) = (1,0,0) = ¥'(s) =

(0,0,0). Assim, podemos parametrizar as seguintes superficies.

1. Superficie tangente

X(s,v) = afs)+vd(s)

= (0,coss, sens)+ v(0, — sens, cos s)
0

,COS S — U sens, sens + vcoss),
é uma superficie desenvolvivel, pois, é trivial que o produto (¢/(s), a”(s),d/(s),) = 0.
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Figura 5.10: Superficie tangente da circunferéncia.

. Superficie normal principal

X(s,v) = afs)+on(s)

= (0,coss, sens)+ v(0, —coss, — sens)
(0

, (1 —v)coss, (1 —v)sens).

Temos que (n(s),n’(s),a’(s)) = ((1,0,0), (0, — sens, cos s)) = 0, pelo que a superficie assim

parametrizada é desenvolvivel.

Figura 5.11: Superficie normal principal da
circunferéncia.



3. Superficie binormal

X(s,v) = afs)+vb(s)

(0,cos s, sens) + v(1,0,0)

= (v,coss, sens),
é uma superficie desenvolvivel, porque

(b(s),b'(s),a'(s)) = ((0,0,0),(0,— sens,coss))
= 0.

Figura 5.12: Superficie binormal da circunferéncia (cilindro).

Conforme demonstrado na proposi¢ao , podemos ilustrar com estes exemplos que a superficie
tangente é desenvolvivel, a superficie normal principal e a superficie binormal sao desenvolviveis
desde que a curva diretriz seja plana. Em particular, com a curva parametrizada considerada vimos
que a superficie tangente e a superficie normal da circunferéncia sao partes de planos, a superficie

binormal da circunferéncia é um cilindro.

No exemplo seguinte, pretendemos ilustrar de forma particular o resultado demonstrado na propo-
sicao (5.5.2)), fazendo alguns calculos. Veremos que ao considerarmos a curva diretriz ndo contida
num plano, a superficie tangente é outra vez uma superficie regrada desenvolvivel, mas a superficie

normal principal e a superficie binormal nao serao desenvolviveis.

Exemplo 5.5.2. Consideremos a curva regular a:: I — R? parametrizada por
a(t) = (t,cost, sent), 0 < t < 2.
Entéo o/(t) = (1, — sent,cost) e &’ (t) = (0, — cost, — sent) = n(t) = n'(t) = (0, sent, — cost).
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Assim, o vetor binormal sera dado por b(t) = (1, sent, —cost) = b'(t) = (0, cost, sent). Logo,

temos

1. Superficie tangente

X(t,v) = aft) +vd/(t) (t,cost, sent) 4+ v(1, — sent, cost)

(t + v,cost — v sent, sent + vcost), (t,v) € I x J.

Daqui, temos que

(w(t),w'(t),d/(t)) = (/(t),a"(t),0/ (1))

= ((1,— sent,cost), (0, —cost, — sent), (1, — sent,cost)) = 0,Vt € I,

sendo X, por definigao, uma superficie regrada desenvolvivel.

Figura 5.13: Superficie tangente da hélice.

2. Superficie normal principal

X(t,v) = a(t)+vn(t) = (tcost, sent)+ v(0,— cost, — sent)
= (t,(1 —w)cost, (1 —wv)sent), (t,v) € I x J.

Temos:

(w(t), w'(t), o'(1)) (n(t), n'(t), o/ (¢))

= ((0,—cost,— sent), (0, sent, —cost), (1, — sent, cost))

(
((1,0,0), (1, — sent,cost)) =1 #0

Portanto, a superficie normal principal desta curva é nao-desenvolvivel.
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Figura 5.14: Superficie normal principal da hélice.

3. Superficie binormal

X(t,v) = a(t) +vb(t) = (t,cost, sent) + v(1, sent,— cost)

= (t+4wv,cost+ vsent, sent —wvcost), (t,v) € I x J.

Figura 5.15: Superficie binormal da hélice.

Fazendo os calculos,

(WD) w'(0).0/(1) = (b(0.¥(1),a/()
=
=

(1, sent,—cost), (0,cost, sent), (1,— sent,cost))
(

1, — sent, cost), (1, — sent,cost)) = 2 # 0,
portanto, superficie binormal da hélice é nao-desenvolvivel.

Neste exemplo, podemos constatar que a superficie tangente da hélice é uma superficie regrada

desenvolvivel. As superficies normal principal e binormal da hélice sdao nao-desenvolviveis, em

conformidade com a proposicao (5.5.2]).
Para o proximo exemplo, precisamos da definigao seguinte.
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Definigao 5.5.2. Seja p um ponto de uma superficie regular S. Chamamos dire¢io assintdtica
de S em p & direcgao de um vetor do espago tangente, 7,5, para a qual a curvatura normal nessa
direcgao seja nula. Dizemos que uma curva regular e conexa, C' é assintdtica de S se para cada

p € C a reta tangente a C' em p é uma diregao assintotica.

Exemplo 5.5.3. Consideremos uma superficie regular S e uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco, a(s), contida em S. Suponhamos que «(s) ndo é tangente a uma dire¢do assintotica,

ou seja, o vetor o’ (s) ndo é uma diregao assintotica, isto é,

u(s) = I(e/(s)) = —(dN (o (s)), @/ (s)) # 0.

Assim N'(s) = dN(c/(s)) # 0 e podemos entfio parametrizar uma superficie regrada por

N(s) AN'(s)
X(s,v) =a(s) +v———~—>, (s,v) €l X J, (5.20)
V' ()l
onde N(s) ¢ o vetor normal unitario a S restrito & curva a(s). A superficie assim parametrizada

é chamada envoltoria da familia de planos tangentes a S ao longo da curva a(s).

Vamos mostrar que X (s, v) é uma superficie desenvolvivel, que é regular numa vizinhanga de v = 0

e que é tangente a superficie S ao longo de a. Mostremos que X é desenvolvivel. A superficie X
N(s) AN'(s)

, Vs e l. Temos
[N (s)l

é gerada pela familia a 1-parametro {a(s),w(s)}, com w(s) =

(w(s) Aw'(s),a/(s))

_ N(s) AN'(s) N(s) AN'(s) ! /(s
- < o (Ciwr ) ()>

(w(s), w'(s), a'(s))

1 ! 1" !
= W((N(S)AN(S))/\(N(S)/\N (s)),a(s))

Usando a propriedade do duplo produto externo, (Z A §) A 2= (Z, 2)§ — (¥, Z2)&, obtemos

(w(s),w'(s),d(s)) = *%(N/(S),N(S)AN”(S»(N(S),a’(8)>
V' ()l —

= 0.
Concluimos portanto que X é uma superficie desenvolvivel.

Vamos mostrar agora que X é regular numa vizinhanga de v = 0 e é tangente a S ao longo da

curva «.

N(s) AN'(s)

(5,0 = o/(s) e Xu(s,0) = =y
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Logo,

N(s) A N'(s)

X,(5,0) A X,(5,0) = o/(s)A N
L P ! —{d(s s)) N'(s
= NG (a/(s), N'(s))N(s) S(_)_’,OJE.ZN( )
ooy NE e N
N
= RO

onde k,(s) é a curvatura normal de a(s). Como estamos a supor que ky,(s) é¢ ndo nula, temos que

X é regular numa vizinhanca de v = 0.

Por definigao, o vetor normal em v = 0 é dado por

N(s)
Xs(s,0) A Xy(s,0) = —kyp, TN )
Isto é, o vetor normal de X em X (s,0) é paralelo ao vetor normal unitario N(s) de S restrito a
curva a(s) = X(s,0), ou seja, a superficie X é tangente a S ao longo de v = 0.
Por dltimo, pretendemos obter uma interpretacao geométrica para a superficie regrada X. Para o
efeito, consideremos a familia {77, ,)S} de planos tangentes & superficie S ao longo da curva af(s).
Se As € R for pequeno, dois planos Ti,(5)S € To(s)4as5 da familia intersectam-se ao longo de uma

reta paralela ao vetor
N(s) A N(s+ As)
As

Se fizermos As tender para zero, esta reta aproxima-se de uma posigao limite paralela ao vetor

i N ANSHAS) N(s) A (NV(s+As) = N(s)

_ /
As—0 As As—0 As = N(s) A N'(s).

Isto significa, intuitivamente, que a direcgao das geratrizes de X,

N(s) AN'(s)
Li=a(s)+ v—_~——,
) IV ()l
sao as posigoes limites da interse¢dao de planos vizinhos da familia {77, (s)S}.
Vamos mostrar, como exemplo, que se « é uma parametrizacao de um paralelo da esfera, S?, entdo
a envoltéria de planos tangentes de S? ao longo de o é um cilindro, se o paralelo for um equador,

ou um cone, se o paralelo nao for um equador.

Seja S? a esfera unitaria parametrizada por
X (s,v) = (senvcoss, senv sens,cosv), 0 < s<2m, 0 <v <.

Vamos considerar dois casos:

a) Fixando v = z7 obtemos a curva a(s) = (coss, sens,0). Este paralelo é o equador da esfera
S2. O vetor tangente a a(s) é o/(s) = (— sens,coss,0) e vetor normal restrito & curva é N(s) =
N(s,5) = (coss, sens,0). Derivando, obtemos N'(s) = N'(s,5) = (— sens,coss,0) = a'(s).
Assim,

N(s) A N'(s) = (0,0,1).
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Podemos entdo parametrizar a envoltéria dos planos tangentes a S? ao longo de a(s) por

X (s,v) = (cos s, sens,0) +v(0,0,1), (s,v) € R%

Observando que o vetor (0,0,1) é fixo e ndo paralelo ao plano que contém a curva «a(s) =

(cos s, sens,0), concluimos que a envoltoria dos planos tangentes ao equador é um cilindro.

T
b) Fixando v = 1 obtemos outro paralelo, que nao é o equador, parametrizado por

2
a(s) = X (s, E) = —(coss, sens, 1).
4 2
' 2 s . . V2
Temos o/ (s) = 7(7 sens, cos s, 0) e o vetor unitario normal a curva é N(s) = a(s) = 7((:05 s, sens, 1).

2 2
A derivada é N'(s) = g(— sens, cos s,0) e portanto ||[N'(s)|| = % Desta forma

w— @ —COs S, — sens
Vel 2 s

2
Portanto, a envoltéria dos planos tangentes a S? ao longo do paralelo a(s) = g(cos s, sens, 1) é

parametrizada por

[(cos s, sens, 1) + v(cos s, sens, —1)]
(coss + v sens, sens + v sens, 1 — v)

((14v)coss, (14 wv)sens, 1 —v) (5.21)

o[l el

Vamos verificar que a parametrizagdo (5.21) define um cone. Pela definigdo apresentada em
(5.1.2), basta provar que todas as geratrizes Ly = ((1+v)coss,(1+v)sens,1 —v) da envol-
téria intersetam-se num ponto P € R® nfo pertencente ao plano z = 1 que contém a curva

a(s) = (coss, sens,1). Fixando s=0e s = g obtemos as geratrizes
Lo=(1+v,0,1-v),Lz =(0,14+v,1—v).

E simples verificar que estas duas retas se intersetam no ponto (0,0, 2). Portanto este ponto sera o
vértice do cone. Resta-nos verificar que todas as geratrizes se intersetam neste ponto, confirmando
entdo que (0,0,2) é de facto o vértice do cone. Assim, vamos provar que P = (0,0,2) € R? verifica

as equagoes de todas as geratrizes, L. Fazemos Ly = (0,0, 2), temos

((14+wv)coss, (14 wv)sens, 1 —wv)=(0,0,2),

formando o sistema,

(I+wv)coss = 0 0 =0
(14v)sens = 0 =< 0 = 0 Portanto, P(0,0,2) € R* ¢ o ponto de intersegao de
1—-v = 2 v = -1

todas as geratrizes de (5.21)) e ndo pertence ao plano que contém a curva a(s) = (cos s, sens, 1), o

que permite concluir que a envoltoéria parametrizada por (5.21)) é um cone, como pretendiamos.
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5.5.1 Classificagao parcial das superficies regradas desenvolviveis

Com base em [5l [8], apresentamos o resultado seguinte, o principal deste trabalho, para uma

classificagao parcial das superficies regradas desenvolviveis.

Teorema 5.5.1. Seja X (t,v) = a(t) + vw(t), (t,v) € I x J uma superficie regrada desenvolvivel
gerada pela famdlia {a(t), w(t)}, com ||w(t)|| = 1,Vt € I. Entao:

a) Se w'(t) = 0,Vt € I, a superficie regrada é um cilindro generalizado;
b) Sew'(t) # 0Vt € I, considerando a sua curva de estrigio, 3, temos:

b.1) Se p'(t) # 0,Vt € I, entio X ¢ a superficie tangente de sua curva de estrigio;
b.2) Se p'(t) = 0,Vt € I, entio X € um cone generalizado.
Demonstragao:

e (a) Se w'(t) = 0 em I entéo o vetor w(t) é constante para todo ¢ € I e, portanto, a superficie
regrada é um cilindro generalizado, gerado pela familia {«(t), w(t)}, de acordo com o exemplo
G11).

e (b1) Considerando o facto de a superficie regrada X ser desenvolvivel, temos, por definigao,
que (B’ (t) ANw(t),w’(t)) = 0,¥t € I. Como estamos a assumir que ||w(t)|| = 1, os vetores w'(t)
e w(t) sdo ortogonais. Sendo 8 a curva de estri¢ao da superficie X, §'(t) e w'(t) também séo
ortogonais. Logo, o vetor ' A w é colinear com w’, ou seja, existe uma funcao real A tal que
B Aw = Aw'. Assim
0= (8" ww)= (g Aww')= (' w)=\u|*=0,

uma vez que X é desenvolvivel. Logo, A = 0 e portanto
B ANw=0.
Ou seja, ' e w sao colineares. Podemos assim considerar uma funcao f: I — R tal que

F)B () =w(t),vtel.

Nestas condigoes, podemos reescrever X,

X(t,v) = Bt) +vf(t)B'(t), (t,v) € I x J C R (5.22)
Portanto, pela definigao ([5.1.2)), a superficie regrada sera a superficie tangente da curva de
estrigdo S(t).
Observemos ainda, usando a expressdo ([5.19)), que a func¢ao parametro de distribuigio desta

superficie é dada por

(6'(2), w(t), w'(t))
[[w' (#)[]7

Alt) = WVt el,

onde a notagao (8'(t), w(t), w’'(t)) € o mesmo que (B’ (t)Aw(t),w’(t)). Como X é desenvolvivel,
segue que (4'(t),w(t),w'(t)) =0Vt € I. Logo,

(B'(1), w(t), w'(t))
[’ (812

A(t) = =0,vt el (5.23)
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Portanto, pelo teorema ([5.3.1)), a curva de estrigdo de uma superficie desenvolvivel é o lugar
geométrico dos seus pontos singulares.

e (b)) Se g'(t) = 0, Vt € I, entdo, 8 é constante em I. Assim, X (t,u) = p+uw(t) e, portanto,
a superficie X é um cone generalizado (ver exemplo [5.1.2)).

E importante ressaltar que este teorema permite-nos classificar "parcialmente"e nao todas as su-
perficies desenvolviveis. Por exemplo, se o conjunto dos zeros da fun¢ao w’ tem um ponto de
acumulagdo, entao a superficie regrada desenvolvivel gerada pela familia {5(¢), w(t)} nao esta clas-
sificada pelo teorema acima. O mesmo acontece quando o conjunto dos zeros de 3’ admite pontos
de acumulagao. No entanto, podemos afirmar que longe destes pontos de acumulagdo, uma super-
ficie regrada desenvolvivel é, como ficou provado pelo teorema, uma uniao de pedagos de cilindros,
cones ou superficies tangentes (ver [3]).
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Consideracoes finais

Neste trabalho, estuddmos algumas propriedades elementares das superficies parametrizadas, com
destaque para as superficies regradas parametrizadas e sua subclasse, as superficies regradas de-
senvolviveis. Procurdmos mostrar alguns exemplos de superficies regradas e estudamos também
uma curva especial, chamada curva de estrigao, com a qual podemos reparametrizar as superficies
regradas que sdo nao-cilindricas, sem alterar o seu tragco. Mostramos que toda a superficie regrada
tem sempre, nos seus pontos regulares, a curvatura de Gauss nao positiva e, ao longo das geratrizes
que intersectam os pontos singulares da superficie regrada, a curvatura é identicamente nula. Em
particular, mostramos que as superficies regradas desenvolviveis tém, em geral, pontos singulares
situados na sua curva de estrigao e, como esta curva interseta todas as suas geratrizes, a curvatura
Gaussiana ¢é identicamente nula nos seus pontos regulares. Estudamos trés tipos de superficies
associadas a uma curva regular com curvatura nao nula, nomeadamente, a superficie tangente, a
superficie normal principal e a superficie binormal. Concluimos que a superficie tangente é sempre
desenvolvivel, a superficie normal principal e a superficie binormal sdo desenvolviveis se, e s0 se, a
curva diretriz é plana. Em particular, mostramos que a superficie tangente de uma hélice é desen-
volvivel e a superficie binormal de uma circunferéncia € o cilindro. Apresentamos uma abordagem
dos conceitos que fosse didaticamente simples e facilmente compreensivel, com exemplos elucidati-
vos. Finalmente, apresentamos um teorema de classificacio parcial que estabelece as propriedades
para que uma superficie regrada desenvolvivel seja um cilindro, uma superficie tangente ou um
cone. JustificAmos o termo "parcial", pois excluimos o facto de os zeros das fungées envolvidas no

teorema da classificagdo serem pontos de acumulagao.
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