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Resumo

Dado um fluxo ergddico ¢': M — M definido numa variedade M fechada, estu-

damos a familia de equacoes diferenciais homogéneas lineares de segunda ordem

&+ a(p'(w))i + B¢ (w))z =0,

onde os parametros «, 3 evoluem ao longo da drbita de w € M pelo fluxo ¢'. De-
monstramos que, para uma escolha genérica dos parametros « e 3, em que genérica
significa segunda categoria de Baire em relagao a uma topologia semelhante a L?, o
espectro de Lyapunov é trivial. Além disso, neste contexto obtemos a densidade de

espectro de Lyapunov simples.
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Abstract

Given an ergodic flow ' : M — M defined on a closed manifold M we study

the family of second order linear homogeneous differential equations

&+ a(p' ()i + By’ (w)z =0

where the parameters «, 3 evolve along the ¢'-orbit of w € M. We prove that for a
generic choice of parameters a and 3, where generic means a Baire second category
with respect to an LP-like topology, the Lyapunov spectrum is trivial. Moreover, we

also obtain the denseness of simple Lyapunov spectrum in this context.
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Linear cocycles; Linear differential systems; Multiplicative ergodic theorem; Lya-

punov exponents.
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CAP{TULO 1

Introducao

Os fendmenos fisicos na natureza sao tao antigos quanto a prépria natureza.
Fisicos e matematicos observaram que muitos desses fendmenos poderiam ser descri-
tos em termos de equagoes matematicas, como por exemplo o movimento harmonico
simples que serve como inspiracao para este trabalho. A visao dindmica destes
fendmenos pretende entender a sua evolucao e estabilidade ao longo do tempo. Como
exemplo, uma questao fundamental para a humanidade é saber se o sistema solar é
ou nao estavel. Este estudo dos sistemas dinamicos é relativamente recente e teve
como pioneiros Poincaré e Lyapunov no final do século XIX. Eles apresentaram uma
abordagem substancialmente diferente da classica abordagem analitica de como es-
tudar as equacgoes diferencias, um método conhecido hoje como a teoria qualitativa
das equagoes diferenciais.

De facto, era sabido desde a primeira metade do século XIX, nomeadamente pela
Teoria de Liouville, que existem restri¢oes sérias quando tentamos aplicar métodos
analiticos para integrar a maioria das funcoes (ver e.g. [40]). Esses resultados
podem ser visto como uma espécie de Teoria Diferencial de Galois e representam
um obstaculo profundo na solucao explicita de equagoes diferenciais. Temos essen-
cialmente duas formas para contornar esse facto inevitavel: por um lado, foram
desenvolvidos poderosos métodos numéricos para aproximar as solugoes e, por outro
lado, como foi ja observado, emergiu uma teoria qualitativa de equacgoes diferenciais
dos trabalhos seminais de Poincaré e Lyapunov. Estaremos interessados em seguir
esta ultima abordagem fazendo uso da teoria dos expoentes de Lyapunov, que sao
uma das principais ferramentas usadas para estudar a estabilidade da solugao de
uma equacao diferencial. Esta teoria surgiu na tese de doutoramento de Lyapunov
em 1892, onde ele apresentou pela primeira vez a definigao formal de estabilidade (e
instabilidade) que, em suma, diz que uma dada trajetdria é estavel se, para um ¢ > 0

arbitrario, existir um 0 > 0 tal que todas as outras trajetérias comegando em uma
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vizinhanca ¢ dada permanecem no maximo a uma distancia . Ele também introdu-
ziu a chamada estabilidade assintética, embora sem usar esse termo, para se referir
a casos em que perturbacoes suficientemente pequenas acabam por nao causar im-
pacto no comportamento assintético. Além disso, para a estabilidade das solugoes,
ele apresentou dois métodos: o primeiro método lida com o estudo perturbativo das
solugoes, introduzindo o numero caracteristico \, que hoje é chamado de expoente
de Lyapunov; o segundo método, ou método direto, diz respeito a estabilidade de
uma solucao usando o que hoje é chamada como funcao de Lyapunov.

Com o estudo realizado nesta Tese pretendemos compreender o comportamento
assintotico das solucoes de uma familia de equacgoes diferenciais lineares homogéneas
de segunda ordem, com coeficientes de regularidade variando no tempo e admitindo
perturbacoes. Concretamente, pretendemos descrever o seu espectro de Lyapunov
sob condigoes genéricas desses mesmos coeficientes de regularidade. Serao consi-
deradas familias deste tipo de equacgoes indexadas num fluxo que deixa invariante
a medida de volume em uma variedade M compacta, conexa e sem bordo. Mais
especificamente, assumiremos que a medida volume é ergddica para esse fluxo. Ti-
vemos como motivagao em primeira instancia uma familia de equagoes diferenciais
de segunda ordem que descrevem o movimento do péndulo simples amortecido livre

de forcas externas, do tipo

() + a(y'(w))a(t) + B(' (w))a(t) =0, (1.0.1)

onde o e f sao fungoes dependendo de w € M evoluindo ao longo de um fluxo
o'v M — M, com t € R. Claramente, se o e 3 sao primeiras integrais relacionadas
com ' (isto é, constantes ao longo das drbitas ¢') a equagao (1.0.1) é facilmente
resolvida por métodos elementares de um primeiro curso sobre equagoes diferenciais.
Quando os parametros variam no tempo é dificil obter solugoes explicitas. Este é o
caso quando a forca de atrito a e a frequéncia do oscilador § variam com o tempo.

As equagoes diferenciais do tipo (1.0.1) estao presentes em imensos contextos,
como a fisica do estado sélido, a estabilidade estrutural, a propagacao de onda
em uma dimensao, a estabilidade de maquinas elétricas sincronas, a astronomia,
a dinamica de fluidos, a teoria de controle, a fisica de laser e reagoes quimicas,

entre outras. Recentemente surgem também em areas como a biologia e sociologia.



1. INTRODUCAO 3

De facto, certos processos podem ser monitorizados por sinais elétricos nas células
neurais e na dinamica populacional.

Arnold, Papanicolaou e Wihstutz, em [8], estudaram a estabilidade de um osci-
lador aleatério e, com uma abordagem um pouco diferente, em [29] os autores dedi-
caram o seu estudo ao problema da estabilidade quase certa do oscilador harmdnico
aleatério com um coeficiente impulsivo. Em [13] é tratado um caso similar ao estu-
dado nesta tese, mas com coeficientes ao longo de érbitas periddicas fechadas e foi
demonstrado que pequenas perturbacoes C° nos parametros permitem concluir que
solugoes instaveis sao precisamente as selas uniformemente hiperbdlicas.

No presente trabalho pretendemos desenvolver uma teoria perturbativa com
uma topologia mais grosseira, ou seja, permitindo perturbagoes nos coeficientes «
e [ numa topologia do tipo LP em parametros evoluindo ao longo de érbitas nao
periodicas.

Fixando a posi¢ao e momento ((0), #(0)) pretendemos estudar o comportamento
assintotico quando t — oo do par ordenado (x(t),Z(t)) através de uma taxa de
crescimento exponencial assintotica dada pelo expoente Lyapunov. A literatura
sobre o assunto com nuances mais ou menos semelhantes é extensa (ver |7, 6, 34,
29, 13| e as referéncias nele contidas).

O ponto de vista L? sobre sistemas diferenciais lineares mais gerais foi estudado

m [15], depois de Arnold-Cong [5] e Arbieto-Bochi [2]. Em [15] foi provado, em
primeiro lugar, que a classe de sistemas diferenciais lineares acessiveis (também de-
nominado por twisting na literatura), uma classe ampla que inclui os cociclos que
evoluem em GL(d, R), SL(d,R) e Sp(d, R), tém um espectro de Lyapunov trivial para
um LP-genérico de escolhas. Ao considerarmos a norma C° no espaco de equacoes
diferenciais com coeficientes constantes equipadas com esta topologia ¢é sabido, desde
o trabalho de Millionshchikov no final dos anos 60, que o comportamento genérico
muda (ver [36]). Um tratamento completo no caso C° foi feito em [12, 13] apds a
abordagem em tempo discreto feita em [16, 17]. A questao de saber o comporta-
mento assintético C%-genérico de sistemas diferenciais lineares oriundos de equacoes
como (1.0.1) é muito interessante e objeto de trabalho futuro.

Quando pretendermos alterar todos os expoentes de Lyapunov de modo a que

se tornem iguais (busca de espectro trivial), a ideia naive é distribuir as taxas de
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expansao/contragao igualmente por todas as diregoes. Isso pode ser feito rodando
as direcoes de Oseledets de uma maneira conveniente para que, no final, essas taxas
estejam igualmente distribuidas. De facto, rodar de maneira sistematica é uma ideia
crucial que foi desenvolvida em certos contextos da literatura soviética dos anos
1970 (ver [38]). A principal dificuldade quando se lida com sistemas diferenciais
lineares oriundos de equagoes do tipo (1.0.1) é que rotagoes no sentido estrito nao
sao geralmente admissiveis. Portanto, uma vez que a familia de fluxos que iremos
usar é muito mais rigida do que as que evoluem em s((2, R) como em [15], deverd ser
considerada uma nova abordagem perturbativa. Isto é de alguma forma semelhante
ao que foi considerado quando a uniformidade da hiperbolicidade foi relaxada para
decomposicao dominada, onde o foco principal é a agdo no espago projetivo. A
novidade ¢é a estrutura perturbativa que nos permite inserir um efeito rotacional no
espaco projetivo.

Desta forma, um dos principais resultados desta tese (Teorema 4.2) pode ser

resumido da seguinte maneira:

Para uma escolha genérica LP nos coeficientes a, B em (1.0.1) e para
quase todas as equagoes diferenciais que consideramos, € completa-
mente irrelevante a posi¢io e momento (x(0),%(0)) que escolhemos
como condicoes iniciais, uma vez que o comportamento exponencial

assintotico das suas solugoes € indistinguivel.

Uma questao que se levanta de imediato é saber se esta escolha genérica dos
parametros pode ser generalizada para uma escolha num aberto e denso. Usando
argumentos perturbativos inspirados na prova do Teorema 4.2, juntamente com
novas perturbacoes de uma natureza totalmente distinta, conseguimos responder
negativamente a esta questao, provando um resultado (Teorema 5.1) que poderia

ser enunciado de um modo geral como:

Para uma escolha LP densa nos coeficientes o, f em (1.0.1) e para
quase todas as equacoes diferenciais que consideramos, € completa-
mente irrelevante a posi¢io e momento (x(0),%(0)) que escolhemos

como condicoes iniciais, uma vez que o comportamento exponencial
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assintotico das solucoes € sempre dominado por dois comportamentos

distintos.

Essa tese estd organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos
o estudo dos sistemas diferenciais lineares de segunda ordem autéonomos e nao-
auténomos, de modo a motivar o caro leitor. No Capitulo 3 apresentamos algumas
defini¢oes fundamentais para compreencao das tematicas abordadas nesta tese. No
Capitulo 4 tratamos da prevaléncia do espectro trivial, onde na Seccao §4.1 desen-
volvemos a perturbagao e construimos fluxos especiais. Na Seccao §4.2 apresentamos
a semi-continuidade superior para o principal expoente de Lyapunov e, por ultimo
na Seccao §4.3 demonstramos a genericidade do espectro trivial. No Capitulo 5

tratamos da densidade do espectro simples.



CAPI{TULO 2
Motivacao

2.1. Sistemas diferenciais lineares de segunda ordem auténomos

Uma equacao diferencial linear de seqgunda ordem tem a forma

m(t)i(t) + at)a(t) + B(t)z(t) = y(b),

onde m, «, Be~y sao fungoes reais continuas e t € R. Equacoes desse tipo descrevem
varios fenémenos que correm na natureza, como por exemplo o movimento de uma
mola ou de pequenas oscilagoes do péndulo amortecido.

Nesta secgao estudamos o caso onde y(t) = 0 e este tipo de equagao designa-
mos por equagoes diferenciais lineares homogéneas de sequnda ordem. Assim, uma

equagao deste tipo € escrita da seguinte forma,
m(t)Z(t) + a(t)z(t) + B(t)z(t) = 0. (2.1.1)

Em geral nao é facil calcular as solugoes de uma equacao diferencial linear de
segunda ordem mesmo com os métodos ja conhecidos, mas torna-se mais facil se
a e [ forem funcoes constantes e, sem perca de generalidade considerarmos m = 1,

resultando em
&+ ot + fxr = 0. (2.1.2)

A equagao (2.1.2), fazendo y = &, pode ser reescrita como um sistema de equagoes

de primeira ordem:

T =y

, (2.1.3)
y =—fr—ay

Qualquer equagao diferencial homogénea de segunda ordem do tipo (2.1.2) pode ser

escrita de maneira semelhante a (2.1.3). Deste modo, a equagao (2.1.2) pode ser
6
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escrita na forma matricial como:

. 0 1
X = X = AX, (2.1.4)

A= 0 ! (2.1.5)
—8 -«
é uma matriz 2 x 2 e
B B x(t) B T T
X=X(t)= = (z(1),y(t))" = (x(t),2(t))

A equagao (2.1.4) é uma equagao diferencial linear em que a matriz A ndo varia
com a variavel independente tempo t. Designamos este tipo de equacao diferencial
linear por auténoma. Caso contrario a equacao diz-se nao-autonoma. Pela natureza
do problema, priveligiaremos o espaco R? como espaco de fase, ainda que muitos

dos conceitos que sao aqui tratados podem ser facilmente generalizados.

DEFINIGAO 2.1. Dado X, € R? o problema do valor inicial

X = AX

O, (2.1.6)

consiste em determinar uma solu¢io X : R x R? — R? da equacao (2.1.4) tal que
X(0) = Xo. A condigio X(0) = Xy € chamada de condi¢ao inicial do problema
(2.1.6).

PROPOSICAO 2.1. Consideremos um operador linear A : R? — R2%. Entdo para
Xo € R? dado, o problema de wvalor inicial da equagao diferencial (2.1.4) com a

condi¢ao inicial X (0) = Xy admite uma unica solugdo dada por
X(t) = e X, (2.1.7)

que satisfaz
t
X(t) = Xo +/ AX (s, Xo)ds,
0

para todo t € R.
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DEMONSTRAGAO. Se X () = e X, entdo

X = %etAXg = A X, = AX (1)

para todo t € R. Portanto, e?* X é uma solucio da equacao diferencial. Além disso,
X(0) = IdX, = Xg, onde Id é a matriz identidade. Assim X (t) = e4'X, é uma
solugao do problema do valor inicial. Para ver que essa é a unica solugao, seja X (¢)

qualquer solucao do problema do valor inicial e defina-se
Y(t) = e M X(t).
De facto, como X (t) é uma solugdo do problema do valor inicial ,
Y(t) = —Ae X (t)+ e AX(t)
= —AeMX(t) + Aem M X (1)
=0

para todo o t € R uma vez que e~ e A comutam. Assim, Y (¢) é constante. Para
t = 0 temos que Y (0) = X, e, portanto, qualquer solugdo do problema do valor
inicial de (2.1.4) é dada por X (t) = MY (t) = e X,,. O

A & a matriz fundamental da equacgao diferencial (2.1.4). Portanto,

A matriz e
as equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes podem resolver-se com
o auxilio da algebra linear, em termos de fungoes elementares.

A interpretacao geométrica das solugoes da equacao diferencial (2.1.4), oferece
um conjunto de conhecimentos gerais e profundos das carateristicas qualitativas das
mesmas. A equacao (2.1.4) define um campo vetorial X — (X, X) em R? associado
a equacao diferencial (2.1.4). Aqui a primeira componente da funcao é o ponto inicial
e a segunda componente ¢ o vetor neste ponto inicial. Uma solugao (¢, Xo) — X (1),
ou seja, (2.1.7) de (2.1.4) possui a propriedade que o seu vetor tangente em cada
tempo t é dado por

(X(8), X (1) = (X(1), AX (1)),
em outras palavras, se X € R? estiver na 6rbita desta solucdo, entao a linha tangente

para a Orbita em X é gerada pelo vetor (X, AX), (ver [20]).

DEFINICAO 2.2. Definimos por retrato de fase ao conjunto das orbitas da equagao

(2.1.4) continuas em t € R, com a indicagdo do sentido do movimento.
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DEFINICAO 2.3. Um vetor nao nulo v diz-se vetor préprio de uma matriz A se
Av = \v (2.1.8)

para algum A € R, e a X chamamos valor proprio da matriz A.

TEOREMA 2.1. Se v é um vetor proprio da matriz A com um valor préprio

A

associado A, entio X (t) = eMv € uma solugio do sistema X = AX.

DEMONSTRAGAO. Sejam dados A, v e A, tais que
Av = .

Entao,

X(t) = xeMv = A(eMv) = AX(1).

Podemos reescrever a equagao (2.1.8) na forma
(A—Md)v =0, (2.1.9)

onde A—AId é uma matriz 2 X 2 com entradas envolvendo a variavel A, Id representa
a matriz identidade e zero denota o vetor nulo (0,0). O sistema de equagdes (2.1.9)
tem solugbes nao nulas, se e somente se det(A — AId) = 0. Esta equagao é uma
equagao do segundo grau em )\, cujas raizes sao faceis de serem determinadas.

A equacio det(A — AId) = 0 de A\, chamamos equacdo caracteristica e a det(A —
Al d) de polindmio caracteristico. Assim, ao determinarmos as raizes da equacao
caracteristica obtemos os correspondentes valores proprios e estes, por sua vez, geram
os vetores préprios associado a cada um deles.

Ao considerarmos a matriz (2.1.5)

temos

A—Ad=
B —a—A

Entao a equagao caracteristica ¢ dada por

det(A — Ad) = —\(—a — A) — (—B) = 0.
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Simplificando, obtemos
N +al+ =0 (2.1.10)
O determinante da matriz A é detA = (3, o traco da matriz A é dado por
TrA=0+4+(—a) = —«
e definimos o discriminante como:
A = (TrA)? — 4det A,

ou seja,
A =a?—48.

Assim, os valores préprios que satisfazem a equagao (2.1.10), sao dados por

Ao = %(TTA 4+ /(TrA)? — 4det A)

ou seja,
Ao = %(—a +VA).
Uma vez determinados os valores préprios, podemos resolver a equagao (2.1.9),
isto é
A-xa) [ 7] =
Uy 0

para determinarmos os vetores proprios associados.

Voltemos agora ao caso geral, onde a matriz Asyo € qualquer.

DEFINIGAO 2.4. Uma fungio ® : R x R*> — R? dada por (t,X) — (¢, X)
chamamos de fluzo se (0, X) = Id e O(t+ s, X) = O(t, P(s, X)) sempre que

ambos os lados da equacdo sao definidos.

O fluxo associado a solucao da equagao diferencial linear (2.1.4) com a condigao

inicial X(0) = X é ®(t, Xo) = P4(t) = M X,.

TEOREMA 2.2. Se A tem um par de valores proprios Ay # Ao associados aos
vetores proprios vy e vs, entio a solu¢do geral do sistema diferencial linear X = AX
¢ dado por

d(t,c) = creMy + cpetuy,

onde ¢ = (c1,¢y) € R%
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DEMONSTRACAO. Suponhamos que temos dois valores préprios reais distintos
A1 e Ay com os vetores proprios vq e v9. Entao, vy e vy sao linearmente independentes.
Assim, v; e vy formam uma base de R?, portanto, dado qualquer ponto Z, € R?,

podemos determinar um par unico de nimeros reais a e b para os quais:
avy + bUg = Z()

Agora, consideramos a funcio Z(t) = aXi(t) + bXy(t) onde X;(t) = eMtv; (i = 1,2)
sdo as solugoes linearmente independentes. Afirmamos que Z(t) é uma solucao de

(2.1.4). Para isso, calculamos:
Z(t) = aXi(t) +bX,y(t)
= aAX)(t) + bAXa(t)
= A(aX(t) +bXa(t))
= AZ(t)
Portanto, demostramos que Z(t) = AZ(t), entdo Z(t) é uma solucao. Além disso,
Z(t) é uma solugao que satisfaz Z(0) = Zy. Finalmente, afirmamos que Z(t) é a

solugao tnica de (2.1.4) que satisfaz Z(0) = Z;. Suponhamos que Y'(t) é outra

solucao com Y'(0) = Zy. Entao, podemos escrever
Y(t) = c(t)vy + d(t)ve
com ¢(0) = a, d(0) = b. Consequentemente,
AY (t) = Y () = é(t)vy + d(t)vs.
Mas,
AY (t) = Ac(t)vy + Ad(t)ve
= Aic(t)vg + Aad(t)vs.

Portanto, temos:

C(t) = Alc(t)
d(t) = \ad(t)
com ¢(0) = a, d(0) = b. Segue-se que

c(t) = aeM’, d(t) = be?!
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de modo que Y'(t) é de facto igual a Z(t).

Em seguida ao considerarmos ainda a equacdo X = AX, mas agora com o
polinémio caracteristico A> 4+ b* = 0, com os valores proprios imagindrios +ib e, sem
nos preocuparmos com os vetores complexos resultantes, procedemos analogamente
como no caso anterior para determinarmos o vetor proprio correspondente a A = ib.

Ao partirmos X (¢) em parte real e imagindria, temos
X(t) = Xge(t) +iXm(t).

Vemos que, tanto Xg.(t) quanto Xj,,(t) sao solucdes do sistema X = AX. Para

vermos que isso é verdade, basta verificarmos que
Xpe(t) +iXu(t) = X(t)
= AX(¢)
= A(Xge(t) + 1 Xm(t))
= AXg(t) + 1AX ().
Igualando as partes reais e imagindrias desta equacdo resulta em Xz, = AXp, e

Xim = AXpm, 0 que mostra que ambas sdo de facto solugdes de X = AX. A

combinacao linear dessas solugoes é,
X(t) = ClXRe (t) + CgX[m (t)

onde c¢; e ¢y sao constantes arbitrarias e fornecem uma solugao para qualquer pro-
blema de valor inicial. Afirmamos que, esta é a solugao geral da equacao X = AX
para valores proprios complexos. Para provarmos que essas solugoes sao unicas,

SuUpomos que nao seja esse o caso. E consideramos

como outra solu¢ao. Consideramos a fungao complexa

F(t) = (u(t) + iv(t))e™.

Diferenciamos essa expressao e usamos o facto de que Y (¢) é uma solugao desta

equagao, isto resulta em f(t) = 0. Logo, u(t) + iv(t) é uma constante complexa,

multiplicada por e~® e, isto segue diretamente de que Y(t) é uma combinacao

linear de Xg.(t) e Xpn(t). Observamos que cada uma dessas solugoes é uma funcao



2.1. SISTEMAS DIFERENCIAIS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM AUTONOMOS 13

periédica com periodo 27 /b. Na verdade, o retrato de fase mostra que todas as
solugoes que estao em circulos centrados na origem. Esses circulos sao percorridos
no sentido horario se b > 0 e sentido anti-horario se b < 0, este tipo de sistema é

chamado de centro. O

O fluxo (na base {v1,v,}) para solucio geral de um sistema X = AX na forma

matricial é:

At

e 0 c

O(t,c) = Y= (cre™Mt, cpet?t).
0 et Co

Sejam Ai, Ay os valores préprios de A qualquer, entao A é diagonalizavel se
existem matrizes P (matriz invertivel, cujas colunas consistem em vetores préprios
de A) e B, tais que A = P"'BP, ou equivalente B = PAP~!, onde a matriz B tem

uma das seguintes formas:

A0 Al a b
0 X 0 A) —b a
De seguida apresentamos a analise qualitativa do comportamento das trajetorias

dos retratos de fase da equacio X = AX, de uma forma resumida:

2.1.1. Valores proprios reais.

I. Valores proprios reais distintos

(1) Para A1 # Ay e ambas diferentes de zero, a matriz correspondente é

A0
B —
0 X
o seu fluxo é
eMt
Dp(t) =
B(t) 0 o

e obtemos os retratos de fases representados na Figura 2.1.

(1) Para A\ #0eXy =00ul; =X =A=0e A >0 a matriz é

0 1
B = . (keR)
0 k
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(a) N6  Estdvel, (b) N6  Instavel, (c) Ponto de Sela,
A< A1 <0 A > A >0 A <0< Ay

FicuraA 2.1. Valores préprios reais distintos.

é singular, isto é, o determinante é zero e o seu fluxo é
e)qt

0 1 1
dp(t) = - ,se k#0 ou Pp(t) = - , se k=0,

respectivamente, e obtemos os retratos de fases representados na Fi-

gura 2.2.

//// ////
(a)/\1>0e/\2:O (b)/\1<0€)\2:0 (C))\:O

FiGurA 2.2. Valores proprios reais distintos com um deles igual a

zero ou ambos iguais a zero.

II. Valores proprios reais iguais
(1) Para A\ = Ay = A, o nicleo de A — AId é bidimensional. Em outras
palavras, A tem vetores propios vy, v linearmente independentes e, a

matriz correspondente é

o seu fluxo é
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e obtemos os retratos de fases representados na Figura 2.3.

VoA

\ o \
ST e . \ e
-~ L {i‘ e /
e x ®
> ra: I -~ 3
ol o L
i N

(a) Estével, A <0 (b) Instével, A >0

F1GUrA 2.3. Nés improprios.

(17) Para Ay = Ay = Ae A = 0 o ntcleo de A— \Id = k é unidimensional. Isto

significa que A tem um tnico vetor préprio v; e, a matriz correspondente

7

Al
B = ,
0 A
o seu fluxo é
6)\15 te)\t
(I)B(t) - 0 eAt

W

AR
_,_‘//

(a) Estével, A <0 (b) Instével, A >0

F1GURA 2.4. Noés singulares.

2.1.2. Valores proprios complexos. Para

)\1:a+ib, )\gza—ib,

com a,b € R e b # 0, a matriz correspondente é

a b
-b a

B =
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e o seu fluxo é dado por

o (t) t cost sint
B\l) =€ -

—sint cost

Obteremos os retratos de fases representados nas (Figura 2.5), (Figura 2.6) e (Fi-
gura 2.7).

»"1k 'v' r
e S
.\ // - 3 |
F el g )y
4 77 % v = 7 P
o/ b o/
& s / ( ( » 4
(6 A (R o™
\ =l '\\7_7{_/, i

(a) sentido anti-horério (b) sentido horério

Fiaura 2.5. Centros (a = 0).

< //' "‘\\
e Aoy
| 1 ol ®
\_° /J ) # |.\ L .
_— %
/

(a) sentido anti-hordrio (b) sentido hordrio

FIGURA 2.6. Focos estéveis (a < 0).

e = = T
// r/ ~ \_‘ f/ p __\ N
L m @ C ol | ¢
"\ " L /
\“'\-—_

(a) sentido anti-horério (b) sentido hordrio

FIGURrA 2.7. Focos instéveis (a > 0).
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ExXEMPLO 2.1. Considere a solucao do problema de valor inicial
¥—2&—-3x=0, z(0)=1, £(0)=2.

Fazendoy =1 e

temos

sabendo que a matriz fundamental do sistema € dada por,

et 43t et —et

1
ot) = -
4 3e3 — 3t 3e3t 4 ot

e, para t =0 temos

1 [ e +3et e¥—et 1
O(t) = -
4\ 3e3t 3¢t 33t 4 et 2
Portanto,
1 363t + e*t
O(t) = -
4 9631& _ e—t

FIGURA 2.8. Retrato de fase para o problema de valor inicial.

17
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2.1.3. Péndulo simples amortecido. Em seguida, vamos estudar a equacao
diferencial (2.1.2) relacionada com um sistema mecanico muito especial, o péndulo

simples.

DEFINICAO 2.5. Um péndulo simples consiste numa esfera de massa m presa a
um fio de comprimento L e, quando libertado a partir de um angulo 8 com a vertical,

ocorre um balanco para a esquerda e para direita ou vice-versa com um periodo T.

Se considerarmos a = 0 em (2.1.2), isto significa que o péndulo para de oscilar.
Logo, dizemos que o péndulo é intacto, caso contrario temos um péndulo amortecido.
Este é um exemplo de uma equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem
auténoma com coeficientes constantes, onde m é a massa (que assumimos unitéria
em (2.1.1)), « é a constante de amortecimento,  é a rigidez (ou comprimento) do
fio, z(t) é a posigao e z(t) é o momento.

Para compreensao do comportamento das solucoes do péndulo simples amorte-
cido, consideramos a equacgao diferencial de segunda ordem (2.1.2). Agora, conside-

rando a equagao (2.1.10) temos:

I. Valores préprios distintos (a? — 483 > 0, para a > 2v/B ou a > —2+/3)

Consideramos a equacao das pequenas oscilacoes do péndulo sujeito a um
grande amortecimento [9], isto é, o sistema (2.1.4) com o® — 43 > 0. Esta
condicao equivale dizer que a matriz A tem dois valores proprios reais distintos
A1 e Ay com vetores proprios associados vy e vo. Assim, as trajetérias de fase
do sistema (2.1.2) correspondem ao comportamento de pontos nodais estaveis,
instdveis e o ponto de sela, como podemos constatar na Figura 2.1 (a), (b) e (c)
respectivamente. Um péndulo fortemente amortecido passa no maximo uma
vez pelo ponto de equilibrio e deixa de oscilar. Em particular, o ponto de sela
para t — +00 o péndulo aproxima-se assintoticamente da posi¢ao de equilibrio
se, e somente se, a sua velocidade inicial #(t) for igual & sua posi¢ao inicial
x(t) com o sinal trocado, sendo as duas trajetdérias possiveis as bissetrizes do
segundo e quarto quadrantes. Nos demais casos, o péndulo ou passara pela
posicao de equilibrio com velocidade nao nula, ou comecara num certo instante
a afastar-se desta sem nunca té-la atingido e, as respectivas trajetérias de fase

sao hipérboles (ver [9]) e a posicao z(t) decresce lentamente para zero.
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Valores préprios iguais (o — 48 = 0, paraa = 2v/B ou a = —2+/f)
Comecamos por dizer que, no caso em que consideramos hé amortecimento
critico, existe um tunico valor préprio real. Essa situacao conduz a dois tipos
diferentes de ponto de equilibrio. Se a matriz for diagonal, os valores na sua
diagonal serao necessariamente iguais os valores proprios e qualquer vetor do
espaco de fase é um vetor préprio da matriz A. Isso implica que todas as
orbitas do sistema serao retas que se afastam da origem, quando o seu valor
proprio é positivo e as Orbitas aproximam-se da origem se o valor préprio é ne-
gativo. As suas drbitas descrevem trajetérias como as da (Figura 2.3). O ponto
de equilibrio designa-se por nd improprio, estdvel ou instdavel, dependendo do
sinal do valor préprio. A segunda situacao possivel ocorre se a matriz nao
for diagonal, resultando na existéncia de um tnico vetor préprio e o ponto de
equilibrio é designado de nd singular (Figura 2.4). Existe apenas uma dire¢ao
no espaco de fase em que o estado inicial evolui em linha reta, todas as outras
orbitas do sistema acumulam-se nessa dire¢ao. Se o valor préprio for negativo,
o no singular é estdavel e se o valor proprio for positivo serd um né singular
instdvel. Para o = £2+/83 as érbitas decrescem rapidamente aproximando-se
de z(t) = 0 e para algumas condi¢oes iniciais pode mesmo trocar de sinal antes
mesmo de se aproximar de zero.
Valores préprios imagindrios (a? — 48 < 0, para a < 2v/B oua < —2+/B)
Consideramos o movimento harménico fracamente amortecido ou das pe-
quenas oscilagoes, que também pode ser descrito pelo sistema (2.1.4) e a matriz
A tem valores proprios complexos a 4+ ib com b # 0. As trajetoérias de fase do
péndulo fracamente amortecido sao espirais [9], cujas suas trajetérias movem-
se no sentido hordrio, similarmente a pontos focais estaveis (Figura 2.6 (b)) e
instéveis (Figura 2.7 (b)). E o sistema deixa de oscilar quando o < +21/33,
isto quer dizer que, as érbitas oscilam com uma amplitude que decresce rapida-
mente e na auséncia de amortecimento, isto é, & = 0 teremos elipses, ou seja,

rotagoes elipticas em torno da origem no sentido horario (ver Figura 2.5 (b)).
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2.2. Sistemas diferenciais lineares de segunda ordem nao-auténomos

DEFINICAO 2.6. Definimos a equagao diferencial nao-auténoma
i = A(t)r, (2.2.1)
onde A(t) : R? — R? € uma aplicacio continua e A(t) € Mays para t € R.

No caso mais geral de um sistema n-dimensional, a equagao (2.2.1) tem n
solugbes linearmente independentes x4 (t), ..., z,(t) que designamos por sistema fun-
damental de solugdes e é uma base no espago das suas solucoes [45]. Uma matriz
X(t) = (x1(t), ..., zn(t)), cujas colunas sao os vetores de uma base de solugoes que
designamos por matriz fundamental. Essa matriz é uma solucao da equagao matri-
cial

X

X =At)X ou = ABX (2.2.2)

O determinante da matriz fundamental é dado pela férmula de Ostrogradsky-Jacobi-

Liouville, para A(t) continuo é a seguinte:

det X (t) = exp </t TrA(t)dt). (2.2.3)

Agora, seja X (f) uma matriz fundamental da equagao (2.2.2). Para cada vector
¢ € R", o produto X (t)c é uma combinagao linear das colunas de X(t) com ¢ =
(¢1y..ey¢n). Temos que X(t)c é uma solu¢ao fundamental da equagao diferencial
linear (2.2.1).

Ao estudarmos a estabilidade das solugdes X (t) da equagao diferencial (2.2.1)
sob pequenas perturbagoes das condigoes iniciais, consideramos o sistema linear de

equagoes diferenciais conhecido como o sistema de equacoes variacionais.

DEFINIGAO 2.7. Definimos como equa¢ao variacional ao longo da solu¢ao X (t)
a equacao

U= A(t)U. (2.2.4)

Assim, a simples continuidade de A(t) garante a existéncia de solugoes, mas, para
unicidade de solucoes, a continuidade nao é suficiente, onde precisamos também da
diferenciabilidade em relacao aos valores iniciais, isto é, pelo problema do valor inicial

da equacao (2.2.2), com X (0) = Xy, tem uma solugao tnica que é definida para todo
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t € R. Este sistema satisfaz o principio da linearidade e o significado desta equacao
é que o sistema diferencial linear (2.2.1) pode ser visto como solugao do problema de
estabilidade sob pequenas perturbagoes da fungao do lado direito da equacao (2.2.4),
reduzindo assim o estudo da estabilidade sob pequenas perturbagoes da condicao
inicial para o estudo da estabilidade sob pequenas perturbagoes da equagao (2.2.4)

do lado direito.

DEFINICAO 2.8. Seja X um ponto de equilibrio do campo A : R? — R?. Dizemos
que Xy € um ponto de equilibrio estdvel de A se, dada qualquer vizinhanca U C R?
de Xy, existe uma vizinhanca W C R? de X,, tal que W C U e ®(t,X) € U,
quaisquer que sejam X € W et > 0. FE dizemos que Xog é um ponto de equilibrio

istdvel se Xy nao € um ponto de equilibrio estdvel.

DEFINIGAO 2.9. Seja X, um ponto de equilibrio do campo A : R? — R2. Dizemos
que Xo € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de A se, dada qualquer

vizinhanca U C R? de Xy, existe uma vizinhanca W C R? de Xy, tal que W C U,

o O(t, X) € U, quaisquer que sejam X € W et >0 e,
o tlim O(t, X) = Xo, com qualquer X € W.
—00

Para cada X, € R? existe uma solugao global tnica X (¢) da equagdo (2.2.4) que
satisfaz a condigao inicial X (0) = X e é facil verificar que, para a equagao (2.2.4)
uma dada solugao é estavel (respectivamente assintoticamente estavel, instavel) se
e somente se todas as solugoes forem estdveis (respectivamente assintoticamente
estdveis, instaveis) e, por isso, precisamos apenas considerar a solugao trivial X (¢) =

0 ([11]).
Considerando agora o sistema diferencial linear
X = X(), (2.2.5)
parat € R e tendo em conta as suas condigoes iniciais, apresentamos um ensaio com

trés possiveis casos dos retratos de fase deste sistema quando os seus coeficientes

« e [ variam com o tempo. Com este ensaio, nao queremos estabelecer qualquer
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resultado, mas sim ilustrar possiveis comportamentos do sistema (2.2.5) com dife-
rentes «(t) e 5(t), como um primeiro contacto com sistemas diferenciais lineares de

segunda ordem nao-auténomos. Por exemplo:

i. Se a(t) = In(t), para t > 0 e B(t) = exp(t), fungoes, as orbitas do seu retrato
de fase serao espirais no sentido horario, a amplitude das érbitas decresce ra-
pidamente quando t — +o0, (ver Figura 2.9). O sistema sera assintoticamente

estavel;

FIGURA 2.9. Retrato de fase para a(t) =In(t), t > 0e [(t) = exp(t).

Ainda um segundo exemplo, para «(t) = log(t* — 1) e 8 = cos(t* — 1),

obtemos o seguinte retrato de fase:

Y 4

FIGURA 2.10. Retrato de fase para a(t) =In(t* — 1), —1<t>1le
B(t) = cos(t* — 1).

ii. Se a(t) = 0 e [(t) = exp(t) é uma fungdo em t e as drbitas do sistema
comportam-se essencialmente como espirais, que algumas vezes se intersetam

entre si, fazendo parecer como elipses em torno da origem no sentido horério,
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isto é, o amortecimento é fraco, visto que para qualquer que seja 5(t) > 0 o

sistema sera assintoticamente estavel.

Ficura 2.11. Retrato de fase para a(t) = 0, B(t) = exp(t).

No caso de a(t) = 0 e 5(t) = — exp(t), as érbitas comportam-se como curvas

que crescem quando ¢ — 0o e o sistema sera assintoticamente estével.

FIGURA 2.12. Retrato de fase para a(t) =0, (t) = — exp(t).

iii. Se a(t) # 0 ¢ uma funcdo de t € R e B(t) = 0. Para a(t) = exp(t), fungao
positiva em t € R, as 6rbitas comportam-se como curvas que decrescem quando
t — 00, ou seja, as Orbitas afastam-se da origem e o sistema sera assintoti-
camente instavel. E para a(t) = —exp(t) uma funcdo negativa em ¢t € R e,
as orbitas comportam-se como curvas que crescem quando t — 00, ou seja, as
érbitas afastam-se da origem comportando-se similarmente a (Figura 2.12), que

¢é assintoticamente estavel.

Portanto, acabamos de verificar o que diziamos no comecgo desta seccao que es-
tudar o comportamento assintdtico das solugdes do sistema (2.2.5) com exatidao é
muito dificil usando os seus valores proprios, entao iremos recorrer ao Teorema de
Oseledets que nos garante as ferramentas necessarias para analisarmos o comporta-

mento espectral deste tipo de sistema, como veremos na Seccao 3.2.
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Xy

Wy,
N

FIGURA 2.13. Retrato de fase para a(t) = exp(t), B(t) = 0.



CAPITULO 3

Sistemas diferenciais lineares cinéticos

Nesta seccao apresentamos algumas defini¢oes que serao tteis para o desenvolvi-
mento desse trabalho de forma pragmatica. Discutimos os expoentes de Lyapunov,
o teorema de Oseledets e a topologia que serve de base para esta investigacao.

No caso auténomo (ver §2.1), o estudo de sistemas como (2.1.4) resume-se a
algebra linear associada a matriz A. Um caso substancialmente mais complicado
prende-se com a existéncia de uma dependéncia temporal dos parametros «, f em
(2.2.1) (caso nao-auténomo, ver §2.2). Neste caso, um sistema diferencial cinético
com coeficientes variando no tempo, como um caso ‘geral’ de (2.2.2), exibe um
comportamento cadtico em alguns casos e é dificil a determinacao de uma solugao
explicita. Para além disso, a introdugao de perturbacoes nos parametros, modeladas
por uma dinamica auxiliar, torna pertinente o uso de uma abordagem mais geral,
com recurso a Teoria Ergddica, para compreender os comportamentos possiveis nes-
tes casos. Um exemplo classico é a resolugao de Sinai para o problema de Lagrange

para os péndulos acoplados; ver [23, Exemplo 7.18].

3.1. Cociclos lineares

Seja (M, M, ) um espago de medida, onde M é uma variedade Riemanniana
compacta sem bordo, M a o-élgebra de Borel de M e i1 é uma medida de probabi-

lidade.

DEFINIGAO 3.1. Seja ¢: R x M — M um sistema dinamico métrico (ou fluxo)

no sentido de que é uma aplicacao mensurdvel e
(1) o'+ M — M dado por ¢'(w) = ¢(t,w) preserva a medida p para todo t € R, isto
é
w(p (B)) = u(B) para todo B € M, (3.1.1)

(2) % = Idy e '™ = ' o ©® para todo t,s € R.
25
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O simbolo ’o’ significa composi¢ao e canonicamente define uma acao a esquerda
do semigrupo de homeomorfismos de M no espaco M, isto é, (¢'op®)(w) = ¢'(p*(w))
([3])-

A invaridncia de uma medida p desempenha um papel importante na teoria dos
sistemas dinamicos e na teoria ergddica. E a teoria ergddica estuda o comportamento
de sistemas dinamicos relativamente a medidas que permanecem invariantes sob a
acao da dinamica, descrevendo as propriedades que sao validas para quase toda a
orbita do sistema.

Salvo indicagao em contrério, consideremos no que se segue que o fluxo é ergédico
no sentido usual que nao existem conjuntos invariantes, exceto conjuntos com medida
nula ou total.

Como exemplo podemos considerar um fluxo no toro T? definido por # = 1 e
y = a, com o € R\ Q. Neste caso, o fluxo associado serd ¢(z,y) = (t + z, at + y).
A medida de Lebesgue é invariante e ergddica para este fluxo.

Designaremos por B(X) a o-édlgebra de Borel de um espago topologico X e
GL(2,R) o grupo linear geral formado pelas matrizes invertiveis 2 X 2 com entradas

reais.

DEFINIGAO 3.2. Um cociclo linear (em tempo continuo) sobre ¢ é uma aplicagdo
®:Rx M — GL(2,R),

que € (B(R) @ M/B(GL(2,R))- mensurdvel e satisfaz as igualdades de Chapman-

Kolmogorouv:

(1) ®(0,w) = Id para todo w € M;
(2) (t+ s,w) = D(t, ¢*(w)) o D(s,w), para todo s,t € R e w € M.

Vamos assumir que ¢t — ®(¢,w) é continuo para todo w € M. Veremos que
esta propriedade é satisfeita nos casos que iremos considerar. Lembramos que se
w — ®(t,w) é mensuravel para cada t € R e t — ®(t,w) é continuo para todo
w € M isto implica que ® é mensuravel no espaco de medida do produto.

Ao imaginarmos uma movimentacao do cociclo em R x M vemos que, enquanto
w é deslocado pelo sistema dinamico ¢ em tempo s para o ponto ¢*(w) no espago de

base M, o cociclo ®(s,w) move o ponto (vetor) v na sua prépria fibra (R?) sobre M
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até o ponto (vetor) ®(s,w)v em Ris (v)» mantendo as propriedades do cociclo. Em

particular, podemos ter como modelo o produto cruzado definido para t € R como
d(t): M x R* — M x R?
(w,v) = (¢'(w), 2(t,w)v).

Uma vez mais, tomaremos como referéncia para o espago de fase o espaco Euclide-
ano bi-dimensional, tendo em vista os propédsitos deste trabalho. Os conceitos aqui
introduzidos poderao ser naturalmente extendidos para outros espacos mais gerais.
Definimos F como o conjunto de cociclos lineares (em tempo continuo) sobre um

fluxo ¢.

Consideremos como motivacao a equacao diferencial linear nao-auténoma de
segunda ordem, que generaliza o movimento do oscilador harmoénico amortecido
ou pequenas oscilagoes do péndulo amortecido, ao longo da drbita (¢! (w))er, com

w € M descrito por:

#(t) + ale! )i () + B (@))(t) = 0. (3.1.2)

Seja K C Mo o conjunto das matrizes reais 2 x 2 do tipo

A—
a b
com a,b € R e denotamos por K o conjunto das aplicagoes mensuraveis A : M — K.
Consideramos as aplicagoes mensuraveis a: M — R e $: M — R e a equacgao dife-
rencial aleatdria (3.1.2), comummente denominada Random Differential Equation.
A designagao aleatéria advém do facto de a solucao depender da escolha de w que
segue uma distribuicao de probabilidade dada por pu. Uma vez fixado w podemos
encarar a equagao como sendo deterministica. Uma das dificuldades habituais é con-
ciliar mensuravelmente todas as solucgoes individuais deterministicas num mesmo
sistema. Considerando a mudanga das varidveis momento y(t) = @(t), podemos

reescrever (3.1.2) como

X = A(¢t(w)) X, (3.1.3)
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onde X = X(t) = (z(t),y(t))" = (z(t),2(t))" e A € K é dado por

0 1
—B(¢'(w)) —alp'(w))

Considerando a equagcao diferencial linear matricial auténoma associada a (3.1.3)

A (w)) =

U= A(¢t(w))U (3.1.4)

com solugao D 4, satisfazendo ®% = Id, a solugao X (t) de (3.1.3) que satisfaz X (0) =

v verifica X (t) = ®4(t,w)v. De facto, considerando as derivadas em ordem a ¢, temos
X(t) = @a(t,w)v = Ap" (W) @alt, w)v = A" (W)X () = X(1).

Segue-se de [3, Thm. 2.2.8] (ver também Exemplo 2.2.8 nesta referéncia) que se
A e L' (n), isto é, [, ||Alldu < oo, (3.1.4) gera um tnico (indistinguivel) cociclo

linear ® 4 que satisfaz

Oy(t,w) =1d+ /OtA(@s(w))CI)A(s,w)ds. (3.1.5)

A solugao ®,4(t,w) definida em (3.1.5) é chamada de solu¢ao de Carathéodory ou
solugao fraca. Dada uma condigao inicial X (0) = v € R?, dizemos que t — @ 4(t, w)v
resolve ou é uma solugao de (3.1.4), ou que (3.1.4) gera ® 4. Note-se que P 4(0,w)v =
v para todo w € M e v € R% Se a solucao é diferencidvel no tempo (isto é, com
respeito a t) entdao ® 4 é chamada de solugao cldssica de (3.1.4) se satisfaz

Cda(t, )0 = A @) Balt, W)

A diferenciabilidade de ®4(¢,w) relativamente ao tempo t permite aplicar o Te-
orema Fundamental do Célculo a A(¢*(w))Pa(s,w) em (3.1.5), o que nem sempre
pode ser feito. Temos também que ¢t — P 4(¢,w)v é continuo para todo w e v. Ob-
serve que @ 4 (t,w) é a solugao da equagao linear variacional ou equagdo das primeiras
variagoes (3.1.4). Se (3.1.3) tiver condi¢ao inicial X (0) = v, entdo ®4(0,w)v =v e
X(t) = Da(t,w)v.

Seja Fic o subconjunto de cociclos lineares em tempo continuo ® € F que
satisfazem a seguinte condigao (C') de integrabilidade (/)

sup log™ [|®(t,w)™'|| € L' (), (3.1.6)
1

0<t<
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onde f* = max{0, f}. Finalmente, denotamos por F& o subconjunto de cociclos

cinéticos de Fjo dos elementos ® que podem ser escritos como

O(t,w) =

a(t,w) =1+ fot c(s,w)ds '
b(t,w) = [, d(s,w)ds

Se ® € FX é derivdvel em relagao a t, entdo podemos definir

Alw) = ifb(t, w)

y (3.1.7)

=0
e, ao longo da drbita ¢’ (w),

AP () = La(s,w)

Neste caso A(¢'(w)) € K para todo t e w.

[@(t,w)]

s=t

OBSERVACAO 3.1.
(1) Para qualquer solu¢ao ®4 € Fio de (3.1.4) dada por (3.1.5), com A € K,
temos ®4 € FE;

(2) Se A e L' (u) entao @4 € Fio. Além disso, para todo t > 0 temos

/ log™ |®a(t, )| dyt < t]| Al
M

De facto, consideremos w no conjunto mensurdvel p'-invariante tal que

t — A(¢'(w)) € localmente integrdvel. Por (3.1.5) obtemos
¢
[Pa(t,w)l] <1 +/0 [ACe* (@D |@a(s, W) ds.
Pela desigualdade de Gronwall (ver [3]) temos

[ a(t, )] < exp ( / A @) ds) ,

i1sto €, para todo t > 0

log* ()] < / JA(e* ()] ds.

Portanto,

sup log" [[04(t,)] < / JA(P*(@))]] ds = (w).

0<t<
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Pelo [3, Lema 2.2.5] concluimos que 1 (w) € L*(11), pelo que sup log® ||®(t,w)| €
0<t<1
LY (). Similarmente, também temos sup log™ ||[®a(t,w)™t| € L (u) e, por-

0<t<1
tanto ®, € Fio. Pelo teorema de Fubini, obtemos

/M log* [ @4(t, )| du(w) < /M / A (@) | ds dpu(e)

- / /M JA(e (@))]] dys(w) ds
= t||A];

(3) Pelos itens anteriores, se A € KN L'(u) entio @4 € FE..
3.2. Expoentes de Lyapunov e teorema de Oseledets

A teoria da estabilidade para estudar os sistemas lineares auténomos (2.1.4) nao
é o método mais adequado para estudar as solucoes do sistema diferencial linear
(3.1.3), pois os valores préprios de ®(t,w) pouco ou nada permitem concluir sobre o
comportamento assintético das solugoes das equagoes diferenciais como (3.1.3), ou
seja, sobre as propriedades espetrais das solugdes (3.1.5). Lyapunov, ciente desse
problema, desenvolveu a teoria dos expoentes caracteristicos, que hoje tém seu nome,
‘expoentes de Lyapunov’, e que descrevem o comportamento espectrais de solucoes.
Além disso, quantificam a sensibilidade as condigoes iniciais, medindo o afastamento
exponencial no tempo de trajetérias vizinhas a partir de uma trajetoria de referéncia.
Os expoentes de Lyapunov estao associados a um cociclo sobre um sistema dinamico
e, se existir um positivo, certas trajetérias inicialmente proximas no espago de fase
afastam-se exponencialmente rapido no tempo. De certo modo, os expoentes de
Lyapunov inferem sobre o comportamento do sistema, porque pequenas alteragoes
no estado inicial serao ampliadas a uma taxa dada pelo maior expoente de Lyapunov.
Em resumo, este objeto tem em linha de conta a relacao entre trajetérias proximas,
sendo que a analise da propria érbita nao é suficiente para determinar o expoente

de Lyapunov.

DEFINIGAO 3.3. O expoente de Lyapunov em w € M na diregio v € R*\ {0}

para ¢ € Fio é
1
MNP, w,v) = lim - log ||®(t,w)v]|
t—+oo ¢

sempre que o limite existe.
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Quando nos referimos aos expoentes de Lyapunov, devemos ter em conta o teo-
rema ergodico multiplicativo também conhecido como teorema de Oseledets, que

fornece informacoes sobre a estrutura dinamica de um cociclo.

TEOREMA 3.1. (Oseledets [39]) Consideremos ® € Fjc. Para p-q.t.p. (ler u-
quase todo ponto) w € M existe uma decomposicao R2 = ELBE? que é ®-invariante,
isto ¢, ®(t,w)E! = Ei;t(w), i = 1,2, chamada de decomposicio de Oseledets, e

nimeros reais A\ (P, w) > Ao(P,w), chamados expoentes de Lyapunov, tais que:
M(®,w) = A(®,w,0) = lim > log [(t, )]
t—+oot

para qualquer v' € E° \ {6} ei=1,2. Além disso, o angulo formado pelos subespa-

cos EL e E% tem crescimento subexponencial ao longo da drbita:

. 1 . 1 2
lim Zlog Sin(L (Bt (), Egt(w))) = 0.

t—+oo

Chamamos espectro de Lyapunov ao conjunto {A\(®,w), \a(P,w)} e subespagos
de Oseledets aos subespagos E! | E2.

O espectro de Lyapunov de um sistema dinamico bidimensional fornece uma
descricao da sua dinamica e os seus sinais definem direcoes de estabilidade ou ins-
tabilidade, consoante os expoentes sao negativos ou positivos, respetivamente.

Se o fluxo @' é ergddico, os expoentes de Lyapunov sao constantes para j-q.t.p.
w € M. Neste caso designaremo-los como A (®) e A\y(P), com A (D) > Ay(P).
Dizemos que ® tem espectro de Lyapunov singular ou espectro de Lyapunov trivial se
para p-q.t.p. w € M, A\ (P, w) = Ao(P,w). Dizemos que ® tem espectro (Lyapunov)
simples se para pu—q.t.p w € M, temos A;(P) > A\o(P). Para obter detalhes sobre
esses resultados em sistemas diferenciais lineares, ver em [3] (em particular, Exemplo
3.4.15). Veja também [30].

Para mais consideragdes sobre os Expoentes de Lyapunov ver [43].

3.3. Topologia

Para compararmos dois fluxos é habitual considerar-se a distancia entre os flu-
xos quando o tempo ¢ varia no intervalo [0,1]. A escolha deste intervalo pode ser
generalizada para qualquer conjunto compacto de R. Consideraremos a topologia da

convergéncia uniforme em conjuntos compactos, sendo que os conjuntos compactos
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considerados sao [0, 1] e M, precisamente os conjuntos onde a varidvel de tempo ¢ e
a variavel espacial w evoluem respectivamente.

Dados 1 < p < oo e @,V € Fio definimos

=

oH(@,0) = ( [ sw @) - <w<t,w>>i1||pdu<w>) ,

0<t<1

sempre que a integral é finita, e

(@.1) o (O, V) +0,(,V),
op(P, V) :=
g oo se alguma das integrais acima nao existe.

Note-se que podemos ter o,(®, V) = oco. Para contornar esta situacdo, definimos
uma métrica em Fjo dada por

Up(év‘ll)
pp(®, W) i= { Trer(@1)’
1, se 0,(P, V) = o0

se 0,(P, V) < o0

Uma versao desta métrica para uma topologia do tipo L> para cociclos lineares em
tempo discreto foi dada em [4], onde hd também uma versao para tempo continuo.
Uma versao de uma topologia do género LP, como a que consideramos aqui, foi
introduzida em [5] para cociclos lineares em tempo discreto.

Por argumentos semelhantes a [4] e [5], temos o seguinte:

PROPOSICAO 3.1. Para todo 1 < p < oo,

(1) (Fic, pp) € um espago métrico completo e, portanto, um espaco de Baire;
(i7) Se @ € Fio entdo para qualquer ¥ € F, com p,(®,¥) < 1, temos ¥ € Fio;
(i11) Para todo p < q < oo temos of(®,¥) < o7 (P, V) e consequentemente
pp(D, V) < p (P, V). Assim, a topologia gerada por p, é mais fina que a
topologia gerada por py.

Em seguida demonstraremos que o subespago dos cociclos lineares cinéticos é

um espago de Baire.
LEMA 3.1. Para todo 1 < p < oo, (F&, pp) € fechado.

DEMONSTRAGAO. De (7ii) na Proposicao 3.1 é suficiente provar para p = 1, isto
é, dada qualquer sucessao (®,,), em F&, com &, L1y ®*, para algum ®* € Fe,

devemos ter ®* € FE. Seja (), uma sucessdo convergente para ®* relativamente
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& métrica p;. Queremos provar que ®* € F&. Por (ii) na Proposigao 3.1 temos que

®* € Fjo resta provar que

com
a*(t,w) =1+ fot c*(s,w)ds
b*(t,w) = f(f d*(s,w)ds .

+
. . . o .
Se ®,, 25 ®* isso implica que ®,, — ®*, ou seja,

lim sup |a*(t,w) — ay(t,w)|du(w) =0
n—o0 M 0<t<1

lim sup |¢*(t,w) — cp(t,w)| du(w) = 0. (3.3.1)

n—0o0 M 0<t<1

Como (®,,), € F&, temos

/ sup
M 0<t<1

para todo o n. Fazendo

/ sup
M 0<t<1

an(t,w) — (1 +/0 cn(s,w))ds| du(w) =0

a*(t,w) — (1 +/0 c*(s,w)ds)| du(w) < (I) + (II) + (III) (3.3.2)

com

(I)::l/;VSUI>|a*(@¢0)“an(tﬂﬁ)\dﬂ(“0

0<t<1

(H):/ sup
M 0<i<1

(HI):/ sup
M 0<t<1

temos (II)=0. Aplicando o limite em (III) com n — oo, temos por (3.3.1)

a,(t,w) — (1 —i—/o Cn(s,w))ds| du(w)

[ ents) = (sl

du(w),

u) < i [ [ lentos) = s,00] dsute)

n—o0

:nh_>n010/1/ len(s,w) — c*(s,w)| du(w) ds
< hm/ /M sup |en(s, w) — c*(s,w)|du(w)ds

n—0o0 0<s<1

/0 (5.0 — *(5,w)ds

lim sup
n—oo M 0<t<1
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Aplicando agora o limite em (3.3.2) com n — oo, obtemos

¢
/ sup |a*(t,w) — (1 +/ c*(s,w)ds)
M 0<t<1 0

o que implica que para quase todo o w e todo t temos

t
a*(t,w) =1 +/ c*(s,w)ds.
0

du(w) =0

Similarmente obtemos b*(t,w) = fot d*(s,w)ds. O

Como para todo o 1 < p < 00, 0 espago métrico (Fi, pp) é completo e F& C Fro

é p,-fechado, concluimos o seguinte:

COROLARIO 3.1. Para todos os 1 < p < oo, (F&,pp,) € um espago métrico

completo e, portanto, ¢ um espaco de Baire.



CAP{TULO 4

Prevaléncia do espectro trivial

Determinar o comportamento assintético de uma equagao do tipo (3.1.2) é
um problema que se pode revelar extremamente complicado, pois o facto de os
parametros o e [ nao serem constantes dificulta consideravelmente esta andlise.
Para além da dependéncia deles relativamente ao tempo, incorporamos ainda um
ruido modelado por uma dinamica auxiliar ¢, o que alarga consideravelmente o
horizonte de possibilidades.

Uma forma de contornar este problema é permitir uma perturbacao nos parametros
que conduza a um comportamento assintético que seja o mais simples possivel (es-
pectro de Lyapunov trivial). As perturbagoes podem ser feitas em diferentes niveis,
cabendo a topologia considerada aferir a sua precisao na comparagao de diferentes
sistemas.

O cenério de estudo da equagao (3.1.2) serd transportado para linguagem de co-
ciclos lineares, tal como descrito na Seccao 3.1. Consideraremos a topologia definida
na Seccao 3.3 para cociclos lineares cinéticos.

Podemos colocar algumas perguntas no que respeita ao espectro de Lyapunov

dos cociclos lineares cinéticos:

1. Temos espectro trivial num aberto/denso/residual de cociclos lineares cinéticos
relativo a esta topologia?

2. Se considerarmos uma topologia mais forte, como a topologia uniforme, os
resultados sao semelhantes?

3. Se fixarmos os parametros e perturbarmos a dinamica deterministica da base
do cociclo, os resultados sao semelhantes?

4. O que podemos concluir se perturbarmos simultaneamente os parametros e

a dinamica deterministica da base do cociclo?

Nesta seccao iremos dar uma contribuicao para a resposta a primeira questao,

demonstrando que existe um residual de cociclos lineares cinéticos onde o espectro

35
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de Lyapunov ¢ trivial. No ultimo capitulo veremos que a resposta sobre a abertura
do espectro trivial é negativa, mostrando a existéncia de um conjunto denso destes
cociclos com espectro simples. Assumiremos que o ruido é inerente ao sistema e
nao esta a nossa disposi¢ao para ser alterado, pelo que nao sera feita nenhuma per-
turbagao na base do cociclo, ou seja, no fluxo . Deste modo, nao nos debrucaremos
sobre as trés ultimas questoes.

A estratégia para demonstrarmos que o espectro de Lyapunov € trivial num con-
junto genérico de cociclos lineares cinéticos, relativamente a topologia do tipo L
gerada pela métrica p,, 1 < p < 00, que torna este espaco de cociclos num espago
métrico completo, passa pela combinacao de varios ingredientes dos quais destaca-
mos os dois seguintes: por um lado a construgao de perturbacoes adequadas de um
cociclo linear cinético, de modo a que um cociclo cinético préximo (na métrica p,) a
um cociclo dado tenha um decréscimo no integral do maior expoente de Lyapunov e,
por outro lado, a conjugagao desta possibilidade de diminuir o integral do expoente
de Lyapunov com uma pequena perturbagao com a semicontinuidade superior desta
quantidade quando variamos o cociclo e a sua continuidade em cociclos com espectro
trivial, que ird permitir concluir que temos espectro trivial nos pontos (cociclos) de
continuidade de uma funcao semicontinua superiormente e, portanto, num conjunto
genérico de cociclos.

Uma dificuldade desta estratégia reside no facto das perturbacoes serem feitas no
conjunto restrito dos cociclos lineares cinéticos, o que limita os cociclos que temos a
disposicao e restringe significativamente a nossa capacidade de perturbar um coci-
clo. Para podermos diminuir o maior expoente de Lyapunov de um cociclo cinético,
precisamos de construir uma perturbacao adequada que, em algum momento, mis-
ture as direcoes de Oseledets do cociclo original, nomeadamente que envie a diregao
de maior crescimento na diregao restante. O facto dos cociclos lineares cinéticos nao
incluirem os cociclos lineares habituais que produzem rotagdes no espaco de fase (na
fibra) obriga a uma estratégia diferente quando comparada com a que foi usada, por
exemplo, nos trabalhos [16, 17, 15].

A topologia que consideramos, do tipo LP, nao é sensivel a perturbacoes pontuais
ou em segmentos de uma érbita. A ideia serd usar perturbacées com norma limi-

tada numa caixa de fluxo. Deste modo, podemos controlar a proximidade do cociclo
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perturbado com o original controlando a medida da caixa de fluxo que suporta a
perturbacgao. Para além disso, podemos obter os nossos resultados sobre a alteracao
do maior expoente de Lyapunov efetuando a perturbacao apenas uma vez, com uma
perturbagao grande (mas de norma limitada) numa caixa de fluxo adequada, algo
que nao ¢ exequivel numa topologia do tipo C°. Para evitarmos sobreposicoes nas
perturbacoes teremos de codificar o fluxo de base ¢ através de um fluxo especial
num Castelo de Kakutani (como em [1]), nomeadamente através de uma codificacao
bivalente apresentada por Rudolph (ver [41]), que devera ser construido com al-
tura suficiente para efetuarmos as perturbacoes desejadas e estimar com uma certa
precisao os valores dos expoentes de Lyapunov.

Recordemos que um conjunto R é residual se existir uma familia enumeravel
de abertos e densos (U, )nen tais que NyenU, C R. Dizemos que uma propriedade
é genérica num conjunto se for valida num subconjunto residual. Estes conjuntos
assumem um caracter especial neste contexto atendendo a seguinte versao de um

resultado cléssico.

TEOREMA 4.1. (Teorema da Categoria de Baire) Num espago métrico completo,

uma interseccao enumeravel de conjuntos abertos e densos é densa.

DEMONSTRAGAO. Ver [31, Teorema A.1.22]. O]

Estamos agora em condigoes de enunciar o resultado principal deste capitulo,

que estabelece a genericidade do espectro trivial entre cociclos lineares cinéticos:

TEOREMA 4.2. Seja ¢' : M — M ergddica. Existe um subconjunto p,-residual

R e FE, 1 <p< oo, tal que todo ¥ € R tem espectro de Lyapunov trivial.

Para a demonstragao deste resultado construimos uma perturbacao adequada
a0s Nossos propositos que sera usada num cociclo sobre um fluxo especial. Por fim,
tratamos da questao da continuidade do (integral do) maior expoente de Lyapunov

que nos conduzira a conclusao da demonstracgao.
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4.1. Mistura de direcoes de Oseledets

Nesta seccao construimos a ferramenta fundamental de perturbagao que nos per-
mite trocar as diregoes de Oseledets. Para um cociclo linear cinético ® € Fi. cons-
truimos uma perturbacio ¥ € FX préximo de & que nos permitird, grosso modo,
enviar qualquer diregao u numa qualquer dire¢ao v ao longo da drbita !(w) para
cada w € M. Recordemos que o objetivo é analisar o comportamento assintotico da

solugao e nao a obtencao de uma solucao explicita.

4.1.1. Perturbacgoes cinéticas. Nesta seccao descrevemos a maneira como as
perturbagoes sao realizadas.

Seja ® € F e w € M com 6rbita nao periédica. Vamos considerar uma per-
turbacao ¥, = U, 1, € F de ® ao longo da érbita positiva de w (comegando em
T (w), para algum T > 0) e dentro de um intervalo de comprimento adequado 7 > 0.
Fixemos T' > 0 e 7 > 0. Seja & = T (w) e consideramos ® : R x M — GL(2,R)
definido pelo menos em ¢%(&) = {©*(@) : s € [0,7]} e definimos a perturbacio

U, € F de ® suportada em ¢®7(@), em que ¥, (¢, p*(w)) é dado por:

(L, ¢*(w)) ses€(0,T|es+t<T

D(t+s—T,0) O(T —s,9%(w)) sese[0,T|es+t<T+r
<I>(t+s—T—T<p( ) - ®(1,0) - B(T — s,0%(w)) sese[0,T)es+t>T+T (1)
D(t, 0T (2)) sese[TT+71les+t<T+r
t—T—7+5¢07(Q) ®(T+7—s5¢"T@) sesc[[,T+7les+t>T+T

D(t, p°(w)) se s >T+ 1 etodot>0.

Observe que para todo s € [0, 7] temos

d

S(~ d -
Lt (@)

— S8t (@)

t=0 t=0
isto é, os geradores infinitesimais de ¥,, e ® coincidem em ¢*7(@) e, quando ® ¢é

diferenciavel com respeito a t obtemos para todoo 0 < s<T ous>T + T,

isto é, os geradores infinitesimais de W,, e ® coincidem fora de ¢*7(@).
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O proximo resultado é bastante simples, mas de grande importancia na sequéncia

da demonstracao.

LEMA 4.1. Dados w € M, u,v € R*\ {0}, ® € FE, existem v # 0, 7, €
0,7 e uma perturbagcdo W, = Vo, € F& de ® suportada em o7l (w) tal que

|0, (o8 (w)F <1 para todo 0 <t < 7, e Uy (1, w)u = yP(7,,, w)v.

DEMONSTRAGAO. Assumimos que u # 7'v para todo 7 # 0. Seja 0 <7 < 7 0
menor angulo medido no sentido horéario entre as diregoes definidas pelos vetores u

e v, e definimos R € K dado por

0 1
-1 0

R(w) =

para todo w € M. Isto gera um cociclo linear cinético dado por:

cos(t) sin(?
N R URE O
—sin(t) cos(t)
tal que ®r(T,w)u = yv, para algum v # 0 e 7 € |0, 7[.
Agora, definimos a perturbacdo ¥, de ® suportada em 7l(w) seguindo a

construcio em (4.1.1), considerando ® como ® . O

Podemos definir uma perturbacao ¥ de um dado & € F para uma caixa de
fluxo ®(B) = {¢'(w): w € B, t € [0,7.]}, com B C M, e 7, > 0 considerando
U(t,w) = V,(t,w) para todo w € B, onde ¥, = U, , é a perturbacdo de P

suportada em pl%7(w) dado por (4.1.1). Se ® € F& entdo também temos ¥ € FX.

4.1.2. Fluxos especiais. Comecamos por lembrar o teorema de Ambrose-Ka-
kutani (ver [1]) que diz que qualquer fluxo ergddico aperiddico é isomorfo a algum
fluxo especial com uma determinada funcao teto, através de uma transformacao
ergddica invertivel num espago de medida. Com este teorema desenvolvemos um
argumento usando um castelo de Kakutani, em que o ser aperidédico é crucial, pois
precisamos de torres grandes no castelo para desenvolver o argumento.

Segundo [44], a vantagem dessa estratégia é que, em muitos casos, o sistema
induzido pode ser construido de modo a ter melhores propriedades globais que o

sistema original, o que torna a sua andlise mais simples e, por outro lado, a partir
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das propriedades do sistema induzido é possivel obter conclusoes interessantes a
respeito do sistema original.

Consideremos um espago de medida (X, .A, fi), uma aplicacdo 7: ¥ — X que
preserva a medida de probabilidade i e uma fun¢do de teto h: ¥ — R*. Também
definimos H como a altura necessaria para realizar a perturbagao, com h(w) > H >

0, para todo w € X, e que satisfaz a condigao de integrabilidade
/Eh(w)dﬂ(w) < 00.
Definimos também o espaco M, C X x R, por
My = {(w,t) € T x Ry :0 <t < h(w)},

com a identificacdo entre os pares (w,h(w)) e (T (w),0). O semifluxo definido em

M, por
S (w,r) = (T™(w),r + 5 — Z AT (w))),

onde n € Ny é definido univocamente por

i MTH W) <r+s< Z AT (w)),

é chamado de semifluzo de suspensdo. Se T é invertivel, entao (S*), é um fluxo. Além
disso, se ¢ denota a medida de Lebesgue unidimensional, a medida p = (ax¢)/ [ hdj
definida em M}, por

h(w)
/ gdu=m / ( / g(w,wdt) diw), Vg € CO(M,)

é uma medida de probabilidade e é invariante pelo semifluxo de suspenséo (S*);. Com
esta representagao, o quidruplo (', 3,7, h) é chamado de fluzo especial induzido

pelo (semi)fluxo (S;) em M,,.
4.1.3. Misturando diregoes de Oseledets. O préximo resultado sera crucial
para a demonstracao da Proposicao 4.1.

LEMA 4.2. Para todo ¢ € (0,1), ® € Fio sobre um fluxo especial descrito pelo
quddruplo (¢*, %, T, h) dotado com a medida produto fu x £ e By C X com ji(Bgy) >
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0, existe um conjunto mensurdvel B C By com [L(B) > 0 tal que para qualquer

perturbacao ¥ € Fio de ® suportada numa caiza de fluxo

S = pY(B) = {¢(¢"“ (w)): w € B, t € [0,b(w)]},

onde 0 < ap < a(w) < b(w) < by < h(w) para todo w € B, com ag,by € R ¢
a,b: M — [0, +00[ fung¢des mensurdveis, e satisfazendo ||W, (s, ¢! (w))* || < 1 para
todo w € B, t € [a(w),b(w)] e s € [0,b(w) —t], temos p,(®, V) < e.

DEMONSTRAGAO. Considere ¢/ = /(1 — ¢). Para um dado B C ¥ construimos
B = Usci-1.0¢"(S). Temos pu(B) < (1+ by — ag) x i(B). Uma vez que ® € Fio é
possivel obter B C ¥ e L > 0 tal que, para todo w € B temos

sup log" [|(t,)*!| < L,
1

0<t<
ou seja,
sup [|[@(t,w)* || < e’
0<t<1
Definindo

(= ( / rzeﬂpdmw))p,

podemos usar argumentos elementares de Teoria da Medida (ver, por exemplo, [35,
Teorema 1.3]) de modo que, se necessério, considerando B C ¥ com uma j-medida

positiva mais pequena, temos ¢ < ¢’'/2. Lembremos que para todo w € B temos

’ du(w)>

sup [|U(t,w)*!] < max{1, e’} < eF. Consequentemente
0<t<1

B =

||(I)(t7 w)il - \Il(ta W)ﬂH

oy (P,¥) = / sup
M

0<t<1

1
D p
< /Sup I CID(t,w)ﬂ—\I/(t,w)ﬂH du(w))
B 0<t<1
1
D p
< [ [ su fioctw) )+ eew) du(w)>
B 0<t<1
< ([ 12et dute
B
< €/2.

Isso implica que p,(®, V) < ¢, como era desejado. O
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PROPOSIGAO 4.1. Dados ® € F& e e,0 > 0, existe uma perturbagio ¥ € F&
de ® tal que p,(P, V) <c e

+ 6. (4.1.2)

DEMONSTRACAO. Sejam ® € Fjo e ¢,0 > 0. Assumimos que ® possui espectro
simples, caso contrario a conclusao é trivial. Vamos realizar perturbacgoes suporta-
das num segmento de comprimento méximo 7 (cf. Lema 4.1) em pontos w de um
subconjunto com medida positiva. As perturbacdes serdo realizadas em ¢™0/2(w),
aproximadamente, onde N, é grande o suficiente para observarmos as propriedades
assintéticas do teorema de Oseledets, com uma precisao 7, a partir de w e de ¢ (w),
para um certo 7 € [Ny/2,m + Ny/2]. Para evitar situagoes desagradédveis de sobre-
posigao de perturbagoes, codificamos ¢ por um fluxo especial (', 3,7, h) com uma
funcao de teto finita. Como o fluxo é ergddico, uma aplicagao simples do teorema
da representagao bivalente de Rudolph (ver [41]), permite-nos considerar um fluxo
especial S* com base ¥ C M e uma funcao de teto h: ¥ — {Ny + 7, Ny + 4}, para
algum Ny grande. Recordamos que, por um lado, o teorema de Rudolph fornece
uma fungao em escada com degraus arbitrariamente grandes e irracionalmente in-
dependentes e, por outro lado, precisamos ver o expoente de Lyapunov no tempo
Ny/2 (com precisao n), realizar uma perturbagdo num intervalo de tempo que serd
menor que 7 e, finalmente, ver novamente o expoente Lyapunov (com precisao 7)
antes do retorno a base. Desta forma, evitamos sobreposicoes das perturbacoes e nas
estimativas para os expoentes de Lyapunov. Além disso, temos uma decomposi¢ao
de p = i x £, onde [i é uma medida em ¥ tal que £ é a medida de Lebesgue unidimen-
sional (relacionada com o tempo do fluxo) e a fungio de retorno S" ¢ fi-invariante.
Por abuso de notacgao, continuaremos a denotar o fluxo especial por .

Pelo Teorema de Oseledets, a menos de algum rearranjo do castelo (¢, %, T, h),
dado 17 > 0 existe N € N (N > Ny) e um subconjunto B C ¥, com fi(B) > 0, tal

que para cada w € B temos

1
Ai = log[|@(tw)mll] <m/2 <, (4.1.3)
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para 7 = 1,2 e t > N. Observemos que, a partir da propriedade de cociclo, para

w € BeN' > N, considerando ' = ¢ (w), também temos

1
Ai — n log [|®(¢, ')

Elll <N (414)

para todo t > N. Para cada w € B, seja ¥, = U, n/27, @ perturbagao dada pelo

Lema 4.1 suportada em @V/27+N/2 () tal que para algum 0 < 7,, < 7 temos:

B (7, V2 (W) Elay = Einia-

Construimos agora uma perturbacao global W de ® suportada na caixa de fluxo

S = SO[N/Q’H_N/Q](B) = {Spt(QON/Q(w)) Twe th S [O’ Tw]},
considerando (¢, w) = W, (t,w) para todo o w € B. Considerando um subconjunto
de B, se necessdrio, pelo Lema 4.2 podemos considerar B tal que p1 (P, ¥) < e .

Veremos que podemos escolher um N grande dependendo de n (dependendo de

J), tal que para todo o w € B, temos

)\1<\If w) < )\1(@,&)) + /\2(@,&])

. 4.1.
< . +6 (4.1.5)

Note-se que como ji(B) > 0, isto implica que (4.1.5) vale para todo o w em um
subconjunto B C M, com u(B) > 0 e, como estamos a assumir que o fluxo ' é
p-ergddico, temos

+90

A (D) + o (P

() < M)+ ()
2

como desejado. Vamos explicar agora o efeito da mistura das direcoes de Oseledets

na diminuicio do maior expoente de Lyapunov. Tomamos w € B com as direcoes

de Oseledets E!, E* e N > 0 suficientemente grande para se ter (4.1.3) e também

(4.1.4) para w' = 2 ™ (w), ou seja

N N
@(5,w) -vi%e?N,<D<5—Tw,w> -vsze%zN, (4.1.6)
e
N
®(N/2—7,,0) vl meME™) (5,0/) 02, a2, (4.1.7)

onde A\ = A\ (P, w) e Ay = Xy(P,w) sdo os expoentes Lyapunov de @, v! € E' e

v', € E', sdo vetores unitdrios, e ~ significa n-préximo como em (4.1.3) e (4.1.4).
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Note-se que, para todo o w € B, temos:
N / N/2
U(N,w) = 5 T TeW - Pp(T,, 0 (W) - P (N/2,w) . (4.1.8)

Assim, para todo 0 w € B podemos decompor a acao da aplicagao ¥(N,w) em

trés partes:

. . N .
e Comecemos pela primeira parte (entre w e ¢z (w)) e pela terceira parte (entre
W' e ¥(w)). Usando a base induzida pelas dire¢oes de Oseledets em relagao

a decomposicao E' @ E?, podemos escrever

P (ﬂ,w) = (bl(%’w) 0
2 0 9254(%7("))
(§]
) (ﬂ — Tw7w’> — gbl(% — T, ') 0
2 0 ¢4(% _Twaw,)

Usando (4.1.6) e (4.1.7), obtemos que ®(%,w) ¢ um operador que pode ser
representado aproximadamente (i.e., com ‘(;51 — G%N‘ <ne ‘¢4 — eATQN‘ <n)

pela matriz

e%lN 0
. [ (4.1.9)
e2

escrito como de costume na base de Oseledets {E!, E2}. Similarmente,

@(%—Tw, w’) pode ser representado aproximadamente (com {gbl — M/ Z*TW)‘ <

ne ‘¢4 - e’\Q(N/2’T“)} < n) pela matriz

oM (N/2-7) 0

0 ra(N/2-7) (4.1.10)

na base de Oseledets {E.,, E? }.
e Relativamente & segunda parte (entre ¢™/?(w) e w'), tendo em consideracao
a base induzida pelas direcoes de Oseledets, com respeito a decomposicao
E;N/Q

w & EZN/Q () Pode ser reescrita como:

(I)R(TW,QON/Q(W)) _ ¢R,1(Tw7(pN/2(w)) ¢R,2<Tw7§0N/2<w)) . (4111)

Or3(Tw, @V (W))  GRrA(T, o2 (W))
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Com a mistura de direcoes de Oseledets causada durante a segunda parte, o maior

)\1N)

crescimento para ®(N,w) (fornecido por e nunca pode ser alcancado pela per-

turbacdo W(N,w). De facto, as entradas de W(/N,w) sao limitadas por:

e TNMN/2m) ) max {|or(7, o™ (W)}

gooe

QN@M(N/Q—TW), %NBAQ(N/%TW)

max{e 2 e
Estimemos agora + log | ¥U(N, w)||. Por (4.1.8) sabemos que ¥(N,w) ¢ a composi¢ao
das matrizes (4.1.10), (4.1.11) e (4.1.9). Por uma questao de simplicidade de apre-
sentacao, estimamos |V (NV,w)|| usando essas trés matrizes que estdo na base de
Oseledets. No entanto, como o angulo entre as fibras de Oseledets apresenta uma
diminui¢do subexponencial como no Teorema 3.1, estimar ||V(N,w)]|| considerando
a base canonica apenas aumenta os detalhes técnicos, que evitamos no que se segue.

Levando isso em consideracao, temos:

¥ (N, w)|| < max {€N>‘1‘g>\2 _,\mj’e]\f@_,\ﬂw}‘

Portanto,

1 )\1 —+ )\2 )\17'uJ )\1 + )\2 )\QTw
< —_ — .
Nlog||\I/(N,w)|| _max{ 5 N 5 N }

Finalmente, tendo N suficientemente grande obtemos:

)\1<(I)7 W) + )‘2((1)7 w)
2

1
~ log [U (N, w)|| <

N + 0.

Temos assim:
1 1
A (,w) = Tim > log | (t,w) ]| = lim ~log | ¥(n,w))|
t—oo t n—o0 N,

1 1
= inf ~log [[¥(n, w)|| < < log [T(N, w)l|

< )\l(q)aw) + /\Q(q)7w)

)
hS 5 +

e (4.1.5) esta provado. Claramente, obtemos uma diminuigao no expoente Lyapunov,
no sentido que A\ (V) < A\;(®P), uma diferenga que se acentua na presenga de um

espectro simples. O
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4.2. Semi-continuidade superior para o principal expoente de Lyapunov

A estabilidade dos expoentes de Lyapunov é um tema de grande interesse na
Teoria dos Sistemas Dinamicos. Num contexto semelhante ao que é aqui desenvol-
vido, Arbieto e Bochi ([2]) demonstraram que os expoentes de Lyapunov variam
com semicontinuidade superior em topologias do tipo LP, para qualquer 1 < p < o0,
em fungao do cociclo. Recordemos o espago métrico completo (Fie, pp), 1 < p < 00.

Consideremos a fungao

L: Fe — [0,00)
O — [, M(P,w) du(w).

A funcao £ é semicontinua superior se para todo ® € Fy e todo € > 0 existe § > 0
tal que para todo ¥ € Fj satisfazendo p, (¥, @) < tem-se L(V) < L(D) +¢.

Nesta subsecao inteira, nao assumimos que o fluxo ¢’ é ergddico. Note-se que,
sob a hipdtese ergédica sobre o fluxo ¢, temos L(®) = A\;(P). Para provar que L é
semicontinua superior quando Fy- estd munido com a métrica p, definida em §3.3,
apresentamos um resultado preliminar que nos permite controlar diferentes cociclos
cinéticos. No que se segue usamos a mesma notacao para a norma L' das solucoes
introduzidas em §3.3 mas agora para as aplicagdes ®(¢,-) : M — GL(2,R) com

t € R, ou seja, para todo ot € R
@l = [ 1900 due)
M
LEMA 4.3. Para todo ot € R, w e M e ®,V € Fy, temos:
log™ [[W(t,w)|| < log™ [[@(t, w)[| + W (¢, w) — O(t,w)].

DEMONSTRAQAO. A demonstracao segue diretamente da desigualdade triangu-

lar
e o facto de que log™ (x + y) < log™(x) + y para todo o z,y > 0. O

Denotemos por L(u) o espaco usual das fungoes f: M — R que sao integrdveis

(far 1 fldp < 00).
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LEMA 4.4. Seja f € L'(u), f > 0. Para todo o n > 0 existe K > 0, tal que,
para todo o h € L*(p) com h >0 e ||h — f|l1 <n, temos:
2n
h du(w) < 2n e p(h > K) < —.
h>K K

DEMONSTRAGAO. [2, Lema 5. O

O préximo resultado ¢ baseado em [2, Teorema 2.

PROPOSICAO 4.2. Para todo o1 < p < 0o, a funcao L é semicontinua superi-

ormente relativamente a topologia induzida por p, em Fic.

DEMONSTRACAO. Pretendemos mostrar que para todo o ® € Fioe € > 0 existe
d > 0 tal que p,(®, V) < 0 implica L(V) < L(P) + .

Sejam ® € Fjce € > 0. Assumimos primeiro que para p- quase todo w € M
A (P, w) > 0. (4.2.1)
Pelo teorema ergddico subaditivo, sabemos que o limite

. 1
M (®,w) = Tim ~log [ (t,w)|

¢ valido num conjunto com medida total e também em L'. Portanto, usando (4.2.1),

obtemos:

1
lim ~ / log™ [|®(t, )| du(w) = 0,
t M

t——+o0

onde f~ :=min{f,0}. Note-se que

£@) = Jim - /M log [[B(t, )| dyu(w)

t—+00

1
— lim * / log || (1, w) | dpu(w)
M

n—-+oo M,

= inf 1 /Mlog |P(n,w)|| du(w) (4.2.2)

neN T

pelo que é possivel encontrar T' € N suficiente grande para se ter
1 1
7 [og le@wllduw) > = e 1 [ logle(Tw)ldutw) < £(@) + ¢
T M T M

e, portanto, como f = f~ + fT,

= /M log™ [|B(T, )| d(w) < L(P) + 2=. (4.2.3)
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Consideremos K > 0 que serd definido posteriormente. Definimos n = ¢/(T + 1)

ed=109/(1+7), em que

, ) eT

Para quaisquer ® e ¥ que satisfacam p,(®, V) < §, temos p1 (P, V) < d e
U (t, w) — P(t,w)||1 < 0,
para todo 0 <t < 1. Sejam
f=log"|@(Lw)| e g=log"[|T(Lw)].

Pelo Lema 4.3, ||lg — f|l1 < [[¥(l,w) — ®(1,w)|l; < &' < 1n. Agora usamos o Lema
4.4 com h = f e h = g, o que nos da o correspondente K > 0 (dependendo de 7 e
). Seja
Bi={f<K} e B,={g<Kk}.
Entao,
oy 21
hdu(w) <2n e p(Ey) <=, para h=fg.

o K

Consideremos o seguinte conjunto

T
G=()e (ENE,).

=0

Deste modo, G¢ tem medida pequena, no sentido em que

w(G) <> e (B, UE,))

1=0

<(T+Du(E; UE,)* (4.2.5)

4n
<(T+1)—
<(T+1)7
_4e
==
Vamos estimar um limite superior para a expressao

= /M log™ | W(T, w)|[dp(w) = (1) + (11),

onde

W= [ g 19T )ldute) e ()= 7 [ tog [0(T)dp(e).
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Para a primeira parte (I), recordemos que, para qualquer ® € Fjo, w e M e T € R,

temos:
BT, ) = B(1L," ) -+ D10 ())0(1, ).
Portanto,
W53 [ Jor Iwe)ldute)

Para cada : =0,...,T — 1, temos, pelo Lema 4.4 e pela desigualdade (4.2.5),

/. gdu(w)zfgdu(w)Jr/ - gdp(w)
£ (G) ; By (G)

<20+ Kp(B,N¢'(GY))
< 2+ Ku(G°)

< 6e.

Consequentemente,
(I) < 6e. (4.2.6)

A seguir, estimamos a segunda parte (II). Usando o Lema 4.3 e (4.2.3), temos:

)< 1 [ 1o joT ) dne) + 1 [ 19(T.0) ~ ST )du(e)
o) +25+%/G||\11(T,w) — O(T,w)||dp(w). (4.2.7)

Para estimar o integral no lado direito, procedemos da seguinte maneira. Sejam

we€ Gel<i<T. Usando as propriedades do cociclo, temos parai=1,...,T"
[9(i+1,w) = (i + Lw)|| < V(L @' (w) (i, w) — B(1,¢"(w)) (i, w)]|

< (1, " (W)W (i w) — (1, @' (w) (i, w)+

+U(1, @' (w) (i, w) — B(1, ¢ (w) 2 (i, w) |

< [, @ @DP (i, w) — (i w) ]+

+[1W(L @' (@) — (1, ¢" (W) 12, w)l|

< e[ (i,w) — (G, w) | + e T(L ¢! (W) — (L, &' (W))]I-
Integrando sobre G e usando a desigualdade ||¥(1,w) — ®(1,w)||; < ¢,

0+ 1,0) = 06 + 1) de) < [ 006,0) — Bli)[dple) + K5
¢ G
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Por indugao, obtemos
/GH\IJ(Z',w) — 0,0 |du(w) < (i + 1)Ky, Vi=1,...,T.
Em particular, se tomarmos ¢ = T', temos
/G |U(T,w) — ®(T, w) || dp(w) < (T + 1)K (4.2.8)
Finalmente, a partir de (4.2.7) obtemos
(11) = % /G log™ [[B(T, w)|[dp(w) < £(®) + 3e. (4.2.9)

Para completar a demonstragao neste caso, tendo em consideracao (4.2.6) e (4.2.9)

concluimos que

£0) < 7 [ 1o [(T0)d(e)

< 7 [t e (o)
%(/Gloy 1T, w)l|dpu(w) + /G log™* H\IJ(T,w)Hdu(w))
< (L(®) + 3¢) + 6e

< L(P) + e.

O resultado segue facilmente agora considerando 9¢ = 4.

Vamos provar agora o caso geral. Novamente, consideremos ® € Fio e € > 0.
Para cada a > 0 definimos o conjunto '-invariante L, = {w € M : A\ (®,w) < —a}.
Considere « suficientemente grande para que

/10g+|]<1>(1,w)\|d,u(w)<e e / M (®,w) du(w) > —. (4.2.10)

(e «

Consideremos o operador linear em R? dado por e*®(t,w), para todo o t e w. Defi-

nimos seu maior expoente de Lyapunov por
«a : 1 + ||,
A (e*P,w) := lim —log™ ||e“D(t, w)|.
t—oo ¢

Observemos que \;(e%®,w) = A\ (®,w) + a e, se w € LY, temos A\ (e“®,w) > 0.
Definimos agora
L: Fie — [0,00)
D — [ (e, w)dp(w).
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Procedendo de maneira semelhante aos cdlculos anteriores para £, temos que £ é se-
micontinuo superiormente se restringirmos e*®(t,w) aw € LS. De facto, observemos
também que para todo o ¢’ > 0 existe 0 < § < € tal que ||e* VU (¢, w) —e*P(t,w)|[ < o’

para todo o 0 <t < 1, sempre que p;(P,¥) < § e, neste caso, temos

J.
J

Por outro lado, como L, ¢ invariante, pelo Lema 4.3 e (4.2.10), se p,(®, V) <

A (e, w)dp(w) < /L M (D, w)du(w) + &,

c
«
ou seja,

Al(\lf,w)du(w)g/]: M (P, w)dp(w) +e. (4.2.11)

c c
[e3 [e3

d < ¢ isto implica que || ¥(t,w) — (t,w)||; < J para todo o t € [0, 1], e temos

[ nwwaue) =t [ gt W00 dute)

(e @

< / log* [ W(1, w)]| dp(w)

[e"

< [ gt lewdu) + [ 1¥(1w) - BLw)]|du(w)
Lo Lo
< 2
< / A (P, w) du(w) + 3e. (4.2.12)
A prova para este caso geral segue agora de (4.2.11) e (4.2.12). O

4.3. Genericidade do espectro trivial

Nesta seccao demonstraremos o Teorema 4.2. A estratégia usada para um re-
sultado similar para cociclos C° dotados da norma C° (ou cociclos essencialmente
limitados dotados da norma L) desenvolvida em [16, 17, 12, 13| para diminuir
os expoentes de Lyapunov nao pode ser usada no nosso contexto. De facto, a norma
LP captura informacao numa vizinhanga de um segmento de érbita, ao contrario da
norma C°, e nao do préprio segmento de érbita. Por esse motivo, devemos seguir
uma abordagem diferente.

Lembramos que, como estamos assumir que ¢’ é ergddico, os expoentes de Lya-

punov de um dado ¢ € Fj- sao constantes em p-quase toda parte e sao denotados



52 4. PREVALENCIA DO ESPECTRO TRIVIAL
por A;(®) > Ao(P). Definimos a fun¢ao salto, como:

j: -FIC — [07OO>

Cy (B (@)
O s M@ (B

O proximo resultado é uma consequéncia direta da Proposicao 4.1 e é crucial

para obter a demonstracao do Teorema 4.2.

LEMA 4.5. Sejam 1 < p < oo, ® € FE ee,0 > 0. Existe ¥ € F& com

pp(®, V) < € tal que
L) <d—T(@)+ L(D). (4.3.1)

DEMONSTRAGAO. Pelo ponto (iii) na Proposigao 3.1 e pela Proposigao 4.1 existe
U e FE com p,(®,¥) < ¢ tal que

A (D) + Ao (D)
2

L(V) < +5=0—J(®)+ L(D).

U

TEOREMA 4.3. Seja 1 < p < 00 e consideremos o espaco métrico completo

(F&,pp). Se ® € F& € um ponto de continuidade de L entio J(®) =0 .

DEMONSTRAGAO. Consideremos uma sucessao de cociclos lineares cinéticos ®@,, €
F& convergindo para ® € F, na métrica p,. Como ® é um ponto de continuidade,
temos lim £(®,) = L£(®). Pelo Lema 4.5, dado &, — 0 e § > 0, existe ¥,, € F&,

n—oo

com p,(®,,¥,) < &,, tal que

L(V,) <6—T (@) + L(Dy).

Considerando os limites em n, obtemos:

lim £(0,) < § — lim J(®,) + L(D).

n—oo n—oo

Como ® é um ponto de continuidade de £, obtemos que J(®,) = 0 para todo
o n suficientemente grande e portanto, J(®) = 0, ou seja A\ (P) = Ay(P), como

pretendiamos demonstrar. O

Estamos agora em condigoes de concluir a demonstracao do Teorema 4.2.
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DEMONSTRAGAO. (do Teorema 4.2) E sabido que o conjunto de pontos de con-
tinuidade de uma func¢ao semicontinua superiormente é um subconjunto residual.
Portanto, pelo Teorema 4.3 existe um subconjunto p,-residual R C F& tal que se

® € R, entao J(P) = 0, ou seja, A\ (P) = Ao(P). O



CAPITULO 5

Densidade do espectro simples

5.1. Simplicidade do espectro de Lyapunov

5.1.1. A demanda por expoentes de Lyapunov positivos. Um expoente
de Lyapunov positivo (ou negativo) fornece-nos uma taxa exponencial de divergéncia
(ou convergéncia) média de duas trajetérias vizinhas, enquanto que um expoente de
Lyapunov nulo fornece-nos a total auséncia de qualquer tipo de comportamento
exponencial. A teoria de Pesin (ver e.g. [11]) garante uma teoria de variedades
estavel /instavel na presenca de expoentes de Lyapunov diferentes de zero. Essas
ferramentas geométricas sao a base da maioria dos resultados centrais em sistemas
dinamicos hoje em dia. Consequentemente, nao ha divida de que a deteccao de
expoentes de Lyapunov diferentes de zero é uma questao de extrema importancia
na dinamica, uma questao que remonta ao final dos anos sessenta e ao trabalho de
Millionshchikov [36]. No inicio dos anos oitenta, Cornelis e Wojtkowski [22], e Le-
drappier [33] obtiveram critérios para a positividade dos expoentes de Lyapunov e
na década de noventa Knill [32] e Nerurkar [37] provaram que expoentes de Lyapu-
nov nao nulos sao fenémenos densos do ponto de vista C° para certos cociclos. No
final dos anos noventa, Arnold e Cong [5] provaram a densidade LP dos expoentes
de Lyapunov positivos e sua técnica foi estendida em [15]. O uso de métodos a la
Moser baseados nos conceitos de nimero de rotagao permitiu que Fabbri e Johnson
obtivessem abundancia de expoentes de Lyapunov positivos para sistemas diferenci-
ais lineares que evoluem em SL(2,R) e com uma transla¢do no toro como dinamica
de base (ver [25, 26, 27] e também o trabalho com Zampogni [28]). Claramente,
encontrar um expoente de Lyapunov positivo em SL(2,R) imediatamente permite
obter um expoente de Lyapunov negativo e, portanto, a simplicidade do espectro de
Lyapunov (ou seja, todos os expoentes de Lyapunov sao diferentes).

Vérios resultados sobre a positividade de expoentes de Lyapunov foram esta-

belecidos nos tltimos quinze anos e trouxeram novas abordagens diferentes [18,

54
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19, 21, 42, 24, 14, 46]. Como um exemplo paradigmético, lembramos [10] onde
Avila obteve abundancia de espectro simples no caso bidimensional e para varias

topologias.

5.1.2. Resultado principal e ideia da prova. Uma vez mais, recordamos que
o nosso foco principal sao os cociclos que satisfazem as condigoes de integrabilidade
de um gerador cinético de tempo continuo, induzidos por equagoes do tipo (3.1.2).
Fixando a posicio e o momento (z(0),%(0)) nesta equacdo, pretendemos estudar
o comportamento assintético quando t — oo do par (z(t),#(t)) nomeadamente, a
taxa de crescimento exponencial dada pelos expoentes de Lyapunov. No presente

trabalho pretendemos responder a seguinte questao:

E possivel perturbar os coeficientes a e 8 na equagdao (3.1.2), numa topologia do

tipo LP, por forma a obter dois expoentes de Lyapunov distintos?

O enunciado preciso sera apresentado no Teorema 5.1.

Como vimos anteriormente, determinar o comportamento assintético de uma
equagao do tipo (3.1.2) é um problema que se pode revelar extremamente compli-
cado, nomeadamente quando os parametros « e 5 nao sao constantes.

Neste capitulo iremos responder parcialmente a primeira questao destacada na
introducao do capitulo anterior, demonstrando que no espaco dos cociclos cinéticos
FX munido com a topologia gerada pela métrica p,, com 1 < p < oo, existe um
subconjunto denso relativamente a esta topologia onde o espectro de Lyapunov de
cada cociclo nesse conjunto é simples, isto é, tem os dois expoentes de Lyapunov
distintos. Deste modo, apesar de no capitulo anterior demonstrarmos que existe
um residual neste conjunto com espectro trivial, esta propriedade nao prevalece em
abertos relativamente a esta topologia.

Adoptando a estratégia para demonstrar o espectro trivial podemos dizer que,
para cada cociclo cinético satisfazendo a condicao de integrabilidade existe um outro
cociclo cinético, arbitrariamente préximo, com espectro simples parte das ideias
de [5] onde os autores obtiveram um resultado semelhante para o caso em tempo
discreto e para cociclos mais gerais. No entanto, o contexto de tempo continuo

e a restricao a uma familia muito particular de cociclos, como a que estamos a
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considerar nesta tese, trazem diversas dificuldades que nao tém semelhancas nos
trabalhos anteriores.

De modo resumido, assumindo que a dindmica auxiliar ¢! é ergédica em relacao
a medida de referéncia g em M, a estratégia passa por considerar duas zonas de per-
turbagao com medida positiva em M: uma primeira zona, definida por uma caixa de
fluxo, onde perturbaremos o cociclo original com uma rotacao, de modo a criar uma
dire¢ao invariante que poderemos controlar e uma segunda zona, numa caixa de fluxo
mais estreita concatenada na primeira, onde faremos uma outra perturbacao deste
novo cociclo, de modo a expandir vetores ao longo da direcao anteriormente fixada.
Estes procedimentos provocarao neste iltimo cociclo a existéncia de um expoente de
Lyapunov diferente dos expoentes de Lyapunov do cociclo anterior (que assumimos
iguais). Para garantir que o novo cociclo nao tem expoentes diferentes do anterior
mas iguais entre si, cridmos um desiquilibrio nos volumes das zonas de perturbacgao
para que, com recurso ao Teorema Ergodico Multiplicativo, se garanta o desejado
espectro simples. O argumento que nos permite contornar este problema é usar
uma consequéncia do teorema de Oseledets que garante que a soma dos expoentes
de Lyapunov de um cociclo ® é igual a [log|det(®(1,w))|du. Portanto, encon-
tramos uma forma de controlar a mudanca do expoente de Lyapunov do sistema
perturbado. Em trabalhos anteriores [5, 15] as perturbagoes do cociclo original
® eram composigoes do tipo ® o ¥ onde ¥ é escolhido cuidadosamente e verifica
det ¥(t,w) = 1. A invariancia de ® — [log|det ®(1,w)|du garante um controle dos
Lyapunov expoentes, uma vez que [ log |det ®(1,w)|du = [log|det(®oW¥)(1,w)|dp.
No entanto, as perturbagoes na nossa classe sao uma tarefa mais dificil de realizar.
Por exemplo, nao é claro como perturbagoes da forma ® o ¥ como antes podem ser
feitas. Consequentemente, optamos por evitarmos este tipo de perturbagoes usando
uma abordagem um pouco diferente dos trabalhos anteriores [5, 15].

Para evitarmos sobreposicoes nas perturbagoes iremos codificar o fluxo de base
por intermédio de um fluxo especial num Castelo de Kakutani (como em [1]). Por
outro lado, para estimar a proximidade do cociclo perturbado com o original usamos
também um controlo sobre a medida das duas caixas de fluxo que suportam as

perturbagoes.
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De referir que, para além das dificuldades inerentes ao contexto de tempo continuo,
realizar estas perturbacoes de rotacao e dilatacao nao sao triviais, pois nao temos ao
dispor os habituais mecanismos como os que existem no contexto em tempo discreto
para cociclos que evoluem em GL(2,R), SL(2,R), Sp(2,R) ou, mais geralmente, co-
ciclos que satisfazem as condigoes accessibility (também reconhecida como twisting)
e saddle-conservative (conhecida ainda por pinching), que garantem a realizagao des-
tes processos de modo menos exigente, como, por exemplo, em [2, 5, 16, 17, 15].
Um outro aspeto a salientar é que, dada a natureza dos cociclos cinéticos, a tarefa
de realizar estes procedimentos de modo conservativo revela-se mais complicada, em
particular a propriedade de saddle-conservative/pinching. Desta forma, para con-
tornar esta dificuldade adicional, a abordagem nesta tese a este procedimento segue
uma linha ndo-conservativa um pouco diferente da estratégia usada em resultados
anteriores.

Neste capitulo demonstramos o Teorema 5.1 sobre a existéncia de um p,-denso

de cociclos cinéticos em Fx, 1 < p < oo, exibindo espectro simples.

TEOREMA 5.1. Seja @' : M — M ergédica. Para qualquer ® € F&, 1 <p < oo

ee >0, eviste U € Fi exibindo espectro de Lyapunov simples, com p,(®,¥) < .

5.2. Perturbacgoes cinéticas

Nesta seccao vamos descrever como realizar perturbagcoes de cociclos cinéticos que
permitem efetuar rotagoes (accessibility/twisting) e dilatacoes numa diregao privi-
legiada, um pouco mais fracas que as propriedades saddle-conservativity/pinching,
uma vez (ue nao sao conservativas.

Consideremos ¢ € F e w € M um ponto nao periddico. Por uma questao de
comodidade vamos recuperar o procedimento para realizar perturbagoes introduzido
no capitulo anterior. Vamos definir a perturbacao ¥, = d, € Fde d suportada
num segmento de drbita positivo, comecamos em ¢’ (w), para algum 7' > 0 com
comprimento igual a 1. Isto poderia ser feito considerando qualquer segmento de
comprimento finito com inicio em qualquer ponto futuro da orbita, mas o que apre-

sentamos ¢é suficiente para os nossos propositos.
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Consideremos ®: R x M — GL(2,R) definido pelo menos em [0, 1] x 77+ (1),

onde

P (W) = {¢*(¢" (W) : s € [0,1]}.

Definimos a perturbagao (i)wm&, e F de ® por ® suportada em oI+ (W) como
sendo i)wj@(t, ¢*(w)) dada por:

D(t, p%(w)) sese€[0,T]es+t<T
B(t+s—T, 0 w)) - B(T — s, 0% (w)) sese0,Tes+t<T+1
Bt+s—1—T,0 (" w))) - D(1, 0t (W) - &(T — 5,0°(w)) sesec[0,T]es+t>T+1
d(t, 0T (¢t (w))) sese[lT+1es+t<T+1
Bt —T —1+4 5,0 (" W) - P(T+1—s5,0T(p(w)) sese[l,T+1es+t>T+1
D(t, % (w)) se s >T+1etodot>0.

(5.2.1)

Observe que para todo s € [0, 1]

d »

Zralt (W) = 2R @ @)

isto 6, os geradores infinitesimais de ®_ ;. 5 e ® coincidem em @7+ (w) e, quando

® ¢ diferenciavel com respeito a t, obtemos para todos 0 < s < T ous>T+1,

d - d

G Purat ' W)| =0 W)

isto é, os geradores infinitesimais de ®_ .z e ® coincidem fora de @7+ (w).

A estratégia para obter o espectro de Lyapunov simples sob pequenas per-
turbagoes baseia-se em duas ideias fundamentais: rodar e esticar diregoes de Ose-
ledets. Como foi dito, em algumas situagoes, essas propriedades sao mencionadas
como twisting e pinching, respectivamente. No entanto, precisamos garantir que
somos capazes de fazer isso no mundo dos cociclos cinéticos. Vamos comecar com a

rotacao.

LEMA 5.1. Eziste K > 0 tal que dados w € M, vectores u,v € R*\{0} e ® € F,
existe uma perturbacao CTDW € F de ® suportada em O = 1] (w) tal que se U =
span(u) e V = span(v) temos ®,.,(1,w)U = V. Além disso, det ®,,(s, p'(w)) =1 ¢
[Puu(s, P (W)F| < Kg, t €[0,1] e s €[0,1—1].
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DEMONSTRACAO. Definimos R € K dado por

para todo w € M e algum a > 0 a ser escolhido posteriomente. Isto gera um cociclo
dado por
Bt w) = cos(at)  %sin(at)

—asin(at) cos(at)
Podemos escolher a = a(u,v) > 0 tal que Pr(l,w)u = kv, para algum x € R.
Definimos agora a perturbagao ®,, = (i)MO,ch de ® por ®p suportada em O se-
guindo a construgio em (5.2.1), considerando ai ® como ®p. Claramente, temos
det @, (s, ¢'(w)) = 1 para todo t € [0,1] e s € [0,1 — t] e, além disso, podemos

considerar K > 0 de tal modo que neste caso temos ||®,,(s, ¢! (w))*|| < Kg. O

OBSERVACAO 5.1. Podemos estender as perturbagoes anteriores de um segmento
de drbita para uma caiza de fluzo Pl (B) = {p'(w): w € B, t € [0,1]} sem auto-
intersegoes, com B C M, e todo o par de vectores unitdrios u(w),v(w) definidos para
todo w € B. Para fazer isso, definimos a perturbacao dpdedeF por @, supor-
tada em uma caiza de fluzo Pl®Y(B), considerando ®p(t,w) = i)w707(§u(w,)’vw,)(t,w),
onde w' = p F@) (W) € B e k(w) = inf>o{t: p~*(w) € B}, para ser a perturbagdo de
D por Py, w(wy suportada em pl®Y(w) dada por (5.2.1). Se ® € F entao também

i K
temos ®r € Fii.

Vamos agora explicar como esticar vetores no ambiente cinético. De agora em

diante, fixemos o vetor v = (0,1) € R2.

LEMA 5.2. Dado ® € F, v > 0 ew € () existe uma perturba¢ao @7 € Fded
suportada em O = pl®U(w) satisfazendo ®.(1,w)kv = v®(1,w)kv, para todo k € R,
e para todo t € [0,1] e s € [0,1 — t] temos det D, (s, ' (w)) = ydet (s, (w)) e
19 (s, " (@) < (1 + )1 D(s, 0" (w)) .

DEMONSTRAGAO. Seja ®(t,w) podemos escrever como

O(t,w) = alt,w) b(t,w) _ 1+fgc(8,w)d3 fgd(S,w)dS
| c(tw) dlt,w) c(t,w) d(t, w)
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Definimos
B.(t) 1+ fot c(s,w)ds fot 0(s)d(s,w)ds
7w -
! c(t, w) o(t)d(t,w)

onde 6(t) satisfaz 6(0) =1, 6(1) =y e para cada k € R, t > 0 z € M temos que
D, (t, 2)kv = ' D(t, 2) k0.

Além disso, det @ (t, z) = 7t det B(t, 2) e ||P, (s, o' (w))F]| < (14+79)]| (s, p'(w)) |
para t > 0 e z € M. Definimos agora uma perturbagio ®., = cT)w,O,CE,Y de @ por
®., suportada em ¢l®!(w) seguindo a construgao em (5.2.1), considerando ® como

o, 0

Observe que mais do que esticar em uma direcao conveniente dada pelo vetor v,

também estamos interessados em seguir o rasto do vetor v pela dinamica original ®.

OBSERVACAO 5.2. Dado ® € F e~ > 0 podemos construir uma perturbacao dg
de ® suportada em uma caiza de fluzo p!%Y(B) definida por ®g(t,w) = D08, (1 w),
com @) (w) = W', onde @w/p@v ¢ uma perturbagio de ® por ®., suportada em

eOU(w) como em (5.2.1). Se & € FE entdo também temos &g € FK.

LEMA 5.3. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) sup log™ || 0(t,w)*| € L'(n);
0<t<1

(ii) Para qualquer b >0, sup logt ||®(¢,w)*|| € L' (p).
0<t<b

DEMONSTRAGAO. Claramente (ii) implica (i). O inverso segue das propriedades

do cociclo. O

5.3. O espectro simples é denso

Nesta seccao provaremos a densidade do espectro simples tal como enunciado no

Teorema 5.1.

DEMONSTRAGAO. (do Teorema 5.1) Sejam ® € F&, 1 <p < oo e e > 0 dados.
Assumimos que ¢ tem um tunico expoente de Lyapunov Ag. Consideramos o fluxo

especial (¢', %, T, h) descrito na §4.1.2, com uma fungao de teto h > 10. Escrevemos

f(w) =log™ [[@(t,w)* .
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Como ® € FE, por (3.1.6) e pelo Lema 5.3 com b = 4, temos

sup f*(w) € L' ().

0<t<4

Isto implica que existe um r € [0, 4] tal que, escrevendo S =0 "(%), temos

J 1t

Em vista disso, existem K¢ > 1 e V C 3 com /)(V) > 0 tal que para todo w € Ve
t € [0, 4] temos

19 (1, 0)* || < Ve,

o que implica que, devido a propriedade do cociclo, para todo w € V,te [0,4] e
s € (0,4 — t] temos
12(s, " (@) < K.

Consideremos U C V satisfazendo 0 < a(U) < ji(V). Para i € {0,1} definimos
a caixa de fluxo V; = ol#1(V) e definimos ainda V5 = ¢23(U7). Observemos que
pw(Vs) < p(Vy). Para i = 0,1,2 definimos V; = ¢/(V), com Vy = V. Pela escolha
de 3 e da altura da fungao de teto h, para i = 0,1 temos ¢'(V;,) N Vi1 = Viﬂ
e p'(V,) NVy = 0. Vamos realizar perturbagoes de tempo 1 suportadas em V; e
Vs e, com isto, evitamos a sobreposicao dos procedimentos. Recordemos que Ky e

v =(0,1) como no Lema 5.1. Se necessério, podemos escolher V menor tal que
max{2 X 2;K¢(Kq> + KR)M(VI) SKRM(V1) + 8KRM(V2) } < 6/2.

Definimos k(w) = inf;>o{t: ¢ '(w) € V3} e o seguinte campo de vetores que

consiste na imagem normalizada do vetor v pelo cociclo ®:

v, se w e Vs,

D (k(w), o~ ") (w))v ~
[®(k@),e F@ w)o* w ¢ Va.

e seja E(w) = span {g(w)}. Seja ® uma perturbacio de ® suportada na caixa de
fluxo V; como no Lema 5.1 e na Observacao 5.1, tal que para todo w € Vi temos
$5(1,w)g(w) = kv para algum x € R.

Veremos agora que p,(®, P r) < €/2. Recordemos que

o5 (0, 0p) = (/ sup || ®(t, w)™ —cﬁR(t,w)ﬂdeu)
M

0<t<1
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Temos

/ sup [|2(t,w)* = Ba(t, @) Pdu =0,
M\ (VoUV1)

0<t<1

| s 1900 — bt P
Vo

0<t<1

1
:// sup || @(t, w)*! — Dp(t,w)*|? dpdr

(V) 1-r<t<1

/ / sup  [[(®(t —1+7, " " (w)®(1 —r,w))*!

(V) 1—- r<t<1

— (Pp(t =147, " (W)®(1 = r,w)*||P djudr

<[] e
0 @T(V) 1—r<t<1
— Op(t — 147, " ()P D1 — r,w) Y|P djsdr

1
: / / iy 5 (120 = 1 P [l = 1t @ @)
@1 = r,w) P dpdr
< (Ko + Kr)"Kgu(Vo)

Similarmente,

[ s 190005 — a0
1%

L 0<t<1

// sup || (¢, w)™! — S (t, w)*||P djidr

(V1) 0<t<1

//V1 sup [[(®(f — 147,07 (W) (1 = r,w))* =

) 0<t<1

(Ot = 147,07 (w)Pr(1 — r,w)) P didr

// sup [ @(t =1+ 760" (w) 1"
0<t<1

@(r, (W) = Pr(r, (W) TP didr

1
<[ e 1w
0 (

(V) 0<t<1

(120, (@) + | Pr(r " () )P djadr

< K2(Kg + Kr)Pp(V1).
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Para simplificar os calculos consideramos nas integrais acima que ¢t > 1 — r. Se
nao for o caso, o integrando também pode ser estimado superiormente apenas por

(Ko + Kg)? e o resultado segue da mesma maneira. Assim, temos

0E(®, dp) < 20 Ko (Ko + Kp) (V)

pp(®, 0R) < 0 (B, 0p) + 0, (D, DR)
<2 X Q%Kq)(Kq) + KR)/AJJ(V)%
<eg/2.

Se o espectro de Lyapunov Py, for simples, entao o resultado esta demonstrado.
Vamos supor que este espectro é trivial com um tnico expoente de Lyapunov A de
multiplicidade 2.

Seja v € (1,2) arbitrario e considere-o para construir uma perturbagao g de dp
suportada na caixa de fluxo Vs, como no Lema 5.2 e na Observacao 5.2. Recordemos
que dg € FE e para todo w € Vs temos Cﬁs(l,w)m} = v®(1,w)kv para todo k € R.
Além disso, para todo r € [0,1], t € [0,1—7], s € [0,1 —r —t] e w € ¢"(V3) temos

det Dg(s, ' (w)) = v det B(s, ' (w))

s (s, 0" (@)= < (1+7)|(s, 0" (w))*]].
Para todo w € M e ¢t > 0 temos

A A

Cp(t,w)(BE(w) = E(¢'(w)) e Ds(tw)(Ew)) = E(¢'(w)).

Sejam Ay > A% os expoentes de Lyapunov de dg. Pelo teorema ergdédico multipli-

cativo,
QAR:/log\det(@R(l,w))\dp e Aj+ A2 :/log|det(<f>5(1,w))]dp. (5.3.1)

Veremos que A4 # A2 e, portanto, ®g tem espectro simples. Primeiro veremos que
para uma dire¢do adequada (fornecida por g(w)) temos que os expoentes de Lyapu-
nov Ag(w; g(w)) = APy, w, g(w)) e Ap(w; g(w)) = M Pg,w, g(w)) estao relacionados
por

As(w; g(w)) = Ar(w; g(w)) + p(Ve) log . (5.3.2)
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Mais adiante, veremos que

/ log | det(bs(1,w)|dp = (u(V1) + u(V2)) log v + / log | det(bp(1,w))|dp, (5.3.3)

levando a uma contradigao se Ay = A%. De fato, se Ay = A%, por (5.3.2) devemos

ter
Ak + AL =2 +2u(Vy) log v,

o que nao ¢ possivel devido a (5.3.1) e (5.3.3) e que p(Va) < p(V1).

Vamos comegar com (5.3.2). Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff, temos

.1 -
As(w:g()) = Jim L log [ds(t,w)g(w)]
1 t s o
= lim = log ||y/o X2 @* @) dsG (¢ ) g(w)|
t—oo t
= Ap(w; g(w)) + p(Va) log .

Agora, vamos demonstrar (5.3.3). Observemos que

/ log]det(@g(l,w)ﬂdu:/ log | det(@n(1,w))ldi.  (5.3.4)
M\ (V1UVs) M\(V1UVs)

Além disso, temos
1
/10g|det((i>5(1,w))|dﬂ:// log | det(®g(1, w))|ddr
V1 0 Jor(Vh)
1
_ / / log | det (@ (r, " (w))Br(1 — r,w))|djidr
0 Jer(n)

1
_ / / logy + log | det(®(r, '~ (w))) | ddr
0 Jor(Vr)

Similarmente,
1
/log]det((fDR(l,w)ﬂdu:// log | det(® (1, w))|djdr
V1 0 Jor(h)
1
_ / / log | det (B(r, o (w))Bp(1 — 7, w))|djidr
0 Jer(vn)

1
_ / / log | det(®(r, 0" ()| djudr
0 Jor(h)

e assim

/ log | det(®s (1, w))|du = u(V1) log 7 + / log | det(®r(L,w))ldu.  (5.35)
V1 Vl
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Além disso,
A 1 A
/10g|det(<1>5(1,w))|d,u:// log | det(®s(1,w))|djudr
Vo 0 Jer(va)

1
= / / log | det(®p(r, @' (w))Ps(1 — r,w))|djdr
0 Jor(Va)

= ,u(Vg)logv—f—/ log | det(®(1,w))|dpdr (5.3.6)
Vo
e
/ log | det (@ p(1, w))|dy = / log | det(®(1, w))|djidr-
Va2 Vo
Por (5.3.4), (5.3.5) e (5.3.6) concluimos (5.3.3).
Vamos demonstrar agora que p,(®r, @5) < £/2 e assim p,(®, Pg) < . Observe-
mos que

/ sup || @s(t, w)*' — Op(t, w)*|Pdu = 0.
M\ (V1UV,) 0<t<1

Além disso,

/ sup [|Bs(t, ) — Bp(t, )™ [Pdy
y

L 0<t<1

1
_ / / sup  [|Bs(t,w)*! — r(t,w) = |P djidr
0 Jor(

V1) 1-r<t<1

1
:// Cosup (st = 147" (W) PR(1 — rw)) -
0 Jor(Wi

) 1-r<t<1

- ((IDR(t -1+, (pl_r(w))q)R(l =T w)):lﬂ”p dladr

1
<[] s (= 1) - Bl = L )
0 Jor(V1)

1-r<t<1

NI @R(L = r,w))* |7 disdr

1
<[] s (st = 14 re T @) [l — 14 )
0 Jor(V1)

1—r<t<1
[ Pr(1 — r,w)ﬂHp dpdr
< (M 4v)Kr + Kr)P Kpu(V1)

< KDV,
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Finalmente,

/ sup [[®(t,w)*! — Dp(t,w)*! |Pdp
Y

, 0<t<1

= [ st = e
(V2)

0<tL1

//V sup [[(@at =1+ 7.9 (@) bs(1 = 1)~

0<t<1

— (Pr(t =147, " (W) Pr(1 — r,w)) ™| didr

1
S e e D
0 Jor(Va)

0<t<1

: H<f>s(r, O (W) E = Dg(r, o' (W) FHP dndr

(| Ds(r, _T(w))ﬂll + ([ @r(r, o' (W) P djsdr
< Kp((1+ 7Kg + Kgr)Pu(Va)
<APKn(Ve)
Assim, temos
pp(@s, ) < 0 (05, D) + 0, (s, D)
< 8Kpii(V1)7 + 8K3ji(Vs)7

<e/2.
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