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Resumo

O movimento cadtico é um tipo de movimento complexo, irregular e imprevisivel semelhante
ao aleatorio que é altamente sensivel as condicdes iniciais e a variacdo de parametros, e que
resulta da sobreposicdo de um nUmero infinito de orbitas periodicas instaveis produzidas por
um sistema nao-linear deterministico. O caos pode ser desejavel ou nao dependendo da
aplicacdo. Contudo, um comportamento incerto e desconhecido ndo é certamente desejado
em problemas de engenharia, e nesse sentido, ser capaz de detetar de forma automatica
transicoes inesperadas de um movimento regular para cadtico torna-se uma tarefa crucial,

especialmente em aplicacdes criticas como em sistemas aeroespaciais e aeronauticos.

Por outro lado, dado que qualquer sistema nao-linear pode vir a exibir um comportamento
caodtico mesmo que tenha sido projetado para operar num regime bem regular (através de
uma ligeira variacdo de parametros ou se o sistema estiver sob o efeito de perturbacdes
externas de caracteristicas especificas), um sistema de controlo adequado para suprimir
eventuais movimentos cadticos tem de garantir robustez contra incertezas paramétricas e
perturbacdes. Além disso, em aplicacbes altamente exigentes como em sistemas
aeroespaciais/aeronauticos, um sistema de controlo tem de lidar nao s6 com restricbes de
magnitude nas entradas do sistema mas também com restricdes nas taxas devido as
limitacdes fisicas dos atuadores, caso contrario o sistema controlado pode-se tornar instavel

levando possivelmente a um cenario catastrofico.

A presente tese contribui com duas conquistas principais: primeiramente, com um novo
algoritmo de detecdo de caos em tempo-real e eficaz mesmo na presenca de niveis
consideraveis de ruido nas medicdes; e em segundo lugar, com varias extensdes de técnicas
de controlo linear modernas para o controlo e sincronizacao de saida robusta de sistemas
caoticos continuos no tempo (sistemas ndo-lineares por natureza) sujeitos a restricdes nas

magnitudes e nas taxas dos atuadores.

A ideia-chave por detrdas do novo detetor de caos reside no facto de que uma Unica
componente de uma trajetoria caotica tende a exibir um nimero infinito de maximos locais
em diferentes intervalos temporais. O facto de que o ruido nas medicdes nao pode ser evitado
em sistemas reais torna o problema ainda mais desafiante e este é ultrapassado
engenhosamente com recurso a um sistema auxiliar que atua como redutor de ruido. De
seguida, recorrendo a um conjunto de operacdes matematicas simples é estabelecido um

parametro que caracteriza o tipo de movimento com base num determinado limiar.

A estratégia de resolucdo do problema de controlo robusto com restricoes no controlo

consiste, numa primeira fase, em decompor o sistema nao-linear numa parte linear
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estabilizavel mais uma parte nao-linear restante. Seguidamente, com a ajuda de um sistema
auxiliar, os sinais de referéncia sao gerados em simultaneo com estes termos nao-lineares e
leis de controlo sao projetadas para estabilizar um sistema aumentado resultante. O sistema
aumentado é estabilizado através da sua parte linear e os sinais de referéncia sdo vistos
juntamente com os termos nao-lineares como uma Unica perturbacdo limitada. Numa
primeira abordagem, € considerado restricoes simétricas nas magnitudes e nas taxas dos
atuadores e estas sao impostas por um operador diferencial funcional. Numa segunda
abordagem, as restricbes sao impostas de forma diferente para se conseguir restricoes
assimétricas nas magnitudes. A terceira abordagem lida com restricbes simétricas e a lei de
controlo é projetada com base na teoria do controlo H, para garantir, de forma concreta,
robustez contra incertezas paramétricas. Uma U(ltima abordagem é ainda apresentada,
permitindo o controlo/sincronizacao sem o conhecimento do modelo de referéncia. Nesta em
particular, o sistema aumentado é composto de uma maneira diferente, compreendendo o
sistema propriamente dito e o integral do erro da saida, e o controlo robusto é alcancado em
duas fases: primeiro, com um controlo baseado numa generalizacao de uma funcao de
Lyapunov; e de seguida com um Regulador Linear Quadratico (LQR) com um grau de

estabilidade especificado.

Simulacdes numéricas sdo efetuadas em MATLAB® para validar a eficacia e a robustez das
técnicas apresentadas. O detetor de caos e as técnicas de controlo sdao aplicados a um
sistema caotico classico (sistema de Lorenz) e a sistemas aeroespaciais/aeronauticos de
relevancia (movimento de atitude de um veiculo espacial; movimento de atitude de um
veiculo espacial numa orbita elitica; dinamica de um girdstato eletromecanico; posicao de um
veiculo espacial no problema restrito de trés corpos; sistema aeroelastico). Por fim, é
apresentado um caso de sintese onde o detetor é aplicado acoplado a um dos controladores
para atestar a eficacia de ambos em simultaneo, suprimindo eventuais movimentos de atitude

caoticos num veiculo espacial induzidos por torques perturbadores existentes no espaco.

No que diz respeito ao detetor de caos, os resultados mostram que a distincdo € bastante
clara e que a detecdo em tempo-real é eficaz mesmo quando os sinais medidos estao
corrompidos com Relagdes de Sinal-Ruido consideravelmente baixas. O detetor proposto é de
facil implementacao e bastante eficiente do ponto de vista computacional, contrariamente a

outras ferramentas de detecao de caos.

Relativamente ao controlo, os resultados mostram que as abordagens propostas sao realmente
eficazes. O controlo/sincronizacao de saida é alcancado com sucesso, garantindo robustez
contra incertezas e sem exceder as restricoes de entrada. As leis de controlo sdo estaticas,
facilmente implementaveis e ndo exigem grandes esforcos computacionais dado que os
parametros dos controladores sdo todos calculados offline. Além do mais, as solucdes

apresentadas contribuem efetivamente para as mais avancadas técnicas de controlo abertas a
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comunidade, na medida que tém em consideracao restricoes nas magnitudes e nas taxas do
controlo, opostamente a outras técnicas de controlo que ndo consideram qualquer tipo de

restricdes e que sao requeridas particularmente em sistemas aeroespaciais.

Palavras-Chave

Sistemas Caoticos, Detecao de Caos, Controlo Robusto, Sincronizacdo de Saida, Restricdes nos

Atuadores, Veiculo Espacial, Movimento de Atitude, Girdstato, Sistema Aeroelastico.
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Abstract

The chaotic motion is a complex, irregular and unpredictable random-like type of motion
highly sensitive to initial conditions and to parameter changes, which results from a
superposition of an infinite number of unstable periodic orbits produced by a deterministic
nonlinear system. Chaos may be desirable or not depending on the application. However, an
unknown and uncertain behaviour is surely not desired in engineering problems, and in that
sense, be able to detect in an automatic way unexpected transitions from a regular- to a
chaotic- motion becomes a crucial task, particularly in critical applications such as in

aerospace and aeronautical systems.

On the other hand, since any nonlinear system may come to exhibit a chaotic behaviour even
it has been designed to operate in a well regular regime (through a slight variation of the
parameters or if the system is under the effect of external disturbances with specific
characteristics), a proper control system to suppress eventual chaotic motions must ensure
robustness against parametric uncertainties and disturbances. In addition, in highly
demanding applications such as in aerospace/aeronautical systems, a control system must
deal not only with magnitude input constraints but also with rate input constraints due to the
physical limitations of the actuators, otherwise the controlled system may become unstable

leading possibly to a catastrophic scenario.

The present thesis contributes with two main achievements: firstly with a new algorithm of
chaos detection in real time and effective even in the presence of considerable levels of
measurement noise; and secondly with several extensions of modern linear control techniques
for robust output control and synchronization of continuous-time chaotic systems (nonlinear

systems by nature) subject to magnitude and rate actuator constraints.

The key idea behind the new chaos detector lies in the fact that a single component of a
chaotic trajectory tends to exhibit an infinite number of local maxima at different time-
instants. The fact that measurement noise cannot be avoided in real-world systems makes the
problem even more challenging and is ingeniously overcome by using an auxiliary system
acting as a denoiser. Then, resorting to a simple set of mathematical operations it is

established a parameter that characterizes the type of motion based on a specified threshold.

The strategy to solve the robust and constrained control problem consists, in a first stage, in
decomposing the nonlinear system into a stabilizable linear part plus a remaining nonlinear
part. Then, with the help of an auxiliary system, the desired reference signals, that is, the
signals intended to be tracked, are generated simultaneously with these nonlinear terms and

control laws are designed to stabilize a resulting augmented system. The augmented system is
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stabilized through and only through its linear part and the reference signals are seen together
with the nonlinear terms as a unique and bounded disturbance. In a first approach, it is
considered symmetric constraints on magnitudes and rates and these are imposed by a
functional differential operator. In a second approach, the constraints are enforced in a
different way to achieve asymmetric constraints on magnitudes. The third approach deals
with symmetric constraints and the control law is designed based on the H,, control theory to
ensure, in concrete way, robustness against parametric uncertainties. One last approach is
yet presented, allowing a control/synchronization without knowledge of the reference model.
In this in particular, the augmented system is composed in a different way, comprising the
system itself and the integral of the output error, and the robust control is achieved in two
steps: first, with a control based on a generalization of the Lyapunov function; and then with

a Linear-Quadratic Regulator (LQR) with a prescribed degree of stability.

Numerical simulations are performed in MATLAB® to validate the effectiveness and robustness
of the proposed techniques. The chaos detector and the control techniques are applied to a
classic chaotic system (Lorenz system) and to relevant aerospace/aeronautical systems
(attitude motion of a spacecraft; attitude motion of a spacecraft in an elliptical orbit;
dynamic of an electromechanical gyrostat; position of a spacecraft in a restricted three-body
problem; aeroelastic system). Lastly, it is presented a synthesis case where the detector is
applied together with one of the controllers to attest the effectiveness of both, whose
purpose is to suppress eventual chaotic attitude motions in a spacecraft induced by

perturbing torques existing in space.

With respect to the chaos detector, the results show that the distinction is very clear and
that the detection, in real time, is effective even when the measured signals are corrupted
with considerably low Signal-to-Noise Ratios. The proposed detector is easily-implementable
and quite efficient from the computational point of view, as opposed to other chaos

detection tools.

As regards to the control, the results show that the proposed approaches are truly effective.
The output control/synchronization is successfully achieved guaranteeing robustness against
uncertainties and without exceeding the input constraints. The control laws are static, easily-
implementable and do not require much computational effort since the controller(s)
parameters are all computed offline. Furthermore, the current solutions contribute
effectively for the most advanced control techniques open to community, insofar as they take
into account both magnitude and rate actuator constraints, as opposed to other control
techniques which do not consider any kind of constraints and that are particularly required in

aerospace systems.
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Lista de Figuras

Figura 1.1. Evolucao de uma variavel de estado de um sistema cadtico ao longo do tempo,
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Matriz de estado do sistema de referéncia, n,
estados

Matriz de estado do sistema controlado, ng
estados

Matriz de estado do sistema aumentado, n,
estados, n, =n+m

Amplitude eficaz do sinal observado y,;s

Matriz de estado do sistema de referéncia, n,
estados

Matriz usada no controlo de Korobov, n, estados,
m controlos/entradas

Matriz de controlo/entrada do sistema
controlado correspondente aos parametros

XXXi



XXXii

]Rnxm

Rn)(s

]Rnx(n+p)

RMaxm

Rpxn

Rpxn

R(n+m)><n

RP*"a

RP*"B

R2*"a

RP*"B

RI*Xnr

nominais 6,, n estados, m controlos/entradas

Matriz de controlo, n estados, m
controlos/entradas

Matriz de entrada das perturbacdes externas, n
estados, s entradas, s =n+n,

Matriz de entrada das incertezas paramétricas, n
estados, n + p entradas, p saidas

Matriz de controlo do sistema aumentado, n,
estados, m controlos/entradas, n, = n+m

Matriz de saida do sistema controlado,
correspondente aos parametros nominais 6,, p
saidas, n estados

Matriz de saida do sistema controlado, p saidas,
n estados

Matriz de saida referente as saidas de
desempenho z, n estados, m controlos/entradas

Matriz de saida do sistema de referéncia, p
saidas, n, estados

Matriz de saida do sistema controlado, p saidas,
ng estados

Matriz de saida do sistema aumentado, g saidas,
n, estados

Matriz de saida do sistema controlado, C, = Cg

Coeficiente de sustentacao por unidade de
angulo de ataque, dl/da

Coeficiente de sustentacao por unidade de
angulo defletido da superficie de controlo do
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Constante gravitacional universal normalizada

Momentos principais de inercia do giréstato em
relacao aos eixos x, y, z, respetivamente

Momento de inércia do pitch cam

Momento de inércia da seccao da asa em relacdo
ao centro gravitico

Momentos principais de inércia do veiculo
espacial em relacao aos eixos x, y, z,
respetivamente

Momento de inércia

Constante de torque do motor de controlo do
girostato

Parametros  relacionados com a forca
eletromotriz e contraeletromotriz do motor de
controlo do girdstato, respetivamente

Ponto de Lagrange localizado entre a Terra e a
Lua, colinear com o eixo x do referencial
baricéntrico, L,(x,y)

Racio entre o tempo médio de execucdo do
algoritmo i e o tempo médio de execucdo do
codigo teste, L, =T;/T,, i = 1,2

Matriz do torque aerodinamico
Denota o nimero de Mach

Matriz de controlabilidade, n, estados, m
controlos/entradas

Matriz do torque eletromagnético
Matriz do torque gravitacional

Matriz do torque devido ao impacto de
micrometeoritos
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Torques perturbadores do veiculo espacial
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Parametro binario que indica um comportamento
caotico ou nao-cadtico com base no limiar y:
Rpi-estaao ="0" = regular; Rpi—estago = "1" =
caotico

Matrizes requeridas no controlo de Korobov,
j=0,..,n;, m controlos/entradas

Denota o tempo médio de execucdo de um
codigo teste composto por um conjunto de
operacoes simples

Denota o tempo médio de execucéo do algoritmo
ii=1,2

Torques de controlo do veiculo espacial segundo
0s eixos x,y, z, respetivamente

Velocidade critica de flutter (do escoamento nao
perturbado)

Parametros adimensionais relacionados com os

momentos principais de inércia Iy, Iy, I,

Denota a j-ésima coluna da matriz B,, n, estados

Coeficiente de amortecimento do deslocamento
vertical do eixo elastico

Vetores associados ao controlo de Korobov que
satisfazem determinadas relacées, i=1,..,m,
ng=n+s, n estados, s saidas, m
controlos/entradas

Coeficiente de amortecimento do angulo de
arfagem

Parametros relacionados com as restricoes do
controlo, dy =1n,d, =v, dy,d; =0

Vetor do erro da saida, entre as saidas do
sistema controlado e as saidas de referéncia,
ey, =Yg — Ya, p saidas
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deslocamento vertical do eixo elastico, h, e da
torcdao em torno do eixo elastico, a.

Frequéncia de amostragem do sinal observado
YVobs» Js = 1/dt, f, constante

Frequéncia a que os ruidos do processo e de
medicao sao adicionados (WGN de médias zero e
desvios padroes o,, g,,, respetivamente)

Coeficiente de rigidez da mola do deslocamento
vertical do eixo elastico

Coeficiente de rigidez da mola da arfagem
Distancia média entre a Terra e a Lua

Massa total da Terra + Lua, m* = my + my,
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Denota o elemento ij da matriz M, i-ésima linha,
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Elementos do vetor dos quaternides, i = 0, ...,3
Distancia entre o veiculo espacial e a Terra
Distancia entre o veiculo espacial e a Lua
Instante a partir do qual o controlo é ligado

Tempo caracteristico, definido de forma que a
constante de gravitacao universal normalizada
G* seja 1

Refere-se ao instante inicial

Refere-se ao instante final

Instantes em que o sinal analisado apresenta
maximos (maximizantes do sinal z,), i = 1,...,N

Denota a derivada temporal do vetor u, @ =
du/dt, m controlos/entradas

Denota a segunda derivada temporal do vetor u,
il = d?u/dt?, m controlos/entradas

Denota a i-ésima componente do vetor u,,
i=1,...m

Vetor auxiliar que contém os limites simétricos
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Vetor de controlo inicial, m controlos/entradas

Vetor central entre os limites de saturacao
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controlo u;, u; < Ujmgy, i = 1,...,m

Limite de saturacdo minimo da variavel de
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Denota a i-ésima componente do vetor u,
i=1,...m

Vetor dos limites de saturacdo maximos do
controlo, m controlos/entradas

Vetor dos limites de saturacdo minimos do
controlo, m controlos/entradas

Vetor de controlo uy inicial, uso = u(ty)

Vetor de controlo auxiliar que satisfaz restricoes
simétricas

Vetor de controlo virtual, sem restricoes, no qual
o controlador é projetado
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ponto resulta numa matriz de estado A estavel
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Vetor de estado do sistema aumentado, n,
estados, n, =n+m

Distancia adimensional entre o centro gravitico e
o0 eixo neutro/elastico

Vetor de estado inicial do sistema aumentado,
n, estados, n, =n+s

Vetor de estado inicial do sistema de referéncia,
n, estados

Vetor de estado do sistema de referéncia, n,
estados

Vetor de estado/ponto no qual o sistema de
referéncia é linearizado por uma linearizacao
classica/jacobiana

Vetor de estado correspondente ao controlo
aplicado  efetivamente ao  sistema, m
controlos/entradas

Vetor de saida do sistema de referéncia, p saidas
Vetor de saida do sistema controlado, p saidas

Coordenada y ao centro da Terra no referencial
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Vetor de saida do sistema de referéncia, p saidas

Distancias temporais entre maximos consecutivos
do sinal analisado z,, At, = t,.q1 — ty, ther >ty

Deslocamento vertical do eixo elastico do
sistema aeroelastico, positivo no sentido
descendente

Tempo de execucao do algoritmo de detecao
para uma dada janela de observacao, de N
pontos

Matriz de estado do sistema controlado, n
estados

Matriz de controlo, n estados, m
controlos/entradas

Matriz de saida do sistema controlado, g saidas,
n estados

Matriz de saida do exossistema, g saidas, s
estados

Matriz de entrada das perturbacdes externas e
dos sinais de referéncia, n, estados, s entradas,
Ng=n+m,s=n,+n,

Constante de gravitacao universal

Matriz identidade, de dimensao n, X n,

Matriz de inércia do veiculo espacial

Funcao de custo / indice de desempenho do LQR

Parametro que indica o tipo de dinamica no
Teste 0-1: K = 0 = regular; K = 1 = cadtica

Matriz requerida no controlo de Korobov,
n, =n+ s, n estados, s saidas

Matriz que envolve todos os limites de saturacao
do controlo, m controlos/entradas

Indutancia do motor de controlo do girostato

Forca de sustentacao, aplicada no centro
aerodinamico da asa

Vetor dos valores médios dos parametros do
sistema de Lorenz

Matriz triangular superior, usada no controlo de
Korobov, m controlos/entradas

Matriz dos torques de perturbacao total

Momento de arfagem, aplicado em torno do
centro aerodinamico da asa

Comprimento/tamanho da janela de observacao
deslizante, N pontos

Limite de Ruido (detecdo de caos através de
injecao de ruido)

Matriz simétrica e positivamente definida,
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Resisténcia do motor de controlo do girostato

Matriz de estado do exossistema, s estados,
S = TlA + TlB

Vetor dos desvios padroes dos parametros do
sistema de Lorenz

Velocidade do escoamento nao perturbado
Parametro do sistema de Chua

Distancia adimensional a partir do ponto
intermédio da corda até a posicdo do eixo
elastico

Parametro do sistema de Chua

Vetor de controlo/entrada (sistema auxiliar
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Coeficiente de amortecimento do girostato
Metade da corda da seccao da asa, b = ¢/2
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Vetor das incertezas paramétricas, n estados, p
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Vetor das perturbacoes externas do sistema
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Taxa de amostragem do sinal medido y,,,, dt
constante

Erro entre a saida real do sistema e a saida de
referéncia, e = y — y,, p saidas

Excentricidade da orbita

Corrente elétrica do motor de controlo do
girostato
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entre maximizantes do sinal observado/analisado
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Vetor de controlo, m controlos/entradas

Ruido branco gaussiano de média u = 0 e desvio
padrao o, w~N(0,0)

Vetor de estado do exossistema, s estados,
S§=ny+ng

Vetor de estado do sistema controlado, n
estados

Posicdo do veiculo espacial segundo x no
referencial baricéntrico

Vetor de saida do sistema controlado, g saidas

Posicdo do veiculo espacial segundo y no
referencial baricéntrico

Vetor de estado do sistema auxiliar, 2 estados

Vetor de saida de desempenho, destinado a ser
influenciado de uma forma desejada, n+m
saidas

Denota a funcao saturacao, de limite h

Operador diferencial funcional utilizado para
impor restricdes no controlo

Denota a derivada temporal da funcao vetorial
o(.)

Funcao vetorial que representa os termos nao-
lineares do sistema de referéncia

Funcao vetorial que representa os termos nao-
lineares do sistema controlado

Funcao vetorial que representa os termos nao-
lineares do sistema aumentado

Funcao vetorial que representa os termos nao-
lineares do sistema de referéncia

Funcao de controlabilidade: uma funcao de
Lyapunov generalizada

Funcao de controlabilidade explicita

Funcao vetorial limitada e mensuravel no sentido
de Lebesgue

Funcdes vetoriais ndo-lineares suaves
Funcdes vetoriais ndo-lineares suaves

Denota a funcao saturacao, de limite u,
Denota a funcao sinal

Denota uma matriz diagonal
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Denota a norma infinito
Denota a norma euclidiana

Denota o produto de Kronecker entre as matrizes
I, e A.

Denota o produto escalar entre os vetores a e b
Denota a matriz pseudo-inversa da matriz B
Denota a matriz inversa da matriz B

Denota a matriz transposta da matriz B

Denota uma matriz nula, de dimensao m x n, m
linhas, n colunas

Denota uma matriz identidade, de dimensao
nxn

Embora existam alguns simbolos que representam mais do que uma grandeza, estes foram

deixados intencionalmente assim por uma questao de conveniéncia, uma vez que o simbolo

em questao é utilizado comummente na literatura para descrever a respetiva grandeza. A nao

mudanca de simbolo, de modo a torna-los todos diferentes, tem por objetivo facilitar a

interpretacao quer para a um leitor ja familiarizado com a nomenclatura corrente, quer para

um leitor nao tao perito na matéria mas que pretenda complementar com outra informacao.

De qualquer forma, todas as grandezas/parametros encontram-se devidamente enunciados ao

longo do documento, junto das respetivas expressoes.
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Capitulo 1

1. Introducao

1.1. Enquadramento

1.1.1. O que é um sistema caoético?

Um sistema caético é um sistema dinamico nao-linear deterministico, cuja evolucdo ao longo
do tempo, apesar de ser governada por leis dinamicas bem definidas e na maior parte das
vezes até mesmo com uma estrutura relativamente simples, é altamente sensivel as
condicdes iniciais. Duas trajetdrias que se iniciem muito préximas uma da outra, acabam por
se divergir exponencialmente decorrido algum tempo, como ilustra a Figura (1.1), tempo este
que é na realidade bastante curto. O fendmeno tem sido assim associado a um tao designado
efeito borboleta (Lorenz, 1995), retratando o facto de que uma pequena perturbacao
induzida pelo bater das asas de uma borboleta num dado local do planeta, pode chegar a
provocar, ou entao impedir, um furacao alguns dias depois num outro local do planeta
completamente afastado do local de onde ocorreu a perturbacdo. E, deste modo,
teoricamente impossivel determinar as condicdes iniciais que originam uma certa trajetoria,

ainda que seja usada uma precisao infinita.
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Figura 1.1. Evolucao de uma variavel de estado de um sistema caotico ao longo do tempo, x(t). Duas
trajetorias, x*(t) e x*(t), que se iniciem muito préximas, x*(0) = x**(0), acabam por se separar
exponencialmente findo algum tempo devido as nao-linearidades do sistema.

As trajetorias geradas por um sistema caotico nao sao periodicas, ndao sao quasiperiodicas, e
nao seguem portanto qualquer tipo de padrdo. O comportamento é assim caracterizado como

sendo extremamente complexo, irregular, e tao imprevisivel que pode mesmo até parecer



aleatorio, mas que resulta da sobreposicao de um nimero infinito de movimentos periddicos
instaveis (Boccaletti, Grebogi, Lai, Mancini, & Maza, 2000; Moon, 1992). Todavia, um sistema
caotico € governado inteiramente, ou pelo menos em parte, por equacdes dinamicas
deterministicas, ao invés dos processos puramente estocasticos que podem ser descritos
apenas através de propriedades estatisticas. O facto de um movimento caético se tornar
imprevisivel, mas apenas a partir de um instante especifico, ainda que muito curto, é uma
caracteristica que distingue o caos também de um movimento verdadeiramente estocastico,

dado que este é imprevisivel em qualquer instante.

Além deste tipo de sistemas apresentar alta sensibilidade as condicdes iniciais, apresenta
também uma sensibilidade critica aos parametros que ¢é determinante no tipo de
comportamento exibido. Isto &€, um sistema pode estar a operar num regime bem regular, mas
a minima alteracdao de um dos parametros (ex.: ligeira variacdo induzida por uma diferenca
de temperatura) pode passar a exibir um comportamento caotico, apresentando desta forma

uma dinamica totalmente diferente da pretendida.

Uma outra caracteristica de um sistema caotico € que este apresenta no seu espaco de fases
um objeto geométrico de estrutura fractal, designado por atrator estranho, ou também por
atrator cadtico (Ruelle & Takens, 1971), em que por definicao as trajetorias sao confinadas a
uma regiao limitada, nunca repetem o mesmo caminho e todas as trajetorias na sua
vizinhanca sao atraidas por ele. O facto de a trajetoria nunca repetir o mesmo caminho duas
vezes e 0 espaco de fases ser limitado faz com que, dado tempo suficiente, a trajetoria acabe
por voltar mais cedo ou mais tarde arbitrariamente proximo de qualquer ponto no espaco de
fases. O espaco de fases torna-se assim denso em Orbitas periodicas recorrentes que voltam

portanto a vizinhanca umas das outras com o decorrer do tempo.

Um sistema caotico é um sistema que detém a propriedade dinamica da ergodicidade. Tal
significa que, quando iniciado a partir de diversas condicdes iniciais, a média de um dos seus
sinais ao longo do tempo, isto é, de uma determinada componente da trajetdria, coincide
com a média de todos os sinais caoticos com origem nas diferentes condicdes iniciais,
correspondentes a mesma componente da trajetoria, para um determinado instante, qualquer
que seja esse instante desde que para um nUmero de sinais o suficientemente grande. Ou

seja, a média temporal coincide com a média do conjunto.

Embora numa definicao mais classica o caos seja caracterizado essencialmente por ser
extremamente sensivel as condicbes iniciais, ndo basta que um sistema apresente
sensibilidade as condicdes iniciais para que seja considerado como cadtico. E necessario
também que o sistema detenha a propriedade matematica da transitividade/mistura
topoldgica para que o caos se possa manifestar. A titulo de contraexemplo, um sistema

dinamico que duplique simplesmente a cada iteracdo o seu estado anterior, apresenta



trajetorias que acabam por se separar com o decorrer das iteragdes, mas que no entanto nao
sdo caodticas uma vez que o sistema nao é topologicamente transitivo. Trata-se, na verdade,
de um comportamento extremamente simples, onde a trajetéria tende para +o, desde que
iniciado em qualquer condicao inicial diferente da origem. Num sistema transitivo, o sistema
evolui de tal forma que uma dada regiao do espaco de fases acaba por se sobrepor com uma

outra qualquer regiao tal como acontece por exemplo na mistura de fluidos coloridos.

Uma outra caracteristica interessante do caos € extraida no dominio da frequéncia. Um sinal
cadtico é caracterizado por ter um espetro de frequéncia continuo, de banda larga, no
entanto limitado, e esta caracteristica é o que o distingue de sinais periodicos,
quasiperiodicos, e estocasticos. Note-se que, se por um lado a existéncia de muitas
frequéncias o distingue de sinais peridodicos, ja que estes apresentam frequéncias bem
definidas, um espetro limitado distingue-o de sinais estocasticos pelo facto destes

apresentarem frequéncias distribuidas ao longo de todo o espetro.

Dadas estas caracteristicas, um sistema caotico & assim definido como sendo um sistema
dinamico, continuo ou discreto no tempo (mapa), que detém um conjunto de caracteristicas,
sumariadas de seguida, em vez de uma definicao geral, até porque ndo existe uma definicao

matematica universalmente aceite do que é o comportamento caotico:

Caracteristicas dos sistemas caéticos (deterministicos):

—_

Deterministico;

)
2) Nao-linear;
3) Altamente sensivel as condicdes iniciais;
4) Altamente sensivel a variacao de parametros;
5) Espaco de fases limitado;
6) Associado a uma estrutura fractal / Atrator estranho;
7) Imprevisibilidade da trajetoéria para além de um periodo de tempo bastante curto;
8) Densidade de orbitas periddicas / Recorréncia;
9) Ergodicidade;
0

—_

) Mistura topoldgica;

11) Espetro de frequéncia continuo, de banda larga, porém limitado.

1.1.2. Uma breve historia sobre a teoria do caos

As contribuicdes revolucionarias de Isaac Newton para o calculo diferencial e integral, as suas
trés leis do movimento que alicercaram a mecanica classica, e a sua importante teoria da
gravitacdo universal, levaram uma grande parte dos cientistas da sua época, século XVII, a

acreditarem fortemente na capacidade da ciéncia fazer previsdes. Sucessos de previsdo na



area da astronomia, como o regresso do cometa, hoje conhecido pelo sobrenome do
matematico e astronomo inglés que determinou a sua drbita, Edmond Halley, e a descoberta
do planeta Neptuno, previsto matematicamente pelo matematico e astronomo francés Urbain
Le Verrier, e posteriormente observado pelo astronomo alemao Johann Galle, viriam reforcar

essa conviccao (O’Connor & Robertson, 2000, 2014).

Até finais do século XIX, acreditava-se fortemente no determinismo, e portanto, na
capacidade de revelar quer o passado quer o futuro de um sistema tendo em conta somente o
conhecimento do seu estado atual. Tal confianca levou o matematico, fisico e astronomo
francés Pierre Laplace a afirmar o raciocinio absolutamente determinista apresentado de

seguida (Laplace, 1996):

“Podemos considerar o estado presente do Universo como o efeito do seu passado e a
causa do seu futuro. Se um intelecto, num determinado momento, conhecesse todas as
forcas que atuam na Natureza e a posicéo de todos os corpos que a constituem, e além
disso, fosse o suficientemente amplo para poder analisar toda essa informacéo, entédo
conseguiria cingir numa Unica formula o movimento dos maiores corpos do Universo e
os dos mais pequenos dtomos. Para esse intelecto nada seria incerto e tanto o futuro

como o passado estariam perante si.”

No final do século XIX, Henri Poincaré, um matematico e fisico francés, ao tentar resolver o
problema de trés corpos da mecanica celeste, o qual consiste no estudo do movimento destes
em interacao mitua devido aos respetivos campos graviticos, deparou-se com a complexidade
do movimento apresentado por um corpo de massa desprezavel em relacdo a outros dois.
Constatou que, contrariamente ao que inicialmente pensara, 0 movimento era irregular e
essencialmente imprevisivel (Alligood, Sauer, & Yorke, 1996). Embora o termo caos ainda nao
fosse utilizado nessa época, o movimento exibido era cadtico como o que se ilustra na Figura
(1.2):

Figura 1.2. Uma das possiveis trajetorias de um corpo de massa infinitesimal sob a influéncia gravitica
de outros dois de maior massa, a qual evidencia o carater complexo e altamente imprevisivel da sua
posicao num problema de apenas trés corpos.
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A conclusdo a que Poincaré chegou ao estudar o problema restrito de trés corpos estava na
verdade bastante proxima da caracterizacao do movimento cadtico. Todavia, a matematica e
as ferramentas necessarias para estudar o comportamento cadtico ainda nao existiam na
época e por outro lado nao existiam computadores que permitissem representar visualmente
o caos. No entanto, Poincaré ja tinha deduzido intuitivamente os ingredientes essenciais para

que o caos se pudesse manifestar: a ndo-linearidade e a realimentacdo/recursividade.

Ja no século XX, em particular na década de 60, as ideias de Poincaré reaparecem no M.I.T.
(Massachusetts Institute of Technology) pela mdao do matematico e meteorologista norte-
americano Edward Lorenz, e a confianca na capacidade da ciéncia fazer previsao entra
inesperadamente em decadéncia. Numa longa série de simulacées computacionais, com o
intuito de efetuar previsdes meteorologicas, Lorenz, recorrendo a um modelo simplificado de
trés equacodes, decidiu um dia recomecar os seus calculos no computador que dispunha, um
Royal McBee LPG-30, a partir de um valor impresso anteriormente, e continuar o
processamento computacional a partir desse ponto. Porém, os valores por ele inseridos
tinham um ndmero de digitos inferior ao padrao da maquina e reparou que, decorridas apenas
algumas iteracdes, a série que obtinha ndo coincidia com a anterior (Lorenz, 1963). O simples
facto de ter suprimido alguns digitos nas condicées iniciais provocara um enorme desvio nos
resultados. Descobriu assim, acidentalmente, que o seu modelo era altamente dependente
das condicdes iniciais, o qual veio a apelidar mais tarde o dito fenomeno pelo tdo afamado:
efeito borboleta (Lorenz, 1995); metafora a qual devido a aparéncia do atrator estranho do
modelo no plano (x,z) se tornou bastante popular e frequentemente utilizada para se referir

ao caos, ver Figura (1.3).

Efeito Borboleta

“A batida das asas de uma borboleta no Toquio pode desencadear, ou entdo impedir,

um furacdo em Nova lorque?”

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 1.3. Atrator de Lorenz projetado no plano (x,z), cuja forma geométrica aparenta as asas de uma
borboleta.



Lorenz contribuiu desta forma com uma descoberta relevante e vem a ser considerado
posteriormente como pai da teoria do caos. Na década de 80, James Gleick, um historiador
norte-americano altamente especializado em ciéncia, da ao mundo a conhecer o mesmo
efeito de uma forma semelhante, ainda que ndo tao vastamente conhecido, o seguinte ditado
popular (Gleick, 1987):

“Por falta de um prego, perdeu-se uma ferradura,
Por falta de uma ferradura, perdeu-se um cavalo,
Por falta de um cavalo, perdeu-se um cavaleiro,

Por falta de um cavaleiro, perdeu-se uma batalha,

Por falta de uma batalha, perdeu-se o reino.”

Tanto o efeito borboleta introduzido por Lorenz como ditado popular enunciado por Gleick
vieram ilustrar perfeitamente o facto de que a mais pequenissima incerteza nas condicoes
iniciais leva um sistema caotico a apresentar solucées completamente diferentes. Dada esta
caracteristica e uma vez que qualquer instrumento de medida (ex.: termoémetro, barémetro,
relogio, etc.) possui indiscutivelmente erros associados, por mais pequenos que sejam, os
sistemas cadticos tornam-se assim imprevisiveis a médio-longo prazo. A curto prazo, é
possivel prever ainda com algum nivel de seguranca, tal como acontece por exemplo na
meteorologia, mas apenas num intervalo tdo curto, correspondente a alguns multiplos do

inverso o expoente de Lyapunov caracteristico’ (Fitzpatrick, 2011).

Aquilo que Lorenz descobriu sobre o caos com base na meteorologia, o fisico australiano
Robert May complementa com base na ecologia, ao descobrir de certa forma que o caos
apresenta uma sensibilidade critica a variacdo de parametros (May, 1976). Em meados dos
anos 70, criou um modelo com vista a calcular a variacao da taxa de nascimento de insetos
em funcdo da quantidade de comida disponivel - o célebre mapa logistico - e reparou que a
sua evolucdo ao longo de cada geragdo apresentava ora um comportamento periodico ora um
comportamento caoético, dependendo do valor do Unico parametro do seu modelo. Descobriu
que para um certo valor do parametro, u, o sistema exibia um ponto de convergéncia, x*, que
aumentando-o passava a exibir dois, posteriormente quatro, e assim sucessivamente em
poténcias de dois, até que comportamento se tornava caotico. Contribuiu assim para a
descoberta de um conceito importante utilizado na analise de sistemas caoticos - o diagrama
de bifurcacées - o qual revela os pontos de convergéncia do sistema em funcdo do valor de
um dos parametros e permite detetar os valores desse parametro para os quais ocorrem
duplicacao do periodo. A Figura (1.4) mostra um diagrama de bifurcacées, onde sdo visiveis as

sucessivas duplicacdes do periodo até originar o caos.

' 0 expoente de Lyapunov caracteristico ¢ um indicador que mede a taxa média de divergéncia (ou de
convergéncia) exponencial de duas trajetorias vizinhas. E designado por 1, e serve para caracterizar o
tipo de movimento, inclusive detetar caos num sistema.
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Figura 1.4. Diagrama de bifurcacées do mapa logistico.

Inspirados pelo trabalho de Lorenz, os matematicos norte-americanos James Yorke e Tien-
Yien Li publicam em 1975 um artigo onde a palavra ‘caos’ surge pela primeira vez na
literatura cientifica. Na referida publicacdo, intitulada “Period Three Implies Chaos”, Li e
Yorke (T.-Y. Li & Yorke, 1975) provaram que se um sistema discreto unidimensional possui
orbitas periodicas de periodo trés entdo é porque existem oOrbitas periddicas de todos os
periodos. Na verdade, a conclusdao a que chegaram tinha ja sido descoberta anteriormente
pelo matematico ucraniano Sharkovskii, mas de uma forma generalizada (Sharkovskii, 1964).
Todavia, o caos originado pela existéncia de uma orbita periodica de periodo trés veio a ser

denominado por: caos no sentido de Li-Yorke (Aulbach & Kieninger, 2001).

No final da década de 70, Mitchell Feigenbaum, um fisico norte-americano, demonstra que
uma das formas da ordem evoluir até originar o caos da-se através de sucessivas duplicagbes
do periodo, e descobre, revolucionariamente, que a razdo entre as sucessivas bifurcacoes
ocorrentes durante o periodo de transicdo € constante (Feigenbaum, 1978). Isto é, que a
distancia entre as sucessivas bifurcacoes é cada vez menor, convergindo geometricamente
entre elas tal como acontece, por exemplo, com as distancias entre eodlicas distribuidas
igualmente na mesma direcdo vistas em perspetiva, ver Figuras (1.5) e (1.6). Tal razdo, entre
valores do parametro para o qual ocorrem bifurcacdes dando origem a duplicacdo do periodo,

ficou conhecida como constante de Feigenbaum, §, e é igual a:

§ = lim " H 52 4669 (1.1)

n=e lpyz — Hpta



Hn Hn+1  Hnt2 n
Figura 1.5. Esboco de um diagrama de Figura 1.6. Vista em perspetiva ilustrando a
bifurcagdes. A razao entre as distancias entre convergéncia geométrica da razdo entre
sucessivas bifurcacdes é constante e igual a distancias de sucessivas eolicas igualmente
constante de Feigenbaum: § = 4.669. distribuidas numa dada direcéo.?

0 seu trabalho era tédo revolucionario, que varias tentativas de publicacdo durante a década
de 70 foram constantemente recusadas, e sO em 1978 é que a sua extraordinaria descoberta
foi finalmente aceite, tornando-se umas das descobertas mais relevantes em toda a teoria do
caos (O’Connor & Robertson, 2009).

Ainda no final da mesma década, o matematico polaco Benoit Mandelbrot, pioneiro da
matematica dos fractais, descobre que muitas das formas que constituem o mundo natural
possuem uma base organizada, apesar de aparentarem por vezes formas irregulares ou até
mesmo cadticas. Os fractais sdo formas geométricas abstratas, com padrées complexos que se
repetem infinitamente mesmo que o espaco ocupado seja limitado, em que cada uma das
suas partes é constituida por uma imagem de si propria. Constituem assim imagens belas com
propriedades conhecidas como autossemelhanca, invaridncia de escala e detalhe infinito. Na
natureza, estes encontram-se por exemplo em: fetos, brocolos, flocos de neve, nuvens,
ramificagbes pulmonares, crateras, relampagos; ou podem também ser gerados
computacionalmente, obtendo-se os tao conhecidos: conjunto de Mandelbrot, conjunto de
Julia, conjunto de Cantor, pirdmide de Sierpinski, curva de Koch, esponja de Menger, entre
outros (Mandelbrot, 1982). Nas Figuras (1.7) e (1.8) ilustram-se respetivamente um fractal

natural e um fractal gerado computacionalmente.

2 http://hypescience.com/wp-content/uploads/2010/05/eolica. jpg
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Figura 1.7. Folha de um feto - exemplo de um Figura 1.8. Triangulo de Sierpinski - exemplo
fractal natural.’ de um fractal gerado computacionalmente.*

Mandelbrot mostrou também que a classe de sistemas caoticos dissipativos exibe no seu
espaco de fases um objeto de estrutura fractal e que a presenca de tal objeto, de dimensao
nao inteira, implica a existéncia de um atrator estranho (Moon, 1992). A geometria dos
fractais encontra-se intimamente ligada a ciéncia do caos, e veio demonstrar que existe
alguma ordem no comportamento dinamico de sistemas cadticos ao passo que antes o seu
movimento era caracterizado como irregular, aleatorio, imprevisivel ou simplesmente

caotico.

Outros cientistas de renome, como por exemplo Smale (ferradura de Smale), Takens (teorema
de imersao de Takens), Hopf (teoria das bifurcacdes), Kolmogorov-Arnold-Moser (teorema
KAM), Lyapunov (expoentes de Lyapunov), entre outros, dedicaram-se também ao estudo do
caos, contribuindo com trabalhos do mesmo modo importantes. Porém, a literatura
especializada aponta os cientistas nesta subseccdo citados, Poincaré, Lorenz, Mandelbrot,
May, Li-Yorke e Feigenbaum como os que mais se destacaram e portanto os que deram origem

a teoria do caos.

1.1.3. Onde pode surgir o comportamento caético?

O comportamento cadtico pode surgir em sistemas dinamicos deterministicos nao-lineares
como por exemplo em sistemas mecanicos (ex.: péndulo duplo, suspensdo de veiculos
automoveis), em sistemas aeroelasticos (ex.: asas de aeronaves, rotores de helicopteros), em
sistemas aeroespaciais (ex.: atitude de satélites, posicao de veiculos espaciais), em
eletronica (ex.: circuito de Chua-Matsumoto, oscilador de Colpitts, circuitos com juncoes
Josephson), em oética nao-linear (ex.: lasers adaptados para comunicacdes seguras), em

dinamica de fluidos (ex.: conveccdao de Rayleigh-Bénard), em quimica (ex.: reacdo de

3 http: //www.fractal.org/Bewustzijns-Besturings-Model/Fractals-Useful-Beauty.htm
4 http://euclid.trentu.ca/math/courses/course-list4.html


http://www.fractal.org/Bewustzijns-Besturings-Model/Fractals-Useful-Beauty.htm
http://euclid.trentu.ca/math/courses/course-list4.html

Belouzov-Zhabotinsky), em biologia (ex.: batimentos cardiacos, modelos populacionais), entre
outros, sendo que neste tipo de sistemas o comportamento pode ser regular ou caético,
dependendo dos valores dos parametros. Isto €, um dado circuito eletronico pode ser
projetado para oscilar numa determinada frequéncia, através da escolha apropriada dos
parametros (definidos por resisténcias, condensadores, bobinas, ..), e ser aplicado por
exemplo num gerador de sinais, ou entdo, projetado para exibir uma oscilacao caética e ser
aplicado por exemplo num sistema de radiocomunicacao segura atuando neste caso como
‘frequéncia’ portadora. Existem no entanto outros sistemas que por natureza sdo ja caoticos,
como é o caso de fenomenos meteorologicos, de variacdes no mercado financeiro, do
movimento de placas tecténicas, do sistema solar, entre outros (Boccaletti et al., 2000; Chua,
Wu, Huang, & Zhong, 1993; Ditto, Spano, & Lindner, 1995; Ferreira, de Paula, & Savi, 2011;
Fradkov & Evans, 2005; Marian Gidea & Deppe, 2006; Gou, Wang, & Xie, 2008; G. H. Li, Zhou,
& Yang, 2007; Litak, Borowiec, Friswell, & Przystupa, 2009; Y. Liu & Liqun, 2013; May, 1976;
Moon, 1992; Nikitina, 2011; Schuster, 1999; Tang & Dowell, 1992; Wang, Chen, & Yau, 2013).

Um sistema dinamico que seja nao-linear pode estar a operar num regime bem regular e
passar subitamente a exibir vibracdes caoticas. Tal pode acontecer, por um lado, devido a
alteracao dos valores dos parametros, ou por outro, devido a perturbacdes externas com
determinadas caracteristicas, nomeadamente, perturbacdes oscilatorias de baixa amplitude.
Esta Gltima razao é a que leva por exemplo o movimento de atitude de um satélite que
possua elementos magnéticos e que orbite numa orbita proxima do plano equatorial a se
tornar altamente complexo. Acontece que, devido ao campo magnético terreste e a posicao
do satélite relativamente a Terra, surgem termos oscilatorios de baixa amplitude nas
equacdes dinamicas da atitude, tornando-a caética (Cheng & Liu, 1999; Y. Liu & Liqun, 2013).
E ainda possivel que nalguns casos o caos venha a se manifestar devido a restricées dos
atuadores. Ocorre que os sinais de controlo ao estarem limitados podem ser vistos como sinais
externos que satisfazem certas caracteristicas que podem causar instabilidades estruturais e
levar o sistema a alterar o seu comportamento (Demenkov, 2008; Mesquita, Rempel, &
Kienitz, 2008; Yau & Chen, 2007).

Como também ja mencionado, o comportamento cadtico pode surgir apenas em sistemas nao-
lineares. E teoricamente impossivel que um sistema linear (de dimensao finita) venha a exibir
vibracbes caodticas uma vez que um sistema linear € um em que se uma variacdo numa dada
variavel e num dado instante inicial produz uma variacdo na mesma ou noutra variavel num
instante posterior, uma variacdo n vezes maior no mesmo instante inicial produz uma
variacdo n vezes maior no mesmo instante posterior. O caos é induzido por natureza pelas
nao-linearidades de um sistema porque s6 desta forma é que uma variacdo observada num
dado instante nao é proporcional a variacdo no instante inicial. A nao-linearidade,

juntamente com a recursividade, porque o estado do sistema tem de depender também do
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estado anterior, sao portanto os dois ingredientes essenciais para que 0 caos se possa

manifestar.

O comportamento caotico pode surgir em sistemas discretos de uma, de duas ou de qualquer
dimensdo. Ja em sistemas continuos, o mesmo nao é verdade. O Teorema de Poincaré-
Bendixon garante que para sistemas continuos invariantes no tempo, isto €, sistemas que nao
dependem explicitamente da variavel tempo, as vibracdes caoticas sO sdo possiveis em
sistemas de trés ou mais variaveis de estado (Villate, 2007). Sistemas variantes no tempo, isto
é, sistemas que dependem nao so das variaveis de estados mas também do tempo de forma
explicita, podem ser transformados em sistemas invariantes no tempo por acréscimo de uma
variavel de estado. Acontece assim que o caos pode ocorrer também em sistemas continuos
de segunda ordem, desde que estes sejam variantes no tempo. Caso contrario, o teorema
garante que num sistema de segunda ordem invariante no tempo, todas as solucdes sao
limitadas e classificam-se em trés tipos: |) solucdes que terminam num ponto; Il) solucdes que

terminam num ciclo limite; Ill) solucbes que se fecham sobre si préprias (ciclos limite).

1.1.4. Os mecanismos que levam ao caos

Quando o caos surge devido a variacao dos parametros do sistema, a transicdo para o caos
esta naturalmente associada a bifurcacoes locais ou a bifurcacoes globais, que ocorrem como
consequéncia da variacao dos parametros, e portanto pode ser originada de varias formas. A
duplicacdo do periodo, a quasiperiodicidade, a crise e a intermiténcia sao os mecanismos
conhecidos, e bem compreendidos uma vez que se podem comprovar analiticamente,
numericamente ou experimentalmente (M. Gidea & Niculescu, 2002; Moon, 1992; Nayfeh &
Balachandran, 1995; Ott, 1993).

Na duplicacdo do periodo, o caos é originado por uma duplicacdo sucessiva do periodo a
medida que um parametro do sistema varia gradualmente num dado sentido. Neste cenario,
uma solucdo periddica de periodo 1 evolui para uma solucdo periodica de periodo 2,
seguidamente para uma solucao de periodo 4, e assim sucessivamente em poténcias de 2 até
que ao fim de um ndmero infinito de bifurcacées a solucdo torna-se cadtica. Todavia, o ruido
esta sempre presente na pratica e este faz com que algumas das bifurcacoes superiores sejam
suprimidas (ex.: bifurcacao de periodo 32 para 64; de 64 para 128). A transicao para o caos

ocorre assim apos um numero finito de bifurcacoes.

No mecanismo da quasiperiodicidade, a transicdo ocorre de um movimento quasiperiddico,
isto €, de um movimento que contém dois ou mais periodos incomensuraveis, para um
movimento caodtico a medida que um parametro é variado. Aqui, sdo trés os cenarios

possiveis: |) cenario de Ruelle-Takens-Newhouse; Il) DestruicGo do Toro; lll) DuplicacdGo do
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Toro. No primeiro cenario, o caos € originado por bifurcacées de Hopf sucessivas, onde um
dado estado de equilibrio evolui para um movimento peridodico, seguidamente para um
movimento quasiperidédico de periodo 2, posteriormente para um movimento quasiperiodico
de periodo 3, até que a partir deste Gltimo em particular pode surgir o caos em bifurcacoes
seguintes. Isto é, nao quer dizer que o caos va surgir na bifurcacdo seguinte, porque é
possivel ter oscilacdes quasiperiddicas de mais periodos, mas sim que pode surgir apenas a
partir de um movimento quasiperiodico de periodo 3. No segundo cenario, é a destruicao de
um toro que origina o caos. Um movimento quasiperiédico de periodo 2, que forma um toro
numa dada secc¢do de Poincaré, é iniciado apds a ocorréncia de uma bifurcacGo de Hopf
secunddria supercritica, sendo posteriormente deformado e destruido a medida que o
parametro é variado além do ponto de bifurcacdo. No terceiro e Ultimo cenario, € um
movimento quasiperiddico de periodo 2, originado por uma bifurcacdo de Hopf secunddria
supercritica, que seguido de uma cascata de bifurcacées por duplicacdo do periodo da origem

a uma duplicacao sucessiva do toro que no final da cadeia leva ao caos.

Na crise, cujo mecanismo descreve alteracoes qualitativas repentinas num comportamento ja
caotico a medida que um parametro varia em torno de um valor critico, a alteracdao do
comportamento ocorre devido a colisdo do atrator caotico com solucbes periodicas instaveis
ou pontos sela. Aqui, dependendo da natureza da descontinuidade induzida no atrator, a crise
classifica-se em trés tipos: ) o atrator caotico é destruido/criado subitamente; Il) o tamanho
do atrator aumenta/diminui subitamente; Ill) dois ou mais atratores fundem-se, dando origem
a um Unico atrator cadtico, ou este separa-se, originando varios atratores cadticos, ocorrendo

este frequentemente em sistemas com simetrias.

A intermiténcia descreve uma alteracao entre dois comportamentos qualitativamente
diferentes, onde longos intervalos de tempo de um movimento regular sao interrompidos por
curtos intervalos de tempo de movimento irregular, que ocorrem em intervalos de tempo
imprevisiveis, e enquanto o parametro do sistema mantém-se constante na proximidade de
um valor critico. A intermiténcia ocorre devido a bifurcacées locais e classifica-se, de acordo
com o tipo de bifurcacdo, essencialmente em trés tipos: tipo I, Il e Ill; associados
respetivamente a bifurcacdo sela-noé, bifurcacGo de Hopf subcritica e bifurcacdo de
duplicacdo do periodo subcritica. Um quarto tipo, designado por intermiténcia on-off, é
ainda identificado, podendo ser visto na verdade como uma variante do tipo lll, onde o
movimento alterna entre longos periodos de um movimento quiescente (quase estatico) e
pequenos ‘estouros’ caoticos (bursts). A intermiténcia pode ocorrer também devido a uma
crise, no caso em que a trajetdria, atraida por um atrator caodtico, cruza a bacia de atracao
de um segundo atrator cadtico, é posteriormente atraida por este, até que somente passado
algum tempo (ou iteracdes) é que volta a cruzar novamente a bacia de atracao do primeiro e
vai alternando assim sucessivamente entre dois atratores caodticos diferentes. Esta

intermiténcia é designada usualmente como intermiténcia induzida pela crise.
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1.2. Motivacdes

O estudo de sistemas dinamicos € uma area ja com um forte know-how na comunidade
cientifica e é utilizado inevitavelmente na modelacdo e resolucdo de problemas de
engenharia. Contudo, a classe de sistemas dinamicos caoticos, que se ergueu recentemente,
€ um tema ainda com muito por explorar, e embora tenha havido nos Gltimos anos um esforco
tremendo por parte da comunidade no sentido de fazer progressos, existem certos problemas
que ainda se encontram por resolver. Nomeadamente, no que diz respeito a detecao
automatica de dinamicas cadticas e ao controlo deste tipo de sistemas tomando em
consideracao restricées nos atuadores.

Existem, decerto, varias ferramentas que permitem analisar e detetar a presenca de
movimentos caoticos em sistemas dinamicos, no entanto, a maioria destas ferramentas
tornam-se apenas Uteis quando aplicadas offline. Por outro lado, as técnicas existentes
baseiam-se ou no modelo matematico do sistema ou em séries temporais livres de ruido para
caracterizar o tipo de comportamento. De entre varias extensdes para conseguir uma detecao
a partir de séries corrompidas com ruido, algumas revelam-se eficazes, mas no entanto
apenas para niveis de ruido bastante baixos, ainda que aplicadas offline, e sem garantias que

nao possam vir a falhar.

No que se refere ao controlo, é certo que qualquer controlador tem de lidar inevitavelmente
com restricoes nos atuadores independentemente do sistema exibir um comportamento
regular ou cadtico. As tensbes/correntes elétricas que podem ser aplicadas a um circuito
elétrico sdo limitadas, as amplitudes das superficies de controlo de uma aeronave sao
limitadas, a tracdo de um motor é limitada, etc. Estes sdo alguns exemplos de restricdes nos
atuadores que devem ser considerados no projeto de um controlador. Por outro lado, existem
aplicacbes em que nao s6 as magnitudes dos atuadores tém um papel importante mas
também as suas taxas: o slew-rate de um amplificador operacional é limitado; a capacidade
de resposta de um pneumatico é limitada; valvulas e bombas tém vazdes maximas; etc., que
devem também ser consideradas. Caso contrario, as saturacées dos atuadores podem levar a
uma degradacdo do desempenho do sistema ou mesmo até a um cenario catastrofico no caso
extremo. A titulo de exemplo, foi o que aconteceu em 1992 relativamente a sistemas de
controlo de voo. Um desastre ocorreu com um prototipo do avidao F-22 Raptor devido a
oscilacdes induzidas pelo piloto causadas parcialmente pela saturacdao das taxas das
superficies de controlo que por sua vez induziram efeitos de atraso/retardo na malha de
controlo. Em 1993, um acidente de aviacao semelhante ocorreu com o JAS 39 Gripen onde
saturacoes tiveram novamente um papel critico (Murray, 1999). Foi relatado que saturacoes
nos atuadores foram também responsaveis como um dos varios infortuinios que conduziram ao
desastre nuclear de Chernobyl de 1986, onde limitacdes de taxas agravaram uma situacao ja
perigosa (Stein, 2003).
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Contudo, embora existam varias técnicas que permitam controlar sistemas nao-lineares,
inclusive quando a dinamica é caotica, as saturacdes nos atuadores raramente sao
consideradas de principio na formulacdo do problema, dada a complexidade acrescida que
trazem ao problema de controlo. A abordagem intuitiva, muitas vezes empregue, consiste na
projecao do controlador nao assumindo qualquer tipo de restricdes de entrada e na adicao a
posteriori de um bloco de saturacao para limitar os sinais de controlo. Contudo, apesar de
funcional, € uma abordagem em que o desempenho nao é o melhor e que pode mesmo até
levar o sistema a instabilidade. Para aplicagdes mais exigentes e criticas, em que as variacoes
dos sinais de controlo tém também de ser consideradas, como &€ o caso de sistemas
aeroespaciais/aeronauticos (ex.: veiculos espaciais, satélites, avides, helicopteros, etc.),
poucas sdo as técnicas abertas a comunidade, e as poucas que se podem encontrar aplicam-

se, a melhor pesquisa efetuada pelo autor, apenas a sistemas lineares.

Ora, sendo a maioria dos sistemas fisicos reais nao-linear por natureza, e tendo a pratica
comprovado que estes podem vir a exibir comportamentos caoticos mesmo que tenham sido
projetados para operar em regimes bem regulares, torna-se extremamente necessario
arranjar forma de detetar a ocorréncia de caos em tempo-real, e de agir de imediato,
controlando o sistema, uma vez que um movimento caotico indesejado pode levar a cenarios
catastroficos. Além do mais, a detecao deve ocorrer através de sinais observaveis, porque
embora os modelos dinamicos possam ser conhecidos, estes contém quase sempre incertezas
que na maior parte das vezes sdo desconhecidas. E um problema que torna-se assim ainda
mais complexo, na medida em que o detetor tem de conseguir distinguir corretamente a
existéncia de caos ou ndao mesmo na presenca de ruido, inevitavel em qualquer medicao. No
que toca ao controlo, torna-se necessario arranjar solucbes que garantam robustez contra
incertezas e perturbacdes dadas as caracteristicas dos sistemas caoticos, principalmente a
alta sensibilidade que apresenta a variacdo de parametros e as condicdes iniciais, mas que
tenham em consideracao as restricdes dos atuadores, nao s6 nas magnitudes mas também nas

suas taxas.

Posto isto, nada melhor que duas tarefas importantes e desafiadoras, relacionadas com um
tema ainda em exploracao e com bastante interesse na atualidade, como estas para servir de
inspiracdao e estimular o desenvolvimento deste trabalho, e contribuir de alguma forma com
avancos Uteis na resolucdo de problemas de engenharia, em particular, na area do controlo

de sistemas dinamicos.
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1.3. Objetivos da Investigacao

A investigacao levada a cabo nesta tese tem como principais objetivos os seguintes:

v Propor um algoritmo de detecdo automatica de caos através da analise dos sinais de
saida de um sistema dinamico. O método a elaborar deve ser, por conseguinte, capaz
de detetar a ocorréncia inesperada de movimentos caoticos em tempo-real, isto de
modo a que permita desencadear uma acao de controlo de imediato e tornar o
funcionamento do sistema novamente regular, e garantir que a detecao ocorre de
forma eficaz mesmo quando os sinais a analisar se encontram corrompidos com ruido
dado que o ruido é inevitavel em qualquer medicdo, por mais que seja reduzido. Este
novo detetor tem por objetivo permitir uma detecao de caos eficaz em sistemas reais
e criticos como os aeroespaciais, € que as ferramentas existentes até entdo, pelo

melhor conhecimento do autor, ainda nao o permitiam.

v Elaborar métodos de controlo para sistemas cadticos tendo em conta restricées nos
atuadores. Os métodos a elaborar devem garantir robustez contra incertezas no
modelo (incertezas paramétricas e/ou perturbacdes externas), uma vez que estes
sistemas sdo extremamente sensiveis as variacoes de parametros e as condicoes
iniciais, ou, na verdade, a variacao da trajetoria em qualquer ponto, e as restricoes
no controlo devem ser consideradas de raiz nao s6 nas magnitudes mas também nas
taxas de modo a que os métodos possam ser aplicados efetivamente a sistemas
altamente exigentes. Além do mais, o controlo deve ser exclusivamente de saida, e
nao de todos os estados, para tornar a area de aplicabilidade mais vasta. Estes
métodos vém permitir o controlo e a sincronizacao robusta de sistemas caoticos
classicos (ex.: Lorenz, Rossler, Chen, etc.), mas também de sistemas nao-lineares
suscetiveis de exibir comportamentos caoticos como acontece em sistemas
aeroespaciais, com restricoes nos atuadores, e que os métodos atuais, pelo melhor

conhecimento do autor até a data, nao permitem.

v" Implementar os algoritmos e métodos propostos através de simulacoes numeéricas,
quer em sistemas caoticos classicos e ja bem explorados na literatura, quer em
sistemas reais da industria aeroespacial e aeronautica, a fim de validar a eficacia e

robustez dos métodos gastando o minimo de recursos financeiros.
v Especificar as funcionalidades e as limitacoes do detetor e dos métodos de controlo.
v/ Disseminar os avancos conquistados com esta investigacdo na comunidade cientifica
especializada, através da publicacdo de capitulos em livros e de artigos em revistas

de circulacao internacional com arbitragem cientifica.
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1.4. Estrutura da Tese

A tese encontra-se dividida em duas partes fundamentais e ambas contributivas para o avanco
das fronteiras do conhecimento cientifico: a primeira parte lida com a detecdo robusta de
comportamentos caoticos em sistemas dinamicos, onde é apresentada um novo algoritmo,
formulado de raiz, para a detecao de modos caoticos em tempo-real; e a segunda parte, com
o controlo robusto de sistemas cadticos continuos no tempo, e onde sdo apresentadas varias
abordagens para o controlo e sincronizacdo de saida desta classe de sistemas. A tese
encontra-se organizada por conseguinte em seis capitulos e faz acompanhar de cinco anexos,

descritos a seguir:

No capitulo um, Introdu¢do, comeca-se por apresentar um enquadramento, onde é dado a
conhecer o que é um sistema cadtico, quais sdo as suas principais caracteristicas, uma breve
historia sobre a teoria do caos, em que tipo de sistemas e em que circunstancias pode ocorrer
0 comportamento caotico, e por fim, com os mecanismos que levam o caos a se manifestar.
Nos topicos seguintes, expoem-se as motivacdes que levaram a realizacdo desta investigacao,

definem-se os objetivos e o capitulo finaliza com a forma de como a tese esta estruturada.

Seguindo-se para o capitulo dois, Métodos de Andlise e de Controlo de Caos, capitulo este
que se encontra repartido em duas partes: uma referente a detecdo; e uma referente ao
controlo, apresentam-se as ferramentas mais avancadas e atuais de analise e detecao de
caos, assim como de controlo e sincronizacao deste tipo de comportamento, encontradas na
literatura a melhor pesquisa efetuada pelo autor. Aqui, descrevem-se resumidamente cada
uma das técnicas, expoem-se as razdes pelas quais podem eventualmente vir a falhar, e
identificam-se as limitacdes que apresentam em comum por forma a estabelecer os requisitos

dos métodos elaborados.

No capitulo trés, Deteg¢do Robusta de Caos em Tempo-Real, prossegue-se a elaboracdo de
um algoritmo de detecao de movimentos cadticos em tempo-real, a partir da observacao de
uma Unica saida do sistema assumindo que esta se encontra corrompida com ruido,
nomeadamente com ruido branco gaussiano. E dada a conhecer a ideia chave por detras da
detecao, uma explicacao detalhada sobre cada uma das fases constituintes, apresenta-se o
algoritmo de forma sumariada, na forma de pseudocodigo, e o capitulo termina com

comentarios acerca das condicdes de exequibilidade do algoritmo proposto.

Avancando-se para o capitulo quatro, Controlo Robusto de Sistemas Cadticos com
Restricoes nos Atuadores, aborda-se o problema de controlo robusto de sistemas nao-
lineares suscetiveis de virem a exibir comportamentos cadticos, tendo como premissa que os
sinais de controlo tém de cumprir restricbes previamente especificadas nas magnitudes e

também nas taxas. Este capitulo subdivide-se essencialmente em quatro partes, onde se
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apresentam extensbes de técnicas de controlo linear modernas para alcangar o controlo
robusto deste tipo de sistemas, nao-lineares por natureza. Na primeira parte, o controlo é
concebido tendo por base restricdes simétricas nas magnitudes e nas taxas, na segunda parte,
as restricoes sdo impostas de forma diferente para se conseguir restrices assimétricas nas
magnitudes, na terceira e na quarta parte, as restricdes sdo ambas simétricas, sendo que na
terceira as incertezas paramétricas do modelo sdao consideradas de forma explicita, e na
quarta o conhecimento do modelo matematico que gera os sinais de referéncia nao é exigido.
Além do mais, o controlo refere-se exclusivamente ao controlo de saida (e nao de todos os

estados), aumentando assim a sua area de aplicabilidade.

O capitulo cinco, Validacdo e Discussd@o das Técnicas Propostas, lida com a validacao do
novo detetor de caos e das abordagens de controlo. Simulacdes numéricas sao efetuadas
individualmente para cada uma das técnicas, a fim de atestar a sua eficacia e robustez,
considerando para o efeito ruidos nas medicbes, incertezas paramétricas e perturbacoes
externas. Neste capitulo, cada um dos casos de simulacao apresentados é seguido de uma
discussdao acerca dos respetivos resultados. No que diz respeito a detecdo, é ainda
apresentada uma analise da complexidade computacional do algoritmo, onde a sua eficiéncia
€ avaliada do ponto de vista computacional. No final do capitulo, é apresentado um caso de
sintese, em que a detecéo € interligada ao controlo, com o intuito de mostrar a supressao de

dinamicas cadticas num sistema aeroespacial sob o efeito de perturbacoes.

Por ultimo, a tese termina no capitulo seis, Conclusdes e Sugestées para Futuras
Investigagcbes, com umas consideracdes finais, com as principais conclusdes relativas as
abordagens propostas realcando os aspetos mais poderosos que cada uma apresenta, com a
identificacdo das respetivas limitagdes, e com sugestdes, quer de possiveis extensdes aos
métodos apresentados, quer de novas direcdes de investigacdo no prosseguimento do trabalho

nesta tese alcancado.

Em Anexo, encontram-se os métodos de resolucdo numérica de equacdes diferenciais
utilizados nas simulacdes efetuadas - (Anexo A), métodos de diferenciacdo e Integracado
numérica - (Anexo B), métodos de resolucdo de equacdes especificas requeridas por algumas
das técnicas de controlo - (Anexos C e D), e um glossario, maioritariamente de termos
cadticos, mas também de termos relacionados com controlo de sistemas e que sdo fulcrais

para o bom entendimento do documento - (Anexo E).
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Capitulo 2

2. Métodos de Analise e de Controlo de Caos

2.1. Andlise / Detecao de Caos

2.1.1. Andlise da Evolucdo Temporal e do Espaco de Fases

Usualmente, a primeira pista que indica que um dado sistema exibe um comportamento
caotico é dada através da observacdo da amplitude das saidas do sistema (ou estados
disponiveis) ao longo do tempo e através da representacdo das suas coordenadas num ou mais
graficos, isto é, analisando o espaco de fases ou planos de fase do sistema. Esta observacao é
conseguida recorrendo por exemplo a um osciloscopio, e contrariamente ao que acontece
quando o sistema exibe um comportamento regular, onde é evidente um ponto de equilibrio,
uma Orbita periddica ou uma orbita quasiperiodica, o movimento observado nado revela
qualquer periodicidade ou padrdes que se repitam, e nalguns casos a trajetoria alterna entre
estados de equilibrio, oscilando por instantes em torno de cada um desses estados.

0 movimento caotico € assim associado a uma estrutura fractal e existe quando o espaco
de fases apresenta o tdo chamado atrator estranho. Contudo, tanto a analise dos sinais ao
longo do tempo como a analise do espaco de fases sdo meramente indicativos. Uma inspecao
visual nao é suficiente para caracterizar a dinamica do sistema. Note-se por exemplo que o
movimento pode possuir mais do que um periodo principal como é o caso do movimento
cadtico, e nesse caso, distinguir um movimento quasiperidodico de muitos periodos de um
movimento cadtico ndo é tao facil quanto parece sendo mesmo até impossivel. Além disso,
mesmo quando se analisa um movimento de um so6 periodo € necessario ter alguma precaucao
porque o periodo pode ser longo o que pode complicar o processo de reconhecimento de
padrées. Note-se também que o facto do espaco de fases exibir um atrator estranho nao
implica necessariamente a presenca de caos uma vez que nem todos os atratores estranhos
sdo caoticos (C., Ott, Pelikan, & Yorke, 1984; Zhu & Liu, 1997).

2.1.2. Seccdes de Poincaré

As seccoes de Poincaré sao uma ferramenta classica muito util quando se trata de avaliar o
comportamento qualitativo de sistemas dinamicos continuos no tempo. O procedimento
consiste em criar uma ou mais seccoes, cada uma geralmente transversa ao fluxo num dado
ponto, e na analise visual da intersecao das drbitas com cada uma destas seccdes no espaco

de fases. Desta forma, um sistema continuo no tempo descrito por n variaveis de estado é
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transformado num sistema discreto no tempo de n — 1 variaveis o que torna clara a percecao
da sua dindmica. Uma orbita de periodo um é assim caracterizada numa dada seccao de
Poincaré por um Unico ponto, uma o&rbita de periodo dois por dois pontos, e assim
sucessivamente até surgir uma nuvem de pontos, situacdo a qual indica um movimento
caotico.

As seccoes de Poincaré permitem distinguir vibracdes periddicas, quasiperiodicas, e
cadticas, porém, sdao apenas Uteis para a analise de sistemas de baixa dimensao (até trés
variaveis de estado). Para sistemas com dimensao superior a técnica apresenta como principal
desvantagem o facto que a sua interpretacdo torna-se cada vez mais complexa a medida que
a dimensao aumenta, uma vez que é necessario considerar varias sec¢des para facilitar a
caracterizacdo do comportamento. O ruido nas medicoes inevitavel em quase todos os
sistemas fisicos reais € um outro impasse e cujas sec¢bes de Poincaré sao bastante sensiveis.
Influenciado pelo ruido, cada orbita pode ser ligeiramente desviada no instante exato em que
atravessa a secc¢ao causando o aparecimento de inUmeros pontos, induzindo erradamente na
presenca de caos quando na verdade o movimento pode ser periodico. Técnicas de reducdo
de ruido devem ser assim aplicadas a fim de minimizar os efeitos do ruido, e se as suas
caracteristicas forem conhecidas o projetista pode considerar pequenas nuvens de pontos
como pontos individuais. No entanto, embora esta estratégia simplifique a analise, apenas é
atil no caso de vibracdes (multi)periddicas e quando os periodos estdo suficientemente
afastados uns dos outros. Adicionalmente note-se também que o fluxo pode nado ter uma
seccdo de Poincaré global, porque teria de ser transversal a todas as orbitas possiveis, e nesse
sentido é preciso ter algum cuidado ao tirar conclusdes porque uma escolha inapropriada da
seccao pode causar o aparecimento de poucos pontos quando na verdade poderao existir

muitos mais.

2.1.3. Diagramas de Bifurcacées

O comportamento cadtico pode ser originado por diferentes vias. Duplicagdo do periodo,
destruicdo do toro, e intermiténcia sao as trés mais comuns, e para muitos sistemas, a
duplicacdo do periodo é uma via muito comum (M. Gidea & Niculescu, 2002; Marek &
Schreiber, 1995; Moon, 1992; Nayfeh & Balachandran, 1995; Ott, 1993). Nesta em particular,
o periodo aumenta em poténcias de dois a medida que um dos parametros aumenta (ou entdo
diminui), e como resultado, o movimento é dito ser (multi)periddico quando o sistema exibe
um nimero finito de estados e cadtico quando exibe um numero infinito de estados. O
diagrama de bifurcacbes é uma ferramenta grafica com base neste principio que permite
determinar para que valores de parametros ocorre o comportamento caotico e o
procedimento consiste em analisar o movimento (ap6s o regime transiente) variando um dos

parametros de cada vez, mantendo todos os restantes inalterados.
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O diagrama de bifurcacbes torna-se numa ferramenta muito Util para analisar sistemas nao-
lineares na medida em que mostram a dinamica global em funcdo dos parametros. Contudo, é
uma analise que tem de ser realizada offline, que requer o conhecimento exato das equacoes
matematicas do sistema, e que depende da acuidade visual humana para determinar o tipo de
comportamento dinamico. Por outro lado, os diagramas de bifurcacées preveem somente o
caos originado por duplicacbes do periodo ou o caos originado devido a variacées nos

parametros. O caos induzido devido ao efeito de perturbacdes externas nao pode ser previsto.

2.1.4. Expoentes de Lyapunov

Para além de auséncia de um comportamento regular, os sistemas caoticos sao caracterizados
essencialmente pela extrema sensibilidade as condicoes iniciais que apresenta: duas
trajetorias iniciadas muito proximas uma da outra acabam por se afastar ao longo do tempo
até perderem qualquer tipo de correlacao entre si. Com base neste atributo, os expoentes de
Lyapunov sao nimeros que caracterizam a taxa de divergéncia/convergéncia exponencial de
trajetoérias vizinhas, e portanto, nUmeros que caracterizam qualitativamente e
quantitativamente a dinamica de um sistema. A existéncia de um atrator caotico é entao
declarada se o sistema apresentar pelo menos um expoente de Lyapunov positivo (Wolf,
Swift, Swinney, & Vastano, 1985). Nalguns casos particulares podem existir dois ou mais
expoentes de Lyapunov positivos e o sistema € dito ser hiper-caético (Y. Li, Tang, & Chen,
2005), no entanto, a existéncia de pelo menos um expoente positivo € a condicao para
declarar uma dinamica cadtica. O maior expoente de Lyapunov, também conhecido como
expoente de Lyapunov caracteristico ou como expoente de Lyapunov dominante, é assim o
numero mais importante. Esta relacionado com o horizonte de previsibilidade (Fitzpatrick,
2011), e se por um lado permite distinguir um sinal caoético de um sinal regular, permite
distinguir, por outro, um processo puramente deterministico de um processo estocastico,
dado que este Gltimo é caracterizado por um expoente de Lyapunov positivo mas infinito
(Kantz & Schreiber, 2004).

Todo o espetro de expoentes de Lyapunov pode ser facilmente calculado através do
método direto, que recorre a um espaco tangente (sistema linearizado) ao longo de uma dada
trajetoria fiducial, mas as equacdes diferenciais do sistema tém que ser conhecidas com
exatiddao. Note-se, porém, que na maioria das aplicacoes reais o modelo do sistema nao é
conhecido na totalidade e nalguns casos nem todas as variaveis de estado podem ser medidas.
Em tais casos os expoentes tém de ser estimados a partir de séries temporais, e para esse
fim, os trabalhos de Brown, Eckmann, Kantz, Rosenstein, Sano, Wolf, e respetivos
colaboradores (Brown, Bryant, & Abarbanel, 1991; Eckmann, Kamphorst, Ruelle, & Ciiliberto,
1986; Kantz, 1994; Rosenstein, Collins, & Luca, 1993; Sano & Sawada, 1985; Wolf et al., 1985)
sdo os mais relevantes no que diz respeito a estimacdo, principalmente, do maior expoente

de Lyapunov.
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A detecao de caos pelo maior expoente de Lyapunov é umas das técnicas mais exploradas na
literatura. Tem sido aplicada para detetar caos quer a partir do modelo do sistema quer a
partir de uma Unica série temporal, quer em sistemas dissipativos como em sistemas
conservativos, e quer em sistemas suaves como em sistemas nao-suaves (Kunze & Kipper,
1997; Kunze, 2000; Moon, 1992; Skokos, 2010). Contudo, o método nado é robusto o suficiente
e pode falhar em certas circunstancias. Devido a presenca inevitavel de ruido nos sistemas
reais acontece que o maior expoente pode resultar num valor positivo, indicando a presenca
de caos, quando na verdade o comportamento exibido é regular. Por outro lado, quando o
expoente é estimado a partir de séries temporais, € requerida numa primeira fase uma
reconstrucao do espaco de fases, a qual é possivel de acordo com o Teorema de Imersdo de
Takens (Takens, 1981), mas os parametros inerentes a essa reconstrucao podem nao ser os
otimos porque sao também afetados por o ruido das medicbes. Segue-se dai que o espaco de
fases reconstruido pode nao ser o suficientemente equivalente ao espaco de fases gerado pelo
sistema real, e nesta condicdo o maior expoente de Lyapunov caracteriza uma dinamica que
na verdade nao é a real. Técnicas de filtragem podem ser obviamente aplicadas a fim de
reduzir os efeitos do ruido, mas existem também outros inconvenientes, entre os quais se
destacam, o esforco computacional razoavelmente elevado exigido e o facto que requer uma

série temporal com um nimero de amostras suficientemente grande.

2.1.5. Andlise Espetral

Dado que um sistema dinamico pode ser descrito quer no dominio do tempo quer no dominio
da frequéncia, torna-se muitas vezes vantajoso transformar um sinal no dominio do tempo
para o dominio da frequéncia a fim de extrair informacgdes Uteis acerca do sinal. E o caso por
exemplo quando o objetivo consiste em identificar as frequéncias dominantes e as suas
respetivas poténcias. Relativamente a um sinal cadtico, acontece que, contrariamente a um
sinal peridodico, ou multiperiddico, em que uma andlise espetral revela frequéncias bem
definidas, um sinal cadtico é caracterizado por ter um espetro de frequéncia continuo, de
banda larga, no entanto limitado (Kantz & Schreiber, 2004; Marek & Schreiber, 1995; Moon,
1992). Se, por um lado, a existéncia de muitas frequéncias é uma caracteristica que distingue
um sinal caodtico de um sinal periodico, o facto de o espetro ser limitado permite distinguir
também um sinal caotico de um sinal estocastico dado que este Gltimo apresenta frequéncias
distribuidas ao longo de todo o espetro.

Se a série temporal em analise for puramente deterministica, isto €, se nao for sujeita a
qualquer tipo de ruido e as respetivas equacdes que a geram nao contiverem qualquer termo
estocastico, a detecdo de caos através da observacdao do espetro de frequéncia é
relativamente simples. Contudo, quando a série temporal esta corrompida com ruido, que é o

que acontece quase sempre na pratica, a detecao de caos recorrendo a uma andlise espetral
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pode falhar porque torna-se dificil distinguir um sinal caotico de um nao-cadtico dado que a
Transformada de Fourier exibe frequéncias em todo o espetro devido ao ruido.

Por causa das razoes acima mencionadas, técnicas de filtragem devem ser aplicadas antes
da utilizacdo desta ferramenta a fim de minimizar os efeitos do ruido. Contudo, quando
utilizada a andlise espetral para detetar caos, tem de ser utilizada com algum cuidado porque
mesmo que o sinal seja ‘limpo’ pode acontecer que a distincdo entre um sinal quasiperiodico
de muitos periodos e um sinal cadtico ndo seja tdao clara devido a existéncia de varias
frequéncias muito préximas umas das outras. Por outro lado, a andlise espetral é apropriada
para detecdo de caos a partir de séries temporais, mas € apenas para séries geradas por
sistemas de baixa dimensao (de um a trés graus de liberdade). O observador pode concluir
que as saidas com varios harmonicos implicam vibracdes cadticas mas o sistema em analise
pode ter mais graus de liberdade que aqueles que o observador tem conhecimento (Moon,
1992).

2.1.6. Funcao de Autocorrelacao

Para os casos em que a distincdo entre um sinal caotico e um sinal quasiperiodico de muitos
periodos préximos uns dos outros ndao € tao clara, a funcdo de autocorrelacdo é uma
ferramenta muito util (Kantz & Schreiber, 2004; Moon, 1992). Relacionada com a
Transformada de Fourier, permite distinguir um sinal periddico de um sinal caotico ou
estocastico. Quando a série temporal é periodica no tempo, a fungdo de autocorrelacdo, que
relaciona a série temporal com a mesma série temporal desfasada no tempo, é periodica no
desfasamento temporal. Quando a série temporal é gerada por um sistema caotico
deterministico a funcdo de autocorrelacdo decai exponencialmente para zero a medida que o
desfasamento aumenta. Se a série temporal for estocastica, a funcdo de autocorrelacdo
tende para zero a medida que o desfasamento aumenta mas com uma taxa de decaimento
que depende das propriedades do processo. Em ambos os casos em que a fungdo tende para
zero tal acontece somente apds um dado desfasamento que corresponde ao horizonte de
previsibilidade e que esta relacionado o maior expoente de Lyapunov (Moon, 1992).

A funcdo de autocorrelacdo permite distinguir um sinal periédico de um caético ou de um
estocastico. No entanto, a ferramenta ndo é poderosa o suficiente para distinguir um sinal

caotico de um sinal estocastico dado que em ambos os casos a funcdo tende para zero.

2.1.7. Funcao de Melnikov

A analise de Melnikov é uma ferramenta analitica utilizada em muitos casos para prever a
ocorréncia de dinamicas caoticas em sistemas nao-lineares quando sujeitos a pequenas
perturbacdes periodicas no tempo. Na sua forma classica, o método foi desenvolvido para

sistemas bidimensionais (um grau de liberdade), suaves e variantes no tempo, assumindo o
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conhecimento de um érbita homoclinica associada a um ponto sela do sistema nao-
perturbado. A presenca de caos € entado declarada se a funcdo de Melnikov, uma funcao
relacionada com a distancia entre as variedades estavel e instavel em seccées de Poincaré do
espaco de fases, apresentar pelo menos um zero simples. Um zero simples significa que a
funcao iguala a zero mas a sua derivada ndo, e quando tal acontece, as variedades estavel e
instavel intersetam-se transversalmente dando origem a um emaranhado homoclinico que de
acordo com o Teorema Homoclinico de Smale-Birkhoff implica a ocorréncia de um
comportamento caotico (Melnikov, 1963; Perko, 2006).

Embora o método tenha sido derivado assumindo o conhecimento de uma orbita
homoclinica, a funcdo de Melnikov também pode ser avaliada ao longo de uma orbita
heteroclinica e a ocorréncia de caos detetada da mesma maneira (Bertozzi, 1988). Extensoes
do método foram também efetuadas, e embora ndo muito divulgado na literatura, um dos
trabalhos mais interessantes é o de Gruendler (Gruendler, 1985), consistindo numa
generalizacdo da funcdo de Melnikov para sistemas com varios graus de liberdade.

As abordagens analiticas sao sem dlvida mais poderosas que as numéricas e nesse sentido
os métodos com base na teoria de Melnikov sao bastante confiaveis. Por outro lado, os
métodos de Melnikov podem ser utilizados para detetar caos em sistemas fortemente nao-
lineares e em sistemas com caracteristicas arbitrarias (ex.: descontinuidades causadas por
friccdo), o que nao é permitido por muitos outros métodos. No entanto, os métodos nao sdao
ideais e por conseguinte apresentam alguns inconvenientes de relevancia (Awrejcewicz &
Holicke, 2007; Lenci & Rega, 2004, 2005): 1) sdo aplicaveis exclusivamente a sistemas
caracterizados por um espaco de fases especifico, nomeadamente, a classe de sistemas que
apresenta na sua forma nao-perturbada pelo menos uma orbita homoclinica/heteroclinica
associada a um ponto sela; 2) devido a limitacao anterior, apenas podem prever o tao
chamado caos homoclinico/heteroclinico; 3) para perturbagdes periodicas genéricas a
detecao pode falhar porque, por hipdtese, a perturbacdo tem que ser pequena; 4) o sistema
nao-perturbado deve ser integravel, isto €, deve admitir uma solucao algébrica, o que nalguns
casos nao é possivel ou entdo a solucdo pode ser muito dificil de obter; 5) estdo associados a
calculos algébricos complicados cuja complexidade aumenta com o nUmero de graus de
liberdade; 6) nao sdo métodos exatos, mas sim aproximativos, que recorrem a um pequeno
parametro; e 7) sdo imprecisos no que diz respeito a bifurcacdes homoclinicas/heteroclinicas
quando o sistema é sujeito a baixas ou a altas frequéncias de excitacao.

Além disso, relembre-se que os métodos baseados em Melnikov sdo analiticos e requerem
portanto o conhecimento exato do modelo do sistema bem como o conhecimento exato das
perturbacdes, e nesse sentido ndao sao apropriados de todo para a detecao de caos em
aplicacbes reais, dado que as equacdes dinamicas sao conhecidas muitas vezes apenas com
um certo grau de exatidao, e, por outro lado também, porque as perturbacdes sao quase

sempre desconhecidas embora que as suas caracteristicas o sejam.

24



2.1.8. Analise de Trajetoérias Vagantes

Quando um sistema deterministico ndo-linear exibe um comportamento cao6tico, o movimento
da trajetoria alterna em torno de varios estados de equilibrio. E assim caracterizado por
imprevisibilidade a médio e a longo termo e por sensibilidade critica as condicdes iniciais.
Com base neste principio, Awrejcewicz e Dzyubak (Awrejcewicz & Dzyubak, 2005)
propuseram um método numérico para tracar os dominios de caoticidade e de regularidade de
qualquer sistema nao-linear governado por equacgdes diferenciais ordinarias. Intitulado por
andlise de trajetorias vagantes, compara o erro a cada passo entre duas trajetorias iniciadas
em condicdes iniciais muito proximas com um dado limiar e essa comparacao/teste permite
determinar as regides de caoticidade em funcdo dos parametros do sistema.

0 método tem sido aplicado para analisar e quantificar movimentos regulares e caoticos
quer em sistemas suaves quer em sistemas nao-suaves e tem sido provado que € mais simples
e rapido do ponto de vista computacional que os célebres expoentes de Lyapunov (pelo menos
quando calculados pelo algoritmo classico de Wolf (Awrejcewicz & Holicke, 2007; Wolf et al.,
1985). Contudo, a andlise de trajetdrias vagantes requer o conhecimento das equacoes
dinamicas, porque so6 assim podem ser integradas partindo de duas condicdes iniciais, e nesse
sentido o método apresenta um grande inconveniente: ndo pode ser utilizado para detetar
caos a partir de séries temporais. Por outro lado, mesmo que o modelo do sistema seja
conhecido, é bem sabido que qualquer sistema real € sujeito quase sempre a incertezas
desconhecidas que podem alterar consideravelmente o seu comportamento. Acontece que,
devido a essas incertezas, as trajetorias obtidas por integracdo do modelo podem nao
descrever com exatiddo a verdadeira dinamica, e por conseguinte, levando, erradamente, a

conclusao que o movimento € caotico quando na realidade pode nao o ser.

2.1.9. Andlise através de Injecao de Ruido

0O método proposto por Poon e Barahona (C. S. Poon & Barahona, 2001) permite detetar caos
a partir de séries temporais mesmo quando a série sob analise é curta e/ou esta corrompida
com ruido de medicdo, e nesse sentido o seu trabalho destaca-se entre todas as outras
técnicas numéricas. Designado por andlise por injecdo de ruido (noise titration), o método
consiste em adicionar sucessivamente pequenas quantidade de ruido (ruido branco, colorido,
gaussiano ou até mesmo nado-gaussiano) a série temporal até que a nao-linearidade de um
dado modelo de Volterra autorregressivo seja completamente destruida. Posteriormente, a
maxima quantidade de ruido necessaria para destruir tal nao-linearidade, conhecida por
limite de ruido (NL = 0), esta relacionada diretamente com o maior expoente de Lyapunov, e
indica se a série temporal € ou ndo cadtica. Um nivel NL > 0 é a condicao suficiente para
declarar a presenca de caos.

0 método é considerado superior ao dos expoentes de Lyapunov (C. Poon, Li, & Wu, 2010;

Vandeput, Verheyden, Aubert, & Huffel, 2008) uma vez que o seu indicador quantifica uma
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grandeza que resulta da medida da sensibilidade as condicoes iniciais (que é quantificada
pelo maior expoente de Lyapunov) juntamente com a medida da degradacao do sinal devido
ao ruido. Pode-se até mesmo dizer que o limite de ruido substitui o maior expoente de
Lyapunov no caso de sinais sem ruido.

A primeira vista, a andlise por injecdo de ruido parece ser uma abordagem ideal para
detetar caos. Contudo, tem sido reportado varios casos onde na verdade a detecdo falha
(Gao, Hu, Mao, & Tung, 2012). Uma das razoes pelas quais o método néo é infalivel deve-se a
um dos inconvenientes principais do modelo de Volterra. Como bem sabido, o modelo é
adequado para a identificacdo de sistemas fracamente nao-lineares mas no entanto o
movimento caotico pode ser governado também por dinamicas fortemente ndo-lineares. Por
outro lado, relativamente a detecao nos moldes pretendidos, relembre-se que este método
exige a adicdo sucessiva de pequenas quantidades de ruido e este procedimento torna o

processo de detecao demoroso, obviamente nao desejado.

2.1.10. Teste 0-1

Gottwald e Melbourne (Gottwald & Melbourne, 2004, 2009) desenvolveram um método
original e interessante para detetar caos a partir de séries temporais que funciona
eficazmente mesmo na presenca de baixos niveis de ruido nas medicdes. Designado por Teste
0-1, é um teste binario que distingue entre sinais caoticos de sinais nao-caoticos com base
numa medida da taxa de crescimento assintotica da distancia média quadratica entre duas
funcbes. Essas funcdes sdo tais que exibem no plano um movimento difusivo (como o
movimento Browniano) quando a dinamica subjacente é cadtica e um movimento nao-difusivo
quando a dinamica é regular (periddica, multiperiddica). Por conseguinte, a distancia média
quadratica € uma funcao limitada no tempo no caso de uma dinamica regular e uma funcao
que varia linearmente com o tempo no caso de uma dindmica cao6tica. Como resultado, a taxa
de crescimento assintotica da distancia média quadratica, K, assume dois valores: K = 0 para
uma dinamica regular; e K = 1 para uma dinamica caotica.

A teoria por detras do Teste 0-1 é de facto interessante e tras varios pontos favoraveis
face a outras ferramentas de detecao. O teste € aplicavel a uma Unica série temporal, pelo
gue nao requer as equacdes matematicas do sistema; nao requer qualquer ajuda visual no
processo de decisao, o que significa que o caos pode ser detetado automaticamente; e
permite uma detecao online se o tamanho da janela de observacao nao for muito grande, isto
é, se o tempo do calculo de K para cada janela nao for muito grande. Contudo, embora o
Teste 0-1 aparente ser o ideal para a detecao nos moldes pretendidos, existem alguns
inconvenientes que requerem algum cuidado. O Teste 0-1 é formulado sob a hipétese que os
sinais em analise tém de ser deterministicos, e nesse sentido so0 é capaz de detetar o tao
chamado caos deterministico. E por esta razdo que o nivel de ruido das medicdes nao pode

ser muito grande. Sinais estocasticos sao identificados como sendo cadticos quando na

26



verdade nado o sao. Esta torna-se assim numa das principais desvantagens. Dado que o ruido é
inevitavel em qualquer sinal medido (ex.: WGN), o teste indicaria um comportamento caético
para uma entrada constante (ex.: origem, estado de equilibrio), quando na verdade deveria
indicar um comportamento regular. Este é um caso simples em que o teste claramente
falharia.

Filtros juntamente com suavizadores poderiam ser obviamente aplicados para ultrapassar
o problema, mas o teste falha também por uma outra razdo. A difusidade apresentada no
plano é observada para uma grande classe de sistemas caoticos mas no entanto existem
sistemas deterministicos, mas nao-caodticos, que podem resultar nessa tal difusidade,
indicando um comportamento caético quando na verdade pode nao ser o caso. Um outro
ponto que merece ainda um cuidado especial esta relacionado com possiveis fenomenos de
sobreposicdo de amostragem do sinal (oversampling). O Teste 0-1 pode falhar se a frequéncia
de amostragem nao for a apropriada o que pode ser problematico se a dinamica nao for

conhecida, isto €, se se trata de uma dinamica rapida ou lenta.

2.1.11. Teste de Trés Estados (3ST)

Bastante recentemente, Fouda e seus colaboradores (Fouda, Effa, Kom, & Ali, 2013)
formularam um método de detecao de caos capaz de distinguir claramente entre movimentos
caoticos, periodicos e quasiperiddicos. Intitulado por Teste de Trés Estados (Three-State Test
- 35T), o método baseia-se numa funcao, o,5(.), que mede a habilidade de um sistema
dinamico gerar novos padroes a medida que o tempo passa. Posteriormente, um parametro
denominado por indice de periodicidade - A, caracteriza com base nesta funcdo o tipo de
movimento: 1 = 0 especifica um movimento periodico; 1 < 0 um movimento quasiperiodico; e
por Ultimo, 2 > 0 um movimento cadtico.

Contrariamente ao Teste 0-1, que consegue distinguir apenas sinais caoticos de sinais nao-
cadticos, o 3ST é claramente mais eficiente do ponto de vista computacional e nesse sentido
seria um teste excelente para uma detecao em tempo-real. No entanto, dado que o nosso
objetivo consiste em detetar caos em aplicacées reais, o 3ST pode vir falhar devido aos
efeitos do ruido. Tal como qualquer outro método de detecao de caos, o 3ST é altamente
sensivel a pequenas variagdes na entrada, e portanto € eficaz apenas se o nivel de ruido for o
suficientemente pequeno. Um outro inconveniente deste teste esta relacionado com o
tamanho da janela de observacdo. Se o numero de amostras nao for suficientemente
representativo o teste tende a confundir movimentos quasiperiodicos com caos fraco. Por
Ultimo, e também importante, mesmo que sejam aplicados filtros para reduzir o nivel de
ruido, o teste é aplicavel somente a sistemas discretos pelo que ainda requer extensdes para

sistemas continuos.
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2.2. Problematica dos Métodos de Detecao de Caos

Além das técnicas acima mencionadas, abordagens com base em diferentes conceitos de
detecao tém sido também explorados para detetar a presenca de modos cadticos em sistemas
dinamicos (Djurovi¢, Rubezi¢, & Sejdi¢, 2013; Djurovic & Rubezi¢, 2008; Fraser, 1996;
Gencay, 1996; Mcdonough, Noonan, & Hall, 1995). No entanto, o autor tem notado que os
métodos propostos até a data, a melhor pesquisa realizada, apresentam claramente algumas
desvantagens em comum que os impedem de ser aplicados para detetar caos em tempo-real e
na presenca de ruido. Ocorre entdo que, nalgumas aplicacdes altamente exigentes como
acontece por exemplo no campo aeroespacial e aeronautico, a presenca de caos tem de ser

detetada satisfazendo os seguintes requisitos:

1) o caos tem de ser detetado de forma automatica;

2) o caos tem de ser detetado a partir de séries temporais porque o modelo exato do
sistema pode nao ser conhecido com exatidao e/ou podem existir perturbacoes de

propriedades desconhecidas;

3) o caos deve ser detetado preferencialmente a partir de séries curtas de modo a que a
detecao seja alcancada o mais rapido quanto possivel a fim de desencadear uma acdo

de controlo;

4) o detetor tem que ser forcosamente robusto em relacao a ruidos de medicao dado que

estes ndao podem ser evitados, por mais que sejam reduzidos;

5) o algoritmo de detecao nao deve ser ‘pesado’ nem demoroso do ponto de vista

computacional dado que é desejavel uma detecao em tempo-real / online.

2.3. Métodos de Controlo / Sincronizacao de Caos

2.3.1. Método OGY (Linearizacao do Mapa de Poincaré)

Ott, Grebogi e Yorke (Ott, Grebogi, & Yorke, 1990) foram os primeiros a formular um método
para controlar explicitamente sistemas dinamicos cadticos. O método surgiu em 1990, e
embora viesse mais tarde a ser demonstrado que a técnica, apelidada de OGY em honra aos
seus autores, era uma aplicacdo particular do método da alocacdGo dos pdlos (Nayfeh &
Balachandran, 1995), acabou por originar varias variantes do método original devido a sua
elegancia e caracteristicas. Enquanto que as técnicas de controlo classicas consistem
basicamente em estabilizar um sistema num dado ponto de equilibrio através do
fornecimento de energia para alterar o comportamento dinamico, obviamente a um custo do
controlo nao-nulo, a beleza da técnica OGY prende-se com o facto de ser capaz de estabilizar

uma Orbita Periddica Instdvel (UPO) no seio de infinitas orbitas deste tipo, a um custo do
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controlo que, devido a natureza do método e uma das caracteristicas dos sistemas caoticos -
a recorréncia - é, pelo menos teoricamente, praticamente nulo. Os pontos-chave do método
consistem em recorrer ao modelo discreto do sistema com base na linearizacao do mapa de
Poincaré para projetar um controlador e em recorrer a propriedade da recorréncia dos
sistemas caoticos para atuar o controlo somente nos instantes em que a trajetoria revisita a
vizinhanca do estado ou da drbita desejada.

Diferentes autores confirmaram a eficacia do método OGY, sendo que este apresenta
varios pontos favoraveis, nomeadamente, o baixo esforco computacional relativo a sua
implementacao; a independéncia do controlador em relacdo as equacdes dinamicas que
governam o sistema; a utilizacao de pequenas perturbacées de modo a nao alterar a estrutura
do sistema; e a possibilidade de estabilizar o sistema em orbitas diferentes com sinais de
controlo da mesma ordem de grandeza (Otani & Jones, 1997).

Porém, uma convergéncia lenta é muitas vezes reportada (Fradkov & Evans, 2005), sendo
que no entanto este é o preco de atingir uma estabilizacdo nao local de um sistema nao-
linear com um controlo pequeno. Tereshko, Femat e Solis-Perales (Femat & Solis-Perales,
2008; Tereshko, 2011) péem ainda em causa a sua eficacia mencionando que se a dinamica
for muito rapida o controlador nao consegue acompanhar e que a abordagem nao é robusta
contra incertezas devido a sensibilidade aos parametros e ao ruido. Por outro lado, o método
apresenta dificuldade na estabilizacdo de orbitas de periodo elevado; requer que um
parametro do sistema seja acessivel para que o método possa ser aplicado; apenas as orbitas
periodicas instaveis imersas no atrator podem ser estabilizadas; e apresenta dificuldade em
controlar sistemas altamente instaveis porque se a trajetéria se afastar bastante da
referéncia as pequenas perturbacdes ja nao conseguem ser eficazes (Otani & Jones, 1997).
Por Ultimo, o método nao tem em consideracao qualquer tipo de restricdo nos atuadores,

ainda que o esforco do controlo seja minimo.

2.3.2. Método de Pyragas (Realimentacao Atrasada)

Em 1992, Pyragas (Pyragas, 1992) propos um método de controlo continuo no tempo para a
estabilizacdo de orbitas periddicas instaveis (UPOs) imersas num atrator cadtico. A sua
abordagem, baseada numa realimentacao linear com atraso, tornou-se bastante popular e
deu origem a varias extensoes do método original, por ndo requerer as equacdes dinamicas
que governam o movimento do sistema. O sinal de controlo é formulado a partir de uma Unica
série temporal (ex.: uma das saidas do sistema), e é proporcional a diferenca entre o estado
atual do sistema e o seu estado algum tempo antes, onde o atraso entre ambos os estados
corresponde ao periodo da UPO desejada.

A realimentacdo com atraso é bastante atrativa pelo facto do sistema sincronizar o seu
proprio comportamento sem sequer requerer o modelo do sistema, nem a localizacdo da

orbita periddica a estabilizar. Dado que nalguns sistemas o modelo dinamico que descreve o
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movimento é bastante complexo ou entdo pode nao ser conhecido na totalidade (ex.: devido
a perturbacdes desconhecidas), esta € uma grande vantagem da técnica em causa. Outros
pontos a favor que o método apresenta € o facto de a sua implementacao ndo requerer
grande esforco computacional nem calculos a priori e de ser robusto para alguns sistemas
mesmo na presenca de um ruido consideravel (Pyragas & Tamasevicius, 1993).

No entanto, contrariamente aos métodos baseados no OGY, onde trajetéria é direcionada
para uma UPO predefinida, o controlo por realimentacdo atrasada nao distingue diferentes
orbitas periddicas do mesmo periodo (porque exige apenas o periodo da UPO e nao UPO em si)
e portanto nao leva necessariamente a estabilizacdo numa orbita desejada. Por outro lado, o
método € eficaz na estabilizacdo de UPOs de baixos periodos mas pode falhar na estabilizacdo
de UPOs de altos periodos ou de orbitas altamente instaveis (Tereshko, 2011). A sensibilidade
ao parametro atraso é um outro inconveniente, pois o seu valor tem de ser exatamente igual
ao periodo da UPO desejada (Andrievskii & Fradkov, 2003). Caso contrario, o controlador
tentara estabilizar o sistema numa orbita que pode ndo ser periodica, deixando de certa
forma de fazer sentido. Tem-se portanto que o sistema pode ser controlado para se
sincronizar com ele proprio mas que nao pode ser controlado para seguir uma trajetéria de
referéncia especificada pelo projetista e que restricoes no controlo ndao sdao tomadas em

conta.

2.3.3. Linearizagao por Realimentacao

Uma das técnicas mais comuns para controlar sistemas ndo-lineares é através da linearizagdo
por realimentagdo. A abordagem é também conhecida como linearizacdo exata que se obtém
pela inversdo dindmica ndo-linear (NDI) (Enns, Bugajski, Hendrick, & Stein, 1994; Kolesnikov,
2005; Ostroff & Bacon, 2002), e o objetivo consiste numa primeira fase em formular uma lei
de controlo de modo a que o sistema em malha fechada seja linear. Tal transformacao do
sistema originalmente nao-linear num linear pode ser feita de forma total ou parcial, no
sentido em que se a linearizacao ocorre entre entrada-estado ou entrada-saida
respetivamente. Numa segunda fase, o projeto do controlador é completado recorrendo as
técnicas poderosas e bem conhecidas do controlo linear (ex.: método da alocacdo dos polos,
LQR, etc).

A linearizacdo por realimentacdo é uma técnica que requer o modelo matematico exato
do sistema dinamico e como consequéncia nao garante robustez face a incertezas do modelo
e face a perturbacdes externas (Jarzebowska, 2012; Papageorgiou & Glover, 2004). Dado que
na maioria dos sistemas fisicos reais os modelos contém parametros que sao conhecidos
apenas com algum grau de exatiddo (ex.: parametros geométricos, parametros de inércia,
parametros de friccdo, entre outros), tal abordagem de controlo muitas vezes acaba na
pratica por ndao ser bem-sucedida. A titulo de exemplo, aplicar esta estratégia num sistema

de controlo de voo de uma aeronave nao seria adequado porque, para além exigir a dinamica
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completa e exata do sistema, é bem sabido que é muito dificil identificar com exatidao os
coeficientes aerodinamicos porque sao funcdes nao-lineares de varias grandezas fisicas.
Embora a técnica tenha sido utilizada também para controlar sistemas caoticos (Fradkov &
Evans, 2005; Liqun & Yanzhu, 1998; Shi & Zhu, 2007), nao garante que o controlo seja eficaz
precisamente porque é sensivel a alteracdo de parametros. Um bom caso em que o método
falharia seria no controlo do circuito de Chua, onde os parametros do modelo sao grandezas

de componentes eletronicos que facilmente se alteram com a temperatura.

2.3.4. Backstepping Control

Uma outra técnica marcante para o controlo de sistemas ndo-lineares emergiu nos anos 90.
Designada por backstepping, recorre ao calculo de leis de controlo virtuais em passos
intermédios que por sua vez num Ultimo passo possibilitam o calculo da lei de controlo real. A
técnica baseia-se numa funcao de Lyapunov e pode ser interpretada como a adicdo de um
integrador apds cada passo (cascata de integradores).

Contrariamente a linearizagdo por realimentacdo, onde as nao-linearidades sao eliminadas
por completo, o backstepping oferece mais flexibilidade em lidar com nao-linearidades no
sentido em que a estabilidade global pode ser alcancada evitando que ‘nao-linearidades
Uteis’” sejam eliminadas (Jarzebowska, 2012). O método apresenta como principais
desvantagens a dificuldade em encontrar a funcdo de Lyapunov e sensibilidade a variacao de
parametros.

A técnica ja foi utilizada com sucesso por varios autores quer para o controlo quer para a
sincronizacao de sistemas caoticos (Idowu, Vincent, & Njah, 2008; Kareem, Vincent, Laoye, &
Akinola, 2008; Yassen, 2006). No entanto, apesar do controlo ter sido bem-sucedido, a

abordagem foi testada somente através de simulacdes considerando os modelos ‘limpos’.

2.3.5. Controlo Robusto

No controlo nédo-linear baseado puramente no modelo como é o caso da linearizagdo por
realimentacdo, a lei de controlo é formulada com base num modelo nominal do sistema
fisico. Consequentemente, quando o sistema controlado contém incertezas na dinamica ou
quando € sujeito a perturbacoes, o controlador deixa de ser eficaz precisamente porque é
projetado assumindo que o modelo é exato e que ndo sofre variacées. Tendo em conta que
incertezas estdao quase sempre presentes na maioria dos sistemas dinamicos (ex.: incertezas
nos parametros, ruido nos sensores, dinamicas ndo modeladas, flutuacdes indesejadas nos
atuadores), o controlo robusto, cuja lei de controlo é projetada considerando nao so6 o
modelo nominal mas também algumas incertezas, € uma ferramenta que se revela por essa

razao bastante eficaz na pratica.
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Varios métodos de controlo robusto tém sido utilizados para controlar sistemas nao-lineares:
H,, H,/H,, sintese-u, SMC, LQG/LTR, QFT, sendo o H, o mais popular. Doyle e seus
colaboradores (Doyle, Glover, Khargonekar, & Francis, 1989) sintetizam o H, na forma de
espaco de estados cujo ganho do controlador é obtido através da resolucao de duas equacoes
de Riccati.

O controlo robusto tem sido utilizado também para a estabilizacdo e sincronizacdo de
sistemas caoticos. Xu e Yang (Xu & Yang, 2009) usaram a técnica H,, para sincronizar sistemas
caoticos do tipo péndulo. Huang e Feng (H. Huang & Feng, 2008) recorreram a mesma técnica
para o sincronismo de sistemas do tipo Lur’e. Bousson e Antunes (Bousson & Antunes, 2010)
elaboraram um método de controlo robusto para a sincronizacao dos sinais de saida do
circuito de Chua com padrées especificados de sinais regulares. Contudo, as técnicas robustas
apresentam limitacées quando utilizadas para controlar sistemas com saturacao dos

atuadores.

2.3.6. Controlo Adaptativo

O controlo adaptativo é uma técnica excelente para lidar com sistemas sujeitos a incertezas
ou cujos parametros variam no tempo. Opostamente ao controlo robusto, que garante que se
as incertezas estiverem dentro dos limites pré-especificados a lei de controlo nao precisa de
ser alterada, o controlo adaptativo nao requer informacao a priori dos limites dos parametros
e das incertezas e a lei de controlo é alterada constantemente ao longo do tempo. O controlo
de voo de um avido pode ser visto como um exemplo tipico onde é adequado utilizar o
controlo adaptativo. Dado que a massa diminui a medida que o avido voa devido ao consumo
de combustivel, ter uma lei de controlo que se adapte a essa alteracdo € um ponto a favor
para obter controlo satisfatorio (Jarzebowska, 2012).

Existem varias técnicas de controlo adaptativo: escalonamento de ganhos, controlo por
modelo de referéncia (MRAC), reguladores autoajustdveis (STR), controlo dual, entre outros,
e a maioria baseia-se na estimacao de parametros em tempo-real (Astrom & Bjorn, 1994).

Recentemente, Bousson (Bousson, 2007) formulou uma técnica de estimacdo de
parametros variantes no tempo com aplicacdo ao seguimento de trajetdrias. Apelidado de
NLRA (Nonlinear Learning Rate Adaptation), o procedimento de estimacao é em tempo-real e
nao requer informacao estocastica sobre o modelo nem das matrizes de covariancia do ruido,
contrariamente aos métodos de estimacao estocasticos (ex.: filtros de Kalman). Do ponto de
vista computacional a abordagem é pratica, de rapida implementacao e capaz de estimar os
parametros (que podem ser variaveis de controlo) fiavelmente mesmo na presenca de ruido.

Contudo, lidar com incertezas num modelo nao é tarefa facil, e por essa razao as técnicas
de controlo adaptativas apresentam uma desvantagem: a estrutura dos parametros do modelo
tem de ser conhecida. Tal requisito leva a que suas aplicacdes sejam limitadas para o

controlo de sistemas caoticos. Por exemplo, ainda ndo foi mostrado que dois osciladores com
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estruturas bastante diferentes podem ser sincronizados através deste tipo de controlo (Femat
& Solis-Perales, 2008). Ainda assim, a técnica tem sido empregue para controlar sistemas
caoticos (Alstrom, Marzocca, Bollt, & Ahmadi, 2010; Ayati & K-Sedigh, 2008; Guo & Liu, 2011;
Koofigar, Sheikholeslam, & Hosseinnia, 2011), mas, mais uma vez, sem considerar restricoes

nos atuadores.

2.3.7. Controlo Preditivo

O controlo preditivo (MPC), conhecido também como controlo por recuo do horizonte (RHC)
ou como controlo com horizonte deslizante (MHC), € uma das metodologias mais avancadas e
bem-sucedidas de controlo de sistemas dinamicos (Bhattacharya, Balas, Kaya, & Packard,
2002). O seu principio consiste na resolucdo sucessiva em tempo-real de um problema de
controlo 6timo de horizonte finito, com base nas medicées ou estimativas dos estados atuais
do sistema. A grande vantagem do controlo preditivo reside na possibilidade de incluir
diversas restricoes no critério de otimizacao como por exemplo limitar as saidas do sistema,
0s seus estados, os sinais de controlo, as variacoes desses sinais, entre outras.

O controlo preditivo tem sido utilizado extensivamente no controlo de processos
industriais por ser um dos poucos métodos que permitem considerar, de forma explicita,
restricdes no controlador. A primeira vista, o MPC parece ser a melhor técnica para alcancar o
objetivo proposto relativamente ao controlo. No entanto, embora tenha sido também
utilizado para estabilizar drbitas periddicas instaveis (UPO) e sincronizar sistemas caodticos
(Ahn, Lee, & Song, 2012; Mohammadbagheri & Yaghoobi, 2011; Polyak, 2005), os modelos em
questao sao livres de ruido e o controlo pode falhar. Por outro lado, a sua aplicacdo a
sistemas com dinamicas rapidas torna-se cada vez mais desafiadora a medida do quanto mais
rapida é a dinamica, porque o tempo de resolucdao do problema de otimizacao entre cada
amostra torna-se num requisito que pode estar na ordem os milissegundos ou até mesmo dos

microssegundos, o que para dinamicas rapidas pode exigir grande poder de calculo.

2.3.8. Controlo com base em LMI’s

Técnicas de controlo avancadas com base em LMI’s (Linear Matrix Inequalities) sao
abordagens interessantes que tém sido também utilizadas para controlar sistemas cadticos
(Deng & Xu, 2010; Pai & Yau, 2010; Tanaka, lkeda, & Wang, 1998; Yu, Zhong, Li, Yu, & Liao,
2007). As LMI’s permitem calcular o ganho do controlador de forma a que o sistema
controlado satisfaca certos requisitos de desempenho. Isso inclui a possibilidade de considerar
condicoes de estabilidade, condicées para uma taxa de decaimento especifica, condicoes
para reduzir o efeito das perturbacdes nas saidas (rejeicao de perturbacdes), restricoes nas
saidas, e também restricdes nas entradas. E uma abordagem eficaz, mas que requer ao

mesmo tempo um cuidado especial, bem como alguma experiéncia por parte do projetista,
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porque alguns parametros devem ser relaxados a fim de se obter um controlo admissivel. Ao
utilizar toolboxes para resolver as LMI’s, as variaveis de decisdo sdo otimizadas pelos
algoritmos de resolucao e as vezes é necessario relaxar alguns parametros de modo a que o
sistema responda de forma desejada. Quando utilizada para controlar sistemas cadticos
sujeitos a restricoes nos controlos, pode acontecer que a saturacao ocorra tao facilmente
caso a trajetoria se encontre longe o suficiente da trajetoria de referéncia, quando na

verdade nao seria necessaria, o que pode levar a instabilidade do sistema em malha fechada.

2.3.9. Controlo Difuso (Légica Fuzzy)

A logica difusa é uma ferramenta poderosa e que se destaca sobretudo pelo facto de ser
adequada quando os sistemas a controlar sao nao-lineares, complexos, incertos, ou nao se
apresentam numa forma bem definida/modelada (Tanaka & Wang, 2001). De entre varias
técnicas de controlo difuso, a abordagem de Takagi-Sugeno (T-S), em que a dinamica local
em diferentes regides do espaco de estados é representada por sistemas lineares de acordo
com um conjunto de regras do tipo IF-THEN e a dinamica global por uma mistura destes
modelos lineares, tem sido das mais amplamente aceites e utilizadas na concecao deste tipo
de controlo. Na verdade, os modelos T-S sao aproximadores universais de qualquer sistema
nao-linear suave (Tanaka & Wang, 2001), e portanto, grande parte dos sistemas nao-lineares
podem ser representados com alto grau de exatidao recorrendo a um modelo T-S.

Todavia, embora o controlo difuso tenha sido utilizado no controlo e sincronizacao de
sistemas caoticos (Boukabou & Mansouri, 2012; Poursamad & Davaie-Markazi, 2009; Tanaka &
Wang, 2001; Wu, Shi, Su, & Chu, 2014; Yan, Zheng, & Xue, 2014), surgem algumas
desvantagens, nomeadamente, o tempo de computacao do controlo, que se pode tornar longo
devido a operacoes complexas no processo da fuzificacao e principalmente da desfusificacao,
a dificuldade em definir o nUmero de regras necessarias para obter um bom desempenho, e o
facto de ndo existir um método sistematico de transformar o conhecimento/experiéncia
humana em forma de regras. Digamos que nao é a metodologia em si que leva ao sucesso mas
sim a experiéncia e as ideias inteligentes que o projetista usa para alcancar um controlo de
alto desempenho. Por outro lado, quando utilizado para controlar sistemas cadticos, as
limitacées dos atuadores raramente sao consideradas e embora possam ser introduzidas
recorrendo a LMI’s, o controlo acaba por requerer uma grande experiéncia por parte do

projetista.

2.3.10. Controlo Otimo

Técnicas de controlo com base no principio do maximo/minimo de Pontryagin permitem
encontrar solucdes oOtimas, e por essa razao o controlo 6timo, técnica que recorre a este

principio, € uma das técnicas mais utilizadas em aplicacdes reais devido as caracteristicas que
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apresenta. No controlo 6timo, os parametros do controlador sdo dimensionados de forma a
minimizar uma dada funcédo de custo (indice de desempenho), que inclui termos como o erro
da trajetoria, o erro do estado final, o tempo até alcancar o estado final, o esforco do
controlo, entre outros, e a saturacdo do controlo também pode ser considerada. Apesar da
teoria se encontrar bem estabelecida no que diz respeito principalmente ao controlo de
sistemas lineares (ex.: LQR, Bang-Bang Control) (Anderson & Moore, 2007; Naidu, 2002), o
controlo 6timo tem sido também utilizado para controlar e sincronizar sistemas caoticos (ndo-
lineares por natureza) através de uma manipulacdo matematica do modelo (Merat,
Abbaszadeh Chekan, Salarieh, & Alasty, 2014; Rafikov & Balthazar, 2008; Tong, Zhang, & Sun,
2006; Zhang & Tang, 2012).

Todavia, as restricbes nas variaveis de controlo raramente sdo consideradas, e quando o
sd0, sdo0 apenas na magnitude. E certo que um problema de controlo 6timo pode ser resolvido
a base de LMI’s, sendo que neste caso as restricoes nas taxas do controlo podem também ser
incluidas transformando as variaveis de controlo em variaveis de saida e recorrendo a um
conjunto de LMI’s adicionais para limitar, ndo so6 as entradas, mas também as saidas. Seria
uma possivel abordagem, mas que no entanto, aumenta significativamente a dimensao do
modelo, a complexidade de resolucao e consequentemente o esforco computacional. Por um
outro lado, e mais problematico, mesmo que o problema fosse resolvido recorrendo a LMI’s,
seria necessario um cuidado especial porque o ganho é dimensionado tendo em conta o erro
inicial (introduzido através de LMI’s) e se este for desconhecido pode acontecer que o
desempenho ou nao seja o melhor (caso o erro real seja menor que o erro assumido), o que
nao é assim tao grave dependendo da aplicacdo, ou entdo que o sistema controlado se torne
mesmo até instavel (caso o erro real seja maior que o erro assumido). Obviamente que o erro
pode ser calculado no instante em que o controlo é ativado, mas neste caso o ganho teria de
ser calculado online o que exigiria um processamento bastante rapido principalmente para

sistemas com dinamicas rapidas.

2.4. Problematica dos Métodos de Controlo de Caos

Varias técnicas de controlo tém sido utilizadas para controlar e sincronizar sistemas caoticos.
Contudo, esta classe de sistemas dindmicos em particular requer uma atencédo especial devido
as suas caracteristicas. Essencialmente, devido a sua alta sensibilidade as condicGes iniciais e
a alta sensibilidade a variacdo de parametros. O seu controlo tem de ser portanto robusto
relativamente a incertezas nos parametros para que seja efetivamente eficaz. Por outro lado,
embora o caos tenha sido controlado pelas técnicas acima referidas, ndo existe praticamente
nenhum trabalho aberto a comunidade cientifica relativamente ao controlo de sistemas
caoticos que tenha em consideracao restricoes nos atuadores. Uma das abordagens mais
comuns para lidar com restricbes nos atuadores consiste em projetar o controlador sem

considerar quaisquer restricoes de entrada e em adicionar posteriormente um bloco de
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saturacao a saida do controlador seguido de técnicas de anti-windup (Hippe, 2006). Contudo,
€ uma abordagem que nao é de todo a melhor porque introduz nao-linearidades adicionais no
sistema, degrada o seu desempenho, e nalguns casos pode mesmo até levar o sistema em
malha fechada a instabilidade. Nesse sentido, e dado que, na pratica, todos os sistemas de
controlo tém de lidar com a saturacao dos atuadores, nao so6 na magnitude mas como também
nas taxas, ha entdo a necessidade de formular novas abordagens de controlo a fim de
colmatar esta lacuna. Assim sendo, o controlo de sistemas que possam vir a exibir

comportamentos caoticos deve ter em conta os seguintes requisitos:

1) o controlo tem de ser robusto contra incertezas paramétricas e perturbacdes externas
dada a sensibilidade critica a variacdo de parametros e a sensibilidade as condicoes

iniciais que os sistemas caoticos apresentam;

2) o controlo tem de ter em conta restricoes quer nas magnitudes dos atuadores quer nas

suas taxas, dado que qualquer atuador tem as suas limitacoes fisicas;

3) o método de controlo deve ser de facil implementacédo e eficiente do ponto de vista
computacional, de modo a que nao exija muito conhecimento por parte do projetista e

que possa ser implementado em plataformas de baixo custo;

4) o controlo deve ser preferencialmente de saida, e ndo de toda a trajetoria (todos os

estados), a fim de aumentar a area de aplicabilidade do controlo.
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Capitulo 3

3. Detecao Robusta de Caos em Tempo-Real

Considere-se um sistema dinamico continuo no tempo governado por um conjunto de
equacdes diferenciais e assuma-se que apenas uma das suas saidas esta disponivel para

medicao. Isto &, um sistema descrito pelo seguinte modelo matematico:

x=f(x,ut)+ gxt)
y = h(x,u,t) (3.1)
Yobs [Tl] = CT}’["] + W[Tl]

onde x € R™ denota o vetor de estado, y € R o vetor de saida, u € R™ o vetor de controlo,
f,g,h trés funcdes vetoriais nao-lineares, t o tempo e x =dx/dt. A terceira equacao,
Yops € R, denota a Unica saida observavel do sistema, que é medida com uma dada frequéncia
de amostragem constante, f;, e tem em conta Ruido Branco Gaussiano Aditivo (AWGN), w,
representando o ruido introduzido inevitavelmente pelo sensor de medicdo ou resultante de
um dado algoritmo de fusdo de dados. ¢ € R? denota o vetor de saida. Na primeira equacao,
g pode ser desconhecida, representa possiveis dinamicas nao modeladas, incertezas nos

parametros e/ou perturbacdes externas variantes no tempo.

Dado que o modelo (3.1) é descrito por funcdes nao-lineares, o sistema pode exibir, como
bem sabido: pontos fixos (estados de equilibrio); movimentos periddicos; movimentos
quasiperiodicos; ou movimentos caoticos, dependendo dos valores dos parametros e de
eventuais perturbacdes externas se estas tiverem determinadas caracteristicas (frequéncia e
amplitude). O movimento cadtico pode ser desejavel ou nao dependendo da aplicacéo.
Contudo, para a maioria dos sistemas dinamicos, o comportamento caoético nao é desejado
porque pode levar a cenarios catastroficos. Por conseguinte, o problema a ser resolvido
consiste na formulacdo de um detetor automatico capaz de detetar a ocorréncia de modos
caoticos em tempo-real assumindo que y,,, € a Unica informagao disponivel e que esta esta

corrompida com ruido dos sensores.

Considere-se um sistema linear, continuo, invariante no tempo, e estavel, descrito como se

segue, z = Az + by ps:
Zy 11 A12][% by
N + Yobs (32)
Z, Az1  Az2] |22 b,
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onde z € R? denota o vetor de estado, y,,; € R a variavel de controlo e que corresponde ao
sinal a ser analisado, 4 € R?*2 uma matriz de estado de Hurwitz (matriz estavel), isto &, uma
matriz cujos todos os seus valores proprios tenham partes reais negativas, Re[};(4)] <0,

i=1,2, e b € R? 0 vetor de controlo, com b # 0.

Seja a equacao (3.2) resolvida por um método apropriado (ex.: Euler, Runge-Kutta, ...) passo-
a-passo a medida que cada nova medicao y,,.(n) se encontra disponivel, isto €, com um passo
6t igual a 1/f,. Considere-se de seguida uma janela de observacao deslizante, de
comprimento N pontos, compreendendo os instantes t;, t,, ... , ty para os quais z, apresenta
maximos locais, onde o t; mais antigo é descartado de cada vez que um novo maximo é
encontrado e o novo t; € introduzido com base numa filosofia FIFO (First-In, First-Out).
Calcule-se agora os At's, At, =t,,; —t,, entre cada dois maximos locais consecutivos e
obtenha-se uma série temporal composta por N — 1 pontos. Na auséncia de ruido, existira um
numero finito, k, de At's repetidos no caso de uma série regular, independentemente de
quantos periodos tenha o sinal, e um nimero ‘infinito’, k, de diferentes At’'s no caso de uma
série cadtica. Esta é a ideia chave por detras do novo detetor de caos. O caos é caracterizado
por um movimento altamente imprevisivel que apresenta inimeros maximos locais em
diferentes instantes temporais. A Figura (3.1) mostra a janela de observacao para um sinal

Zy(t).

Z

1 Janela de observacao N-1

1
1
1
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1
1
1
1
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Figura 3.1. Determinacdo da janela de observacéo: instantes para os quais z, apresenta maximos locais
(maximizantes do sinal z;).

O proximo passo consiste em ordenar os At's por ordem ascendente. Isto resulta uma série
temporal em forma de degraus (k finito) como representado no grafico superior da Figura
(3.2) para o caso de um sinal regular z,, e uma série temporal com a aparéncia de uma
funcao exponencial (k ‘infinito’) para o caso de um sinal cadtico z,. Posteriormente,
calculando os A(At)'s, A(At),, = At,,., — At,, obtém-se uma série temporal de N — 2 pontos

contendo as variacoes entre os diferentes degraus, ou, por outras palavras, a derivada
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numérica dessa série temporal. Ocorre que existira k — 1 degraus diferentes em que k € um
numero finito para um sinal z, regular e um ndmero ‘infinito’ (ou pelo menos muito grande)
para um sinal cadtico z,. E importante realcar que o nimero de degraus diferentes depende
exclusivamente da complexidade de z, dado que nao existe qualquer tipo de relacao com o
tamanho da janela de observacao. Quanto mais imprevisivel for a trajetéria, mais degraus
diferentes existirao. O ultimo passo consiste em descartar os picos isolados, isto &, os pontos
cujos pontos imediatamente antes e depois sao ambos zero. A Figura (3.2) ilustra todo o

processo para o caso de um sinal z,.

At

Figura 3.2. Representacao dos At,, por ordem ascendente - grafico superior; e representacdo dos A(At,,)
(linha preta/sélida) e A(At,,) com picos isolados removidos (linha vermelha/tracejada) - grafico inferior.

Efetuando este procedimento para cada janela de observacao, o caos é distinguido facilmente
do movimento regular. A série temporal resultante (ou o vetor resultante,
computacionalmente falando) é um vetor nulo se z, for um sinal regular, e € um vetor em que
a maioria dos seus pontos estao acima da linha do zero se z, for um sinal cadtico. A fim de
detetar automaticamente esta diferenca sem recorrer ao auxilio de ajudas visuais, defina-se

o seguinte racio:

n? de pontos maiores do que zero

(3.3)

n? de pontos iguais a zero

Deste modo, o movimento regular (peridédico / multiperidodico) é caracterizado por um racio
R =0, e o movimento caotico por um racio R >» 0, - quando z, € um sinal ‘limpo’. Na
presenca de ruido, w # 0, ocorre que R é ligeiramente maior que zero. A detecdo efetua-se
portanto com base num dado limiar (pequeno) y, y > 0, sendo, obviamente, que quanto

maior a poténcia do ruido, maior deve ser o y.
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Por uma questdo de conveniéncia, apresenta-se de seguida, de uma forma sumariada, o

algoritmo de detecao proposto:

Algoritmo do Novo Detetor de Caos (Velosa & Bousson, 2015b):

1) considerar uma janela de observacdo de N pontos e inicializd-la com zeros;
2) inicializar o rdcio R com zero, R(0) = 0;

3) definir um limiar y > 0 (y pequeno, ex.: y = 1);

4) obter y,,.(n) com um dado periodo de amostragem 1/f;; n=1,2,...;
5) resolver z = Az + by,,s passo-a-passo com um passo 6t = 1/f;;
6) se z,(n— 1) for um mdximo local:
atualizar a janela de observacdo com o respetivo maximizante t,;
calcular os At's entre os mdximos locais, At,, = t, .1 — t,;
ordenar os At's por ordem ascendente;
calcular os A(At)'s, A(At), = At — Aty;
descartar os pontos cujos valores imediatamente antes e depois sGo ambos zero;
calcular o rdcio R(n) pela expressédo (3.3);
caso contrdrio:
manter o rdcio anterior, R(n) = R(n — 1);
7) seR(n)>y
“comportamento cadtico”
Ryi—estado (M) = verdadeiro;
caso contrdrio:

“comportamento regular”

Rpi—estado(M) = falso;

8) ir para o passo (4);

Note-se que o algoritmo proposto € sempre exequivel a nao ser que o tempo de computacao
entre os passos (4) e (7), AT, exceda o tempo decorrido entre sucessivas medicées y,;,s(n),
n=1,2,.., isto &, o periodo de amostragem definido por 1/f,. Desta forma, AT < 1/f, € a
Unica condicdo de exequibilidade para permitir uma detecdo em tempo-real. Uma outra
observacao que vale a pena mencionar encontra-se no passo (6). Dada a necessidade de
encontrar os maximos locais de z,, o algoritmo tem de ser aplicado considerando um atraso
de uma medicédo y,,s(n) dado que sdo necessarios trés pontos para determinar se o ponto
intermédio é ou ndao um maximo local. No entanto, isto ndo é problematico de forma alguma
uma vez que um Unico ponto ndo tem qualquer efeito no processo de decisdao do tipo de

comportamento.
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Na auséncia de ruido, w = 0, a ideia por detras do detetor poderia ser aplicada diretamente a
uma janela de observacao contendo os instantes t;, ..., ty para os quais y,,, exibe maximos
locais. No entanto, quando y,,, esta contaminado com ruido, w # 0, a detecao deixaria de
ser eficaz porque WGN apresenta maximos aleatorios em amostras aleatorias. O 6bvio seria a
introducao de técnicas de reducao de ruido como por exemplo filtros de Kalman dado que sao
aplicaveis em tempo-real. Contudo, esta solucdo nao garantiria uma detecdo 100% certa
porque a dindmica subjacente aos sistemas cadticos nao é localizada nem no dominio do
tempo nem no dominio da frequéncia (Jafari, Hashemi Golpayegani, & Jafari, 2012; Kostelich
& Schreiber, 1993). E por isso que a equacdo (3.2) desempenha um papel importante. Sendo
um sistema linear e A uma matriz estavel, z, ndao tem necessariamente a forma de onda de
Yobs Mas herda a sua dinamica essencial atuando portanto como um ‘redutor de ruido’. Um
sinal ruidoso y,,s com uma dada SNR produz um sinal ruidoso z, com uma SNR

substancialmente mais baixa.
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Capitulo 4

4. Controlo Robusto de Sistemas Caodticos com

Restricdes nos Atuadores

4.1. Controlo de Saida com Restricdes Simétricas nas

Magnitudes e nas Taxas dos Atuadores

Considere-se o problema de sincronizacdo de saida de dois sistemas nado-lineares continuos e

invariantes no tempo governados por equacdes diferenciais da seguinte forma:

X, = X4, 0
Sistema de Referéncia: 4 = Jal%.60) 4.1)

Ya = Caxy

xg = fp(xg,05) + Bu
Sistema a Controlar: 5 BB TR (4.2)
¥p = Cpxp

em que x, € R™, x; € R"8 representam o0s vetores de estado, 6, € R™4, 0z € R"8 0s vetores
de parametros, y,,vs € RP as saidas de cada sistema, u € R™ o vetor de controlo do sistema
controlado, C, € RP*™4  (, € RP*"B as matrizes de saida, B € R"3*™ a matriz de controlo,

fa fz duas funcoes nao-lineares suaves, e x = dx/dt.

E bem sabido que os sistemas nao-lineares da forma (4.1) e (4.2) podem exibir movimentos
regulares (ex.: pontos de equilibrio, orbitas periodicas, orbitas quasiperiodicas) ou
movimentos cadticos dependendo dos valores dos parametros. Exemplos de tais sistemas sao
os bem conhecidos sistemas de Lorenz, Chua, Rossler, Chen, Genesio-Tesi, Coullet, entre
outros. Sistemas mecanicos e aeroespaciais também podem vir a exibir movimentos cadticos

se forem sujeitos a perturbacdes externas com determinadas caracteristicas.

A grande maioria das técnicas de controlo utilizadas para sincronizar sistemas da forma (4.1)
e (4.2) consideram que os vetores de parametros 6, e 8; sao mantidos constantes e que nao
ha restricoes no controlo (Fradkov & Evans, 2005; Idowu et al., 2008; Jarzebowska, 2012; Shi
& Zhu, 2007; Zhang & Tang, 2012). Contudo, na pratica, os parametros de ambos os sistemas
sao sujeitos inevitavelmente a ligeiras variacdes devido a causas externas que forcam

qualquer um dos sistemas a exibir comportamentos completamente diferentes dos desejados.
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A titulo de exemplo, considere-se o circuito de Chua cujos parametros sao definidos por
resisténcias, condensadores e bobinas. Se os parametros forem escolhidos de modo a que o
sistema exiba um comportamento caético, por exemplo para ser aplicado numa comunicacao
segura, pode acontecer que comportamento deixe de ser cadtico porque os sistemas caoticos
sdo extremamente sensiveis a variacdes nos parametros e fatores como temperatura,
humidade e idade induzem variacdes nos valores dos componentes.

Além disso, os sistemas fisicos do mundo real tém de lidar obrigatoriamente com restricoes
nos atuadores. O método classico para limitar a magnitude do controlo consiste na adicao de
um bloco de saturacdo a saida do controlador e num compensador a posteriori para impedir
fendmenos como o controller windup e/ou o plant windup. Apesar de ser uma solucdo viavel,
esta abordagem nao é a melhor porque introduz nao-linearidades adicionais no sistema e o
seu desempenho nao é o melhor. Por outro lado, devido a restricdes fisicas mecanicas ou
elétricas, algumas aplicacdes requerem nao sé restricoes na magnitude dos atuadores como

também nas suas taxas.

O problema a resolver consiste na sincronizacdo da saida do sistema controlado, yz, com a
saida do sistema de referéncia, y,, com o controlo, u, sujeito a restricbes na magnitude e na
taxa, e assumindo que os vetores de parametros, 8, e 85, podem variar ligeiramente ao longo
do tempo t. Matematicamente falando, o objetivo consiste em encontrar u(t) de modo a que

as seguintes condicdes sejam satisfeitas:

Problema a Resolver:

Encontrar o controlo u(t) tal que:

lley DIl = llys (1) =ya@®Ill < & (4.3)
lulle <n O]l v (4.4)
0, =0,(0) , 065=05() (4.5)

para qualquer t > 7, em que T > t,_, designando t, o instante em que o controlo € ativado.
Na desigualdade (4.3), ||. || representa uma norma apropriada e § > 0 deve ser 0 mais pequeno
quanto possivel para uma sincronizacdo adequada. Os parametros n >0 e v = 0 denotam

respetivamente os limites de saturacao da amplitude e da taxa dos atuadores.

Abordagem Proposta (Velosa & Bousson, 2015d):

Considere-se um sistema continuo e invariante no tempo dado da seguinte forma:

x =Ax + Boy,(w) + E,w
w=Sw+r (4.6)

e =Cox + D,y,w
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onde a primeira equacao descreve o sistema a controlar, com estado x € R", controlo u €
R™, e sujeito ao efeito de uma perturbacao que é representada pelo termo E,w. A terceira
equacao define o erro e € R? entre a saida real do sistema, C,x, e o sinal de referéncia,
-D,,w, 0 qual é exigido que a saida o siga. A segunda equacdo descreve um sistema
invariante no tempo, comummente designado por exossistema, com estado w € R, e que

modela a classe de perturbacdes e sinais de referéncia tidos em consideracao.

Na primeira equacéo, o,, denota um operador que € usado para garantir que o controlo
efetivamente aplicado ao sistema, a,,(u), satisfaz as restricoes de amplitude e de taxa da

forma apresentada em (4.4). Seja o,,,, definido pelo operador diferencial funcional (4.7):

opy(u) = AE‘I;IO X, (4.7)

em que:

Xy = 0y (“(Un () - xu))

(4.8)
x/,L(tO) =0y (u(to))
e o, € uma funcao de saturacdo, de limite h, definida por:
0y, (s) = sgn(s). min{|s|, h} (4.9)

Teorema (4.1):

O problema de regulacdo de saida através da realimentacdo de estados para o sistema (4.6)
pode ser resolvido se as seguintes condicoes se verificarem (Saberi, Stoorvogel, & Sannuti,
2011):

i) o par (A,B) é estabilizdvel e A tem todos os seus valores proprios com partes reais néGo

positivas.

ii) existem duas matrizes, 11 e T, tais que sGo solucbées das tdo chamadas equacées de

regulacdo:

1S = AIl + BT + E,,

(4.10)
0 =C,I+D,,

Nestas condicées, a familia de leis de realimentacéo linear e estdtica de estados dada por:

u=-B"Px+ (BTRI+Nw + 7 4.11)
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onde P, ¢ uma matriz simétrica e positivamente definida, P. = PT, P > 0, definida pela
Equacdo Algébrica de Riccati (4.12), com uma matriz de ponderacdo, Q., simétrica e

positivamente semidefinida, Q. = QI, Q. > 0:

ATP, + PA—P.BBTP.+ Q. =0 (4.12)
e 7 dado por:
7 = B*Ir (4.13)

em que B* denota a matriz pseudo-inversa de B, direciona o erro de saida e(t) do sistema

(4.6) para a origem a medida que t — o, lim,_,, e(t) = 0.

Uma das possiveis formas de resolucdo das equacdes de regulacdo (4.10) encontra-se no

Anexo C - Resolucdo das Equacées de Regulacéo.

Decompondo o sistema (4.1) sob a forma de uma parte linear e uma parte restante nao-

linear, o sistema pode ser escrito como:

Xa = Apxy + 0a(xa)

Ya = Caxy

(4.14)

em que A,x, representa os termos lineares de f,(x,,0,) € @4(x,) = dy 0s termos nao-lineares
que podem ser vistos como perturbacdes. A matriz A, tem dimensao 4, € R"4*"4 e o vetor de

parametros 8, foi ocultado para simplificar a terminologia.

O sistema (4.2) pode ser transformado também na forma de uma parte linear mais uma parte
nao-linear. Mas aqui, é feito de uma forma diferente porque a matriz Az tem de ter todos os
seus valores proprios com partes reais nao positivas. Entao, f5(xg, 65) € linearizado em torno
de um ponto especifico x; de tal modo que a matriz Jacobiana resultante Ay tenha todos os
seus valores proprios com parte reais nado positivas. Aplicando o operador o, ao vetor de

controlo u, o sistema (4.2) pode ser escrito portanto como:

Xp = Apxg + @(xp) + Boy, (W)

(4.15)
yg = Cpxp
com:
d
B = ﬁ , Ag € R"*BXN"B (4.16)
dxg 5=}
onde x; é escolhido de modo a que:
Re[4;(Ap)] <0 , i=1,..,ng (4.17)
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@p(xp) = fp(xp) — Apxp = dp (4.18)

Apos as transformacoes (4.14) e (4.15), o sistema controlado pode ser escrito como requerido
em (4.6), onde x, e d, sdo agrupados para formar o exossistema aumentado w. O exossistema
gera assim as perturbacdes do sistema controlado, dgz = ¢@z(x5), na verdade os termos nao-
lineares, e as variaveis de estado do sistema de referéncia, x,. Daqui, pode-se escrever o

sistema controlado como:

XB = ABXB + BO'n’v(u) + EWW

w=Sw+r

(4.19)
¥y = Cpgxp
e = CexB + DewW =Yg~ JYa
com o exossistema dado por:
dB _ [OnBXnB OnBXnA] [dB] + [dB]
X 0p yxnp Ay Lxal d, (4.20)
o 13 W
onde:
q, = s A d, = 4.21
B —a-fa*(x)_ - fe(X) , ds = @u(xy) (4.21)

e a matrizes E,, C, e D,, escolhidas de modo a que E,w =dg, Coxg =y € Doy, W = —y,.

Observado (4.19), a matriz C, é obviamente igual a Cy e as matrizes E,, e D,,, sdo dadas por:
Ey =[liy Ongxn,] >  Ew €R™*S (4.22)

D, = [0 - CA] ) D,,, € RP> (4.23)

pXng

onde a dimenséo s é igual a s = ng + ny,.

4.2. Controlo de Saida com Restricées Assimétricas nas

Magnitudes e Simétricas nas Taxas dos Atuadores

Considere-se o problema de controlo de saida no dominio do tempo de um sistema nao-linear
invariante no tempo descrito por equagdes dinamicas da forma (4.24). Sejam as saidas de
referéncia, destinadas a serem seguidas pelas saidas deste sistema controlado, geradas por

um sistema nao-linear descrito similarmente por equacoes diferenciais da forma (4.25):
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) x = f(x,0) +Bu
Sistema a Controlar: (4.24)
y =Cx

n X = fr (%, 0r)
Sistema de Referéncia: (4.25)

Vr = CGoxy

onde x € R", x, € R" representam os vetores de estado, 6 € RP, 6, € RPr os vetores de
parametros, y,y, € R? as saidas de cada sistema (vetores com a mesma dimensao), u € R™ o
vetor de controlo, C € R?*", C, € R?*" as matrizes de saida, B € R™™ a matriz de entrada,

f, fr duas funcdes nao-lineares, e x = dx/dt.

Varias sao as técnicas de controlo disponiveis para lidar com o problema de controlo de saida,
baseando-se a maioria delas na dinamica do erro (J. Huang, 2004; Maggiore & Passino, 2005;
Yan et al., 2014). Contudo, quando se trata de aplicacées de controlo reais em que as
restricoes dos atuadores tém de ser tomadas em conta, poucas sao as técnicas que se podem
encontrar na literatura para lidar com tal problema. E bem sabido que qualquer sistema fisico
do mundo real é sujeito a restricbes nos atuadores, e portanto, o projeto de uma técnica de
controlo apropriada tem de considerar desde raiz saturacées do controlo, caso contrario as
limitacbes dos atuadores podem levar a uma degradacdao do desempenho do sistema ou

mesmo a um desastre no pior dos casos.

A maioria das aplicacdes requer restricbes somente na magnitude do controlo. A titulo de
exemplo, a gama de amplitude operacional das superficies de controlo de uma aeronave é
limitada, a tracdo de foguetdo é limitada, a velocidade de um motor elétrico é limitada, as
tensdes/correntes que podem ser aplicadas a num circuito elétrico sao limitadas, e assim por
diante. Para tais casos, uma estratégia tipica consiste em adicionar um bloco de saturacao a
saida do controlador e recorrer a técnicas anti-windup para impedir o controller- e/ou o
plant- windup. No entanto, apesar de ser uma solucao que funciona, a abordagem nao é a
melhor porque introduz nao-linearidades extra no sistema e o desempenho resultante ndo é o
melhor.

Algumas aplicagdes mais especificas, e com énfase em especial para os sistemas
aeroespaciais e aeronauticos, requerem restricbes nao sd nas magnitudes do controlo mas
também nas suas taxas. Pois, € bem sabido que a capacidade de resposta de um pneumatico é
limitada, que valvulas e bombas tém vazoes maximas, que a velocidade de resposta de um
amplificador operacional (slew-rate) é limitada, e assim por diante.

Quando se trata do controlo tendo em conta restricdes quer na magnitude quer na taxa do
controlo, e, além disso, aplicado a sistemas nao-lineares (a parte das nao-linearidades devido
a saturacao dos atuadores), muito poucas publicacdes se encontram disponiveis na literatura

para resolver o problema.
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A subseccao anterior apresenta uma abordagem para lidar com o controlo de sistemas nao-
lineares sujeitos a restricoes na magnitude e na taxa dos atuadores, especificamente para a
classe de sistemas caoticos. Contudo, as restricdes consideradas sao da forma ||[u(t)||. <n e
le(®)]le <v, com 1 =0 e v = 0 denotando os limites de saturacao, isto €, as restricoes siao
simétricas em relacdo a origem. Embora esta abordagem cubra uma vasta gama de
aplicacOes, existem algumas aplicacoes mais exigentes que requerem ainda um controlo
limitado, mas, assimétrico relativamente a origem. Note-se que, por exemplo, a deflexao de
uma superficie de controlo de uma aeronave pode estar compreendida entre [—25,35]°
(assimétrico) em vez de [—30,30]° (simétrico) como na maioria das aeronaves. Os torques de
controlo num veiculo espacial em torno de um dado eixo pode ser, por exemplo, 200 Nm no
sentido dos ponteiros do reldgio e apenas 100 Nm no sentido contrario. Estas sao restricoes
assimétricas que podem ser impostas devido a limitacdes mecéanicas ou elétricas, ou que
podem surgir até inesperadamente, por exemplo, devido a acumulacdo de gelo na asa de um

avido ou em caso de falha de um dos propulsores de controlo da atitude do veiculo espacial.

O problema a resolver resume-se a encontrar um controlo limitado, na magnitude e na taxa,
de modo a que as saidas do sistema (4.24), y(t), sigam as saidas do sistema (4.25), y.(t),
mesmo que os parametros ndo sejam conhecidos com exatidao, e além disso com restricoes
assimétricas na magnitude. Matematicamente, o objetivo consiste em encontrar u(t) de tal

modo que as condicoes (4.26) e (4.27) se satisfacam:

Problema a Resolver:

Encontrar o controlo u(t) tal que:

lle, I = lly@®) =y <68 (4.26)

para qualquert > t,emquet >t e, obrigatoriamente, tal que:

Uon?

Ui min < ui(t) < Ui max
, i=1.,m (4.27)
|ui(t)| < ui,max

a partir do instante em que o controlo € ligado, t >t, . O parametro § na desigualdade
(4.26) denota a norma do erro maximo da saida e deve ser o mais pequeno quanto possivel

para um bom seguimento (tracking).

Abordagem Proposta (Velosa & Bousson, 2015c):

Os sistemas nao-lineares (4.24) e (4.25) podem ser decompostos intencionalmente na forma

de uma parte linear mais uma parte nao-linear como indicado em (4.28) e (4.29)
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respetivamente, em que Ax e A,x, representam os termos lineares e ¢(x) e ¢,(x,) 0s termos

nao-lineares:
X =Ax+ Bu+ ¢(x)
Sistema a Controlar: (4.28)
y=Cx
A xr = Arxr + (pr(xr)
Sistema de Referéncia: (4.29)

Yr = Crxy

Considere-se que as matrizes A € R™" e A, € R**™ sdo obtidas através da linearizacao
classica em torno de estados especificos, x* e x;, com x* escolhido de modo a que
Re[4;(A)] €0, i=1,..,n, e que as funcoes p(x) e ¢, (x,) sao definidas pelos termos restantes

que constituem a dinamica global de cada sistema correspondente. Isto é:

_of — fx) -
A= £ , o) =f(x)— Ax (4.30)
a, =30 = A

r = axr , (pr(xr) - fr(xr) — ArXy (431)

Xy =Xy

Os sistemas (4.28) e (4.29) estdo escritos sem os vetores de parametros 8 € R? e 6, € RPr
para propositos de simplificacdo da terminologia ao longo capitulo. No entanto, esteja-se
ciente que os parametros continuam implicitamente em cada sistema quer nas matrizes A e

A, quer nas funcdes ¢ e ¢,.

Considere-se agora um sistema aumentado compreendendo o sistema a ser controlado
X =Ax +Bu+ ¢(x) e um sistema auxiliar, relacionado exclusivamente com o vetor de
controlo, governado pela equacdo diferencial u; = —Lu, + Lsat, (u.). Esta Gltima equacao
resulta de uma generalizacao do trabalho efetuado por Hippe (Hippe, 2006) para lidar com
sistemas com multiplas entradas e mdltiplas saidas (sistemas MIMO) sujeitos a restricoes no
controlo/entradas, e é fundamental para impor, num so passo, ambas as restricdes, nas
magnitudes e nas taxas. As restricdes nas magnitudes sdo impostas através da funcao de
saturacdo sat, (u.) dada por (4.32), e as restricoes nas taxas sdo impostas através da propria
equacao diferencial 1 se a matriz L € R™™ envolver todos os limites de saturacao como

descrito em (4.33):

Ugi » U >Ugy
sat,, (W) =4 W, Ui S U =Ug , i=1,..,m (4.32)
Ug,; ’ Uu; < Ug,;
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rumax,l/uo,l 0 0 0

1 o Umax2/Uo2 O 0
Lot max,2/ %0,2 , i=1,...m (4.33)
> 0 0 :
l 0 0 umax,m/uo.m

Seja o vetor de controlo efetivo, u € R™, calculado como u = ug + u, em que u, € R™ denota
o vetor central entre os limites de saturacdo maximos € minimos Uyay = [Us maxs - » Ummax]
— T 5 A — — T
Umin = [Wimins oo Ummin] > 1St0 €, U = (Umax + Umin) /2. Uy = [Ug1, ., Ugm] € R™ denota um
vetor auxiliar que contém os limites simétricos de u,(t) € R™ e é dado pela distancia entre o
vetor dos limites superiores u,,,, (ou dos limites inferiores u,,;,) € o vetor central u,, isto &,
Uy = Upgyx — Ue- Uz € R™ denota o controlo virtual e é com base nele que o controlador é
projetado para estabilizar o sistema aumentado satisfazendo restricdes assimétricas como

especificado em (4.27). O sistema aumentado resultante tem a seguinte forma: x, = A x, +

Basatuo (us) + @q (xa) :
[J'c
Us

onde x, € R" denota o vetor de estado aumentado, A, € R"™e*"a a matriz de estado

[A B
Omxn —L

[x] + [Onzm] saty, (ug) + [Buc ¥ go(x)] (4.34)

Us mx1

aumentada, B, € R™*™ a matriz de entrada aumentada, ¢, € R"* uma funcao nao-linear que
de agora em diante sera considerada como uma perturbacdo para o sistema aumentado
(4.34), en, =n+m.

Considere-se agora um sistema continuo e invariante no tempo composto por trés equacoes

definidas abaixo como adotado na seccao anterior:

Xq = Agxg + Bysaty o(u.) + Ew
w=5Sw+r (4.35)
e =Cyx, + Dw

onde a primeira equagao descreve o sistema aumentado (4.34) com o termo perturbativo ¢,
obtido agora através de Ew, a segunda equacao, designada por exossistema, descreve um
sistema auxiliar com estado w € R®, s = n, + n,, que modela a perturbacao ¢, e os sinais de
referéncia a serem seguidos x, € R™", e a terceira equacao define o erro e € R? entre as
saidas reais do sistema C,x, = y e as saidas de referéncia Dw = —y,, também geradas pelo

exossistema.

Sejam as matrizes C, € R%*"e, D € RT*, E € R"*S dadas por C, = [C Ogxm], D = [Ogxn, —

Crl, E = [In, Opn,xn,], € 0 €xossistema w descrito como se segue:
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) On Xn On Xn a . - 4. T 1xm T
Wz[qoa]_[ aXng Zer]Jr[[(@f/GXf(X) A fONT Oy | (4.36)

Xy Onrxna or (%)

Teorema (4.2):

O problema de regulacdo de saida através da realimentacéo de estados para o sistema (4.35)

tem solucdo se e somente se as seguintes condicbes se verificarem (Saberi et al., 2011):

i) o par (A, B,) é estabilizavel e A, tem todos os seus valores proprios com partes reais

ndo positivas.

ii) existem duas matrizes, 11 e T, tais que sdo solucbes das tdo chamadas equacées de
regulacéo:
IS =A,J1+B, T +E
0 =C,JI+D

(4.37)

Nestas condicées, a familia de leis de realimentacdo linear e estatica de estados dada por:

U, = —R"'BTP.x, + (R*BIP.II + Dw + 7 (4.38)

onde P, € R"*" ¢ uma matriz simétrica e positivamente definida, P, = P!, P. > 0, solucdo

da Equacdo Algébrica de Riccati (ARE):

(A +YD"P. + P(Aq +¥D) — P.B,R™'BgP. + Q. = 0 (4.39)

em que Q, € R"a*"™a e R e R™™ sdo duas matrizes de penalizacdo, ambas simétricas,
Q. = 0Qf, R=R", Q. positivamente semidefinida, Q. > 0, R positivamente definida, R > 0,
I € R™*"a yma matriz identidade, y = 0 um numero escalar que representa um grau de
estabilidade especificado, e ¥ = BfIlr onde B} denota a matriz pseudo-inversa de B,,

direciona o erro e(t) do sistema (4.35) para a origem quando t — o, lim;_, e(t) = 0.

Uma das possiveis formas de resolver as equacdes de regulacdo (4.37) recorre a uma
vetorizacao de matrizes e encontra-se no Anexo C - Resolucdo das Equacées de Regulacdo.

Em suma, calculando o controlo virtual u.(t) pela lei (4.38) e inicializando o sistema
aumentado (4.34) com x(ty,) =x, e us(ty) = —u,, a variavel auxiliar u,(t) satisfaz as
restricoes de magnitude e de taxa —uy; Sug () Sug, || < Usimaxs €
consequentemente o controlo efetivo u(t) satisfaz u;min < wi(t) < Uimaxr 1] < Wimaxs
com i =1,...,m. Se ndo for necessario aplicar nenhum controlo ao sistema (4.35), o controlo

virtual u,(t) = —u, deve ser mantido. Desta forma, lim,_ us(t) = —u, e lim,_, u(t) = 0.
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Para finalizar esta seccao, apresenta-se de seguida uma forma direta de calcular as
derivadas/taxas do vetor de controlo efetivo, u(t). Ao invés de as calcular através de
métodos numéricos, como por exemplo pelo método das diferencas finitas centradas, elas

podem ser obtidas facilmente através da derivada temporal de u = ug + u,, no que resulta:

U = U + U, = —Lug + Lsat, (u,) (4.40)

4.3. Controlo de Saida com Restricbes Simétricas nas
Magnitudes e nas Taxas dos Atuadores Tendo em Conta

de Forma Explicita Incertezas Paramétricas no Modelo

Considere-se o problema de regulacdo de saida robusta de um sistema nao-linear continuo e

invariante no tempo com incertezas paramétricas descrito por (4.41):

x=f(x,0)+ B(O)u

Sistema a Controlar: (4.41)
y=C(0)x
X = fr(x

Sistema de Referéncia: r=h () (4.42)
yT = CT‘XT

cujo o objetivo consiste em encontrar um controlo admissivel sujeito a restricdes na
magnitude e na taxa de modo a que as suas saidas sigam os sinais de referéncia gerados por

um dado sistema (4.42).

Nas equacles (4.41) e (4.42), x € R", x,. € R™ denotam os vetores de estado, y,y, € RP o0s
vetores de saida, u € R™ o vetor de controlo, 8 € R? o vetor de parametros que é conhecido
apenas com um dado grau de exatiddao, C(6) € RP*", C, € RP*™ as matrizes de saida,
B(6) € R™™ a matriz de controlo, f,f, duas funcdes nao-lineares suaves, e x = dx/dt.

Escrevendo o problema com as formalidades matematicas, o objetivo resume-se ao seguinte:

Problema a Resolver:

Encontrar o controlo u(t) de tal modo que as condicdes (4.43) e (4.44) se verifiquem para
qualquer t > 7, T > t,, sabendo a partida que os parametros do sistema (4.41) podem assumir

quaisquer valores dentro dos limites especificados em (4.45):

lleyll = lly(@® -yl < € (4.43)
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lulle =n 5 O]l <v (4.44)

gi € [ei,min ’ gi,max] ) i=1,..,q (445)

Na desigualdade (4.43), |.|| denota uma norma apropriada e ¢ > 0 deve ser o mais pequeno
quanto possivel para uma regulacdo adequada. Os parametros n >0 e v >0 denotam

respetivamente as restricoes da magnitude e da taxa a que os atuadores sao sujeitos.

Abordagem Proposta (Velosa & Bousson, 2015a):

Considere-se um sistema continuo e invariante no tempo dado como se segue:

x = A(8o)x + B1(0y)0y,,(u) + B,w + B3d

Ww=Sw+r

y = C1(8y)x + Dy3d (4.46)
e =C(6g)x + Diyw

z =Cyx + Dyq05, (1)

onde a primeira equacao descreve o sistema a controlar, de estado x € R", controlo u € R™,
e sujeito ao efeito de perturbacées externas e incertezas paramétricas representadas
respetivamente por B,w e B;d. O vetor 6, denota o valor nominal do vetor de parametros 6.
A terceira equacao refere-se a saida real do sistema y € R?, que é também afetada por
incertezas paramétricas representadas por D;;d. A quarta equacao define o erro e € R? entre
a saida do sistema C;(8,)x e o sinal de referéncia —D;,w o qual a saida do sistema deve
seguir. A segunda equacdo descreve um exossistema, de estado w € R°, que modela
simultaneamente a classe de perturbacbes do sistema e os sinais de referéncia tomados em
consideracao. A Ultima equacao, z € R™™, representa as saidas de desempenho destinadas a

serem influenciadas de uma forma desejada.

Daqui por diante, as notagbes A(6,) = 4,, B1(6y) =By € C;(6,) = Cy correspondem as
matrizes obtidas com o vetor de parametros nominais, 6,, assumido igual ao ponto médio do

intervalo descrito em (4.45).

Sejam as restricoes do controlo apresentadas em (4.44) impostas por um operador diferencial

funcional da forma g, (w) = lim,_,., x,,, com x, descrito por:

Xy = 0y (/‘(Un(u) - xu))

x, (to) = oy (u(ty))

(4.47)

em que g, (.) denota uma funcao de saturacao, de limite h, definida por:

54



0, (s) = sgn(s). min{|s|, h} (4.48)

As incertezas paramétricas do sistema (4.46) podem ser expressas como uma realimentacao
das saidas de desempenho através de uma selecdo apropriada das matrizes C, e D,;. Isto &,

d=A.z, com:

AA AB,
= [ ] (4.49)
AC; Opxm
onde:
lAAll = 11A(0) — A(B)Il <a
||AB1|| = ||B1(9) - 31(90)” <b (4-50)

IAC | = 1IC1(6) = Ci (Bl < ¢

e pode ser mostrado facilmente que ||A|l, < 1/y, ¥ > 0, onde y é determinado de acordo com

a expressao (Bernhard, 2002):

-1

(4.51)

\/az + b2+ c? +,/(a? + b% + c?)2 — (2bc)?
y =
2

Teorema (4.3):

O problema de regulacdo de saida robusta através da realimentacdo de estados para o
sistema (4.46) pode ser resolvido se as seguintes condicoes se verificarem (Bernhard, 2002;
Saberi et al., 2011):

i) o par (Aq, By,) € controldvel e A, tem todos os seus valores préprios com partes reais

ndo positivas.
ii) DI, D,, é invertivel e DI,C, = 0.
iii) o par (C,, A,) ndo tem modos ndo-observdveis no eixo imagindrio.
iv) existem duas matrizes, 11 e T, tais que:
a) sdo solucdo das equacées de regulacdo:

IS = Aon + Bl'or + Bz

(4.52)
0 = Cl,OH + D12
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b) paraumdado ¢ > 0 e T = 0, satisfazem as seguintes desigualdades:

Irw + Bionir, . <n—¢
(4.53)
[CSw +Tr + BfoTlF||__ <v—¢

Nestas condicées, a familia de leis de realimentacdo linear e estdtica de estados dada por:
u = —BI(Px + (B] yPIl + T')w + B IIr (4.54)

onde Bf, denota a matriz pseudo-inversa de B,, e P € R™™ é uma matriz simétrica e
positivamente definida (P = PT, P > 0), solucdo, se exisitir, da seguinte Equacdo Algébrica
de Riccati (ARE):

ATP + PAy — PB, oBToP +y 2PB;BIP + CIC, = 0 (4.55)

tal que a matriz A, — By oB] (P +y~2B3;BIP é estdvel, isto é, todos os seus valores proprios
tém partes reais negativas, direciona o erro de saida e(t) do sistema (4.46) para a origem
quando t - oo, lim,_ e(t) = 0, e garante que matriz de transferéncia em malha fechada de

d para z satisfaz ||T, 41l < v, pelo teorema do pequeno ganho (Zames, 1981).
Uma forma de resolver as equa¢des de regulacdo (4.52) e a equacao de Riccati (4.55)
encontra-se no Anexo C - Resolug@o das Equacées de Regulacdo e no Anexo D - Resolucdo das

Equacées de Riccati do tipo H,,, respetivamente.

Sejam as matrizes B,, B;, C,, D;3, D;,, D,; dadas por:

B, = [In Onxnr] ’ B; = [In Onxp]
Dy5 = [Opxn Ip] ’ Dy, = [Opxn - Cr] (4.56)
D _[Onxm] c _[ I, ]

21 — Im ’ 2 = Omxn

Decompondo agora as funcdes nao-lineares dos sistemas (4.41) e (4.42) na forma de uma
parte linear mais uma parte nao-linear de modo a que a parte linear de (4.41) seja estavel,
na verdade, de modo que a matriz de estado resultante ndo tenha valores proprios com

partes reais positivas, determinada com os parametros nominais, isto é:
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f(x,80) = Apx + @(x,0,)

(4.57)
ﬁ'(xr) = Arxy + @r(xy)
_of _Of
AO —a x=X* ) AT - axr . _X* (4.58)
com x* escolhido de tal modo que:
Re[2;(A)] <0 i=1,..,n (4.59)
e com ¢ e ¢, reescritos da forma:
@(x,80) = f(x,00) — Agx
(4.60)

(pr(xr) = fr(xr) - Arxr

Note-se que a primeira equacao de (4.46) descreve um sistema linear perturbado: na auséncia
de incertezas, representa o modelo nominal; e na presenca de incertezas, representa todos
os possiveis modelos melhores que o ‘pior’ modelo tomado em consideracao, isto &, o modelo
para a maxima incerteza admissivel. Dado que o sistema controlado é descrito por uma
funcao nao-linear f(x,0) = A(6)x + ¢(x,0), quando escrito sob a forma de um modelo
nominal mais os termos incertos restantes, seria f(x,0) = Agx + @o(x) + AAx + Ap(x).
Contudo, determinados sistemas, e em particular a maioria dos sistemas caoticos, tém os seus
parametros somente nos termos lineares do modelo, e nesta condicao a expressao anterior
simplifica para f(x,0) = Ayx + @(x) + AAx. Os sistemas de Lorenz, Chen, Lu, entre outros,
sdo exemplos de sistemas cadticos bem conhecidos nos quais todos os parametros aparecem
exclusivamente nos termos lineares. Para tais sistemas, a incerteza AAx pode ser facilmente

caracterizada pelo termo B;d de acordo com (4.49).

A manipulacdo acima permite-nos escrever o exossistema de (4.46) na sua forma exata,
W = Sw + r, gerando assim a parte nao-linear do sistema controlado, ¢ = ¢(x,6,), € o vetor

de estado de referéncia, x,:

) Onxn Onxn )
S [ @
Xy 07,5n Ay Xr or-(x)
onde:
$(x) = (w - A0> £(x,05) (4.62)
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4.4. Controlo de Saida com Restricbes Simétricas nas
Magnitudes e nas Taxas dos Atuadores sem

Conhecimento Prévio do Modelo de Referéncia

Considere-se o problema de controlo de saida de um sistema nao-linear continuo e invariante
no tempo. Seja esse sistema descrito por equacoes diferenciais da forma (4.63) e os sinais de

referéncia, a serem seguidos, gerados pelo sistema de referéncia (4.64):

x = f(x,0) + Bu
Sistema a Controlar: (4.63)
y=Cx

. A . X = fr (%, 6;)
Sistema de Referéncia: (4.64)

Y = Crxy

onde x € R", x, € R" representam os vetores de estado, 6 € RP, 6, € RPr os vetores de
parametros, v,y € R® as saidas de cada sistema (vetores com a mesma dimensao) onde y, sao
os sinais de referéncia a serem seguidos, u € R™ o vetor de controlo, C € RS*", C, € R*™ as
matrizes de saida, B € R™™ a matriz de entrada, f,f, duas funcdes nao-lineares suaves, e
X = dx/dt.

Para a classe de sistemas caodticos, um sistema nao-linear da forma (4.63) pode exibir um
movimento regular (ex.: pontos de equilibrio, orbitas periddicas, orbitas multiperiddicas) ou
um movimento caotico, dependendo dos valores dos parametros. Os sistemas de Lorenz,
Chua, Rossler, Chen, Genesio-Tesi e Coullet sao exemplos bem conhecidos disso. Por outro
lado, mesmo que os parametros tenham sido escolhidos para despoletar um comportamento
regular, pode ser provado através de uma analise de Melnikov que a trajetoria de qualquer
sistema nao-linear pode-se tornar caodtica se o sistema for sujeito a perturbacdes externas
com determinadas caracteristicas. O caos por ser desejado ou ndo dependendo da aplicagao,

mas uma mudanca de comportamento inesperada ja ndo é desejavel de modo algum.

A maioria das abordagens de controlo para controlar sistemas da forma (4.63) de modo a que
as suas saidas sigam certos sinais de referéncia considera que os parametros sao mantidos
constantes (Fradkov & Evans, 2005; Idowu et al., 2008; Jarzebowska, 2012; Shi & Zhu, 2007;
Zhang & Tang, 2012). No entanto, em aplicacbes reais, os parametros podem sofrer
inevitavelmente ligeiras variacdes devido a causas externas que podem, por sua vez, forcar o
sistema a exibir um comportamento diferente do pretendido. A titulo de exemplo, considere-
se o célebre circuito de Chua, cujos parametros sao definidos por componentes eletronicos

(resisténcias, condensadores e bobinas). Se os parametros forem escolhidos de modo a que o
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sistema exiba uma oscilacdo cadtica, por exemplo para ser aplicado num sistema de
comunicacao seguro, é possivel que a oscilacdo deixe de ser caotica porque os sistemas
caoticos sao extremamente sensiveis a variacbes nos parametros, e fatores como a
temperatura, humidade e idade induzem variagcées nos valores dos componentes.

Por outro lado, sistemas fisicos do mundo real tém de lidar necessariamente com
restricdes nos atuadores. A abordagem classica para limitar a magnitude do controlo consiste
em adicionar um bloco de saturacdo a saida do controlador e recorrer a técnicas de anti-
windup para impedir tanto o controller- como o plant- windup. No entanto, apesar de ser
uma solucao viavel, a abordagem nao € a melhor porque introduz nado-linearidades adicionais
no sistema e o desempenho resultante ndo é o melhor. Além disso, devido a restricoes
elétricas/mecanicas, algumas aplicacdoes requerem nao so restricoes nas magnitudes como

também restricoes nas taxas.

O problema a resolver consiste em forcar as saidas do sistema (4.63) a seguirem sinais de
referéncia limitados mesmo que os parametros do sistema nao sejam conhecidos com
exatiddo, considerando que o controlo € sujeito a restricdes simultaneamente na magnitude e
na taxa. Matematicamente, o objetivo consiste em encontrar u(t) tal que se verifique as
condicoes (4.65) e (4.66):

Problema a Resolver:

Assumindo que ||y, (t)]| < o, encontrar u(t) de modo a que:

lley Ol = lly@®) =yl <6 (4.65)
para qualquer t > 7, em que 7 > t,_, €:
luOllw <n,  lle®llo <v (4.66)

a partir do instante em que o controlo é ligado, t >t

Uon*

Na desigualdade (4.65), ||.|| representa uma norma apropriada e § = 0 deve ser o mais
pequeno quanto possivel para um bom seguimento (tracking). Os parametros n =0 e v =0

denotam respetivamente os limites de saturacao da amplitude e da taxa de vetor de controlo.

Abordagem Proposta (Bousson & Velosa, 2014):

Considere-se um sistema dinamico da forma:

x=f(,t)+h(xt) , x(t)) =x €R" (4.67)
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onde f(0,t) = 0 para todo o t, f € continuamente diferenciavel em t e nas componentes de x
para x perto da origem, e h uma perturbacdo limitada continuamente diferenciavel com

respeito as componentes de x e mensuravel no sentido de Lebesgue com respeito a t.

Definicao (4.1): Estabilidade no Sentido de Lyapunov

O sistema (4.67) na sua forma ndo perturbada, isto é, com h =0, é dito ser estdvel no
sentido de Lyapunov com respeito ao equilibrio x, =0, se para qualquer ¢ >0 e para
qualquer instante inicial t, = 0, existe uma constante positiva § = (g, t,) > 0 tal que:

lx(t)Il <6 = |lx(®)||<e , paratodoot =>t, (4.68)

Definigao (4.2): Estabilidade Assintdtica

O sistema (4.67) na sua forma ndo perturbada, isto é, com h = 0, é dito ser assintoticamente
estdvel em torno do seu equilibrio x, = 0, se for estdvel no sentido de Lyapunov, e, além
disso, existir uma constante positiva § = 6(¢, t,) > 0, tal que:

lx(t)ll <6 = limx@®) =0 (4.69)

Definicdo (4.3): Estabilidade Uniforme

O sistema (4.67) na sua forma ndo perturbada, isto é, com h = 0, é dito ser uniformemente
estdvel em torno do seu equilibrio x, = 0, se for estdvel (assintoticamente ou no sentido de

Lyapunov) com a constante § independente de t,, § = §(¢).

Definic@o (4.4): Estabilidade sob o Efeito de Perturbacdes Persistentes

O sistema (4.67) na sua forma perturbada, isto é, com h # 0, é dito ser estdvel sob o efeito
de perturbacbes persistentes (ou, alternativamente, totalmente estdvel) em torno do seu
equilibrio x, = 0, se dada uma tolerdncia € > 0 existir duas constantes positivas, §; e §,, tal

que:

IX(t)ll <6
() 1} IZ(®ll <e , paratodoot=>t, (4.70)

lhZ, Ol < 6,

onde %(t) denota a solucdo do sistema perturbado.

Teorema (4.4) - Teorema de Malkin:

Se o sistema (4.67) na sua forma ndo perturbada for uniformemente e assintoticamente

estdvel em torno do seu equilibrio x, =0, entdo o sistema é estdvel sob o efeito de
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perturbacées persistentes. Nomeadamente, o sistema perturbado permanece estdvel no
sentido de Lyapunov (G. Chen, 2004; Hoppensteadt, 2000).

Os sistemas caoticos tém, por natureza, uma estrutura analitica relativamente simples. Isto
€, as equacoes diferenciais sao constituidas principalmente por termos lineares e por alguns
termos nao-lineares. Nesse sentido, o sistema controlado (4.63) pode ser decomposto na

forma de uma parte linear mais uma parte nao-linear como se segue:

x=Ax + ¢(x) + Bu
¢ (4.71)
y=Cx

onde, por sua vez, Ax + Bu, com A € R™" e B € R™™, pode ser visto como um sistema linear
e @(x) como perturbacdes para este sistema. O vetor de parametros 6 foi ocultado para
simplificar a terminologia mas os parametros continuam implicitamente na matriz A e/ou em

Q.

Observacgao:

Para sistemas nao-lineares em que a parte linear Ax nao existe de uma forma explicita,
f(x,0) em (4.63) por ser escrita da mesma forma que (4.71) linearizando o sistema em torno
de um estado especifico x* e escrevendo os termos restantes como: ¢(x) = f(x) — Ax.
Tipicamente, a origem x* = 0 pode ser adotado como o ponto de linearizagao. Contudo, é
necessario ter alguma precaucao. Existem alguns sistemas nao-lineares especificos que sao
controlaveis na origem mas que quando linearizados em torno desse mesmo ponto deixam de
ser controlaveis. E o caso dos sistemas subatuados. Nestes sistemas em particular, o ponto x*
deve ser escolhido de modo a que o sistema linearizado continue controlavel.
Alternativamente, € possivel optar por uma linearizacao 6tima em vez da linearizacao classica
(matriz Jacobiana), pois, com uma linearizagao 6tima a caracteristica da controlabilidade nao

se perde durante o processo de linearizacao (Bousson & Quintiaes, 2008).

Defina-se o vetor g € RS como o integral do erro da saida:

t
q= f O - y)dt 4.72)
to

Seja o,, um operador utilizado para garantir que o controlo efetivo aplicado ao sistema,
o, (W), satisfaz restricoes de amplitude e de taxa da forma (4.66). Seja esse operador dado

pela equacao (4.73) (Saberi et al., 2011):
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opy () = I}grgo Xy (4.73)

onde:

Xy =0y (/‘(Un(u) - xu))

(4.74)
xy(to) = O-n(u(to))
e g, € uma funcao de saturacao de limite h, definida por:
o, (r) = sgn(r). min{|r|, h} (4.75)

Considere-se agora um sistema aumentado composto por (4.71) e pela derivada temporal da

equacao (4.72). Juntamente com o operador (4.73-4.75), resulta:

x A 0 x B @(x)
H _ [ nxs] ] s ]%(u) N [ (4.76)
q C Osxsllg Osxm =¥ (1)
podendo ser escrito, portanto, da forma:
Xq = AgXq + Baoy, (W) + d(x,, t) (4.77)

com x, € R™ denotando o vetor de estado aumentado, 4, € R™*$)*("+s) 3 matriz de estado
aumentada, B, € R™**™ matriz de controlo aumentada, e d € R"™ o vetor das

perturbacdes externas.

Nesta etapa, o problema de sincronizacdo, ou de controlo, de saida com restricoes (4.65-
4.66) foi transformado num problema de regulacao da forma (4.77), cujo objetivo consiste em

encontrar o controlo u(t) tal que (x,¢4) = (0,0). Note-se que isto implica por sua vez que

y(@) = y(0).

Uma das caracteristicas dos sistemas caoticos é que as suas trajetorias no espaco de fases sao
limitadas. Se considerarmos que os sinais de referéncia a serem seguidos sdo também
limitados, todas as componentes do vetor das perturbacdes, d(x,t), permanecem
consequentemente limitados. Assumindo que d € uma funcédo vetorial continua no tempo, e
que na verdade é, tem-se, por definicdo (funcao continua e limitada), que d é mensuravel no
sentido de Lebesgue em relacao a t. Portanto, um controlador robusto pode ser projetado
para estabilizar assintoticamente o sistema nao-perturbado (4.77), isto é, com d = 0, porque
o sistema perturbado (com perturbacdes persistentes) permanece estavel no sentido de
Lyapunov, (teorema (4.4)). Note-se que se um sistema invariante no tempo, que é o caso do

sistema nao-perturbado (4.77), for projetado para ser assintoticamente estavel, o sistema
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sera assintoticamente e uniformemente estavel porque um sistema invariante no tempo tem a

restricao 6 independente de t,.

A abordagem de controlo robusta proposta nesta seccao para estabilizar o sistema (4.77) é
apresentada nas seguintes subseccdes e divide-se em duas partes: um controlo baseado na
técnica de Korobov e Skoryk (Korobov & Skoryk, 2002) e um controlo através de uma das
extensdes do LQR - o LQR com um grau de estabilidade especificado (Naidu, 2002). Em ambos
0s casos, € assumido que o sistema aumentado (4.77) é controlavel, ou, por outras palavras,
que o par (4,4, B,) € controlavel o que implica que a ordem da matriz de controlabilidade, M.,

€ igual a ordem do sistema (4.77):

M, =B, AsB, AiB, .. A 'B)]=n,=n+s (4.78)

4.4.1. Controlo de Korobov

Korobov e Skoryk (Korobov & Skoryk, 2002) desenvolveram uma lei de controlo baseada numa
funcao de controlabilidade (uma generalizacdo da funcao de Lyapunov) que direciona, sob
certas condicdes, a trajetoria de sistemas lineares da forma x = Ax + Bu para a origem. A
técnica tem em consideracao restricdes no controlo que podem ser escolhidas até uma dada
ordem, isto é, restricdoes em u, 1, ii, .., mas a trajetoria tem de comecar necessariamente no
interior de uma pequena vizinhanca da origem para que as restricées no controlo sejam
satisfeitas. No entanto, as hipoteses assumidas por Korobov e Skoryk permite-nos perceber
que a trajetoria controlada é direcionada a mesma para a origem mesmo que o ponto inicial
nao se tenha iniciado nesse dominio de atracdo e mesmo que o modelo seja perturbado.
Perturbacdes limitadas e mensuraveis no sentido de Lebesgue sao admissiveis. O

inconveniente que dai advém é que os limites de saturacdo do controlo ja ndo sdo satisfeitos.

Dado que a trajetdria pode estar muito longe da referéncia quando o controlo é ligado,
sozinha, esta técnica é nao poderosa o suficiente para assegurar um controlo limitado. Por
essa razao, considerou-se o operador (4.73-4.75), o,,(u), ja esta incluido no sistema

aumentado (4.77), para garantir efetivamente que o controlo é limitado.

Considere-se o sistema aumentado (4.77). Seja o controlo ficticio, u, calculado pela lei de
controlo (4.79) (Korobov & Skoryk, 2002):

1
u=-M"1BY (EFa(@)L + LAa) Xq (4.79)

cuja forma de encontrar as matrizes M, B,, F,(®) e L resume-se abaixo:
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Matriz M:
A matriz M na lei de controlo (4.79) € uma matriz triangular superior, de dimensiao m x m,
cujos elementos da diagonal principal sao m; =1, e os restantes definidos como m;; =

ciTAZi_ij para j > i. No calculo de cada elemento m;;, o vetor b; € a j-ésima coluna da matriz

B, € R"*™  os valores de n; sao escolhidos de modo a que satisfacam a condicao (4.80):

<n1 2n 2 2n, =21, Zni = na) (4.80)

i=1

e cada vetor ¢;, i =1,..,m, é escolhido de modo a que seja ortogonal a todos os vetores
linearmente independentes (4.81), a excecao do vetor AZ"'lbl-, e de forma a que o produto

escalar (ci,AZi_lbi) = 1 seja satisfeito.

by, Agby , .., A b,
b, , Agby , .., A% 'b
2 a2 a 2 (481)
by, Aghy, o, A" 'b,
Matriz L:
Na expressao (4.79), a matriz L, de dimensao n, X n,, € definida por (4.82):
L=[c;, Alc; , ., AD)™ ¢, , ., ¢, Alcy , .., (AD)"m71c 1T (4.82)

Matriz B,:
A matriz B, requerida na expressao (4.79) € uma matriz, de dimensao n, x m, com elementos
(Bo)s,i = 1, em que cada indice s; é definido como s; = ¥{_,n, com i =1,..,m, e todos os

restantes elementos nulos.

Matriz A,:

A matriz 4, é uma matriz, de dimensao n, x n,, definida como A, = diag(4o1, ..., Agm), €M
que cada A,; € R™%*™ ¢ uma matriz cujos elementos da diagonal superior sdo 1’s e todos os

restantes sao 0’s.

Matriz F,(©):

A matriz F,(©) é determinada pela matriz inversa da expressao (4.83), com um valor de «

inteiro qualquer, desde que a > a, em que a, =20+ 1. Aqui, [ representa a ordem da
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derivada do controlo e considera-se | =1 para restricoes na magnitude e na taxa. F, tem

dimensao n, X n,.

ael/a
t a
Fa—l(e)zf <1_W) e~Aot B BT oAt d¢ (4.83)
0

Alternativamente, F,(0) pode ser obtida pela expressao (4.84), onde as matrizes D(0) e H*

sao determinadas pelas expressoes (4.85) e (4.86), respetivamente:

F,(0) = D(©)E,D(0©) (4.84)
—(2n; - 2k+1)\ "
D(©) = diag (D1(0), ...,Dy(®)) ,  D;(®) = diag (@72,1 ) (4.85)
k=1
@ a @ _ _2n; = 2k+1 ni
H® = diag (HY, ..., H%) s HY = dlag( G )k=1 (4.86)

e F, = F,(1) é uma matriz positivamente definida, F, > 0, isto é, xIF,x, > 0 para qualquer

x, # 0, que satisfaz a igualdade (4.87):

F,A, + ATF, = —F, + F,H* + H°F, (4.87)

com: A; = Ay — (1/2)B,BlE,.

Funcao de Controlabilidade O(x,):

A funcéo de controlabilidade, © = 0,(x,), € a base por detras da formulacdo da estratégia de

controlo, e é definida, para qualquer x, # 0, pela expressao (4.88):
2a00 = (LTF,(®)Lx,, x,) (4.88)

onde (.,.) denota o produto escalar, e a sua Unica solucdo, ©, € uma funcao escalar que

satisfaz as seguintes condicoes:

v 90)=0
v' 0O(x,) > 0 para todo x, # 0

v 0(x,) é continua em todo o x,, e continuamente diferenciavel em qualquer x, exceto

na origem.
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voyte 2000 0 ) < —¥(0(x) , W>0

i=1 0xq,i

Na equacao (4.88), a, € um nimero escalar escolhido dentro do intervalo (4.89):

di
< a, = i _ 4.89
0< == N, SIrtine (4.89)
onde a matriz F;?!, de dimensao n, x n,, € calculada pelo integral (4.90):
F;l= f e‘te‘AOtBoBge‘Agt.dt (4.90)
0
e 1, definido pelas expressoes (4.91-4.93),coml=1,d, =ned, =v:
mg
me = 1M1 ZIIR,-IIwk-,- + 8[| BY LA L1 Af (4.91)
j=0
R; = —BILA,L"*Al'B , i=1,..,n
j 0 a 0 0 ] 1 (492)
Ry =1 , I da dimensdo de R;
k
wkE(L)0H<—+1+w0) ) k=1,2,
joi Qo (4.93)
1
w0 = 5 |1

Na expressao (4.91), m; = min{k,n,} € 6, =1 se k<n, € §,=0 se k=n,. Em (4.92), I

denota uma matriz identidade da dimensao de R;, e em (4.93), F, = F,(1) calculada para a;.

Dada uma condicao inicial x2, a funcdo de controlabilidade 0,(x,) requerida pelo controlo
u(x,) pode ser calculada ao longo da trajetoria x,(t), com inicio em x0, pela expressao
(4.88). Contudo, na pratica, a solucdo © que satisfaz a relacdo (4.88) ¢ obtida
numericamente, e como consequéncia, o processo de calculo ao longo de toda a trajetoria
pode-se tornar demorado. No entanto, prova-se (Korobov & Skoryk, 2002) que a funcao de
controlabilidade é igual a 6,(t) = —9;_1/“ se a condicao inicial for igual a 82 = @Y. Deste
modo, a expressdo (4.88) é resolvida apenas uma Unica vez, 2a,0 — (LTF,(0)Lx2, x2) =0, e
uma vez obtida a solucdo 09 = 0,(x,(0)), 8, pode ser determinada a0 mesmo tempo que o
sistema (4.77) é integrado, diminuindo assim o tempo de calculo, e F,(®) substituido por

F,(8(t)) no calculo do controlo.
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A lei de controlo (4.79) é capaz de direcionar a trajetoria do sistema (4.77) para o seu estado
de equilibrio, mas, no entanto, ndo é capaz de manter a trajetoria nesse mesmo estado uma
vez alcancado. Isto é, se o equilibrio for a origem, a trajetoéria é direcionada até atingir um
ponto imediatamente antes. Esta é a razao pela qual é necessario efetuar uma comutacao
para um outro controlador quando a trajetoria se aproxima o suficientemente do estado de
equilibrio. Como critério para essa comutacdo, defina-se uma tolerancia, ¢, 0 <e <1, e
efetue-se a comutacdo assim que a funcao e controlabilidade (funcao estritamente
descrescente no tempo) atinja essa tolerancia, 8(t) < ¢. Note-se que a medida que 8(t) se
aproxima de zero a trajetéria controlada aproxima-se da trajetéria de referéncia.
Alternativamente, a comutacdo pode também ocorrer assim que a norma do erro da saida se

torne inferior a uma dada tolerancia, |ly(t) — y,(t)|l < e.

4.4.2. LQR com Grau de Estabilidade Especificado

Para um sistema linear invariante no tempo da forma x, = A,x, + B,u com condicao inicial
x,(to) = x0 e sem restricao de tempo final, € bem sabido da teoria de controlo 6timo que a
lei de controlo que direciona a trajetéria para a origem minimizando o indice de

desempenho:

[oe]

1
J= EJ e?"'(xIQx, + uTRw)dt , y =0 (4.94)

to

é dada por (4.95) (Naidu, 2002):
u=—R"BIPx, (4.95)

onde P € R"*"a é uma matriz simétrica e positivamente definida, P = PT, P > 0, solucdo da

Equacéo Algébrica de Riccati (ARE):
P(A, +yD + (A +yDD™P — PB,R™'BIP+Q =0 (4.96)

em que Q € R" " e R € R™™ sio duas matrizes de ponderacado, sendo Q simétrica e
positivamente semidefinida, Q = Q7, Q = 0, e R simétrica e positivamente definida, R = RT,

R >0, e y = 0 um nimero escalar que representa o grau de estabilidade especificado.

Relativamente ao sistema a ser controlado, sistema (4.77), seja o controlo ficticio u calculado
pela lei de controlo (4.95) a partir do instante em que a trajetodria x,(t) se encontra proxima
do estado de equilibrio. Nesta condicdo, ambas as trajetorias y(t) e y,(t) estdao proximas uma

da outra, e, como resultado, o esforco do controlo exigido para manter o erro da saida

67



pequeno nao é muito grande. O maior esfor¢o ocorre quando o erro é grande mas para essa

situacao o controlo de Korobov encarrega-se de diminuir o erro.

A robustez do LQR é assegurada pelo parametro y. Uma vez que todas as componentes do
vetor das perturbacdes, d(x,,t), sdo limitadas e mensuraveis no sentido de Lebesgue, y = 0
pode ser escolhido de modo a que o controlador suporte tal perturbacao, dado que y causa
um deslocamento dos valores proprios da matriz de realimentacao fechada, A, = A4, —

B,R™'BTP, para a esquerda, na direcao do eixo real.
Note-se que a partir do instante em que o LQR ¢é ativado, o controlo efetivamente aplicado ao

sistema (4.77), a,,(u), ndo satura, e nesse sentido pode-se dizer que o controlo & 6timo no

sentido em que minimiza o indice de desempenho (4.94).
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Capitulo 5

5. Validacao e Discussao das Técnicas Propostas

5.1. Aplicacao do Algoritmo de Detecao de Caos

Esta seccdo lida com a validacdo do detetor de caos proposto no capitulo (3). Simulacoes
numéricas sdo efetuadas em MATLAB® utilizando trés aplicacdes: primeiramente, um sistema
com atrator em forma de borboleta semelhante ao bem conhecido sistema de Lorenz (sistema
classico); e seguidamente, dois sistemas aeroespaciais - o movimento de atitude de um
veiculo espacial rigido e magnético numa orbita elitica, e o movimento de atitude de
giréstato eletromecanico. A transicdo entre o comportamento regular e o comportamento
caotico ocorre através de uma variacdo dos parametros dos sistemas, representando possiveis
incertezas paramétricas. Ruido Gaussiano Branco (WGN) é adicionado as saidas observaveis

para provar que o detetor é de facto robusto em relacao a este tipo de ruido.

5.1.1. Aplicacdo 1: Sistema em Forma de Borboleta tipo Lorenz (Sistema

Classico)

Considere-se um sistema n&o-linear tridimensional, continuo e invariante no tempo, com

dinamica descrita pelas seguintes equacoes diferenciais (C. Liu, 2009):

X1 = a(x, —x; + x,%3)
XZ = bxz - hx1X3 (5.1)

X'3 = ka — gX3

em que x,, x,, x; denotam as variaveis de estado e a, b, h, k, g os parametros do sistema. O
sistema (5.1) exibe trajetorias periddicas, quasiperiddicas, ou caoticas, dependendo dos
valores dos parametros. Para a = h =k = 1.0, b = 2.5, e g = 3.9, o sistema exibe um atrator
transverso em forma de borboleta similar ao bem conhecido atrator de Lorenz como mostra a
Figura (5.1). Aumentando g continuamente dentro do intervalo g € [3.0,4.0], mantendo todos
os outros parametros inalterados, ocorrem sucessivas duplicacoes do periodo que levam o
comportamento regular ao comportamento caotico como revela o diagrama de bifurcacoes da

primeira variavel de estado, x,, ver Figura (5.2).
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Maximos Locais de X

X,
N ' ' 1
oA~ w N = O =N w
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g

Figura 5.1. Atrator cadtico para g = 3.9. Figura 5.2. Diagrama de bifurcacdes da variavel x;.

Simulagéo 1:

Para efeitos de simulacdo, a equacdo (5.1) foi resolvida pelo método de RK-Butcher (ver
Anexo A - Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) entre t, =0 e t; = 1000, com um
passo de 6t = 0.005s, e partindo da condicao inicial x, = [x;, %2, x3]5 =[1,1,1]7. A primeira
variavel de estado, x;, é tomada como sendo a saida observavel e é com base nela que o
detetor classifica o tipo de movimento. As medicées, y,,;(n) = x;(n) + w(n), sao efetuadas
com um periodo de amostragem de dt = 1/f, = 0.01 s considerando uma relacdo de sinal-
ruido de SNR = 14 dB, isto €, uma relacao de 5:1, SNRgp) = 20log(4.s/0,). A janela de

observacao tem um comprimento de N = 50 pontos e a equacao Z a seguinte forma:

]l [-05 0 ][&] [1 0
I [ N ESE &
nl 11 —osllzl o 0

onde A é uma matriz estavel com valores préoprios 4 = (—0.5,—0.5). O limiar de decisao entre

o comportamento regular e caotico foi definido em y = 5.

A Figura (5.3) apresenta os resultados. O primeiro grafico representa a variacao do parametro
g ao longo do tempo - o parametro usado para despoletar diferentes tipos de
comportamento; o segundo grafico representa a saida do sistema y = x;; o terceiro grafico
representa o sinal medido, y,,s(n) = x;(n) + w(n); e o Ultimo grafico representa a saida do
detetor: R dado pela expressao (3.3); € Rpi_estado iNdicando um comportamento caético ou

nao-caoético com base no limiar y.
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Figura 5.3. Detecao de caos no sistema com atrator em forma de borboleta (tipo Lorenz).

5.1.2. Aplicacdo 2: Atitude de um Veiculo Espacial Rigido e Magnético
numa Orbita Elitica
A atitude de um veiculo espacial rigido e magnético com amortecimento interno movendo-se

numa Orbita elitica sujeito ao campo gravitacional e magnético da Terra pode ser descrita
pelas equacoes (Y. Liu & Chen, 2003; Y. Liu & Liqun, 2013):

dx;
av 2
dx, 2e sin x4 K sin 2x; Y
e 1+ — — + e
dv 1+ecosx3( *2) 1+ecosx; (1+ecosxz)? X2
(5.3)
N 3cos(x; — x5 — w) — cos(xy + x3 + w)
¢ 1+ ecosxs

dxs
dv

onde x; = ¢, x, =d¢p/dv, x3 =v, em que ¢ denota o angulo de libracdo no plano orbital, v a
anomalia verdadeira do veiculo espacial, isto €, o angulo entre o perigeu e o veiculo, medido

no plano da orbita, w o argumento do perigeu, isto é, o angulo entre o nodo ascendente e o

71



perigeu, e a excentricidade da orbita, k um parametro relacionado com os momentos
principais de inércia, que descreve portanto a assimetria do veiculo, y o coeficiente de
amortecimento, e @ um parametro magnético que descreve a forca da interacdo magnética
entre o campo magnético terrestre e o momento magnético do veiculo. Os angulos v, ¢, w

sao expressos em radianos.

O sistema (5.3) exibe um comportamento regular para os valores de parametros apresentados
em (i) e um comportamento cadtico para os parametros em (ii). Uma variacdo minuscula no
parametro magnético, a = 0.001, é suficiente para desencadear um movimento imprevisivel
que é uma das principais caracteristicas dos sistemas caoticos: a alta sensibilidade a variacao
de parametros. O espaco de fases, ou mais precisamente, o plano de fase (x;,x,) porque o
sistema original é ‘variante no tempo’ (i.e., depende explicitamente da variavel
independente v = x3) e ndo ha interesse em representar a terceira variavel x;, € mostrado na
Figura (5.4) para a condicdo de um movimento regular/periddico e na Figura (5.5) para a

condicdo de um movimento cadtico.

(i) e=02, k=10, y=01, w=60.1/180, a=0.336 (comportamento regular)
(i) e=02, k=10, y=01, w=60.7/180, a=0.337 (comportamento caotico)

50— . . : : : 300 . . . - : : : .
40t . 250+ .
30+ . 200+ .
20+ . 150~ .
o 10t {1 5 100+ 1
© ©
> Or {1 2 s0- |
° kel
-10- . o- .
20 . 50 .
30+ . -100 - .
-40 r r r r r r -150 r r r r r r r r
-30 -20 -10 0 10 20 30 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
o[ o [ x 10°
Figura 5.4. Movimento periodico para a = 0.336. Figura 5.5. Movimento cadtico para a = 0.337.
Simulacao 1:

Nesta aplicacdo, a equacao (5.3) é resolvida pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A -
Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) entre v, =0 e v, =2m.1000rad (o veiculo
percorre 1000 voltas no plano orbital), com um passo de dv = 2mw/200rad, e partindo da
condicao inicial x, = [¢, d¢/dv, v]} =[0,0,0]7. A saida observavel tida em consideracao é a
segunda variavel de estado x, = d¢/dv, as medicoes y,,s(n) = x,(n) + w(n) sdo efetuadas a

uma taxa de amostragem de dv = 27/100 rad, e o nivel de ruido é tal que SNR = 10 dB (=
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3:1), SNRpgp = 20log(A.f/0y). A janela de observacao tem um comprimento de N = 50

pontos e a equacao z a seguinte forma:

P W R 5

onde A € uma matriz estavel com valores proprios 2 = (—1,—1). O limiar de decisdo entre o

comportamento regular e o caotico foi definido em y = 1.

A Figura (5.6) apresenta os resultados. O primeiro grafico representa a variacao do parametro
magnético, a, ao longo da posicdo do veiculo espacial na orbita - o parametro usado para
alternar entre o comportamento regular e o caotico; o segundo grafico representa a saida do
sistema, y = d¢/dv; o terceiro grafico representa o sinal medido, y,,;(n) = d¢/dv(n) + w(n);
e o ultimo grafico representa a saida do detetor: R dado pela expressao (3.3); € Rpi_estado

indicando um comportamento cadtico ou ndo-caotico com base no limiar y.
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Figura 5.6. Detecao de caos no movimento de atitude de um veiculo espacial rigido e magnético numa
orbita elitica.
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5.1.3. Aplicacao 3: Dinamica de um Giréstato Eletromecénico

Um girdstato eletromecanico é um sistema nao-linear variante no tempo de quarta ordem
com bastante interesse no campo aeroespacial. Um girostato consiste em trés rotores
ortogonais uns aos outros, alinhados com os eixos principais de inércia do corpo (ex.: satélite,
veiculo espacial, etc.) que permitem controlar o movimento de atitude através da variacao
do torque produzido por um motor de controlo. O modelo dindmico de um girdstato

eletromecanico por ser expresso como (Cai, Zhou, & Zhang, 2011; Ge & Lin, 2003):

x=(A+A4,0)x + o(x,0) (5.5)
com:
[_k1/11 —hs/I; hy /Iy 0 1
. | s/l —ks/ly  —hu/l, o |
|ha/ly M/l —G kL K/l
| o 0 —(K,+K,)/L —R/L]
[ 0 —h3/I. fcos(wt) O 0]
Au(E) = hs/L,. fcos(wt) 0 0 OI (5.6)
S 0 0 0 o '
| 0 0 o ol
[ (I; = L)/ xpx3 + ky /1. (w2 — x3) + ke /1, 0,

1
| Iy = 1)/l 05 + kel (@3 = 5) + s /o0, |

(11 - 12)/[3.x1x2 + k6/13' (0.)73«) - x;) + k5/13.(1)7« + h3/13.f0) Sln((l)t)|
l K,/L. w, J

p(x,t) =

e x = [x1,%,,%3,%4]" = [wy, 0y, w,,i]", onde w,, w,, w, denotam as velocidades angulares do
giréstato nos eixos x, y, z, respetivamente, e i a corrente elétrica do motor de controlo. I,
I,, I; representam os momentos principais de inércia do girostato, h;, h,, h; 0s momentos
angulares dos rotores - localizados nos eixos x, y, z, respetivamente, w, a projecao da
velocidade angular do girostato no eixo x, y, z para o qual foi projetada (eixo z no caso do
modelo em questao), e b o coeficiente de amortecimento. K;, L, R denotam respetivamente
a constante de torque, a indutancia, e a resisténcia do motor de controlo. K,, K, sdo dois
parametros relacionados respetivamente com forca eletromotriz e contraeletromotriz do
motor de controlo. O momento angular do terceiro rotor, h;, € sujeito a uma perturbacdo
periddica no tempo da forma h;. f.cos(wt), e portanto, f e w representam respetivamente a
amplitude e a frequéncia de excitacdo. As velocidades angulares w,, w,, w, sao expressas em

rad/s e a corrente em A (Amperes).
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O sistema (5.5) exibe um comportamento regular para os valores de parametros apresentados
abaixo juntamente com a condicao (i) € um comportamento cadtico com a condicéo (ii). Uma
variacao na amplitude da perturbacao de h; € suficiente para desencadear uma dinamica
caotica. Os respetivos espacos de fases, ou concretamente os espacos de fases (x4, x;,x;), Sa0

mostrados nas Figuras (5.7) e (5.8).

L, =1,=500, I, =1000, h, = h, = 200, hs = 250, ki=1(@=1,..6)
K, =300, K,=50, K,=13, L=2, R=100, w,=0, w=1, b=200

(i) f=13.6 (comportamento regular) , (ii) f =129 (comportamento caotico)

100

50

o, [°/s]
o

-50

-100
50

0 2

.50 0
o, [ls] 1 )
. 100 -2 A

Figura 5.7. Movimento periodico para f = 13.6. Figura 5.8. Atrator cadtico para f = 12.9.

Simulagao 1:

Nesta aplicacdo, a equacao (5.5) é resolvida pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A -
Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) para sistemas variantes no tempo (dependentes
explicitamente de t) entre t, = 0 e t; = 1800 s, com um passo de 6t = 0.01s, e partindo da
condicao inicial xy = [w,, wy, w,, i]§ = [0,0,0,0]". A saida observavel tomada em consideracao
€ a primeira variavel de estado, x; = w,, as medicoes y,,;(n) = x,(n) + w(n) sao efetuadas
com um periodo de amostragem de dt = 1/f, = 0.01 s, e o nivel de degradacdo com WGN é de
SNR =10dB (= 3:1), SNRgg) = 20log(4.r/0,). A janela de observacao tem comprimento

N = 50 pontos e a equacao z a seguinte forma:

A B A

onde A é uma matriz estavel com valores proprios 1 = (—1,—1), e o limiar de decisdao entre o

comportamento regular e o caotico definido em y = 1.
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A Figura (5.9) mostra os resultados apds descartar o regime transiente inicial (300s). O
primeiro grafico representa a variacdo ao longo do tempo do parametro f - o parametro
usado para alternar entre o comportamento regular e o caotico; o segundo grafico representa
a saida do sistema, y = w,; o terceiro grafico representa o sinal medido, y,,s(n) = w,(n) +
w(n); e o Ultimo grafico representa a saida do detetor: R dado pela equacdo (3.3); e

Rpi_estado iNdicando um comportamento cadtico ou ndo caotico com base no limiar y.
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Figura 5.9. Detecao de caos na dinamica de um girdstato eletromecanico.

5.1.4. Discussao do Algoritmo de Detecao de Caos

Os resultados comprovam que a dinamica cadtica é detetada efetivamente em todas as trés
aplicacbes a partir de uma Unica série temporal corrompida com WGN. Obviamente, existe
um pequeno atraso entre cada transicao - do comportamento regular para o caotico, e vice-
versa - ver Figuras (5.3), (5.6) e (5.9), mas que é perfeitamente normal e aceitavel dado que,
como qualquer outro método de detecdo, é necessario uma amostra significativa do sinal para
caracterizar o tipo de movimento.

Intuitivamente, quanto maior o comprimento da janela de observacdo, N, maior é o atraso

na detecao, e nesse sentido o detetor proposto funciona eficazmente com uma janela
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bastante pequena, de apenas N = 50 pontos, independentemente de uma dinamica rapida ou
lenta. Por outro lado, a medida que a poténcia do ruido aumenta, isto €, para menores
SNR4p; = 201log(A.f/0,), maior tem de ser a janela para neutralizar os efeitos do ruido.
Existe, portanto, um compromisso entre o comprimento da janela de observacao N, a SNR do
sinal medido y,,;, € 0 atraso observado na detecao. Ainda assim, lembre-se que ocorre
sempre entre cada transicdo um regime transitorio cujo movimento nao € regular nem
cadtico, e portanto os atrasos observados nas Figuras (5.3), (5.6) e (5.9) podem ser
considerados na verdade como sendo bastante curtos.

Um outro ponto que vale a pena mencionar esta relacionado com o valor de R. De acordo
com a descricdo do algoritmo, onde para um sinal limpo (w =0), R =0 caracteriza um
comportamento regular e R > 0 um comportamento cadtico, é evidente que quanto mais
caotico é o sinal y,,, maior € o valor de R, e o mesmo se aplica para um sinal corrompido,
(w # 0). Apesar de nao apresentado aqui, por ndao ser de grande relevancia para este
capitulo, simulacdes foram também realizadas tomando como entrada um sinal de um atrator
caotico (sistema de Rossler 3D (Rossler, 1976)) e um sinal de um atrator hipercaotico (sistema
de Rossler 4D (Rassler, 1979)), onde comprovam que R é de facto maior.

Os resultados mostram também que a distincdo entre o comportamento regular e o
comportamento cadtico é extremamente clara. Como apresentado na Figura (5.3), o
comportamento caotico, R >y, é indicado somente quando o sinal medido, y,,s, é de facto
caotico. As transicoes entre diferentes comportamentos periodicos (periodo 1 — periodo 2 —
periodo 4) sdo identificadas como sendo comportamentos regulares, R <y, como desejado.
Ocorre naturalmente uma pequena variacao no parametro R, mas que nao é suficiente para
ultrapassar o limiar especificado y dado o nimero de pontos da janela de observacao.

No que diz respeito ao valor do limiar y, sabe-se que para um sinal ‘limpo’, y,,s, 0 valor
de R é praticamente nulo no caso de uma entrada regular e muito maior do que zero no caso
de uma entrada caodtica, R ~ 0 e R >» 0, respetivamente, de modo que o limiar pode ser
definido, por exemplo, em y = 0.1. No entanto, a medida que a SNR diminui, o limiar y deve
ser aumentado para ultrapassar os efeitos induzidos pelo ruido. De acordo com simulacoes
realizadas, um limiar definido em y = 1 é apropriado e produz resultados notaveis para SNR’s
relativamente baixas.

O Unico ponto do algoritmo proposto que podera exigir algum cuidado especial consiste na
frequéncia da aquisicdo do sinal, f, = 1/dt. Se f, for demasiado baixa, os At's ordenados por
ordem ascendente (degraus da Figura (3.2)) aparecem em grande nUmero, indicando,
erradamente, a presenca de um movimento cadtico quando na verdade podera ser um
movimento (multi)periodico. Por isso, uma selecdo apropriada da frequéncia de amostragem
€ necessaria para garantir que pelo menos a dinamica essencial do sinal medido, y,,s, €
capturada. Nao obstante, tal ja era de esperar, e na verdade, pode mesmo até ser visto como
um ponto a favor do detetor. Repare-se que quanto maior a frequéncia de amostragem, f;,

melhor é a detecao no sentido em que R se aproxima ainda mais, ou entédo se afasta, da linha
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do zero, e desta forma nao ha necessidade de se preocupar com possiveis fendbmenos de

sobreamostragem do sinal, opostamente a outras técnicas de detecéao.

5.1.5. Analise da Complexidade Computacional do Algoritmo de Detecao

Dado que um dos principais objetivos do detetor proposto é a detecdo em tempo-real de
modos caoticos, torna-se interessante avaliar a sua complexidade em termos computacionais.
Para tal, a complexidade do algoritmo é comparada com a complexidade do Teste 0-1
formulado por Gottwald e Melbourne (Gottwald & Melbourne, 2004) - um teste, digamos, em
pé de igualdade com o detetor proposto na medida em que o caos pode ser detetado a partir
de uma Unica série temporal. Seguindo a referéncia (Suganthan et al., 2005), a complexidade
computacional de um algoritmo é teorizada pelo racio: L; = T;/T,, onde T; denota o tempo
médio de execucdo do algoritmo i e T, o tempo médio de execucdao de um Cédigo Teste

composto por um dado conjunto de operacdes simples:

Codigo Teste: x = 5.55; (double)
fori=1:1000000

xX=x+x; x=xx*x; x=x/x;

x =sqrt(x); x =exp(x); x =In(x);

end

Recorrendo a esta definicdo, o Teste 0-1 (com c € [n/5, 4m/5], N, = 100 e K calculado pelo
método da correlacdo, ver (Gottwald & Melbourne, 2009) para detalhes) e o algoritmo
formulado nesta tese apresentam complexidades respetivamente de L, 3.2 e L, =1.3X
1073, correspondendo respetivamente aos tempos médios de execucdo T; =498 ms e
T, = 0.203ms e a um tempo médio de execucdo do Cdédigo Teste no computador utilizado
para o efeito de T, = 154 ms. O sinal em analise € uma série temporal de comprimento
N = 1000 pontos obtida por discretizacdgo com uma frequéncia de amostragem f, =
10 Hz (dt = 0.1 s) da primeira variavel de estado do sistema (5.1), x;, € os tempos médios de
execucao T,, T;, T, foram calculados executando cada algoritmo 100 vezes. Quando
comparado com o Teste 0-1, o detetor proposto exige claramente um menor esforco
computacional. Tal é devido ao facto de que enquanto o Teste 0-1 requer o calculo de varios
integrais e multiplicacdes para obter um sinal de entrada transformado, o algoritmo proposto
requer apenas o calculo de operacdes simples uma vez que a equacao (3.2) pode ser resolvida

a medida que cada nova medicao se encontra disponivel.
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5.2. Aplicacado das Técnicas de Controlo

Esta seccao lida com a validacao das técnicas de controlo apresentadas no capitulo (4).
Simulacdes numéricas sao efetuadas em MATLAB® considerando para o efeito quatro
aplicacbes: em primeiro lugar, o sistema de Lorenz (sistema classico), onde é empregue os
métodos de controlo descritos na seccao (4.1) e (4.4); em segundo lugar, duas aplicacoes
aeroespaciais: a atitude de um veiculo espacial e a posicio de um veiculo espacial num
problema restrito de trés corpos, onde sdo empregues o controlo descrito na seccdo (4.2); e
por Ultimo, uma aplicacdo aeronautica, onde sdo empregues os métodos de controlo descritos
nas seccoes (4.3) e (4.4). Consoante o método utilizado na respetiva aplicacao, é considerado

incertezas paramétricas e/ou ruidos a fim de confirmar a robustez.

5.2.1. Aplicacdo 1: Sistema de Lorenz (Sistema Classico)

Nesta subseccao apresenta-se simulacées numéricas para validar as abordagens de controlo
propostas nas seccoes (4.1) e (4.4). O objetivo consiste na sincronizacao da saida do sistema
de Lorenz (sistema controlado) com a saida do sistema de Chua (sistema de referéncia) tendo
em consideracao restricdes no controlo, incertezas paramétricas no modelo controlado, e

ruidos do processo e de medicao/sensores em ambos os sistemas.

O sistema de Chua é um oscilador nao-linear descrito, na sua forma normalizada, pelo

seguinte conjunto de equacoes diferenciais (Parlitz, 1993):

Sistema de Referéncia: Chua

X1 = alx; —x — f(x1))

ZA: 5{2 =X1— Xy +X3 (5.8)

X3 = —PcX; — VX3

onde:

flx) = bx+%(a—b)[|x+ 1 —|x —1]]

Os parametros do sistema (5.8) sao «a, f3., ¥, a, b, e para os valores apresentados de seguida o

sistema exibe um comportamento caético:
a=156 , B.=2558 , y=0 , a=-8/7 , b=-5/7
Considere-se que a variavel de estado x, € a Unica saida do sistema (5.8), isto é:

Ya = X1 = CAxA = CA = [1 0 0] (5.9)
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O sistema de Lorenz é governado pelo conjunto de equacdes diferenciais (5.10) (Lorenz,
1963), onde u,, u,, u; sao trés variaveis de controlo adicionais para se ter poder de controlo

sobre o sistema.

Sistema a Controlar: Lorenz

X1 =0(x; —x) + u
ZB: 5(2 = pxl - x2 - x1X3 + uz (5.10)
X3 = —BX3 + xlxz + u3

Para os valores de parametros apresentados abaixo o sistema de Lorenz exibe um
comportamento caotico, e quando se tem p <1 o sistema converge para a origem, pois

apresenta um ponto de equilibrio.

c=10 , p=28 , B=8/3

Considere-se que a variavel de estado x; € a Unica saida do sistema (5.10), isto é:

Y = X1 = CBxB =4 CB = [1 0 0] (5.11)

Os atratores caoticos nos seus espacos de fases para os respetivos parametros sao os
mostrados nas Figuras (5.10) e (5.11), respetivamente. O classico double-scroll attractor no
que diz respeito ao sistema de Chua e o célebre atrator de Lorenz que devido a sua aparéncia

€ associado muitas vezes a uma borboleta.

Figura 5.10. Espaco de fases do sistema de Chua  Figura 5.11. Espaco de fases do sistema de Lorenz
(double-scroll attractor). (atrator com aparéncia de uma borboleta).
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Aplicacdo do controlo da seccéo (4.1):

Decompondo-se o sistema (5.8) numa parte linear + uma parte ndo-linear obtém-se o sistema

de Chua na forma apresentada de seguida:

] [ @ 0[] [—af(x)

Xl=]1 -1 1[[x|+ 0 (5.12)
X3 0 —B. —vllxs 0

XA Ag XA da

Transformando-se o sistema de Lorenz (5.10) na forma (4.15 - 4.18), as matrizes A; e B

resultam:
—0 o 0
Ag=|p—x3 -1 —x (5.13)
X2 x; —B xp = xj
0fp
B=—""-=] 5.14
5y = (5.14)

Escolhendo-se o ponto x; = [x; x, x3]7 = [0 0 28]7, Az tem todos os seus valores proprios
com partes reais negativas, (5.15), e o par (4g, B) € estabilizavel, rank(M,) = 3 = ng, como

requerido na primeira condicao do teorema (4.1), (seccao (4.1)).

A(4p) = (=10.0,—1.0, —2.67) (5.15)

M, = [B AgB A%B .. Ap*7'B] (5.16)

Uma vez que os sistemas de Chua e de Lorenz encontram-se ambos na forma de uma parte
linear + termos nao-lineares, por sua vez vistos como perturbacoes, o sistema (4.19) pode ser

escrito com as restantes matrizes, E,, e D,,,, dadas por:

E,, = [I3 03x3] sy Dew = [01x3 — C4] (5.17)

Resolvendo as equacdes de regulacao (5.18), ver Anexo C - ResolucGo das Equacbes de
Regulacédo para detalhes, com as matrizes C, e S dadas por (5.19), as suas solucoes, Il e T, sao
iguais a:

IS = Agll + BT + E,,

(5.18)
0 =CI+D,,
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(5.19)

03><3 03><3
C,=Cy=[100] , S=

O3x3 A

0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
IM=|-0.07 0.00 0.00 —0.01 1.03 —0.01 (5.20)
0.00 0.00 0.40 0.00 0.00 0.00

—0.01 —0.07 0.00 —0.42 0.16 0.10
I'=|-0.07 —=1.00 0.00 0.41 —0.02 1.02 (5.21)
0.00 0.00 —0.20 0.00 0.00 0.00

Escolhendo uma matriz de ponderacdo simétrica e positivamente definida, Q,, da forma

Q. =&.1, £ >0, com £ = 10%, a solucdo da equacao algébrica de Riccati (4.12) é:
Q. = 10%.1, (5.22)

90.40 4.50 0.00
P, =450 9935 0.00 (5.23)
0.00 0.00 97.37

Simulagao 1:

Para efeitos de simulacdo, considere-se que a saida do sistema de referéncia, y,, é cadtica
para todo o t, e que a saida do sistema controlado, yz, € sujeita a uma mudanca de
comportamento no decorrer do tempo. E considerado inicialmente um movimento regular (6
regular) e de seguida uma evolucao para o caos (0 caotico) passado algum tempo provocada
pela variacdo de parametros 65(t) = [a(t) p(t) B(t)]" descrita em (5.24). As equacOes
diferenciais ordinarias (4.19) juntamente com equacédo (4.8) tomando para o efeito u = 10°
foram resolvidas pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos de Resolucdo
de ODE’s) entre t, =0 e t; = 120 s, com um passo de 6t = 0.01s, e partindo das condicoes
iniciais especificadas em (5.25). As restricoes do controlo, n e v, magnitude e taxa

respetivamente, sao as especificadas em (5.26):

Variacdo dos pardmetros do sistema de Lorenz:

15 , 0<t<50
o =14-—0.5t+ 40 , 50=<t<60
10 , 60<t<120
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0.8 , 0=<t<50

p=4272t—-1352 , 50<t<60 (5.24)
28 . 60<t<120
8/4 , 0<t<50

B =100667t—1.333 , 50<t<60
8/3 . 60<t<120

Condicées iniciais:

X0 =[0.2 0.2 0.2]7
Xop = [0.1 0.1 0.1]7 (5.25)

u, =1[0.0 0.0 0.0]7

Pardmetros do controlador:

lullo <200=7% , |lulle<500=v , &=10* (5.26)

O controlo, u, € ativado antes de ocorrer a transicdo entre o movimento regular para o
movimento caético, no instante t, = 30s. Deste modo, o cenario estudado € um cuja
sincronizacao de saida é alcancada e mantém-se mesmo quando o sistema de Lorenz torna-se

caotico.

Na Figura (5.12), os parametros do sistema de Lorenz, descritos ao longo do tempo por (5.24),
sdo apresentados. A Figura (5.13) mostra as variaveis de estado de ambos os sistemas, Lorenz
e Chua, em que o primeiro grafico representa também a saida de cada um destes sistemas. O
erro da saida, e, = yg —y,, € mostrado na Figura (5.14). As magnitudes e as taxas das
variaveis de controlo sdo mostradas nas Figuras (5.15) e (5.16), respetivamente, e as suas
normas infinito nas Figuras (5.17) e (5.18), respetivamente. As taxas/derivadas das variaveis
de controlo foram calculadas numericamente pelo método das diferencas finitas centradas,

(ver Anexo B.1 - Diferenciacdo Numérica).
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Simulagao 2:

Simulacdes foram também realizadas tomando em conta ruidos nos processos e ruidos nas
medicoes a fim de analisar a robustez do método contra perturbacdes. Para tal, foram
adicionados ruidos brancos Gaussianos (WGN), de médias zero e desvios padrées g, = 107% e
o, =5x% 1073, no que diz respeito ao processo e as medicoes/sensores, respetivamente, em
ambos os sistemas, isto €, no sistema controlado (Lorenz) e no sistema de referéncia (Chua),

a uma frequéncia de f, = 100 Hz.

A Figura (5.19) mostra as variaveis de estado dos sistemas de Lorenz e de Chua considerando
os ruidos nos processos e nas medicoes. O primeiro grafico denota também a saida de cada
sistema, mostrando portanto a sincronizacdo exclusivamente da saida. A Figura (5.20)
representa o erro da saida e as Figuras (5.21) e (5.22) as magnitudes e as taxas das variaveis

de controlo, respetivamente.
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(considerando ruido).
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Discussao relativa ao controlo da seccao (4.1):

Como se pode verificar pela analise das Figuras (5.14) e (5.20), quando o controlo, u, é
ligado, no instante ¢, =30s, o erro da saida, e, = yz — ¥4, torna-se muito proximo de zero
como desejado. E de salientar, contudo, uma ligeira variacdo na ordem de grandeza do erro
quando o comportamento do sistema controlado (sistema de Lorenz) transita de regular para
caotico, isto é, a partir do instante ¢t = 50 s. Nao obstante, o erro permanece pequeno, e tal
acontece devido a alteracdo dos parametros do sistema, ja que a partir deste instante a lei
de controlo estd a atuar num sistema cujos parametros sao diferentes para os quais o
controlador foi projetado.

Analisando as magnitudes e as taxas das variaveis de controlo, Figuras (5.15) e (5.21) e
(5.16) e (5.22), respetivamente, tem-se que as restricoes do controlo sao ambas satisfeitas,
lulle < 200 e |||, < 500, o0 que prova que a abordagem de controlo apresentada é de facto
eficaz. Poder-se-a notar que existe uma tendéncia para surgir alguns picos na magnitude do
controlo quando o controlo é ativado, como se pode verificar no primeiro grafico da Figura
(5.15). Este fendmeno ocorre porque, no instante em que o controlo é ligado, a trajetoria do
sistema controlado encontra-se longe da trajetéria de referéncia. Uma vez que esta se
aproxima da de referéncia, a magnitude do controlo comeca a diminuir. Todavia, o projetista
podera optar pela aplicacdo de um filtro, como por exemplo o célebre filtro de Savitzky-
Golay (Savitzky & Golay, 1964), na lei de controlo (4.11) a fim de suavizar os sinais de
controlo, caso a aplicacao assim o exija.

Repare-se que o facto dos termos nao-lineares dos sistemas cadticos de Lorenz e Chua
serem incorporados/modelados nas perturbacoes do processo (sistema a controlar) faz com
que esta abordagem garanta uma robustez adicional a robustez contra parametros incertos,
no sentido em que tanto o sistema a controlar como o de referéncia podem conter ruidos nos
processos ja que estes ruidos sdo vistos juntamente com os termos nao-lineares como uma
Unica perturbacéo. As Figuras (5.19) e (5.20) comprovam esta robustez.

Repare-se também que o controlo é ativado decorrido apenas algum tempo do inicio da
simulag¢ao, num instante em que as ‘condicdes iniciais’ de ambos os sistemas sao totalmente
diferentes, o que nos permite afirmar que a sincronizacao de saida é alcancada com éxito
mesmo que ambos os sistemas tenham partido de condicées iniciais completamente
diferentes.

Um dos parametros da lei de controlo aplicada, &, £ > 0, ver expressoes (4.11-4.12) e
(5.22), permite que projetista possa encontrar um compromisso entre a ordem de grandeza
do erro da saida e o esforco do controlo aplicado. Isto porque & encontra-se relacionado
diretamente com a matriz de ponderacdo necessaria a resolucdo da equacao algébrica de
Riccati (4.12), Q. = ¢.I. Embora Q, nao seja uma matriz de penalizacao direta do controlo,
tem-se que o erro da saida torna-se menor a medida que o valor de ¢ torna-se maior e que

por sua vez torna o esforco do controlo maior.
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Aplicacdo do controlo da seccéo (4.4):

Considere-se agora a validacao da abordagem de controlo proposta na seccao (4.4). Numa
primeira simulacao, os parametros de ambos os sistemas sdo definidos em valores nominais
que os levam a exibir movimentos caoticos, e a metodologia de controlo proposta na seccao
(4.4) é aplicada para validar a sua eficacia quando os sinais a seguir sdo cadticos. Numa
segunda simulacao, os parametros do sistema de Lorenz sdo variados ao longo do tempo com
o intuito de verificar a robustez do controlo contra incertezas paramétricas. Neste caso, os
parametros do sistema de Chua sao mantidos inalterados, uma vez que o que o controlador

requer sao os sinais de referéncia e ndo o modelo que os geram.

Decompondo o sistema de Lorenz na forma de uma parte linear mais uma parte nao-linear,

resulta:
X, -0 O 07 1*1 0
562 = p _1 0 x2 + —X1X3 (5.27)
X3 0 0 _ﬁ x3 x1x2

onde, se considerarmos duas variaveis de controlo, u; na primeira equacao de estado e u, na
terceira, a trajetoria do sistema de Lorenz torna-se controlavel e o respetivo sistema pode

ser escrito como:

X =Ax + Bu + ¢(x) (5.28)
com:
1 0
Uy
B=|0 0|leR¥>? | u=[ ]ERZ (5.29)
Uz
0 1

Escrevendo-se o sistema de Lorenz juntamente com o integral do erro da sua saida e
aplicando-se o operador o,,(u) para garantir um controlo limitado, tem-se o sistema

aumentado:

x A 03] [* B o (x)
[q]_[c oqu]+[lez]%,v(u)+[_w) (5.30)

que toma a forma (4.77), isto &, X, = Ayx, + Byoy,(u) + d(x,,t), € esta em ordem de ser

controlado com as leis de controlo (4.79) e (4.95).
Note-se que tanto o sistema de Lorenz como o de Chua sdao ambos caoticos e portanto tem-se

que o termo d(x,,t) € uma perturbacao limitada e mensuravel no sentido de Lebesgue em

relacdo a t, como assumido em (4.67). Por outro lado, o sistema (5.30) pode ser
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perfeitamente controlado dado que o par (4,,B,) € controlavel, isto é, que a ordem da

matriz de controlabilidade é igual a sua dimensao, rank(M,) = 4 =n, =n +s.

Para efeitos de simulacdo, as equacdes diferenciais ordinarias dos sistemas (4.74), (5.8) e
(5.30) foram resolvidas através do método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos
de Resolugdo de ODE’s) entre t, = 0 e t; = 60 s, com um passo de &t = 0.01s, e partindo das
condicoes iniciais especificadas em (5.31). Em (4.74), o valor do parametro requerido foi
definido em u = 100. Os parametros do controlador de Korobov e do LQR sdo os apresentados
em (5.32), e a comutacao de um controlador para o outro ocorre quando a funcao de
controlabilidade é 6(t) < e=10"3. As restricoes dos atuadores sdo as apresentados em
(5.33). Para garantir que tanto o sistema de Lorenz como o de Chua encontram-se ja num
regime completamente caotico, o controlo, u, € ligado em t, = 30s, um instante no qual o

periodo transiente ja decorreu.

Condicoes iniciais:

X =[020202]" , x,=[010101]" , u,=[00]" , go=0 (5.31)

Pardmetros do controladores:

Korobov: =1 , a=10 , n, =3 , n,=1
(5.32)
LQR: Q = [4 y R = 12 y Y = 0.5
Restricoes dos atuadores:
lullo <250=n , |lu]lo <2000 =v (5.33)

Simulagao 1:

Na simulacdo que se segue os parametros de ambos os sistemas sdo mantidos inalterados. A
Figura (5.23) mostra a evolucdo temporal das variaveis de estado e das saidas de cada
sistema. A primeira linha vertical preta a tracejado indica o instante em que o controlo de
Korobov é ligado e a segunda linha o instante o qual ocorre a comutacao para o LQR. O erro
da saida, e, =y — ¥, = yp — y4, € mostrado na Figura (5.24). As magnitudes e as taxas das
variaveis de controlo sao apresentadas nas Figuras (5.25) e (5.26), respetivamente. As
taxas/derivadas das variaveis de controlo foram calculadas numericamente pelo método das
diferencas finitas centradas (ver Anexo B.1 - DiferenciacGo Numérica). A Figura (5.27) mostra
o integral do erro da saida, q, e a Figura (5.28) a funcdo de controlabilidade do controlo de

Korobov.
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Simulagao 2:

Nesta simulacdo os parametros do sistema de Lorenz sdo alterados ligeiramente ao longo do
tempo para demonstrar a robustez relativamente a parametros incertos. Considera-se que os
parametros sdo conhecidos dentro de intervalos especificados que é o que acontece quase
sempre na maioria das aplicacdes reais. Considerando que cada parametro pode sofrer uma
alteracao em torno do respetivo valor nominal em 10%, tem-se que o € [9,11], p € [25.2,
30.8] e B € [2.4, 2.9]. Seja o vetor de parametros, M = [o p B]", perturbado de acordo com
uma distribuicdo normal multivariada, com os seus valores nominais como médias, e com
matriz de covariancia calculada de modo a que cada parametro pertenca ao seu respetivo
intervalo com 99.73% de confianca. (y; + 30;, em que u; denota o valor médio de cada
parametro e g; o respetivo desvido padrao). Os coeficientes de correlacdao assumidos entre

cada dois parametros sao os apresentados em (5.35).

Vetor dos pardmetros médios e vetor dos respetivos desvios padrées:

o 10 011 [0.33
M=|p|=|28 , S=]0z|=1093 (5.34)
Bl [8/3 o3l  [0.09

Coeficientes de correlacdo de Pearson:

p12 = 0.7 , p13 =08 ’ p23 = 0.9 (5.35)
Matriz de covaridncia:
02 12010, P130103 11.11 21.78 2.37
T=] = o? P230,03| = 1072, 87.11 7.47 (5.36)
* * o2 * * 0.79

A Figura (5.29) mostra a evolucao temporal dos parametros de Lorenz perturbados. A Figura
(5.30) mostra as variaveis de estado dos sistemas de Lorenz e de Chua, a Figura (5.31) as

magnitudes das variaveis de controlo e a Figura (5.32) as suas respetivas taxas.
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Discussao relativa ao controlo da seccao (4.4):

Como se pode verificar pela analise dos resultados, estes comprovam que o erro da saida
permanece estavel no sentido de Lyapunov decorrido algum tempo do instante em que o
controlo é ligado, [le,(t)Il = lly(®t) =y (DI <6, t =T >1t,, =30s, (com § >0, pequeno), e
que as restricoes impostas nas magnitudes e nas taxas do controlo sao efetivamente
cumpridas, |Ju(®)|le. < 250, ||[u(t)|l. < 2000, como proposto da seccao (4.4), mesmo que 0s
parametros dos sistemas, neste caso em particular os parametros do sistema controlado -
sistema de Lorenz, sejam perturbados com ruidos, 8 = 8; = M + w(t), - ver Figuras (5.23) a
(5.26) e (5.29) a (5.32).

Note-se que os parametros do sistema de referéncia - sistema de Chua, 6, = 6,, podem
sofrer quaisquer alteracdes ao longo tempo, 6, = 6,(t), ou mesmo até o proprio modelo,
% = x4 = fr(x,, 0,) + d,.(t), porque a abordagem de controlo é independente do modelo de
referéncia, necessitando apenas dos sinais de referéncia a serem seguidos ao longo do tempo,
Vr(t) = ya(t).

A Figura (5.28) mostra a funcao de controlabilidade de Korobov em funcao explicitamente
do tempo, 6(t) = 0,(x,(t)), realcando o facto que € uma fungdo positiva, continua,
continuamente diferenciavel e estritamente decrescente. Repare-se que esta funcao
encontra-se definida apenas no intervalo temporal no qual o controlo com base em Korobov
esta ligado, ou seja, no intervalo t € [30,39.5[ s. Nos intervalos ¢ € [0,30[s e t € [39.5,60] s,
cujo o controlo encontra-se desligado, u(t) =0, e ligado com o LQR com um grau de
estabilidade especificado, u(t), respetivamente, 6(t) tem atribuido os valores de +1 e —1,
respetivamente, no entanto, apenas com fins de programacao e de apresentacao de
resultados.

Um dos parametros do controlador, nomeadamente do controlo de Korobov, a, permite,
interessantemente, alterar o grau de suavidade do controlo através da escolha apropriada do
seu valor, com a = a,. O grau de suavidade do controlo, u = u,(x,), regido pela lei (4.79),

aumenta com o aumento de a, e em contrapartida faz com que o tempo do movimento,

To(xq0) = a@é/“(xa,o) (Korobov & Skoryk, 2002), isto €, o tempo que decorre até a trajetoria
alcancar o ponto imediatamente antes da referéncia, aumente. Note-se que este parametro
permite, por conseguinte, ao projetista estabelecer um compromisso entre o tempo do
movimento, T,(x,,), € a ordem de grandeza do esforco do controlo, em particular das taxas,
ja que ao tornar o controlo mais suave as taxas do controlo diminuem, isto é, |||, <v
diminui. No caso especifico em que a = o, 0 controlo torna-se o mais suave possivel, sendo
que a funcao de controlabilidade, 6, (x,), corresponde a funcdo de Lyapunov, V(x,), para o
sistema aumentado nao perturbado, x, = A,x, + B,0,,(u), com controlo u = u,(x,), ou seja,
00 (xq) = V(x4)-

Repare-se também que, embora nao mostrado através de simulacdes nesta subseccao para
nao a tornar demasiado extensa, a abordagem de controlo pode ser também aplicada com

éxito caso o sistema controlado seja sujeito a perturbacdes externas, para além das
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incertezas nos parametros, dadas as fortes condicdes de estabilidade que o controlo de
Korobov detém (Korobov & Skoryk, 2002) e a robustez do LQR com grau de estabilidade
especificado (Naidu, 2002), que podem ser, em qualquer um dos casos, comprovadas
analiticamente através de uma analise formal de estabilidade pelo célebre método de

Lyapunov.

5.2.2. Aplicacao 2: Atitude de um Veiculo Espacial

A atitude de um veiculo espacial refere-se a orientacdo angular de um sistema de
coordenadas fixo no veiculo relativamente a um referencial externo. Assumindo que o veiculo
espacial nao contém quaisquer partes moveis nem estruturas flexiveis, a sua dinamica pode
ser modelada como a de um corpo rigido que se roda livremente no espaco. A atitude de um
corpo rigido pode ser descrita de varias formas (matriz dos cossenos diretores, angulos de
Euler, quaternides, parametros de Rodrigues, parametros de Cayley-Klein, parametros de
Tsiotras-Longuski, etc.) (Shuster, 1993; Tsiotras & Longuski, 1995). A forma mais comum é
recorrendo aos célebres angulos de Euler, que consiste num conjunto de equacgdes
cinematicas que relacionam os angulos da atitude com as velocidades angulares do veiculo em
torno de cada eixo, e num outro conjunto de equacdes dinamicas que descreve a evolucao
dessas velocidades angulares. Os angulos de Euler sao definidos em relacdo a um referencial
inercial pelo angulo de rolamento ¢, pelo angulo de arfagem 8, e pelo angulo de guinada y, e
com o referencial do corpo posicionado no centro de massa do veiculo. Por convencao, o eixo
do x é posicionado na direcdo axial do veiculo apontando no sentido do movimento, o eixo do

y aponta para a direita, e o eixo do z para baixo, como ilustrado na Figura (5.33):

Referencial Inercial

Figura 5.33. Sistemas de coordenadas e representacao da atitude de um veiculo espacial rigido com
angulos de Euler.

Os angulos de Euler sdo convenientes quando se trata da ‘visualizacdo da atitude’. No
entanto, quando se trata da integracdo numérica das equacdes diferenciais que governam a

orientacdo do veiculo espacial, ocorrem algumas singularidades caso um dos angulos
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(dependendo da sequéncia de rotacdo entre os referenciais para obtencdo da matriz de
rotacdo geral) seja igual +90°. A titulo de exemplo, se o angulo de arfagem for igual a
6 =90 °, o eixo de rolamento x torna-se paralelo ao eixo de guinada z' e deixa de haver eixos
disponiveis para a rotacao de guinada. Perde-se um grau de liberdade - o tdo chamado gimbal
lock. Para ultrapassar estas singularidades, os quaternides, que sao elementos de um vetor
num espaco a quatro dimensdes e que permitem definir a rotacdo de um corpo rigido num
espaco a trés dimensodes, devem ser empregues para descrever computacionalmente a atitude
do veiculo, e os angulos de Euler devem ser usados meramente para visualizacdo do estado

em que se encontra o veiculo.

A atitude de um veiculo espacial rigido descrito em termos de quaternides em relacdo a um

referencial inercial é (Tewari, 2011; Zipfel, 2007):

Wy = Ay Wyw, + My /Lix + Uy [1x
Wy = Ay w0, + My /Ly + Uy /1y,
W, = a,wywy, + M, /1, +U,/I,
(5.37)

Go = (1/2)(—wxqy — wyq; — w,q3) + kyqo
q1 = (1/2)(wxqo + w,qz — wyq3) +kyq,
Gz = (1/2)(wyqo — w,q1 — wxq3) ~+ kyq,
Gz = (1/2)(w;q0 + wyq; — wxq) + kyqs

onde Iy, Iy,

1,, denotam os momentos principais de inércia, a, = (Iyy — I,;)/Lex, @y = (I, —
L) /Ly, a; = ey = 1yy) /1,2, My, My, M, trés torques perturbadores existentes no espago que
podem alterar consideravelmente a atitude do veiculo espacial, U,, U,, U, trés troques de
controlo, e w,, wy,, w, as velocidades angulares em relacdo aos eixos do veiculo x, y, z,

respetivamente.

No segundo conjunto das equacodes diferenciais (5.37), kyq;, i =0, ...,3, sao termos adicionais
que garantem que a norma unitaria do vetor rotacdo (quaternido) mantém-se mesmo na
presenca de erros de arredondamento originados durante a integracao numérica. Um método
comprovado para manter a norma unitaria deste vetor consiste em escolher k.8t < 1, em que
8t representa o passo de integracao, e em calcular y como y = 1 — (g3 + g2 + ¢% + q3) (Zipfel,
2007).

Uma vez obtidos os quaternides por integracdo numérica de (5.37), os resultados sao
facilmente convertidos para quantidades fisicas palpaveis a medida que o veiculo roda no
espaco. Essas grandezas sdo os angulos de Euler e calculam-se, a cada passo, da seguinte

forma:
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¢ = arctan(2(q.qs + 9091)/(q5 — a7 — 45 + 43))
8 = arcsin(—2(4193 — q042)) (5.38)
Y = arctan(2(q: 9, + 9093)/(aé + a7 — a5 — q3))

A primeira e a terceira equacao de (5.38) apresentam singularidades em ¢ = +90° e ¢ =
+90°, respetivamente. No entanto, nao é problematico dado que as equacdes (5.38) sdo
meramente resultados de saida calculados offline para criar uma imagem da atitude do
veiculo espacial e portanto podem ser contornadas facilmente programando em torno das
singularidades. O importante é que nao ocorra singularidades dentro das equacoes

diferenciais.

A inicializacao das equacoes diferenciais (5.37) requer os quaternides iniciais q,(0), ¢,(0),
q2(0), gq3(0), que estdo obviamente relacionadas com a atitude inicial do veiculo espacial,
descrita em termos dos angulos de Euler iniciais ¢(0), 6(0), ¥(0). A relacdo entre

quaternides e angulos de Euler é dada pela expressao (5.39):

qo = cos(y/2) cos(6/2) cos(¢p/2) + sin(yp/2) sin(6/2) sin(¢p/2)
q, = cos(y/2) cos(8/2) sin(¢p/2) — sin(yp/2) sin(6/2) cos(¢/2)
q, = cos(y/2)sin(8/2) cos(¢/2) + sin(yp/2) cos(6/2) sin(¢p/2)
qs = sin(y/2) cos(6/2) cos(¢p/2) — cos(y/2) sin(6/2) sin(¢p/2)

(5.39)

Se nao houvesse torques a atuarem no veiculo, o padrao de rotacdes existente inicialmente
manter-se-ia indefinidamente ao longo do tempo. Porém, a experiéncia mostra que,
dependendo das caracteristicas da orbita e do veiculo espacial, varios tipos de torques
perturbadores estao presentes no espaco e que estes podem alterar consideravelmente a
atitude do veiculo. O torque de perturbacdo total é, tipicamente, minimo, mas a sua
permanéncia e periodicidade afetam o movimento de atitude de uma forma indesejada, e,
inclusivamente, podem forcar o veiculo a exibir um movimento de rotacdo caotico, ou mesmo
até hiper-caotico, se a matriz dos torques perturbadores satisfizer certas condicdes (Kong,
Zhou, & Zou, 2006).

As principais causas que dao origem a torques perturbadores sao, entre outras, devido a: (1)
efeitos aerodindmicos; (2) inducdo eletromagnética; (3) pressa@o devido a radiacdo solar; (4)
gradiente de gravidade; e, (5) micrometeoritos (Bousson, 2004; Gerlach, 1965; Kong et al.,
2006; Ruiter, Damaren, & Forbes, 2013). Os torques aerodinamicos surgem devido a
atmosfera residual da Terra e sdo mais significativos proximos da Terra; os torques
eletromagnéticos surgem devido a interacao entre o campo magnético do veiculo e o campo
magnético terrestre; os torques devidos a radiacdo solar surgem devido a radiacao
eletromagnética e as particulas emitidas para fora do Sol; os torques devido aos gradientes de

gravidade surgem por causa de pequenas diferencas na atracao gravitacional de uma ponta do
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veiculo para a outra; torques devido ao impacto de micrometeoritos surgem em regides como,
por exemplo, perto dos anéis de Saturno, perto das cinturas de asteroides de Marte e de
Jupiter, e todos estes torques perturbadores tém relagdes com as velocidades angulares, w,,

wy, w,, € com os angulos de atitude, ¢, 6, .

Reescrevendo as trés primeiras equacdes de (5.37) na notacdo vetorial e considerando os
torques perturbadores M,, M,,, M, relacionados linearmente com as velocidades angulares do
veiculo w = [w, wy, w,]", isto &, & = [aw,w, aww, aww,]" +1'Mo+1""u, em que
I = diag([Ix 1,y 1,,]) denota a matriz de inércia, u = [U, U, U,]" o vetor dos torques de

controlo, e M a matriz dos torques perturbadores total, tem-se:

Wy Ay Wy Wy mxl/lx mxz/lx mxS/Ix Wy 1/Ixx 0 0 Ux
ay| = [aywx@; [+ |my, /L, my,/L, mys/L | |wy |+ [0 1/1,, ol|u,| (5.40)
(bz azwxwy mzl/lz mzz/[z sz/Iz Wy 0 0 1/Izz UZ

A matriz dos torques perturbadores totais depende das préprias caracteristicas do veiculo
espacial bem como das caracteristicas da sua orbita/trajetoria e é dada por M = M, + M, +
Mg + My + M,, + -+, onde M, denota a matriz do torque aerodinamico, M, a matriz do torque
eletromagnetico, M; a matriz do torque devido a radiacao solar, M, a matriz do torque
gravitacional, M,, a matriz do torque devido aos meteoritos, e .. matrizes de torque

adicionais.

Note-se que se tomarmos I, = 2I,, = 2I,, = (aya,a,)=(0,—1,1), que &€ uma pratica
comum no projeto de um veiculo espacial simétrico em relacdo ao eixo axial para estabilizar
0o movimento de rotacdo em torno do eixo do x, e tomarmos a matriz dos torques

perturbadores totais, M, tal que:

-10 10 0
I'M=]| 28 -1 0 (5.41)
0 0 -8/3

pode ser demonstrado facilmente que o sistema (5.40) na sua forma perturbada e nao-
controlada torna-se absolutamente igual ao sistema de Lorenz generalizado (5.42), que exibe
um atrator cadtico no seu espaco de fases e tem pelo menos um expoente de Lyapunov
positivo, 4 = (0.90, 0, —14.57) (Lorenz, 1963).

Wy —-10 10 07 [wy 0
wy,[=] 28 -1 O |wy| + | —wxw, (5.42)
W, 0 0 —-8/3]|w, Wy Wy
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Aplicacdo do controlo da seccéo (4.2):

Uma vez que a técnica proposta na seccao (4.2) requer que as saidas do sistema estejam
escritas na forma de combinagdes lineares das variaveis de estado, y = Cx, e as saidas
desejadas sdo, pelo contrario, funcdes nao-lineares das variaveis de estado (angulos de
atitude ¢, 0, i sao funcdes nao-lineares dos quaternides), pode-se considerar, na fase de
projeto do controlador, que os quaternides sdo as saidas reais do sistema, e calcular-se as
saidas de referéncia a parte através dos angulos de atitude de referéncia como indicado em
(5.39). Isto é, considerar que y = q = Clw q]" = C = [04y3 1,] € R**7. Observando o sistema

(5.40), a matriz de controlo é B =71,

O sistema aumentado como requerido em (4.34), x, = A x, + Bgsat, (u.) + ¢q(x,), vem da
forma (5.43), e se calcularmos 4, por exemplo, no ponto x* = [w* ¢*]" com w* = [w, w, w,] =
[303030]°/s e q* =[qo 91 92 q3] de tal modo que (¢,0,y) = (0,0,0)°, o sistema pode ser
perfeitamente controlado pela técnica proposta na seccao (4.2), isto €, com a lei de controlo
(4.38), dado que o par (4,4 B,) € estabilizavel, rank(M,) = 10 = n,, e 4, tem todos os seus
valores proprios com partes reais nao positivas. Neste caso em particular, o ponto x* nao

pode ser a origem porque neste ponto o sistema aumentado resultante nao é estabilizavel.

x A B1[x 053 Bu. + ¢(x)
X, = [ = [ ] + [ ]satuo(ug) + [ ] (5.43)
Uy 037 —Lflus L 3x1
= [(l"a] _ [010><10 010><4] [(pa] + [[( Of [ox. f(x) = A.f(x))" , O1x3] ] (5.44)
Xy Ogx10  OgxallXr 04x1

Considere-se que o objetivo do controlo consiste em estabilizar a atitude do veiculo espacial
em torno da origem (¢,08,¥) = (0,0,0)° quando este é perturbado de acordo com a

perturbacao (5.41). As saidas de referéncia a serem seguidas sdo entdo constantes e iguais a
¥-(®) =1[q0 41 q2 qs]" =[1 0 0 O]".

Considerando um sistema de referéncia quadridimensional dado por %, = A,x, + ¢,.(x,) como
requerido em (4.29), as saidas de referéncia y, = C,x, sdo facilmente obtidas colocando
A, =044 © ¢.(x,) =04y, C- =1, e inicializando-o com x,, =1[qo g1 9, 951" =[1 0 0 0]".

Desta forma, tem-se que y,(t) = x,(t) = x,, uma vez que x, = 0.

Simulacao 1:

Nesta aplicacao, os sistemas aumentados (5.43) e (5.44) sao resolvidos em simultaneo pelo

método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) entre t, = 0
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e tr = 15s, com um passo de 6t = 0.01s, e partindo das condigdes iniciais especificadas em
(5.45). Para estas condicoes iniciais e para os momentos de inércia
(Lyer Iy, 1) = (40,20,20) kg.m?, que representa por exemplo um microssatélite (para
m < 100 kg, o momento de inércia normalmente ndo é maior que 20 kg.m? (Yang & Sun,
2002)), a atitude do veiculo nado-controlado é cadtica e as suas velocidades angulares,
governadas pelo primeiro conjunto de equacdes diferenciais (5.37), exibem um atrator do
tipo Lorenz no seu espaco de fases como mostrado na Figura (5.34). O parametro k requerido
em (5.37) foi definido como k = 1/6t, os parametros assumidos para o controlador sdao os
apresentados em (5.46), e as restricoes assumidas para os controlos (torques e taxas) em
(5.47).

Condicées iniciais:

(0, 0y, ®,) = (10,10,10) °/s

T
Xo = [(Uxﬁwyﬁwz' 40,91, 92, q3] » com i
(90, 91,92, 93) tais que: (¢,6,9) = (30,45,30) °

xT,O = [QO; qlv qu qS]T ) tais que: (d)r! 97’1 lpr) = (01 0: 0) ° (545)
Buc + ¢(xo)
Uso = —Uc ’ Pao =
03><1

Pardmetros do controlador:

£=100 , y=04 , R=I, , Q=ecl, (5.46)

Restricoes dos atuadores:

—200 < u, <150 li,| < 3000
-150 <u, <150 lit,| < 2500 (5.47)
—150 < us < 200 lis| < 2000
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Figura 5.34. Atrator do tipo Lorenz: espaco de fases das velocidades angulares do veiculo ndo-
controlado, u = 0.

As Figuras (5.35) e (5.36) representam a atitude do veiculo espacial, descrita em termos de
angulos de Euler. A Figura (5.35) mostra a evolucao ao longo do tempo dos angulos eulerianos
(¢,0,9) juntamente com os angulos de referéncia (¢rer,6rer, Yrer), € a Figura (5.36) as
velocidades angulares do veiculo, (w,, w,, w,), relativamente aos eixos do corpo/veiculo x, y,
z, respetivamente. Os torques de controlo aplicados em cada eixo para estabilizar o veiculo
em torno da origem sao mostrados na Figura (5.37) e as respetivas taxas na Figura (5.38). O

controlo é ativado a partir do instante inicial, t,,, = 0.

60
—¢ [
40 / \ _____ q)ref [l ]
20 ~—_
0
-20
0 3 6 9 12 15
t [s]
60
—6 [
20 /"\

\ _____ eref [0]
20

-20
0

t[s]

60

—v [

40 / \ _____ Wref [0] I
0

-20
0

t [s]

Figura 5.35. Atitude do veiculo espacial em termos de angulos de Euler segundo os eixos x’, ', z'.
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Figura 5.36. Velocidades angulares do veiculo espacial segundo os eixos x, y, z.
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Figura 5.37. Torques de controlo aplicados ao veiculo segundo os eixos x, y,
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Figura 5.38. Taxas dos torques de controlo aplicados ao veiculo: |U,| < 3000, |U,| < 2500, |U,| < 2000.

Discussao relativa ao controlo da seccao (4.2):

Os resultados confirmam a eficacia e a robustez da técnica proposta. A atitude do veiculo
espacial é estabilizada em torno da origem, (¢,0,9) = (drer, Orefr Wrer) = (0,0,0)° =
(wy, wy, w,) = (0,0,0) °/s, mesmo na presenca de torques perturbadores, que, na auséncia de
controlo, u = 0, desencadeariam uma dinamica de atitude cadtica. O erro da saida € mantido
estavel no sentido de Lyapunov, |le,(t)|| < &, e que na verdade até é mesmo assintoticamente
estavel, lim,_.[le,(t)|| = 0, dada a natureza da relacao entre os torques perturbadores e as
velocidades angulares do veiculo, isto é, Mw, e as restricdes impostas nas magnitudes e nas
taxas dos atuadores, do tipo assimétricas (nas magnitudes), sdo efetivamente cumpridas,
—200 < uy; <150, —150 < u, <150, —150 <u3 <200, e |uy]| <3000, |i,] <2500, || <
2000, ver Figuras (5.35) a (5.38).

Um dos parametros do controlador, &, permite que o projetista possa encontrar um
compromisso entre a ordem de grandeza do erro da saida e o esforco do controlo. Quanto
maior o valor de &, menor € o erro da saida ey, € consequentemente, maior o esforco do
controlo efetivo u. Um outro parametro, y, permite deslocar os valores proprios da matriz em
realimentacao fechada para a esquerda na direcao do eixo real no plano complexo. Este
parametro ajuda a garantir que a matriz de realimentacao fechada do sistema aumentado é

de facto estavel. No entanto, é preciso ter em atencao que, dependendo dos valores de ¢ e y,
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a solucdo da Equacao Algébrica de Riccati (4.39), ou seja, P., poderd nao existir, ou entao
nao ser Unica. Por outro lado, se estes parametros forem muito grandes, o sistema controlado
podera nao ser estavel porque o esforco do controlo tera que ser, naturalmente, maior, mas
este tem que satisfazer, simultaneamente, as restricées das magnitudes e das taxas impostas
pelos atuadores. Para ajudar a contornar o problema, um outro parametro - uma matriz
diagonal de ponderacao, R, - pode ser ajustada de modo a que a equacao de Riccati tenha
uma Unica solucdo e/ou de modo também a que o esforco do controlo seja menor. Quanto
maior os elementos desta matriz diagonal, R, menor as magnitudes das variaveis de controlo.
A abordagem apresentada na seccao (4.2) vem aumentar o campo de aplicacao perante as
outras técnicas de controlo, ja que existem algumas aplicacdes/sistemas altamente
exigentes, como o caso de sistemas no campo aeroespacial, que requerem restricoes de
controlo assimétricas (relativamente a origem), ao invés de simétricas, e nesse sentido a
seccao (4.2) contribui com uma solucao engenhosa. Note-se, no entanto, que a abordagem
pode ser também aplicada com éxito a sistemas que requeiram restricoes de entrada

simétricas uma vez que restricdes simétricas constituem um caso particular de assimétricas.

5.2.3. Aplicacao 3: Posicdao de um Veiculo Espacial (PCR3BP)

O problema restrito de trés corpos refere-se a um sistema gravitacional compreendendo trés
corpos, em que um dos corpos, assumido de massa desprezavel em relacdo a cada um dos
outros dois, move-se no espaco envolvente devido as forcas gravitacionais exercidas pelos
dois corpos primarios. Do ponto de vista do projeto de missdes espaciais, o problema é de
extrema relevancia, sendo estudado muitas vezes quando se trata, por exemplo, da
transferéncia orbital de um veiculo espacial entre um planeta e uma lua. E bem sabido que
embora o movimento dos dois corpos primarios seja conhecido, o movimento do terceiro
corpo ja ndo o &, e nao pode ser previsto a ndo ser numericamente dado que o problema nao
tem uma solucdo analitica geral (Diacu, 1996). Por outro lado, ocorre um fenémeno
interessante: para algumas condicdes inicias, que na verdade correspondem a alguns pontos
da trajetoria, a trajetoria do veiculo torna-se caodtica. Alguns investigadores tém recorrido
entdo a alta sensibilidade das condicdes iniciais para realizar manobras orbitais a um gasto
minimo de combustivel, que tem sido reportado como sendo mais baixo do que o combustivel
requerido pela transferéncia classica de Hohmann (Bollt & Meiss, 1995; Macau & Grebogi,
2006).

Seguindo as referéncias (Koon, Lo, Marsden, & Ross, 2001; Mingotti, Topputo, & Bernelli-
Zazzera, 2009), a dinamica essencial do sistema tridimensional Terra-Lua-Veiculo pode ser
capturada por um modelo bidimensional, dado que as excentricidades orbitais médias da
Terra e da Lua sdao 0.017 e 0.055, respetivamente, e que a inclinacdo da orbita da Lua

relativamente a orbita da Terra é de 5.15° (valores baixos). Um modelo bidimensional
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standard do problema restrito de trés corpos é obtido considerando um referencial
baricéntrico, rotativo no sentido contrario dos ponteiros do relégio, com velocidade angular,
w, normalizada a 1, com a distancia entre a Terra e a Lua, [*, e a soma das suas massas,
m* = mg + my,, normalizadas também a 1, e com o tempo caracteristico, t*, definido de
forma a que a constante gravitacional universal adimensionalizada, G*, seja igualmente 1,
isto &, com t* = (I**/(Gm*))'/2. Neste referencial, a Terra e a Lua tém massas my =1 —pu e
my = u, respetivamente, e estao localizadas respetivamente em (xg, yz) = (—u, 0) e
(xmy Yu) = (1 =y, 0), como ilustrado na Figura (5.39). O parametro u € [0,1] representa o

racio de massa do problema restrito de trés corpos e é dado por p = m,,/m*.

Ly(ey)

1—p

Figura 5.39. Geometria do Problema Restrito de Trés Corpos Plano e Circular (PCR3BP) com grandezas
normalizadas.

0 modelo matematico do sistema Terra-Lua-Veiculo Espacial, com unidades adimensionais, é
descrito por (Caillau, Daoud, & Gergaud, 2012; No, Lee, Jeon, Lee, & Kim, 2012):

) . 1w "
i=x+2y——F(@+w——S@—-1+p
U ™
(5.48)
G —2x—1_“ N3
y=y 3 rﬁy

onde (x,v), (x,¥), (¥ 7) denota a posicao, a velocidade e a aceleracao do veiculo espacial,

respetivamente, e rz, ry, as distancias entre o veiculo e a Terra e a Lua, respetivamente,

e =+ w2 +y% 1y =/(x—1+p?+y%

Considerando a transformacao de variaveis: x; = x, x, =y, x3 = %, x, =y, 0 sistema (5.48)

reduz a forma de equacdes diferenciais ordinarias:

X1:x3
)Z2=x4
; 1w K 5.49
X3 =x;+2x,—— 0+ ——= G -1+ +u (5.49)
g Tm
1_
X4 = Xy — 2X3 — 3'ux2—£3x2+u2
g ™
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que, por sua vez, pode ser escrito como x = Ax + Bu+ ¢(x) com ¢(x) =f(x) —Ax e A=
df /0x. Nas ultimas duas equacgdes do sistema (5.49), u, e u, sdo duas variaveis de controlo
adicionais correspondendo as aceleracdes de controlo do veiculo espacial na direcao de x e y,

respetivamente. A matriz de controlo resultante, B, é:

00
o
B = € R**? (5.50)
o]
o 4

0 sistema (5.49) tem cinco pontos de equilibrio, designados tipicamente na mecanica orbital
como os cinco pontos de libracao ou pontos de Lagrange, e as suas localizacbes sao
encontradas resolvendo o sistema (5.49) na sua forma nado-controlada, isto é, com u =0,
x = f(x,u) = 0. Trés dos pontos sdo colineares com o eixo x e os dois restantes localizados de

tal modo que formam triangulos equilateros simétricos com os corpos principais.

Aplicacéo do controlo da seccao (4.2):

Seguidamente, usar-se-a a abordagem de controlo proposta na seccdo (4.2) para efetuar uma
manobra orbital considerando o sistema Terra-Lua-Veiculo Espacial. O objetivo consiste em
direcionar o veiculo para um dos pontos lagrangianos, partindo do pressuposto que o veiculo
encontra-se num movimento cadtico. Considere-se para este efeito o ponto L,(x,y), que se

encontra localizado entre a Terra e a Lua em L,(0.8369, 0).

Dado que x; = x; e x, = x,, considere-se que x; e x, sdo as saidas do sistema (5.49). A matriz

de saida resultante, C, é:

X1 1 0 0 O
y:[ ]:Cx = C:[ :|ER2X4 (5.51)
01 0 0

O sistema aumentado requerido em (4.34), x, = Ayx, + Bgsat, (u.) + @.(x,), vem na forma
(5.52), e se A for calculada no ponto x* = [x;, x,, x3, x,]7 = [0.8369, 0, 0, 0], o sistema
pode ser perfeitamente controlado através da técnica proposta na seccao (4.2), isto é, pela
lei de controlo (4.38), dado que o par (4, B,) é estabilizavel, rank(M,) = 6 =n,, e A, tem

todos os seus valores proprios com partes reais nao positivas.

(1[4 B
=] I ][ satutwor [ 5.52)

Ug 02)(4 —L Us 02><1
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b [‘Pa] _ [Oexa Oexz] [‘Pa] N [[(af/f’X-f(x) —Af(xX)" , Oixz ] (5.53)

Xy O2x6 O2x2] LXr 0,51

Sendo L; o destino final do veiculo espacial, as saidas de referéncia a serem seguidas sao
constantes e iguais a y,(t) = [x;, x,]7 =[0.8369, 0]T. Considerando um sistema de referéncia
bidimensional dado por x, = 4,x, + ¢,.(x,) como requerido em (4.29), as saidas de referéncia
¥ = Crx, podem ser facilmente obtidas colocando A, = 0,4, € @.(x.) =0,y, C. =1, €

inicializando com x,, =[x, x,]" = [0.8369, 0]". Desta forma, x, =0 e consequentemente

yr () = x,.(t) = Xr,0-

Simulagéo 1:

No que se segue, os sistemas aumentados (5.52) e (5.53) sdo resolvidos em simultaneo pelo
método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos de Resolugdo de ODE’s) entre t, = 0
e ty = 180 tu, com um passo de &t = 0.002 tu, e partindo das condigoes iniciais (5.54). Para
estas condicdes iniciais e para os parametros do sistema Terra-Lua especificados na Tabela
(5.1), a trajetoria do veiculo ndo-controlado é caética no espaco. O controlo é entdo ativado
em t, = 150tu para redirecionar o veiculo para o ponto de Lagrange L,. Os parametros
assumidos para o controlador sao os apresentados em (5.55) e a restricdes dos controlos
(aceleracoes e jerks) em (5.56). Note-se que o tempo é adimensional e, portanto,
apresentado em tu (time units). O calculo do tempo-real requer que t seja multiplicado por
t*, 1tu=4.342dias, e o mesmo tem de ser feito para as distancias, velocidades e

aceleracoes adimensionais, 1 du = 384400 km, 1 vu = du/tu e 1 acu = du/tu®.

Tabela 5.1. Parametros do sistema Terra-Lua.

Parametro Valor

Massa da Terra: mg 5.972 x 10%* kg

Massa da Lua: My 7.346 x 10*2 kg
Parametro massico: U 0.01215

Distancia média Terra-Lua: r 384400 km

Tempo caracteristico: t* 3.752 x 10% s , 4.342 dias
Constante gravitacional: G 6.674 x 10~ Nm?kg 2
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Condicbes iniciais:

Xog = [xl, X2, X3, x4]T = [0.8369, O,_0.0976, O]T y xr‘o = [Xl, xz]T = [0.8369, O]T

Bu. + ¢(xo)
Uso = —Uc y Pao = [ ] (554)
02x1

Pardmetros do controlador:

e=10 , y=15 , R=I, , Q=¢.l (5.55)
Restricoes dos atuadores:
—03<u, <18 ;] < 180

, (5.56)

As Figuras (5.40) e (5.41) mostram respetivamente a posicdo e a velocidade do veiculo em
planos de fases separados, e as Figuras (5.42) e (5.43) as respetivas evolucdes ao longo do
tempo. As aceleracdes de controlo e as respetivas taxas (jerks) requeridas em cada direcao
do referencial baricéntrico rotativo para direcionar o veiculo para o ponto de liberacao L, sao
mostradas na Figuras (5.44) e (5.45), respetivamente. As linhas azuis/tracejadas indicam o
comportamento do veiculo antes do controlo ser ativado, e as linhas vermelhas/sélidas o
comportamento com o controlo ativado, t>t, =150tu, e todos os graficos sao
apresentados em unidades adimensionais. As Figuras (5.40) e (5.42) representam também as

saidas do sistema - a posicao do veiculo espacial.
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Discussao relativa ao controlo da seccao (4.2):

Os resultados comprovam mais uma vez que o controlo formulado na seccao (4.2) é capaz de
direcionar o erro da saida de um sistema nao-linear com dindmica cadtica para a origem
cumprindo as restricoes impostas no controlo. O veiculo espacial é direcionado para o ponto
de Lagrange L,(x,y) = L,(0.8369, 0), sem exceder em qualquer instante as aceleracoes de
controlo efetivas, consideradas assimétricas, —0.3 < wu,(t) < 1.8, —2.0 < u,(t) < 0.2 [acu],
bem como os respetivos jerks, considerados simétricos, |u,(t)| < 180, |u,(t)| < 200 [acu/tu],

mantendo posteriormente a sua posicao (x,y) estavel no sentido de Lyapunov, [le,(t)|l =

Ilx ¥1" — [x, ¥, ]7Il < &, ou na verdade até mesmo assintoticamente estavel, lim,_.||e, ()| =
0, dado que o modelo ndo é sujeito a perturbacoes persistentes, ver Figuras (5.40) a (5.45).

Como ja mencionado na aplicacao anterior, os parametros do controlador ¢, y € R podem
ser ajustados por forma a achar um compromisso entre a ordem de grandeza do erro da saida,
o esforco do controlo, o tempo de assentamento (ja que ao diminuir o esforco do controlo o
tempo de assentamento aumenta), e o proprio grau de robustez do controlador.

Simulacdes foram também realizadas partindo de diferentes condicées iniciais, x,, com
diferentes passos de simulacao, &t, para diferentes instantes de ativacao do controlo, t,, ,
para diferentes limites de saturacao, u;min, Uimax> Wimax> ¢ = 1,2, € para diferentes valores
dos parametros ¢, y e R, e em qualquer dos casos o controlo revelou-se eficaz.

Tenha-se em atencao, no entanto, que apesar do tempo de assentamento ser
relativamente curto, aproximadamente 1.5tu = 6.5 dias, e portanto aliciar a aplicacao do
método nesta aplicacdo em particular, a presente simulacao tem simplesmente por objetivo
mostrar que o controlo é eficaz. Pois, numa manobra orbital real, esta deve ser planeada
pormenorizadamente de modo a aproveitar ao maximo os campos gravitacionais e a aplicar o
controlo de forma inteligente, ativando-o somente em instantes especificos, a fim de gastar o

minimo de combustivel possivel.

5.2.4. Aplicacdo 4: Sistema Aeroelastico (Asa de um Avido)

No campo aeronautico, um sistema aeroelastico refere-se a um sistema de uma aeronave que
inclui uma asa ou uma cauda, em que a interacdo da estrutura elastica com a inércia e as
forcas aerodinamicas pode causar fenomenos complicados devido aos efeitos nao-lineares da
estrutura. E bem sabido que a partir de uma velocidade especifica/critica de voo ocorre uma
oscilacdo ciclo limite, designada vulgarmente por flutter. O fenomeno surge quer em
escoamento subsdnico quer em escoamento supersonico, e sob condicdes especificas pode
degenerar ao caos (Alstrom et al., 2010; Bousson, 2010; F. Chen, Zhou, & Chen, 2011; Ramesh
& Narayanan, 2001; Wang et al., 2013; Zhao & Yang, 1990; Zheng & Yang, 2008). Por outro
lado, se o sistema aeroelastico controlado for sujeito a restricbes nos atuadores, o que
acontece na realidade, podem surgir também instabilidades estruturais no sistema

(Demenkov, 2008). Uma vez que tanto oscilacbes ciclo limite como possiveis oscilacoes
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cadticas sao fenomenos perigosos que podem levar eventualmente a falhas estruturais por
fadiga do material e consequentemente a desastres aéreos, € necessario encontrar um
controlo robusto que suprima efetivamente estes movimentos indesejados durante o voo.
Além disso, o controlador tem de lidar obrigatoriamente com restricdes nos atuadores, dado
que as amplitudes e as velocidades com que as superficies de controlo podem operar sao
limitadas, quer devido a limitacdes mecanicas, elétricas, aerodindmicas, ou mesmo por

questdes de seguranca ou de conforto dos passageiros.

Nesta subseccdo aplica-se as técnicas de controlo propostas nas seccoes (4.3) e (4.4) para
suprimir efetivamente movimentos indesejados num sistema aeroelastico. Seguindo as
referéncias (Chen, Peng, & Yau, 2012; Demenkov, 2008; Platanitis & Strganac, 2004; Wang et
al., 2013), o modelo da estrutura de uma asa, com dois graus de liberdade, inclui uma mola
linear orientada ao longo do deslocamento vertical do eixo elastico, uma mola rotacional ao
longo do angulo de arfagem, amortecedores correspondentes, e a uma dada velocidade do
escoamento livre a asa oscila ao longo da direcao do deslocamento vertical do eixo elastico e
roda no angulo de arfagem em torno do eixo elastico. Isto é, a asa flete e torce
simultaneamente em torno do eixo elastico. O controlo de ambos os movimentos é feito
através de duas superficies de controlo: uma no bordo de ataque e outra no bordo de fuga. A

Figura (5.46) ilustra o respetivo sistema aeroelastico de dois graus de liberdade.

b b=c/2

Figura 5.46. Sistema Aeroelastico com 2 DOF (graus de liberdade).

0 modelo matematico do sistema aeroelastico apresentado na Figura (5.46) é (Chen et al.,
2012; Demenkov, 2008; Platanitis & Strganac, 2004; Wang et al., 2013):

5 P 4 o AR
my,xX.b I g 0 collg 0 kyl()]la M
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onde o deslocamento vertical do eixo elastico (plunge displacement), h, e o angulo de
arfagem, a, sdo as variaveis a serem controladas, e y e f os angulos de deflexao das

superficies de controlo do bordo de ataque e do bordo de fuga, respetivamente.

Os termos aerodinamicos L e M, forca de sustentacdo e momento de arfagem,
respetivamente, podem ser modelados, para um cenario de voo subsonico, M, <1, e
oscilacdo de baixa frequéncia, f,, < 20 Hz, incluindo a superficie de controlo do bordo de

ataque e do bordo de fuga, pelas tao conhecidas funcoes de Theodorsen (5.58):

h /1 a
L =pV?®bCyps|a+ Tl <§ - a) bv + pV2bCygsP + pV?bCy, sy

(5.58)

2,2 h 1 a 212 212
M = pVeb“Crg—_crrS | +V+ (E_ a)bv + pVEb*Crp_crrSB + PV D" Crny—cssSY

em que p designa a massa especifica do ar, V a velocidade do escoamento livre (escoamento
nao perturbado), b metade da corda da seccao da asa (geometria retangular), s a
envergadura da asa, a a distancia adimensional a partir do ponto intermédio da corda até a
posicao do eixo elastico, C;, € C,,, 0s coeficientes de sustentacdo e de momento por unidade
de angulo de ataque, respetivamente, C;; e C,,z 0s coeficientes de sustentacio e de momento
por unidade de angulo defletido da superficie de controlo do bordo de fuga, respetivamente,
C, e Cy, os coeficientes de sustentacao e de momento por unidade de angulo defletido da
superficie de controlo do bordo de ataque, respetivamente, € Cpy—crrs Cmp—ersr Cmy—err OS
coeficientes de momento efetivos devido ao angulo de ataque e a deflexdo das superficies de
controlo do bordo de fuga e do bordo de ataque respetivamente em torno do eixo elastico,

definidos como:
1
Crma—efr = (E + a) Cio + 2Cq
1
Cm[?—eff = <E + Cl) ClB + ZCmB (559)

1
Cmy—eff = (E + a) Cly + 2Cmy

No sistema (5.57), m, representa a massa total do sistema (asa + eixo + suporte de apoio),
my,, a massa total da asa (asa + eixo), x, a distancia adimensional entre o centro gravitico e o
eixo elastico, I, = I.gm + Icg-wing + Mwing7sy; © Momento total de inércia em torno do eixo
elastico, onde I, designa o momento de inércia do pitch cam, I.,_,,, O Mmomento de
inércia da asa em relacdo do centro gravitico, m,,;,, a massa da asa, e 1., = bx,, ¢, € ¢, OS
coeficientes de amortecimento do deslocamento vertical do eixo elastico e do angulo de
arfagem, respetivamente, e k, e k,(a) os coeficientes de rigidez da mola do deslocamento

vertical do eixo elastico e da mola de arfagem, respetivamente.
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Aplicacdo do controlo da seccéo (4.3):

Denotando o vetor de estado por x = [h a h &]7, o vetor de saida por y = [h a]” e o vetor de

controlo por u = [ y]7, o modelo dinamico (5.57) pode ser expresso como (Demenkov, 2008):

x=f(x)+Bu (5.60)
y=Cx
com:
0, L
fe = [—F‘lCa(a) —F‘lG] *
(5.61)

0,
B = , C=1[I 0]
—F71L

em que:

F =

my mwxab]

myyx,b I,

[ —pV?2bsCig —pV?bsCy, ]
pVZbZSCmﬁ_eff pVZbZSCmy_eff
(5.62)
. [ cp + pVbsCy, pVb%sC,(1/2 — a)
_pVbZSCma—eff Ca — pVb3SCma—eff(1/2 - a)

ky, pV?2bsCy, ]

Cola) =
«(@) [0 ka(a)_pvzbzscma—eff

ka(a) = k]_ + kza + k3a2
Xo =—(0.0998 +a) , 7y =bx, (5.63)

— 2
Ia - Icam + Icg—wing + mwingrcg

O deslocamento vertical do eixo elastico h e os angulos a, 8, y sdo expressos em metros e
radianos, respetivamente. Os parametros do sistema sao apresentados na Tabela (5.2).

Considere-se que as derivadas de estabilidade e de controlo sao estimadas, e portanto, que
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sao conhecidas apenas com um dado grau de exatidao. Seja essa incerteza de 10% em torno

dos valores nominais 6, isto &, 6 € [0.906,,1.108,] onde 6 = [C;y Cpy Cipg Crmp Ciy Ciyl”-

Tabela 5.2. Parametros do sistema aeroelastico.

Parametro Valor Toleréncia
p 1.225 kg/m3 -
a —0.6719 -
b 0.1905m -
s 0.5945 m -
ky, 2844 N/m —
kq 12.77 Nm/rad -
k, 53.47 Nm/rad? -
ky 1003 Nm/rad? -
Ch 27.43 kg/s -
Ca 0.0360 kg. m?/s -
Mying 4.340 kg -
my, 5.230 kg —
mr 15.57 kg -
Leam 0.04697 kg. m? -
Leg—wing 0.04342 kg. m? -
Ciq 6.757 +10%
Crna 0 +10%
Cip 3.774 +10%
Cmp —0.6719 +10%
Cyy —0.1566 +10%
Ciny —0.1005 +10%

Note-se que todos os parametros assumidos como incertos encontram-se somente nos termos
lineares do modelo (5.60 - 5.63), pelo que o método proposto na seccao (4.3) pode ser
perfeitamente aplicado. Isto é, as incertezas do modelo refletem-se apenas nos termos
lineares AAx + ABu quando se reescreve o modelo na forma de um sistema linear mais
perturbacdes, e nao também em Ag@(x), dado que a Unica nado-linearidade do modelo
encontra-se na matriz C,(a), especificamente na funcao k,(a), que por sua vez nao contém

qualquer parametro incerto.

Decompondo f(x) como indicado em (4.57-4.58) considerando para o efeito o estado x* =

[0, 10.7/180, 0, 0], tem-se:
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[0 0 1 0]
|o 0 0o 1
A
|_
|

IR

2141 262 -29 -0.2|
8599 -1011.3 8.7 —O.ZJ

—0.195 + 32.247i
—0.195 — 32.247i
—1.352 + 13.593i
k—1.352 - 13.5931’J

A(4p) =

(5.64)
o o |
0 0
Big=
4225 —-0.544
49.74 8.013

rank([Bl'o AOBl,O A%BI,O e Ag_lBl,O]) =4=n

e, portanto, o par (4,,B;,) é controlavel (primeira condicao do teorema (4.3) satisfeita -
seccao (4.3)). Para as matrizes B,, Bs, D3, D5, D;q, C, especificadas em (4.56), a segunda e

a terceira condicao do teorema (4.3) sao igualmente cumpridas:

Onxm
DI.Dyy = [05n Im][ ; ]: =17t
m
L,
D;1C2 = [Omxn Im] [ ] = Oan (5.65)
Omxn

rank([CZ CZAO CzA% CzABl_l]T) =4=n

Resolvendo as equagdes de regulacao (4.52), obtém-se:

[0 0 0 0 1 0

| 0 0 0 0 0 1|
=

[-1 0 0 0 0 of

lo -1 0 0 0 o

(5.66)

.ﬂ
IR

[—0.302 —0.025 —0.132 —-0.009 20.48 5.588]
2960 0.127 0.816 —0.069 —234.5 91.53
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Calculando y para a maxima incerteza admissivel de acordo com (4.49 - 4.51), 8 = 1.106,,

obtém-se y = 0.1978, e a solucdo da equacdo algébrica de Riccati (4.55) é:

[1538 —1410 0163  0.040]
|« 13.67 —0.192 —0.005|
P | | (5.67)
| £ 0019 —0.013|
l * * * 0.013J

onde dois parametros de ponderacdo adicionais foram tomados em consideracao para ajudar
a encontrar a matriz simétrica e positivamente definida, P = P*,P > 0, iguais a ¢, = 1072 e
ep = 10%, £, &5 > 0, isto é, as matrizes Q e R definidas como Q = ¢,.Q e R = &.R (ver Anexo

D - Resolucdo da Equacdo de Riccati do tipo H,, para detalhes).

Dado que o objetivo do controlo nesta aplicacao em particular consiste em direcionar as
saidas para a origem, um sistema de referéncia de dimenséao dois, partindo da condicao inicial

nula, x,(0) = [0 0]7, torna-se adequado para gerar as saidas desejadas y, = [h a]” = [0 0]7.

Xy = Arxy + @ (x,
#r(r) (5.68)
Vr = Crxy

00 0 10
Ar=[ ] , wr(xr)=H , Cr=[ ] (5.69)
00 0 0 1

com:

Simulagéo 1:

Para efeitos de simulacao, as equacOes diferenciais dos sistemas (4.46) e (4.47) foram
resolvidas em simultaneo pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos de
Resolugdo de ODE’s) entre t, =0 e t; = 12s, com um passo de 6t = 0.01s, e partindo das
condicdes iniciais especificadas em (5.70). Na expressao (4.47), u foi definido em u = 100. A
velocidade do escoamento livre foi definida em V =13.40m/s e corresponde a uma
velocidade 25% acima da velocidade de flutter prevista numericamente, V. = [10.72,
10.73] m/s. O controlo é ligado em t, = 65, um instante no qual o sistema aeroelastico ja
se encontra numa oscilacdo ciclo limite. As amplitudes e velocidades das superficies de

controlo sdo limitadas a 8,y € [-25, 25]° e B,y € [-1000, 1000]°/s, ver (5.71).

Condicées iniciais:
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x, =[0.02 5.7/180 0.00 0.7/180]"
%o = [0.00 0.7/180]"

(5.70)
®o = f(x0,00) — Apxg
X0 = 0,([0.7/180 0. w/180]7)
Restricoes dos atuadores:
llullo, < 25.7/180 =
/ K (5.71)

llitll < 1000.7/180 = v

Os resultados apresentam-se nas Figuras (5.47) a (5.50). As Figuras (5.47) e (5.48) mostram a
evolucdo ao longo do tempo das varidveis de estado x = [h a h &]”, cujas duas primeiras
representam também as saidas do sistema. A magnitude das variaveis de controlo, na
verdade, os angulos de deflexdo das superficies de controlo do bordo de fuga e do bordo de
ataque, u = [B y]” sdo mostradas na Figura (5.49) e as suas respetivas taxas u = [ y]” na
Figura (5.50). As unidades de h e de a, B, y estao apresentadas respetivamente em

centimetros e em graus para melhor interpretacao fisica dos resultados. A Figura (5.51)

mostra ||[Tw + Bf,Ilr|| = g, e ||'Sw + I'r + B, Il7||_ = g, para verificar que a condicao (iv-b)

do teorema (4.3), (seccao (4.3)), é cumprida.
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Figura 5.47. Evolucao do deslocamento vertical do eixo elastico e do angulo de arfagem ao longo do
tempo, h e a, respetivamente. Estas variaveis de estado sdao também as saidas do sistema aeroelastico.
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Discussao relativa ao controlo da seccao (4.3):

As simulacdées numéricas comprovam que a abordagem proposta direciona efetivamente o
erro da saida para a origem, lim, e,(t) =0, garantindo que os limites de saturacao do
controlo sao cumpridos, |Ju(t)|le, < 25.7/180, |[it(t)]l» < 1000.77/180, como mostra as Figuras
(5.47), (5.49) e (5.50), respetivamente. Além do mais, os sinais de referéncia sao alcancados
dentro de um tempo de assentamento relativamente reduzido, aproximadamente 4 s, tendo
em conta que as variaveis de controlo sdo sujeitas as restricoes simultaneamente nas
magnitudes e nas taxas.

Simulacoes foram também efetuadas para diferentes valores dos parametros dentro dos
intervalos especificados, 6 € [0.906,, 1.106,], partindo de diferentes condicbes iniciais, x,,
para diferentes passos de simulacao, 6t, para diferentes limites de saturacao do controlo, 1 e
v, e em todos os casos o controlo foi alcancado com éxito.

No que diz respeito ainda a robustez contra incertezas nos parametros, note-se que o
critério invocado para garantir robustez é bastante forte, isto €, o teorema do pequeno
ganho, e portanto, tem-se que a lei de controlo aplicada pode, na realidade, controlar as
saidas do sistema mesmo que as incertezas estejam para além das especificadas, ou pelo
menos para incertezas ligeiramente maiores como bem conhecido na teoria do controlo
robusto.

Analisando a Figura (5.47), verifica-se que contrariamente ao que acontece com o angulo
de ataque, a, onde este é gradualmente atenuado a partir do instante em que o controlo é
ligado, t,,, =65, o deslocamento vertical do eixo elastico, h, aumenta antes de comecar a
diminuir. Tal significa que numa aplicacao critica como o sistema aeroelastico é preciso ter
alguma precaucao aquando da aplicagdo do método porque o aumento excessivo do
deslocamento vertical do eixo elastico, h, pode levar a falhas estruturais. Todavia, o efeito
indesejado em causa pode ser facilmente evitado através da imposicao de restricoes também
na saida do sistema.

Um outro ponto que merece também atencdo é o facto que a solucao da equacao algébrica
de Riccati (4.55), P, deve garantir que a matriz 4 = 4, — B, ,B],P + y 2B3;B} P seja estavel,
como indicado no teorema (4.3), (seccao (4.3)), e tal facto, pode restringir a incerteza
maxima admissivel. Porém, uma dada solucdo, P, é também admissivel desde que os dois
primeiros termos de A ndo tenham quaisquer valores proprios com partes reais positivas, isto
é, desde que Re[4;(4, — B; 0BT ,P)]| < 0. Simulagdes foram efetuadas considerando incertezas
nos parametros de +20%, ou seja, 6 =1.200, v 0 = 0.800,, condicdo em que resulta

y = 0.0989, que nao satisfaz, por conseguinte, Re[/li(ﬁ)] < 0, mas que verifica, por sua vez,

Re[4;(4o — B, Bl ,P)] < 0, e as vibragées foram igualmente suprimidas.
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Aplicacdo do controlo da seccéo (4.4):

Defina-se agora as variaveis de estado: x; = @, x, = &, x3 = h, x, = h. O sistema (5.57) pode

ser expresso também na seguinte forma (Chen et al., 2012; Wang et al., 2013):

5(1 = xZ
Xz = Cor X1 + Cononi X3 + Ca1Xz + CpaXz + ChyXe + Cg1 B + C1¥ (5.72)

9'63 = X4

.o 3 .
X4 = Ca2X1 + Canon2Xi + CaaXy + CpaXz + CippXa + Cpaf + €)Y

que por sua vez pode ser escrito na forma de uma parte linear mais uma parte nao-linear:

X = Ax + Bu + ¢(x):

(5.73)

com os coeficientes ¢, definidos como:
c; = pV?bs , c; = pV?b?s , D =mgl, — (myx,b)?
Ca1 = (mTCZCma—eff + myxabc,Cy — mTkl)/D

Canon1 = —Mrks/D

1 b
Cq1 = {[(mTCZCma—eff + meabclcla) (E - a) V] - mTCa} /D

Cp1 = myx,bky /D

_ mTCZCma—eff + meabclcla
Cill - V

+ meabch) /D

g1 = (mTCZCmﬁ_eff +meabchlB)/D

¢y1 = (MrcyCony—err + Myxabc, Gy ) /D
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Ca2 = _(CZmeamea—eff +¢11,Chq — meabkl)/D
Canonz = My Xgbks/D
1 b
Cop = — {[(szwxamea_eff + C1IaCza) (E — a) V] — mwxabca} /D

Chz = —kplg/D

- _ (CZmeamea—eff + Cllacla
%4

+ ch1a> /D

Cp2 = —(czmwxame[;_eff + C1IaClﬁ)/D

¢ya = —(camyx,bCry—ops + €11,Cry ) /D (5.74)
e com o coeficiente de rigidez da arfagem, k,(a), definido pelo seguinte polindomio:

ke(@) = ky + ksat? (5.75)

Dado que o objetivo na presente aplicacao consiste em suprimir vibracoes indesejadas sempre
que estas ocorram (ciclos limite ou oscilacdes cadticas), em termos de controlo o objetivo
pode ser simplificado a encontrar o controlo u = [ y]” que forca as variaveis de estado x; e
x; a serem zero em vez de forcar toda a trajetoria do sistema (5.73) a dirigir-se para a
origem. Note-se que x, = x; € x, = X5, pelo que dada a natureza destas relacdes a trajetdria

total é direcionada para a origem uma vez que d(cts)/dt = 0.

Sendo x; e x; as saidas do sistema (5.73), a matriz de saida, C, resulta:

X1 1 0 0 O
y = =Cx = C = € RZX4 (5.76)
X3 0 010

e os sinais de referéncia a serem seguidos neste caso em particular sao constantes, vy, (t) =

[0 0]7. Formando o sistema aumentado como requerido em (4.76), tem-se:

X1 [A Ou][X B p(x)
= 5.77
[Q] [C OZXZ] [q] * [OZXZ] UnVV(u) " [_yr(t)] ( )
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onde este se encontra agora na forma de um sistema linear perturbado, x, = A,x, +
B,0,, () + d(x,,t), € pode ser perfeitamente controlado pela estratégia de controlo proposta
na seccao (4.4), isto €, com a lei de controlo (4.79) seguidamente da (4.95), dado que o
termo perturbativo, d(x,,t), € limitado e o par (4,,B;) € controlavel, rank(M,) =6 =n, =

n+s.

De seguida, apresenta-se dois casos de simulacdo em que o sistema aeroelastico encontra-se
ja numa oscilacdo ciclo limite (a seccdo da asa movendo-se continuamente para cima e para
baixo e rodando simultaneamente em torno do eixo elastico) e o controlo é ativado para
suprimir este tipo de movimento indesejado. Para isso, o sistema aumentado (5.77) é
resolvido juntamente com a equacao (4.74) pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A -
Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) entre t, =0 e t; =25s, com um passo de
8t =0.01s, e partindo das condicbes iniciais especificadas em (5.78). Os parametros do
sistema aeroelastico sao os especificados na Tabela (5.2) e o parametro requerido em (4.74) é
u=100. O integral que determina a matriz F;1(®) na equacado (4.83) foi calculado
numericamente pela Regra de Simpson Composta, ver Anexo B.2 - IntegracGo Numérica. O
controlo é ligado em t, = 10s, um instante em que o sistema se encontra ja numa oscilagao
ciclo limite, e a comutacao do controlador de Korobov para o LQR ocorre quando a funcao de
controlabilidade satisfaz 6(t) <e=10"%%. Os parametros de ambos os controladores
apresentam-se em (5.79). Relativamente as restricdes dos atuadores, considera-se que cada
superficie de controlo, do bordo de ataque e do bordo de fuga, podem ter uma deflexao
maxima de 20°, y,B € [-20, 20]°, e que a velocidade maxima a que cada superficie pode

atuar é de 180°/s, y, f € [-180, 180]°/s.

Condicoes iniciais:

xo = [10.77/180 0 0.02 0] , wu,=1[00]" , qo=1[0 0] (5.78)

Pardmetros dos controladores:

Korobov: l=1 , a=4 , n =5 , n,=1

LQR: Q=I1, , R=Lx10® , y=05 (5.79)

Restricoes dos atuadores:

llullos < 20.7/180 =71 , Il < 180.7/180 = v (5.80)
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Simulagao 1:

Nesta primeira simulacdo, a velocidade do escoamento livre, V, é assumida constante e
selecionada de modo a desencadear o fendmeno de flutter (oscilacdo ciclo limite), V =
1.25V; = 13.40 m/s, em que V, = 10.72 m/s. Nas Figuras (5.52) e (5.53) mostra-se a evolucao
ao longo do tempo das variaveis de estado do sistema aeroelastico. A Figura (5.52) representa
as variaveis de estado que sdao também as saidas do sistema, a e h, e a Figura (5.53) as
respetivas taxas, ¢ e h. A primeira linha vertical vermelha/tracejada indica o instante em
que o controlo de Korobov é ligado e a segunda linha o instante em que o controlo é
comutado para o LQR. As Figuras (5.54) e (5.55) mostram respetivamente as amplitudes e as
taxas das superficies de controlo dos bordos de ataque e de fuga. As Figuras (5.56) e (5.57)

mostram respetivamente os planos de fase (a, ) e (h, h).
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Figura 5.52. Evolucao do angulo de arfagem e do deslocamento vertical do eixo elastico ao longo do
tempo, a e h, respetivamente. Estas variaveis de estado sao também as saidas do sistema aeroelastico.
A 12 linha vertical vermelha/tracejada indica o instante em que o controlo de Korobov é ligado e a 2* o
instante em que se da a comutacao para o LQR.
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Figura 5.53. Evolucao da taxa do angulo de arfagem e do deslocamento vertical do eixo elastico ao longo
do tempo, ¢ e h, respetivamente.
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Figura 5.54. Deflexao das superficies de controlo do bordo de fuga e de ataque ao longo do tempo, g e
y, respetivamente: —20 < B,y < 20.
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Figura 5.56. Plano de fase (a, @) do sistema aeroelastico.
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Figura 5.57. Plano de fase (h, ) do sistema aeroelastico.

Simulagéo 2:

Para validar a robustez contra incertezas nos parametros considera-se na simulacdo seguinte
uma alteracao da velocidade do escoamento livre ao longo do tempo, V, de acordo com a

funcao (5.81), Figura (5.58). Os resultados apresentam-se nas Figuras (5.59) a (5.62).

V = 13.40 + 5sin(2m x 0.2t) (5.81)
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Figura 5.59. Evolucao do angulo de arfagem e do deslocamento vertical do eixo elastico ao longo do
tempo, a e h, respetivamente. Estas variaveis de estado sao também as saidas do sistema aeroelastico.
(com a velocidade do escoamento livre perturbada).
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Figura 5.60. Evolucao da taxa do angulo de arfagem e do deslocamento vertical do eixo elastico ao longo

do tempo, ¢ e h, respetivamente. (com a velocidade do escoamento livre perturbada).
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Figura 5.61. Deflexao das superficies de controlo do bordo de fuga e de ataque ao longo do tempo, g e
y, respetivamente: —20 < 8,y < 20. (com a velocidade do escoamento livre perturbada).
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Figura 5.62. Velocidade das superficies de controlo do bordo de fuga e de ataque ao longo do tempo, £
e y, respetivamente: —180 < 8,y < 180. (com a velocidade do escoamento livre perturbada).
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Discussao relativa ao controlo da seccao (4.4):

Os resultados confirmam que o erro da saida permanece estavel no sentido de Lyapunov,
lle, ()l < &, o que na verdade chega mesmo a ser assintoticamente estavel, lim,_|le, ()]l =
0, dada a natureza dos sinais de referéncia, y =[a h]” = [0 0]7, e que as restricdes do
controlo ndo sao excedidas em nenhum instante, |[u(t)|l, < 20.7/180, |[i(t)]l, < 180.7/180,
mesmo que os parametros do sistema, neste caso em particular apenas a velocidade do
escoamento livre, V, seja perturbada, V = V(t), ver Figuras (5.58-5.62).

Poder-se-a reparar que o tempo decorrido entre o instante em que o controlo de Korobov
é ligado (primeira linha vertical vermelha/tracejada) até ao instante em que a estabilizacao é
alcancada (x =[a & h h]" = [0 0 0 0]7) é relativamente grande (aproximadamente 8.3 s na
primeira simulacao - ver Figura (5.52), e 10.3s na segunda - ver Figura (5.59)), tendo em
conta o tipo de aplicacdo critica em questao, pois, qualquer oscilacdo deve ser suprimida o
mais rapidamente possivel porque pode levar a destruicdo da estrutura da asa por fadiga do
material. Contudo, tenha-se em atencao que se trata simplesmente de uma simulacao, em
que o controlo é ligado propositadamente depois do sistema se encontrar numa oscilacao
ciclo limite, com o intuito de verificar a eficacia e a robustez do método quando a condicao
inicial se encontra afastada da origem. Pois, na pratica, o controlo é ligado desde inicio por
uma questao de seguranca, isto é, a partir do momento em que o sistema se encontra no
estado de equilibrio, x =[a @ h h]" = [0 0 0 0]7, e portanto qualquer movimento induzido

por perturbacdes externas € suprimido de imediato.

5.3. Aplicacdo do Algoritmo de Detecdao + Controlo

Nesta seccao, o algoritmo de detecao de caos € acoplado a um dos métodos de controlo com
o intuito de demonstrar o funcionamento de ambos em simultaneo. Considera-se para o efeito
o modelo da atitude do veiculo espacial descrito na subseccao (5.2.2), e emprega-se o
algoritmo de detecédo, formulado no capitulo (3), juntamente com o método de controlo

descrito na seccao (4.2).

5.3.1. Aplicacdo 1: Atitude de um Veiculo Espacial

Considere-se o modelo da atitude do veiculo espacial descrito na subseccdo (5.2.2) - um
sistema nao-linear da forma x = f(x,0) + Bu com x = [& ¢]" - cujas equacdes dinamicas

reescrevem-se de seguida por uma questao de conveniéncia:

Wy Ay Wy Wy Wy U,
W= |w,| = |00z |+ [TIM (wy |+ 171 U, (5.82)
W, Q; Wy Wy Wy U,
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qo

[
2 2 2 2 Iql
j"‘k(l_(qo""h +4q; +q3))lq
2

Wy 0 w, —wy||q1

wy, —w, 0 l‘h
P

I |
[. | ‘ (5.83)
i

¢ = arctan(2(q,q3 + 9091)/(q$ — af — 45 + q3))
0 = arcsin(—2(q193 — 4092)) (5.84)
Y = arctan(2(q:1q; + 9093)/ (a5 + af — a5 — 45))

qo = cos(y/2) cos(6/2) cos(¢p/2) + sin(yp/2) sin(6/2) sin(¢/2)
q, = cos(y/2) cos(8/2) sin(¢p/2) — sin(yp/2) sin(0/2) cos(¢p/2)
q, = cos(y/2) sin(6/2) cos(¢p/2) + sin(y/2) cos(6/2) sin(¢p/2)
qs = sin(y/2) cos(68/2) cos(¢p/2) — cos(p/2) sin(6/2) sin(¢p/2)

(5.85)

Seja o objetivo do controlo estabilizar a atitude do veiculo em torno da origem, (¢,8,y) =
(0,0,0)°, quando este € sujeito a uma perturbacdo, representada na equacao (5.82) pelo
termo I"'Mw. Seja, por conseguinte, a saida do sistema (5.82-5.83) dada por y=q =
Clw q]". Dado que a atitude de referéncia é constante, tem-se, pelo conjunto de equacoes
(5.85), que os sinais de referéncia sao v,(t) =[qo q; q» q3]* =[1 0 0 0]”. Adotando um
sistema de referéncia como requerido em (4.29), i.e., %, = A,x, + ¢.(x,), as suas saidas,
y, = C,x,, € portanto os sinais de referéncia, sao facilmente obtidos atribuindo-se A, = 04,4,
0r(x;) = 0451, C, =1,, e partindo-se da condicdo inicial x,, =[qo 91 q2 q3]" =[1 0 0 0]7,

uma vez que x, = 0 = y,.(t) = x,.(t) = x,.¢.

Escrevendo-se o sistema aumentado, x, = Agx, + Bgsat,, (u,) + @,(xs), € 0 exossistema,

W = Sw + r, como requerido respetivamente em (4.34) e (4.36), tem-se:

% = [’_C ] [ ] [ ] [ ]satuo(ug) ; [B”C ’ "’(x)] (5.86)
U 0357 —LJflus 031
b [(i’a] _ [010x10 010x4—] [(Pa] N [[( of /ox.f(x) —A.f(x))" , O1x3] ] (5.87)
Xy O4x10 O4xal LXr 041
em que:
I, 0 0
of
= . e®=f-4x , B=|0 1/1, 0 (5.88)
e 0 0 1/I,
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rumax,l/uo,l 0 0 0

1 0 umax,z/uo,z 0 0
L=5 , i=1,..3 (5.89)
2 0 0 :
l 0 0 umax,m/uo,m
Ugi » U > Ugy
saty,, (W) =4 W , T U SU; S U , i=1,..3 (5.90)
—Ug; 5 U < Uy
e:
U1, max U1, min
: : Umax + Umin
Umax = : » Umin = : y Ue = f , Uy = Upmax — Ue (5.91)

um,max um,min

Considere-se, no que diz respeito a detecao, um sistema auxiliar da forma, z = Az + by,,:

] [-05 0][a] [1
AR I [N 5
Z 1 -o0sllz]l lo

cuja matriz A € uma matriz estavel com valores proprios 1 = (—0.5,—0.5), e portanto, com
todos os valores proprios com partes reais negativas como requerido em (3.2), Re[4;(4)] < 0,

i =1,2. (Note-se que esta matriz A ndo é a mesma que a matriz A descrita em (5.88)).

Simulagao 1:

Para efeitos de simulacdo, os sistemas (5.86), (5.87) e (5.92) sao resolvidos em simultaneo
pelo método de RK-Butcher (ver Anexo A - Métodos Numéricos de Resolucdo de ODE’s) entre
to=0 e t; =1200s, com um passo de 6t=0.01s, e partindo das condi¢bes iniciais
especificadas em (5.94). A (nica variavel considerada mensuravel é a primeira variavel de
estado, x; = w,, as medicdes, y,,s(n) = x;(n) + w(n), sdo efetuadas com um periodo de
amostragem dt = 1/f, = 6t = 0.01 s, e o nivel de degradacao do sinal medido com WGN ¢é de
SNR = 10dB (= 3:1), SNRgg) = 20log(A.r/0,). A janela de observagao requerida na detegao
tem comprimento N = 200 pontos e o limiar de decisao entre o comportamento regular e o
comportamento caético foi definido em y = 1.

Os momentos principais de inércia do veiculo tomados em consideracéo sao (I, Iyy,I,;) =
(40,20,20) kg.m?, no que resulta (ay,ay,a,)=(0,—1,1), e o parametro k, requerido na
equacao (5.83), definido em k = 1/6t. A matriz A € obtida por linearizacao do sistema (5.82-

5.83) na sua forma nao perturbada, i.e., com I"*M = 0, para o estado x* = [w* ¢*]7, com
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0" = [wy w, w,] =[30 30 30]°/s e q"=1[q0 q1 q> q3] tal que (¢,0,¢)=(0,0,0)°. Como
limitacoes do controlo, sao consideradas as restricoes apresentadas em (5.96). Com A
determinada neste ponto, x*, as matrizes resultantes do sistema (5.86), A, e B,, garantem
que o sistema (5.82-5.83) pode ser controlado com abordagem proposta na seccao (4.2), i.e.,
com o controlo virtual u, = —R™*BIP.x, + (R™'BIP.1+ Nw + B}lr e o controlo efetivo
u = ug + u,, dado que o par (4, B,) € estabilizavel, rank(M,.) = 10 = n,, A, apresenta todos
os seus valores proprios com partes reais nao positivas, ver (5.93), e as matrizes Il e T,
solucoes das equacdes de regulacao (4.37), com D = [04x10 —C.l, E=[l1p Oioxal, Coa =
[C 0443] € C =[04y3 1], €xistem.

Os parametros definidos para o controlador, ¢, y, R, Q,, apresentam-se em (5.95), os quais
garantem que a equacao de Riccati (4, +yI)TP. + P.(4, +yI) — P.B,R™'BIP. + Q. = 0 tem
solucdo, P., talque ., =PT e P. > 0.

Dado que o intuito passa por comprovar nao so a detecdao mas também o controlo e a sua
robustez, o controlo é ativado apenas quando é detetado uma atitude caodtica, permanecendo
sempre ligado a partir desse instante independentemente do tipo de comportamento. A
perturbacdo I"'Mw ¢é ativada entre t = 400 e t = 800 s com a matriz das perturbacées I"M
definida em (5.97). Desta forma, a simulacdo retrata o caso em que a atitude do veiculo
torna-se caodtica devido a perturbacdo I"*Mw e em que o controlo é ativado imediatamente
logo que detetado o caos, suprimindo portanto este tipo movimento indesejado enquanto o
sistema ainda se encontra sob o efeito da perturbacao.

Uma pequena perturbacao adicional, [0.1 0.1 0.1]7, e apenas pontual, i.e., ativada
unicamente no instante exato em que a perturbacao propriamente dita € ativada, t = 400 s,
foi ainda considerada na equacado (5.82), w. Isto porque uma vez que a perturbacdo é
dependente de w, (I"*Mw), ocorre que no instante em que a perturbacao é ativada tem-se
que w=[000]" e u=1[0 0 0]" e portanto que a dinamica nao evolui dado que @ = 0.
Contudo, esta perturbacao pontual é necessaria apenas devido as condicbes iniciais escolhidas
e por se tratar de uma simulacao computacional, ja que na pratica as velocidades angulares

nunca sdo exatamente nulas (ruidos).

0+ 0.2618i
0—0.2618i
0 + 0.4534i
0 — 0.4534i
0+ 0.5236i
AMAy) = . ,  Re[L(A]<0 , i=1,..10 (5.93)
0 —0.5236i
0
—8.5714
—8.3333
—5.7143
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Condicbes iniciais:

. (wx, wy,wz) = (0,0,0)°/s

T
Xo = [we wy W, Go 41 G2 93] , com '
(90,91, 92, q3) tais que: (¢,6,¥) = (0,0,0) °

Xro = [qo q1 49> qS]T ’ tais que: (d)ref:gref! lnbref) = (0: 0! 0) ° (594)
Buc + ¢(xo) 0
Uso = —Uc , Pao = ’ Zy =
03x1 0

Pardmetros do controlador:

e=500 , y=05 , R=IL , Q.,=c¢l, (5.95)

Restricoes dos atuadores:

—200 < uy <150 ;| < 3000
—150 < u, <150 , |t,| < 2500 (5.96)
—150 < u; < 200 |tz] < 2000
Matriz das Perturbacées:
—-10 10 0
I"'"M=| 28 -1 0]x0.2 , 400<t<800s (5.97)
0 0 -8/3

Os resultados da presente simulacao apresentam-se nas Figuras (5.63-5.68). A Figura (5.63)
representa a detecao e o controlo, onde o primeiro grafico indica o estado da perturbacao,
i.e., I"''Mw ativada - 1 ou desativada - 0, em que o segundo grafico representa a Unica
variavel medida, w,, o terceiro grafico a variavel efetivamente medida, y,,.(n) = w,(n) +
w(n), e o Ultimo grafico a saida do detetor: R calculado pela expressdao (3.3); € Ry;i—_cstados
indicando que a atitude do veiculo é regular ou caética com base no limiar y = 1. O controlo
€ acionado uma vez detetada a presenca de caos.

As Figuras (5.64) e (5.65) representam, respetivamente, as magnitudes das variaveis de
controlo, [u; u, u3)” =[U, U, U,]", e as suas taxas/derivadas, [i, u,u3]" = [U, U, U,]",
calculadas com base em (4.40), i.e., u = —Lu, + Lsat, (u;). A Figura (5.66) representa as

variaveis auxiliares utilizadas no algoritmo de detecéo, z; e z,, cujo o tipo de comportamento
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é caracterizado com base no sinal z,. As Figuras (5.67) e (5.68) representam, respetivamente,
as velocidades angulares do veiculo, w,, w,, w,, em torno dos eixos x, y, z, respetivamente,
e a sua atitude em termos de angulos de Euler, ¢, 6, ¥, em torno dos eixos x', y', Z/,
respetivamente. Embora os angulos de Euler e as velocidades angulares sejam expressos em
radianos e radianos/s, respetivamente, no que diz respeito a calculos, estes sao apresentados
nos graficos em graus e em graus/s, respetivamente, para uma melhor interpretacao fisica

dos resultados.

1
Pert: I'Mo Perturbagcéo: ON

Perturbagéo: OFF Perturbag&o: OFF
0
0 200 400 600 800 1000 1200
t [s]
400
200H —— o, [7s]

200 i

-400
0

200 400 600 800 1000 1200

400
200
0
-200
-400
0 200 400 600 800 1000 1200
t[s]
2k
""" R Controlo: OFF | Controlo: ON
1 — R bi-estado - JENGE T -
oLt “’“'"‘v""“":,f“..-—v'—‘—"—' hhhhh o “'\'\‘ r_.\,.,.—v‘""""“'“,A__\""’"“‘“"A\_.—l‘-k-v"
-‘.—--’
0 P
0 200 400 600 800 1000 1200
t [s]

Figura 5.63. Detecao e controlo da atitude caotica emergente num veiculo espacial devido ao efeito de
uma perturbacao externa.
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Figura 5.64. Torques de controlo aplicados ao veiculo segundo os eixos x, y, z:
—200 < U, =150, —150 < U,, < 150, —150 < U, < 200.
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Figura 5.65. Taxas dos torques de controlo aplicados ao veiculo: |U,| < 3000, |U,| < 2500, |U,| < 2000.
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Figura 5.66. Sinais efetivamente utilizados no processo de detecao, z; e z,, sendo o caos detetado com
base em z,.
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Figura 5.67. Velocidades angulares do veiculo espacial segundo os eixos x, y, z.
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Figura 5.68. Atitude do veiculo espacial em termos de angulos de Euler segundo os eixos x’, ', z'.

Discussao relativa a detecao + controlo:

Os resultados mostram a detecao de forma automatica de um movimento de atitude cadtico
num sistema aeroespacial tendo em conta que os sinais medidos encontram-se contaminados
com ruido e a supressao deste tipo movimento (naturalmente indesejado porque é provocado
por torques perturbadores inevitaveis no espaco) praticamente de imediato cumprindo as
restricdes impostas no controlo, ver Figuras (5.63) a (5.65), (5.67) e (5.68).

Da analise da Figura (5.63) poder-se-a questionar a primeira vista se nao seria benéfico
recorrer a um preditor por forma a antever o comportamento caotico, e, por conseguinte,
ativar o controlo antes do caos sequer se manifestar. A resposta a esta pergunta é
evidentemente que nao! Relembre-se que qualquer sinal cadtico é por natureza altamente
imprevisivel, e portanto, € teoricamente impossivel prever a sua trajetoria. Naturalmente
que € possivel prever a um curto espaco de tempo, no entanto, relembre-se também que
existe sempre um regime transiente entre cada mudanca de comportamento, seja de regular
para regular (ex.: estado de equilibrio < oscilacao periddica, duplicacao do periodo), ou de
regular para caotico, e vice-versa, e nesse caso o controlo seria ativado porque ter-se-ia
detetado uma mudanca de comportamento qualquer, e ndao porque o caos teria efetivamente

se manifestado.
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A Figura (5.66) realca a importancia do sistema auxiliar (5.92) no que diz respeito a detecao,
onde se verifica que a relacdo sinal-ruido do sinal z; é reduzida substancialmente quando
comparada com a do sinal medido, y,,., € que esta é reduzida por sua vez ainda mais no sinal
z, - o sinal verdadeiramente analisado pelo algoritmo de detecao - e que apesar de este nao
possuir exatamente a forma de onda de y,,, herda as suas caracteristicas dinamicas,
contribuindo desta forma para que o caos seja detetado com éxito em sinais altamente
corrompidos com ruido. Repare-se no terceiro grafico da Figura (5.63). O sinal medido, vy,
esta altamente contaminado com ruido, apresentando um valor médio nulo por exemplo em
t € [600, 1200] s, y,ps = 0, e portanto fazendo com que y,,s seja simplesmente WGN, e no
entanto o detetor indica um movimento regular como se de um sinal ‘limpo’ se tratasse. Esta
apresenta-se como uma das particularidades do novo detetor, ja que puro WGN é facilmente
reconhecido como um comportamento nao caético, contrariamente a outros métodos de
detecao que falham quase sempre na presenca deste tipo de ruido.

0O desvio padrao do ruido, a,, foi calculado com base na SNR pré-estabelecida, SNRgp) =
20log(A.f/0,) = 10 dB, e na amplitude eficaz de w,, A.r, NO regime em que w, apresenta o
comportamento cadtico, isto €, com a perturbacdo ON e com o controlo OFF, ja que na
auséncia da perturbacao tem-se w, = 0.

Relativamente a Figura (5.68), esta tem por objetivo mostrar que o controlo, embora
sujeito as restricoes, forca as ‘saidas do sistema’ a seguirem as saidas de referéncia,
(¢,0,9) = (¢refs Orerr Yrer) = (0,0,0)°. No periodo de t = 400 a t = 600 s, aproximadamente,
os angulos de Euler, ¢, 9, 1, ndo ultrapassam os +90° porque, embora sejam as saidas que
permitem ‘visualizar’ a atitude do veiculo, ndao sdo as saidas reais do sistema e sao
determinadas por funcdes que tém como contradominios ]—90, 90[° (arctan) e [—90, 90]°
(arcsin), ver equacdes (5.84). Obviamente que neste intervalo os resultados podem ser
apresentados de outra forma, modificando-os em termos de programacao de modo a se obter
angulos fora dos respetivos contradominios (ex.: 450 °, 540 °, 630 °, angulos congruentes de
90°, 180°, 270 °, respetivamente). No entanto, o importante a extrair desta figura é que a
atitude do veiculo é de facto estabilizada na atitude de referéncia assim que o controlo é

ligado.
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Capitulo 6

6. Conclusées e Sugestées para Futuras

Investigacoes

6.1. Conclusoes

A presente tese encontra-se dividida em duas partes fundamentais e contribui com dois
avancos significativos no que diz respeito a detecdo e ao controlo de sistemas dinamicos
continuos no tempo suscetiveis de exibir movimentos cadticos. A primeira parte aborda o
problema de detecao de caos em tempo-real, e a segunda, o problema de controlo e
sincronizacao robusta deste tipo de sistemas tendo em conta restricoes simultaneamente nas
magnitudes e nas taxas dos atuadores. Os métodos propostos vém solucionar tais problemas,
cujas técnicas mais avancadas da atualidade apresentam claramente desvantagens, sendo por
vezes até mesmo ineficazes, e nas quais suas resolucdes sao de extrema importancia uma vez
que tratando-se de problemas reais estes podem surgir em sistemas altamente criticos como

em sistemas aeroespaciais.

No que diz respeito a detecdo, um novo algoritmo, projetado de raiz, para detetar dinamicas
caoticas em tempo-real, a partir de uma Unica série temporal, e na presenca de niveis de
ruido consideravelmente elevados, é proposto.

0 principio da detecao tem como alicerce uma das principais caracteristicas dos sistemas
caoticos: qualquer trajetoria cadtica, independentemente da sua condicdo inicial, torna-se
altamente imprevisivel decorrido um periodo de tempo bastante curto. Ocorre que cada uma
das componentes da trajetoria - o sinal medido, por hipotese - é um sinal ‘aparentemente’
aleatorio, que exibe inUmeros maximos locais em diferentes intervalos temporais.
Fundamentado nesta premissa, € estabelecido uma janela de observacao deslizante,
compreendendo os maximizantes dos respetivos maximos, e, apds uma simples manipulacao
da informacao, um parametro especifica de entre dois tipos de dinamica: um movimento
regular (estado de equilibrio, movimento periodico, movimento multiperiodico); ou um
movimento cadtico. O processo de decisao é baseado num dado limiar por forma a tolerar um
determinado nivel de ruido, sendo que um valor do parametro igual ou inferior ao limiar
indica um movimento regular e um valor superior um movimento cadtico. Tratando-se de um
algoritmo projetado para ser aplicado em sistemas reais, o facto do ruido sempre presente
nas medicoes que influenciaria naturalmente o resultado da detecao nao poder ser evitado

apropriadamente, ainda que com recurso a filtros dada a natureza do comportamento
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caotico, é superado engenhosamente recorrendo a um sistema auxiliar que transforma o sinal
medido num outro sinal - o sinal verdadeiramente analisado - e que contém as mesmas
caracteristicas do sinal original mas com um nivel de ruido substancialmente mais baixo. E
desta forma que o detetor é capaz de detetar eficazmente a presenca de caos em sinais com
niveis de ruido consideravelmente elevados.

Simulacdes numéricas sao efetuadas para validar a eficacia do algoritmo utilizando para o
efeito trés aplicacoes/sistemas: um sistema classico, que apresenta no seu espaco de fases
um atractor em forma de borboleta similar ao célebre sistema de Lorenz; o movimento da
atitude de um veiculo espacial rigido e magnético numa orbita eliptica; e a dinamica de um
giréstato eletromecanico. Em ambas as aplicacdes, é considerado ruido branco gaussiano
aditivo nos respetivos sinais medidos/observados, a fim de comprovar e avaliar a robustez do
algoritmo de detecao.

Os resultados mostram que a distincdo entre os dois tipos de comportamento é bem clara.
0 comportamento cadtico € identificado quando, e somente quando, a dindmica subjacente é
de facto cadtica, e ndao quando ocorre por exemplo uma simples mudanca de comportamento,
como uma variacao da frequéncia de oscilacdo ou uma bifurcacdo. No que diz respeito ao
ruido, a detecao é efetuada com sucesso mesmo até com niveis de degradacdo do sinal na
ordem dos 10dB, uma relacdo entre a poténcia do sinal e a poténcia do ruido de
aproximadamente 3:1, respetivamente, o que é mais do que suficiente para a maioria das
aplicacdes ao nivel de engenharia.

Os aspetos mais poderosos do detetor prendem-se com o facto de este nao requerer o
modelo matematico do sistema, nem a estimacdo de todas as varidveis de estado ou
reconstrucdao do espaco de fases, isto €, o conhecimento de toda a trajetoria, porque a
detecdo é independente da natureza dos dados. O algoritmo é aplicado simplesmente a uma
Unica série temporal, e por isso ndo existe qualquer restricao relativamente a dimensao do
sistema em questdo. Uma outra vantagem esta relacionada com o comprimento da janela de
observacao. A detecao é efetuada com éxito mesmo com uma janela de observacdo bastante
pequena, de apenas 50 pontos. Por outro lado, dado que o detetor é baseado nos maximos
locais do sinal, ndo ha necessidade de se preocupar com a frequéncia de amostragem do
sinal, independentemente de se tratar de uma dinamica rapida ou lenta, contrariamente a
outras técnicas de detecao que exigem um cuidado especial para evitar possiveis fenomenos
de sobreamostragem. Por fim, a baixa complexidade do algoritmo é uma outra grande
vantagem, e é o que o torna definitivamente apropriado para uma detecao em tempo-real. O
algoritmo é bastante eficiente do ponto de vista computacional, quer em termos de esforcos

de programacao, quer em termos de tempo de computacao.

No que diz respeito ao controlo, quatro abordagens de controlo, todas elas com variacoes
entre si, sdo propostas para alcancar um controlo robusto de sistemas nao-lineares suscetiveis
de exibir modos de funcionamento cadticos sujeitos a restricdes nos atuadores. As quatro

abordagens sao formuladas tendo por hipétese que o controlo é exclusivamente de saida e
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que as restricdes no controlo sao ndo s6 nas magnitudes mas também nas taxas. Deste modo,
as contribuicées vém preencher, por um lado, a lacuna existente no que diz respeito ao
controlo de sistemas cadticos sujeitos a restricoes nos atuadores, e por outro, aumentar area
de aplicabilidade dos métodos, ja que o controlo é feito exclusivamente de saida e nao de
toda a trajetoria/estados.

Naturalmente que o controlo de saida robusto com restricoes nos atuadores poderia ser
conseguido também através de outras técnicas de controlo avancadas como por exemplo
através de desigualdades matriciais lineares. Contudo, dependendo da aplicacdo, e no caso
de desigualdades matriciais lineares, podera exigir ndo so fortes conhecimentos em teoria de
controlo como também uma experiéncia consideravel de pratica, porque muito
frequentemente alguns parametros do controlador tém que ser necessariamente relaxados
para alcancar um controlo admissivel. Por outro lado, técnicas com base em desigualdades
matriciais lineares recorrem a toolboxes numéricas para determinar iterativamente os ganhos
do controlador e tem-se que essas toolboxes poderdao nao se encontrar disponiveis em
qualquer software. O controlo com restricoes poderia ser conseguido também através de um
controlo preditivo. Contudo, note-se que a dinamica de um sistema caotico muitas vezes é
rapida, e nesse sentido o sistema de controlo requereria um microprocessador com um poder
de calculo relativamente elevado para poder resolver problemas de otimizacao rapidamente
entre sucessivas amostras. Outras técnicas com base em funcdes de Lyapunov juntamente
com estratégias de anti-windup poderiam ser também projetadas para conceber um controlo
com restricdes nos atuadores, no entanto, como bem sabido as funcées de Lyapunov sao
formuladas especificamente para um dado sistema, sao complicadas de obter na maioria dos
casos, e requerem uma boa preparacdo matematica para provar a estabilidade do sistema em
malha fechada. Neste sentido, as abordagens apresentadas destacam-se por serem elegantes
e altamente sistematicas. Se um engenheiro quiser estabilizar um sistema n&o-linear que
exiba um comportamento cadtico num dado estado de referéncia ou forcar as suas saidas a
seguirem sinais de referéncia especificados, seguir os passos descritos em cada uma das
abordagens € tudo o que é preciso para alcancar o objetivo mesmo sem requerer muita
experiéncia em teoria de controlo.

A primeira metodologia aborda o controlo de saida sujeito a restricoes simétricas nas
magnitudes e nas taxas do controlo. Numa segunda abordagem sao feitas modificacoes de
modo a garantir um controlo com restricdes assimétricas nas magnitudes e simétricas nas
taxas. Numa terceira sao feitas novamente modificacoes a fim de considerar, de forma
explicita, incertezas nos parametros do sistema a controlar. E numa ultima abordagem o
controlo é conseguido por uma outra estratégia que nao necessita do modelo matematico que
gera os sinais de referéncia.

Simulacdes numéricas sdo realizadas para validar a eficacia e a robustez de cada uma das
abordagens considerando para o efeito sistemas classicos bem estudados na teoria do caos e
sistemas reais da indUstria aeroespacial. Numa primeira validacdo, o objetivo consiste em

sincronizar as saidas do sistema de Lorenz com as saidas do sistema de Chua, ambas caoticas,
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considerando restricoes nas magnitudes e nas taxas do controlo, ruidos nas medicoes, nos
processos, e variacbes nos parametros do sistema controlado (Lorenz). Numa segunda
validacdao, o objetivo consiste em suprimir movimentos de atitude cadticos num veiculo
espacial que surgem devido a torques perturbadores inevitaveis no espaco considerando que
os torques de controlo e as respetivas taxas sao limitadas, e em realizar uma manobra orbital,
que consiste em direcionar um veiculo espacial sob influéncia dos campos graviticos da Terra
e da Lua para um dos pontos de Lagrange do sistema, considerando que as aceleracoes e os
respetivos jerks de controlo sao limitados. Numa terceira validacao, o objetivo consiste em
suprimir eventuais movimentos cadticos num sistema aeroelastico (asa de um avido),
considerando que os parametros do sistema (derivadas de estabilidade e de controlo) sao
conhecidos com incertezas, e que as amplitudes e as velocidades com que as superficies de
controlo podem operar sao limitadas. Uma ultima simulacdo tem por objetivo mostrar a
detecao em tempo-real de um movimento de atitude caodtico num veiculo espacial e a sua
estabilizacdo numa atitude de referéncia considerando torques e taxas de controlo limitadas.

As grandes vantagens das solucdes encontradas residem no facto que estas aplicam-se a
sistemas nao-lineares que podem vir a exibir dinamicas altamente complexas, que oferecem
robustez contra ruidos, perturbacbes externas e incertezas nos parametros, e que o controlo
tem em consideracao as saturacdes dos atuadores, nao s6 nas magnitudes, mas também nas
taxas. Além do mais, as abordagens nao exigem grandes esforcos computacionais porque as
leis de controlo sdo estaticas, todos os parametros sao calculados offline, e por conseguinte,
podem ser implementadas em plataformas de baixo custo.

As solucdes encontradas vém entdo contribuir para as mais avancadas técnicas de controlo
abertas a comunidade na medida em que consideram restricbes simultaneamente nas
magnitudes e nas taxas do controlo, opostamente a outras técnicas do controlo que nao
consideram qualquer tipo de restricbes e que sao requeridas particularmente em sistemas

aeroespaciais.

6.2. Sugestdes para Futuras Investigacdes

No que diz respeito a detecdo de caos, embora o objetivo tenha sido alcancado na sua
totalidade, isto é, tenha-se elaborado um algoritmo capaz de detetar comportamentos
caoticos em tempo-real e na presenca de ruidos de medicao, surgiram, entretanto, algumas
ideias que poderao ser trabalhadas futuramente a fim de melhorar ainda mais a capacidade
de detecao do detetor. Numa primeira fase, seria interessante efetuar um estudo profundo
para perceber se é possivel estabelecer uma relacdo entre o nivel de ruido - assumindo que
este é conhecido - e o limiar de detecao, de modo a melhorar, isto é, diminuir, a relacao
sinal-ruido admissivel pelo detetor. A introducdo de um filtro nao-linear a montante do
detetor seria uma outra possibilidade, que poderia melhorar naturalmente a relacao sinal-

ruido do detetor. Contudo, tal nao é direto, porque as técnicas de filtragem convencionais em
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tempo-real ndo sdao apropriadas para dinamicas cadticas, e portanto, sugeria-se, numa
segunda fase, a elaboracdo de novas técnicas de reducdo de ruido com aplicacdo em tempo-
real a dinamicas cadticas. Uma terceira ideia, que na verdade esta ja a ser desenvolvida pelo
autor, consiste numa extensao do conceito de detecao proposto para sistemas discretos no
tempo (mapas). Numa ultima fase, seria interessante também efetuar uma analise formal da
complexidade do algoritmo propriamente dita, isto €, em termos de operacdes, e comparar

com outros métodos de detecdo, ainda que estes ndo permitam uma detecao em tempo-real.

No que toca ao controlo robusto de sistemas caoticos, as abordagens propostas lidam,
especificamente, com o controlo e sincronizacdo de saida desta classe de sistemas, assumindo
que os sistemas em questao sao sujeitos a restricdes simultaneamente nas magnitudes e nas
taxas do controlo. No entanto, embora os objetivos tenham sido atingidos com sucesso,
existem algumas ideias interessantes, que ainda nao estao resolvidas, pelo menos a melhor
pesquisa efetuada pelo autor, e que poderao ser desenvolvidas. Note-se que nas abordagens
propostas, os atuadores podem saturar! Porém, é bem sabido que os sistemas caoticos sao
extremamente sensiveis as condicdes iniciais, e nesse sentido, acredita-se que sera possivel
direcionar a trajetéria de um sistema caético para um dado ponto no espaco de fases através
de ‘pequenas quantidades de controlo’, sem que os limites de saturacao sejam sequer
alcancados. Assim, fica aqui um problema pertinente, o qual gostaria que viesse a ser alvo de
futuras investigacdes: como controlar (ou sincronizar) as saidas de sistemas caéticos, sem
sequer saturar os atuadores?

Um outro ponto que podera também ser desenvolvido com base nas técnicas apresentadas
nesta tese esta relacionado com o tipo das restricdes consideradas no controlo. Embora as
restricdes do controlo sejam nao so6 nas magnitudes mas também nas suas taxas, de modo a
abranger os sistemas mais exigentes em termos das limitacoes dos atuadores, as restricoes
sdo, a excecao do controlo da seccdo (4.2), simétricas (relativamente a origem) ambas nas
magnitudes e nas taxas. Repare-se entdo que, embora estas abordagens sejam aplicaveis a
uma grande classe de sistemas sujeitos a restricdes nos atuadores, existem, no entanto,
determinadas aplicacbes muito especificas que podem exigir restricbes no controlo
assimétricas, ndo so nas magnitudes mas também nas taxas.

Outras extensdes sao também possiveis, como por exemplo, considerar a hipdtese de uma
realimentacdo da saida, incluindo ruidos, em vez de uma realimentacao de todos os estados,
por forma assegurar uma robustez também contra ruidos de medicao, e ndo simplesmente em
relacdo as perturbacoes e as incertezas paramétricas do modelo. Especificamente no ambito
do controlo da seccao (4.3), surge também a ideia de expandir o respetivo método no que diz
respeito aos parametros associados a incertezas, ja que, por hipotese, estes parametros estao
nos termos lineares do sistema. Embora a abordagem abranja uma vasta gama de aplicacées,
podera, de certa forma, ser expandida para os sistemas cujos parametros incertos possam
figurar também nos termos nao-lineares, e nesse sentido, tornar a abordagem mais

generalista aumentando ainda mais a sua area de aplicabilidade.
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Anexos

Anexo A - Métodos Numéricos de Resolucao de Equacdes

Diferenciais Ordinarias

A.1. Método de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta de 4° e 5° ordem sdo os mais utilizados na integracdo das
equacdes diferenciais que descrevem o movimento de sistemas dinamicos, devido a sua
simplicidade e exatidao que apresentam face ao esforco computacional exigido. O método
mais comum é o de 4° ordem, usualmente designado por RK4, método cldssico de Runge-
Kutta, ou simplesmente por método de Runge-Kutta. E um método de passo simples, e que

requer apenas 4 calculos da funcao por passo, como descrito de seguida:

Considere-se o seguinte problema de valor inicial:

x = f(t,x) ; x(to) = Xo

Conhecendo-se as condicoes iniciais (t,, x,), a solucao da equacao/sistema ao longo do tempo

X, X1, X, ..., Xy, € Obtida, de uma forma aproximada, por (Fong, De Kee, & Kaloni, 2003):
1
xn+1 = xn + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4_)

em que as variaveis k;'s sdo dadas por:

ky = h.f(tn, xn)

ky = h.f(tn + h/2, %0 + k1/2)
ks = h.f(tn + /2, xn + ky/2)
ky =h.f(tn + h, X + k3)

e o instante ao longo do tempo, para qual cada ponto x,., é calculado, é dado por t,,, =
t, + h, em que h designa o passo de integracao, e deve ter um valor bastante pequeno (ex.:
h=1072).

A.2. Método de Runge-Kutta-Butcher

0 método RK-Butcher, derivado do método de Runge-Kutta, é um método de resolucao de
equacoes diferenciais considerado comummente de 6° ordem por se assemelhar aos métodos

de 6° ordem, isto é, requer o calculo de 6 funcdes (ky,...,k¢) para determinar o estado
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seguinte x,,,. Contudo, a sua ordem de trabalho é, na pratica, muito proxima de cinco,
sendo na realidade um método de 5° ordem. Ainda assim, apesar de ser de 5° ordem, Park e
seus colaboradores (Park, Evans, Murugesan, & Sekar, 2005) num estudo comparativo entre
varios métodos (RK-Butcher, RK-Fehlberg, RK-Merson, RK-média aritmética (RKAM), e
outros), comprovam que o método de RK-Butcher é o que apresenta resultados mais precisos

quando comparados com as solucoes exatas.

Dado um sistema de equacdes diferenciais ordinarias (ODE’s) da forma:
x = f(t,x) ;o x(to) = xo

a solucéo do sistema ao longo do tempo € obtida, de uma forma aproximada, por (Park et al.,
2005):

1
Xns1 = X + g5 (Thy + 32Ky + 12k, + 32ks + The)

em que as funcodes k;'s sao dadas por:

ki = h. f(tn xn)

ky = h.f(ty +h/4 %, + ki /4)

ks = h.f(tn +h/4 %, + ki /8 + ky/8)

Ky =h.f(ty+h/2,%, — ky/2 + ks)

ks = h.f(t, + 3h/4, x, + 3k, /16 + 9k, /16)

ke = h.f(ty +h x, — 3ky /7 + 2ky/7 + 12ks/7 — 12k, /7 + 8ks/7)

0 passo de integracao é definido por h, deve ter um valor bastante pequeno (ex.: h = 1072),
e os instantes ao longo do tempo para o qual cada ponto x,,; é calculado é dado por t,.; =
t, + h.

Anexo B - Diferenciacao e Integracao Numérica

B.1. Diferenciacdo Numérica

Aproximacdo da Primeira Derivada:

A definicao de derivada de uma funcédo f num ponto x € (Burden & Faires, 2010):

fx+h)-fx)

0 =i =
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Esta formula da-nos um caminho 6bvio de calcular o valor aproximado de f'(x): calcule-se

simplesmente a derivada pela férmula das diferencas finitas progressivas:

fG+h) —fx)

[ ==

ou de uma forma, digamos, simétrica, através da formula das diferencas finitas centradas:

L fGHR) —f(x—h)
1) = —

com um valor de h bastante pequeno (ex.: h = 1075).

Aproximacdo da Segunda Derivada:

Se a primeira derivada existir, a segunda derivada pode ser calculada, do mesmo modo, como
(Burden & Faires, 2010):

ey TR =)

ou entao, de uma forma simétrica, como:

£ =f(x+h) —2);l(2x) +f(x—h)

B.2. Integracdo Numérica

Regra de Simpson Composta:

O integral de uma funcdo f(x) entre os respetivos limites de integracao a e b, pode ser
obtido numericamente, de uma forma aproximada, pela Regra de Simpson Composta. A
abordagem consiste em dividir o intervalo [a,b] em N subintervalos (com N par, nimero
impar de pontos) e aplicar a Regra de Simpson Simples entre cada intervalo. A expressao

resultante é definida por (Burden & Faires, 2010):

N/2-1 N/2

b
h
[rwax=3|r@+2 D F0a) 4 ) G5 + 1)
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em que h=(b—-a)/N e x;=a+ih com i=0,1,..,N. Quanto maior for o nimero de
subintervalos, N, mais exato sera o valor do integral, e, em contrapartida, maior sera o

esforco computacional.

Anexo C - Resolucao das Equacdes de Regulacéao

0 seguinte sistema, cuja primeira equacao é uma equacao de Sylvester, é conhecido como
equacodes de regulacao lineares, ou também como equacdes de Francis, e a sua resolucao é

essencial para terminar algumas leis de controlo apresentadas nesta tese:

1S = ANl + B,T + B,
0 =CI+D,

Seja vec: R¥¢ — R*! yma funcao matricial tal que, para qualquer matriz X € R¥¢:

X1
vec(X) =
Xc

onde, para i =1,..,c, X; é a i-ésima coluna de X. Aplicando esta transformacdo a todos os

termos, resulta:

vec(I1S) — vec(AIl) — vec(B,T) = vec(B,)
vec(C,IT) = vec(—D,3)

Assumindo as dimensoes: A € R, B, € R™™ § € RS, B, € R™*, (; € RP*™; as matrizes Il

e I' tém, respetivamente, dimensées n X s € m X s.

Através de umas preposicoes que podem ser encontradas nas referéncias (J. Huang, 2004;

Saberi et al., 2011), as equacdes acima podem ser reescritas como:

(ST®I,)vec(Il) — (I,®@A)vec(IT) — (I;®B;)vec(') = vec(B,)
(Is®Cy)vec(Il) = vec(—Dy5)

onde I;®A denota o produto de Kronecker entre as matrizes I; e A.

Através da seguinte manipulacdo matematica:
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Ay B,

ST™®I, — I,®A) vec(IT) — (I,®B) vec(I') = vec(B,)

(s,®Cy) vec(Il) = vec(—Ds;)
Cs

estas equagoes podem ser transformadas num sistema algébrico linear padrao, da forma:

vec(l) B vec(—D;;)
H z b

[A* —B, ] [vec(l’[)] B [ vec(B,)

C. Ospxsm

e as matrizes I e T formadas depois de calculado o vetor z = H™1b.

Anexo D - Resolucao da Equacao de Riccati do Tipo H,

A equacao algébrica de Riccati continua no tempo:
ATP + PA—PB,BTP +y~2PB;BIP+Q =0

pode ser reescrita, apés uma manipulacao matematica, como:

2 “1rn7
=y’ 0 B
ATP + PA—P[B; B] e ("”)X"‘] [ i] P+Q=0
B mx(n+q) Im B1
R BT

onde I e 0 denotam respetivamente matrizes identidade e matrizes nulas.

A sua Unica solucao, P = PT, P > 0, pode ser facilmente calculada, se existir, pela seguinte
funcao disponibilizada em MATLAB®: P = care(4, B, Q,R).

Anexo E - Glossario

Atrator Estranho / Caético - refere-se a um conjunto atrator no espaco de fases no qual o
movimento das trajetdrias é cadtico. E um atrator que niao é um ponto de equilibrio, nem

um ciclo limite, nem um atrator quasiperiodico, e a sua dimensao é fractal.

Bifurcacao - designa a alteracéo do tipo de movimento quando um parametro ou um conjunto

de parametros do sistema dinamico é alterado. Por exemplo, quando um sistema passa de
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um estado de equilibrio para dois estados de equilibrio a medida que um dos parametros

aumenta/diminui.

Cadtico - representa o tipo de movimento que ¢é sensivel a alteragdes nas condicoes iniciais;
um movimento para o qual trajetorias que comecam com condicdes iniciais ligeiramente
diferentes divergem exponencialmente; um movimento que resulta num expoente de

Lyapunov positivo.

Ciclo Limite - um atrator que é periddico no tempo, i.e., que os ciclos tornam-se periodicos

através de uma sequéncia ordenada de estados.

Controlabilidade - diz-nos se é possivel transferir, através de um controlo externo continuo
por partes, u(t), a trajetdria de um sistema, x(t), de um estado inicial qualquer, x,, para
um estado final qualquer, x;, num intervalo de tempo finito, t, <t < t;. O tempo finito &
motivado por razdes praticas, assim como o controlo continuo por partes, que exclui a

hipotese deste poder ser arbitrariamente grande num dado instante.

Deterministico - refere-se a um sistema dinamico cujas equacdes do movimento, os
parametros e as condicdes iniciais sdo bem conhecidas e que nao sao estocasticas. Um
sistema deterministico pode exibir movimentos que aparentam ser aleatorios como € o

caso dos sistemas caoticos.

Espaco de Fases - em sistemas dinamicos governados por um conjunto de equacdes
diferenciais de primeira ordem, é um espaco cujas coordenadas sdo as variaveis de estado

ou apenas algumas componentes do vetor de estado.

Estabilizabilidade - diz-nos se é possivel transferir, através de um controlo externo continuo
por partes, u(t), a trajetdria de um sistema, x(t), de um estado inicial qualquer, x,, para
a sua origem, x; = 0, num intervalo de tempo finito, ¢, <t < t;. A estabilizabilidade é um

conceito de controlabilidade mas no entanto mais fraco.

Expoente de Lyapunov Caracteristico - também conhecido como expoente de Lyapunov
dominante e por maior expoente de Lyapunov, designa, como o proprio nome indica, o
maior dos expoentes de Lyapunov. Representado comummente por 1,, é o mais importante
de todos os expoentes, sendo que permite caracterizar o tipo de movimento e inclusive

detetar a presenca de caos.

Expoentes de Lyapunov - indicadores que medem a taxa média de divergéncia/convergéncia
exponencial ao longo do tempo de duas trajetoérias adjacentes no espaco de fases com
condicoes iniciais diferentes. Um expoente de Lyapunov positivo indica a existéncia de um

movimento caotico.

Flutter - € um fenomeno que ocorre devido a interacao entre forcas aerodinamicas, elasticas
e inerciais numa estrutura sélida elastica (ex.: asa de uma aeronave). As forcas
aerodinamicas afetam o modo de vibracdo natural da estrutura, induzindo uma vibracdo

autorealimentada, com aumentos bruscos de amplitude e potencialmente destrutiva. Em
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sistemas nao-lineares, o flutter é normalmente interpretado como uma oscilacdo ciclo
limite, e no caso de uma asa de uma aeronave, resulta muitas vezes de um movimento

combinado de flexao e torcao da asa.

Fractal - € uma forma geométrica abstrata, com padrées complexos que se repetem
infinitamente mesmo que o espaco ocupado seja limitado, em que cada uma das suas
partes é constituida por uma imagem de si propria. Constituem assim imagens belas com
propriedades conhecidas como autossimilaridade, invariancia de escala e detalhe infinito.
Formam um conjunto de pontos hum espaco de dimensao n que tem uma dimensao fractal

nao inteira inferior a n.

Funcdo de Melnikov - uma medida da distancia entre as variedades estavel e instavel
associadas a um ponto sela numa dada seccdo de Poincaré. Segundo a teoria de Melnikov,
quando as duas variedades se intersetam transversalmente a funcao apresenta um zero

simples indicando a existéncia de caos.

Hipercaos - um sistema dinamico onde o espaco de fases é esticado em duas ou mais

direcées; um movimento que resulta em dois ou mais expoentes de Lyapunov positivos.

Horizonte de Previsibilidade - tempo caracteristico até o qual é possivel prever a trajetoria
do sistema cadtico. O horizonte de previsibilidade é, para uma trajetoria caotica,
bastante reduzido - e por isso é que nao se consegue prever a meteorologia com precisao
para além de apenas alguns dias - e esta relacionado com o maior expoente de Lyapunov,
ty~1/4,.In(a/ey). Aqui, A, denota o maior expoente de Lyapunov; e, o erro inicial entre o
estado estimado e o verdadeiro; e a uma tolerancia, na qual a estimativa é considerada
aceitavel. Repare-se na dependéncia logaritmica de e,. Significa que, na pratica, nao
importa o quanto esforco que se faca para reduzir o erro inicial, pois a trajetdria torna-se

imprevisivel para além de alguns multiplos de 1/4,.

Intermiténcia - um tipo de movimento cadtico no qual longos intervalos de tempo de um
movimento regular sao seguidos de curtos intervalos tempo de um movimento do tipo

aleatorio.

Movimento Browniano - um movimento aleatério, continuo, e nao diferenciavel, que
descreve o movimento efetuado por uma particula suspensa num fluido, resultante da sua

colisdo com as moléculas do meio envolvente.
Orbita / Trajetoria - uma sequéncia de pontos do sistema no seu espaco de fases.

Orbita Heteroclinica - uma 6rbita num mapa que ocorre quando a variedade estavel e a

variedade instavel de pontos sela diferentes se intersetam.

Orbita Homoclinica - uma érbita num mapa que ocorre quando a variedade estavel e a

variedade instavel de um ponto sela se intersetam.
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Plano de Fases - em sistemas dinamicos governados por um conjunto de equacgdes
diferenciais de primeira ordem, é uma representacao no plano de duas das variaveis de

estado do sistema.

Ponto de Equilibrio / Fonto Fixo - para um sistema dinamico continuo, € um ponto no espaco
de fases para o qual a solucao do sistema tende a medida que o regime transiente decai
(t - o). Para um sistema discreto (mapa), € o um ponto para o qual o sistema converge a

medida que o mapa é iterado.

Ponto Sela - na teoria geométrica das equacdes diferenciais, € um ponto de equilibrio com
valores proprios reais em que pelo menos um dos valores proprios é positivo e outro é
negativo; um ponto, normalmente num espaco tridimensional, que atrai numa dimensao e

repele noutra.

Quasiperiodico - um tipo de movimento exibido por um sistema dinamico que contém um
numero finito de frequéncias incomensuraveis. Numa seccdo de Poincaré, este tipo de
movimento é caracterizado por uma curva fechada, e assim o é, no caso de duas

frequéncias, porque o nimero rotacional, R = w,/w;, onde w; denota a frequéncia, é

irracional (ex.: v2; m).

Seccao de Poincaré - uma sequéncia de pontos no espaco de fases gerada pela intersecao do

fluxo de um sistema continuo com uma dada superficie/seccao.

Sistema Caotico - um sistema dindamico deterministico nao-linear que pode exibir um
comportamento cadtico ou ndo dependendo dos valores dos parametros. Quando
conhecido é naturalmente introduzido com os parametros que fazem desencadear um
movimento caotico (ex.: sistema de Lorenz; Rossler; Chen; Lu; Ueda, Chua; Duffing; Van
der Pol; Coullet; Genesio-Tesi). Podem ser sistemas continuos no tempo, como estes
mencionados, ou entao sistemas discretos no tempo (ex.: mapa logistico; mapa em tenda;

Hénon; Lozi; lkeda).

Sistema do tipo Lur’e - um sistema dinamico que se encontra escrito na forma de uma parte
linear mais uma nao-linearidade que depende exclusivamente das saidas mensuraveis, i.e.,

um sistema da forma: x = Ax + ¢(y), y = Cx.

Sistema Subatuado - um sistema dinamico que tem menos variaveis de controlo (menos

atuadores) do que graus de liberdade.

Slew-rate (AmpOp) - designa a taxa de variacdo maxima da tensdo de saida por unidade de

tempo de um Amplificador Operacional (AmpOp).

Trajetoria Fiducial - uma trajetéria de referéncia, cuja condicao inicial € o centro de uma
hiperesfera (esfera de dimensao n). Quando associada a determinacdo dos expoentes de
Lyapunov, € a trajetoria pela qual todas as trajetdrias iniciadas na sua vizinhanca tém

como referéncia para avaliar o tipo de divergéncia/convergéncia entre trajetorias.
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Transitividade / Mistura Topoloégica - Matematicamente, uma funcdo f é transitiva num
intervalo I, se dados quaisquer dois subintervalos U; e U, em I, existir um ponto x, € U; e
um n > 0 inteiro tal que f™(x,) € U,. Esta propriedade é, de certa forma, equivalente a
existéncia de orbitas periddicas densas em I, dado que uma Orbita densa acaba por
revisitar qualquer subintervalo aberto em I. O conceito de ‘mistura’ corresponde a

intuicao padrao como por exemplo o da mistura de fluidos coloridos.

Variedade - um subespaco do espaco de fases para o qual trajetdrias com condicdes iniciais
nesse subespaco permanecam sempre nessa mesma variedade/subespaco sob a acao de
equacoes diferenciais ou de equacdes de diferencas. Uma variedade pode representar uma
curva ou superficie diferenciavel consoante a dimensdo da variedade. Uma variedade
estdvel e uma variedade instdvel associadas a um ponto sela de um sistema nao-linear
caracterizam conjuntos inerentes a esse ponto sela, tal que o fluxo iniciado em pontos
pertencentes a esses conjuntos aproxima-se assintoticamente desse ponto, a medida que

t - +o0 e t - —oo, respetivamente.

Windup (Controller Windup) - € um fendmeno que ocorre quando um controlador contém
uma parte integral (ex.: P.l.) e que é causado pela interacdo da acao integral com a
saturacao dos atuadores. Degrada o desempenho do sistema, pode, no caso extremo, levar
o sistema controlado a instabilidade, e surge porque se, nalguma circunstancia, o erro -
definido pela diferenca do estado atual e o estado de equilibrio - for grande (o qual pode
ser originado por uma perturbacao mais forte), a parte integral acumula esse erro, e como
resultado os atuadores mantém-se saturados mesmo que a trajetoria esteja muito proxima
do equilibrio. Por conseguinte, a trajetoria é afastada novamente do estado desejado

mantendo consequentemente os atuadores saturados.

Windup (Plant Windup) - é um fenomeno que ocorre mesmo que o controlador ndo contenha
uma parte integral. Designado por plant windup para se diferenciar de controller windup,
surge quando os atuadores saturam num controlo que é efetuado por uma realimentacao
de estados simplesmente estatica, e esta relacionado com os valores proprios do sistema
controlado. A saturacdo dos atuadores pode causar um comportamento oscilatorio ou até
mesmo instavel, e tal acontece porque os estados ndo conseguem ser direcionados o
suficientemente rapido para os seus valores desejados devido a restricdo dos sinais de

controlo.
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