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Resumo

O problema da filtragem ou estimacao de estado consiste na determinacao das variaveis
de estado do sistema com base em informacoes limitadas das medicoes. O filtro de

Kalman é uma das ferramentas mais conhecidas para a estimacao de estado.

Nesta dissertacao foi feito o estudo e implementacao com sucesso do filtro de Kalman
estendido para estimar o estado de cinco missoes espaciais interplanetarias. Para todas
as missoes, os erros das posicoes e velocidades estimadas foram inferiores aos valores
aceitaveis de erro. Pretendia-se também determinar o impacto do ruido no filtro de
Kalman e verificou-se que desvios de posicao e velocidade estimados pelo EKF com
medicOes ruidosas eram significativamente maiores do que os erros associados a
medicoes ndo ruidosas, embora com magnitudes aceitaveis. Observou-se que, em
situacoes em que o erro de medicdo é negligenciavel, a estimacao do estado pode
aproximar-se consideravelmente do valor real. Tentativas para encontrar matrizes de
covariancia mais apropriadas revelaram que esses valores impactam significativamente

os dados estimados, independentemente da presenca de ruido nas medicées.
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Abstract

The problem of filtering or state estimation involves determining the state variables of
the system based on limited information from measurements. The Kalman filter is one

of the most well-known tools for state estimation.

In this dissertation, the study and successful implementation of the extended Kalman
filter were conducted to estimate the state of five interplanetary space missions. For all
missions, the errors of the estimated positions and velocities were lower than acceptable
error values. The goal was also to determine the impact of noise on the Kalman filter, and
it was found that deviations in position and velocity estimated by the EKF with noisy
measurements were significantly larger than errors associated with non-noisy
measurements, even though with acceptable magnitudes. It was observed that in
situations where measurement error is negligible, the state estimation can closely
approach the true value. Attempts to find more appropriate covariance matrices revealed
that these values significantly impact the estimated data, regardless of the presence of

noise in the measurements.

Keywords

Extended Kalman Filter; Nonlinear Estimation; Optimal Estimator; Interplanetary

Trajectories; Orbital Transfer.
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Nomenclatura

Seccao 2.1 Transferéncia orbital interplanetaria
G Constante gravitacional m3/(kg.s?)

i,j, k Vetores unitarios nas direcoes x, y, z, respetivamente —

my, Massa de um corpo 1 kg
m, Massa de um corpo 2 kg
r Vetor de posicao relativa km
r Norma do vetor de posicao relativa km
T Primeira derivada do vetor posi¢ao em relacao ao tempo | km/s
Velocidade relativa
7 Segunda derivada do vetor posicao em relacao ao tempo | km/s?
Aceleracao relativa
T Raio da orbita 1 km
Ty Raio da orbita 2 km
Ty Raio do apoapsis da érbita de transferéncia km
T Raio do periapsis da orbita de transferéncia km
T, Periodo da orbita 2 s
Ty Periodo da orbita 1 s
Toyn Periodo sinédico -
12} Velocidade na orbita circular 1 km/s
v, Velocidade na orbita circular 2 km/s
N Velocidade no ponto A km/s
Vp Velocidade no ponto D km/s
X Vetor de estado -
X Derivada em ordem ao tempo do vetor de estado -
x,y,z  Coordenadas cartesianas em espaco tridimensional km
X, V7 Primeira derivada de cada coordenada em relacao ao km/s
tempo | Componentes da velocidade relativa
X, 9,7 Segunda derivada de cada coordenada em relacao ao km/s?
tempo | Componentes da aceleracao relativa
Av@ Delta-v no ponto A | Impulso de velocidade no ponto A km/s
Av®) Delta-v no ponto D | Impulso de velocidade no ponto D km/s

dX/dt  Derivada parcial de X em relacao ao tempo -
I Parametro gravitacional km3/s?

Usor Pardmetro gravitacional do Sol km?3/s?
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Seccao 2.2 Conceitos de Probabilidades e Estatistica

X,Y Variaveis aleatorias
s Elemento de um espaco amostral
S Espaco amostral
X Numero real

Numero de elementos
Funcao de distribui¢ao
f Funcao densidade
P( ) Probabilidade de
a Limite inferior do integral
Limite superior do integral
Ux Média de X | Esperanca matematica de X

Uy Média de Y

E[ ] Esperanca matematica | Média
Oy Desvio padrao de X
o Desvio padrao
o} Variancia de X
a? Varidncia

var()  Varidncia
cov[ ] Covaridncia

X ~N( ) Distribuicao normal de X

Seccao 2.3 Filtragem de Kalman Nao-Linear

X Vetor de estado do sistema
X Primeira derivada em ordem ao tempo do vetor de estado
Y Vetor de medicao/observacao/saidas

fC) Funcao ou vetor de fun¢oes do sistema dinamico
h( ) Funcao ou vetor de funcoes das medicoes do sistema
t Tempo
u Vetor de entradas de controlo
A Matriz de transicao de estado
B Matriz de controlo
C Matriz de medicao/observacao
w Vetor de ruido branco relacionado com o estado

v Vetor de ruido branco relacionado com as medicoes

XXii



P( )~N Distribuicao de probabilidade normal/gaussiana -

Q Matriz de covariancia associada ao ruido w -
R Matriz de covaridncia associada ao ruido v -
e Estimativas do erro -
e Numero Neperiano (usado apenas na equacao (33)) —
P Matriz de covariancia do erro -
K Matriz de ganho do filtro de Kalman -
I Matriz identidade -
D Matriz de distribuicao do ruido -

Seccao 3.1 Simulacao

T Posicao com ruido km
T Velocidade com ruido km/s
£ Erro maximo assumido para a posicao ou a velocidade -
oy Desvio padrao da posi¢ao km
oy Desvio padrao da velocidade km/s

Subscritos, sobrescritos e acentos
0 Inicial | Anterior a k quando k = 1 —
k-1 No instante de tempo anterior a k -
X No instante de tempo k -
; Elemento i de um vetor | Linha i de uma matriz —
j Elemento j de um vetor | Coluna j de uma matriz -
Previsao | a priori —
T Transposta —
Estimacao -

Aproximacao —
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Lista de Acronimos

AEKF Adaptive Extended Kalman Filter | Filtro de Kalman Estendido
Adaptativo

EDL Entry, Descent and Landing | Entrada, Descida e Aterragem

EKF Extended Kalman Filter | Filtro de Kalman Estendido

ESA European Space Agency | Agéncia Espacial Europeia

JPL Jet Propulsion Laboratory

KF Kalman Filter | Filtro de Kalman

LEO Low Earth Orbit | Orbita Terrestre Baixa

MO Mars Odyssey

MSL Mars Science Laboratory

NASA National Aeronautics and Space Administration

TCM Trajectory Correction Manoeuvre | Manobra de Correcao de
Trajetoria






Capitulo 1 | Introducao

Capitulo 1

Introducao

A exploracao do espaco tem as suas origens na observacao do céu noturno e dos astros.
Culturas antigas observavam os movimentos dos planetas, estrelas e outros corpos celestes,
e sistemas de calendario foram desenvolvidos com base nesses padroes astronémicos. No
entanto, a exploracao espacial moderna comecou a desenvolver-se com constantes avancos

cientificos e tecnologicos.

A Revolucao Cientifica dos séculos XVI a XVIII trouxe uma compreensao mais profunda da
astronomia e da fisica. Através da utilizacao dos seus telescopios, Galileu Galilei observou
as luas de Jupiter e as suas observacoes forneceram evidéncias para a teoria heliocéntrica
defendida por Nicolau Copérnico [1]. Johannes Kepler trabalhou para descrever
matematicamente o movimento dos planetas. Ele formulou as trés leis do movimento
planetario que descrevem as Orbitas elipticas dos planetas a volta do Sol. Essas leis sdo
fundamentais para calcular as trajetorias de veiculos espaciais na exploragao do espaco.
Mais tarde Isaac Newton formulou as leis do movimento e da gravitacdo universal que sao
essenciais para o projeto e funcionamento de veiculos espaciais bem como para a

compreensao da interacao gravitacional de corpos celestes.

Durante o século XX com o claro avanco tecnolégico foi permitida a exploracao fisica do
espaco. O lancamento do primeiro satélite artificial, Sputnik 1, pela Unido Soviética em
1957, marcou o inicio da corrida espacial e a partir dai a exploracao espacial progrediu
rapidamente numa tentativa de demonstrar a superioridade tecnologica e politica por parte
dos Estados Unidos da América e da Unido Soviética. Desde a Guerra Fria, ja varias agéncias
espaciais realizaram inimeras missoes com os mais variados objetivos, com missoes

tripuladas e nao tripuladas enviadas para a Lua, Marte, e muitos outros.

1.1 Motivacao e Visao geral do problema

A exploracao espacial desperta o interesse por uma combinacao de razoes. Enquanto no
passado recente era a demonstracao do poder politico e tecnologico que dominava o
interesse da conquista do espaco, atualmente a procura por conhecimento cientifico, avanco
tecnologico, exploracao de recursos, curiosidade humana e aspiracoes de expansao para
além do nosso planeta, sdo as principais razoes para que diferentes agéncias espaciais

cooperem internacionalmente e facam com que o céu nao seja o limite.
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No centro de cada missao espacial bem sucedida esta a capacidade de navegar e controlar o
veiculo espacial com precisdo. As trajetérias complexas, as manobras e imprevisoes do
espaco tornam essencial a implementacao de sistemas de navegacao e controlo altamente
precisos. Pequenos desvios da trajetoria podem ter consequéncias significativas,
comprometendo potencialmente o sucesso da missao e até colocando em risco a seguranca
do veiculo espacial e, caso seja uma missao tripulada, da tripulacdo. Mas para que a
navegacao seja feita com precisao, ter o conhecimento do comportamento do veiculo
espacial em cada momento é fundamental, isto é, saber a sua posicao, velocidade, aceleracao
ou orientacao (atitude). Na area aeroespacial estes sdo os parametros que descrevem o

movimento do veiculo e sdo denominados por estado do veiculo (ou do sistema) [2].

As informacgoes de uma aeronave espacial sdo recolhidas através da telemetria a bordo e
transmitidas pelo sistema de comunicacao do veiculo. Na Terra ha estacoes de recepcao
equipadas com antenas capazes de captar os sinais emitidos. Um inconveniente é que
devido a incertezas e perturbacoes, bem como erros e imprecisdes associadas aos
instrumentos dos sistemas, a leitura do estado do sistema tem valores desviados dos valores
reais. Estes dados recebidos com ruido (observacées do sistema) devem ser
processados/filtrados para se obterem os valores mais préoximos dos reais. E aqui que entra

o problema e tema da minha dissertacgao.

A estimacao de estado é um processo fundamental em sistemas de engenharia, no qual um
sistema dinamico é observado através das suas saidas para determinar o estado atual do
sistema, mesmo quando as informagdes sobre o estado nao estdo disponiveis diretamente,
estdo incompletas ou sdo ruidosas. Por outras palavras, o problema da filtragem ou
estimacao de estado é o processo de determinar as variaveis de estado do sistema com base

nas informacdes limitadas das medices.

Uma das ferramentas mais conhecidas para a estimacao de estado ¢ o filtro de Kalman (KF
— Kalman Filter). Este método é uma técnica de estimacao estatistica que é amplamente
utilizada para estimar o estado (atual) de sistemas dinamicos a partir de medicoes ruidosas,
em que sdo considerados também os modelos dindmicos do sistema e as entradas de
controlo. O desenvolvimento e as primeiras aplicacées do filtro de Kalman aconteceram
durante a Guerra Fria e este foi usado pela primeira vez em navegacao nos anos sessenta no
projeto Apolo, em que era requerida a estimativa de trajetorias de uma aeronave espacial
na ida e volta a Lua. Desde o inicio da exploracao fisica do espaco que o filtro de Kalman
tem sido utilizado e continua a ser a base na teoria da estimacao e controlo nos tempos

atuais [3].
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1.1.1 Missoes espaciais interplanetarias

Apods uma pesquisa de missdes realizadas no passado, foram escolhidas cinco tentando
cobrir uma maior variedade de objetivos de missao, época em que cada missao foi efetuada,
bem como trajetoérias e manobras usadas e também a inspiracdo que cada missao me

transmitia pessoalmente.

1.1.1.1 Voyager 1 e Voyager 2 (space probes) [4]

As sondas espaciais Voyager foram ambas lancadas em 1977, com um intervalo de duas
semanas. Contraditoriamente, Voyager 2 foi lancada primeiro, mas Voyager 1 tinha uma
trajetéria mais rapida e mais curta. Tinham como objetivo inicial a recolha de imagens
detalhadas e dados para o estudo de Jupiter, Saturno, os seus anéis e as luas dos dois
planetas. Foram projetadas para durar cinco anos e para aproveitar um alinhamento raro
dos planetas exteriores que acontece a aproximadamente cada 175 anos. Este alinhamento
permite que um veiculo espacial numa determinada trajetéria, ao fazer um flyby a um
planeta, use a técnica “gravity assist” para aumentar a sua velocidade e “balancar” de um
planeta para outro sem a necessidade de um grande sistema de propulsao. A trajetoria da
Voyager 1 foi desenhada para aproveitar a gravidade de Jupiter e Saturno e sair “para cima”
do plano ecliptico a uma velocidade de aproximadamente 16,48 km/s. A trajetoria da
Voyager 2 foi escolhida de forma que apds as aproximacoOes e assisténcias graviticas de
Juapiter e Saturno, a sonda tivesse a opcdo de continuar em direcao a um futuro flyby a
Urano e, depois, Neptuno. Apds a passagem por Neptuno, ao contrario de Voyager 1, esta
seguiu “para baixo” do plano ecliptico a uma velocidade de aproximadamente 14,89 km/s.
As duas sondas ja estao atualmente fora do Sistema Solar, em espaco interestelar, mas

continuam com alguns instrumentos em funcionamento e a enviar dados para a Terra.

Entre muitas descobertas, as sondas espaciais permitiram a observa¢ao mais proxima dos
planetas Jupiter, Saturno, Urano e Neptuno. A Grande Mancha Vermelha de Jupiter
revelou-se como sendo uma complexa tempestade a mover-se em sentido anti-horéario.
Foram observados pela primeira vez vulcoes ativos para além da Terra no satélite natural
de Jupiter, Io. As sondas tornaram-se os primeiros objetos criados pelo Homem a sair do

Sistema Solar.

Uma curiosidade acerca desta missdo é que ambas as sondas transportam um “Golden
Record”. Um disco de fonégrafo com o objetivo de apresentar a Humanidade e a cultura da
Terra a potenciais civilizacOes extraterrestres que as possam encontrar, com saudacoes em

varios idiomas, sons da Terra, musica, imagens e a localizacao do nosso planeta [5].
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1.1.1.2 Mars Odyssey (orbiter) [6]

A missao espacial Mars Odyssey, lancada em Abril de 2001, tinha como principal objetivo o
estudo do meio ambiente de Marte em orbita. Foi projetada para recolher uma série de
dados cientificos acerca do seu clima, geologia, detecao de evidéncias de dgua e gelo abaixo
da superficie, e radiacdo. A aeronave espacial foi capturada pela gravidade de Marte 201
dias pos o seu lancamento e durante uns meses seguintes foi-se aproximando gradualmente
de Marte usando uma técnica chamada “aerobraking” para reduzir o raio da sua oOrbita.
Esta manobra de usar a friccao da atmosfera do planeta permitiu reduzir a quantidade
necessaria de combustivel a ser transportado, que de outra forma teria se ser queimado para

reduzir a sua velocidade na insercao da orbita final.

O satélite continua operacional 22 anos apos o seu lancamento e continua a enviar dados
para a Terra. Um dos seus instrumentos confirmou a presenca de dgua no estado sélido

abaixo da superficie, crucial para uma possivel exploracao humana no futuro.

1.1.1.3 Mars Science Laboratory (rover) [7]

A aeronave espacial da missao Mars Science Laboratory (MSL) teve o seu lancamento no
final de Novembro de 2011 e aterrou com sucesso 254 dias depois, no inicio do més de agosto
do ano seguinte. O veiculo carregava um laboratério mével, o rover Curiosity, com um
payload 10 vezes maior que os seus antepassados (Sojourner da missao Mars Pathfinder e
Spirit e Opportunity da missao Mars Exploration Rovers) e tinha como como principal

objetivo procurar evidéncias de condic¢Oes favoraveis a existéncia de vida microbial.

Num momento da fase de entrada, descida e aterragem (EDL — Entry, Descent and
Landing) o veiculo desacelerou a sua descida com o familiar paraquedas e depois com
foguetes de retropropulsao. Ja mais proximo do solo, o estagio superior do veiculo atuou
como uma grua e desceu o rover até ao chao através de cabos. Esta missao foi a primeira
onde esta técnica de “sky crane” foi usada, onde foram feitas perfuracoes em rochas e solo
de Marte e onde foi determinada a idade de uma rocha num planeta. Foi confirmado ter

havido condigoes favoraveis a vida no planeta.

1.1.1.4 Mars 2020 (rover + helicopter) [8]

A missao Mars 2020 foi langcada no final de Julho de 2020 e chegou com sucesso em
Fevereiro do ano seguinte, 204 dias depois do lancamento. A fase de EDL foi semelhante a
da missao MSL. Esta missao transportou o quinto rover da histéria da NASA, Perseverance,
e o primeiro helicoptero, Ingenuity. Tinha como objetivos principais a procura da existéncia
de vida microbial no passado do planeta, estudar novamente o clima e geologia do planeta

com instrumentos mais avancados, recolher amostras de rochas que possam ser enviadas
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para a Terra em futuras missoes da NASA a serem planeadas juntamente com a Agéncia
Espacial Europeia (ESA — European Space Agency), entre outras. O helicoptero tinha como
funcao apenas um voo experimental e foi a primeira aeronave a tentar um voo controlado

fora da Terra, tarefa que atingiu com sucesso. Os dois veiculos continuam operacionais.

A partir de [9] foram tirados os dados da posicao e velocidade de cada uma das missoes
selecionadas, bem como a posicao (ao longo do tempo para completar uma 6rbita completa)
de cada planeta envolvido em cada missao. Usando o Matlab foram tracados os graficos das

trajetorias de cada missao (ver Apéndice A).

1.2 Objetivos de pesquisa

Esta dissertacdo tem como objetivo principal a implementacdo do filtro de Kalman
Estendido (EKF - Extended Kalman Filter) para as trajetérias das cinco missoes
mencionadas na seccao anterior. Pretendem-se comparar os dados estimados pelo filtro
com medicoes em que nos dados é feita a introducdo de ruido e com medigcdoes sem
introducao de ruido e analisar o impacto que este tem na estimacao do estado. Pretende-se
avaliar o desempenho do EKF comparando as trajetorias estimadas com as trajetorias
verdadeiras das missGes espaciais e quantificar a precisao das estimativas em relacao aos

valores verdadeiros.

Pretende-se chegar ao final do trabalho e responder a algumas questdes como: Como
funciona o filtro de Kalman estendido? Como lida o EKF com a nao-linearidade das
trajetorias espaciais? Quais sdo as suas vantagens e limitacoes e como podem essas

limitagOes ser mitigadas?

1.3 Estrutura da dissertacao

A dissertacao esta dividida em quatro capitulos e estao organizados da seguinte forma:

Capitulo 1 — neste capitulo faco uma pequena introducao das origens da exploracao
do espaco sideral. Falo da importancia que tem a precisao dos dados e do porqué de
explorar o espago. Apresento as missOes espaciais cujas trajetérias foram usadas
para concluir os objetivos de pesquisa. E termino por apresentar os objetivos e
estrutura da dissertacao.

Capitulo 2 — é feita uma apresentacao dos contetudos teoricos envolvidos no tema da
dissertacdo. Comeco por falar em métodos de transferéncia orbital interplanetaria e
no problema de dois corpos e equacdoes do movimento do sistema, seguindo-se um
subcapitulo de conceitos de probabilidades e estatistica relacionado com o filtro de

Kalman. Finalmente é apresentado o filtro de Kalman classico, que apesar de nao
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ter sido implementado, conta como uma introducao teérica necessaria para a
compreensao do seguinte: o filtro de Kalman estendido.

Capitulo 3 — ¢ feita a simulacao do algoritmo do filtro estudado e apresentam-se os
resultados para as cinco missées. E comparado o comportamento do EKF com dados
limpos e com dados ruidoso. Apresentam-se tabelas comparativas com os valores do
desvio da posicao e da velocidade estimados em relacdo a posicao e velocidade
verdadeira. Sao apresentados os graficos do desvio ao longo do tempo para cada
missao e as trajetorias construidas com os dados estimados e os dados verdadeiros.
Capitulo 4 — tiram-se as conclusoes e sao resumidas as respostas as questoes dos

objetivos de pesquisa.
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Capitulo 2

Revisao bibliografica e Metodologia

Neste capitulo é feita uma introducao de conceitos teoéricos relacionados com o tema da
dissertacdo. Esta dividido em trés partes, sendo a primeira dedicada as trajetérias
interplanetarias, modelos e equacoes basicas para a transferéncia orbital. Na segunda parte,
sdo introduzidos conceitos de probabilidades e estatistica relacionados com o filtro de

Kalman. E por ultimo, sdo apresentados os filtros de Kalman cléssico e estendido.

2.1 Transferéncia orbital interplanetaria

O planeamento de uma missao interplanetaria € um tema muito complexo. Uma aeronave
é lancada da superficie da Terra e entra numa orbita a volta do planeta, normalmente baixa
(LEO — Low Earth Orbit). Inicia a fase de partida numa orbita hiperbélica em relacao a
Terra a uma velocidade de escape para conseguir escapar a gravidade. Entra numa fase de
cruise numa orbita eliptica em relacdo ao Sol sofrendo algumas manobras de corre¢iao da
trajetoria (TCM — Trajectory Correction Manoeuvre) e chega novamente numa trajetoria

hiperbdlica relativamente ao planeta.

Uma vez que o tema principal é a filtragem de Kalman e ja possuia as coordenadas
cartesianas das trajetorias das missoes vou simplificar apresentando aspetos bésicos do

planeamento de missoes interplanetarias.

2.1.1 Problema de dois corpos e equacao do movimento relativo
O movimento de um corpo de massa m, em relacao a outro de massa m; é dado pela equacao

diferencial de segunda ordem nao-linear [10, 11, 12, 13]
r=—-—=r (1)

Onde,

u = G(m; + m,) é o parametro gravitacional que é simplificado para u = Gm,, assumindo

que my » my,. G = 6,6742 X 10711 m3/(kg. s?) é a constante gravitacional.

r =./x?+y? + z? é anorma do vetor da posicao relativa r.
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Num referencial cartesiano nao-rotacional ligado a m,, as equagdes das componentes da

aceleracao relativa sao:

%= -t (2)
. 2
y=-3Y (3)
. 2
z2=—3Z (4)

O vetor de estado X = [r, 7], com posicio relativa r = xi + yj + zk e velocidade relativa i =

xi + yj + 2k, fica

X = (5)

. z
X= (6)

Onde as trés tltimas componentes de X sdo dadas pelas equacdes (2), (3) e (4).

2.1.2 Trajetdrias interplanetarias e Rendezvous

O planeamento de trajetorias orbitais é um processo complexo e preciso que envolve
multiplos requerimentos e restricdes das missoes. Uma vez que os planetas (envolvidos na
dissertacdo) se encontram em Orbitas relativamente préximas ao plano ecliptico vou
introduzir o método mais simplista de transferéncia orbital interplanetaria, a transferéncia

de Hohmann.
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2.1.2.1 Transferéncia de Hohmann Interplanetaria [10]

A transferéncia de Hohmann é uma manobra de transferéncia orbital entre duas orbitas
coplanares com o mesmo foco e é caracterizada por ser a manobra de dois impulsos
energicamente mais eficiente. Na Figura 1 podemos ver esta transferéncia entre as 6rbitas
circulares 1 e 2. A 6rbita de transferéncia (a verde) é tangente as orbitas 1 e 2 nos pontos D
e A, respetivamente, que se encontram na linha de apse, linha numa o6rbita que liga o
periapsis ao apoapsis (ponto mais proximo e ponto mais afastado do foco da orbita,

respetivamente. Neste caso, periélio e afélio por ser o Sol o foco das orbitas).

Trajetoria eliptica
de transferéncia .
de Hohmann

Planeta 2
a partida

Planeta 1
a partida

Planeta 2
a chegada

V2

Planeta 1
a chegada

Figura 1 — Transferéncia de Hohmann de um planeta numa 6rbita circular interior para um planeta numa
orbita circular exterior [adaptada de 10].

Um corpo que se encontre na 6rbita 1 a uma velocidade v; sofre um incremento de
velocidade Av(®) no mesmo sentido do movimento e tangente a érbita no ponto D, passando
para uma Orbita eliptica com maior energia. Fazendo apenas metade da 6rbita eliptica, ou
seja, metade do seu periodo, ao chegar ao ponto A o corpo volta a sofrer outro impulso,
Av®, no mesmo sentido do movimento, para entrar na érbita circular 2 com velocidade v,.
Sem este impulso, o corpo manter-se-ia na orbita eliptica e regressaria ao ponto D. Os raios
de periapsis r,, e apoapsis 1, da 6rbita de transferéncia sao iguais aos raios das orbitas 1 e 2,

respetivamente.

A velocidade na 6rbita 1 no ponto D é igual a velocidade em qualquer ponto na érbita por

ser circular e é dada por
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u
e )

No periapsis na 6rbita de transferéncia a velocidade é dada por

T
Vp =/ 2Usor — (8)

r1(r +13)

O impulso da aeronave espacial para passar da oOrbita 1 para a 6rbita 2, normalmente
denominado delta-v, é a diferenca entre as velocidades na 6rbita de transferéncia e na 6rbita

inicial no ponto D,
AvD) = pp — v, 9)

Quando o veiculo chega ao ponto A, este possui a velocidade mais baixa na Orbita de
transferéncia e regressaria ao ponto de partida D. Dessa forma é necessario um novo
impulso, desta vez igual a diferenca entre a velocidade na o6rbita final e na orbita de

transferéncia no ponto A,
AW = v, — v, (10)

Com a velocidade no apoapsis na 6rbita de transferéncia dada por

L£]

=./2 —_— 11
Vg HUsol T, (T1 + Tz) ( )
E a velocidade na érbita 2 no ponto A dada por
v, = Hsol (12)
T2

Esta transferéncia pode ser efetuada também no sentido inverso, da 6rbita exterior para a
interior, com a diferenca apenas no sentido dos impulsos nos pontos A e D. Os delta-v dados

por (9) e (10) teriam o mesmo valor, mas sinal negativo.

2.1.2.2 Rendezvous
A posic¢ao dos planetas na sua 6rbita muda continuamente. Uma aeronave espacial numa
trajetdria Terra-Marte, para além de intercetar a 6rbita de Marte, tem de fazer o rendezvous

com o planeta, isto é, aproximar-se de forma controlada. No momento de injecao, a

10
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aeronave espacial desloca-se nao em direcao a posicao atual do planeta, mas sim a posicao

em que o planeta se ir4 encontrar na sua 6rbita no momento de insercao.

Dois planetas a volta do Sol tém periodos siderais T; e T,, isto €, o tempo que os planetas
demoram para completar uma 6rbita completa. Ao tempo que um objeto celestial demora
para regressar a mesma posicao relativamente a outro ¢ chamado periodo sinédico Ty,.

T;iT
Tsyn = —Z (13)

Ty — T
O periodo sinédico de Marte é relacdo a Terra é de 2,13 anos. Ha um intervalo de tempo no
qual pode ocorrer o lancamento para que a energia da trajetéria de um planeta para o outro
seja minimizada. Falhar este intervalo de lancamento implica um aumento significativo da
quantidade de combustivel necessaria ou mesmo a impossibilidade da missdo. No caso de
falha deste intervalo numa missdo Terra-Marte, as condigdes s6 seriam favoraveis

novamente apos 2,13 anos.

2.2 Conceitos de Probabilidades e Estatistica

Em muitas situacoes o estado de um sistema nao pode ser medido diretamente, nesse
sentido tem de ser estimado. O filtro de Kalman lida com sistemas probabilisticos (ou
estocéasticos) onde o seu estado é imprevisivel. Nesta seccao é feita uma apresentacdo de
alguns conceitos relacionados com a estimacao de estados. De forma a resumir a
dissertacao, nao sao referidas as inimeras propriedades das definicoes e é recomendada a

consulta das referéncias [14, 15, 16].

2.2.1 Variavel Aleatéria
Uma variavel aleat6ria X é uma funcao que associa um nimero real x a cada elemento s de
um espaco amostral S. Por outras palavras, é uma funcao que atribui um ntimero a cada

resultado possivel de uma experiéncia aleatoria.

X(s)=x (14)

Pode ser do tipo discreto se o conjunto de valores possiveis for finito ou infinito numeravel,
ou seja, quando representa dados contaveis (exemplo: nimero de defeitos numa amostra
de n elementos) ou do tipo continuo se os valores possiveis pertencerem a um intervalo ou
de um conjunto de intervalos, ou seja, quando representa dados medidos (exemplo:

temperaturas, tempo, distancias, ...).

11
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2.2.1.1 Distribuicdes de Probabilidade Discretas
A distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatoria discreta X é uma descricdo da
verosimilhanca associada aos valores possiveis de X. A sua func¢ao de distribuicao F é dada

por
F(x) =P(X <x) (15)

A funcdo de probabilidade f de X é uma func¢do que associa a cada valor x a probabilidade

do acontecimento de X e representa-se por

fx)=PX =x) (16)

2.2.1.2 Distribuicoes de Probabilidades Continuas
A funcao densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua X é uma funcao tal

que
b

Pla< X <b) =f f(x) dx (17)

a

A probabilidade de uma variavel aleatoria continua assumir exatamente qualquer um dos

seus valores, isto ¢, f(x) = P(X = x), € igual a zero.

2.2.2 Esperanca Matematica
A esperanca matematica, também chamada valor esperado, valor médio ou, simplesmente,

média, ¢ uma medida de localizacao central a volta do qual os dados se distribuem.

A variavel aleatdria discreta X apresenta um valor médio constante dado por

px = EIX] = ) xf(x) (18)

X

Se a variavel aleatoria X for continua, a média é dada por

iy = E[X] = f x () dx (19)

2.2.3 Desvio Padrao, Variiancia e Covariincia
A variancia e o desvio padrao sao medidas de variabilidade que, ao contrario da esperanca

matematica, nos indicam a dispersao dos dados.

A variancia de uma variavel aleatoria discreta X é um valor constante dado por

12
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0% = var(X) = E[(X — 1)) = ) (v = 1)? () (20)

X

Se a variavel aleatoria X for continua, a variancia é dada por

02 = var(X) = E[(X — ux)?] = f (o — 1) f(x) dx (21)

O desvio padrao de X indica a proximidade dos dados a volta da média. Quanto menor for
o valor do desvio padrao, maior é a proximidade dos dados em relacao ao valor médio. Este

¢é dado pela constante

oy = var(X) (22)

A covariancia de duas variaveis aleatorias X e Y é uma medida da associagao linear entre

elas. Para duas variaveis aleatorias discretas é um valor constante dado por

cov[X,Y] = E[(X — ux)(Y — uy)]

Z Z(X —ux) (Y — py) fxy(x,y) (23)
x y

Se as variaveis aleatorias X e Y forem continuas, a covariancia é dada por

cov[X,Y] = E[(X — ux)(Y — uy)]

+00 (24)
N ff_ [(X —ux)(Y — uy)] fxy (x,y) dx dy

O sinal da covariancia indica se a as duas variaveis aleatorias tendem a variar no mesmo
sentido ou sentido oposto. O sinal positivo indica que estas variam no mesmo sentido e sinal
negativo indica que variam em sentido oposto. Quanto estas sao independentes, o valor da

covariancia é zero.

2.2.4 Distribuicao Normal

A distribuicdo normal, também chamada distribuicdo de Gauss ou Gaussiana, ¢ uma
distribuicdo continua adequada para representar fendmenos com caracteristicas
relacionadas com medicoes. A distribuicdo normal de uma variavel aleatéria X com média

u e variancia o2 representa-se por

X~N(o?) (25)

A sua func@o densidade de probabilidade tem a forma de sino conforme representada na

Figura 2. e é dada por

13
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(26)

b 0 M X —> 4o

Figura 2 — Representacio geral da fun¢io densidade de probabilidade normal [2].

A probabilidade de um acontecimento de X ser maior do que u — o e inferior a u + o é de
0,68. Essa probabilidade aumenta para aproximadamente 0,95 se X estiver compreendido
entre u + 20. Conforme visto na Figura 3. uma diferenca de trés vezes o desvio padrao em

relacao ao valor médio faz com que o acontecimento de X seja quase certo, isto é,
P(u—30c<X<u+30)=0,997
Jix) 4

1
V2 mo?

u+3oc x

Figura 3 — Representacdo geral da fung¢do da distribuigdo de probabilidade normal com média u + 30 [14].

2.3 Filtragem de Kalman Nao-Linear

O filtro de Kalman, com o nome do seu criador Rudolf E. Kalmén, é uma ferramenta
fundamental no dominio de estimacio de variaveis de estado de um sistema dindmico a
partir de medicGes ruidosas. Este método é conhecido pela sua capacidade de combinar
previsoes de um modelo matematico de um sistema com medicoes em tempo real, levando
a estimativas 6timas do estado verdadeiro mesmo na presenca de incertezas. O objetivo
deste subcapitulo é aprofundar os principios e a mecanica do filtro de Kalman e de uma das

suas vertentes aplicada no proximo capitulo.

14
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2.3.1 Filtro de Kalman
Um sistema dindmico no dominio do tempo é dado através de um conjunto de equacoes

diferenciais de primeira ordem que representam a taxa de variacao do sistema [2, 16, 17],

X = f(X,u)+ Dw (27)
Y=hX,u)+v (28)

Um sistema dinamico, linear e estocastico, é representado, em tempo continuo, através de

X = AX + Bu + Dw (29)
Y=CX+v (30)

O mesmo sistema, em tempo discreto, é dado por [2, 16]

Xk = AgXy-1 + Baug_1 + Dgwy_4 (31
Yk = CXk + Uk (32)

Na aplicagao de um filtro de Kalman num sistema de tempo discreto, torna-se necessaria a
discretizacdo do modelo dinamico continuo no tempo representado pela matriz de
transicao, isto devido a natureza das medicoes e entradas de controlo obtidos em intervalos
de tempo. O processo de discretizacao é a aproximacao numérica do estado do sistema

continuo no tempo em pequenos intervalos no tempo.

Ay = ettt (33)

Ag~ T+ Adt+— o

Onde I é a matriz identidade, dt o passo de discretizacdo e N assume um valor que satisfaca

a seguinte condicao

H (A.a)" (35)

N!

<€
F

€ é a precisdo desejada e nesta dissertacao assumiu um valor de 1 x 107%. A equacdo (35) é
a norma de Frobenius e é definida como sendo a raiz quadrada da soma do quadrado de

todos os elementos da matriz. Para uma matriz M,

6
M|l < (3

15
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No Matlab, a matriz de transicao do sistema discretizada pode ser determinada usando a

funcao expm no lugar do niimero Neperiano e na expressao analitica de 4,4, equacao (33).

Para as matrizes B e D a discretizacao assume uma expansao em série semelhante a equacao

(34), isto é

3 Adt? A?%dt3 AN-1qeN
3 Adt? A?%dt3 AN=1qeN

Voltando as equacoes do sistema (31) e (32),
X, € R™ é o vetor de estado do sistema, no instante k. X;_; € o mesmo vetor, mas no
instante anterior a k.
Y, € R™ é o vetor de medicao/observacao (ou de saidas) do sistema, no instante k.
ux_1 € R" é o vetor de (entradas de) controlo do sistema, no instante k — 1.

- Ay é amatriz de transicdo de estado do sistema discretizada. E uma matriz quadrada
de dimensao n X n e relaciona o estado do sistema no instante anterior com o estado
do sistema no instante atual, isto é, X;,_; com X}, e é assumida constante.

B, é a matriz de controlo do sistema em tempo discreto. E uma matriz de dimensio
n X r e relaciona as entradas de controlo do sistema com o estado do sistema e é
assumida constante.

C é a matriz de medicdo/observacio do sistema. E uma matriz de dimensdom x n e
relaciona o estado do sistema com as medi¢oes do sistema, e é assumida constante.
D, é a matriz de distribuicao do ruido [18] do sistema no tempo discreto. Tem n
linhas e o nimero de colunas é igual ao namero de elementos de w.

wi_1 € Vg 830 vetores de varidveis aleatorias e estdo relacionadas com o estado do
sistema e com as suas medicOes, respetivamente. Sao independentes entre si e

representam o ruido que é assumido branco e gaussiano.

Um ruido ¢ branco tem as seguintes propriedades:
pe = E[E]=0
E[¢€7] = o1
E[E@)ET(t+dt)]=0 V dt+#0

Um ruido branco é, portanto, um erro ou uma perturbacao aleatoria de média nula e nao

correlacionado ao longo do tempo [2].
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P(w) ~N(0,Q) (39)
P(w) ~N(O,R) (40)

Q e R sao matrizes de covariancia do ruido e, na préatica, sao assumidas constantes. Estas
matrizes indicam a dispersao do ruido. Grandes valores na diagonal indicam grande

dispersao do ruido e penalizam a previsao da estimativa do estado ou as medicoes.

Sabendo o estado anterior ao instante k e tendo conhecimento da medicao Y} no instante k,
definem-se: X, como sendo o estado estimado a priori e X) como sendo o estado estimado
a posteriori, ambos pertencentes ao espaco de resultados R™. Assim sendo, os erros

estimados a priori e a posteriori ficam definidos como

er = X — X (41)
ex = X — Xk (42)

Entao as matrizes de covariancia do erro a priori e a posteriori sao definidas como sendo
os valores esperados dos erros estimados a priori e a posteriori multiplicados pelos seus
valores transpostos

P¢ = Elege;”] (43)

P, = Elexe;"] (44)

Na Tabela 1. esta o algoritmo completo do filtro de Kalman classico/linear. Inicia-se a
aplicacao do algoritmo, assumindo valores iniciais do vetor de estado X, e matriz de

covariancia do erro P,.

Tabela 1 — Algoritmo do Filtro de Kalman.

Inicializacao
X1 =X, (45)
Py =Py (46)
Previsao Equacoes time update
X = AgRe_q + Bauje_q (47)
Py = AgPy_1AL + D,QDY (48)
Correcao Equacbes measurement update
Ky = P CT(CP;CT + R)™! (49)
X =R + K (Y — CXi) (50)
P, = (I — K, C)P; (51)

17
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Equacoes de previsao

+ (47) — X; é a estimativa do vetor de estado a priori; X,_; é a estimativa do vetor de
estado no instante anterior a k; A, € a matriz de transicao de estado discretizada, B,

¢ a matriz de controlo discretizada e u;_; € o vetor de controlo em k — 1.

+  (48) — P, é amatriz de covariancia do erro a priori no instante k; P,_; é a matriz de
covariancia do erro no instante anterior a k; A, é a matriz de transicao de estado do

sistema em tempo discreto e A% a sua transposta. Q é a matriz de covariincia
Equacoes de correcao

* (49) — A matriz K; de dimensao n X m é o ganho do filtro de Kalman. C é a matriz
de medicdo do sistema e CT a sua matriz transposta; R é a matriz de covariancia do

ruido do vetor de medicao, conforme (34).

- (50) — o termo CXj; é a medicdo prevista. A diferenca entre a medicao e a medicio
prevista, isto é, (Y, — CXy) é chamada de residual e se esta diferenca for igual a zero
significa que a medic@o e a previsio sdo iguais. O estado estimado a posteriori X, é
uma combinacdo linear do estado estimado a priori X; com a multiplicacdo do

residual pelo ganho do filtro de Kalman K.

- (51) — P, é amatriz de covariancia do erro de estimativa a posteriori no instante k;
I é a matriz identidade da mesma dimensdao de P,; Os restantes elementos

continuam com as suas legendas anteriores.

De notar que o ganho do filtro de Kalman K, funciona como uma balanca que vai influenciar
a estimacdo do estado do sistema através da equacgao (49) conforme a variacdo de R e Py .
Quanto menor for o ruido das medicoes, maior é o peso das medicGes na estimativa do
estado do sistema e menor é o peso da previsao da medicdo CX};, ou seja, maior é o ganho
do filtro. Por outro lado, quanto menor for o erro da estimativa, mais confiavel é a estimativa
do estado a priori e menor € o peso das medicoes na estimativa do estado do sistema, o que

corresponde a um ganho do filtro menor.

2.3.2 Filtro de Kalman Estendido
O filtro de Kalman possui varias vertentes. O filtro de Kalman estendido é uma extensao do
filtro de Kalman cléssico, projetado para lidar com sistemas nao-lineares. Este considera

uma linearizacao local através do uso de derivadas parciais do sistema e das medi¢oes. Um
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sistema dinamico, nao-linear e estocastico, é representado, em tempo discreto, através de

[2, 16, 19, 20]:

Xk = (X1, Ug—1) + Dgwy_1 (52)
Y = h(Xy) + vy (53)

Tal como no filtro anterior, na equacao (52), X € o vetor de estado no instante k; f() é a
funcao ou vetor de funcoes nao-lineares que descreve o sistema com o estado do sistema e
as entradas de controlo do sistema u no instante anterior a k; w representa o ruido, que
segundo as hipoteses do filtro de Kalman, é assumido branco com distribuicdo
normal/gaussiana com média zero e covariancia dado pela matriz Q, conforme a equacao
(39). Na equacao (53), Yy representa o vetor de medicao; h( ) é a fungao ou vetor de funcoes
nao-lineares das medicoes. v € o ruido, que tal como na equacao de estado, é assumido
branco com distribui¢do normal/gaussiana com média zero e covariancia dado pela matriz
R, conforme a equagio (40). Os subscritos k — 1 em ambas as equagdes indicam o instante

anterior a k.

Neste algoritmo é feita uma linearizacao das equacoes de estado e de medicoes. As equacoes

que linearizam a sua estimativa assumem a forma

Xk = Xk + Adk(Xk—l - XAk_l) + Dde—l (54)

Yk=?k+ck(Xk_Xk)+vk (55)

O EKF funciona da mesma forma do KF, no sentido previsao-correcao e a maior parte dos
elementos das equacoes tém a mesma definicdo dos elementos das equacoes do KF, no
entanto tem algumas diferencas. As matrizes A4, e Cy, sdo matrizes jacobianas. Dy, ¢é
também uma matriz jacobiana que relaciona as funcoes do estado do sistema com o ruido

do sistema. Isto é,

iy
Adpi jy,, = W[;](X"‘l’u"“l) (50)
M -
sl = Guy Pt 7
Cr: : :—ah[i] X (58)
e = 3x,; Kk 5
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Das equacdes do sistema (54) e (55), X e ¥j sdo aproximacoes de X, e Y, respetivamente,
onde nao ha conhecimento dos valores do ruido em cada instante. Estas aproximacoes sao

dadas por

Xk = f()?k_l,uk_l) (59)
Y. = h(X}) (60)

Na Tabela 2. est4 o algoritmo completo do Filtro de Kalman Estendido. Tal como no filtro
classico, inicia-se a aplicacao do algoritmo, assumindo valores iniciais do vetor de estado X,

e matriz de covariancia do erro P,.

Tabela 2 — Algoritmo do Filtro de Kalman Estendido.

Inicializagao
X1 = Xo Vetor de estado inicial (assumido)
Py =Py Matriz de covariancia do erro inicial (assumido)
Previsao Equacoes time update
Xo = f( X1, uk—l) Previsdo da estimativa do vetor de estado

_ T - - . -
Pi = AaqyPi-144;, + Da)Qx-1Dq, ~ Previsdo da matriz de covariancia do erro

Correcao Equacgdes measurement update
Ky = P CE(CPr CF + R Ganho do filtro de Kalman
X = X + K (Y — (X)) Atualizacao da estimativa do vetor de estado
Py = - K Cp)Py, Atualizacdo da matriz de covaridncia do erro

2.3.2.1 Limitacoes do Filtro de Kalman Estendido [2]
Embora o filtro de Kalman estendido seja uma poderosa extensao do filtro de Kalman

classico projetado para sistemas dinamicas nao-lineares, este possui varias limitacoes.

O EKF funciona assumindo que o sistema é aproximadamente linear localmente e quando
o sistema ¢ altamente nao-linear, a estimacao pode ser imprecisa, principalmente a volta
dos pontos de linearizacdo e resulta num comportamento instavel e divergente dos

resultados estimados.

Apesar da simplicidade de implementacao, o ajuste das matrizes de covariancia do ruido e

do erro é complicado e requer experiéncia do utilizador. Os valores destas matrizes alteram
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significativamente o valor dos dados estimados e o mesmo se verifica no valor do estado
inicial também assumido. Chegar a estes resultados iniciais para o EKF convergir

rapidamente e fornecer estimativas precisas pode ser desafiador.

O EKF assume que o ruido do sistema ¢é branco e segue uma distribuicao gaussiana. Caso
isto ndo se verifique o filtro ndo obtém os melhores resultados. A estimativa aproxima-se do

estado verdadeiro, mas nao minimiza a diferenca para o estado verdadeira.

A utilizacdo do EKF pode ser computacionalmente intensiva na computacao das matrizes
jacobianas. Isso pode ser uma limitacdo em sistemas de tempo real ou com recursos

computacionais limitados.
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Capitulo 3

Simulacao e Resultados

Esta seccdo tem como objetivo a aplicacao do filtro de Kalman para as cinco missoes

mencionadas na introducao da dissertacao.

3.1 Simulacao
Uma vez que na utilizacao do filtro de Kalman o ruido é assumido branco e gaussiano, ap6s
a obtencao das coordenadas cartesianas e da velocidade para cada missao [9] com o centro
do Sol como origem do referencial foi injetado ruido nos dados usando a funcao randn do
Matlab.

r* =1+ 0, randn(size(r)) (61)

" =1+ 0, randn(size(r)) (62)

Considerando o erro maximo para a posicao e para a velocidade os valores assumidos da

Tabela 3., o desvio padrao ¢ para a posicao e para a velocidade é dado por

=50 (63)

Tabela 3 — Erros maximos assumidos para cada misséo.

VieV2 MO MSL e M2020
Erro maximo
aceitavel da 10 km 1km 0,2 km
posicao g,

Erro maximo
aceitavel da 0,08 km/s 0,05 km/s
velocidade ¢,

Foi implementado o filtro de Kalman estendido com algoritmos na Tabela 2. O vetor de

funcoes do meu sistema dado por
f=0% y z % y 2T (64)

As trés ultimas componentes de (64) dadas por (2), (3) e (4) e ja com a norma da posicao

relativa substituida e com a adicao do ruido do sistema ficam

U

(T y7 4 72)
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y= £ y+w
= — 5 )
(,/x2 +y2+ 22) (66)
.. u
zZ=- z + wg 67)

x% 4+ y2 + 7?2 ’
(v )

E o parametro gravitacional u igual ao parametro gravitacional do Sol ug,;
Usor = 1,327 x 1011 km3/s?

A matriz de medicao/observacao do sistema C com origem em (58) é a matriz que define

como as variaveis de estado contribuem para as medicoes.

Esta matriz C é a matriz que multiplicada pelo vetor de estado X =[x y z x y z]7, torna
o vetor de medicoes Y =CX+v =[xy z]T +[v; v, v3]7. A matriz de distribuicio do
ruido D, que relaciona as func¢oes do estado do sistema com o ruido do sistema, tem os seus
elementos determinados a partir da equacao (57) e resulta das derivadas parciais das

equacoes do sistema (64) em ordem aos elementos do ruido.

b :%: r0 0 01
17w, 0 0 0
9 0 0 0

5,2 = i = 1 D =
GWZ 1 O O
_ e _ 0 1 0
7 Ows o 0 1.

Da mesma forma, os restantes elementos da matriz tém resultado nulo.

Estas matrizes sdo constantes para a dissertacdo e D foi discretizada com um passo de
discretizacdo dt = 1/duracgio da missio, onde a duragio da missdo é o nimero de passos
k desde o inicio da missao em t, até a chegada ts;,q;, Ou equivalente para as missoes Voyager
em que foram usados para a simulacao dos filtros dados até a passagem da Voyager 2 por

Neptuno.

As matrizes iniciais de covariancia do erro P, e do ruido do sistema e das medicoes Q e R,

respetivamente, sao dadas por
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Q = Aq X I3><3 (68)
R = /‘lT‘ X I3><3 (69)
PO = Ap X I6><6 (70)

Onde A é um fator de multiplicacdo assumido diferente (ou nao) para cada matriz e cada
missao e I a matriz identidade, com dimensao 3 x 3 para Q e R e dimensao 6 X 6 para P,.
Através de tentativa e erro foram encontrados os fatores de multiplicacao que faziam com
que os desvios de posicao/velocidade fossem inferiores aos maximos aceitaveis

considerados na Tabela 3.

Tabela 4 — Fatores de multiplicacio das matrizes de covariancia.

Missao
Aq =1x10%°
Vi/V2 A =1x1073
Ap =1x10%°
Aq =1x103°
MO / MSL / M2020 A =1x10°
Ap =1x10%°

Uma vez que estado do sistema é descrito por equagdes diferenciais de primeira ordem
continuas no tempo, é necessario fazer a discretizacdo logo na primeira equacdo no
algoritmo, no conjunto de equacgdes time update, na estimativa do vetor de estado estimado.

Para isso foi usado o algoritmo de Butcher disponibilizado no Anexo A.

Apoés a estimativa do vetor de estado do sistema foi determinado o desvio dos dados

filtrados/estimados em relacdo aos dados de referéncia originais.

&p, =V (i = 22 + Ok = 9% + (2 — %)? (71)
vy = |V — Dkl (72)

Com as velocidades determinadas através da posicao original e estimada da seguinte forma

Xp+1 — X\ 2 —Vk\?  (Zks1 — Zk\?
- ( k+1 k) n (Yk+1 YR) +( k+1 k.) (73)
tr1 — tk Tkt — g te1 — tk
Res1 =R\ (Teer = Ie\°  (Zrar — 2\
B, = ( k+1 k) +< k+1 k) +< k+1 k) (74)
Tt — g Cev1 — Ck b1 — Tk
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O resultado do denominador é o tempo (em segundos) do intervalo de k para k + 1, é

constante em cada passo e para todas as missoes e é igual a 24h.

3.2 Resultados

Nesta seccao sao apresentados os resultados da simulacao para as cinco missoes e para duas
situacoes do vetor de medicao Y. Para cada missao, foi feita uma simulacao em que as
medicoes do algoritmo do EKF eram os dados limpos, isto é, dados originais sem a

introducao de ruido, e com os dados ruidosos.

3.2.1 Voyager 1
Os resultados obtidos da simula¢ao para a missao Voyager 1 sao os visiveis nas Figuras 4, 5,
6e7.

Desvio da posigdo estimada em relagdo a posigdo de referéncia para a missdo Voyager 1

Desvio de posi¢ao [km]

o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tempo [dias]

Figura 4 — Desvio da posicao estimada com EKF em relacfo a posi¢ao verdadeira para os dados com ruido (a
vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missido Voyager 1.

A Figura 4 é a representacao do desvio da posicao estimada pelo EKF com os dados ruidosos
a vermelho e com os dados limpos a azul em relacao a posicao verdadeira ao longo da
missdo, desde a injecdo até aproximadamente & passagem de Voyager 2 por Neptuno. E
possivel ver que o desvio da posicao estimada com os dados ruidosos atinge valores
maximos de cerca de 8,5 km, e um valor médio, visto na mesma figura como a linha
horizontal da mesma cor, de pouco mais do que 3 km. De simulacao para simulacao estes
valores variam ligeiramente sem haver nenhuma alteracao do cédigo de implementacao
nem nas variaveis de entrada. Isto deve-se ao uso da funcdo randn, ja referida

anteriormente, que insere o ruido em Y, de forma aleatoria.

26



Capitulo 3 | Simulagio e Resultados

Devido a ordem de grandeza do desvio da posicao estimada dos dados com ruido em relacao
aos dados sem ruido, na Figura 4 a azul s6 € possivel ver uma linha horizontal com o valor
do desvio de 0 km. Na realidade esse valor nao é zero, mas é muito proximo e pode ser visto

com maior exatidao na Figura 5.

Desvio da posigdo estimada em relagio a posigao de referéncia para a missao Voyager 1

0035 [~
003

0025

Desvio de posigao [km)]

0015

W w

Figura 5 — Desvio da posicao estimada com EKF em relacdo a posicao verdadeira para os dados sem ruido para
a missdo Voyager 1.

ooos— | [l 1|

Tempo [dias]

E possivel ver, na Figura 5, que o desvio maximo para os dados sem ruido é de
aproximadamente 40 m. A linha horizontal é o valor médio do desvio e para este caso é de
cerca de 12 m. Apesar de a diferenca entre e os dados sem ruido e os dados com ruido sem
consideravel, os resultados do filtro para os dados sem ruido apresentam uma maior
instabilidade.

a0t Desvio da em relagdo & velocidade de referéncia para a misséo Voyager 1

Desvio de velocidade [km/s]

04 Uty I ‘ | I i “
1 | , AU ‘.‘ A LA T
O A A IR ‘ iy ‘H R ‘H THATPRRA R

, ‘ | | | | ]
o 500 1000 1500 2000 250 000 3500 4000 4500 5000

Tempo [dias]

Figura 6 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacdo a velocidade verdadeira para os dados com
ruido (a vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missdo Voyager 1.
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Para o desvio da velocidade os graficos tém formas semelhantes, mas ordens de grandeza
diferentes. Da Figura 6. é notavel o desvio méaximo de cerca de 0,13m/s (1,3 X 10™* km/s)
e um desvio médio de pouco menos de 0,3 x 10~* km/s, isto é, 3 cm/s, para os dados com

ruido.

Para os dados sem ruido, mais facilmente analisaveis da Figura 7. encontra-se um valor
maximo de cerca de 6,5 x 10~7 km/s e um valor médio a proximo dos 2 X 107 km/s.

Também aqui é possivel verificar uma maior instabilidade no EKF.

Desvio da velocidade estimada em relacéo a velocidade de referéncia para a missao Voyager 1

| ‘
|
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‘ ‘1 ” i \ [ ; ‘\ H“‘ | “ )
‘ i

MH

Desvio de velocidade [km/s]

‘\\
|! ‘H“q“! ‘\ itk \“H‘

TR I 1| (|l
‘

2500
Tempo [dias]

Figura 7 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacao a velocidade verdadeira para os dados sem
ruido para a missao Voyager 1.

Nas Figuras 8 e 9 esta uma representacao grafica bidimensional da trajetoria estimada para
os casos sem ruido e com ruido, respetivamente, bem como as orbitas dos planetas
envolvidos. As linhas a tracejado sdo orbitas dos planetas Terra, Jupiter, Saturno, Urano e
Neptuno, do interior para o exterior. Na Figura 8, a trajetoria da sonda espacial esta
representada a azul e na Figura 9 a vermelho. Para além da cor, ndo h4 diferencas entre as
duas a esta escala, pois como observado pelos graficos do desvio desta missao, o desvio

maximo da posicao verdadeira é de cerca de 9 km.
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108 Trajetoria verdadeira e estimada com dados sem ruido da missao Voyager 1

¥ (km]

Figura 8 — Representacdo grafica bidimensional da trajetéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da
missao Voyager 1.

10 Trajetéria verdadeira e estimada com dados com ruido da misséo Voyager 1

¥ (km]

Figura 9 — Representacao grafica bidimensional da trajetéria verdadeira e estimada com dados com ruido da
missao Voyager 1.

3.2.2 Voyager 2
Para a segunda sonda espacial, os resultados graficos da simulacao encontram-se da Figura

10 a Figura 13.
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Desvic da posigdo estimada em relagdo a posigao de referéncia para a missdo Voyager 2

Desvio de posicdo [km]
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"o 500 1000 1500 2000 2500 2000 3500 4000 4500 5000
Tempo [dias]

Figura 10 — Desvio da posic¢ao estimada com EKF em relacao a posi¢ao verdadeira para os dados com ruido (a
vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missdo Voyager 2.

A Figura 10 mostra que o erro maximo de posi¢ao para os dados estimados com introdugao
de ruido é de pouco mais de 9 km. O valor médio do erro para esta missao é também de
cerca de 3 km. Novamente a diferenca de valores do desvio entre o estado estimado com
dados com ruido e dados sem ruido é tao elevada, que o desvio da posi¢ao para os dados

sem ruido aparece no grafico como uma linha horizontal de valor zero.

Representando apenas o desvio de posicao dos dados estimados sem ruido ao longo da
missao, é possivel visualizar na Figura 11 um valor maximo do erro da posicao de pouco
mais do que 40 m. O valor médio do erro ronda os 10 m e novamente para esta escala, é

notavel a instabilidade do filtro.

e Desvio da posigdo estimada em relagdo a posigao de referéncia para a missdo Voyager 2

003

% 0025

Desvio de posigao [km]

anos /(1]

Figura 11 — Desvio da posig¢do estimada com EKF em relacdo a posigio verdadeira para os dados sem ruido
para a missao Voyager 2.
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Na Figura 12 esta representado o erro da velocidade estimada em relacao a velocidade
verdadeira para os dados com ruido e dados sem ruido ao longo do tempo. Apresenta um
desvio de velocidade inferior a 1,4 X 10~* km/s que é igual a 14 cm/s. Os valores do erro de

velocidade andam a volta de pouco mais de 2 cm/s.

a0 Desvio da velocidade estimada em relagdo a velocidade de referéncia para a missdo Voyager 2

Desvio de velocidade [km/s]
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] 500 1000 1500 2000 2500 2000 3500 4000 4500 5000
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Figura 12 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacao a velocidade verdadeira para os dados com
ruido (a vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missao Voyager 2.

Representando novamente o desvio de velocidade ao longo do tempo da missao por nao ser
visivel na figura anterior, na Figura 13 é possivel ver um desvio de velocidade inferior a
0,45 mm/s. O valor do erro médio da velocidade é de cerca de 0,1 mm/s. A esta escala é

possivel ver novamente a instabilidade do filtro estendido.

10” Desvio da velocidade estimada em relagdo a velocidade de referéncia para a missdo Voyager 2
a5~ Vs

Desvio de velocidade [km/s]

J”

Tempo [dias]

5000

Figura 13 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacdo a velocidade verdadeira para os dados sem
ruido para a missdo Voyager 2.
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Nas Figuras 14 e 15 estdo representadas as trajetorias reconstruidas a partir dos dados
estimados pelo filtro com os dados sem ruido e com ruido, respetivamente. Estao
representadas também as drbitas dos planetas envolvidos e é possivel observar a curvatura

resultante das assisténcias graviticas dos planetas.

10 Trajetéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da misséo Voyager 2

¥ [km]

5 -+ =] 2 Bl 0 1 2 3 4 5
X [km] 10°

Figura 14 — Representacdo grafica bidimensional da trajetoéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da
missao Voyager 2.

108 Trajetéria verdadeira e estimada com dados com ruido da miss3o Voyager 2

¥ [km]

Figura 15 — Representacio grafica bidimensional da trajetéria verdadeira e estimada com dados com ruido da
missdo Voyager 2.
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3.2.3 Mars Odyssey

Da Figura 16 a 19 estdo representados os resultados da aplicagdo do filtro de Kalman

estendido para a primeira das missoes a Marte estudadas.

o Desvio da posigdo estimada em relagio a posigao de referéncia para a missdo Mars Odyssey

Desvio de posigao [km]

Tempo [dias]

Figura 16 — Desvio da posigdo estimada com EKF em relagdo a posi¢ao verdadeira para os dados com ruido (a
vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missao Mars Odyssey.

Na Figura 16 nota-se o valor méximo do desvio da posicao estimada de cerca de 0,65 km e o

erro médio da posicao ronda os 300 m para os dados ruidosos.

Para os dados sem ruido, a o desvio médio da posicdo estimada em relacdo a posicao
original, visivel na Figura 17, é muito proéximo de zero, e apresenta um pico maximo na fase

inicial da missdo com um valor na ordem de grandeza de 10™° km.

Desvio da posicdo estimada em relagéo a posicao de referéncia para a missdo Mars Odyssey

Desvio de posigao [km]

Tempo [dias]

Figura 17 — Desvio da posi¢ao estimada com EKF em relagao a posicao verdadeira para os dados sem ruido
para a missdo Mars Odyssey.

33



Capitulo 3 | Simulacio e Resultados

10 Desvio da

em relagdo a velocidade de referéncia para a missdo Mars Odyssey

Desvio de velocidade [km/s]

Tempo [dias]

Figura 18 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacio a velocidade verdadeira para os dados com
ruido (a vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missao Mars Odyssey.

25210 Desvio da vel i em relagdo a velocidade de referéncia para a missao Mars Odyssey

Desvio de velocidade [km/s]

Tempo [dias]

Figura 19 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacao a velocidade verdadeira para os dados sem
ruido para a missdo Mars Odyssey.

Para o desvio de velocidade dos dados estimados com ruido, a Figura 18 mostra valores

muito baixos na ordem dos cm/s.

Novamente para os dados sem ruido, existe um pico no desvio de velocidade estimada na
fase inicial da missao, mas sendo com unidades muito baixas e proximas de zero, como ¢

possivel ver na Figura 19.

De igual forma das missoes anteriores, foram tracadas as trajetérias da missao Mars

Odyssey com os dados estimados pelo filtro. Essas trajetorias sdo vistas na Figuras 20 e 21.
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Estao também representadas as orbitas da Terra (linha tracejada a azul) e de Marte (linha
tracejada a vermelho). A linha tracejada a preto é a linha de apse da o6rbita da Terra e no
centro a laranja esta representado o Sol a uma escala de 10 vezes superior ao tamanho real.
A esta escala é possivel ver quatro pontos pretos em cada figura: dois na 6rbita da Terra e
dois na oOrbita de Marte. Estes pontos representam a Terra e Marte, nos momentos de

injecdo e de insercao e estao a uma escala de trezentas vezes o tamanho real de cada planeta.

10° Trajetéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da missdo Mars Odyssey

X [km]

¥ [kem] 10?

Figura 20 — Representacio grafica bidimensional da trajetéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da
missdo Mars Odyssey.

10® Trajetoria verdadeira e estimada com dados com ruido da missdo Mars Odyssey

¥ [km] i0®

Figura 21 — Representacdo grafica bidimensional da trajetoria verdadeira e estimada com dados com ruido da
missdo Mars Odyssey.
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3.2.4 Mars Science Laboratory

Os erros de posicao e velocidade estimados com ruido e sem ruido estdo representados da

Figura 22 a 25.

o016 Desvio da posigao estimada em relagao a posigéo de referéncia para a missao Mars Science Laboratory

Desvio de posi¢ao [km]

[} 50 100 150 200 250 00
Tempo [dias]

Figura 22 — Desvio da posi¢ao estimada com EKF em relagao a posicao verdadeira para os dados com ruido (a
vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missdo Mars Science Laboratory.

Na Figura 22 encontra-se um valor maximo do erro da posi¢ao de 160 m para os dados

estimados a partir de dados ruidosos e todos os outros valores andam a volta de um valor

inferior a 80 m.

x10® Desvio da posicao estimada em relagdo a posigao de referéncia para a missdao Mars Science Laboratory

Desvio de posigao [km]

0 50 100 120 200 20 300
Tempo [dias]

Figura 23 — Desvio da posicao estimada com EKF em relacao a posicao verdadeira para os dados sem ruido
para a missao Mars Science Laboratory.

O erro da posicao estimada a partir de dados sem ruido apresenta valores muito inferiores

e na ordem de 10~8 km como é visivel na Figura 23.

36



Capitulo 3 | Simulacio e Resultados

15 210" Desvio da velocidade estimada em relagdo a velocidade de referéncia para a missao Mars Science Laboratory

Desvio de velocidade [km/s]

0 50 100 150 200 250 300
Tempo [dias]

Figura 24 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relagdo a velocidade verdadeira para os dados com
ruido (a vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missdo Mars Science Laboratory.

Relativamente ao desvio de velocidade estimada a partir de dados ruidosos para esta
missao, a ordem dos valores é semelhante a missao anterior e é de alguns mm/s, como se

pode ver na Figura 24.

Na Figura 25, para o erro da velocidade relativamente a velocidade de referéncia é ainda

mais baixa e mesmo sendo instavel e apresentando uns picos, estes tém valores na ordem
de 107 13km.

g 10 Desvio da velocidade estimada em relagdo a velocidade de referéncia para a missao Mars Science Laboratory

Desvio de velocidade [km/s]

o 50 100 A é-l.‘ 200 250 1‘:\'.‘
Tempo [dias]

Figura 25 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacdo a velocidade verdadeira para os dados sem
ruido para a missdo Mars Science Laboratory.
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Na Figura 26 esta representada a trajetdria de transferéncia estimada pelo EKF com os

dados de medi¢ao sem ruido sobreposta a trajetéria verdadeira.

Trajétoria verdadeira e estimada com dados sem ruido da missio Mars Science Laboratory

X [km]

o}

Y [km] ) 10°

Figura 26 — Representacao grafica bidimensional da trajetéria verdadeira e estimada com dados sem ruido da
missdo Mars Science Laboratory.

Trajetoria verdadeira @ estimada com dados com ruido da missdo Mars Science Laboratory

X [km]

¥ [km] 108

Figura 27 — Representacio grafica bidimensional da trajetdria verdadeira e estimada com dados com ruido da
missdo Mars Science Laboratory.

Na Figura 27 a trajetoria é desenhada utilizando a devolucao das componentes da posicao

do vetor de estado com os dados ruidosos. A curva esta sobreposta a trajetoria verdadeira

e nao é possivel ver o desvio a esta escala.
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3.2.5 Mars2020

Os resultados graficos da simulacao da altima missao estao nas Figuras 28, 29, 30 e 31.

014 Desvio da posigéo estimada em relagdo a posigdo de referéncia para a missdo Mars2020

Desvio de posigdo [km]

Tempo [dias]

Figura 28 — Desvio da posic¢ao estimada com EKF em relacao a posi¢io verdadeira para os dados com ruido (a
vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missdo Mars2020.

Os desvios da posi¢ao estimada em relacdo a posicao verdadeira para a missao de 2020
podem ser vistos para os dados com ruido na Figura 28 e 1é-se um valor maximo do erro

inferior a 140 m e de um valor médio de pouco mais de 60 m.

. Desvio da posicdo estimada em relagdo a posigao de referéncia para a missao Mars2020

Desvio de posicdo [km]

Tempo [dias]

Figura 29 — Desvio da posicao estimada com EKF em relacdo a posicao verdadeira para os dados sem ruido
para a missao Mar2020.

Em todos os graficos em que o desvio da posicao estimada para os dados limpos era
representado juntamente com os dados ruidosos apresentava um valor nulo, tal eram os

seus valores inferiores relativamente aos outros. No entanto, para esta missao o desvio
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estimado com os dados limpos apresenta valores nulos em relacao a posicao verdadeira, tal

como pode ser visto na Figura 29, indicando que sdao “iguais” aos originais.

Na Figura 30 esta representado o erro da velocidade estimada em relacao a velocidade
verdadeira e apresenta méaximos proximos de 1,6 X 107° km/s e um valor médio préximo
de 0,5 x 1076 km/s.

10° Desvio da velocidade estimada em relagio a velocidade de referéncia para a missao Mars2020

Desvio de velocidade [km/s]

Tempo [dias]

Figura 30 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacao a velocidade verdadeira para os dados com
ruido (a vermelho) e os dados sem ruido (a azul) para a missao Mar2020.

Desvio da velocidade estimada em relagao a velocidade de referéncia para a missiao Mars2020

Desvio de velocidade [km/s]

Tempo [dias]

Figura 31 — Desvio da velocidade estimada com EKF em relacdo a velocidade verdadeira para os dados sem
ruido para a missdo Mars2020.
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Para o erro da velocidade estimada para os dados sem ruido, o resultado foi o mesmo do

dos desvios de posicao desta mesma missao, isto é, igual a 0 km/s.

A trajetéria desta missao esta representada nas Figuras 32 e 33, através dos dados

estimados pelo EKF com medices sem ruido e com medi¢oes com ruido, respetivamente.

10°  Trajetoria verdadeira e estimada com dados sem ruido da missdo Mars2020

X [km]

Figura 32 — Representacdo grafica bidimensional da trajetoria verdadeira e estimada com dados sem ruido da
missao Mars2020.

10°  Trajetoria verdadeira e estimada com dados com ruido da missio Mars2020
)

X [km]

¥ [km] 108

Figura 33 — Representacdo grafica bidimensional da trajetoria verdadeira e estimada com dados com ruido da
missdo Mars2020.
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3.3 Analise de resultados

Apoés a simulacao de todas as missoes, os valores dos desvios maximos e médios da posicao
e da velocidade para os dados com e sem ruido foram registados na Tabela 6. e Tabela 7.,
respetivamente. Devido a falta de espaco para colocar mais texto nas tabelas, foram
colocadas linhas a sombreado para representar os dados com ruido e sem sombreado para

representar os dados sem ruido.

Tabela 5 — Valores obtidos dos desvios méximos e médios da posigao para todas as missoes.

Vi V2 MO MSL M2020
0,039 0,041 1,86 x10™° 596 x 1078 0
Spméx (km)
8,390 9,144 0,654 0,159 0,137
Eméax or Emax o ~ 218 ~ 223 ~ 4 x 108 ~ 3 x 10° -
0,012 0,010 9,27 x 10712 4,73 x107° 0
P mea (kem)
3,148 3,159 0,315 0,066 0,062
Eméd o/ Emed gy ~ 259 ~ 321 ~ 3 x 1010 ~1x 107 -

Na Tabela 5. encontram-se os valores arredondados dos desvios méaximos de posicao &, i
e os valores dos desvios médios de posicao Ep g €M relacdo a posicao verdadeira. Encontra-

se também a relacao entre os desvios maximos de posi¢ao para os dados com ruido (cr) e

sem ruido (sr) e a relacao entre os desvios médios.

Tabela 6 — Valores obtidos dos desvios maximos e médios da velocidade para todas as missdes.

Vi V2 MO MSL M2020
6,45x 1077 436x1077 2,13x10"* 547 x 10713 0
& .. (km/s)
max -4 —4 =G =G =G
1,29 x 10 1,24 x 10 9,36 X 10 1,66 x 10 1,63 x 10
Eméx or/ Eméx oy ~ 199 ~ 285 ~ 4 %108 ~ 3 x10° -
1,94%x 1077 949x10°% 2,12x1071® 290x 1014 0
Evméd (km/s)
251x107° 258x1075 2,75x107°% 552x10"7 4,71x 1077
Eméd or/ Emed gy ~ 130 ~ 272 ~1x 101 ~ 2 %107 —

Na Tabela 6. encontram-se os valores arredondados dos desvios maximos e médios de

velocidade ¢, . e ¢, .. em relacdo a velocidade verdadeira e a relacao entre os desvios
max méd

maximos de velocidade para os dados com ruido e sem ruido, bem como a relacao entre os

desvios médios da velocidade para os dois dados.

Em todas as missoes é possivel verificar que os resultados do filtro com os dados sem ruido
sdo superiores aos resultados do filtro com os dados com ruido, isto é, os erros estimados

pelo EKF com as medic¢oes sem ruido sao muito inferiores aos erros estimados pelo EKF
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com as medicoes ruidosas, o que seria de esperar. Nota-se uma diferenca consideravel na
relacdo entre os erros estimados com os dados ruidosos e os dados limpos de missao para
missao. Nas duas missOes Voyager essa relacao € de entre uma e trés centenas, enquanto
que nas missoes a Marte essa relacdo é no minimo de milhoes de vezes superior. Isto pode
ser um indicativo da nao-linearidade do sistema, na medida em que as manobras de

assisténcia gravitica e manobras de corre¢ao nao estao incluidas no modelo do sistema.

No entanto para os dados sem ruido, o desvio é diferente de zero, isto pode ser devido a
utilizacdo das matrizes de covariancia do ruido. Por outro lado, assumo que nos dados
verdadeiros estdo incluidas manobras de correcdo na trajetéria das missoes, e no passo de
previsao do filtro de Kalman onde é feita a discretizacao e determinado o estado estimado
a priori é utilizada a equacdo do problema de dois corpos que é uma aproximagao da

realidade e que pode levar a pequenos desvios e descontinuidades.

E possivel notar com maior clareza nas figuras dos desvios dos dados estimados sem ruido
(todas as figuras com os dados sem ruido apenas) que hd mais instabilidade, isto
possivelmente devido ao comportamento habitual do EKF altamente nao-lineares [2] e as
matrizes de covariancia assumidas. Através da experiéncia na tentativa de encontrar as
matrizes de covariancia do ruido e erro inicial mais apropriadas, o valor destas matrizes
altera significativamente o valor dos dados estimados, independentemente de as medigoes
serem ou nao ruidosas. No entanto, com as matrizes de covaridncia assumidas na
simulagdo, este filtro satisfaz as condi¢oes de os desvios de posi¢ao e velocidade estimados

serem inferiores aos maximos considerados aceitaveis da Tabela 3.

43



Capitulo 3 | Simulacio e Resultados

44



Capitulo 4 | Conclusao

Capitulo 4

Conclusao

Esta dissertacdo tinha como objetivo principal a implementagdo de um filtro de Kalman
estendido para estimar trajetorias de cinco missoes espaciais interplanetarias, objetivo que
foi concluido com sucesso. Todas a missoes apresentaram valores estimados de desvio de

posicao e inferiores ao erro considerado aceitavel.

Com este trabalho verificou-se a forma como o ruido influencia os resultados estimados. Os
desvios de posicao e velocidade estimados pelo EKF com medicoes ruidosas eram muito
superiores aos erros de posicao e velocidade estimados pelo EKF quando as medicGes nao
eram ruidosas. Quando o erro de medicao for muito pequeno ou negligenciavel, o resultado

da estimacao do estado pode ser muito proximo do valor real do estado.

Foi possivel verificar que a escolha de matrizes iniciais tem um grande impacto nos
resultados estimados pelo filtro, De forma a mitigar esta limitacdo, seria interessante
expandir este trabalho para uma filtragem adaptativa (AEKF - Adaptive Extended Kalman

Filter) e atualizar as matrizes de covariancia do ruido a cada passo.
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Apéndice A ‘ Trajetorias verdadeiras das missoes estudadas

¥ (km]

Figura 34 — Representacdo grafica bidimensional das trajetorias verdadeiras das missoes Voyager 1 e Voyager
2 até ao flyby de Voyager 2 por Neptuno.
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Figura 35 — Representacao grafica tridimensional das trajetorias verdadeiras das missdes Voyager 1 e Voyager
2 até ao limite do Sistema Solar.

49



Apéndice A

25 2 k]

Figura 36 — Representacao grafica tridimensional da trajetéria da missdo Mars Odyssey.
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Figura 37 — Representacao grafica tridimensional da trajetéria da missdo Mars Science Laboratory.
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Figura 38 — Representacio grafica tridimensional da trajetéria verdadeira da missdo Mars2020.
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Anexo A

Anexo A Algoritmo de Butcher para simulacao de sistemas
dinamicos [21]

Tema: Algoritmo de Butcher para a simulacdo de sistemas dindmicos

O modelo de um sistema € descrito por :
x=f(x.u)

onde x € R" ¢ o vetor de estado e 1 € R"™ o vetor dependente do tempo.

Notacoes:
x,=x(f,). Kk=0.12.... I, =t,_,+di:otempono k passo;
w, =u(t,).

dr . o passo da simulacio.

Algoritmo de Butcher:

Assumindo x, dado. os estados do sistema em #.t,..._.7;. ... sdo determinados por:
Em cada ciclo calcular:

ke =drf(x,.u,).

fy =dt. f(x, +Fk /4. u,).

fy=dt.f(x, +k/8+1/8.u,).

ky=dt.f(x,—ky /2 + k. u).

kg =dr.f(x, + 3k, /16 + 9%k, /16, 11,).

ke =dt.f(x, —3k 7+ 2ky )T +12k; /T —12k, /7 + 8k /7. u,).

Xy =X, +%(?f{1 + 32k, +12k, + 32k + Tky)
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