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Resumo

Todos os veiculos aéreos possuem uma dindmica de voo ndo linear e € sabido que a
teoria de controlo é mais explorada no caso dos sistemas lineares. Como tal, na presenca
de um sistema ndo linear torna-se vital, em geral, lineariza-lo para estudar o
comportamento do mesmo. E sobre a problematica de linearizagdo que este trabalho de
dissertacdo incide. Foi proposto um novo método de linearizagdo dptima que procura o
modelo linear, o mais proximo possivel do sistema ndo linear considerado. Enquanto os
métodos de linearizacdo existentes ndo garantem a validade do modelo linearizado em
determinados dominios de estados e de controlos, o método proposto tem como
objectivo a viabilidade do modelo linear obtido em dominios previamente escolhidos
pelo utilizador.

De modo a validar o método de linearizacdo 6ptima aqui apresentado, aplicamo-lo a trés
sistemas dindmicos distintos e concluimos sobre os mesmos. Os sistemas aos quais
aplicamos o método sdo, respectivamente, ao modelo ndo linear dindmico da aeronave
F-8 Crusader Fighter, ao modelo de um péndulo rotativo invertido e ao modelo nao

linear de um satélite.
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1. Introducao

1.1. Introducéo

Na teoria de controlo classica a anélise era feita no dominio da frequéncia, permitindo
apenas um bom estudo sobre o comportamento de sistemas SISO (Unica entrada para
uma Unica saida). Pelo contrario, a teoria de controlo moderna utiliza uma representacéao
em espaco de estado, no dominio do tempo. Esta representacdo permitiu 0 avango no
desenvolvimento do estudo de sistemas MIMO (multiplas entradas e maultiplas saidas),
sistemas, estes, que estdo presentes na maioria dos casos praticos. Ambos os sistemas
lineares e ndo lineares podem ser representados em espaco de estado, no entanto, 0s
sistemas nado lineares carecem, em geral, de ser linearizados, resultando num sistema
linear, que melhor traduza o comportamento do sistema néo linear inicial na vizinhanca
dos pontos de equilibrio, que depois sera representado em espaco de estado. O interesse
da linearizacéo, seja qual for o método usado, é poder utilizar as ferramentas de controlo
linear, que sdo j& muito bem elaboradas, enquanto o controlo puramente ndo linear
requer um processamento mais pesado para qual a tecnologia actual, as vezes, se torna
limitada. E sobre os sistemas ndo lineares que vamos dar mais importancia, uma vez

gue todos os veiculos aéreos tém uma dinamica de voo ndo linear.

Mas de facto, o que € um sistema ndo linear? Consideremos o sistema de controlo

dindmico descrito na forma,

x = f(x,u) (1.1)

Onde xeR" representa o vector de estado, ueR™ representa o vector de controlo e
fiR"xR™ > R" representa uma fungdo. O sistema cujo modelo esta definido pela

equacdo (1.1) é dito ndo linear quando a funcao f for ndo linear.

Para estudar o comportamento destes sistemas, nestas situacdes, temos, em geral, que 0s
linearizar através do método mais adequado, dependendo da aplicacdo pratica do

sistema em questdo. Este método de linearizagdo deve fornecer um sistema linear, o

9
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mais semelhante possivel do sistema nédo linear, em termos de informagdo acerca do
mesmo. Devemos ter sempre em conta que, ao linearizar um sistema nao linear, estamos
a perder qualquer tipo de informacédo sobre o comportamento real do sistema original.
Para que esta perda de informacdo seja minimizada € necessario ter conhecimento
prético do sistema ndo linear e aplicar um método de linearizacdo adequado. O presente
trabalho de dissertacédo pretende apresentar um metodo tal que leva a perdas minimas de

informacao sobre o sistema ndo linear de base.

Para uma determinada lei de controlo u(x) e um ponto inicial x no espaco de estado,
podemos pensar na solugédo de x(t) da equacdo (1.1), como uma funcédo que transfere o

estado inicial, no tempo zero, para qualquer outro estado, no tempo t [1]. O estudo,
aqui presente, sobre sistemas de controlo ndo lineares é focado num método de
linearizacdo optimo, que resultard num sistema linear cujo comportamento devera ser o
mais proximo possivel do sistema real, ndo linear, e que nos proporcionara concluir
sobre o0 mesmo com base no estudo da estabilidade, controlabilidade e observabilidade.
Sera utilizado um controlador 6ptimo, projectado atraves do método dos reguladores
lineares quadraticos, que € muito dependente da informacao que os estados transportam,
acerca do sistema. Nota-se aqui que, quanto melhor for a informagdo do sistema
implicita nas variaveis de estado, melhor serd a traducdo dessa informacdo para o
controlador. E muito importante a relagdo entre uma determinada lei de controlo e a
regido do espaco de estado que pode ser transferida para uma outra regido, através da lei
de controlo. Note que o facto de poder estabilizar um sistema implica a controlabilidade
do mesmo; contudo, para um sistema ser controldvel ndo precisa ser necessariamente
estavel sem controlo, tal como controlabilidade n&o necessita que o sistema seja

mantido no estado desejado [1].

1.2. Revisado Bibliogréfica

A maior parte dos métodos de linearizagcdo existentes, para a dinamica de voo nao
linear, sdo baseados huma aproximacao de primeira ordem do modelo, na vizinhanca de

um dado ponto de equilibrio ou referéncia. O modelo linear resultante aproxima o

10
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modelo nédo linear tendo em conta variagfes relativamente pequenas de estados e de
controlos em torno do ponto de referéncia. No entanto, o dominio, onde este modelo

linearizado € valido, ndo é conhecido com preciséo.

Os veiculos aéreos tém uma dindmica ndo linear e é sabido que os sistemas lineares séo
mais faceis de tratar que os sistemas ndo lineares pois a sua teoria é mais antiga e
madura, sendo também mais explorada. No entanto, sabe-se também, segundo
Lyapunov, da teoria dos sistemas dinamicos, que, qualquer sistema dindmico nao linear
tem uma dindmica quase linear na vizinhanca dos seus pontos de equilibrio. Aleksandr
Lyapunov (1857 — 1918) desenvolveu, a partir de 1898, uma teoria rigorosa sobre a
estabilidade de sistemas e as fun¢Ges com o seu nome, funcdes de Lyapunov, provam a

estabilidade de um certo ponto fixo num sistema dinamico.

Existem varios métodos de linearizacdo como sendo o0 mais conhecido e mais simples o
método de linearizacdo por expansdo em série de Taylor, mas também, linearizacdo

estocastica, universal, por feedback, linearizacdo dptima e linearizacao formal.

A linearizacdo Optima e a linearizacdo formal diferem dos outros métodos de
linearizacdo principalmente porque o dominio de céalculo pode ser definido pelo

utilizador, isto €, o dominio de validade do problema é conhecido.

1.2.1. Linearizacdo por expansdo em séries de Taylor

Uma das aproximacdes mais praticas é a linearizacdo atraves da expansdo da série de
Taylor, truncada na primeira ordem. Apesar de este método ser bastante pratico, a sua
implementacdo esta limitada a regiGes pequenas ou a sistemas lineares, pois o0 sistema
linear resultante descreve o sistema ndo linear apenas para variacdes suficientemente
pequenas, de estados e de controlos, em relacdo a uma dada referéncia ou ponto de

equilibrio.

Toda a fungéo diferencidvel pode ser escrita sob a forma de uma soma de polinGmios.

11
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Seja f €C” (classe C*) num dominio D, isto ¢, f admite derivadas continuas de
qualquer ordem. Chama-se polindbmio de Taylor de grau n da funcdo f no ponto

ae D, ao polindmio,

f(”)(a)

T(X— a)" (L1

Aumentando o grau do polindmio obtemos uma aproximagdo cada vez mais sofisticada.
No entanto, a linearizacdo de Taylor requer que a funcdo ndo linear seja diferenciavel

no ponto de referéncia e a ordem da expansao considerada € igual aum (n=1).

1.2.2. Linearizagio Optima

A linearizacdo Optima aproxima um sistema de fungdes ndo lineares pelo melhor
modelo linear em torno de uma regido especifica de estados e de controlos. Este método
encontra a melhor aproximacao linear de uma dada funcdo néo linear. E, deste modo,
um método de linearizacdo que trabalha em torno de um dominio definido, exacto, de
estados e controlos e é aplicavel a fungdes integraveis no sentido de Lebesgue. Sendo o
integral de Lebesgue uma generalizacdo do conceito de integral de Riemann,

apresentando, no entanto, vantagens sobretudo em relacao aos limites.

A linearizacdo optima pelos minimos quadrados é uma ferramenta apropriada para obter
a melhor aproximagdo linear de uma funcdo ndo linear em torno de uma regido
especifica de estados e de controlos. Zhao [2] trabalhou a linearizagcdo Optima como um
problema de optimizacdo dos minimos quadrados, no espaco de fungdes. Este método
aplica-se a qualquer fungdo continua e resulta num método de linearizagdo numérico
baseado na integracdo multipla [2]. Consideremos um sistema ndo linear descrito por
uma equacao diferencial ordinaria,

X =F(X,U) (1.2)

12
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Onde X representa o vector de estado (nxl), U representa 0 vector de controlo
(mx1) e F(X,U) é continuaem X eem U . Seja (X,,U,) um ponto de equilibrio e
seja a condicao F(Xe,Ue):O tida em conta. A linearizacdo Optima determina as

matrizes constantes A€ R™" e Be R™™ que minimizam,
| =|F (X, +xU,+u)-Ax—Bu (1.3)

Onde x=X-X,,u=U-U_, xeD,eueD,, tendo em conta que D,eD, sé&o

regides de interesse para estados e controlos.

Como resultado, obtém-se o modelo linear: X = Ax+ Bu+g(x,u), em que g(x,u) é

referente ao erro. Neste caso, podemos chamar linearizacdo estatica pois este método
aproxima a propria funcdo nao linear numa funcéo linear. Por outro lado, a linearizacéo
Optima dinamica encontra o sistema linear que melhor aproxima a resposta de um

sistema n&o linear de acordo com condi¢es especificas.

A linearizacdo Optima pelos minimos quadrados encontra as matrizes constantes A e B

que minimizam,

1(AB)=|F (X, +xU,+u)- Ax—Bul;
(L4)

(>

” [F —Ax—Bu]T .[F — Ax—Bu] dxdu
DuDx

Tendo em conta que D, e D, contém os vectores zero. A solugéo da equagao acima, se

existir, € Unica. E a solugdo existe se a matriz j 22" dz ndo for singular. A Unica solugdo
Dz

-1
da linearizagdo 6ptima dos minimos quadrados é, P :U F(Ze+ z)szz][J zszz]
Dz

Dz

2]
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Quando estabilizamos um sistema ndo linear em torno de uma condicdo de equilibrio,
podemos determinar o dominio de estados e controlos causados por perturbacdes nas
condices iniciais. Depois é so aplicar a linearizacdo 6ptima em torno desses controlos.

Este método, contudo, apresenta uma grande limitacdo que é o facto de se tratar de
integracbes multiplas. E facil perceber que, se o dominio de integracdo for grande, a
dimensdo do calculo exigido deixa de ser simples. Bousson [3] apresenta, por sua vez,
um método de linearizagdo 6ptima baseada no dominio da densificagdo que, em vez de
envolver integracdes maltiplas envolve amostragem do dominio de interesse, obtendo
assim uma linearizagdo com dimens@es elevadas muito mais faceis de tratar. Enquanto
Zhao [2] faz uma aproximacdo no espaco de funcdes, pelo menos continuas, 0 método
de Bousson [3] requer aproximacgdes no espago de parametros, 0 que permite lidar com

fungdes que podem ser mesmo descontinuas.

No método de Bousson [3], é considerado um modelo de controlo ndo linear descrito

por um sistema diferencial, na forma,
x=f(x,u) (1.5)

Onde xe D, cR" (vector de estado) , ue D, c R™ (vector de controlo) e f é uma

funcéo néo linear com validade em D, xD, [3].

Em primeiro lugar é necessario encontrar as matrizes A e B que minimizam a funcéo J

definida por,
J(AB)=|f(x +xu, +u)-Ax—Bu[ (1.6)

Para xe D, eueD,, (x,u,) torna-se um ponto de equilibrio no espaco de estado —

controlo, em que,

%, = f(x,u,)=0 (1.7)

e e! Ve
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A linearizacdo Optima é, na verdade, um problema de aproximacdo Optima, no sentido
em que se procura a melhor aproximacao linear de um modelo néo linear. Além disso, o
problema da aproximacdo € estabelecido no espaco de fungdes ou de pardmetros e
recorrendo a uma computacdo multidimensional integral ou ndo. Esta aproximacdo
reline algumas caracteristicas. Primeiro, a funcdo f pode ser descontinua e em segundo
lugar, o problema da aproximacao é estabelecido mais no espaco de parametros do que

no espaco de fungdes. No entanto, encontramos os elementos a; e b, das matrizes

Ae B, respectivamente, tal que, para um dado numero fixo S de pontos em

D =D, xD,, a seguinte soma seja minimizada,

J (all’a12’""ann’bll’bIZ""’bnm)= Z Hf (Xe +XS’ue +US)_AXS - BUSHZ

(Xs,Ug)eS

(1.8)
N
<:>‘J(a11'a12’---!ann!bnvbu’---’bnm):Zuf (Xe+XS!ue+us)_AXs_BusH2
S=1
Seja,
y = f (X +xu,+u) paracada (x,u)eD
(1.9)

z:m e C=[A B]

Para a resolucdo do problema, expresso nas equacfes acima, € necessario apresenta-lo

como um problema de regressdo linear multipla, baseado na relagéo,
y=Cz (1.10)
Onde z é o vector de entrada, y é o vector de saida e C representa um parametro

matricial desconhecido, que deve ser estimado. A partir da teoria da regressao linear

multipla, a solucdo do problema baseado na relacdo linear (1.10) é dado por,

N N -1
C :(Z ys.zg].(z zs.zgl (1.11)
S=1 S=1

15
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Os vectores z; sdo determinados pelo método de densificagdo que resumimos a seguir

[4]

A densificacdo consiste em “encher” o dominio de estados e de controlos pela curva de

uma funcgdo de tal forma que todos os pontos do dominio estejam relativamente perto

desta curva. A densificacdo considera um dominio D cR" e um intervalo real
J :[a,b]. Assim, uma funcdo h:J — D € dita como sendo uma curva densa de taxa

a em D, se,
vxeD, dtel :Hh(t)—XH <a (1.12)

E considerada a densificacdo do dominio D numa regido em forma de caixa (hiper-
rectdngulo). Deste modo, torna-se fundamental saber como se constroi uma curva densa

de taxa @ numa caixa [4]. Considere-se uma funcdo f continuamente definida em

[0,1]d e a seguinte curva g (t),

g(t) : te[O,l], 1<i<d (1.13)

o, (t) =N.g,_, (t) - [n.qpi_l (t)}
= g(t)=(a(1). 2, (1), 05 (1), 0 (1)) (1.13.)

Onde a dimenséo d € dada por, At =

kd—Z '

Também o parametro n € definido em funcdo da precisao ¢ .

De acordo com o metodo de densificacdo, a funcdo inicial h pode ser, agora, definida

por,

16
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Onde @ (X, X, %) =( Y11 Y20 Yy ) € O intervalo passa a ser definido por J =[0,1].

Y, =(bi —ai)xi +a,,Vi=12,..,n eafuncdo h passa a ser,

h(t)=(b,—-a)e(t)+a
(.. (L.14)
h(t)=(b-a )¢ (t)+a ,Vi=12..,n

O problema da linearizacdo [3] € estabelecido como um problema de regressdo linear
maltipla usando uma amostra de pontos como entradas e variagdes ndo lineares como
saidas [3]. No metodo de densificacdo apresentado, 0 numero de pontos, dentro do

intervalo, € um parametro escolhido [4].

1.2.3. Linearizacdo Formal

Existem ainda outros métodos de linearizacdo. Hitoshi Takata tem, ao longo dos anos,
tratado especialmente do método de linearizacao formal. Comecou por tratar o problema
da linearizagdo formal desenvolvendo um método onde aumentava as varidveis de
estado para sistemas nao lineares [5]. Este método de linearizacao formal transforma um
sistema ndo linear num sistema linear extendido, de tal modo que o sistema linear
resultante é de certo modo equivalente, ou até considerado 6ptimo, relativamente ao
sistema original. E introduzida uma sequéncia de funcdes linearmente independentes, e
0 sistema ndo linear dado é transformado numa serie de equacgdes dinamicas [5]. Uma
destas equacdes pode ser observada como sendo a equacdo dinamica resultante, no
espaco da funcéo, transposta pelas fungdes linearmente independentes. Deste modo, a
equacdo ndo linear dada é convertida numa equacdo linear extendida. Infelizmente, para
este método, apenas € possivel introduzir um nimero exacto de fungdes linearmente
independentes para sistemas especiais. O mesmo autor tentou mais tarde desenvolver o
metodo de linearizagdo formal. Propds um método de linearizacdo formal
computacional usando a interpolacdo cubica de Hermite [6]. Neste método é introduzida

uma funcao linearizadora que consiste nas variaveis de estado, nos seus quadrados e nos
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seus cubos e a dimensdo desta funcdo é determinada automaticamente pelo nimero
original de variaveis de estado. Depois, cada termo ndo linear é aproximado pela
interpolacéo cubica de Hermite e linearizado com respeito & funcéo linearizadora [6]. O
problema da linearizacdo formal é considerado para o caso de um sistema escalar e para

um sistema multidimensional.

Para um sistema escalar, seja o sistema ndo linear dado por,

X(t)=f(x(t)) . x(0)=x (1.15)

¢(x):[x, xz,xﬂT (1.16)

Diferenciamos esta fungdo em relagdo a t e aproximamos cada elemento, resultante

dessa diferenciacéo, pela interpolacdo cubica de Hermite. O dominio € dividido em sub-

dominios de modo apropriado tendo em conta a ndo linearidade da funcdo f (x) .

No caso dos sistemas multidimensionais, vamos considerar o sistema nao linear dado
por,

x(t)=f(x(t)) ,x(0)=x (1.17)

Onde f=[f,.., fn]T eC" é uma fungdo vector ndo linear. Neste caso, a funcéo

linearizadora é dada por,

.
#(x)= [T(mo...o) (%) Tiago.0) (¥): Tizao..0) (%) Tior0..0) (%) Taso.0p (%) oo Ty (X) 000 Tz (X)]

(1.18)

Onde T, . (X)=]]x¢ K=0123(r+.+r=0).
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Similarmente aos sistemas escalares, a funcdo linearizadora é diferenciada em t e

aproximamaos cada elemento pela interpolacédo cubica de Hermite.

Este método de linearizacdo formal é aplicavel a sistemas ndo lineares praticos e tém

uma implementacao simples [6].

Foi também considerado o método de linearizacdo formal que transforma um dado
sistema ndo linear num sistema linear através de interpolacdo de Chebyshev [7]. Esta
linearizag&o e, segundo o autor, mais exacta e mais facil de implementar. Assim como
no método anterior, a banda de erro mostra que a exactidao desta aproximacado aumenta
com o aumento da ordem dos polinémios de Chebyshev [7]. E necessario recorrer a
uma computacdo numeérica, devido é ndo linearidade dos sistemas (descritos por

equac0es diferenciais ndo lineares).

Vamos assumir que o sistema néo linear € dado por,

Dux=1(x(t)) ., x(0)=x€D (1.19)

Onde o dominio é definido a partida por, D =] J[m; — p;,m; + p,J=R" (m, eR refere-
i=1

se ao meio do dominio e p, >0 refere-se a metade do dominio). O dominio basico dos

polindbmios de Chebyshev é D, = H[—l,l] e x sofre uma transformacdo por

i=1

y=P*(x—m).
Os polinémios de Chebyshev {T, (.)} sdo definidos por,
T, (y;)=cos(r.cos™y,) ,(r=012,..) (1.20)

A linearizacdo formal usando os polindmios de Chebyshev foi ainda mais explorada

pois foi introduzida a varidvel tempo [8]. Trata-se de um problema geral de sistemas
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ndo lineares que variam no tempo. O sistema ndo linear varidvel no tempo é
transformado num sistema linear variavel no tempo, através da interpolacdo de
Chebyshev nas variaveis de estado e usando a expansdo de Laguerre para a variavel
tempo [8]. Ficou provado que, a medida que a ordem dos polindmios de Chebyshev e

Laguerre aumenta, mais exacto se torna o algoritmo descrito.

Consideremos o seguinte sistema ndo linear variavel no tempo:
Dix=1f(x(t)) ., x(0)=x€D (1.21)

Onde o dominio é determinado como no método anterior, mas considerando o dominio

no tempo como D =[0,).

Os polinémios de Chebyshev {T, (.)} sdo definidos por,

(_z)r Il 2 % d
W(l_ yi) “dy’

T.(%) (1-y2) 2 (1.22)

E, tendo em conta que foram introduzidos os polindmios de Laguerre, estes sdo

definidos por,

tdr r -t
Lr(t)zew(t ') (r=012..) (1.23)

Os resultados provaram o elevado grau de precisdo deste método de linearizagdo formal.

1.2.4. Linearizacdo Estocéastica

O método de linearizacdo estocastica, ou estatistica, envolve o desenvolvimento de
férmulas necessérias para computar as entradas aleatdrias que descrevem funcGes para
entradas e saidas multiplas ndo lineares [9]. Em geral, este processo envolve avaliacdes

de integrais mdaltiplos mas, em certos casos (classes) de ndo linearidades, estas
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avaliacbes dos integrais multiplos podem ser desprezadas (desconsideradas) e o0s
calculos simplificam bastante. O principal objectivo deste método €, uma vez mais,
encontrar funcdes lineares que representam a melhor aproximacdo das fungdes nédo

lineares estocasticas.
Consideremos uma funcao néo linear dada por,
f:R" > R"

Onde n e m representam numeros inteiros positivos.

Seja £ um vector de ordem n, de variaveis aleatorias com media dada por £ =E e a
matriz de co-variancia dada por P:=E(—&)(£—E&)'. Seja também & =&—Z a média

nula parte aleatoria de &.

A linearizacdo estatistica é utilizada para encontrar as matrizes de ganho equivalentes

N, e Nf que dependem de & e &, de tamanho mxn, para aproximar a funcdo néo

linear f , de tal modo que o erro de aproximacédo de média quadrada seja minimizado,
J(N, N ) =E[f(&)-N,E-N [ (£)-N,E-N, ] (1.24)
As matrizes resultantes N, e N, sfo chamadas de matrizes de ganho estatistico

Optimas. Para a equacdo de estado geral x = f(x,u), o processo de linearizacdo lida

com equacdes de estado lineares,

(1.25)
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Onde,

Note que o valor esperado em (1.24) é igual a soma dos valores esperados dos m

termos quadrados individuais e onde cada termo da soma apenas depende de uma linha

particular das matrizes N, e N, [9]. E assim, o problema da minimizac&o da equagio

(1.24) é resolvido reduzindo, simplesmente, m.

Consideremos, sem perda de generalidade, m=1. As matrizes N, e N, resultantes sio

matrizes linha. Para m =1, o erro aproximado da média quadrada é,

J(N{ ,N)=E[f(&)-N,&-N T (1.26)

A condicao necessaria para J(N,,N,) ser minimo ¢,

D,J (Nf J N 1) =06, (1.27)

D,J(N,,N,)=6,, (1.28)

Onde D,J(N,,N,) sfo as derivadas de J em relago a i-ésima variavel de (N, ,N,) e

6 representa a matriz zero de dimensao apropriada.

Da equagdo (1.27), a 6ptima matriz N, deve satisfazer,

2N LT -2Ef (5)ET =4, (1.29)

Claramente, se N, satisfaz,

ETN] =Ef (&) (1.30)
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A solucdo da equacdo (1.30) existe e em geral ndo é Unica. Assim, a solucdo absoluta

minima da equagdo (1.30) pode ser construida para & = 6, , através de,

N, :% (1.31)
s <

Do mesmo modo, da equagio (1.28) a matriz N, dptima deve satisfazer,

2N E(E£ET)-2E[Ef(&)]=0 (1.32)

Como a matriz da co-variancia P:= E(ZE") é positivamente definida e ndo singular, a

Unica solucdo é dada por,
N, =E[£f(H)IP (1.33)

Entdo, as equacOes (1.31) e (1.33) representam as formulas para o calculo das funcdes
de entrada aleatérias. Para varias saidas ndo lineares, cada saida é considerada
separadamente. Note que, para avaliar Ef (&) e E[£f(&)] presentes nas equacdes

(1.31) e (1.33) € necessario ter conhecimento da distribuicdo de probabilidade da

variavel aleatdria & [9].

1.2.5. Linearizagdo Universal

O conceito de linearizacdo universal é fortemente associado aos filtros de Kalman
Extendidos [10, 11]. O filtro de Kalman é frequentemente usado para combinar dados
obtidos de diferentes sensores numa estimativa estatisticamente Optima. Deste modo, 0
filtro de Kalman € capaz de encontrar a melhor estimativa baseada na correc¢do de cada

medida individual.

23



Universidade da Beira Interior

Esta técnica de linearizacdo é apenas aplicavel se as variagdes, para além do ponto
nominal de operacdo ou trajectdria, forem suficientemente pequenas. Pode ser aplicado
ao monitoramento de um alvo [10, 11]. Deste modo, o monitoramento é melhor
representado em coordenadas cartesianas, a dindmica do alvo é linear e as medidas

associadas s@o ndo lineares. Seja a dindmica do alvo e medidas modeladas por,

z=h(x)+v (1.34)

Onde o estado do alvo x e o processo de ruido estdo em coordenadas cartesianas, mas a
medida z e o ruido adicional v estdo representadas nas coordenadas do sensor. Os
modelos das medidas sdo néo lineares, pelo que se torna fundamental lineariza-los.

Este método de linearizacdo (linearizacdo universal) é por vezes chamado de pseudo
linearizacdo universal, pois na verdade é baseada numa representacao pseudo linear da
funcéo néo linear [12]. Nesta aproximacéo assume-se que a funcdo de medida ndo linear

h(x) pode ser reescrita na seguinte forma pseudo linear [12],

h(x) =h(X)+G(z,X)(Xx—X), VXX (1.35)

Onde G(z,X) representa uma determinada fungdo matricial e z =h(x) é a medida ideal.

O modelo da medicdo pseudo linear correspondente é,

z2=G(z,X)x+d(z,X)+Vv (1.36)
Onde,
d(z,X)=h(X)-G(z,X)X (1.36.1)

A titulo de exemplo, consideremos z = h(x) = x°.
Como,
X=X = (X + XX+ X)) (X=X
( X ) (1.37)
= (2P +7"*% +X*)(x=X)
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Temos,
G(z,X)=2?°+7"°*x + X,

Claramente nem todas as fungdes ndo lineares podem ser escritas na forma de
linearizacdo universal dada pela equacdo (1.35) e as que podem sdo chamadas de

modificaveis, como as funcdes invertiveis. E para estes casos, podemos reescrever h(x)

na seguinte forma pseudo linear,

h(x) = h(X) + H (X, X)(X=X), VX X (1.38)

1.2.6. Linearizagdo por Feedback

O método de linearizacdo por feedback é bastante especial pois a sua aplicacdo é em
particular para o controlo [13]. E, portanto, um dos mais importantes métodos para o
controlo ndo linear [13]. Basicamente, o principal objectivo é achar (escolher) um valor
de u (controlo) de modo que o sistema realimentado seja linear. Vamos considerar o

sistema nao linear na forma,

X =X,

1.39
X, =—asin(x )—bx, +cu (1.39)

Para podermos tornar o sistema linear, vamos supor que queremos regular o sistema em

torno na origem [x,,x,]=[0,0] e o controlo que torna o sistema linear &,
u=(alc)sin(x)+v/c (1.39.1)
E féacil perceber que substituindo esta equacdo no sistema original (1.24), o sistema

torna-se linear e fica,
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X
Il
R

(1.40)

>

, =—DX, +V

Podiamos tentar encontrar o valor mais apropriado de u (que torna o sistema linear) por

iteracBes, mas sabemos & partida como escolher v de modo a regular o sistema, ou seja,
v =—kx —K,X, (1.41)

Um sistema com uma entrada e uma saida, com utilidade para o controlo, segue as

seguintes equacdes de estado e de saida,

(1.42)

Onde xeR" é um vector, u representa uma entrada escalar e y uma saida escalar.
Supondo que f(.),g(.) e h(.) sdo funcdes diferenciaveis, é introduzida a nogéo de grau
relativo. Vemos, nas equacdes anteriores que a saida y ndo depende explicitamente de

u. Para saber quando a entrada aparece explicitamente na equacdo de saida, é
necessario diferenciar a equacdo de saida o nimero de vezes que for preciso. O nimero

de vezes que € preciso diferenciar a equacdo de saida, corresponde ao grau relativo [11].

Considerando a definicdo das derivadas de Lie, seja [13]: A:R" — Ruma funcdo

diferenciavel e fum vector campo, ambos pertencentes a um subconjunto U

pertencente a R". A derivada de Lie de A juntamente com f é dada por

<g—/1 f (x)> :g—ﬂ f (x) e é normalmente denominada por L 4.
X X

Entdo, paracada xeU ,

La(x)=Y %1 (x) (1.43)

i1 OX;
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Diferenciando L; A novamente, mas agora ao longo do vector campo g, obtemos,

o(LA)
~ 909 (1.44)

L,LiA(x)=

Note-se que esta diferenciacdo pode ser feita varias vezes ao longo do mesmo vector
campo. O exemplo a seguir demonstra a simplicidade das definicbes apresentadas

anteriormente no método de linearizacdo por feedback. Vamos considerar a equacéo,

X =X,

) ) (1.45)
% ==%+e(l-X()x,+u ,e>0

Se a saida for y = x;, as suas derivadas sdo dadas por,

T ) (1.46)
y:xzz—x1+e(1—x1)x2+u ,e>0

Daqui percebemos que o sistema tem um grau relativo igual a dois (r = 2) em R,

Em termos das derivadas de Lie temos,

1

Lh=L¢-[1, 0] b — X (1.47)
T T T xre(l-X ), | '

o(x,) 0
L,Lh= 8x2 g=[1, o]M:uo

LgLth:g—:g =[1, o]mzo

Apesar de ser uma técnica muito usada para o controlo de sistemas ndo lineares, tem

também as suas limitagdes pois o numero de componentes do vector de saida tem, para
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que a linearizagdo por realimentacdo seja aplicavel, que ser igual ao numero de
componentes do vector de entrada, isto €, o sistema tera que ter obrigatoriamente o

mesmo numero de entradas e de saidas.
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2. Problematica da Linearizacdo

Na prética, todos os sistemas sdo ndo lineares, embora a teoria dos sistemas lineares seja
muito mais madura e sofisticada. Da mesma forma acontece com os veiculos aereos,
que tém uma dindmica de voo néo linear. Assim, para estudar o comportamento destes
sistemas € necessario linearizar o modelo ndo linear e obter assim um sistema linear que
caracterize o sistema original, ndo linear. Em teoria de sistemas dindmicos, qualquer
sistema dindmico néo linear possui uma dindmica quase linear na vizinhanca dos seus
pontos de equilibrio (Lyapunov). Existem varios métodos de linearizacdo, sendo o mais
antigo e explorado o método de linearizacdo de Taylor ou linearizacdo pela matriz
Jacobiana, também chamado de linearizagdo classica. No entanto, estes métodos sdo
baseados numa aproximacao de primeira ordem do modelo, na vizinhanga de uma dada
referéncia ou ponto de equilibrio. E obvio que qualquer método de linearizacio esta
associado a uma perda de informacdo sobre o sistema e dependendo do método
utilizado esta perda pode ser bastante significativa resultando numa m4 interpretacéo do

modelo representativo do sistema.

O método de linearizacdo Optima é aquele que permite obter uma perda de informacéo
menor, neste contexto, isto é, determina a melhor aproximacéo linear de uma fungéo
ndo linear em torno de uma regido especifica de estados e de controlos. A linearizacdo
Optima €, assim, um metodo de linearizagdo que trabalha em torno de uma regido

definida, exacta, de estados e controlos e é aplicavel a fun¢des continuas.

O método de linearizagcdo Optima apresentado neste trabalho, no ponto seguinte, é, na
realidade, uma evolucdo do metodo proposto por Bousson [3]. A metodologia do
método segue a mesma apresentada por Bousson [3], mas difere no método de
densificacdo do dominio. Este novo método de densificacdo do dominio é apresentado

em detalhe no seguinte ponto.

29



Universidade da Beira Interior

2.1. Método de Linearizacdo Optima

Propomos, neste ponto, um método de linearizacdo Optima que encontra a melhor
aproximacdo de um modelo ndo linear através de um linear que melhor traduz o seu

comportamento, onde o dominio de estado e de controlo é controlado pelo utilizador.

Consideremos um modelo de controlo de voo ndo linear, descrito por uma equacgao

diferencial, na forma,
X = f(x,u) (2.1)

Onde xe D, cR" é o vector de estado, ue D, = R" representa o vector de controlo e

f uma funcéo diferencial ndo linear de dominio D, xD, .

Este método de aproximacdo é estabelecido no espaco da funcdo recorrendo a uma
computacdo multidimensional integral e esta associado a um problema de identificacdo
de parametros matriciais [3]. Deste modo, € necessario encontrar as matrizes A e B que

minimizam a funcdo de custo J, definida por,
J(A,B) =] f (%, +xu, +u)— Ax—Bul] (2.2)
Onde (x,,u,) representa um ponto de equilibrio tal que, x, = f(x,,u,)=0.

Note-se que esta aproximacdo retine algumas caracteristicas/limitacdes:

1. Afuncdo f deve ser descontinua,;

2. O problema da aproximacdo é estabelecido mais sobre o parametro espaco do

que sobre a funcéo espago. No entanto, encontramos os elementos a; e b, das

matrizes A e B, respectivamente, para um dado nimero fixo, S, de pontos no

30



Método de Linearizacio Optima para o Controlo de Sistemas de Aeronaves

dominio de estados e controlos D =D, x D,, de modo que a seguinte soma seja
minimizada,

J (ail’a12""1ann1b111b12""'bnm) = z ” f (Xe + Xs5 Ue +US) - AXs - Bus”2 (23)

(s ,Ug)eS

Este nimero fixo de pontos, S, é determinado atraves do método de densificacdo do
dominio que sera apresentado a seguir e pode ser imposto pelo utilizador. Considerando

este nimero de pontos como sendo N, entdo, a equacdo anterior fica,

N
J (all’a12""’ann’bll’bIZ""’bnm) = ZH f (Xe + X5, U +Us) - AXS - Bus||2 (24)
S=1

Consideramos as mudancas de variaveis apresentadas em (1.9).

De forma a resolver este problema, expresso nas equacdes anteriores, ele deve ser
estabelecido como um problema de regressdo linear maltipla, de acordo com a relagédo

representada na equacdo (1.10).

Através da teoria da regressdo linear multipla, a solucdo do problema imposto pela

relacdo linear anterior é dada pela equacgéo (1.11).

A seguir apresentamos 0 método de densificacdo do dominio mais adequado para este

método de linearizacdo dptima.

2.2. Meétodo de Densificacdo do Dominio (Curvas de Densificacéo)

E através deste método de densificacdo do dominio que conseguimos controlar o
dominio do problema. Construimos uma espécie de caixa que contem Vvarias curvas, as
curvas de densificagdo. Sobre estas curvas, escolhnemos um nimero de pontos
adequados com o beneficio de reduzir este nimero utilizando o método de linearizacdo

Optima sem, no entanto, prejudicar os resultados em termos de precisdo [4].

31



Universidade da Beira Interior

Definicdo 1 [4]. Consideremos uma caixa (ou hiper-rectangulo) B :Hir:l[ai,bi]c R" e

um intervalo real J =[a,b]. Entdo, a funcdo h:J — B é dita como sendo uma curva

densa o («a —dense curve) em B, se,

vxeB, Jtel: |h(t)-x|<a (2.5)
Note-se que | . | representa a norma Euclideana em R".

Vamos considerar entdo a fungéo h:J =[0,1] > B = H:Zl[ai,bi] , definida como:

veeld, h(@)=(h()h,(@),..h ()
Com,

h1: (blgal) Cos(a19)+(a1_2'_b1)’

h2 _ (b2 _az) COS(a26’)+ (az +b2) '
2 2
(2.6)
h, = b.-2,) cos(a,6) + @, +h)
2 2
Onde,
a,=u"2"n (2.7)
Com u >0, e verificando a seguinte equacgao,
ALY Y P 2.8)
Au
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Figura 2. Curva de densificagdo com 4 =6.
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3. Estabilidade (Estabilidade Estatica e Estabilidade
Dinamica)

No sentido de valorizar o0 método de linearizacdo apresentado, vamos aplica-lo a varios
modelos dindmicos observando depois a sua estabilidade em torno de um determinado

ponto ou estado de equilibrio. Consideremos um sistema (2.) descrito pela equacédo

diferencial,
(2): x="f(xu) (3.1)

Entdo, X, € um estado de equilibrio do sistema correspondente ao modelo anterior se
existir u, tal que f(x,u,)=0, isto é se % =0. Isto significa que as variaveis

permanecem constantes, ndo sofrem nenhuma alteragéo.

Segundo o principio da estabilidade estatica temos que assumir que o sistema esta
inicialmente em equilibrio, isto é, ha equilibrio. Um sistema diz-se estaticamente estavel
se, perante pequenas perturbagcdes em torno (na vizinhanga) de um determinado estado
de equilibrio, o sistema regressar para o seu estado de equilibrio inicial. Pelo contrério,
se ao impor uma perturbacdo ao sistema este for incapaz de regressar ao estado de
equilibrio inicial, entdo, o sistema diz-se estaticamente instavel. Quando qualquer ponto
representar um ponto de equilibrio do sistema estamos perante estabilidade neutra.

A

O

Figura 3. Estabilidade estatica positiva (estaticamente estavel).

34



Método de Linearizacio Optima para o Controlo de Sistemas de Aeronaves

Figura 4. Estabilidade estatica negativa (estaticamente instavel).

—_—

Figura 5. Estabilidade estatica neutra.

Na estabilidade dindmica, o sistema ndo necessita estar, inicialmente, no equilibrio. O
sistema diz-se dinamicamente estavel se, ao perturbar o sistema fora das condi¢des de

equilibrio, este se estabilizar num estado de equilibrio, que pode ser distinto do estado

de equilibrio inicial.

] Y 5 o
0 aperiodic response 0 damped oscillation

Time

- -
Time |

Figura 6. Dinamicamente estavel.

" constant A undamped oscillation
8 o 8 o N —————— T -—-—
- -
Time Time

Figura 7. Estabilidade dinamica neutra.
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aperiodic divergence divergent oscillation

\/ )
Time Time

Figura 8. Dinamicamente instavel.

3.1. Estabilidade no sentido de Lyapunov

Segundo Lyapunov qualquer sistema dinamico ndo linear tem um comportamento quase

linear na vizinhanca dos seus pontos de equilibrio.

Chamamos S(x,,t,,t) a solugdo (comportamento) da equacéo diferencial apresentada
acima, que se inicie em x, = x(t,), onde t, representa o tempo inicial (em geral igual a

zero).

O sistema (2.) apresentado acima é dito estavel no sentido de Lyapunov em torno do
seu ponto de equilibrio x, se, sofrendo uma perturbacéo, o sistema voltar a posi¢ao de

equilibrio ou a uma posic¢ao na sua vizinhanga.

3.1.1. Estabilidade Assimptdtica

O sistema () diz-se assimptoticamente estavel se ele for estavel (estabilidade simples)
e se 37 >0 e uma funcédo ]/:[to,+oo[ —>[O,+oo[ continua e com tIim y(t)=0 tal que,
para qualquer x, que satisfaga |x, —x[ <7, haja ||S(X,,t),t) = X||<7(t).[% —X,| para
qualquer t >t,. Na estabilidade assimptotica ndo ha garantia de que o sistema volte ao

ponto de equilibrio num tempo finito. No entanto, é garantido que o sistema volta ao

ponto de equilibrio num tempo infinito.
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3.1.2. Estabilidade Nao - Assimptdtica (Estabilidade simples)

Para que 0 mesmo sistema tenha estabilidade ndo — assimptotica € necessario que exista

uma funcéo 7/2[t0,+oo[ —>[O,+oo[ continua e com 0<tlim y(t)<e&, onde & representa

uma margem de estabilidade em relagdo ao ponto de equilibrio. Isto significa que, a
curva representativa do comportamento do sistema nao tende necessariamente para zero

(ponto de equilibrio), mas fica dentro da margem de estabilidade &, para sempre.

Dado um sistema ndo linear, o primeiro passo a seguir no estudo do seu
comportamento, € encontrar as condi¢des de estabilidade do sistema e lineariza-lo em
torno dessas condicdes, obtendo assim um modelo linear. Como ja foi mencionado,
linearizacdo significa qualquer tipo de “perda de informacéo” acerca do modelo inicial
ndo linear. Para quantificar estas “perdas” podemos aplicar ao sistema em estudo uma
perturbacédo e analisar o modelo quanto a controlabilidade e observabilidade do sistema.
Deste modo, ao aplicar a qualquer modelo o0 método de linearizacéo classica e o método
de linearizacdo Optima, podemos observar os resultados e comparar as matrizes de
estado e de controlo obtidas. Através destas matrizes ja & possivel observar as
simplificacBes que acompanham qualquer método de linearizagdo e verificar que uma
linearizacdo menos sofisticada acaba por traduzir de forma errada o comportamento de
um sistema. E necessario mencionar que nenhum método de linearizacdo fornece
informacdes extra a qualquer sistema. Dependendo do método de linearizacao utilizado,
ele pode sim, traduzir de uma forma éptima o comportamento real do modelo n&o linear

que deu origem ao problema.
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4. Controlabilidade e Observabilidade

Consideremos um sistema representado em espaco de estados:

(Z){X = Ax+Bu (a) 4.1)

y=Cx+Du (b)

(a): modelo da dindmica do proprio sistema (equacdes de estado);
(b): modelo das medidas realizadas ou a realizar sobre o sistema (equacdes de

observagéo).

O sistema, (), é de estado controlavel se é possivel conduzi-lo sempre de um dado

estado inicial x, para um estado final qualquer x,, dentro do espago de estado. A

matriz de controlabilidade é representada por,
A=[B AB A’B .. A"'B] (4.2)

O sistema é controlavel se e somente se, Atem n colunas linearmente independentes

(rank(A)=n). Note-se que se o numero de colunas linearmente independentes da

matriz de controlabilidade for igual & dimensdo da matriz de estado, entdo o sistema é

controlavel.

(2) é de observacao controlavel se for possivel conduzir o sistema de uma observacao

qualquer y, para uma outra qualquer y,, dentro do espaco de observacdes. A matriz de

controlabilidade de observacéo é dada por,

r=[CB CAB CA’B .. CA™'B D] (4.3)
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O sistema tem observagdes controlaveis se e somente se rank(I')=n. Se é possivel

conhecer as saidas (observac@es) do sistema, entdo podemos considerar C = | (matriz

identidade) e se D=0, entéo,

A =T (Matriz de controlabilidade € igual a matriz de observabilidade)

O espaco de observacgdo é nada mais nada menos que um espago de consequéncias (de

tudo o que acontece no espaco de estados).

A matriz de observabilidade é dada por,

C
CA

®=| CA? (4.4)

| CA™ |

O sistema () €é observavel se e somente se rank(®)=m, onde m representa o
namero de linhas da matriz C. O mesmo sistema diz-se completamente observavel se e

somente se rank(®)=n, onde n se refere a dimenséo da matriz A.

4.1. Teorema da Dualidade de Kalman

Considere o sistema apresentado acima, como estando no seu espaco primal. O mesmo

sistema num espaco dual é representado por,

. |z=Az+C'v
) . X (4.5)
w=Bz+Dv
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Onde:

z : funcéo de estado;
v : funcéo de controlo;

w : funcdo de observacéo.

Assim, o teorema da dualidade de Kalman diz que,

(D) () controlavel = (X°) é observavel @6
(2) () observavel = (X") é controlavel '

Isto significa que, todo o sistema controlavel no seu estado primal serd observavel no
correspondente estado dual. Do mesmo modo, qualquer sistema observavel no estado

primal é controlavel no estado dual.

4.2. Controlo

O sistema descrito anteriormente pode ser apresentado sob a forma de diagramas de
blocos, como vamos apresentar abaixo. A principal ideia é linearizar o sistema ndo
linear em torno de condi¢cdes de operacdo de referéncia, isto é, de um determinado
estado de equilibrio, projectar um controlador para o sistema linear resultante e de
seguida aplicar o mesmo controlo ao sistema néo linear. O objectivo é mostrar de que
forma actua o controlo introduzido num sistema quando forcamos uma perturbacéo
neste e desejamos controlé-lo e estabiliza-lo em torno do seu estado de equilibrio inicial

0 mais rapido possivel.

l"fn?f‘ _>,+':\ _;' —)v _'\‘ p— ‘_‘—I_‘\. + .Bn"‘:"I _)‘ :\-‘
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O sistema inicial x= Ax+ Bu (sem aumento de estabilidade) quando realimentado por

0 =—kx, passa a ser,

X = Ax — Bkx = (A— Bk)x (com aumento de estabilidade) 4.7)

A matriz de ganho k deve ser tal que a matriz aumentada A= A—Bk seja uma matriz
de Hurwitz (M é uma matriz de Hurwitz se todos os valores préprios da matriz tiverem
partes reais negativas). Note-se que, para que haja consisténcia nos célculos
matematicos, a matriz de ganho deverd ter tantas linhas como o nimero de colunas da

matriz de controlo.

Existem varios métodos para encontrar a matriz de ganho k. Nas aplicacdes que
apresentamos nos pontos seguintes, utilizamos o método dos reguladores lineares
quadraticos (LQR - Linear Quadratic Regulator). Este método torna-se bastante
atractivo uma vez que a sua utilizacdo é possivel mesmo que a matriz de
controlabilidade ndo seja quadrada, o que o torna vidvel na utilizacdo de variados

modelos.

42.1. LQR - Linear Quadratic Regulator

Neste método, para estabilizar o sistema, devemos encontrar o vector de controlo

Optimo u que minimize o seguinte critério [1],
J(u)= .f (x'Qx+u'Ru)dt (4.8)
0

Onde,

Q : matriz positivamente definida ou semi-definida hermitiana ou real e simétrica;

R : matriz positivamente definida hermitiana ou real e simétrica.
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Note-se que o vector u ndo sofre restricbes e as matrizes Q e R determinam a

importancia relativa do erro e do gasto de energia.

Com o aumento de estabilidade, o sistema fica,

X = Ax — Bkx = (A—BKk)x 4.9

Tendo em conta a funcdo de custo J e considerando uma funcdo de Lyapunov

associada ao sistema sob a forma V (x) = x" Px, temos,

X" (Q+k' Rk)x:—%(xT PX) (4.10)
Entéo,
X" (Q+k"RK)x = —X"Px—x"Px=—x"[(A-Bk)" P+ P(A—Bk)]x (4.11)

E deste modo, é necessario que a matriz de ganho k satisfaca a seguinte equacgdo de

Lyapunov,

(A—BK)" P+ P(A-Bk) = —(Q +k"RK) (4.12)

E a solucdo desta equacdo é,

k=R'B'P (4.13)

Como u =-kx, entdo temos,

u=-R'B"Px (4.14)
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Deste modo obtemos uma matriz de ganho 6ptima proporcionando uma lei de controlo
Optima. Note-se que a matriz P presente nas equacOes anteriores deve satisfazer a

equacéo de Riccati,

+PA- B +Q= :
A'P+PA-PBR'B'P+Q=0 (4.15)

Note-se que é possivel escolher os pesos das matrizes Q e R, isto €, seleccionar 0s

valores préprios para o controlo do sistema, ndo havendo, porém, uma relacdo geral que

relacione as duas matrizes.

4.3. Dominio de Atracgao

Dado o sistema de controlo descrito na equacgédo (2.1) com restricdes relativamente ao

controlo (ueld, com UcR" sendo as restricBes relativas ao controlo), o estado

resultante da perturbagdo dado por x={x|g(x)=0}. O estado inicial tal que, x(t)

aproxima assimptéticamente o alvo (estado resultante da perturbacdo) como t — o« €
chamado de dominio de atraccdo [1]. Esta € uma ferramenta muito Gtil para o controlo
de sistemas e este dominio pode ser calculado ou aproximado quando comparamos leis
de controlo. Trata-se de um método muito Gtil especialmente para o calculo do dominio
de atraccdo em sistemas unidimensionais e bidimensionais. Para sistemas de ordem
superior a dois esta mesma aproximagdo pode ser usada apenas como ferramenta de
indicacdo do dominio de atraccdo. Existem, no entanto, outros métodos de execucgdo
mais simples para estes casos, como por exemplo através de funcdes de Lyapunov.
Especificamente para sistemas ndo lineares e de forma a obter o dominio de atrac¢éo,
devemos ter em conta o sistema cujo dominio queremos encontrar e como tal, saber
quais as restri¢ces aplicadas ao controlo. Usando o método de LQR, devemos projectar
um controlador, resultante da realimentacdo, da forma u = —kx definindo as matrizes R

e Q como sendo matrizes identidade. O método de LQR devolve, entdo, a matriz de

ganho k e como tal podemos saber os valores préprios de A—Bk. De modo a

acomodar as fronteiras do controlo, devemos repor a lei de controlo (u=-kx)
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saturando as variaveis de estado. Por fim, podemos encontrar o dominio de atrac¢éo, em
torno do controlo LQR saturado, integrando desde “tras” até pontos muito préximos dos

pontos de equilibrio obtidos quando mantemos o controlo sem saturacao.
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5. Simulacao

Na resolucdo da maioria dos sistemas néo lineares somos incapazes de encontrar uma
expressao algébrica como solucdo. As solugdes devem ser, na maioria dos casos,
geradas através de métodos numéricos e técnicas de integracdo numeéricas para calcular

e representar trajectorias para o sistema. As equacOes diferenciais ordinarias tém a

forma geral,
Eyy Qv dy dy dy) g (5.1)
i ax e X '

Esta € uma equacao ordinaria pois s6 possui uma variavel independente, x.

Existem varios métodos para a resolugdo numérica de equacdes diferenciais numéricas.
Neste trabalho de dissertacdo utilizamos o método de Runge — Kutta de 42 ordem.
Considere o sistema de equacdes diferenciais dado por,

%= f(x1t) (5.2)

Onde f(x,t) e a solucdo x(t) s@o vectores de ordem n assumidos como sendo

continuas e tendo derivadas parciais de qualquer ordem continuas. A ideia basica, que

estd por detras dos algoritmos de Runge — Kutta, é expandir x(t) e f[x(t),t] em séries

de Taylor e depois usar os resultados para construir um algoritmo de integragédo

numeérica que tem em conta a curvatura da trajectoria x(t) [1].

Considere o0 método de Runge — Kutta de 42 ordem,

X(t+ At) = x(t)+%(k1 2K, + 2k, +k,) (5.3)
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Onde, para x=x(t),

k, = f(x1)
k, = f(x+k1 A;,w%j
(5.4)
k; = f(x+k2 At ,t+£j
2 2
k, = f (X+kAt, t+At)

O passo de integragdo At pode ser positivo ou negativo se corresponde a uma

integracdo posterior ou anterior, respectivamente.
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6. AplicacOes

De modo a validar o método de linearizacdo apresentado, vamos aplica-lo a varios
modelos dindmicos e analisar resultados. Como se trata de um método de linearizacéo,
vamos constantemente comparar o método de linearizagdo 6ptima com o metodo

classico de linearizacao (linearizacao por expansédo de séries de Taylor).

6.1. Modelo da aeronave F-8 Crusader Fighter

Trata-se de um modelo ndo linear cujas equacdes que representam a dinamica da

aeronave sdo [14, 15]:

% =—0.877x, + X, —0.215U —0.088x,X, +0.47x? —0.019x2
— X X, +3.846x] +0.28ux’ +0.47u’x, +0.63u°

X, =X (6.1)
%, = —4.208x —0.396x, — 20.967u — 0.47x? —3.564X’ + 6.265ux>
+46u°x, +61.4u°

Onde x, é o angulo de ataque (em radianos), x, representa o &ngulo de arfagem (em
radianos), x, representa a taxa de arfagem (em radianos por segundo) e u representa a

entrada do controlo.

Note-se que 0 angulo de ataque é o angulo que a componente horizontal da velocidade

V_ faz com a linha da corda. A atitude da aeronave é definida pelos trés angulos de

Euler,

@ : angulo de arfagem;
w . angulo de guinada;

¢ : &ngulo de rolamento.
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As taxas de manobra (angulares) séo as derivadas dos angulos de atitude na referéncia

ligada a aeronave,

p : taxa de rolamento;
q: taxa de arfagem;

r : taxa de guinada.

Eixo
Leme Vertical
de
diregdo \\

. Eixo
/| | Longitudina

Profundor " Ailerons

Figura 9. Representacdo dos controlos primarios e dos eixos que relacionam os angulos de

manobra.

Analisando as equacdes da dindmica de voo desta aeronave, podemos reparar que se
trata de um sistema ndo linear, com trés varidveis de estado e um controlo. Para estudar
0 comportamento deste sistema no equilibrio, temos que linearizar o modelo original e
de seguida controlar o sistema linear. Por fim, controlamos o modelo ndo linear e
através de métodos numéricos podemos observar 0 comportamento do sistema inicial,

no equilibrio. As condicGes de equilibrio foram assumidas como sendo nulas,

a, 0
X, =6, |=|0

9. | [0
u, = [0]
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O controlo, neste caso, € o0 actuador do profundor pois € este que controla 0 movimento
de arfagem da aeronave. O elevador ¢ um dispositivo articulado preso a uma superficie
fixa chamada de estabilizador horizontal. Juntos (profundor ou elevador e estabilizador
horizontal) formam um aerof6lio Gnico onde o elevador é apenas a parte que altera a
curvatura (perfil) deste aerofdlio. A deflexdo do profundor controla a estabilidade
estatica longitudinal e também esta deve ser tida em linha de conta. A estabilidade
estatica longitudinal de uma aeronave é estudada relativamente ao momento de arfagem

referente ao c.g. (M ), ou ao coeficiente do momento de arfagem (c, =M /QSb, onde
Q representa a pressdo dinamica, S é a area em planta da asa e brepresenta a

envergadura) e ao angulo de ataque. Note-se que, tal como as equagdes da dindmica de
voo indicam, todas as variaveis de estado dependem da variavel de controlo, pois todas
elas controlam a estabilidade estatica longitudinal da aeronave. A analise da estabilidade
estatica longitudinal esta directamente relacionada com o angulo de ataque, como ja
dissemos anteriormente. Por outras palavras, quando se altera o angulo de ataque de
uma aeronave a partir do equilibrio, num voo longitudinal, € desejavel que a aeronave
volte para o seu angulo de ataque de equilibrio. A aeronave tem, neste caso, estabilidade

estatica longitudinal.

wing lift

-~

| total lift
moment L
..---—# - e
13
weight tail lift
wing tfail

Figura 10. Representac¢do das forgas actuantes num perfil de asa e de cauda.

E fécil perceber que, para uma aeronave estaticamente estavel e com comandos livres,
como o aumento do angulo de ataque, a partir do equilibrio, induz um momento de
arfagem negativo (isto €, a aeronave tende a picar) que forca a aeronave a voltar para o

seu angulo de ataque de equilibrio. Da mesma maneira notamos que, para uma aeronave
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estaticamente estavel e com comandos livres, a diminui¢do do angulo de ataque, a partir
do equilibrio, induz um momento de arfagem positivo (isto &, o nariz da aeronave sobe)

que forca a aeronave a voltar para o seu angulo de ataque de equilibrio.

Quando linearizamos o modelo ndo linear, em torno das condigBes de equilibrio
assumidas anteriormente e utilizando ambos os métodos de linearizacdo (classica e
optima), o sistema resultante é controlavel, observavel, completamente observavel e
observavel pelo teorema de Kalman. De seguida introduzimos uma perturbacdo no
estado inicial de modo a observar até que ponto os diferentes métodos de linearizagao
sdo capazes de fornecer informacdo sobre 0 modelo ndo linear original. Devemos ter em
conta que se trata de uma aeronave caga, bastante manobravel e como tal, graficamente
sera mais dificil encontrar diferencas entre os modelos linearizados pelos dois métodos,
0 que indica que necessitamos recorrer mais a teoria de sistemas. Por outro lado, é
necessario ter sensibilidade para os valores que sdo impostos nas variaveis de estado,
uma vez que, por exemplo, esta aeronave entra em perda (stall) para um angulo de

ataque, «r, igual a 0.41rad [14].

Relembremos que o sistema ndo linear é dado pela equacdo representada em (2.1) e seja
o sistema resultante da linearizacdo dado pela equacédo (4.1.a)). Para os célculos iniciais
o0 principal objectivo é encontrar os parametros matriciais que compdem a equacao do
modelo linearizado, representado em espaco de estados. Assim sendo, as matrizes de
estado e de controlo obtidas quando linearizamos o sistema pelo método classico
(expansdo em séries de Taylor), sdo,

-0.8770 0  1.0000
A= 0 0 10000
—-4.2080 0 -0.3960

—-0.2150
B= 0
—-20.9670
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E a matriz de estado tem os seguintes valores proprios,

4 =0
A, =—0.6365+2.0372i
A, =—0.6365—2.0372i

Quando linearizamos o modelo ndo linear, pelo método de linearizagcdo Optima

apresentado no ponto 2, obtemos,

—0.8659 —-0.0510 1.0009
A=|-0.0000 0.0000 10000
-3.1236 -4.9684 —-0.3094

-0.2154
B=| 0.0000
—21.0097

E a matriz de estado, do modelo linearizado pelo método de linearizacdo 6ptima, tem os

seguintes valores préprios,

4, =-05164
A, =-0.3294 + 2.8132i
A, =-0.3294-2.8132i

Observando os valores proprios das matrizes de estado obtidas através da utilizagdo dos
dois métodos de linearizacdo distintos, podemos tirar algumas conclusdes. Os valores
proprios da matriz de estado obtida para o0 modelo linear, linearizado pelo método de
linearizacdo Optima, possuem, todos, partes reais negativas, indicando que se trata de
uma matriz de Hurwitz, matriz esta que, como dissemos na secgéo relativa ao controlo,
possui caracteristicas Optimas para o controlo. Isto, de facto, ndo acontece no caso do
modelo linear obtido com o método classico de linearizacdo. Pela teoria de sistemas,
este facto deixa também antever que o dominio de atrac¢do, quando aplicamos 0 método

de linearizagdo Optima, sera maior do que no outro caso.
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O préximo passo € introduzir uma perturbacdo no equilibrio e observar de que modo,
aplicando um controlador de realimentacdo resultante do método de LQR, o sistema

estabiliza. Seja,

Xfinal_ pert = XO + Xpen (62)

E, como x; = x,, entéo,

=X (6.3)

Xfinal _ pert pert

Consideremos a perturbacdo imposta ao sistema: X =[0.4 0.425 0.0015]".

final _ pert
Note que esta perturbacdo corresponde exactamente a perturbar em 22.92° o angulo de
ataque, 24.35° de perturbacdo no angulo de arfagem e 0.09°s na taxa de arfagem.
Depois de encontrar o controlo no modelo linear, aplicamos o mesmo ao modelo ndo
linear e simulamos os resultados. Note que, para simular os modelos presentes neste
trabalho, criamos um algoritmo e implementamos 0 mesmo no programa MATLAB.
Forcando o sistema a esta perturbacdo e aplicando o método dos reguladores lineares
quadréticos para o controlo, podemos observar os resultados obtidos e comentar sobre a

estabilidade do sistema.

0.6 0.8 0.2
0.4 0.6 — 0
g g E
= 0.2 = 8 -0.2
— N
x > ™
0 X -04
-0.2 -0.6
0 5 10 10 0 5 10

Time [s] Time [s]

Figura 11. Resultados de simulacao obtidos para ambos os métodos de linearizacao quando

presentes & perturbacao acima indicada: linearizacao 6ptima (—), linearizacao cléssica (--).

Como somos capazes de observar, os resultados obtidos para ambos 0S casos s&o

bastante idénticos o que indica a coeréncia do novo método de linearizagdo presente
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neste trabalho. Vamos apresentar ainda outras perturbacdes e concluir mais
pormenorizadamente apds os graficos. Tentando procurar a perturbacdo maxima que o

modelo linearizado classicamente pode suportar, encontramos uma adequada:

=[0.41 0.412 0.051]". Esta perturbacdo corresponde a forcar o angulo de

Xfinal_pert
ataque até ao valor de stall (23.49°), 23.61° no angulo de arfagem e 2.92%s na taxa de
arfagem. Outras perturbacfes maximas (para a linearizacdo classica) poderiam ser
obtidas, se relacionassemos de outra maneira as perturbacdes impostas nas variaveis de
estado. Para estes valores, os modelos linearizados pelos distintos métodos de

linearizagéo tém o seguinte comportamento:

0.6 0.8 0.2
0.4 0.6 o~ 0 ‘
e \ e} E
£ o2\ £ 04 8 -02/
S R % I
0 0.2 -0.41Y
-0.2 0 —= -0.6
0 5 10 0 5 10 0 5 10
Time [s] Time [s] Time [s]

Figura 12. Resultados de simulacéo obtidos para ambos os métodos de linearizacao: linearizacdo

optima (—), linearizagdo classica (--).

Para além do comportamento dos dois continuar a ser muito semelhante, assemelha-se
também aos resultados obtidos para o caso da primeira perturbacdo imposta. Talvez isto
aconteca devido ao facto de se tratar de uma aeronave muito manobravel e pelo facto de

possuir uma gama de valores, que se podem variar, relativamente baixa.

Por Gltimo, e mais uma vez por tentativa, fomos procurar a méaxima perturbacéo que o
modelo linearizado pelo método de linearizacdo Optima pode suportar. Varias
conjugacOes entre as variaveis de estado podem ser encontradas pelo que, ndo existe
apenas uma gama de valores que corresponda a uma perturbacdo maxima. Assim, e pela
mesma ordem de ideias, perturbamos o angulo de ataque até ao maximo valor real

admitido, isto é, até ao valor de stall. A perturbacdo imposta foi a seguinte:

X =[0.41 0.472 0.051]". Apenas aumentamos o angulo de arfagem que

final _ pert
corresponde agora a ter 27.04°, mais 3.43° do que no caso anterior. Para o caso da

linearizagdo Optima, o sistema comporta-se da seguinte forma,
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Figura 13. Resultados obtidos para a maxima perturbacéo suportada pelo sistema, quando

linearizado pelo método de linearizacdo 6ptima.

Note-se que a perturbacdo imposta pertence ainda ao dominio de atraccdo uma vez que
este é capaz de retornar ao equilibrio quando perturbado desta forma. O mesmo ndo
acontece quando impomos esta mesma perturbacdo ao modelo linearizado pelo método

classico, como podemos ver a seguir,

x 10*° x 10*
4 15 3
3 10 w2
Q Q 5 g 1
1
0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10
Time [s] Time [s] Time [s]

Figura 14. Resultados obtidos para o método de linearizacéo classica, quando o modelo € sujeito a

perturbacéo anterior.

E visivel que, apesar do modelo linearizado pelo método classico ser controlavel, seria
necessario aplicar um método para o controlo bastante mais sofisticado, neste caso. Esse
gasto extra é completamente desnecessario se utilizarmos o método de linearizacédo
Optima, pois perante a mesma perturbacdo o sistema consegue voltar as condi¢fes de

equilibrio, utilizando também o mesmo método para o controlo.

Outras conclusdes gerais podem ser tiradas, fruto da simulacdo do sistema dado pelas
equacOes gerais (6.1). Apesar de obtermos resultantes muito idénticos nas duas
primeiras perturbacdes impostas, para os modelos linearizados pelos distintos métodos
de linearizacgéo, ja vimos que, a matriz de estado obtida no caso do sistema linearizado
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pelo novo método possui todos os valores préprios com partes reais negativas,
indicando que se trata de uma matriz dptima para o controlo. J& vimos também que no
caso do modelo linearizado pelo método baseado na expansdo em séries de Taylor tal
ndo acontece. Por outro lado, e esta € a mais forte vantagem pois é ela que nos permite
chegar a todas as outras vantagens obtidas ao aplicar o método de linearizacdo dptima
presente neste trabalho, é o facto de a qualquer momento podermos modificar o dominio
de estados e controlos. Por outras palavras, dependendo da natureza da perturbacdo que
impomos no equilibrio, 0 dominio pode ser alterado e/ou adequado de forma a obter a
melhor resposta. Outros parametros podem ser alterados no processo de busca da
melhor resposta do sistema quando este é perturbado em relagdo ao equilibrio, como a
taxa de densificacdo das curvas de densificacdo e o numero de pontos (amostra) que
retiramos do dominio. Outro ponto a favor da utilizagdo deste método é o dominio de
atraccdo. Este dominio representa o afastamento maximo que se pode impor no
equilibrio, de modo que essa perturbagdo permita que o sistema volte ao estado inicial
(de equilibrio). Pudemos reparar, pelos graficos, que o dominio de atraccdo é menor
quando o sistema é linearizado pelo método de linearizacdo classica do que quando

utilizamos o método ptimo.

6.2. Sistema de um Péndulo Rotativo Invertido (Rotary Inverted
Pendulum (RIP) System)

O sistema consiste num braco rotativo e num péndulo onde o braco rotativo é actuado
por um motor (Motor DC, Mitsubishi, 18V, com uma razdo de engrenagem de 13:1). O
controlo deste sistema é precisamente o motor que faz actuar o brago rotativo. O
objectivo ¢ fazer balancar o péndulo na sua posic¢éo invertida, consoante mostra a figura

gue esquematiza o sistema [16],
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Figura 15. Vista esquematica do sistema do péndulo rotativo invertido.

Onde,

u - Input do motor;

I, - Comprimento do péndulo;
m, - Massa do péndulo;

a - Angulo do péndulo;
r - Comprimento do braco;
@ - Angulo do braco;

J, - Momento de inércia de massa efectiva.

O plano do péndulo é ortogonal ao brago radial (formam um angulo recto). O sistema
do péndulo invertido tem aplicagdes muito praticas no controlo de veiculos
aeroespaciais, sendo mesmo uma plataforma de teste para avaliar varios algoritmos de
controlo. Algumas dessas aplicacdes podem ser o braco mecanico da estacdo espacial
ou até mesmo a dindmica de um foguete que, juntamente com os movimentos de
rotacdo e translagdo da Terra, necessita estabilizar no equilibrio a cada momento na sua

posicao, ou seja, na posicao vertical, tal como o péndulo.
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A dindmica do péndulo rotativo invertido é governada pelas equacdes,

(A+Bsin? @)@ +(Ccosa)d — (Csina)(a)? +
(2Bsinacosa)af+FO+G.sign(8)+H.O=1u

(6.4)
Bé +(C cosa)d — (Bsinacosa)(8)? —Dsina +Ed =0

Onde,
A=mr?+J,

1 .
B :gmplp

1 (6.5)
C=—mrl,

1
D 5 m,gl,

Note que A e B nada tém a ver, neste caso, com as matrizes de estado e de controlo,
respectivamente, de uma representacdo do sistema em espaco de estados. Assim como
C,D,E,F,G,H e |, sdo pardmetros do modelo ndo linear, medidos através de um
sistema construido e testado no Laboratorio de Robdtica da Universidade de Tabriz
(Irdo), cujo valor é apresentado mais tarde. Este sistema é, entdo, composto por um
motor actuador e dois codificadores (E40s-Autonics, com resolu¢cdo 1024PPR) para
medir os angulos do braco e do péndulo. Exterior a este sistema existe um
descodificador para ler os angulos (PCI-6602) ligado a um computador PC P3-750

MHz. Este mecanismo é apresentado a seguir,
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Figura 16. Sistema do péndulo rotativo invertido construido no Laboratério de Robética da

Universidade de Tabriz.

Considerando x, =a, X,=a, X, =6 e x, =6, 0 modelo ndo linear representado nas

equac0es (3.4) pode ser representado em espaco de estados, na forma,
Xx=F(x)+G(x).u (6.6)

Note que o modelo € severamente ndo linear e as matrizes F e G séo dependentes do

estado, sendo,

AX,

2
—%(xzz)sin 2%, + BC(x,X,)cos x, sin 2x, + CFx, cos x, +

CG cos x,sign(x, ) + CHXx, cos X, +%(A+ Bsin® x,)(sin 2x)x? +

F(x):% D(A+Bsin® x,)sin x, — Ex, (A+ Bsin® x) (6.7)
AX,
BC sin x,(x5) — B?(x,X,) sin 2x, — BFx, — BGsign(x,) — BHx, +
CEX, COS X, —%cos X, (sin 2x,)X; —%(sin 2X,)
0
1| -Cl cosx,
G(x)=— 6.8
(x) I 0 (6.8)
B.1
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Onde,
A =BA+(Bsinx)*—(Ccosx,)’ (6.9)

Os parametros do modelo ndo linear do sistema foram identificados pelo método do

algoritmo genético (GA — Genetic Algorithm) e sdo [16, 17],

Tabela 1: Parametros do sistema do péndulo rotativo invertido

Pardmetros Valores Paradmetros Valores
A 3.29 F 14.283
B 0.1252 G 1.4286
C 0.2369 H 1.72

D 6.052 I 141.32

E 0.0132 w 0.0012

Substituindo (6.7), (6.8) e (6.9) em (6.6) e colocando na forma de equag0es diferenciais,

obtemos,
1 1
X, =—.AX, +—.0.U
WELARTT
1

2
X, :z.(—%(xf)sin 2x, + BC(x,x,) cos x, sin 2x, + CFx, cos x, +

CG cos x;sign(x,) + CHXx, cos x, +%(A+ Bsin® x,)(sin 2x)x +
D(A+Bsin® x,)sin x, — Ex,(A+ Bsin® x,)) +%(—CI cos X,).u (6.10)

X, = %.ﬂ.x4 +%.0.u

X, :%.(BC sin x, (X2 ) — B?(x,X,) sin 2x, — BFx, — BGsign(x,) — BHx;, +

CEX, cos x, —%cos X, (Sin 2x,)x; —CTD(sin 2x,)) +%(BI )u
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X =X,
. 1 C2 2 - -
X, = z.(—7(x2)sm 2x, +BC(x,X,)cos x, sin 2x, + CFx, cos x, +
CG cos x,sign(x, ) + CHXx, cos X, +%(A+ Bsin® x,)(sin 2x)x; +
= D(A+Bsin® x,)sin x, — Ex, (A+ Bsinle))+%(—CI cos X,).u (6.11)
X, =X,
X, = %.(BC sin x, (x5) — B?(x,X,) sin 2x, — BFx, — BGsign(x, ) — BHx, +
CEX, COS X, —%cos X, (sin 2x,)x; —%(sin 2x)) +%(BI u

Como podemos reparar, através das equacdes que representam a dindmica do péndulo
rotativo invertido, trata-se de um modelo repleto de ndo linearidades. Para estudar o
comportamento deste sistema é necessario lineariza-lo, obtendo um modelo linear que

melhor traduza o modelo original ndo linear.

Para encontrar as condi¢des de equilibrio devemos igualar as derivadas a zero e resolver
o0 sistema de equacdes (6.11) de modo a encontrar o respectivo equilibrio do sistema.
Todos os parametros sdo conhecidos e portanto ficamos com 4 equacBes para 4
incognitas, das quais duas sdo automaticamente conhecidas. No entanto, assumimos as

condigdes de equilibrio nulas,

O modelo dindmico deste sistema foi implementado, uma vez mais, no programa
auxiliar MATLAB, onde o testamos quanto a estabilidade, controlabilidade e
observabilidade, ap6s aplicacdo dos métodos de linearizacdo classica e dptima. Note
que o objectivo principal é encontrar um modelo linear que melhor traduza o modelo
ndo linear que Ihe deu origem, sendo, o0 seu comportamento, testado mais tarde. Como o

estado de equilibrio foi assumido, vamos sujeitar o sistema a perturbacfes neste estado
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e analisar a capacidade de estabilidade do sistema apds ter sido perturbado. O método
de controlo utilizado é, uma vez mais também, o método dos reguladores lineares
quadraticos, LQR, ja apresentado anteriormente. Note que, o facto de estudar o sistema
guanto a controlabilidade e observabilidade e analisar a sua estabilidade, ajuda a
concluir acerca do método de linearizagdo utilizado. Chamamos a aten¢do mais uma vez
de que, nenhum método de linearizacdo “acrescenta” dados relativos a um qualquer
sistema. Como o préprio nome indica, linearizacdo leva a simplificacdo, simplificacdo
esta que pode levar a perdas maiores ou menores acerca do sistema em questdo,

dependendo do método de linearizagcdo adoptado.
O sistema pode ser representado em espaco de estados de acordo com,

X = AX+ B
{x X+ Bu (6.12)

y =Cx+Du

O objectivo é encontrar as matrizes A e B resultantes do modelo linearizado. As
matrizes C e D foram assumidas como sendo, respectivamente, igual a matriz

identidade (pois as saidas sdo ou podem ser medidas) e igual a zero.

As matrizes de estado e de controlo obtidas pelo método de linearizacdo classica séo

dadas por,
0 1.0000 0 0
A 55.9636 —-0.1221 11453 960.7422
1o 0 0 1

—4.0297  0.0088 -0.6053 —507.7455

0
—94.0978

0
49.7300
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E no caso da linearizacdo Optima, obtemos,

—0.0000 1.0000 -0.0000 —0.0000

50.7042 -3.5896 —-0.9016  28.9398
0.0000 —0.0000 0.0000 1.0000

-3.1216  0.0055 -0.3108 -17.3734

—0.0000

—88.9062
0.0000
48.9747

Apo6s linearizagdo ambos os sistemas resultantes sdo controlaveis, observaveis,

completamente observaveis e observaveis pelo teorema de Kalman.
O proximo passo € forcar o sistema a perturbacdes no estado de equilibrio e observar o

comportamento do mesmo, comparando os dois métodos de linearizacdo. O estado é

composto por,
Xpert = [X:L X X X4]T = [(l a 0 H]T (613)
Note que a perturbacdo imposta ao estado seria dada por,

X0 + Xpert (614)

Xfinal_ pert =
E no entanto, como consideramos as condicdes de equilibrio nulas, fica,

Xfinal_pert = Xpert (615)

Assim, vamos impor a seguinte perturbacdo ao sistema,

=[0.25 0.01 0.25 0.01]

Xpert
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Simulando o controlo do sistema (método dos reguladores lineares quadraticos) para

esta perturbacdo obtemos,

0.3 20
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0.1
— ' 0
k=] Of- = =
T o ¢ =
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Figura 17. Comparacdo de resultados entre o método de linearizagéo éptima (—) e o método de

linearizagdo classica (--).

Note-se que, como sempre, 0 modelo que é utilizado na simulacdo é o modelo nao
linear. Este novo estado corresponde a uma perturbacdo de 0.25 rad (14,32°) em ambos
0s angulos a uma velocidade de 0.01 rad/s (0.0954 rpm). Como podemos observar, para
ambos os métodos de linearizagdo o sistema estabiliza rapidamente com esta velocidade
imposta. No caso da perturbacdo imposta no angulo do péndulo, o sistema estabiliza
igualmente répido, aproximadamente dois segundos para o método de linearizacao
classica e quatro segundos para 0 método de linearizacdo Optima. E para a perturbacédo
imposta no angulo do brago, o sistema estabiliza muito rapidamente quando usamos o
método de linearizagdo dptima ao sistema (aproximadamente cinco segundos) enquanto
que, ao linearizar o sistema de forma classica, o sistema estabiliza cerca vinte segundos

mais tarde.
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Consideremos outra perturbacdo no equilibrio do sistema,

X =[0.15 0.05 0.25 0.05]"

Neste caso interessou-nos aumentar a velocidade imposta ao sistema e deste modo, para
que este método de controlo funcionasse (nos dois métodos de linearizagdo) foi
necessario baixar o desvio angular relativamente ao equilibrio. Assim, introduzimos
uma perturbacéo no angulo do péndulo de apenas 0.15 rad (8.59°) e aumentamos as
velocidades do brago e do péndulo para 0.05 rad/s (0.4775 rpm). Os resultados obtidos

para os dois métodos de linearizacao sdo apresentados em forma de comparacéo,
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5
0.05
ER valu 2 O
£ 8
< -0.05f N -5f
-0.1
_10 L
-0.15
-0.2 -15
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time [s] Time [s]
0.6 8
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a4t
@ ~Z E‘ 0 K:?
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time [s] Time [s]

Figura 18. Comparacdo de resultados entre o método de linearizagéo éptima (—) e o método de

linearizagdo classica (--).

Neste caso as conclusdes sdo muito semelhantes a situacdo imposta anteriormente. Para
ambos os métodos de linearizagdo do modelo, impondo esta perturbacdo nos angulos e
nas velocidades, o sistema acaba por estabilizar num tempo muito curto. Também neste
caso, a perturbagdo imposta no angulo da armagao, @ =x,, € mais facil de estabilizar
quando linearizamos o modelo pelo método éptimo. Por outro lado, utilizando o velho
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método de linearizacdo sdo muitos mais 0s segundos gastos até a estabilizagdo do
sistema. Utilizar, portanto, o0 método de linearizagcdo Optima a este sistema é favoravel,
dado que o dominio do problema é conhecido. Por outro lado, é muito importante
reparar que as oscilagfes, que o sistema linearizado pelo método cléssico até a sua
estabilizagéo, possuem maiores picos de oscilagédo, e mais repetidos.

Para concluir de uma melhor forma sobre a importancia da utilizacdo do método de
linearizagdo dOptima, apresentado no ponto 2 deste trabalho, simulamos o programa até
encontrar a perturbacdo méaxima que o modelo classicamente linearizado consegue

suportar com este método de controlo. Esta perturbagcdo méaxima ¢,

=[0.25 0.025 0.25 0.025]

Xpert

Este novo estado corresponde a ter uma perturbacdo em ambos os angulos de 0.25 rad
(14.32°) e a ter uma velocidade angular de 0.2387 rpm no braco e no péndulo. Os

resultados obtidos para os métodos de linearizacéo classica séo,
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Figura 19. Resultados obtidos para a maxima perturbacao suportada pelo sistema linearizado pelo

método de linearizagéo classica.
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Para todas as perturbacBes impostas no estado de equilibrio, o sistema permanece
controlavel, observavel, completamente observavel e observavel pelo teorema de

Kalman.

Para a mesma perturbacdo imposta ao sistema linearizado pelo método de linearizacdo

Optima, obtemos,
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Figura 20. Resultados obtidos para o método de linearizacao 6ptima com a méxima perturbacéo

suportada pelo sistema linearizado pelo método de linearizacgéo cléssica.

Se repararmos com aten¢do na escala dos dois gréficos anteriores ficamos com a nogéao
da diferenca de amplitude de oscilagdo logo nos segundos iniciais a que o0 sistema é
sujeito a perturbacdo. Em jeito de comparacdo e introduzindo as duas respostas no

mesmo grafico, temos,
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Figura 21. Comparacéo de resultados para ambos os métodos de linearizacdo, para maxima

perturbacéo suportada pelo sistema linearizado classicamente: linearizacéo 6ptima (—) e

Sdo visiveis as respostas do sistema que evidenciam claramente que o método de
linearizagdo Optima implica uma menor perda de informacdo aquando da linearizagdo e

como tal, mais informacdo sobre o sistema inicial é resguardada, tornando possivel

obter melhores resultados.

Por outro lado, o sistema consegue ainda aguentar outras perturbacGes maximas. Se
reduzirmos o afastamento maximo, relativamente ao equilibrio, dos angulos, podemos
aumentar a velocidade do braco e do péndulo. Sdo varias as combinagfes possiveis

entre angulos e velocidades méximas. Vamos apresentar uma outra perturbacéo

linearizagdo classica (--).

maxima, por parte do modelo linearizado pelo método cléssico. Seja,

Xpert

=[0.1 0.43 0.1 0.43]
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Esta perturbagdo corresponde a ter um afastamento méaximo de 5.73° nos angulos « e

¢ a uma velocidade de 4.1062 rpm. Simulando o programa com esta perturbacéo,

obtemos, para os dois métodos de linearizacéo,

x1 [rad]
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Figura 22. Comparagcéo de resultados para ambos os métodos de linearizacdo, para méxima

perturbacéo suportada pelo sistema linearizado classicamente: linearizacéo 6ptima (—) e

linearizacao classica (--).

Todas as variaveis de estado conseguem voltar a sua condicao de equilibrio, quando séo

sujeitas a uma perturbacdo, isto se utilizarmos o método de linearizacdo dptima ao

modelo ndo linear. E nos cinco segundos iniciais que se ddo as alteragBes mais

significativas nas respostas, vamos, por isso, simular até os cinco segundos apenas,

como se pode ver a seguir,
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Figura 23. Comparacéo de resultados para ambos os métodos de linearizacio, para maxima

perturbacao imposta por sistema linearizado classicamente: linearizacgéo éptima (—) e linearizacao

classica (--).

Podemos observar mais ao pormenor, nesta ultima figura, que o sistema linearizado
pelo novo método apresenta uma variagdo muito mais suave, inicialmente, que quando
utilizamos o método de linearizacdo classica, isto é, o sistema € sujeito a menos
oscilagcbes e de menor amplitude, o que, dependendo do material utilizado no
mecanismo fisico, pode resultar num menor gasto do material. Para além disso, salvo no
caso do angulo péndulo, com o metodo de linearizacdo Optima, o sistema tém um

melhor comportamento, estabilizando mais cedo.

Vamos ainda forcar o sistema a perturbacdes mais elevadas. Consideremos o novo

estado,

=1.2x[0.987 0.1 0.987 0.1] =[1.1844 0.12 1.1844 0.12]' (6.16)

Xpert
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Graficamente obtemos,
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Figura 24. Resultados para méaxima perturbacéo suportada pelo sistema quando linearizado pelo

método de linearizacgéo 6ptima.

Em relacdo as respostas do modelo n&o linear, linearizado pelo método 6ptimo, dadas
anteriormente, vemos que para esta perturbacdo mais elevada, também as oscilacdes nos
segundos iniciais sdo mais elevadas. Contudo, todas as varidveis encontram a

estabilizacdo antes dos cinco segundos.

E, no caso da linearizagdo classica,
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Figura 25. Resultados obtidos para a perturbacéo (6.16) mas simulando com o método de

linearizacéo classica.

A perturbacdo imposta em (6.16) corresponde a ter exactamente uma perturbacéo de
67.86° referente aos angulos, a uma velocidade de 1.1459 rpm. Note-se que 0
afastamento dos angulos relativamente ao equilibrio é bastante grande e, como podemos
reparar nas figuras acima, sé quando utilizamos o método de linearizagdo Optima ao
modelo ndo linear ¢ que o sistema consegue responder a esta perturbacdo. Para
afastamentos tdo elevados e utilizando o método de linearizacdo classica néo
conseguimos controlar, com o método dos reguladores lineares quadraticos, o sistema

de forma eficaz.

Vamos agora aumentar a velocidade imposta no braco e no péndulo e reduzir a

amplitude dos angulos. Seja,

=12x[0.9 1.8 09 1.8] =[1.08 2.16 1.08 2.16]" (6.17)

Xpert

Que corresponde exactamente a ter um afastamento maximo de 61.88° nos angulos e

uma velocidade maxima imposta de 20.63 rpm. Note que, mesmo para este novo estado,
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0 sistema continua a ser controlavel e observavel. Graficamente, e simulando apenas

para 0s primeiros cinco segundos, obtemos:

1.5 30

1 1 20

0.5 1 _. 10
f— w
= =

g o 8 o
E E

-0.5 1 -10

-1 1 -20
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0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Time [s] Time [s]

50

x3 [rad]
x4 [rad/s]
o

-50
o] 1 2 3 4 5
Time [s] Time [s]

Figura 26. Comportamento do sistema quando sujeito a perturbagéo (6.17) e utilizando o método

de linearizacéo 6ptima.

Tanto a velocidade do brago rotativo como a velocidade do péndulo estabilizam no
equilibrio aproximadamente dois a trés segundos depois de imposta a perturbacdo. Nos
angulos a estabilizacdo € mais morosa, mas aos cinco segundos, ja ambos estdo no

equilibrio.

E, aplicando o método de linearizagdo classica, obtemos,
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Figura 27. Comportamento do sistema quando sujeito a perturbagéo (6.17) e utilizando o método

de linearizacao cléssica.

Como podemos ver, quando o modelo ndo linear € linearizado pelo método de
linearizagdo classica perde informacéo de tal ordem que, para a perturbagdo imposta em
(6.17), apesar de o sistema ser controlavel e observavel, com o método dos reguladores
lineares quadraticos ja ndo é possivel obter um controlo eficaz. E por isso, muito
vantajoso utilizar o método de linearizagcdo dptima também a este sistema. Se por um
lado, sabemos o dominio do problema, por outro, quando este é imposto a perturbacdes
elevadas é possivel controlar e o sistema estabiliza no equilibrio, ou muito perto deste,
antes dos cinco segundos, para todos os casos (angulos e velocidades). Também neste
sistema o dominio de atraccdo é bastante maior quando utilizamos o método de
linearizacdo Optima ao modelo n&o linear, o que possibilita uma maior mobilidade do
braco rotativo e do péndulo, podendo as aplicaces deste mecanismo serem facilmente

utilizadas em muitas aplicacdes, de forma viavel.
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6.3. Modelo de um satélite

Figura 28. Imagem de um satélite de comunicagdes.

Consideremos o0 modelo de voo de um satélite com um vector de velocidades angulares
o = (ow,w,)" , numa referéncia inercial F,. Sejam, na mesma referéncia, 6,4 e w 0s

angulos de Euler. Assim, as equacfes da dindmica da atitude do satélite, em relacdo a

mesma referéncia inercial F, sdo [18],

@ = 8,0, + Uy

@, = a,w0; +U,

s = S0 T 0 (6.18)
6 = (e, Sin 6 — w, cos @) tan ¢ + w,

¢ = (w,c0s 0 + @, sin )

y =—(w,sinf —w, cosH)/cos¢
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8- - 4= (6.19)

Onde J,,J, e J, representam 0s momentos de inércia do satélite e os seus valores sdo,

respectivamente, J, = 86.35kg.m?, J, =85.15kg.m* and J, =114.10kg.m’.

Note-se que U= (uu,u,)" representa um vector tal que u =7,/J, =123 e r

representa os torques.

Analisando as equagdes da dindmica de atitude do satélite, podemos concluir que o
modelo € altamente ndo linear e como tal, para estudar o seu comportamento, temos que
linearizar este modelo em torno do seu ponto de equilibrio. Assim sendo, o primeiro
passo é encontrar as condi¢cfes de equilibrio correspondentes as velocidades angulares
nulas, para «>0. Tendo em conta que varios valores presentes nas equacfes da
dindmica do satélite sdo, a partida, desconhecidos, vamos assumi-los como sendo iguais

a zero,

< &
Il
o © o

iy

c o <
N
I
o o ©

w

Substituindo estes valores nas equacgdes da dindmica de atitude do satélite encontramos

as condicdes de equilibrio,
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Com as condic6es de equilibrio estamos em condicGes de linearizar o modelo em torno
das mesmas. O objectivo é aplicar o0 metodo de linearizacdo classica e 0 método de
linearizacdo Optima ao modelo ndo linear e comparar os resultados. Vamos linearizar o

modelo para vérios valores de ¢ (a=0.1, a=0.5e a=1) e deste modo obter as

matrizes de estado e de controlo que compdem o sistema em espaco de estados.

Assim sendo, para « =1 e utilizando o método de linearizagdo Optima, as matrizes A e

B, sdo,

[-0.0010 0.0046 0.0000 —0.0002 —0.0005 0.0007 |
-0.0004 -0.0007 0.0012 -0.0022 -0.0002 0.0004
0.0000  0.0002  0.0001 0.0001 0.0001  0.0000

A= 0.1327 1.0099 -0.0091 —0.0085 0.0460 —0.0438
0.6882 0.0184 0.0024 0.0191 -0.0183 0.0096
| 0.0494 -0.0318 1.1633 -0.0833 0.0312 0.0208 |
[ 1.0058 0.0016 —0.0164 |
0.0004 10111 0.0100

B -0.0003 0.0003 0.9994

—0.0905 -0.0351 0.0944
—-0.0283 -0.0365 —0.0686
| -0.1001 -0.0679 0.0238 |

E, para 0 mesmo valor de «, usando o método de linearizacdo classica, as mesmas

matrizes ficam,
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"0 0 0 0 0 O]
0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O
A=

0O 1 0 0 0 O
1 0 0 0O 0 O
0 0 1 0 0 O]
1 0 0 ]

0 1 0

0 0 1

B =

0 0 O

0 0 O
0 0 0 |

E necessario ter em conta que « aparece, nas equacdes da dindmica de atitude do

satélite, relacionado com u,, sendo este um controlo primario. E assim, & importante ter

sensibilidade para os resultados associados aos diferentes valores de « .

Para « =1 é facil perceber que ndo estamos perante nenhuma falha no actuador para o

eixo u,, no entanto, aplicando um valor menor a « , estamos a aplicar uma percentagem

de falha neste controlo. Com « = 0.5 estamos a assumir uma falha de 50% no actuador

para o eixo u,, para « =0.1 temos uma falha de 90% do actuador e por fim admitimos

um valor nulo para « e analisamos o comportamento do sistema, utilizando ambos os

métodos de linearizacao.

Consideremos « =0.5. As matrizes de controlo A e B, obtidas através do método de

linearizac&o Optima sdo,
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~0.0010  0.0046 0.0000 -0.0002 —0.0005 0.0007 ]
~0.0004 -0.0007 0.0012 -0.0022 —0.002  0.0004
| 00000 00002 00001 00001  0.0001  0.0000
0.1327 1.0099 -0.0091 —-0.0085  0.0460 —0.0438
0.6882 00184 00024 00191 -0.0183  0.0096
| 00494 -00318 11633 -00833 00312  0.0208]
[ 1.0058 0.0016 —0.0164]
0.0078 10111  0.0100
o _|0.0003 00003 0.4994
~0.0905 —-0.0351 0.0944
-0.0283 —0.0365 —0.0686
|-0.1001 —0.0679 0.0238 |

E, com a linearizagdo classica, obtemos,

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
A=

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 O]
(1 0 0]

0 1 0

0 0 05

B:

0 0 0

0 0 0
0 0 0 |

Note-se que, alterando o valor de « , apenas estamos a influenciar o valor do elemento

3x3 da matriz B, para ambos os métodos.
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Considerando agora o caso em que « =0.1, as matrizes de estado e controlo séo,

respectivamente, e considerando a linearizacdo optima,

[-0.0010 0.0046  0.0000 —0.0002 —0.0005 0.0007 |
—0.0004 -0.0007 0.0012 -0.0022 —-0.0002 0.0004
0.0000 0.0002  0.0001 0.0001 0.0001  0.0000

A= 0.1327 1.0099 -0.0091 —0.0085 0.0460 —0.0438
0.6882 0.0184 0.0024 0.0191 -0.0183 0.0096
| 0.0494 -0.0318 1.1633 -0.0833 0.0312  0.0208 |
[ 1.0058 0.0016 —0.0164 |
0.0078 10111 0.0100
B —0.0003  0.0003 0.0994

~0.0905 —-0.0351 0.0944
-0.0283 —0.0365 —0.0686
|-0.1001 —0.0679 0.0238 |

Utilizando o método de linearizacéo classica, obtemos,

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
A=

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 O
0 0 1 0 0 O]
(1 0 0]

0 1 0

0 0 01

B:

0 0 0

0 0 0
0 0 0
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Nesta fase j& podemos analisar as matrizes obtidas pelos distintos métodos de
linearizacdo e reparamos que com o método de linearizacdo classica, as matrizes de
estado e de controlo s@o bastante mais simples do que aquelas que séo obtidas com a
linearizagdo Optima, o que ja indica algum erro por parte do método cléssico, pela
simplificacdo extrema, que pode levar a uma perda de informagdo importante sobre o

sistema.

Faltam apenas apresentar as matrizes obtidas com ambos os métodos de linearizacéo
para 0 caso em que «=0. Sejam as matrizes de estado e de controlo obtidas pelo

método de linearizacdo éptima, dadas por,

[-0.0010 0.0046  0.0000 —0.0002 —0.0005 0.0007 |
-0.0004 -0.0007 0.0012 -0.0022 —-0.0002 0.0004
0.0000 0.0002  0.0001 0.0001 0.0001  0.0000

A= 0.1327 1.0099 -0.0091 —0.0085 0.0460 —0.0438
0.6882 0.0184 0.0024 0.0191 -0.0183 0.0096
| 0.0494 -0.0318 1.1633 -0.0833 0.0312  0.0208 |
[ 1.0058 0.0016 —0.0164 ]
0.0078 10111 0.0100
5 —0.0003  0.0003 —0.0006

~0.0905 —-0.0351 0.0944
-0.0283 —0.0365 —0.0686
|-0.1001 —0.0679  0.0238 |

E, utilizando a linearizacgéo classica, obtemos,

O r O O O O
O O Fr o O o
m O © o o o
© o © o o o
© o © o o o
© o © o o o
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Para perceber melhor ainda a dimenséao da utilidade do novo método que apresentamos,
0 método de linearizacdo Optima, vamos considerar um estado fora do equilibrio e tentar
controlar o sistema recorrendo entdo ao método apresentado, LQR. O estado fora do
equilibrio tem os seguintes valores,

@,(0)=0.02rad /s;

@,(0) =0.008rad /s;

@,(0) =0.002rad /s;

6(0) =0.2rad;

#(0)=0.4rad;

w(0)=0.5rad.

Ou seja,
X, =[0.02 0.008 0.002 0.2 0.4 0.5]T

Assim, para a =1, os resultados obtidos do controlo sdo, para os dois métodos de

linearizacao,
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Figura 29. Resultados obtidos para os dois métodos de linearizacao: linearizacdo éptima (—) e

linearizacao classica (--).

Podemos observar que tanto as linhas a cheio como as linhas a tracejado tém o mesmo
comportamento, isto é, para este caso os dois métodos de linearizacdo apresentam
praticamente os mesmos resultados. Por outro lado, podemos concluir que, quando
sujeito a uma perturbacéo, o sistema volta ao estado de equilibrio por volta dos seis, sete
segundos, tal como a accdo dos controlos. Podemos observar também o comportamento

destes controlos, associados aos torques por u,=7;/J;, i=12,3. Para 0 caso do

modelo linearizado classicamente, obtemos
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10

-50 I I
0

Time [s]

Figura 30. Resposta dos controlos relativamente as condi¢des impostas acima, o =1 €

X,=[0.02 0008 0002 02 04 05]:u (=) u,(-)eu,(---).

E, quando utilizamos o método de linearizacdo 6ptima, obtemos,

10

Time [s]

Figura 31. Resposta dos controlos relativamente as condi¢es impostas acima, a =1 e

X, =[0.02 0.008 0002 02 04 05]:u (=) u(-)eu,(-)
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No entanto, para obter os mesmos resultados, o controlo associado ao valor de «
necessitou de uma maior amplitude, no modelo linearizado pelo método classico.

Houve, portanto, um gasto maior.

Para « =0.5 os resultados obtidos sdo,
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Figura 32. Resultados obtidos para os dois métodos de linearizacao: linearizacdo éptima (—) e

linearizacao classica (--).

Ao analisar estes graficos as conclusdes que retiramos sdo muito semelhantes as
anteriores. Com estes resultados ja estamos habilitados a fazer algumas conclusdes.
Relembremos que na linearizacdo classica ndo sabemos o dominio do problema, isto é,
0 modelo € linearizado num dominio que é desconhecido. Pelo contrario, na
linearizacdo 6ptima podemos controlar o dominio e assim sendo, ao encontrar, para 0S
casos de =1 e a=0.5, solu¢bes muito semelhantes, ficamos a ter conhecimento do
dominio de linearizacdo. Neste ponto, 0 método de lineariza¢do 6ptima vem completar o
método de linearizacdo classica. Note-se que, o0 facto de estes resultados serem muito
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semelhantes acresce ainda outra conclusao que valida também o método de linearizacéo
Optima, ou seja, os resultados provam que a linearizacdo Optima esta de acordo com a

linearizacdo classica, isto €, os dois métodos sdo coerentes.

E, para este caso, 0s controlos apresentam a seguinte resposta, no caso do modelo

linearizado pelo método classico,

20

10 : B

Time [s]

Figura 33. Resposta dos controlos relativamente as condi¢es impostas acima, & =0.5 e

X =[0.02 0008 0002 02 04 05]:U (=), U(-)eu(-)

Repare-se que, relativamente ao valor de « interior, quando impomos uma determinada
falha na actuacdo do controlo priméario, 0 mesmo necessita de um maior esfor¢o para

alcancar a estabilidade.

Para 0 modelo linearizado através do metodo de linearizacdo Optima, aqui apresentado,

obtemos,
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10

-50 L |
0
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Figura 34. Resposta dos controlos relativamente as condi¢Bes impostas acima, o =0.5 e

X,=[0.02 0.008 0.002 0.2 0.4 05] U (=) Uy(-)eu, ().

Repare-se que aqui retiramos as mesmas concluses que no caso anterior. Embora os

controlos u, e u, tenham um comportamento muito semelhante em ambos os casos, o
controlo u, estd agora associado a uma falha de 50%, implicando um maior esforco no

controlo e este esfor¢o é mais acentuado quando aplicamos o método de linearizacéo

classica ao modelo ndo linear.

Para « =0.1 e continuando na mesma linha de actuacéo, obtemos,
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Figura 35. Resultados obtidos para os dois métodos de linearizacao: linearizacdo éptima (—) e

linearizacao classica (--).

Para a mesma perturbacdo imposta ao sistema, «=0.1 e usando o método de

linearizacdo classica ao modelo néo linear, os controlos tém a seguinte resposta,

20

10 n

-30F 4

-50 o

~60 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Time [s]

Figura 36. Resposta dos controlos as situacfes impostas anteriormente: y, (—), u,(--) € u,(-**).
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Linearizando o modelo ndo linear pelo método de linearizacdo optima, obtemos,

10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

Figura 37. Resposta dos controlos as situacGes impostas anteriormente: y, (—), u,(--) € u,(-**).

Apesar de, neste caso, o sistema estabilizar mais cedo, quando linearizado pelo método
classico, é necessario um maior esforco por parte dos controlos para que o sistema
estabilize da mesma maneira. Por outro lado, sabemos que, se alterarmos as dimensdes
da “caixa” do dominio, obteriamos melhores resultados com o método de linearizagédo
Optima e € neste ponto que encontramos a principal vantagem deste método: € possivel

alterar o dominio de estados e de controlos de modo a encontrar melhores resultados.

E finalmente, para « =0, temos,
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Figura 38. Resultados obtidos apenas para o método de linearizagédo 6ptima.

E para =0, isto &, para um valor de « nulo que implica uma falha completa no

actuador para o eixo u,, que notamos a maior diferenca nos resultados. Relembremos

que a teoria nos diz que qualquer sistema nas mesmas condi¢cdes que o modelo
dinamico do satélite é controlavel [20], com apenas dois dos controlos. E neste ponto
que a linearizacao classica falha, uma vez que para o valor de « nulo e aplicando este
método de linearizacdo, o sistema fica incontrolavel. Tal ndo acontece quando
utilizamos o método de linearizacdo 6ptima, onde o sistema continua a ser controlavel.
Este resultado indesejavel, no caso da linearizagdo classica aplicado ao modelo néo
linear, pode ser explicado pelo facto deste método estar acompanhado de perdas de
informacdo importantes acerca do modelo inicial que traduz a dindmica do satélite.
Portanto, o método de linearizagcdo Optima permite continuar a ter um modelo
controlavel e o método utilizado para o controlo, LQR, obtém para o caso das

velocidades w, e w, um controlo 6ptimo. Este controlo torna-se mais complicado para
as taxas e para a velocidade w,, o que, utilizando um outro método mais adequado,

poderia ser mais eficiente.
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A figura seguinte mostra a resposta dos controlos quando impomos uma falha completa

a um controlo, neste caso a us.

-20 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Time [s]

Figura 39. Resultados obtidos apenas para o método de linearizagéo optima: U, (—), U,(--) e

TNC)

Os controlos estabilizam rapidamente sem mesmo conseguirem estabilizar os estados.
Né&o significa que ndo haja controlo, mas sim que o método dos reguladores lineares
quadraticos ndo é o melhor método para o controlo, no caso de o sistema ter que lidar

com uma falha completa no actuador para u,. Note que, ja Crouch havia demonstrado

[20] que para @ =0 nenhum controlo continuo consegue controlar. Logo, como o
método dos reguladores lineares quadraticos € um controlo continuo, entdo, estes

resultados ja eram esperados para este caso.

De modo a encontrar mais argumentos que justifiguem a defesa do método de
linearizacdo Optima, testamos ainda outras situacdes. Consideramos um valor de «
igual a unidade (a =1) e utilizamos 0 mesmo metodo para o controlo, isto é, 0 método

dos reguladores lineares quadraticos. A perturbacdo imposta no estado de equilibrio
anteriormente era x,=[0.02 0.008 0.002 02 04 O05]. Afastamos esta

perturbacéo até obter o afastamento a partir do qual ja ndo ha controlo, para o caso do
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método de linearizacdo dptima aplicado ao modelo ndo linear. O afastamento maximo,

para o qual o sistema ainda é controlavel, é,
X, =3.895x[0.02 0.008 0002 0.2 04 O05]

Para as condicdes apresentadas acima e para o método de linearizacdo classica,

obtemos,
x 10* x 10*
6 . . 4
iy 4t iy 3
3 3
S 2f g2
— N
= 0 Y
) 0
0 10 20 30 0 10 20 30
Time [s] Time [s]
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Figura 40. Resultados obtidos para o método de linearizaco classica e para um estado

suficientemente afastado do equilibrio.

Ou seja, desta figura concluimos que, quando linearizamos o modelo ndo linear com o
método de expansdo em séries de Taylor, e aplicando esta perturbacdo o sistema
continua a ser controldvel mas ndo com o método dos reguladores quadraticos. Ja havia
sido mencionado que o metodo dos reguladores lineares quadraticos é, para além do
método mais utilizado para o controlo, 0 menos dispendioso sem no entanto prejudicar a

sua fiabilidade.
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Utilizando o método de linearizacéo 6ptima, obtemos,
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Figura 41. Resultados obtidos para o modelo do satélite utilizando o método de linearizagéo 6ptima

e um novo estado suficientemente afastado do equilibrio.

Observando as figuras vemos claramente que para esta situacdo imposta, 0 método de
linearizac&o cléssica deixa de funcionar, ou melhor, utilizando este método, o sistema
ndo pode ser controlado pelo método de LQR e como tal, a sua estabilizagdo fica
comprometida. Pelo contrério, utilizando o método de linearizagdo dptima, o sistema
permanece controlavel e a sua estabilizacdo acontece de forma déptima, onde todas as

variaveis encontram a estabilidade por volta dos seis ou oito segundos.

Para esta nova perturbacdo imposta, vamos observar nas figuras seguintes o

comportamento dos controlos.
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36
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Figura 42. Resultados obtidos para o método de linearizagdo classica: U, (—), U, (-) e Uy (---).

Tal como seria de esperar, quando aplicamos o método de linearizacdo classica ao
modelo ndo linear, como a simplificacdo imposta nas matrizes de estado e controlo é
bastante grande, essa simplificacdo vai-se manifestar no projecto do controlador. Como
tal, o controlador de LQR fica incapaz de actuar num sistema com estas condicdes, facto

que é visivel na figura anterior.

50

-100

-150 . : : : : o

-200 1 1
0 5 10 15 20 25 30
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Figura 43. Resultados obtidos para o método de linearizagéo optima: U, (—), U,(--) e Uy (---).
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Pelo contrario, o controlador LQR projectado com os dados recebidos do modelo
linearizado pelo método de linearizacdo Optima consegue impor uma estabilidade nas
variaveis de estado perturbadas, de modo a que estas regressem ao equilibrio, e 0s
controlos, por seu lado, também estabilizam. Se observarmos a legenda das figuras,
vemos também que este afastamento maximo suportado pelo sistema (quando o modelo
é optimamente linearizado) implica uma maior ac¢do ou esforco por parte dos controlos

para que o sistema alcance a estabilidade.

Podemos ainda, devido a esta aplicacdo, concluir sobre o dominio de atraccdo do
sistema. E mais visivel nesta dltima aplicacdo que o dominio de atraccdo, quando
utilizamos o método de linearizacdo éptima ao modelo néo linear, é bastante superior ao
dominio de atracgdo de um sistema cujo modelo nédo linear € linearizado pelo método

classico.
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7. ConclusoOes

Um novo método de linearizacdo foi apresentado e testado em distintas aplicacdes a fim
de provar a sua consisténcia, credibilidade e anotar sobretudo as vantagens inerentes a
sua aplicacdo futura em modelos dindmicos ndo lineares. Este novo método de
linearizacdo foi, entdo, aplicado ao modelo dindmico de voo da aeronave F-8 Crusader
Fighter [14], ao modelo dindmico de um péndulo rotativo invertido [16] e por fim, ao
modelo dindmico de um satélite [18]. Ao longo do trabalho foram apontadas as
vantagens do método consoante as respostas obtidas por cada sistema e comentadas as
suas aplicacdes. Vamos apresentar aqui as vantagens gerais resultantes da aplicacédo do
método de linearizacdo Optima aos modelos ndo lineares que governam as dindmicas
dos sistemas apresentados. Note-se que apesar de existirem véarios métodos de
linearizacdo, cada um sendo mais aplicado a uma determinada aplicacéo, neste trabalho
foram comparados os resultados obtidos atraves dos modelos nao linearizados, quando
linearizados pelo método de linearizacdo cléssica e pelo método de linearizagdo dptima.
Como tal, as conclusdes terdo que ter em conta também a comparacao entre estes dois
métodos tendo nocdo, no entanto, de que, sabendo as limitacdes dos restantes metodos

existentes, outras comparag6es podem ser tomadas a posteriori.

O modelo ndo linear da aeronave F-8 é composto por trés variaveis de estado e uma
variavel de controlo que sdo o angulo de ataque da aeronave, o angulo de arfagem, a
taxa de arfagem e o actuador do profundor ou elevador (controlo primario),
respectivamente. Este sistema é fortemente ndo linear pelo que, para estudar o seu
comportamento foi necessario lineariza-lo e utilizar uma representacdo em espaco de
estados a fim de projectar um controlo Optimo que foi depois aplicado ao sistema
original ndo linear, sistema, este, que foi usado na simulacdo. Apesar de, graficamente,
ndo conseguirmos obter diferencas significativas aquando da aplicacdo dos diferentes
metodos de linearizagdo, uma andlise mais severa a teoria de sistemas revela onde se
encontram as maiores diferencas. Uma das vantagens mais significativas é o facto do
dominio de linearizacdo ser conhecido no método de linearizacdo Optima. Ja tinhamos

referido, e é mostrado na descricdo do metodo, que este novo método vem
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acompanhado pela definicio de uma “caixa” que define o dominio. E nesta caixa de
dominio, definida pelo utilizador, que sdo definidas as curvas de densificacdo de onde
sdo escolhidos um determinado nimero de pontos que serdo utilizados no processo de
linearizacdo. E, portanto, totalmente livre a escolha de varios parametros neste novo
método. O facto de, graficamente, os resultados serem muito semelhantes, isto é, de as
respostas serem praticamente iguais para os distintos métodos, significa que o método
de linearizacdo Optima é coerente com o método de linearizacdo classica, o que
contribui para a credibilidade na utilizacdo do novo método. Apesar de apenas
conseguirmos ter uma aproximacdo do dominio de atracgdo, foi possivel reparar,
graficamente, que quando utilizamos o método de linearizacdo dptima ao modelo nédo
linear o dominio de atrac¢éo, isto é, o dominio de estados até 0s quais é possivel afastar
0s mesmos relativamente ao equilibrio de modo que essas mesmas varidveis de estado
regressem ao estado de equilibrio inicial, é maior. Ficamos entdo, com uma maior
margem para perturbar o sistema sem comprometer a sua estabilizacdo e
controlabilidade. Por outro lado, e analisando a teoria de sistemas, ao procurar 0S
valores proprios da matriz de estado encontramos todos os valores proprios com partes
reais negativas, no caso da linearizagdo 6ptima, o0 que ndo acontece quando utilizamos o
método de linearizacdo classica. Este facto indica que a matriz de estado obtida pelo
método de linearizacdo Optima é uma matriz de Hurwitz que se diz ser Optima para o
controlo. Falta referir um ponto importante nesta aplicacdo. Se alterassemos o dominio
do problema, associado ao método de linearizagdo Optima, apesar de deixarmos de ter
uma matriz de estado de Hurwitz, obteriamos uma estabilizacéo claramente mais rapida.
De acordo com os objectivos desejados a dimensédo da caixa de dominio pode ser, entdo,

alterada a qualquer momento.

A segunda aplicacéo foi feita a um sistema dindmico de um péndulo rotativo invertido.
Este sistema tem, na area aeronautica e espacial, grandes aplica¢Ges praticas pois a sua
dindmica é muito semelhante a dinamica de um foguete ou mesmo a dindmica do bracgo
mecanico da Estacdo Espacial Internacional (ISS). Representa, portanto, um sistema
cujo desenvolvimento e exploracdo é bastante importante. Aplicando os dois métodos
de linearizacdo ao modelo ndo linear que descreve este sistema, podemos tirar
conclusbes Gbvias, principalmente através da observacdo dos graficos que traduzem as
respostas do sistema a determinadas perturbagdes impostas. Varias conclusdes podem
ser retiradas dos graficos que traduzem as respostas do sistema quando sdo sujeitos a
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algumas perturbacdes. Para todas as perturbagdes impostas, o angulo do brago rotativo,

representado por Xx,, estabiliza muito mais rapido quando utilizamos o método de

linearizagdo Optima. Por outro lado, nos segundos iniciais a perturbacdo, o sistema
responde de uma forma bastante suave (menor amplitude e menos oscilacbes) com o
método 6ptimo do que quando o método de linearizacdo classica € utilizado. Quanto ao
dominio de atraccdo, o método de linearizacdo Optima representa enormes vantagens.
Podemos reparar que, quando utilizamos o método de linearizacdo classica ao modelo
ndo linear, a maxima perturbacdo que os angulos podem suportar é de 14.32° e quando
aumentamos a velocidade do braco rotativo e do péndulo os angulos apenas podem
sofrer um afastamento de 5.73°. Note-se que esta situagdo ocorre para um controlador
projectado através do método dos reguladores quadraticos. Por outro lado, quando o
modelo nédo linearizado é linearizado pelo metodo de linearizacdo dptima, o sistema
consegue suportar afastamentos nos angulos de 67.86° com uma velocidade angular
mais baixa. Aumentando esta velocidade angular, conseguimos manter um afastamento
igualmente satisfatorio dos angulos do péndulo e do braco rotativo, 61.88°.
Encontramos neste ponto uma diferenca significativa entre os dois métodos, na medida
em que o afastamento permitido pelo método de linearizacdo dptima é bastante maior e
como tal permite uma maior amplitude de aplicac6es praticas. Por outro lado, quando
simulamos o modelo pudemos ver a ac¢do do controlo. Mais uma vez, quando o modelo
é linearizado pelo método cléssico, o controlo sofre um maior esforco para obter os
mesmos resultados do modelo linearizado optimamente. Nesta aplicacdo continuamos a
saber o dominio de linearizacéo e este foi escolhido de acordo a obter os resultados mais

desejaveis.

Quando aplicamos os dois métodos de linearizacdo ao sistema dinamico do satélite,
outras conclusbes podem ser retiradas das quais algumas bastante importantes para o
avanco da teoria sobre controlo. O modelo dindmico ndo linear do satélite é composto
por seis variaveis de estado (w,,w, e W, que representam as componentes da velocidade
angular e 6,¢ e v representam os angulos de Euler: &ngulo de arfagem, angulo de
rolamento e &ngulo de guinada, respectivamente) e trés variaveis de controlo (u,,u, € u,
que representam os controlos primarios). Depois de assumidas as condi¢fes de

equilibrio, o modelo n&o linear foi linearizado em torno destas mesmas condicdes tendo

em conta diferentes valores de a: a=1, =05, a=0.1, a=0. Como « estad
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directamente associado a um dos controlos, u,, analisamos a influéncia dos diferentes

valores de « sobre o controlo e estabilidade do satélite em geral. Assim, para =1 e
para uma perturbacéo imposta (w, =0.19rpm,w, =0.08rpm ,w, =0.02rpm, € =11.46°,
¢=22.92°, v =28.65°), podemos ver, a partir dos graficos obtidos, que as respostas
resultantes da aplicacdo dos dois métodos de linearizacdo estdo sobrepostas o que
significa que obtivemos respostas muito semelhantes. Este resultado mostra que, tendo
todos os controlos a funcionar a 100%, os dois métodos de linearizacdo 6ptima dispdem
resultados semelhantes, mostrando assim a coeréncia existente entre os dois métodos.
Por outro lado e analisando as respostas dos controlos vemos que, para obter os mesmos

resultados, o controlo u, necessitou de um pouco mais de esforco, isto &, a resposta teve

uma maior amplitude, quando utilizamos o método de linearizacdo classica ao modelo

ndo linear. Quando aplicamos uma falha de 50% no actuador para o eixo u, o sistema

comporta-se da mesma maneira. Apesar de obter resultados praticos muito semelhantes,

€ necessario um esforgo superior no controlo u,. Dependendo do material utilizado no

mecanismo fisico, esta amplitude de oscilacdo pode indicar um gasto superior de
material. Quando impomos uma falha de 90% no controlo, isto €, impomos « =0.1,
embora o sistema estabilize mais tarde quando o sistema é linearizado pelo método de
linearizagdo Optima, ha varias situa¢bes que devemos analisar. Em primeiro lugar, para
esta situacdo poderiamos alterar a dimensdo da caixa de dominio alcancando, assim,
melhores resultados. Por outro lado, apesar de o sistema estabilizar mais tarde quando o
modelo ndo linear é linearizado através do método Optimo, as oscilagdes sdo mais
suaves, tendo uma amplitude mais baixa, incluindo para os controlos (sobretudo o

controlo u,). E no caso de uma falha completa do controlo que concluimos algo de

novo. A teoria de sistemas diz-nos que, no caso de falha de um controlo, o sistema
dinamico pode ser controlavel com apenas os restantes dois controlos primarios [20]. E
neste ponto que a linearizacdo classica falha completamente, pois quando «=0 e
forcando a mesma perturbacdo no equilibrio apresentada anteriormente, a simulacao
retorna um sistema incontrolavel. E devido a falhas de informacdo muito importantes,
falhas estas associadas a linearizacdo, que este facto acontece. Tal ndo acontece quando
linearizamos o modelo ndo linear pelo método de linearizacdo Optima, onde o sistema
continua controlavel, de acordo com os trabalhos tedricos desenvolvidos por Crouch

[20], embora 0 método LQR néo seja 0 mais adequado para este caso, necessitando o
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sistema de um método mais rebuscado para estabiliza-lo. Por fim, e avaliando o
dominio de atraccdo deste sistema quando sujeito a um afastamento (mudanca) de
estado, é notavel que o afastamento maximo permitido pelo sistema, de modo que este
volte ao equilibrio, € bastante superior quando utilizamos o método de linearizacdo
Optima. Para um valor de « igual a unidade, a perturbacdo imposta foi igual a 3.895
vezes a perturbagéo anterior (w, =0.74rpm, w, =0.31rpm, w, =0.08rpm, & =44.64°,
¢=89.27°, y =111.59°) e pudemos reparar que, apesar de o sistema ser controlavel e

observavel quando utilizamos o método cléssico de linearizagéo, o controlo projectado
com os dados recebidos pelo modelo linearizado pelo mesmo método ndo é capaz de
estabilizar o sistema. Por outro lado, a informacéao transmitida pelas variaveis de estado
do modelo linearizado pelo método de linearizacdo Optima € suficiente para que o
sistema seja controlado pelo método dos reguladores quadraticos. E visivel nos
resultados obtidos (figura 41) que o sistema quando sujeito a esta perturbagéo alcanca a
estabilidade num tempo muito breve, mas com um esfor¢co superior por parte dos

controlos do que, quando sujeito a primeira perturbacdo imposta.

Em resumo, as vantagens gerais da utilizacdo do método de linearizacdo &ptima,
presente neste trabalho de dissertacdo, foram muito bem descritas e comprovadas pela
sua utilizacdo em trés sistemas dindmicos com aplicagbes muito praticas na industria

aeronautica e aeroespacial.
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