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Resumo

Uma relagao de ordem ¢é uma relagao binaria que pretende captar o sentido intuitivo
de conceitos usados no nosso dia a dia como, por exemplo, o “maior”, o “menor”,
o “primeiro”’ou o “dltimo 7. Trata-se de um conceito também preponderante na
compreensao de muitos topicos da Matematica, mormente na Teoria de Conjun-
tos. Ao longo dos tempos foram definidos muitos tipos de relacoes de ordem em
diferentes conjuntos. Neste trabalho empreendemos um estudo sobre as ordens de
Bruhat em classes de matrizes-(0,1), matrizes cujas entradas sdo apenas zeros e uns,
e em quadrados latinos. As ordens de Bruhat sao assim designadas em homenagem
ao Matematico Francés Francois Bruhat (1929-2007). A ordem de Bruhat é uma
relacao de ordem parcial definida em grupos de Coxeter. Sendo o grupo simétrico
um caso particular de um grupo de Coxeter, e podendo os elementos deste grupo ser
representados por matrizes, as matrizes de permutacao, em 2004 Richard A. Bru-
aldi e Suk-Geun Hwang estenderam a ordem de Bruhat das classes de matrizes de
permutacao para certas classes de matrizes-(0, 1) habitualmente representadas por
A(R,S). Estas classes, também elas bastante estudadas desde os anos cinquenta do
século passado, sao constituidas por matrizes cuja as somas das entradas de cada
linha da origem ao vetor R e as somas das entradas de cada coluna d& origem ao
vetor S. O artigo de Brualdi e Hwang abriu assim um novo campo de investigagao, e
nos ultimos 15 anos sao ja bastantes as publicagoes que, nao s6 abordam os diversos
aspetos destes novos conjuntos parcialmente ordenados, como estendem a ordem
de Bruhat para novas classes de objetos para além das matrizes-(0,1). Esta dis-
sertacao pretende continuar o trabalho iniciado por estes autores e contribuir para
a resolucao de alguns problemas relacionados com a ordem de Bruhat. Assim, no
primeiro capitulo, apresentamos as nogoes basicas sobre os assuntos subjacentes aos
temas abordados nesta dissertacao. No segundo capitulo come¢amos por apresentar
a ordem de Bruhat, primeiro em S,, e depois nas classes A(R,S5). E bem conhecido
que a ordem de Bruhat em S,, pode ser definida de dois modos diferentes. Porém,
ao fazer a extensao da ordem de Bruhat de S, para A(R,S), estas duas formas
de definir a ordem de Bruhat em S, dao origem a duas relagdes de ordem distin-
tas em A(R,S): a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundéaria. Entre as
contribuig¢oes por nds obtidas destacamos coincidéncia das ordens de Bruhat e de
Bruhat Secundéria nas classes A(R, S) em que R = (2,2,...,2)ou R = (1,1,...,1).
Também nesta capitulo iremos responder a uma questao, colocada por M. Ghebleh
em [20]. Este autor, na sequéncia do seu trabalho sobre a construcao de cadeias
de comprimento maximo em certas classes A(R,S), com a ordem de Bruhat, pre-
tendia saber se a ordem de Bruhat em A(R,.S) era ou ndo mondtona relativamente
o numero de inversdes de uma matriz. Daremos uma resposta afirmativa a esta
questao. Terminamos este capitulo com o estudo, ainda preliminar, de uma variante
da ordem de Bruhat Secundaria. O estudo desta relacao de ordem parcial foi pro-
posto por R. A. Brualdi e L. Deaett em 2007. No terceiro e iltimo capitulo definimos
e estudamos a ordem de Bruhat numa nova classes o objetos: os quadrados latinos
de ordem n. Focamos o nosso estudo na caracterizacao da relacao de cobertura e
na contagem e construcao de elementos minimais.
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Abstract

An order relation is a binary relation that aims to capture the intuitive sense of
concepts used in our daily lives as the largest and the smallest the first and the
last. It is a concept that is also predominant in the understanding of many topics of
mathematics, especially in the Set-Theory. Over time many types of order relations
have been defined in different sets. In this paper we undertake a study of Bruhat
orders in classes of (0,1)-matrices, matrices whose entries are only zeros and ones,
and in Latin squares. Bruhat orders are named after the French Mathematician
Francois Bruhat (1929-2007). Bruhat order is a partial order relationship defined in
Coxeter groups. Since the symmetric group is a particular case of a Coxeter group,
and the elements of this group can be represented by matrices, the permutation
matrices, in 2004 Richard A. Brualdi and Suk-Geun Hwang extended the Bruhat
order of the permutation matrix classes to matrix classes of (0,1)-matrices usually
represented by A(R, S). These classes, also widely studied since the 1950s, are made
up of matrices whose sums of entries for each row give rise the vector R, and sums of
entries for each column give rise the vector S. Brualdi and Hwang’s article has thus
opened a new field of investigation, and in the last fifteen years many publications
have not only addressed the various aspects of these new partially ordered sets, but
have extended Bruhat order to new classes of objects beyond the (0,1)-matrices.
This dissertation intends to continue the work started by these authors and to
contribute to solve some problems related to Bruhat order. Thus, in the first chapter,
we presented the basics on the subjects that underlie the topics covered in this
dissertation. In the second chapter we started by presenting Bruhat order, first in
S, and then in the A(R,S) classes. It is well known that the Bruhat order in S,
can be defined in two different ways. However, by extending Bruhat order from .5,
to A(R,S), these two ways of setting Bruhat order to S, give rise to two distinct
order relations in A(R,S): The Bruhat order and the Secondary Bruhat order.
Among the contributions obtained by us we highlight the coincidence of Bruhat and
Secondary Bruhat orders in A(R,S) where R = (2,2,...,2) or R = (1,1,...,1).
Also in this chapter we will answer a question posed by M. Ghebleh in [20]. This
author, following his work on constructing maximum length chains in certain classes
A(R, S), with Bruhat order, wanted to know if Bruhat order in A(R, S) was or was
not monotonous relative to the number of inversions of an matrix. We will give an
affirmative answer to this question. We end this chapter with the still preliminary
study of a variant of the Secondary Bruhat order. The study of this partial order
relationship was proposed by R. Brualdi and L. Deaett in 2007. In the third and last
chapter we defined and studied Bruhat order in a new class of objects: the Latin
squares of order n. We focused our study on the characterization of the covering
relation and on counting and construction of minimal elements.

Keywords: Bruhat order, Secondary Bruhat order , (0, 1)-matrices, Minimal Ele-
ments, Latin Squares.
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Capitulo 1

Introducao

Tendo esta dissertacao como principal objetivo contribuir para o estudo e compre-
ensao de certas relagoes de ordem parcial definidas em classes de matrizes bindrias
e em quadrados latinos, achamos importante um primeiro capitulo nao s6 com as
notagoes mas também com os resultados elementares relacionados com os conceitos
a explorar ao longo do trabalho. Assim, nesta seccao iremos introduzir as nogoes
diretamente relacionadas com conjuntos parcialmente ordenados e com quadrados
latinos.

1.1 Conceitos elementares

1.1.1  Conjuntos parcialmente ordenados

Uma das nogoes fundamentais nesta dissertacao é o conceito de ordem. O que se
entende por uma ordem, isto é, o que se pretende dizer quando se afirma que um
objeto “é menor’que outro? o que se entende por um conjunto ordenado? Nesta
seccao procuraremos dar respostas a estas e a outras questoes, essenciais ao longo
de todo o trabalho.

Seja A um conjunto nao vazio. Chamamos rela¢ao bindria definida em A a qualquer
subconjunto de A x A, o produto cartesiano do conjunto A por ele préprio.

Definigao 1.1. Chamamos relagdo de ordem parcial definida no conjunto A, a uma
relagdo bindria R C A X A com as sequintes propriedades:

1. reflexividade: Vyeq : (a,a) € R;
2. antissimetria: Yopea : [(a,0) € R e (b,a) € R=a=1]|;

3. transitividade: Yopeea : [(a,b) € R e (b,c) € R= (a,c) € R].

Se, adicionalmente, a relacao R satisfizer a propriedade:

dicotémica: Vgpea : [(a,b) € R ou (b,a) € R,

diz-se que R é uma relagcao de ordem total. Por exemplo, seja R o conjunto dos
niimeros reais e seja Ry o subconjunto de R dos niimeros reais nao negativos. Dados
a,b € R, a relacao R definida em R por

(a,b) € R, se,esése, b—aeR].

¢ uma relagao de ordem total definida em R, como facilmente se verifica por simples
calculos. Esta relacao é conhecida por relacao de ordem usual em R.

Uma relacao de ordem parcial definida no conjunto A é habitualmente representada
pelos simbolos =< ou <. Usamos os mesmos simbolos para representar uma relacao
de ordem total. Assim, dado um conjunto A e uma relagdo de ordem parcial (ou
uma relacao de ordem total) R definida em A:



e se (a,b) € R escrevemos a < b ou a < b conforme a notagao utilizada;

e se a,b € A sdo tais que (a,b) ¢ R e (b,a) ¢ R entao dizemos que a e b sdo
elementos incompardveis pela relacao R;

e sea,be Aea =<0boua<b masabescrevemos a < b ou a < b conforme a
notacao utilizada;

e sc a,b € A mas (a,b) ¢ R, escrevemos a £ b ou a £ b conforme a notagao
utilizada.

Com as devidas adaptagoes, sera esta a notagao usada ao longo de todo o trabalho.

Por exemplo, dados a, b € R, a relacao de ordem usual em R definir-se-ia por
a <b se esdse, b—acRRy.

Nesta relagao, se a < b, ao longo desta tese escrevemos também uma das seguintes
afirmagoes:

e a é menor que b;
e a ¢ inferior a b;
e ) é superior a a;

e b ¢ maior que a.

Um conjunto parcialmente ordenado é um par (A, <) onde < é uma relagdo de or-
dem parcial definida no conjunto A. Analogamente, chamamos conjunto totalmente
ordenado a um par (A, <) onde < é uma relacao de ordem total definida em A.

De seguida apresentaremos algumas relagoes de ordem parcial e de ordem total,
definidas nos conjuntos respetivos, usadas intimeras vezes ao longo do texto:

Definicao 1.2. [2] Sejam 11 = (7y,...,m,) e W = (1, ...,1y) duas sequéncias de
inteiros nao negativos com a mesma soma e ordenados por ordem nao crescente.
Diz-se que a sequéncia ¥ é majorada pela sequéncia I1, e escrevemos W <, 11, se,
esose,n<me

t t
Zwl SZTI’[, tzl,...,n,
=1 =1

sendo este < a relagao de ordem usual definida em R.

A relagao da defini¢ao anterior, em geral, ndao é uma relagdo de ordem total. Por
exemplo as sequéncias II = (4,3,1) e ¥ = (5,1,1,1) sdo de inteiros nao negativos
com a mesma soma e ordenados por ordem nao crescente, mas Il nao é majorada
por ¥, nem ¥ é majorada por II.

Uma relacao de ordem total também usada bastantes vezes neste texto é a relacao
de ordem lexicografica.



Definigao 1.3. Sejam (A;, =), i = 1,...,n, conjuntos totalmente ordenados. A
relacdo de ordem lexicogrdfica é uma relacdo de ordem total definida em A1 Xx...x A,
o produto cartesiano de Ay, ..., A,, do sequinte modo: Dados ¥ = (¢q,...,1,) €
II=(m,...,m) em Ay X ... X A, dizemos que a sequéncia ¥ precede a sequéncia
IT pela relagao de ordem lexicogrifica se, e so se,

1. Y =m, ou
2. Y <1 T, OU

3. ewiste um inteiro k tal que ¥; = m; para todo j = 1,... .k —1 e ¢y <j, mp.

Outra relacao de ordem parcial que usaremos diversas vezes esta definida em M,, ,(R),
isto é, no conjunto das matrizes com m linhas e n colunas com entradas no con-

junto dos nimeros reais. Esta relacao de ordem parcial, denotada pelo simbolo < é

definida do seguinte modo:

Dadas duas matrizes A = [a;;] € B = [b; ;] de M,, »(R),

A< Bse esbse, a;; <b;, paratodoi=1,..., metodoj=1,...,n,
em que os elementos das matrizes sao comparados pela ordem usual definida em R.
Todo o conjunto parcialmente ordenado pode ser representado graficamente através
do que chamamos o diagrama de Hasse. Para introduzir este conceito precisamos
da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.4. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado e sejam a,b € A.
Dizemos que a é coberto por b ou que b cobre a, se a < b e nao existe nenhum
elemento ¢ € A tal que a < ¢ < b.

Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. E possivel representar (A, X)
através de um diagrama, conhecido por diagrama de Hasse, construido do seguinte
modo:

1. A cada elemento z € A associamos um ponto p(z) do plano euclidiano R?;

2. Se x < y entao o ponto p(x) tem a segunda coordenada inferior a segunda
coordenada de p(y);

3. Se x é coberto por y unimos os pontos p(z) e p(y) por um segmento de recta
denotado por I(x,y);

4. Supondo que se verifica a condi¢ao anterior, se z € A é tal que z #x e z # y
entao p(z) ndo pertence ao segmento de recta I(z,y).

Exemplo 1.1. Consideremos as sequintes sequéncias de inteiros positivos com soma
tgual a 6:
(5,1), (4,2), (3,3), (4,1,1), (3,2,1).

No conjunto S formado por estas sequéncias consideremos definida a rela¢ao =z
da definicao 1.2. O diagrama de Hasse de (S, =<pr) €



Figura 1.

Para terminar esta seccao vamos apresentar alguns elementos relevantes que um
conjunto parcialmente ordenado pode ter.

Definigao 1.5. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.

e Dizemos que um elemento m € A é elemento minimo de (A, =) se

m < x, para todo x € A.

e Dizemos que um elemento M € A é elemento mdzximo de (A, <) se

x =M, paratodo x € A.

Se existir algum destes elementos, ele € unico.

Exemplo 1.2. O conjunto N, isto € o conjunto dos nimeros naturais, com a relacao
de ordem usual tem elemento minimo, 1, mas nao tem mdximo. Quanto aos con-
Juntos Z. e R, o conjunto dos inteiros relativos e o conjunto dos niumeros reais, com
a relacao de ordem usual nos respetivos conjuntos, nao tém nem elemento mdrimo
nem elemento minimo.

Terminamos esta secgao com as nocoes de elemento maximal e elemento minimal de
um conjunto parcialmente ordenado.

Definigao 1.6. Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.

e Dizemos que a € A € elemento minimal de A se nao existir s € A tal que
s < a.

e Dizemos que b € A € elemento mazrimal de A se nao existir z € A tal que
b=z

Observemos que todo o elemento maximo (elemento minimo) de um conjunto par-
cialmente ordenado e também elemento maximal (elemento minimal). A afirmagao
reciproca nao é valida. No entanto, se (A, =) é um conjuntos parcialmente ordenado
finito entao (A, <) tem pelo menos um elemento maximal e um elemento minimal

(ver [13]).
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1.1.2  Particoes

Muitos dos vetores de ntimeros reais que vamos usar ao longo deste trabalho sao
na realidade particoes de um dado inteiro. Nesta seccao vamos introduzir esse
conceito de parti¢ao. Seguiremos essencialmente o primeiro capitulo de [23] embora
[2] também seja uma boa referéncia.

Defini¢ao 1.7. Sejam R = (r1,...,7,) uma sequéncia de n nimeros reais ordenados
por ordem ndo crescente e

n
m = E Tri.
i=1

Dizemos que R € uma particao de m se as entradas de R sao numeros inteiros
PoSItIVO0S.

Exemplo 1.3. As parti¢oes do inteiro 4 sao (4),(3,1),(2,2),(2,1,1) e (1,1,1,1).

Os inteiros que compoem uma particao chamam-se partes da particao e o nimero
de partes de uma particao chama-se o comprimento dessa particao.
Neste trabalho usamos uma notacao que torna mais curta a escrita de uma partigao.

Seja R = (r1,...,7r,) uma partigdo de um dado inteiro m. Sejam g; > --- > g
inteiros positivos tais que {ry,...,rn} = {91,...,}. Entdo também podemos
escrever

R = (gilw"’glil)a

onde, para todo j = 1...,[, i; indica o nimero de vezes que o inteiro g; aparece na
particao R.

Exemplo 1.4. A particio (5,5,4,3,1,1,1,1) de 21 também pode ser representada
por

(5%,4,3,1%).

Partindo de uma particao R de um certo inteiro, podemos construir outra particao
do mesmo inteiro, chamada a particio conjugada de R e denotada por R*.

Defini¢ao 1.8. Seja R = (ry,...,r,) uma parti¢cao do inteiro m. A parti¢ao con-

jugada de R € a particao de m denotado por R* = (r],...,r]), onde 7 € igual ao
numero de elementos do conjunto

{i:1<i<nmr; >3}, j=1,...,L

Da definicao anterior concluimos que o comprimento da particao conjugada de uma

particdo R = (r1,...,r,) de m é r; e dado um inteiro k, 1 < k < rq,
k n
Z T = Z min{r;, k},
j=1 j=1

onde min{r;, k} representa o elemento minimo do conjunto {r;, k}.



1.1.3  Grupo simétrico

Seja m um inteiro positivo. O grupo simétrico de grau n, que denotamos por S,

é o grupo constituido por todas as aplicagdes bijetivas do conjunto {1,...,n} nele
proprio com a composicao de fungoes. Estas aplicagoes bijetivas sao designadas por
permutacoes.

Existem varias formas de representar uma permutacao. As permutagoes podem ser
representadas através de uma tabela com duas linhas, sendo que a primeira linha
indica os objetos e a segunda as respetivas imagens.

Exemplo 1.5. Seja 7 o elemento de Sy dado por (1) =4, 7(2)=3, 7(3)=2

e 7(4)=1. Entdo
(1234
Tm\4321)

Uma vez que a primeira linha é sempre igual, é habitual omitir os objetos e escrever
apenas a segunda linha. Assim representamos a permutacao do exemplo anterior
apenas por

T=4321

Sera esta a notacao habitualmente utilizada para representar uma permutacao. As-
sim, um elemento 7 € S,, serd representado pela sequéncia

T =T172...Tp,

onde 7(i) =7, i=1,...,n.

Os elementos de S, isto ¢, as permutacoes de grau n, podem ainda ser representadas
por meio de matrizes, as chamadas matrizes de permutacao. Dado o € S,,, a matriz
de permutacao de ¢ é a matriz P = [p;;] de ordem n, onde p;,; = 1 se e s6 se
o (1) = j e p;; = 0 caso contrario.

Ao longo desta dissertacao vamos, muitas vezes, focar-nos em submatrizes de uma
dada matriz. Dada uma matriz A do tipo m por n, a submatriz de A indexada pelas
linhas 41,...,17, e colunas ji, ..., Jjs ¢ representada por

A[{ih s 77;17}; {j17 cee 7js}]7
sendo 1 <43 <... <3, <mel<j<...<js<n.
Uma submatriz principal de A é uma submatriz da forma A[{1,...,p};{1,...,q}],
1<p<mel<qg<n. Denotamos por L, a matriz anti-identidade de ordem n,
isto é a matriz de permutagdo de nn — 1 ...1. Esta matriz tem na posigao (i, 7)
o elemento 1 se j =n+1—14¢ e 0 caso contrario. Por I, denotamos a matriz
identidade de ordem n.
Terminamos esta subseccao com um exemplo dos conceitos apresentados:

Exemplo 1.6. A matriz de permutacao do elemento 7 de Sy dado no exemplo 1.5
€ a matriz

_ o O O
o= O O
o O = O
o O O



Ploakia=| | g |

1.2 A classe A(R,S)

Esta dissertacao tem como um dos seus principais objetivos a apresentagao de novos
resultados que contribuam para um melhor entendimento de uma relagao de ordem
parcial, que sera definida no capitulo seguinte, e que esta definida em classes de ma-
trizes cujas entradas s@o apenas zeros e uns. Assim, para um melhor entendimento,
parece-nos importante que este trabalho contenha uma resenha dos principais resul-
tados ja estabelecidos para estas classes de matrizes. Eo que faremos nesta seccao,
seguindo essencialmente [2].

Seja A = [a; ;] uma matriz do tipo m por n, cujas entradas sdo numeros reais nao
negativos. Para cada ¢ =1,...,m seja

i =Q;1+ ...+ A,

e para cada j = 1,...,n seja

Sj = aLj—l—...—i—am?j.

A sequéncia

R:(Tl,...,rm>7

damos o nome de sequéncia das somas das linhas de A, e a sequéncia

S:(sl,...,sn),

damos o nome de sequéncia das somas das colunas de A. Obviamente

b= st se (L)

Denotamos por A(R, S) a classe! de todas as matrizes cujas entradas sao apenas 0’s
e 1’s, matrizes-(0, 1), cuja sequéncia das somas das linhas é igual a R e a sequéncia
das somas das colunas é igual a S. No caso particular de R = (k,..., k) = (k"),
a classe A(R, R) ¢ denotada por A(n,k). Observemos que a classe de todas as
matrizes de permutagdo de ordem n formam a classe A(n,1). A classe A(n,n) tem
um tunico elemento denotado por J,. Portanto .J, é uma matriz de ordem n cujas
entradas sao todas iguais a 1.

Nao existe perda de generalidade em assumir que R e S sao sequéncias nao crescen-
tes. De facto, dadas duas matrizes de permutacao P e () de ordens m e n respetiva-
mente, muitas das propriedades de A(R, S) permanecem vélidas em A(PR,SQ) =
{PAQ : A€ A(R,S)} e vice versa (ver [2], pagina 45). Também podemos assumir
que para todoo ¢ =1,...,metodoo j =1,...,n, r; e s; sa0 maiores que zero,
pois caso contrario a matriz teria linhas ou colunas nulas. Assim, daqui em diante
assumimos que

1Segundo [2], deve-se a Ryser o uso do termo classe em vez de conjunto. Usaremos esta nomenclatura.
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O<r,p,<...<m<ne0<s,<...<s51<m.

Note-se que, uma vez que estamos a trabalhar com matrizes-(0,1), R e S séo
particoes de um dado inteiro.

Relativamente a estas classes de matrizes, muitas questoes se colocam. As repostas
a algumas destas questoes é o objetivo das subsecgoes seguintes.

1.2.1 O Teorema de Gale-Ryser

Sejam entdao R = (r1,...,rm) ¢ S = (s1,...,5,) duas particoes de um mesmo
inteiro. Uma questao que naturalmente se coloca é a de saber em que condicgoes a
classe A(R,S) é nao vazia. Em alguns casos é facil responder a esta questao. Por
exemplo, seja R* a partigdo conjugada de R. Entao, a classe A(R, R*) é nao vazia,
contendo apenas uma Unica matriz; a matriz cujas entradas nao nulas, isto ¢é iguais a
1, encontram-se todas nas posicoes iniciais de cada linha. Uma condigao necessaria
para que A(R,S) # () pode também ser facilmente determinada usando a relagao
de majoragao. De facto, seja A € A(R, S). Consideremos a matriz A particionada

A= [Bl‘BQ]a

onde By é do tipo m por [ e 1 <[ < n. Porque o nimero de 1's das primeiras [
colunas da matriz que se obtém de A deslocando os 1's de cada linha para as suas
posicoes iniciais é maior ou igual ao nimero de 1’s de By, e porque

! m
> rr=> min{r; 1},
=1 =1

concluimos que

ZsiSZT;, l=1,...,n—1,

i=1 =1
isto é,
S <y R".

Gale e Ryser, de forma independente, demonstraram que esta condicao é igualmente
uma condigao suficiente para que A(R, S) # (). Ambos os autores, partindo do tnico
elemento de A(R, R*), apresentaram algoritmos para a construgao de uma matriz
de A(R,S). Os dois algoritmos diferem muito pouco um do outro, (ver [2] pagina
46), de modo que o algoritmo seguinte é conhecido por Algoritmo de Gale-Ryser
para a constru¢ao de uma matriz em A(R,S):

Algoritmo:

1. Consideremos a matriz A, do tipo m por n cujas entradas iguais a 1 ocupam
as posicoes iniciais de cada linha, isto é,

Zn = [An|AO]7

onde A, é o unico elemento de A(R, R*) e Ay é a matriz vazia.



2. Paracada k=n,n—1,...,1,

Mudar s, 1's de Ay, localizados em colunas o mais possivel a direita e em linhas
com maior nimero de 1’s, mas em caso de igualdade dar preferéncias as linhas
de maior indice (situadas mais abaixo), obtendo

[Akfl |An7k+1]7

e repetindo o processo com Aj_1.

3. Apresentamos A,.

Ambos os autores provaram que se S <,; R* entao o algoritmo produz de facto
uma matriz de A(R, S), provando assim que a condi¢ao S <, R* é uma condigao
suficiente para que A(R,S) # (. Podemos assim enunciar o seguinte teorema,
conhecido na literatura por Teorema de Gale-Ryser:

Teorema 1.1. [2], [18] [24] Sejam R = (r1,79,...,Tm) € S = (S1,S2,...,8,) duas
parti¢oes do mesmo inteiro positivo. A classe A(R,S) € nao vazia se e sé se S <y
R*.

1.2.2 O Teorema dos intercambios de Ryser

Outro teorema, este devido a Ryser e provado em [24], é um dos teoremas mais
importantes no estudo de uma classe A(R,S). Seja entao A € A(R,S). Nesta
seccao vamos prestar atencao as submatrizes de A do tipo 2 por 2 da forma:

01 10

Chamamos intercambio a transformacao que substitui uma submatriz da forma Lo
noutra igual a Iy e vice versa. Assim, dados p,q € {1,...,m},p < qe k,l €
{1,...,n}, k < tais que

Al{p, a3 Lk, 1}] = Lo,

se B é a matriz que se obtém de A substituindo esta submatriz por I, entao dizemos
que B é obtida de A por um intercambio L, — I5. Analogamente, se

Al{p, q}; {k, 1}] = L,

e se B é a matriz que se obtém de A substituindo esta submatriz por Lo, entao
dizemos que B é obtida de A por um intercambio Iy — L.

Em ambos os casos, como A € A(R, S) temos também que B € A(R,S). Podemos
entao enunciar o préximo resultado conhecido por Teorema dos intercambios de
Ryser.

Teorema 1.2. [24] Sejam A, D € A(R,S). Entdao a matriz D pode ser obtida da
matriz A por um numero finito de intercambios.



1.3 Quadrados Latinos

Outro dos objetivos desta dissertacao é o estudo de uma relagao de ordem parcial,
que serd definida no capitulo 3, na classe dos quadrados latinos de ordem n. Nesta
seccao vamos apresentar as nocoes basicas relacionadas com este conceito seguindo
essencialmente [8].

Definicao 1.9. Um quadrado latino de ordem n é uma tabela com n linhas e n
colunas, cujas entradas sao todas preenchidas com n simbolos tal que cada simbolo
aparece apenas uma vez em cada linha e cada coluna.

Para este texto usamos como simbolos para preencher a tabela os inteiros de 1, ..., n.
Os quadrados latinos tém uma longa histéria e as suas aplicagoes podem ser en-
contradas em varias areas do saber. Por exemplo, a tabela de multiplicagao de um
grupo finito ou a tabela de multiplicacao de um quase grupo é um quadrado la-
tino. O famoso puzzle Japonés Sudoku é um quadrado latino de nove por nove com
algumas restrigoes. Para mais aplicacoes dos quadrados latinos ver, por exemplo,
[22].

A nocao de quadrado latino estd intimamente relacionada com o conceito de per-
mutacao, e portanto, com as matrizes de permutacao. De facto, seja A um quadrado
latino de ordem n e seja i € {1,...,n}. Denotando por P; a matriz de zeros e uns,
também de ordem n, cujas entradas iguais a 1 sdo as mesmas entradas de A ocupa-
das pelo inteiro 7, concluimos que P; é uma matriz de permutacao. Podemos entao
concluir que existem matrizes de permutacgao P, ..., P, tais que

Jn:p1+P2—|—+Pn,

Reciprocamente, se Py, P, ..., P, sao n matrizes de permutacao de ordem n tais
que P+ P+ ...+ P, = J,, entao 1P, + 2P, + ... + nP, é um quadrado latino
de ordem n. Isto implica que se A = [a;;] é um quadrado latino de ordem n e se

g € {1,...,n} entao existe um tnico elemento de S,, 0,4, tal que @, ;) = g para
i =1,...,n. Neste caso dizemos que o inteiro g estd associado a permutacao o,.
Exemplo 1.7.
1 2 3 4
4 3 1 2
A= 2 1 4 3
34 21

entdo o inteiro 3 estd associado com a permutacdo ps = 3241 € ;.

10



Capitulo 2

Ordem de Bruhat em A(R,S)

Um dos problemas selecionados para as olimpiadas internacionais da matematica de
2006 que decorreram na Eslovénia, foi o seguinte:

Seja A um bolo quadrado que se encontra dividido em n? quadrados, ou seja, em
cada fila da divisdio deste bolo temos n quadrados. Em alguns desses quadrados foi
colocado um morango de modo que cada fila do bolo A contém um unico morango.
As filas de quadrados que temos no bolo A e que sao filas horizontais sao também
chamadas de linhas; as filas verticais sao também chamadas de colunas. Seja B um
outro bolo com as mesmas caracteristicas do bolo A mas com outra disposi¢ao dos
morangos.

Suponhamos que o numero de morangos que estao em qualquer retangulo contiguo
ao canto superior esquerdo no bolo B é menor ou igual do que o nimero de morangos
que estao no mesmo retangulo mas no bolo A.

Mostre que a disposicao de morangos no bolo A pode ser obtida da disposi¢do de
morangos do bolo B efetuando um niumero finito de intercambios definidos como se
seque:

Para efetuar um intercambio comegamos por selecionar quatro quadrados do bolo,
posicionados exatamente em duas linhas e em duas colunas, com apenas dois moran-
gos: um destes morangos estd situado no quadrado mais a direita na linha de cima
e o outro morango no quadrado mais a esquerda da linha de baixo. Um intercambio
consiste em mover estes dois morangos para os outros dois quadrados.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.1. Seja n = 4. Representemos o bolo A por uma matriz de zeros e
uns, em que os quadrados com morangos serdo as entradas da matriz iguais a 1 e os
quadrados sem morangos serdao as entradas da matriz iguais a 0. Assim, suponhamos
que 0 nosso bolo A € representado pela matriz

SO O
o = O O
o O = O
_ o O O

Suponhamos que a representacao do bolo B € dada pela matriz

000 1
0010
B=1010 0
1000

11



Facilmente se comprova que o numero de uns que estao em qualquer retangulo
contiguo ao canto superior esquerdo da matriz B € menor ou igual do que o nimero
de uns que estao no mesmo retangulo mas na matriz A.

Se pensarmos na submatriz de B,

sl =[] =

e se substituirmos esta submatriz de B por Iy obtemos a matriz A. Entdo, a dis-
posicao de morangos no nosso bolo A obtém-se da disposicao do bolo B efetuando
um intercambio Lo — 1.

Este problema corresponde a uma relacao de ordem parcial definida no grupo simétrico
de grau n, S,, conhecida por ordem de Bruhat. Na seccao seguinte vamos explorar
a ordem de Bruhat em S,,, antes de partir para as suas generalizacoes.

2.1 A ordem de Bruhat em S,

Nesta secgao vamos definir e estudar a ordem de Bruhat em 5, e apresentar as suas
principais propriedades. A forma como o faremos é andloga a de [2].

Definicao 2.1. Seja n um inteiro positivo, seja ¢ = 010 ..., um elemento de S,
e sejam i,j € {1,...,n}. Dizemos que o par (i,j) € uma inversao de o se i < j e
oj < ;. O nimero de inversoes de o € denotado por (o).

Note que o simbolo < que surge na definicao anterior é da relacao de ordem usual
em R, <.

Exemplo 2.2. Consideremos a permutag¢ao o =2314 de Sy. Neste caso,
1<3eo3=1<01 =2,
2<3eo3=1<o0y=23.

Portanto, (1,3) e (2,3) sdo as inversées de o. Logo, l(o) = 2.

Podemos entao definir uma relagao de ordem parcial em S,, chamada de ordem de
Bruhat e que se representa por <g. Sejam 0 = 0109...0, € T = T(Ty...T, dois
elementos de S,. Dizemos que o precede 7 pela ordem de Bruhat, e escrevemos
o =B T, se, e sO se, 0 = 7 ou o pode ser obtido de 7 por uma sequencia de
transformacoes com a seguinte forma:

@14 ...05...05...0p

é substituido por

14 ...05...0;...0p
onde i < j e a; < a; ((4,7) é uma inversao).

Estas transformacoes reduzem o nimero de inversoes da permutacao.

Por outras palavras, diz-se que o precede 7 pela ordem de Bruhat sempre que seja
possivel obter o a partir de 7 aplicando sucessivamente a transformacao anterior de
modo a ir eliminando inversoes.

12



Exemplo 2.3. Seja 7 € S5, tal que 7 =3 5 1 2 4. Verifica-se que para i = 2 ¢
j =25 2<5 etem-se que s =4 < 175 = 5. Ocorre portanto, uma inversao.
Eliminando esta inversao obtemos a permutacao o =3 4 1 2 5, e portanto

o <pBT.

Na figura seguinte encontramos o diagrama de Hasse do conjunto parcialmente or-
denado (S3, <p):

321
312 231
213 132
123
Figura 2.

Em [1] ou em [25] o leitor podera encontrar o diagrama de Hasse de (Sy, =<5).
Uma relacao importante no estudo de uma relagao de ordem parcial é a relagao
de cobertura. O préximo resultado caracteriza a relacao de cobertura em 5, pela
ordem de Bruhat:

Lema 2.1. Sejam o, 7 € S,,. Entao o é coberto por T pela ordem de Bruhat em S,
se e s6 se o € obtido de T eliminando uma inversao (i,7) de T, e nao eziste nenhum
ke{l,....,n}, i <k <j tal que 7; < 1, < T;.

Demonstracao: Se o ¢é obtido de 7 por eliminagao da inversao (i, 5), onde (4, 7)
é uma inversao de 7 satisfazendo as condigoes indicadas no enunciado entao [(7) =
(o) + 1 logo T cobre o.

Suponhamos agora que o é obtido de 7 eliminando, em 7, uma inversao (i, 7). Su-
ponhamos que existe k € {1,...,n} tal que i <k < jer; <7 < 7, €sejamo
elemento de S,, obtido de T por eliminagao da inversao (i, k). Entao, para obtermos
o partindo de 7 teremos que eliminar as inversoes (k, j) e depois (i, k). Donde,

o <pm<BT,
logo T nao cobre o. 0

Sejam o e 7 dois elementos de S, e sejam P e () as respetivas matrizes de per-
mutacao. Dizemos

P<pQseesbéseoc <pT.

Seja 0 € S, e seja P a respetiva matriz de permutacao. Uma inversao (i,7) de o
corresponde, na representacao matricial de o, a uma submatriz Lo, isto é,

13



Pl (ool =1 = | | 3 |-

Eliminar esta inversao significa transformar esta submatriz Ly em

10
ne[10]

Por outras palavras, eliminar uma inversao em o equivale a fazer um intercambio
9
Lo — I em P. Assim, dadas duas matrizes de permutacao P e odemos também
) )
dizer que P <p @ se e s6 se a matriz P pode ser obtida de () por uma sequéncia
de intercambios Lo — I5, e estes correspondem a eliminacao de inversoes nas
) b1

permutagoes respetivas (ver também [4]).

No entanto, existe outra forma de comparar matrizes de permutacao pela ordem de
Bruhat.

Definicao 2.2. Seja A = [a; ;] uma qualquer matriz do tipo m por n com entradas
reais. Denotamos por ¥4 a matriz do tipo m por n, cuja entrada (r,s) é dada por

T

ars(A):Z a;;, 1<r<m, 1<s<n. (2.1)

)

i=1 j=1

Relembrando o problema proposto no inicio deste capitulo, se associarmos a cada
bolo uma matriz de zeros e uns, A e B, em que os zeros designam os quadrados do
bolo sem morangos e os uns os quadrados com morangos, a afirmacao
“Suponhamos que o numero de morangos que estao em qualquer retangulo contiguo
ao canto superior esquerdo no bolo B € menor ou igual do que o nimero de morangos
que estao no mesmo retangulo mas no bolo A”,

significa que ao construir as matrizes ¥4 e Xp verificamos que Y g < Y4 entrada
por entrada.

O seguinte teorema responde ao problema colocado no inicio deste capitulo.

Teorema 2.1. [4],[25] Sejam P e Q duas matrizes de permutacao correspondentes
a dois elementos de S,,. Entao P <p () se e s6 se Xg < Xp entrada por entrada.

Demonstragao: A necessidade da condicao resulta facilmente da definicdo de
<p e do facto de dadas duas matrizes de permutacao P; e (); de ordem n, se P; se
obtiver de )y pelo intercambio Ly — Iy que substitui Q1 [{p,{};{f,g}] = Lo por
15, entao

Y

py_Joii(@)+1 se p<i<ie f<j<y
O'i,j( 1)— U(Q) t ;.
ij (Q1 caso contrario

e portanto, g < Xp entrada por entrada.
Reciprocamente sejam P = [p; ;] e Q = [g; ;] duas matrizes de permutagao. Admi-
tamos que P # @ e que
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para todo (i,7) € {1,...,m} x{1,...,n}.

Seja (u,v) o menor par, pela relagdo de ordem lexicografica, para o qual p, ., # u.o-
Entdo p;; = ¢ijsei <uousei=wuej<v. Por (22), po=1€eq.,=0ce
portanto,

Oup(Q) < ouw(P).

Seja (r,s) € {fu+1,...,m} x {v+1,...,n} tal que r + s ¢ maximal entre todos os
pares (k,1) € {fu+1,...,m} x {v+1,...,n} para os quais

0:4(Q) < 0i;(P),
para todoi=wu,...,k—1etodoj=wv,...,[ —1.
Admitamos que a matriz

Plu+1,...;r};{v+1,... s},

¢ a matriz nula.
Atendendo a maximalidade de r 4+ s concluimos que existe um inteiro 7, u < i < r,
e um inteiro 7, v < 7 < s, tais que

Ui,s(P> == Ui,s(Q) € Ur,j(P) = UT,j(Q)'

Mas entao,

0rs(P) 0is(P) +0.5(P) — 0:;(P)
0,s(Q) + 0,,(Q) — 0:;(Q)

ors(Q)-

Atendendo a (2.2), chegamos a uma contradi¢ao. Entao existe uma posic¢ao (k, )
talqueu+1<k<rev+1<I[l<seps =1 Podemos escolher k£ e [ de modo
que k + [ seja minimal. Deste modo, p; ; = 0 para todo 7, u+1 < ¢ < k e para todo
J, v+ 1 <7<l Entao as entradas de P[{u,...,k},{v,...,l}] sdo todas nulas com
excecao das entradas (u,v) e (k,l). Seja P’ a matriz obtida de P pelo intercambio
Iy — Ly em P[{u,k},{v,l}]. Entdo P <p P’ <p (. Se necessério, ou seja, se
P’ <p @, substituindo P por P’ repetimos o argumento anterior. O

Al

Exemplo 2.4. Sejam o,7 € S5, taisquec =3 4125 e 7=35124.
Seja ) a matriz de permutacao correspondente a permutagao 7. Entao,

00100 00111
00001 00112
Q=110000 e To=|11223
01000 12334
000710 12345

Seja P a matriz de permutacao correspondente a permutacao o. Entao,

00100 00111
0001O0 0012 2
P=]110000 e Yp=|112 3 3
01000 1 23 4 4
00001 1 23 45
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Verifica-se que, entrada por entrada tem-se Yo < Xp, e entao P <p Q.

2.2 De S, para A(R,S)

Nesta seccao vamos debrucar-nos sobre a generalizacao da ordem de Bruhat definida
em S, ou seja, nas matrizes de permutacao, para outras classes de matrizes de zeros
e uns.

2.2.1 A ordem de Bruhat em A(R,S)

Em [7], Brualdi e Hwang generalizaram a ordem de Bruhat definida em S,, ou
seja, na classe A(n, 1), para as classes A(R,S), em que R = (ry,...,7p) e § =
(81,...,8,) s@o duas particoes do mesmo inteiro positivo. Atendendo aos resultados
estabelecidos na secgao 2.1, a ordem de Bruhat em A(n, 1) pode ser definida de dois
modos distintos: através de uma sequencia de intercambios Ly — I, ou através
da comparacao das entradas das matrizes X.

A forma como Brualdi e Hwang generalizaram a ordem de Bruhat foi através deste
segundo modo, isto é, através da comparacao das entradas das matrizes . Assim,
dadas duas matrizes A = [a;;] ¢ D = [d;;] de A(R,S), e construindo a matriz

Y4 =[o,;(A)], onde

i J
0i(A) = A 15
k=1 I=1
e a matriz Xp = [0;,;(D)] de modo analogo, dizemos que A precede D pela ordem
de Bruhat, e escrevemos A <p D, se, e 86 se, Xp < X4, entrada por entrada. No
entanto ao longo deste artigo esta de algum modo presente uma outra relagao, ainda
que nao definida explicitamente. Esta ambiguidade s6 foi totalmente resolvida no
artigo de Brualdi e Deaett, [4], de 2007, onde uma outra relagdo de ordem parcial
de A(R, S) foi definida, e a que foi dado o nome de ordem de Bruhat Secunddria.
Assim, dadas as matrizes A, D € A(R,S) dizemos que D precede A pela ordem de
Bruhat Secundaria, e escrevemos D <5 A se, e s6 se, A = D ou se D pode ser
obtido de A por uma sequéncia de intercambios Ly — I5.
Assim, atendendo a estas definigdes, concluimos, do Teorema 2.1, que em A(n, 1)
a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundéria coincidem. Brualdi e Daeatt
também provaram que a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundaria sao
coincidentes na classe A(n,2). No entanto os mesmos autores mostraram que o
mesmo nao acontece na classe A(6,3), como veremos em seguida.
Nao é de modo nenhum evidente que a relacao <5 seja uma relacao antissimétrica
e portanto uma relagao de ordem parcial. Contudo é facilmente verificavel que se
D <5 A, entao D <p A. De facto, prova-se que

Lema 2.2. [12] Seja A = [a;;] € A(R,S). Sejam p, f,g el inteiros com 1 < p <
[<mel< f<g<mn, tal que

Al{p,1};{f. 9}] = Lo.

Seja A" = [a; ;] a matriz obtida pelo intercambio Ly — Iy que substitui A[{p,l};{f, g}] =
Lo por Iy. Entao
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gij(A)+1 se p<i<l e f<j<yg
gij (A) caso contrario

9

05 (A) = {
e portanto A’ <p A.

O
Com este lema presente torna-se facil provar nao sé que <5 ¢ antissimétrica e con-
sequentemente uma relagao de ordem parcial, assim como que a ordem de Bruhat é
um refinamento da ordem de Bruhat Secundaria.
Com vista a provar que em A(6,3) as duas relagoes de ordem parcial ndo coinci-
dem os autores comecaram por caracterizar a relacao de cobertura para a ordem
de Bruhat Secundéria. Relembre-se que dado um conjunto parcialmente ordenado
(X, X), e dados a,b € X, dizemos que b cobre a se a < b e nao existe nenhum
elemento c € X tal que a < ¢ < b.

Teorema 2.2. [4] Seja A uma matriz que pertence a A(R, S). Sejami,j € {1,...,m},
1<i<j<meseamk,l€{l,....,n}ondel <k <l <ntaisque A[{i, 5} ,{k,l}] =
Ly. Seja A" = [a’-j} a matriz obtida de A pelo intercambio Ly — Iy que substitui a

1,

submatriz de A, A[{i,j}|{k,1}] = Lo por Is. Entao A cobre A’ no conjunto A(R,S)
pela ordem de Bruhat Secunddria, se e so se

1. app = ap; para todo p, i <p < j,
2. a;q = a;, para todo q, k< q<lI,

3. Seapr =0 e a;q =0 entao a,, = 0, para quaisquer p e q tais que
1<p<jek<qg<l e

4. Seapr =1 e a;q =1 entao a,, =1, para quaisquer p e q tais que i <

p<jek<qg<l.

Em [4], um exemplo envolvendo trés matrizes de A(6,3) mostra que a ordem de
Bruhat Secundaria e a ordem de Bruhat nao coincidem nesta classe. A seguir apre-
sentamos o exemplo a que nos referimos:

Exemplo 2.5. [4] Consideremos as matrizes

100011 000111
101100 101100
110100 110100
A=looo111]" “Tl1oo0011
011010 011010
(01100 1| (001100 1]
€
(0001 1 1]
110100
101100
P=1100011
011010
(01100 1|
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Entao,

111 1 2 3 0001 2 3
2 23 4 5 6 112 4 5 6
g,_|345 7 89 s._|2347 8 9
345 8 10 12 | 345 8 10 12
357 10 13 15 357 10 13 15
(136 9 12 15 18 136 9 12 15 18 |
€

(000 1 2 3]

122 4 5 6

g, 2347 89

345 8 10 12

357 10 13 15

136 9 12 15 18 |

Comparando as entradas das trés matrizes verificamos que
EC < Yp < ZA,

e portanto,
A<pD =<pC.

Usando o Teorema 2.2 concluimos também que C cobre A e C' cobre D pela ordem
de Bruhat Secunddria. Isto implica que D e A sao incompardveis por esta rela¢do
de ordem parcial.

Esta observacgao coloca a questao de saber em que classes as duas relagoes de ordem
parcial coincidem. Este foi um dos problemas que nés abordamos nesta dissertacgao.
A nossa contribuigao para este problema é o objetivo da seccao seguinte.

2.3 A ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundaria

Neste seccao retomamos a questao sobre as classes de matrizes de zeros e uns em
que as duas relagoes de ordem parcial atras definidas coincidem. Vamos descrever
algumas partigdes R = (r1,...,7n) ¢ S = (s1,...,5,) de um mesmo inteiro para
as quais, na classe A(R,S), a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundaria
coincidem. Antes porém vamos prestar atencao as classes da forma A(n,3). Vamos
provar que para os valores de n tais que 6 < n, as duas relagoes de ordem parcial
nao coincidem; porém o mesmo nao acontece para n = 3, 4 e 5 onde elas sao
coincidentes.

2.3.1 A classe A(n, 3)

O préximo resultado permite mostrar que as duas relacoes de ordem parcial sao
coincidentes em A(n, 3) quando n € {4,5}. De notar que a classe A(3,3) s6 tem a
matriz Js pelo que as duas relagoes de ordem parcial sao coincidentes em A(3, 3).
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Proposicao 2.1. [14] Sejam R = (r1,...,mm) € S = (s1,...,8,) duas parti¢des do
mesmo inteiro positivo tais que A(R,S) # 0. Sejam U = (n—rpy,...,n—11) €
Q= (m-—5s,,...,m—s1). Se a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secunddria
coincidem em A(R,S), entao essas duas relagoes de ordem parcial também coinci-

dem em A(U, Q).

Demonstragao: Sejam A e C' matrizes pertencentes a classe A(U, Q). Sabemos
que se A <5 C, entao A < C. Suponhamos que A <p C. Entao, para quaisquer
(r,e) € {1,...,m} x{1,...,n}, 0,.(C) < 0,.(A), e existe (i,5) € {1,...,m} x
{1,...,n} tal que 0, (C) < 0y (A).

Sejam D = [d;;| = L (J—A)L, e E = L,,(J—C)L,, onde L, é a matriz de
permutacao de ordem n correspondente a permutacaonn—1 ... 21, L,, é definido
de modo anélogo e J ¢ a matriz do tipo m por n cujas entradas sao todas iguais a
1. Se (p,q) € {1,...,m} x {1,...,n}, entdo

=pg— > D> ag

g=m—p+1 h=n—q+1

=pq— (Pm—pt1+ - +Tm) F 814+ Sng = Ompn—q(4)
<SPq— (Tmprr+ -+ Tm) + 514+ Sng = Om—pn—q (C)
= 0pq (E).

Como 0;; (C) < 0, (A), temos que 0y,—ip—j (D) < Opm_in—j (E) e porisso E <p D.
Usando o facto de que D, E € A(R,S) e a hipétese temos £ <5 D. Consequente-
mente, D pode ser transformado em E por uma sequéncia de intercambios Ly — I5.

Se P € A(U,Q) e P[{a,b},{c,d}] = Ly, entao
(LPL) {m—b+1,m—a+1},{n—d+1,n—c+ 1} = Ls.

Isto implica que

(J—LpPL,)[{m—-b+1m—a+1},{n—d+1,n—c+1}] = L.

Portanto, C' pode ser transformado em A por uma sequéncia de intercambios Ly —
I,. Assim, A <5 C. O

Usando este resultado e o facto de que as duas relacoes de ordem parcial coincidirem
nas classes A(4,1), A(5,2) (recorde-se que as duas relagoes de ordem parcial coinci-
dem nas classes A(n, 1), A(n, 2), qualquer que seja o inteiro positivo n), concluimos
o proximo resultado.

Coroléario 2.1. [14] A ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secunddria coincidem
nas classes A(3,3), A(4,3), A(5,3).

Usando o exemplo 2.5 mostraremos que as duas relagoes de ordem parcial nao coin-
cidem em A(n,3), para 7 < n.

Sejam A, C e D as matrizes descritas no exemplo 2.5.
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Sejam

X4 = A[{1,2,3,4}:{1,2,3,4}], Xc=C[{1,2,3,4}:{1,2,3,4}]

Xp = D[{1,2,3,4}:{1,2,3,4}].

Caso 1: A(7,3).

Se
[ 1 1 0]
0 00
Xy 0 00
Vo = 01 1|,
01 0 0|1 01
01 1 0]0 10
00 1 0|10 1]

com V € {A C, D} entdo, usando argumentos analogos aos do exemplo 2.5, con-
cluimos que
A7 <p D7 <p C7.

Mas D7 e A7 s@ao incomparaveis pela ordem de Bruhat Secundaria.
Caso 2: A(8,3).

Se

[ 11 0 0]

00 00O

Xy 00 0O

0 011
Vs = 01 0 0/1 100}’

01 0 0|1 1 0O

00 1 0/0011

00 1 0/0 0 1 1

com V € {A C,D} entdo, usando argumentos andlogos aos do exemplo 2.5 con-
cluimos que

Ag <p Dg <p Cg.

Mas Dg e Ag sao incomparaveis pela ordem de Bruhat Secundaria.

Caso 3: A(n,3), com 9 < n.
V1io
Vn - |: O G :| )

Se
com V € {A,C,D} e G € A(n — 6,3) entao, usando argumentos analogos aos do
exemplo 2.5 concluimos que

A, <5 D, <5 C,.

Mas D,, e A, sao incomparaveis pela ordem de Bruhat Secundaria.
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2.3.2 A classe A(R,S) com R=(2")ou R = (1)

Nesta seccao vamos mostrar que a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundaria
coincidem nas classes A(R,S) com R = (1) ou R = (2™) .

Os proximos dois lemas permitir-nos-ao identificar submatrizes I numa matriz A
coberta por uma matriz C, pela ordem de Bruhat, onde A,C € A(R,S)e R = (2™).

Lema 2.3. [4] Sejam A e C matrizes de uma classe A(R,S) com A < C, sejam i e
J inteiros com 0;; (C) < 0, (A). Sejam s et com (s,t) lexicograficamente mazimal
tal que
se (rye) €{i,...,s =1} x{j,....,t =1} = 0,.(C) < 0, (A).
Entao, existe (ig,jo) € {i+1,...,s} x{j+1,...,t} tal que a;,j, = 1.
U

Em [5], o Lema 4.3 de [4] foi generalizado de matrizes de uma classe da forma A(n, k)
para matrizes de uma classe A(R, S) e resultou no lema seguinte.

Lema 2.4. [5] Sejam A e C matrizes de uma classe A(R,S) com A <p C, € sejam i
e j inteiros com 0, (C') < 0;; (A). Sejam s et inteiros com (s,t) lexicograficamente
mainimal tal que

Se (rye)e{s+1,...;i} x{t+1,....7} = 0,..(C) <0,..(A4).
Entao, existe (i, jo) € {s+1,...,i} x {t+1,..., 7} tal que a;y jo=1-
U

Os lemas atrds enunciados serao utilizados para provar que A <5 C quando A é
coberto por C pela ordem de Bruhat, onde A,C € A(R,S) e R = (2™). O objectivo
destes lemas é o de localizar uma submatriz I, de A tal que:

e Se temos uma posicao (¢,7) na matriz A tal que 0;,; (C) < 0;; (A) e a;; = 1,
entao vamos usar o Lema 2.3 para concluir que existe (ig, jo) € {¢ + 1,...,m}x
{j+1,...,n} com a;, j,=1, € para quaisquer

(r,e) € {i,...,ip— 1} x {j,...,jo — 1} temos o,.(C) < o,.(A).

e Se temos uma posicao (¢, 7) na matriz A tal que 0;,; (4) =0, (C), a;;j =1¢
0i—1,j-1 (C) < 0i_1,j-1 (A) entao vamos usar o Lema 2.4 para dizer que existe
(io,jo) € {1,...,i—1} x {1,...,5 — 1} com a;, j,—1 € para quaisquer

(r,c) € {ig,...,i— 1} x {Jo,...,j — 1} temos o0,.(C) < 0,.(A).

Proposicao 2.2. [14] Sejam A, C € A(R,S) tais que C cobre A pela ordem de
Bruhat. Sejam p, f, g el, inteiros com 1 <p<l<m e 1< f<g<n, tais
que

Al{p, 1} {f 9}] = I,
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e para quaisquer (r,c) € {p,..., 1 =1} x{f,...,9— 1},

0re (C) < 0pc (A).
Entao A <5 C.

Demonstracao: O intercambio Iy — Lo que substitui A[{p,{};{f,g}] = I» por
L, resulta numa matriz D tal que A <5 D. Pelo Lema 2.2, para quaisquer (r,c) €

{1,...,m} x {1,...,n},

ore (D) = ore(A)—1 se (re)e{p,....1 =1} x{f,...,g—1}
e O (A) caso contrario .

Visto que
0r.c (C) <0y (A),

para quaisquer (r,c) € {p,...,l—1} x {f,...,9—1}, e A <p C concluimos que
A <p D <p C. Usando o facto que C cobre A pela ordem de Bruhat temos que
D =C,eentao A =5 C. 0

Proposicao 2.3. [14] Sejam A = [a; ] e C = [c; ;] matrizes pertencentes a A(R, S)
com A <p C, e sejam i e j inteiros com 1 < i, 1 <j, ¢;j < a;;,

0ij(A) = 0i;(C) e0di1;(C) <0oi_1;(A).
Entao 0i—1,5—1 (C) < 0i-1,j-1 (A)
Demonstracao: Suponhamos que 0;_; ;-1 (A) = 0;_1,-1 (C). Uma vez que

0ij (A) = azj+0i1;(A) + 051 (A) —0i15-1 (A),

0 (C) =cij+0i1;(C)+0ij1(C) =011 (C),

temos, usando as hipdteses,
0 < (04-15 (C) = 0i-1,5 (A) + (031 (C) — 055-1 (A)).

Como 0,1 (C) < 0,1, (A) concluimos que 0;,_1 (A) < 0;,-1(C), o que é im-
possivel pois A <p C. Por isso 0,_1 1 (C) < 0;_1,-1 (A). O

De modo analogo obtemos a demonstragao do préximo resultado.

Proposigao 2.4. [14] Sejam A = [a;;] e C = [¢; ;] matrizes pertencentes a A(R, S)
com A <p C, e sejam i e j inteiros com 1 < i, 1 < j, ¢;;j < a;j,

05 j (A) = 0;; (C) e 05 5—1 (C) < 0Oij-1 (A) .

Entao 0i—1,j—1 (C) < Oi-1,-1 (A) ]
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Proposigao 2.5. [14] Sejam A = [a; ;] e C = [¢; ;| matrizes pertencentes a A(R,S)
com A <p C, e sejam i e j inteiros, com 1 < i, e tais que ¢;; < a;j,

0ij(A)=0i;(C) e 0i1;(C)<0oi1;(A).
Entao 1 < j.

Demonstracao: Suponhamos que j = 1. Como 0,_1; (C) < 0;_1,(A) temos
que

Oi,5 (C) = Cij + Oi—1,5 (C) < Qi j + Oi—1,5 (C) < Qi j + Oi—1,5 (A) =04 (A) .

Consequentemente,

05,5 (C) <035 (A),
o que contradiz uma das hipdteses. Portanto 1 < j. 0

Com uma demonstracao analoga obtemos o resultado seguinte.

Proposigao 2.6. [14] Sejam A = [a; ;] e C = [¢; ;| matrizes pertencentes a A(R,S)
com A <p C, e sejam i e j inteiros, com 1 < j, e tais que ¢;; < a;j,

0ij (A) =0i;(C) e 0i;1(C) <oij1(A).

Entao 1 < 3.

Il
Estamos agora em condigoes de demonstrar o resultado principal desta seccao.
Teorema 2.3. [14] Sejam R = (2™) e S = (s1,...,Sn) duas parti¢oes do mesmo

inteiro positivo tais que A(R,S) # 0. Entdo a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat
Secunddria coincidem na classe A(R,S).

Demonstragao: Sejam A e C duas matrizes da classe A(R,S). Sabemos que se
A <5 C entao A <p C. Portanto precisamos provar que se A <p C entao A <5 C.
Uma vez que basta mostrar esta implicacao quando C' cobre A, vamos entao assumir
que C cobre A para a ordem de Bruhat.

A demonstracao sera dividida em varios casos alguns dos quais se dividem em varios
subcasos. Em cada um deles vamos determinar inteiros p, f,ge [, com 1 <p <[ <
m, 1 < f < g <n, tais que

e para quaisquer (r,c) € {p,...,l =1} x{f,...,9g—1},

Orc (C) < Orc (A) :

Nestas condigoes, usando a proposicao 2.2 concluimos que A <z C, como preten-
dido.

Como A <p C, existe uma posicao (7,7) tal que a;,; = 1 e 0;;(C) < 0;;(A)
(a primeira posicao, pela relagdo de ordem lexicogréfica, onde ¥4 e Yo diferem
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satisfaz esta condi¢ao). Escolhemos uma posi¢ao (i, ;) nestas condigdes, de modo
que ¢ + J seja 0 maior possivel.

Aplicando o Lema 2.3, concluimos que existe um par (ig,jo) € {i+1,...,m} X

{j +1,...,n}tal que a;, ;, = 1, e para quaisquer (r,c) € {i,...,i0 — 1}x{j,...,jo — 1},

0re (C) < 00 (A).

Escolhemos uma posi¢ao (ig,jo) nas condigdes anteriores com iy + jo © menor
possivel. Consideremos trés casos:

Caso 1: Qi 5 = Q4 4o = 0.

Entao

. . 10
Altiins Gl = | o ) | =
e para quaisquer (r,¢) € {i,...,50 — 1} x {J,...,750 — 1},

010 (C) < 0r0 (A) |

Caso 2: a;,; = 1.

Uma vez que ¢ < i € a;,; = 1, pela condi¢ao de maximalidade de ¢ + j, sabemos
que o0y, ; (A) = Oiy,j (O) Também sabemos que 0;,-1,5 (C) < Ojy—1,5 (A) € iy = 1.
Portanto ¢;, ; < a;, ; € como 1 <1 < iy, pelas proposicoes 2.5 e 2.3 temos que 1 < 7,
e Tig-1,j-1 (C) < ig—1,5-1 (A).

Aplicando o Lema 2.4, existe um par (i1,71) € {1,...,50— 1} x {1,...,7 — 1} tal
que a;, j, = 1 e para quaisquer (r,c) € {i1,...,50 — 1} x {j1,...,j — 1},

0re (C) < 0p0 (A).

Escolhemos uma posicao (i1, j1) com i3 + j; tdo grande quanto possivel. Agora temos
trés subcasos.

Subcaso 2.1 : i; = 1.

Entao

Attt = | 17|

sendo * uma entrada desconhecida.

Visto que cada linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1 temos que
aijo = 0 e a,; = 0. Portanto A[{i,i0};{j1,J0}] = L2 e para quaisquer (r,c) €
{i,.io— 1} x {51, 50— 1},

0re (C) < 0rc (A).

Subcaso 2.2 : i < iy.
Entao

Al{i i1, 00} 5 {j1, J, o} =

* = %
— % =
— % %

onde * denota uma entrada desconhecida.
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Visto que cada linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1 temos que
aio,jl =0.

Se a;, j = 0, entdo A[{i1,io}; {j1,7}] = I e para quaisquer (r,¢) € {i1,... 59 — 1} X
{j17“'7j_]-}7

Or.c (0) < Orc (A) :

)

Se a;, ; = 1, entao

Al{i, i1, 00} 5 {51, J, o} =

O = %
—
= O %

onde * denota uma entrada desconhecida.
Consequentemente, a;, ;, = 0 e A[{i1,i0};{j1,J0}] = I2. Visto que para quaisquer
(T7C> € {Z777’0_1} X {j7"'7j0_1}7
0 (C) < 0p0 (A),
e para quaisquer (r,c) € {i,...,i0 — 1} x {j1,...,5 — 1},
0rc (C) < 0p0 (A),
concluimos que para quaisquer (r,¢) € {iy,...,i0 — 1} X {j1,...,Jo — 1},
0 (C) < 0,0 (A).

Subcaso 2.3 : ¢; < 1.
Entao

Al{ir,iyi0} 5 {71, 7, Jo}] =

Y

* %X =
—_ = %
— % ¥

onde * denota uma entrada desconhecida.

Visto que cada linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1, temos que
a;y.5, = 0. Vamos considerar trés subcasos.

Subcaso 2.3.1: q;, ; = 0.

Entao A[{i1,i0};{j1,7}] = I e para quaisquer(r,c) € {iy,...,io — 1}x{j1,...,j — 1},

0re (C) < 0pc (A).

Subcaso 2.32:q;,;,=1 e 0;,(C) <0, (A4).
Entao

Al{ir,i,i0} 5 {51, 7, Jo}] =

O ¥ =
— = =
= % %

onde * denota uma entrada desconhecida.
Aplicando o Lema 2.3, existe um par (ig, jo) € {iy +1,...,m} x {7 +1,...,n} tal
que a;, j, = 1 e para quaisquer (r,¢) € {iy,..., 32 — 1} X {j,..., 52 — 1},

0re (C) < 0pc (A).
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Como oy, ; (A) = 0, (C'), concluimos que is < 7. J& identificimos as duas posigoes
na linha i; de A ocupadas por 1's; (i1, j1) e (i1, ). Entao a;, j, = 0.
Se Qi 5 = 0 entao ’L.Q 7é 2.0 €

— O =
* = O

1
Al{ir,da,d0} 3 {1, J, g2}l = | *
0
onde * denota uma entrada desconhecida.
Portanto A[{iy,i2};{Jj, j2}] = Io, e para quaisquer (r,¢) € {iy,...,io — 1}x{j,..., 52 — 1},
0re (C) < 0pc (A).
Se a;, ; = 1 entao a;, ;, =0 e

Alfinia)s Uil = | 1 9]

Portanto A[{i1,i2};{j1,j2}] = lo. Uma vez que iy < ip, para quaisquer (r,c) €
{21,72—1} X {jl,..‘,jo—l},

0rc (C) < 0pc (A),
e para quaisquer (r,¢) € {iy,...,io — 1} x {j,...,j2 — 1},

0re (C) < 0rc (A).

Assim, concluimos que para todo (r,c) € {i1,...,ia — 1} x {j1,...,Ja — 1},

010 (C) < 0 (A) .

Subcaso 2.33:qa;, ;=1 e o0, ;(A) =0,;(C).
Entao

Al{ir, 1,40} 5 {J1, J, Jo}] =

O ¥ =
— =
— % %

onde *x denota uma entrada desconhecida.

Como 1 < je oy ;-1(C) <04 ;-1 (A), pela proposicdo 2.6, temos que 1 < iy, e pela
proposicao 2.3 temos que 0,11 (C) < 04,-1,j-1 (A4).

Aplicando o Lema 2.4, existe um par (i3,73) € {1,...,41 — 1} x {1,...,7 — 1} tal
que a;, j, = 1 e para quaisquer (r,c) € {is,...,01 — 1} x {js,...,j — 1},

0re (C) < 0pc (A).

Entao

A[{ig, il, i, Z0} ) {j3aj7j0}] =

_ % X ¥

O % % =
e

onde * denota uma entrada desconhecida.
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Se aj, ; =0 e j; < js entao

* 1 0 =
L L 1 x 1 =
A[{Z37217Za20};{.]laj?njaj()}] = x % 1 x ;
* 0 1 1
onde * denota uma entrada desconhecida.
Portanto
Al{is, i} {Js, 7} = I,
e uma vez que para quaisquer (r,c¢) € {iy,...,i0 — 1} X {j1,...,j — 1},

0r.c (C) <0y (A),
e para quaisquer (r,¢) € {iz,... i1 — 1} x {j3,..., 7 — 1},
UT,C (C) < UT,C (A) 9

concluimos que para todo (r,c) € {is,..., 10 — 1} x {js,...,j — 1},

0 (C) < 0,0 (A).

Se aiz; =0 e g3 < j1, entao

1 «x 0 =x
L L 01 1 =«
A[{Z37217277'0};{]37]17]7]0}] = x x 1 =% ’
0 = 1 1
onde * denota uma entrada desconhecida.
Consequentemente
Al{is, i1} {Js, g} = 1o,
e para quaisquer (r,c) € {iz,..., i3 — 1} x {J3,...,7 — 1},
0re (C) < 0pc (A).
Se aj,; =1e 0, (C) <o, (A), entdo
1 1 =%
A[{Z372172710};{J3797]0}] = x 1 % )
011

onde * denota uma entrada desconhecida. Assim vamos argumentar como fizemos
no subcaso 2.3.2, com as linhas i3, i, 79 € as colunas js, J, jo-

Se a;,; =1 e 0y, (A) =04, (C) , entdo vamos repetir este Subcaso 2.3.3, com as
linhas i3, 7, 79 e as colunas js, j, jo. Este processo termina porque o niimero de linhas
A é finito.

Caso 3 : Qi 5o = 1 € Qi = 0.
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Uma vez que j < jo € a;j, = 1, pela condigao de maximalidade de ¢+ 7, sabemos que
0ijo (A) = 0, (C'). Também sabemos que o; j,—1 (C') < 0, j,-1 (A) e ¢;j, < @, j, Pois
a;;, = 1. Assim, pela proposicoes 2.6 € 2.3 temos 1 < i e 0,1 jo—1 (C) < 0i—1jo—1 (A).
Aplicando o Lema 2.4, existe um par (i4,74) € {1,...,i—1} x {1,...,jo — 1} tal
que a;, j, = 1 e para quaisquer (r,c) € {i4,...,0 — 1} x {ja, ..., Jo — 1},

0re (C) < 0pc (A).

Consideremos agora trés subcasos:
Subcaso 3.1: j, = 7.
Entao

)

1
Al{ia. 1,30} {j, jo}] = | 1
0

— = X%

onde * denota uma entrada desconhecida. Este subcaso serd ainda dividido em mais
trés subcasos:
Subcaso 3.1.1: a;, ;, = 0.
Entao A[{i4,i0};{J,j0}] = I>. Usando o facto de que para qualquer par (r,c) €
{i,...,io— 1} x{4,...,jo — 1},

0rc (C) < 0pe (A),

e como para qualquer par (r,c) € {ig,..., i — 1} X {ju, ..., jo — 1},
0rc (C) < 0pc (A),
concluimos que para quaisquer (r,¢) € {iy,..., 50 — 1} X {ja, ..., Jo — 1},

Orc (C) < Orc (A) :

Subcaso 3.1.2:q;,, =1 e o0, (C) <o, (A).
Entao

11
Al{ia, i) 5 {g do}] = | 1 1
0 1

Aplicando o Lema 2.3, existe um par (is,js) € {is + 1,...,m} x {jo+ 1,...,n} tal
que a;; j, = 1 e para qualquer par (r,¢) € {i4,...,i5 — 1} X {jo,..., 75 — 1},

0re (C) < 0rc (A).

Suponhamos que ¢ < 45. entdo o, j, (C) < 054, (A4). Como j < jo, usando a condicao
de maximalidade de i + j obtemos uma contradigao. Assim sendo iz < 7. Visto
que qualquer linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1 temos que
a;; 5, = 0 e portanto i5 < 4. Além disso, a;; j, = 0 ou a;, ; = 0.

Se a;; j, = 0 entao

Al{ia,is}; {ja, Jo, J5}] = { (1) i (1) } ’

onde * denota uma entrada desconhecida.
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Consequentemente A[{i4,i5};{js, js}] = l2. Como para quaisquer (r,¢) € {i4,...,i — 1} x
{j4>"'7j0_1}7
0rc (C) < 0pc (A),

e para quaisquer(r, c) € {iyg,...,i5 — 1} X {jo, ..., Js — 1},

0rc (C) <0y (A),

concluimos que para quaisquer (r,¢) € {iy,...,i5 — 1} X {ja, ..., js — 1},

Or.c (O) < Or,c (A) :

Se a;; j, = 1 entao a;, j, =0e¢

o S 110
Al{ia, 5} 5 {s, Jo, Js}] = [ 10 1 } '
Consequentemente A[{i4, 5} ;{Jjo, j5}] = I» e para quaisquer (r,c) € {i4,...,i5 — 1} X
{jo,...,jf)_l}?

Subcaso 3.1.3:a;,;, =1 e 0, (A) =04, (C).
Entao

1 1
Al{ig,i,00};{j, 50 = 1 1
0 1

Como 1 < Jo, Ciyjo < Qigjo € Tigjo—1(C) < 04y jo—1 (A), pela proposicao 2.6 temos
1 <i4. Usando a proposicao 2.3 concluimos que ;,_1 j,—1 (C) < 0i,-1jo—1 (A4).
Aplicando o Lema 2.4, existe um par (ig, jg) € {1,...,44 — 1} x {1,...,j50 — 1} tal
que a;,j, = 1 e para quaisquer (r,¢) € {ig,...,30 — 1} X {j6,...,Jo — 1},

010 (C) < 010 (A) |

Consideremos trés subcasos:

Subcaso 3.1.3.1 : js = j. Argumentamos como no caso 3.1.
Subcaso 3.1.3.2 : j < jg. Argumentamos como no caso 3.2.
Subcaso 3.1.3.3 : jg < j. Argumentamos como no caso 3.3.
Este processo termina porque o nimero de linhas de A é finito.
Subcaso 3.2 : j < j4.

Entao

A[{i4, i, ZO} ) {j7j47j0}] -

Y

O = %
EE R
—_ = %

onde * denota uma entrada desconhecida.

Visto que qualquer linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1 temos
que a; j, = 0. Consideremos trés subcasos:

Subcaso 3.2.1 : q;, ;, = 0.

Entao
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A[{i4, i, 710} ) {j7j47j07 }] -

O~ ¥
* O =
i )

onde * denota uma entrada desconhecida.
Consequentemente A[{iy, 1} ;{js, jo}] = I e para quaisquer (r,¢) € {iy,...,i — 1} X
{j47"'7j0_1}a

0 (C) < 00 (A).

Subcaso 3.2.2 PQiy 0 = le Ti4.j0 (C) < Oiyj0 (A)
Entao

Al{da, i, 00} 547, Jas Jo}] =

O~ %
* O =
— = =

onde * denota uma entrada desconhecida.
Aplicando o Lema 2.3, existe um par (i7,j7) € {is+1,...,m} x {jo+ 1,...,n} tal
que a;, j, = 1 e para quaisquer (r,c) € {i4,..., 17 — 1} X {jo, ..., j7r — 1},

0re (C) < 01 (A)

Suponhamos que i < i7. Entao o, j, (C') < 05, (A). Usando a condi¢ao de maxima-
lidade de 7 + j obtemos uma contradicao. Assim sendo iy < i.

Visto que qualquer linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1, temos
que a;, j; = 0 e portanto iz < 7. Além disso, a;, j, = 0 ou a;, ; = 0.

Se a;, j, = 0, entao

Alfiiny Undoitl = | o 11|

onde * denota uma entrada desconhecida.
Consequentemente A[{i4,i7};{js, j7}] = Lo
Uma vez que para quaisquer (r,¢) € {ig,...,i — 1} X {ja, ..., Jo — 1},

0 (C) < 0,0 (A),
e para quaisquer (r,¢) € {iq,..., iy — 1} X {Jo,..., 57 — 1},
0 (C) < 0p0 (A),

concluimos que para quaisquer (r,¢) € {iy,...,i7 — 1} X {js, ..., jr — 1},

e (C) < 0pc (A).

Se Qir 5y = 1 entao Qi jo = Oe

o o 1 10

Al{da, i7} 5 {das Jo, Jr}] = [ 101 } '
Consequentemente A[{i4, 7} ; {Jjo, j7}] = L2, e para quaisquer (r,¢) € {ig,... iy — 1} X
{jo,...,j'?_]-}a
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e (C) < 0pc (A).

Subcaso 3.2.3: Qiy jo = 1 e Oi4.50 (A) = Oiyjo (C)
Entao

A[{i4, i, ZO} ; {j7j4»j0}] -

O = %
* O =
—_ =

onde * denota uma entrada desconhecida.

Como 1 < jy e 04, j,-1(C) < 04y jo—1 (A), pela proposicao 2.6 temos que 1 < iy.
Usando a proposi¢ao 2.3, obtemos que 0;,_1 j,—1 (C) < 04,-1,jo—1 (A).

Aplicando o Lema 2.4, existe um par (is, js) € {1,...,44 — 1} x {1,...,jo — 1} tal
que gy js = 1 e para quaisquer (r,c¢) € {is,... 04 — 1} X {js,...,Jo — 1},

010 (C) < 010 (A) |

Consideremos agora trés subcasos.

Subcaso 3.2.3.1 : js = j. Argumentamos como no caso 3.1.
Subcaso 3.2.3.2 : j < j3. Argumentamos como no caso 3.2.
Subcaso 3.2.3.3 : js < j. Argumentamos como no caso 3.3.
Este processo termina porque o nimero de linhas de A é finito.
Subcaso 3.3 : j, < J.

Entao

Al{ia, i, 00} 5 {das 4, Jo, H =

¥ % =
O = ¥
—_ = %

onde * denota uma entrada desconhecida.

Visto que qualquer linha de A contém exatamente duas entradas iguais a 1 temos
que a;j, = 0. Além disso, a;,; =0 ou aj,j, =0.

Se a;, ; = 0, entao A[{is,i};{js, j}] = L2 e para qualquer par (r,¢) € {i4,...,7i — 1} X
(s d — 1},

0 (C) < 0,0 (A).
Se a;, j, = 0, entdo A[{is, i} ;{js, jo}| = 2 e para qualquer par (r,c) € {iy,..., i — 1}x
{j47"'aj0_1}7
00 (C) < 0,0 (A).
U
Corolario 2.2. [14] Seja R = (1) ¢ S = (s1,...,8,) duas parti¢oes do mesmo

inteiro positivo tais que A(R,S) # (). Entao a ordem de Bruhat e a ordem de
Bruhat Secunddria coincidem na classe A(R,S).

Demonstragao: Sejam A, C' € A(R, S) tais que A <5 C. Seja D a matriz do tipo

m por n+ 1 tal que a primeira coluna tem todas as entradas iguais a 1 e removendo
a primeira coluna obtemos a matriz A. De modo andlogo, seja E a matriz do tipo
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m por n+ 1 tal que a primeira coluna tem todas as entradas iguais a 1 e removendo
a primeira coluna obtemos a matriz C'. Entao a matriz D e a matriz £ sao matrizes
pertencentes a A(U, V) com U = (2™) e V = (m, $1,...,8,). Visto que A <5 C
obtemos que D =Xp E. Pelo Teorema anterior D <5 F . Como as primeiras colunas
de D e de F tém todas as entradas iguais a 1 concluimos que A <5 C. U

2.4 Inversoes e a questao de M. Ghebleh

Nesta seccao vamos dar uma resposta a uma questao colocada por M. Ghebleh
em [19]. Nesse artigo o autor introduziu o conceito de inversdo numa matriz de
A(R,S). Este conceito generaliza, para matrizes de A(R,S), o conceito de inversao
numa matriz de permutagao. Nesta seccdo R = (r1,...,7m) € S = (S1,...,8,) s@0

duas parti¢oes do mesmo inteiro positivo.

Definigao 2.3. Uma inversio em A = [a;;] € A(R,S) consiste em dois elementos
a;; = ag; =1 tais que (1 — k)(j —1) <0.

O numero total de inversoes em A serd denotado por v(A).

Exemplo 2.6. Consideremos a matriz

A = [a;] =

—_ O
)
O = =

1
0| € A((3,2,2),(2,2,2,1)).
0

As inversoes em A sado:

a3 = agp =1, a13 =az1 =1, a13 = azp =1, ajy = azp =1, a1y = as3 = 1,
a1g =az1 =1, a14 = azp =1, agp = az1 =1, as3 =az;1 =1 eazz = azs = 1.
Portanto, v(A) = 10

Nesse artigo de 2014, M. Ghebleh provou que a ordem de Bruhat Secundaria é
monotona em relacao ao nimero de inversoes, isto é,

Proposicao 2.7. [19] Se A,C € A(R,S) e A <5 C entao v(A) < v(C).

No mesmo artigo, [19], M. Ghebleh colocou ainda a seguinte questao:

Questao: Se A, C € A(R,S) sao tais que A <p C, serd que v(A) < v(C)?

Nesta seccao mostraremos que a resposta a esta questao é afirmativa. Assim, o
Teorema principal desta seccao é o seguinte:

Teorema 2.4. [16] Sejam A,C € A(R,S) tais que A <p C. Entio v(A) < v(C).

Para provar este Teorema necessitamos de generalizar a nocao de intercambio de
uma matriz de zeros e uns para uma matriz com entradas reais. Isso sera feito na
subsecgao 2.4.1. Note-se que esta generalizacao ja pode ser encontrada em [3]. A
demonstracao do Teorema 2.4 sera feita na subseccao 2.4.2.
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2.4.1  Os intercambios-(b)

Nesta subseccao apresentamos a definicao de intercambio numa matriz com
entradas reais e alguns resultados importantes para a seccao seguinte.

Definicao 2.4. Seja A = [a;j] uma matriz real do tipo m por n, com m e n inteiros
superiores a 1 e seja b um nimero real. Sejam 1 < k <l <m,1 <p<r<n
inteiros e seja ES?’I;W} = [ei;] a matriz real do tipo m por n, com todas entradas
1quais a zero, exceto

-b b

Diz-se que a matriz real D do tipo m porn € obtida da matriz A por um intercambio-
(b), na submatriz A[{k,1};{p,r}] se

_ )
D—- A= E{M;p’r}.

Da Definicao 2.4 tem-se:

e Quando a localizagao do intercambio-(b) nao é importante ou é ébvia, omitimos
a submatriz onde este ocorre.

e Algumas vezes omitimos o ntimero real b e apenas escrevemos o intercambio.

Observagoes 2.1. 1. Pela Defini¢cao 2.4 a matriz D € obtida de A substituindo
a submatriz

Al{k, 1y {p. )] = { Qrp iy }

al,p al,r

pela

a —-b a 7"+b
D[{k,l};{p7r}] = |: a,;f;—kb all%?“ -b :| .

2. Se D € obtida de A por um intercambio, entao as duas matrizes tém a mesma
sequéncia das somas das linhas e a mesma sequéncia das somas das colunas.

Exemplo 2.7. Consideremos as matrizes com entradas reais

T2 09 T2 9
1 -5 3 3 5 3
A:\/§—14’D:\/§—14
5 3 -2 a5 9
Como
0 0 0
1 1
_1 1
_A—1| T2 2
D-A o 0 0]
P

entio D € obtida de A por um mtercdmbio—(%).

Se D é uma matriz real obtida de A por um intercambio-(0) entdo D = A. Se D
é obtida de A por um intercambio Lo — I5 entdao também podemos dizer que D é
obtida de A por um intercambio-(—1). Porem a afirmacao reciproca nao é vélida.
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Exemplo 2.8. Sejam

110 110 20 0
10 1 110 01 1
A=11001"'%“ 1100 °P=|100
010 00 1 010

Entao
0 0 0 1 -1 0
0 1 -1 1 1 0
C=A=1g o o | P=4=1 0 0o o
0 -1 1 0 0 0

Assim, C' e D sao obtidas de A por um intercambio-(—1). No entanto, C é obtida
de A por um intercambio Ly — I ¢ D nado verifica isso.

Se A e D sao matrizes-(0, 1) com a mesma sequéncia das somas das linhas e a mesma
sequéncia das somas das colunas e tal que D é obtida de A por um intercambio
I, — Ly, entao podemos dizer que D é obtida de A por um intercambio-(1).

Dado um ntimero real b, é facil relacionar duas matrizes pela ordem Bruhat quando
uma ¢é obtida da outra por um intercambio-(b). A proposi¢ao seguinte nao é mais
do que uma generalizagao do Lema 2.2 as matrizes reais.

Proposicao 2.8. [16] Sejam A uwma matriz real do tipo m por n, b um nimero real
e, 1 <k<l<n,1<p<r<n inteiros. Seja D uma matriz real obtida de A pelo
intercambio-(b) na submatriz A[{k,(};{p,r}]. Seja (i,5) € {1,...,m} x {1,...,n}.
Entao

0: (D) = oij(A)—b se (i,7)€{k,...., =1} x{p,...,r =1}
" | oi(4) caso contrdrio :

Observagoes 2.2. Seja D uma matriz obtida de uma matriz real A por um in-
tercambio-(b).

e Se0<b, entio A< D.
e Seb<0, entao D <p A.
Usando as ultimas observagoes obtemos o proximo resultado.

Proposicao 2.9. [16] Sejam A e D duas matrizes reais com a mesma sequéncia
das somas das linhas e a mesma sequéncia das somas das colunas. Se D ¢é obtida
de A por uma sequéncia de intercambios nao negativos entio A <g D.

2.4.2 Resposta a questao colocada por M. Ghebleh

Nesta subseccao vamos demostrar o Teorema 2.4, dando assim uma resposta afir-
mativa a questao colocada por M. Ghebleh. Com esse objetivo em mente, vamos
comegar por definir, no conjunto das matrizes reais, uma funcao que quando restrita
a A(R,S) nos dé o nimero total de inversdes da matriz.
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Definicao 2.5. [16] Seja A = [a;;] wma matriz real do tipo m por n, m > 1.
Denotamos por £(A) o nimero real

m—1 n

M

(Omj-1(A) = 05 j-1(A))ai ;.
=1 j=2

Exemplo 2.9. Consideremos a matriz

Entao

— (021(A) — 011 (A))ars + (725(A) — 012(A))ars
= (1-1)2+(2-3);

Lema 2.5. [16] Seja A = [a;,] € A(R,S). Entao {(A) =v(A).

Demonstracao: Seja (p,q) € {1,...,m} x {2,...,n} tal que a,, = 1. Pela de-
finicao,
(Omg-1(A) = 0pg-1(A))ap,q,

conta o numero total de 1's em A[{p+1,...,m};{1,...,q¢ — 1}], ou seja, conta o
nimero de 1's localizados no canto inferior esquerdo da entrada (p,q). Portanto,
(Omg-1(A) — 0p4-1(A))a, 4, ¢ menor ou igual ao nimero de inversdes que contém a
posigao (p,q). Logo £(A) < v(A). Seja (k1) € {1,...,p—1} x {g+1,...,n} tal
que ag; = 1. Como (0, -1(A) — 0k,-1(A))ay,; conta o nimero de 1’s localizados no
canto inferior esquerdo da entrada a;; entao conta a inversao formada por posicoes
(p,q) e (k,1). Portanto, todas as inversoes que contém a posi¢ao (p, q) sdo contadas
em £(A). Entao v(A) < &(A), donde se conclui o pretendido. O

Exemplo 2.10. Consideremos a matriz

10
A = [ai’j] = 01 < ./4.((3,2,2),(2,272,1))
11

O = =
o O =

do exemplo 2.6.
Neste caso,

§(A) = Z 2(03,j—1(A) —0ij-1(A))ai ;.

No cdlculo de £(A) basta considerar as entradas ndo nulas de A. Assim,

§(A) = (032(A) —012(A))ars + (033(A) — 013(A))ars + (031(A) — 09.1(A))az a2+
(0'32( ) — 0'22( ))CL2’3 = (4 — 1)1 + (6 — 2)1 —f- (2 — ]_)1 —f- (4 — 2)1
= 10,

como tinhamos obtido no exemplo 2.6.
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Lema 2.6. [16] Sejam A = [a; ;] uma matriz real do tipo m por n e b um nimero

real. Sejam k,p,r inteiros positivos, com 1 <k <m—1,1<p<r <n. Seja D

a matriz obtida de A pelo intercambio-(b) na submatriz A[{k,k + 1};{p,r}]. Sejam
T r—1 ~

=3 1Oy €Y =D 5, k- Entao

ED)=¢&(A)+ (x +y + b)b.

Demonstragao: Por definicao temos

m—1 n

ED) = (omj-1(D) = 0i5-1(D))dij.

i=1 j=
Para simplificar a demonstragao vamos considerar

O'i’(](D) = Ui,O(A) = O, 1 S 7 S m.

Seja (i,7) € {1,...,m} x{1,...,n}. Sei < k ousek+ 1 < i entdo, para todo
j=1,...,n,

(Omj-1(A) = 0ij-1(A))ai; = (omj-1(D) — 0ij-1(D))d; ;.

Do mesmo modo, se t = k e se j < p ou j > r entao

(Omj-1(A) = 0ij-1(A))ai; = (omj-1(D) — 0ij-1(D))d; ;.

Chegamos & mesma conclusao se i = k+1leseje {l,...,m}\ {p,r}.
Consideremos agora a entrada (k,p) de D. Entao

(Omp-1(D)=0ip1(D))drp = (Omp-1(A) =0k p-1(A))akp— (Omp-1(A) = ok p-1(A))b.

Para qualquer j =p+1,...,r —1,

(Omj—1(D) = ok,j-1(D))dr; = (Om,j-1(A) — 0k,j-1(A) + b)ay;,

(§]
(Um,r—l(D) - O-k,r—l(D))dk,r = (Om,r—l(A) - Uk,r—l<A> + b) (ak,r + b)
= (Um,r—l(A) - Uk,r—l(A))ak,r + a'k,rb + b2+
(Omr—1(A) — ok —1(A))b.
Assim,

Y g1 (Omi1(D) = o1 (D))dry = 35,1 (Omj1(A) = oxj-1(A))a; + xb+ 0+
(Omr—1(A) — ok ,—1(A))b.

Atendendo que

(Um,p—l(D) - Uk-i-l,p—l(D))dk-i-l,p = (Um,p—l(A) - Uk-&-l,p—l(A))(ak—l—l,p +b),

e que
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(O'm,rfl<D> - Uk+1,r71(D))dk+1,r = (O-m,rfl(A) - 0k+1,r71(A))<ak+l,r - b)a

€ como

yo = (omr-1(A) = 0pr—1(A)b — (Omp-1(A) — 01 p-1(A))b+
(Omp-1(A) = Ory1p-1(A)b — (O r-1(A) = Ory1,-1(A))0,

concluimos a demonstragao. 0

Observagao 2.1. A partir da proposi¢ao anterior, concluimos que, se A € uma
matriz real, 0 < x, 0 <y e 0 < b entao (A) < &(D).

Definicao 2.6. Sejam R = (ry,...,1y) e S = (81,...,5,) duas parti¢coes do mesmo
inteiro positivo tais que A(R,S) # 0 e sejam A = [a; ] e C = [c;;] duas matrizes de
A(R,S). Seja k um inteiro positivo com 1 < k < m. Denotamos por M(k,C,A) a
matriz D = [d, j], do tipo m por n, tal que

e Se k=1 entio D = A;
e Sek=m entaio D = C;

e Sel < k< m entao, para todo 1 < 7 <n,

Cij se 1<k
k—1 m .
di,j = Sj — (Zz:l Cz,j + Zz:k—f—l CLZJ‘) Se 1 = k} .
;. j se k<1

Observacgoes 2.3. Nas condi¢oes da definicao anterior, se 1 <k <m e se D € a
matriz M(k,C, A) entdo:

e Sel <1<k entao ai-ésima linha de D € igual a i-ésima linha de C;
o Se k<1< m entao ai-ésima linha de D € igual a i-ésima linha de A;

o As entradas da linha k de D somam

Jj=1 z=k+1

n k—1 m n m

E Sj — E Cyj+ E Qz.j = E Sj — E Ti = Tk
=1 i=1 i=1
# J f;ﬁk

e Para 1l < j <n, as entradas da coluna j de D somam

k—1 k—1 m m
E Caj 85— E Czj + E Azj | + E Azj = Sj-
z=1 z=1

z=k+1 z=k+1

Observagao 2.2. Atendendo a obervagao anterior, se k € o menor inteiro para o

qual a linha k de A € diferente da linha k de C temos que M(k,C, A) = A.

O seguinte resultado, de demonstracao simples, sera utilizado diversas vezes na
demonstracao do Teorema 2.4. Para evitar a sua repeticao ao longo da demonstragao
colocamo-lo em separado.
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Proposicao 2.10. [16] Sejam R = (r1,...,Tm) € S = (s1,...,S,) duas particoes do
mesmo inteiro positivo tais que A(R,S) # 0 e sejam A = [a;;] e C = [¢; ;] matrizes
de A(R,S). Seja k um inteiro positivo com 1 < k < m e seja D = [d; ;] a matriz
M(k,C, A). Entao, para 1 < j <mn,

. . U@j(C) se 1<k
Uzd(D) N { O'iJ'(A) se k S i

Demonstracao do Teorema 2.4: Sejam S = (s1,...,5,), A = [a;;] e C = [¢;].
Seja k o menor inteiro tal que 1 < k < m —1 e a linha k£ de A é diferente da linha &
de C. Seja D = [d; ;] a matriz M(k,C, A) e seja E = [e; ;| a matriz M(k+1,C, A).
Portanto, para 1 < 7 < n,

Cij se 1<k
k—1 .

dij =14 85— (Zz:l Coj T2 ikt am‘) se 1=k ,

a; ; se k<1

e
Ci.j se 1< k + 1
k )

ei,j = Sj — <Zz:1 Cz,j + ZT:k+2 az,j) se 1 = k’ + 1
a; j se k+1<1

Pela Proposigao 2.10, obtém-se que D < E <p C. Uma vez que k ¢ o menor
inteiro tal que a linha k& de A é diferente da linha k de C' concluimos, atendendo a
observacao 2.2, que D = A.

Seja v 0 menor inteiro tal que ey, # di,. Como D <p E concluimos que ey, < dj .
Seja [ o maior inteiro tal que dg; # ex; (este inteiro existe porque a soma das
entradas da linha k de D é igual a soma das entradas da linha k£ de E). Como
D<pEed;=e;;,paral <i<kel<j<n,concluimos que

)

j B < i
0 <oy;(D—FE)= moldiz = €rz) eV < = !
7 0 caso contrario

logo di; < exy.
Sejap=1—wv. Paral <t <p+1, seja

by = dk,ertfl — Ckut—1-

Afirmagao 1: As seguintes afirmacgoes sao verdadeiras:

.O<bl;

° szzo;

z=1

t
oPara1<t<p,O§sz;

z=1

p

° O<sz.

z=1

38



Demonstragao. Visto que by = dji, — €pp € € < di, entao 0 < by. Por outro lado,
paral <t <p+1,

t

t
Z bz = Z(dk,wrzfl - ek,erZ*l) = akv”“‘/*l(D B E>
z=1

z=1

Como dj; < e, concluimos facilmente cada uma das afirmacoes. O

Para 1 <t < p, seja

P t p—1
gt = Z dk,erz + Z bz + Z dk+1,v+z-
z=t z=1

z=t—1

Afirmagao 2: Tem-se:

e Sel <t<p,entao

P

p—1
0<er <g= Z Cho+z T Z it 1,042+

z=t z=t—1
e Sel <t<p-—1,entao

Gt41 < Gep1 + Chpit + Ak 1044-1 = Gt

Demonstracao. Visto que

t

t
E bz - E (dk,v—i-z—l - ek,v-{—z—l)a
z=1

z=1
tem-se
p t—1 p—1
gs = E dk,v—i—z - E Cku+z + § dk+1,v+z-
z=0 z=0 z=t—1
Como
p
E (dk,v—l—z - ek,v—i—z) = Oa
z=0
vem

p p—1
gt = § €kv+z + § dk+1,v+z-
z=t

z=t—1
Usando o facto de que a linha k de E e a linha (k + 1) de D s@o constituidas por
zeros e uns, conclui-se que 0 < ep; < g, paral <t < p. Alémdisso,se 1 <t <p—1
entao gir1 < Gir1 + €kt + di1o+t-1 = G- [

Afirmacao 3: Para todo o inteiro t, 1 <t < p, existe um inteiro w;, 1 < w; < t, tal

que
t t
0 < Gu, (Z bz> <> g.b..
z=1 z=1
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Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao sobre t. Se t = 1, pelas
afirmacoes 1 e 2 obtém-se 0 < b;g;. Seja t é um inteiro tal que 1 < ¢t < p — 1.
Suponhamos, por hipétese de inducao, que existe um inteiro wy, 1 < w; <t tal que

t t
0 < G, (Z bz) <> g.b..
z=1 z=1

Vamos mostrar que existe um inteiro wyi1, 1 < wyy <t 41, tal que

t+1 t+1
0 < Guys (Z bz) <Y g:b.
z=1 z=1

Vamos considerar dois casos:

e 0 < byyq. Pela afirmacao 2 sabemos que

0<grn<g=<...<aq.

Assim, usando a hipétese de inducao temos:

Ji+1 (Zt;:l bz)

Ji+1 (Zti:1 bz) + Gr1be41
gw%+(1232=1 bZ) + ger1beya
Zz:l gzbz

e b1 < 0. Usando a hipdétese de indugao, sabemos que existe um inteiro wy,
1 <w; <t tal que

INIA I IA

t t+1
G (Z bz) + b <) gabe.
z=1

z=1

Como by <0 e g1 < o, vem

bis19w, < bip19e41-

Segue-se
0 < gu (Zzzzll bZ)
= Guy (ZiZ:l bz) + gwtbtJrl
S gwtt—glzz:1 bz) + gt+1bt+1
S Zzzl gzbz
Portanto conclui-se a afirmacao. O]

Afirmacgao 4: As afirmacoes seguintes sao verdadeiras:

e Sel<t<p,entao 0 < g

p
e U< thbt.
t=1
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Demonstracao. Pela afirmacgao 2, se 1 <t < p entao

p p—1

€Ll S g¢ = E Cku+z + E dk—l—l,v—&—z‘

z=t z=t—1

Atendendo a que D = A, pois k é o menor inteiro para o qual a linha k de A é
diferente da linha £ de C', usando o facto de que dj; < e; e que as entradas da
linha k£ de E' e D serem apenas zeros e uns, conclui-se que e;; = 1. Portanto 0 < g;.
Usando a afirmacao 1 tem-se que 0 < b; + ... + b,. Pela afirmacao 3, o resultado
segue. O

Denota-se por Xy a matriz D e para 1 <1 < p, seja X; a matriz que se obtém de
X;_1 pelo intercambio-(b;) na submatriz

X[k k+ 15 {v+i—1,01}].

P

Visto que Z(dkﬂ,ﬂ — epotz) = 0, entdo X, é igual & matriz E.
2=0

Pelo Lema 2.6,

p
E(B) =€(D)+ ) gibr,
t=1
Pela afirmagao 3 conclui-se que
{(D) <¢(B).
Uma vez que D = A, pela afirmacao 4 e pelo Lema 2.5 vem
v(A) =&(D) < &(E).

Se E' = C' obtemos o resultado. Suponhamos que E # C'. Seja f o menor inteiro tal
que as linhas f de E e de C sao diferentes. De notar que k < f. Seja H = [h;;] a
matriz M(f +1,C, A). Portanto H é uma do tipo m por n tal que para 1 < 7 <mn,

Cij se 1< f +1
hig =13 si— (Ol i+ 30 ppazy) se i=f+1
Q. se f+1<1

Pela proposicao 2.10, obtém-se £ <g H =<p C. Repetindo o processo com E em
vez de D e H em vez de E, e a atendendo que a linha f de H e a linha f + 1 de
E sao constituidas apenas por zeros e uns, podemos provar afirmacoes analogas as
afirmagoes 1,2 e 3 demostradas anteriormente (note que afirmagao 4 nao é valida
para a matriz F uma vez que £ = M(k+1,C, A) e k é o menor inteiro para o qual
linha k£ de A e a linha k de C sao distintas). Concluimos assim que £(FE) < {(H).
Pelo Lema 2.5 obtém-se

v(A) = &§(A) < &(B) <&(H).

Se H = C', usando o Lema 2.5 concluimos a demostracao. Se H # C', consideramos
o menor inteiro g tal que a linha g de H ¢é diferente da linha g de C' e repetimos o
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argumento. Note-se que f < g. O argumento é repetido até que se obtenha a matriz
C' (note-se que o nimero de linha é finito), e o resultado segue. U

A afirmacgao reciproca do Teorema 2.4 nao é valida. De facto, existem matrizes
incomparaveis pela ordem Bruhat e que tém o nimero total de inversoes diferentes,
como se comprova no exemplo seguinte:

Exemplo 2.11. consideremos duas matrizes minimais para ordem de Bruhat em

A(7,3), (ver [7]);

1110000 1110000
1110000 1 101000
1101000 1011000
A=[0 01 1100 e C=[10111000
0001011 000O0T1T11
000O0T1T1T1 000O0T1T11
| 000011 1) 0000111
Entao, A e C sdo matrizes incompardveis pela ordem =<pg, e no entanto v(A) = 20
ev(C) = 23.

2.5 Uma variante da ordem de Bruhat Secundaria

Brualdi e Deaett no artigo que publicaram em 2007, [4], propuseram seis questoes
relacionadas com a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat Secundéaria. No ambito do
presente texto selecionamos a terceira questao, na qual os autores propoem o estudo
de uma variante da ordem de Bruhat Secundéria em A(R,S), que denotamos por
=<p’, € que é definida do seguinte modo: dadas duas matrizes A, Ay € A(R,S5),
Ay <p Ay seesése Ay = Ay ou Ay pode ser transformado em A; por uma
sequencia de intercambios Ly — I5, onde Lo é uma submatriz formada em duas
linhas consecutivas.

Nesta seccao iremos apresentar algumas das conclusoes a que chegamos, depois de
um estudo ainda preliminar sobre esta relagao de ordem parcial.

2.5.1  Generalidades sobre <p

O principal objetivo desta seccao é o de mostrar que, em geral, a ordem de Bruhat
Secundaria, <5, e a sua variante, <p/, nao coincidem nas classes da forma A(R, S).
Atendendo as defini¢oes envolvidas é facil concluir que dadas duas matrizes A, D €
A(R,S),se A =p D entao A <5 D e portanto <p' é de facto uma relacéo de ordem
parcial. Surge naturalmente a questao de saber se estas duas relagoes de ordem
parcial coincidem em alguma classe de matrizes. Para responder a esta questao,
comecemos com a seguinte proposicao:

Proposicao 2.11. Seja D uma matriz de A(R,S), sejam i,j € {1,...,m} ek,l €
{1,...,n}. Suponhamos que i+ 1 < j e que
Seja A a matriz obtida de D pelo intercambio Lo — Iy efetuado na submatriz

D[{i,j};{k,1}]. Suponhamos ainda que D cobre A por meio de <5. Entio A e D
sao elementos incompardveis do conjunto parcialmente ordenado (A(R,S), <p/).
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Demonstragao: Suponhamos que A <p; D. Entao, partindo de D é possivel chegar
a A por uma sequéncia de intercambios Ly — Iy efetuados em linhas consecutivas.
Assim existe pelo menos uma matriz D’ € A(R, S) tal que

A=<p D' <p D.
Entao A <5 D" <5 D o que é impossivel. O

E fécil verificar que 2p e <5 coincidem em A(2,1). Consideremos agora os seguintes
elementos de A(3,1)

P =

_ o O

10 1
01| e Q=10
00 0

= O O
o = O

Entao, () X5 P uma vez que a matriz () resulta da matriz P por um intercambio
Ly — I, efetuado na submatriz P[{1,3};{1,2}]. Mais, podemos também con-
cluir que P cobre @ por meio de =gz, pois a submatriz P[{1,3};{1,2}] satis-
faz as condigoes do Teorema 2.2. Assim, atendendo a proposi¢ao anterior, con-
cluimos que P e () sao elementos incomparaveis do conjunto parcialmente ordenado
(A<37 1)7 jB’)‘

Assim, considerando as matrizes

P 0 0 O
PIZ[O [n3:| € QIZ[O In3:|’

onde O representa a matriz nula do tipo adequado, concluimos que as relagoes de
ordem parcial <p e <5 nao coincidem nas classes A(n, 1), para todo n, 3 < n.

Vejamos o que acontece nas classes da forma A(n,2). Consideremos as seguintes
matrizes de A(3,2).

011
Di=|110]| e A=
10 1

—_ O =

Entao, Ay <5 D; uma vez que a matriz A, resulta da matriz D; por um intercambio
Ly — Iy efetuado na submatriz D;[{1,3};{1,2}]. Mais, podemos também con-
cluir que D; cobre A; por meio de <5, pois a submatriz D;[{1,3};{1,2}] satis-
faz as condigoes do Teorema 2.2. Assim, atendendo a proposi¢ao anterior, con-
cluimos que D; e A; sdo elementos incomparaveis do conjunto parcialmente orde-
nado (.A(?), 2), jB/).

Consideremos agora as seguintes matrizes de A(4, 2),

0110 1010
001 1 0011
De=117001] ¢ %=]01 01
1100 1100

Entao, Ay <5 D, uma vez que a matriz A, resulta da matriz Dy por um intercambio
Ly — I efetuado na submatriz Dy[{1,3}; {1, 2}]. Mais, podemos também concluir
que Dy cobre A; por meio de =<5. Assim, atendendo a proposi¢ao anterior, con-
cluimos que Dy e Ay sao elementos incomparaveis do conjunto parcialmente orde-

nado (.A(4, 2), jB/).
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Agora considerando as matrizes

D; O O O A, O O ... O
O J, O O O J, O ... O

D! = O 0O J, @] e A= O 0O J O|,i=12,
O O O ... Jy | O 0 O ... Jy |

concluimos que as relagoes de ordem parcial <p e <5 nao coincidem nas classes
A(n,2), para todo n, 3 < n.

A proposicao seguinte, cuja demonstracao é consequéncia imediata do Teorema 2.2,
caracteriza a relacao cobertura para esta relacao de ordem parcial.

Proposicao 2.12. Seja D = [d; ;| uma matriz de A(R,S), sejai € {1,...,m —1}
e sejam k,l € {1,...,n}. Suponhamos que

D[{Z’ i+ 1}; {ka l}] = Lo,

e seja A a matriz obtida de D pelo intercambio Lo — Iy efetuado nesta submatriz.
Entao D cobre A se e so se para todo j =k+1,...,1—1,d;; = dit1;.

2.5.2  Matrizes de A(n,2) que sdo minimais para <pg

Brualdi e Hwang caracterizaram em [7] as matrizes minimais de A(n,2) e A(n, 3)
para a ordem de Bruhat.

Teorema 2.5. [7] Seja n um inteiro superior a 1. Uma matriz A de A(n,2) é
minimal para a ordem de Bruhat se e s se A € soma direta de matrizes

1 10
J2:|:} }:| € F3: 1 0 1
011

Nesta seccao vamos caracterizar as matrizes minimais de A(n, 2) para <. Comegamos
com o seguinte lema, o qual é vélido nao sé na classe A(n, 2) mas em qualquer classe
A(R,S), com R = (ry,...,rm) e S = (s1,...,8,) duas partigoes do mesmo inteiro
positivo. Por este motivo este lema sera utilizado diversas vezes ao longo desta
seccao.

Lema 2.7. Seja A = [a; ;] € A(R, S) tal que A € minimal para <p. Entao, qualquer
submatriz principal de A tem soma das linhas por ordem ndo crescente.
Demonstracao: Seja A = [a;;] uma matriz de A(R, S) que é minimal para <p.
Admitamos que existe uma submatriz principal de A na qual existem dois inteiros
i e j tais que na submatriz M; = A[{i,i + 1};{1,...,j}] temos

J

J
g ai,t<§ Qjy1,t-
t=1

t=1

Seja jo o menor inteiro tal que M, tem essa propriedade. Entao a;j, = 0 € a;11j, =
1. Como ;11 < r; existe um inteiro k, jo < k, tal que a;, = 1 e a;41, = 0. Segue-se
que A[{i,i+ 1}|{jo, k}] = L2, o que é impossivel. O

Desta proposic¢ao concluimos facilmente que
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Coroldrio 2.3. Seja A € A(R,S) tal que A é minimal para =g/, entdo a primeira
coluna de A é[1...10...0]T.

Em primeiro lugar observemos que se A é uma matriz minimal para <z, entao
também ¢é minimal para <p/. De facto, se A nao fosse minimal para <p/ existiria
uma matriz C' tal que C' <p A o que implicaria que C' <5 A e entao A nao seria
minimal para <5. Concluimos assim que as matrizes de A(R, S) que sdo minimais
para =p, isto é as matrizes de A(R, S) que ndo possuem nenhuma submatriz igual
a Lo, sao também minimais para <p,. No entanto, como veremos, para além destas
existem outras matrizes de A(n,2) minimais para <p/, embora ja ndo o sejam para
=5

Seja m um inteiro positivo impar e seja t = [%], isto é, ¢ é o menor inteiro que
excede . Denotamos por V,, a matriz de A(m,2) onde

10 0
10 0
01 0
01 ... 0
V{1, ...om}{1,...;t =1} = o s
0 . 1
0 . 1
1 00 0 |
a coluna t de V,, é
[1oo ...01%
e
[0 0 ... 0]
10 .0
10 .0
0 1 .0
Valdl,...omb{t+1,...omfl= 19 1 ¢
00 ...
| 00 ... 1]

Portanto, a matriz V,,, é uma matriz de ordem m, para m impar, dada por:

10 010 0 0
10 0 01 0 0
01 0 01 0 0
01 000 0 0
Vin = S Do
00 0 00 10
0 0 1 00 10
0 0 100 01
0 0 010 01
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Por exemplo, para m = 5,

10100
10010
Vs=1010 10/,
01001
00101
esem=1,
1 00100 0]
1000100
0100100
Ve=101 00010
0010010
001 0O0O01
000100 1]
Quando m = 3,
110
Va=1[1 0 1| =F;
0 11

Proposicao 2.13. Seja A € A(n,2). Entao A é minimal para <p se e sd se A €
uma soma direta de matrizes Jo e V,,, com m impar.

Demonstracao: A demonstragao ¢ feita por inducdo sobre n. Seja A = [a;;] €
A(n,2) tal que A é minimal para <p/. Pelo coroldrio anterior temos a; 1 = a1 =1
e portanto a;; = 0 para ¢ superior a 2. Se n = 2, 3 ou 4 o resultado sai facilmente
usando o Lema 2.7 e porque A nao pode ter uma submatriz igual a Ly em linhas
consecutivas.

Seja n superior a 4. Suponhamos que o resultado é valido nas classes A(m, 2), para
m < n.

Suponhamos que a;2 = 1. Se ass = 1, entdo A = J, & A’ e o resultado segue da
hipotese de indugao.

Se az o = 0, pelo Lema 2.7 vem a3z = 1. Entao

* % O

11
10
A_Ol

em que * designam entradas desconhecidas. Vamos provar que a3 = 1. Suponha-
mos que a3 = 0 e seja j o inteiro superior a 3 tal que ap; = 1. Se a3z ; = 0, entao
A[{2,3};{2,j}] = Ls o que é impossivel. Entao az; =1, e como ay3 = 1 (Lema 2.7)
eays; =0 porque ay; =as; =1e A€ A(n,2) concluimos que A[{3,4};{3,j}] = Lo.
Impossivel. Entao az3 = 1. Como azs = 1 vem que ag3 = 1 pois, caso contrario,
A[{2,3};{2,3}] = La, o que sabemos ser impossivel. Segue-se A = V3 @& A’ e por
hipotese de indugao sai o pretendido.
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Suponhamos que a; 2 = 0. Pelo Lema 2.7 vem a3 2 = as2 = 1. Entao

—_= O O
EOE I

N
I
OO = =

em que * designam entradas desconhecidas.

Seja j o inteiro superior a 2 tal que a;; = 1. Pelo Lema 2.7 temos que se k é o
inteiro tal que as; = 1 com k superior a 1, entao j < k. Porém, nao se pode ter
k = j porque se isto se verificasse, az; = as; = 0 e terfamos A[{2,3};{2,j}] = Lo,
o que ¢ impossivel. Entao j < k. Pelo Lema 2.7, a3 ; = 0 = a4 ;.

O Lema 2.7 permite concluir que

1 0 01
10 0
01 ...0

A{L,2,....2G - Dk{l,...,j—1}=|0 1 ... 0|,
0 ... 1

(00 ... 1]

A{1,2,...20 =D} {4 =10 ...0"

Ainda pelo Lema 2.7 temos que ag;_1; = 1.
Vejamos como é a submatriz

AL, .20 - D {i+1,...,25 — 1}

Como a;; = a;; = 1 a primeira linha desta submatriz é nula. Seja k o menor inteiro
tal que ay j11 = 1. Suponhamos que k é superior a 2. Se k < 25 — 1 entao ax; = 0
para todo [ superior a j + 1. Como a_1,;+1 = 0 existe um s superior a j + 1 tal que
ax—1,s = 1. Daqui sai que

A[{k -1, k}, {] +1, S}] = Ly,

o que ¢é impossivel.

Se k for superior a 2j — 1 entao, pelo Lema 2.7, k = 2j. Na linha 25 — 2 existe um
s superior a j tal que agj—os = 1. Entao agj_1s = 1 caso contrario existiria uma
submatriz Ly em A. Segue-se agj s = 0 do qual resulta que

o que ¢é impossivel.

Entao, k = 2, isto € a ;11 = 1. De modo analogo asj;1 = 1 e concluimos que
A=V, ® A onde m = 2j — 1. Por hipétese de indugao sai o pretendido. O
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Exemplo 2.12. Uma matriz minimal em A(7,2) para <p: €, por exemplo, a matriz

=JodVs

SO O OO~ =
SO OO+~
O OO == OO
O == OO oo
_ o O o= OO
OO == OO O
—__0 O O OO

2.6 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste capitulo apresentamos e exploramos a ordem de Bruhat e a ordem de Bruhat
Secundaria numa classe A(R,S). Estas relagoes sao ambas extensoes da classica
ordem Bruhat de S,,. Porém, estas duas relagoes de ordem parcial nao coincidem,
em geral, numa classe A(R, S). As classes onde estas duas relagoes de ordem parcial
sao coincidentes foi um dos temas explorados neste capitulo. Mostramos que em
classes A(R, S), onde R é uma parti¢ao da forma (2) ou (1™), as duas relagoes de
ordem parcial coincidem. Outro problema abordado neste capitulo foi a questao co-
locada por M. Ghableh em [20], sobre a relacao entre a ordem de Bruhat e o ntimero
de inversoes de uma matriz de A(R,S). O autor provou que a ordem de Bruhat
Secundaria de A(R, S) era mondtona relativamente ao nimero que inversoes de uma
matriz, e pos a questao se o mesmo era valido para a ordem de Bruhat. Respon-
demos afirmativamente a esta questao. Por fim apresentamos algumas conclusoes
sobre uma variante da ordem de Bruhat Secundaria cujo o estudo foi sugerido por
Brualdi e Deaett no artigo de 2007, [4]. Claro que muitos problemas ficaram por
resolver. De facto, Brualdi e Deaett, no mesmo artigo anteriormente mencionado,
apresentaram cerca de seis questoes envolvendo a ordem de Bruhat e a ordem de
Bruhat Secundéria numa classe A(R,S), a maioria das quais continua ainda hoje
sem solugao. Pretendemos abordar algumas destas questoes no futuro, assim como
continuar o nosso estudo sobre a variante a ordem de Bruhat Secundéria, estudando
a sua restrigao a algumas classes de matrizes simétricas.
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Capitulo 3

A ordem de Bruhat na classe dos quadrados
latinos

Nos ultimos anos varios autores definiram a ordem de Bruhat noutras classes de ma-
trizes, como por exemplo, nas classes de matrizes de sinal alternado, [9], nas classes
de matrizes duplamente estocdsticas, [3], nas classes de matrizes-(0, 1) simétricas,
[12] e nas classes de matrizes-(0, 1) simétricas com trago zero, [5] e [17].

Neste sentido, o principal objetivo deste capitulo é o de investigar a ordem de Bruhat
numa nova classe de matrizes: os quadrados latinos de ordem n. A ordem de Bruhat
na classe dos quadrados latinos de ordem n é definida de modo anélogo ao que tem
sido feito noutras classes de matrizes. Assim, se A e C' sdao quadrados latinos de
ordem n, entdao dizemos que A precede C pela ordem de Bruhat, e escrevemos
A <p C se, e 86 se, Yo < Xy, entrada por entrada, onde as matrizes ¥4 e Yo sao
definidas de modo andlogo ao que fizemos para as matrizes-(0, 1).

Este capitulo é iniciado com o estudo da relagao de cobertura da ordem de Bruhat
na classe dos quadrados latinos de ordem n. De seguida focamos a nossa atengao
nos elementos minimais, e provamos que a classe de quadrados latinos de ordem n
com n ¢ {2,4} tem, pelos menos, dois elementos minimais. Apresentamos ainda um
processo de construcao de alguns quadrados latinos minimais para esta ordem.

3.1 A relagao de cobertura

Visto que os quadrados latinos de ordem n estao relacionados com as matrizes de
permutacao, vamos comegar por rever a relacao de cobertura da ordem de Bruhat
nas classes de matrizes de permutacao. Sejam P e () matrizes de permutacao de
ordem n correspondentes as permutacoes

T=T1...TG;1T; Tj41-..-Tj 1T Tj41...Tp

T=T1...Ti—1TiTi41 - - - Tj—1TjTi41 - - - Tn,

respetivamente, onde 7, = 7, sempre que k € {1,...,n}\{i,j}, mn =7, 7, =m e
(7,7) é uma inversao de 7. Entao P cobre ) pela ordem de Bruhat se, e s6 se,

Pl dmmll == | ] ]

P{i+1,...,57—1} {m +1,...,m — 1}] é uma matriz nula e as correspondentes
submatrizes em () sao I e a matriz nula.

A relacao de cobertura da ordem de Bruhat nas classes de quadrados latinos é mais
complicada. Antes de alguns resultados sobre este assunto, vamos considerar um
exemplo.
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Exemplo 3.1. Sejam

dois quadrados latinos de ordem 4.

Portanto

o O O

_ o O O

Temos que

_ o O O

o O O

OO = O

o O = O

Py

Q2

DN W R =
— o W N

0 0
0 0
1| T2 o
0 1
0 1
0 0
1 T2 o
0 0
0010
oot
=100 0
(100
0010
000
00 1
100

= ) — o oo co o~ =N =W

S = O

0

W~ N

o= OO

O = O O

+3

o O = O

+3

O O = O

cobre

cobre

o= O O

O = O O

— W e N

o O = O

O O = O

Q=

P, =

N >~ WO

o O O

_ o O O

o O O

OO =

0

—_ o O O OO O _0 O O W N —

_ o O O

A~ = N W

+4

+4

o O = O
o= O O

0
0
1

OO = O

0

o O = O
o= O O
_— o O O
S O O

S O = O
O = O O
S O O
o O O

Note-se que Py e Py aparecem na decomposicao de C' associado aos inteiros 1 e 2,
respetivamente, e Q1 e Qo aparecem na decomposicao de A associado aos inteiros 1
e 2 respetivamente. Embora 1 < 2, se considerarmos o quadrado latino

entio, C <g D <p A.

De facto,
2 7 10
6 10 15 20

Ye=1 9 17 24 30 |7 >P
10 20 30 40

20

© ot N

—
(e}

— o W N
N W = =
=N = W

3 6
10 14
17 23
20 30

W — N

10
20
30
40

e

Sy =

1 3 6 10
5 10 14 20
8 17 23 30
10 20 30 40



Portanto, entrada por entrada temos

Ya<¥p <.

O

Proposicao 3.1. [15] Sejam A e C' quadrados latinos de ordem n. Sejam p,v,lt
inteiros com 1 <p<v<nel<Il<t<n. Se

- alpaia=| 4

—a a

com a € N e as outras entradas de (C' — A) sao preenchidas por zeros, entio C <p

A

Demonstracao: Usando a hip6tese tem-se

o Ja se(rs)edp,... o1 x{l,...,t =1}
ors (C = 4) = { 0 caso contrario

Como 0,4 (C —A) =0,5(C) — 0,5 (A), entao C <p A. O

Observagao 3.1. Se A e C sdo quadrados latinos de ordem n tais que 0,4 (A) =
0,5 (C) para quaisquer (r,s) € {1,...,n} x {1,...,n} entio A= C.

Teorema 3.1. [15] Sejam A e C quadrados latinos de ordem n. Sejam p,v,l, et
inteiros com 1 <p<v<p+2<nel<Il<t<l+2<n. Se

1 -1
N N B
e as outras entradas de (C'— A) sdo preenchidas por zeros, entio A cobre C pela
ordem de Bruhat.

Demonstracao: Usando a Proposicao 3.1, C <p A. Seja D = [d; ;] um quadrado
latino de ordem n tal que C' < D <p A, entdo 0,5(C — D) e 0,,(D — A) sao
inteiros nao negativos, para quaisquer (r,s) € {1,...,n} x {1,...,n}. Além disso,
como o, 5 (D —A) + 0,5(C — D) =0,,(C — A), concluimos que

1 se (rs)ed{p,...,v =1} x{l,...,t—1}
0 caso contrario

WAD—M+WAC—MZ{

Consequentemente, 0,5 (D —A) = 0,,(C—D) =0 se (r,s) € {p,...,v—1} x

{,....t—1}.

Sev=p+1et=1[0+1, pela observacao 3.1 D = A ou C = D. Consequentemente
A cobre C.

Sev=p+1let=1+2 entdo 0,5(C —A) # 0 se, e s6 se, (r,s) = (p,l) ou
(r,s) = (p,l+1). Seja A =[a;;] e C = [c; ]

Usando a observagao 3.1, podemos supor que o,; (C — D) =0e¢ 0,41 (C — D) = 1.
O caso 0,; (C — D) =1e 0,41 (C — D) =0 ¢é analogo. Entao
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val = dp>l7 Cp7l+1 = d 41 + 17 ap>l = dp7l+1 - 17 aplerl = d JI+1 + 1'

Uma vez que 0,42 (C — D) =0 = 0,42 (D — A) concluimos

Cpirz =dpira—1 € apira=dyiya.

Porque A, C e D sao quadrados latinos, entao

{ap, apis1, apivo} = {cpit, o1y Cpara} = {dpy, dpiy1, dpiia} .

Isto implica que

{ap,l’ Qp,1+1; ap7l+2} = {ap,l +1,ap041,ap 142 — 1} = {apJ + Lapi41 — 1, CLzml-&-?}'

Por isso a, ;190 = ap; + 1 = ap 1. Isto é impossivel. Portanto A cobre C'.

De modo analogo obtemos que A cobre C'sev=p+2et=101+1.
Sev=p+2et=I1+2entaoo, s (C —A) #0seesdse (r,s) € {p,p+ 1} x{l,1+ 1}.
Suponhamos que o,; (C'— D) = 1. Usando a Proposigao 3.1, 0,41 (C —D) =1¢e
op+11 (C — D) = 1. Entao

Cpal = dpzl + 17 Cp7l+1 = dp’l+17 cp+17l = dp"’_l)l'

Pela observagao 3.1 podemos assumir que 0,141 (C'— D) = 0. Entao
Cpr1i41 = dpy1041 — 1.

Visto que Op,l+2 (C — D) = Op+1,l42 (C — D) = Op+2,1 (C — D) = Op42,i+1 (C — D) =
Opi2142 (C — D) =0 vem

Cpiv2 = dpiva — 1, cpr1y2 = dpprara + 1, 6p20 = dpyog — 1, cpr2041 = dpyog + 1,

Cprait2 = dpraite.

Usando argumentos similares obtemos,

Apy2,1 = dp+2,la Ap42,14+41 = dp+2,l+1 + 1, ap12112 = dp+2,l+2 -1

Visto que A, C' e D sao quadrados latinos, entao

{ap+2,l> Ap+2,141;5 ap+2,l+2} = {Cp+2,l; Cp+2,14+15 Cp+2,l+2}

{ap+2,la Ap+2,1+15 ap+2,l+2} = {dp+2,l7 dpt2,+41, dp+2,z+2} .

Isto implica que

{ap+2,l> Ap42,1415 ap+2,z+2} = {ap-i-Q,l — L api0041,0pr2042 + 1}
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{ap+2,la Ap42,1415 ap+2,l+2} = {aerZ,la Apy2i41 — 1, Qpyroi42 + 1}

Por isso, apio42 = apr2g — 1 = apo 41 — 1. Isto é impossivel. Portanto
Op+1,1+1 (C - D) =leD=A.
Consequentemente A cobre C. U

O reciproco do teorema nao ¢ valido.

Exemplo 3.2. Sejam
1 2 3 2 1
A=13 1 2| e C=1|3 2
2 31 1 3

quadrados latinos de ordem 3.
Apesar de

C—-A=|0 1 -1],

por simples cdlculos obtemos que A cobre C.

Nos préoximos resultados usaremos a decomposicao de quadrados latinos em soma
de matrizes de permutacao.

Proposicao 3.2. [15] Sejam A e C' quadrados latinos de ordem n tais que
(C=A)=(a=p)(—-D).
com P;, P; matrizes de permutacao e o, 5 € {1,...,n}, a # 3, entdo
1. Se P, <p P; e B < a entio C <p A;

2. Se P, <p Pj ea < B entao A <p C;

3. Se P; e P; sao incompardveis entao C' e A também sao incompardveis.
Demonstragao:
1. Usando a hipétese, 0 < o, (P, — P;) para quaisquer (r,s) € {1,...,n} x
{1,...,n}. Se B < a, entéao 0 < 0,4 ((av — B) (P, — P;)) para todo (r,s) €
{1,...,n} x{1,...,n}. Portanto C' <p A.

2. A demonstracao é similar a do ponto 1.
3. Se P, Ap P;, entao existem pares (r,s),(p,l) € {1,...,n} x {1,...,n} tais
que 0 < 0,5 (P, — Pj) e 0y (P, — Pj) <O.
Portanto 0,5 ((a — B) (P, — P;)) e oy, ((a — ) (P; — P;)) tém sinais diferen-
tes. Entao C' e A sado incomparaveis.
U

Proposicao 3.3. [15] Sejam A e C quadrados latinos de ordem n tal que C' =
SomiPe A=>" iT;, com P, e T; matrizes de permutagdo, i = 1,...,n. Se
P, <pT; parai=2,...,n, entao, C' <g A.

Demonstragao: Umavezque ) .  P,=5" T, =J,, entao, P, = J,,—>  ,iP;
eTy = J,—Y i 4T, consequentemente C—A =>"", (i — 1) (P — T;). Como P, <p
T; para i = 2,...,n, entao, 0 < 0,4 (C — A) para quaisquer (r,s) € {1,...,n} x
{1,...,n}. Portanto C' <5 A. O
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3.2 Quadrados latinos minimais

Nesta seccao vamos apresentar alguns resultados que usaremos nas proximas secgoes.
Além disso descrevemos dois processos para obtencao de matrizes minimais para a
ordem de Bruhat a partir de elementos minimais ja conhecidos.

Observagao 3.2. Seja A um quadrado latino de ordem n. Entdo

® 0,,(A)=0,,(A) = T("+1) ,parar=1,...,n.

° Un,n(A) _ n2(72l+1)'

Como ja mencionamos, sendo s um inteiro positivo, denotamos por L, a matriz anti-
identidade de ordem s. Esta matriz tem na posigao (7, j) o elemento 1 se j = s+1—i
e 0 caso contrario.

Definicao 3.1. Seja A uma matriz do tipo m por n. Chamamos matriz reversa de
A = [a; ] denotada por AR a matriz L, AL,

Observacgao 3.3. o (ARYE = A;
o A entrada (i,7) de AR € igual a > )" >0 (Lim)ikths(Ln)s; = Qmii—int1—i;
o A entrada (1,1) de (A%) € igual a ap,,.

Proposicao 3.4. [15] Seja A = [a; ] uma matriz do tipo m por n. Seja i €
{1,...,m} eje{l,...,n}. Entao

Ui,j(AR) = Um,n(A) - Um—i,n(A) — Omn—j (A) + Om—in—j (A).

Demonstracao: Pela definicao,

m n
R
0 (A7) Zzaerl Lntl—k = Z Z Qi p
=1 k=1 t=m+1—1t p=n+1—j
m n m n—j m—i n m—i n—j
§:§:at,p E,E :at,p_E at,p"‘E:E :at,p
t=1 p=1 t=1 p=1 t=1 p=1 t=1 p=1

p
= Um,n(A) - Um—i,n<A> - Um,n—j(A> + O-m—i,n—j<A)'
OJ

Proposicao 3.5. Seja A um quadrado latino de ordem n. Se A € uma matriz
minimal pela ordem de Bruhat, <g, entdo A% € também uma matriz minimal para
=B

Demonstracao: Suponhamos que A® nao é uma matriz minimal para <z. Entdo
existe um quadrado latino de ordem n, D, tal que D # A% e D <5 Af. Por isso
existem 4,7 € {1,...,n} com o, ;(A") < 7, (D). Pela proposigao 3.4 vem

Un,n(A) - Un—i,n(A) - Un,n—j(A) + Un—i,n—j(A) <
0:5(D) = 0i;(D™)) = 00 (D) = 0 i n(D™) = 0 (D) + 05 (D).
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Pela observacao 3.2 temos que
Un,n(DR) = Un,n(A)> Un—i,n(DR) = Un—i,n(A)a € Opn—j (DR) = O—n,n—j(A)-
Portanto

Un—i,n—j (A) < Un—i,n—j (DR) .

Isto é impossivel, porque A é minimal. O
Sejam A uma matriz do tipo m por n e AT a matriz transposta de A. E facil verficar
que

O'Z',j(AT):O'j’Z'(A), iE{l,...,n}, e ]6{1,,m}

Em geral nao é possivel comparar A e AT por meio de <p a menos que n = m.

Proposicao 3.6. [15] Seja A uma matriz minimal, pela ordem de Bruhat, <p, num
conjunto S de matrizes de ordem n. Entdo, se AT € S, AT é uma matriz minimal
para =g em S.

Demonstracao: Suponhamos que AT niao é uma matriz minimal para <z em S.
Entao existe C € S tal que C # AT e C <5 AT. Isto implica que existem i,j €
{1,...,n}, com 0;;(AT) < 0;;(C). Como a;;(C) = 7,,(CT) e 7, ;(AT) = 7,.:(A)
concluimos que 0;,;(A) < 0;;(CT). Isto ¢ impossivel porque A ¢ minimal. O

3.3 Classes de quadrados latinos com elemento minimo

Nesta seccao estudaremos os possiveis inteiros n para os quais a classe de quadrados
latinos de ordem m possui uma tnica matriz minimal para a ordem de Bruhat.
Se n = 1, entao a classe de quadrados latinos de ordem 1 tem uma Unica matriz, a
matriz

[1]

Consequentemente, existe uma tnica matriz minimal para ordem de Bruhat.
Se n = 2, entao a classe de quadrado latinos de ordem 2 tem duas matrizes

12 2 1
&:{QJ e&:[1ﬂ'

Por simples céalculos obtemos o diagrama de Hasse.

A

|

Ay

Portanto, A, é a tinica matriz minimal para esta classe.
Se n = 3, entao a classe de quadrados latinos de ordem 3 tem doze matrizes:

123 1 2 3 13 2 2 1 3
=123 1|.c,=1312|,03=1213|,c,=113 2]/,
31 2 2 3 1 321 321
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Figura 3.

Entao, existem quatro matrizes minimais para a ordem de Bruhat.
Se n = 4 podemos provar o resultado seguinte.

Proposicao 3.7. [15] A matriz

4 3 2 1
34 1 2
A_2143
1 2 3 4

€ a unica matriz mimimal para a ordem de Bruhat na classe de quadrados latinos de
ordem 4.

Demonstragao: Suponhamos que existe um quadrado latino de ordem 4, C' =
[c; ], tal que C' <5 A ou A e C sao incompardveis por meio de <p. Entdo, existem
inteiros 7,5 € {1,2,3,4} tais que 0;(A) < 0;;(C). Uma vez que o vetor (4,3,2,1)
aparece na primeira linha e na primeira coluna de A, o vetor (3,4, 1,2) concluimos
que o par (i,7) é

(2,3) ou (3,2) ou (3,3).

Suponhamos que (i,7) = (2,3). Entao 0y3(A4) = 17 < 023(C) e portanto, 18 <
023(C). Suponhamos que o93(C') = 18. Uma vez que C' é um quadrado latino
de ordem 4, pela observacao 3.2, c;4 = c24 = 1, 0 que é impossivel. Portanto

(4,5) # (2,3).
Usando argumentos similares provamos que (i,7) # (3,2) e (i,7) # (3,3). Conse-
quentemente, obtemos o resultado. 0]

De seguida iremos mostrar que se n € maior que 4, entao nao existe nenhuma classe
de quadrados latinos de ordem n que tenha um tunico elemento minimal para a
ordem de Bruhat.
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Proposicao 3.8. [15] Se n é um inteiro positivo impar e n # 1, entdo a classe
de quadrados latinos de ordem n tem pelo menos dois elementos minimais para a
ordem de Bruhat.

Demonstracao: Suponhamos que existe um inteiro positivo impar n, n # 1, tal
que a classe de quadrados latinos de ordem n tem um unico elemento minimal para
a ordem de Bruhat. Pela proposicao 3.6, se A é elemento minimal para <pg, entao
AT ¢ também um elemento minimal para <p. Por isso, se a classe de quadrados
latinos tem um tnico elemento minimal A concluimos que A = AT, isto é A é
uma matriz simétrica. Portanto, se g é um inteiro, 1 < g < n, e a entrada (i, j)
de A tem o elemento g, entdao a entrada (j,7) de A tem também o elemento g.
Consequentemente, se p, ¢ uma permutagao associada com g em A, entao p, é
produto de transposicoes disjuntas.

Sendo n fmpar, entao existe um inteiro k tal que py(k) = k. Isto implica que todos
os inteiros entre 1 e n aparecem na diagonal principal de A. Além disso cada inteiro
entre 1 e n aparece apenas uma vez na diagonal principal de A porque A é uma
matriz de ordem n. Por outro lado, pela proposicao 3.5, L, AL, é minimal para a
ordem de Bruhat. Deste modo L,AL, = A. Mas a entrada (1,1) de L,AL, é a
entrada (n,n) de A. Entdao A tem pelo menos dois elementos iguais na diagonal
principal. Isto é impossivel, e o resultado segue. O

Teorema 3.2. [15] Seja n um inteiro positivo par, e sejam A,C,E, F quadrados
latinos minimais de ordem 5 para a ordem de Bruhat. Entdo a matriz

A—i-%]g C

FE F—i-%Jg

¢ um quadrado latino de ordem n, minimal para a ordem de Bruhat.

Demonstragao: Seja P um quadrado latino de ordem n tal que P <g D e

AR
r= ot

sendo Py, P, P3, P, matrizes de ordem
Como A ¢é um quadrado latino de ordem 7 vem A + §J= tem todas as entradas no
conjunto {§ +1,...,n}, ndo havendo dois inteiros iguais na mesma linha ou coluna.
Entao,

OISV

on ﬂ(P) S on Q(D)

272 272
Mas P <p D e consequentemente on »(D) = o »(P). Isto implica que em cada
linha e em cada coluna de Py aparece o inteiro [ com 3 + 1 < [ < n e portanto,
P — %J% é quadrado latino de ordem Z. Como P <g D e A é minimal para a

2
ordem de Bruhat, entao
)

oij(P — SJ%) < 0;;(A), para quaisquer %,j € {1, e

N |
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Por isso

0,;(P)=0,;(P) <0, ;(A+ ng) =0, ;(D), para quaisquer ,j € {1, e g} .

Porque P =<p D, concluimos que A + 3.J» = P;. Mas isto implica que P, ¢ um
quadrado latino de ordem 7. Como C' é minimal para a ordem de Bruhat,

0 j(P2) < 0;;(C), para quaisquer i,j € {1, o g} )

Sele{l,....,5 eke{5+1,...,p} entao
n
Ul,k(P) = 0'17%(131) + O_l’k-_%(Pg) S UZ,%(A + EJ%) + 0'17k_%(0) = 0[7k(D).
Atendendo a que P < D concluimos que C' = P,. De forma anéloga concluiriamos

que E' = P;. Das igualdades que obtivemos vem que Py — 3 .Jxz é um quadrado latino
de ordem 7. Como F ¢ minimal para a ordem de Bruhat, entao

0ij(Py — gJ%) < 0;;(F), para quaisquer i,j € {1, e g} :
Mas entao, para quaisquer h,v € {%, e ,n} ,
Uh,v<P) = Ug&(Pl) + ongy_n Pg) + Uh,%,%(Pg) + Uh,%’v,%(le)
< onn(A+5Jn)+0n, n(C)+0opnn(E)+0pn, n(F+5Jn)
= O'h’v(D).

Porque P <p D e usando as igualdades anteriores, concluimos que F + 3Jz = Pj.
Consequentemente, D = P e portanto D é elemento minimal. 0]

Coroldrio 3.1. [15] Sejam n e k dois inteiros positivos com n = 2. Existe um
quadrado latino de ordem n que é minimal para a ordem de Bruhat e cuja ultima
linha é [1 ... n], a dltima coluna é [1 ... n]", e todas as entradas da diagonal
principal sao iguais a n.

Demonstragao: O resultado é verdadeiro se n = 2 ou se n = 4. Seja k > 2
e assumimos que o resultado é valido para n = 2¥. Agora vamos provar que o
resultado também ¢é vélido para n = 2¥1. Seja Ay um quadrado latino minimal de
ordem 2*, nas condicdes do enunciado, e seja

Ay = Ay + 28 o

Entao, A; é um quadrado latino nos inteiros 2% + 1,..., 21 com 2¢*! na dia-
gonal principal. A tltima linha de A; é [2’“ +1 ... 2k+1] e a ultima coluna é
[26+1 ... 2571]". Scja
AL A
A= [ o ]
Entao A é um quadrado latino de inteiros 1,...,2% 2% 41, ... 2k+1

A 1ltima linha de A é
[1.. 2825 +1 ... 28]
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e a ultima coluna de é .
[1 ... 282841 . 28]

Y

e todas as entradas da diagonal principal de A sao iguais a 2F*1.
Pelo Teorema 3.2, A é minimal para a ordem de Bruhat, e a demonstracao estd
completa. O

Proposicao 3.9. [15] A classe de quadrados latinos de ordem 8 tem, pelo menos,
dois elementos minimais para a ordem de Bruhat.

Demonstracgao: Pela proposicao 3.7 a matriz

4 3 21
341 2
2 1 4 3}’
1 2 3 4

¢ um quadrado latino de ordem 4 minimal para a ordem de Bruhat. Entao usando
o ultimo teorema concluimos que a matriz

p_ A+4Jy| A
- A |A+4,

¢ minimal para a ordem de Bruhat. Seja

6

CULW — N = O 0
= ~J &=~ O 00 DN W Ut
D — 00~ O O i~ W

Ot W O 0
YN W oo+~ O
~N 00 O UL W = — N
OO N =Tt wWwN -

Wk Ut — N o

Entdo H ¢é um quadrado latino de ordem 8. Como 41 = 093(P) < 093(H) = 42,
concluimos que existe um quadrado latino de ordem 8, K, minimal para a ordem
de Bruhat, tal que K < H e K é incomparavel com P pela ordem de Bruhat. Por
isso, o resultado segue. 0

Proposicao 3.10. [15] Seja n um inteiro positivo par, n # 2 en # 4. Entao a
classe de quadrados latinos de ordem n tem, pelo menos, dois elementos minimais
para a ordem de Bruhat.

Demonstragao: Seja n um inteiro positivo par, n # 2 e n # 4. Entao existem
inteiros positivos k e u tal que n = 2¥.u, onde u é um inteiro fmpar, 1 < ke 3 < u
ou 3 < k se u = 1. Portanto temos dois casos:

Caso 1: Se 3 < u pela proposigao 3.8 existem, pelo menos, dois quadrados latinos
de ordem u distintos, V' e X, os quais sao minimais para a ordem de Bruhat. Pelo
Teorema 3.2 concluimos que

Q) = V4ul,| V oo | Xtul| X
TV [Vt ¢ X (Xt )]

29



sao dois quadrados latinos minimais de ordem 2u para a ordem de Bruhat. Se k =1
temos o resultado. Se k é superior a 1 repetimos o processo com ()7 e Rq, e obtemos
dois quadrados latinos de ordem 2%u distintos, Q3 e R», 0s quais sao minimais para
a ordem de Bruhat ( de notar que o bloco no canto superior direito de Q2 é V' e o
mesmo bloco em Ry é X). Novamente, se k = 2 o resultado segue. Se k é superior
a 2 repetimos este processo até que obtermos dois quadrados latinos de ordem n.

Caso 2: Seu = 1, entao k é superior a 2 pela proposicao 3.9, existem pelo menos dois
quadrados latinos minimais de ordem 8, para a ordem de Bruhat. Se n = 23, entdo
o resultado segue. Caso contrario usamos a mesma ideia do caso 1 até obtermos as
matrizes desejadas. 0

Terminamos esta seccao com um resultado que resume o estudo efetuado.

Teorema 3.3. [15] Seja n um inteiro positivo. Entao a classe de quadrados latinos
de ordem n tem wm unico elemento minimal para a ordem de Bruhat se e so se
n=12 oud4.

3.4 Construcao de quadrados latinos minimais

Visto que a demonstragao da proposi¢ao 3.10 forneceu um processo para a construgao
de quadrados latinos minimais de ordem n, para a ordem de Bruhat, quando n é
um inteiro positivo par, entao apenas precisamos obter um processo quando n é
impar. Nesta seccao vamos descrever como construir um quadrado latino minimal
de ordem n, para a ordem de Bruhat, quando n é um inteiro positivo impar da forma
n = 2% — 1, com k superior a 1. Antes porém, vamos descrever o processo discutido
na proposicao 3.10:

3.4.1 Quadrados latinos minimais de ordem n quando n é par

Seja n = 2¥.u, onde u ¢ um inteiro positivo fmpar e k é um inteiro positivo. Seja V'
um quadrado latino minimal de ordem u, para a ordem de Bruhat.

1. Sejap=ue A=V.

2. Seja
A+pJ, \ A

“=17a At

3. Se n = 2p o processo termina. Caso contrario voltamos para passo 1 com 2p
ao invés de u e G ao invés de V.

Este processo permite construir um quadrado latino de ordem n o qual é minimal
para a ordem de Bruhat (veja-se o Teorema 3.2).

Exemplo 3.3. Sejan = 12 = 22 x 3. Pretendemos construir um quadrado latino
minimal de ordem 12. A matriz

31
Co= |2 3
1 2

W = N
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¢ um quadrado latino minimal de ordem 3 para a ordem de Bruhat.
Usando este processo, e considerando p= 3 e A= Cy obtemos a matriz

6 453 1 2

56 4|2 3 1

o Co+3J3| Oy 1456312
B Co |Cy+3J3] |31 2|6 45
2 3 1|56 4

|1 2 3|4 5 6|

Visto que 12 = n # 2p = 6, repetimos o processo comp =6 e A = G e obtemos a
matriz

(12 10 11 9 7 8|6 4 5 3 1 2
11 12 10 8 9 7|5 6 4 2 3 1
10 11 12 7 8 914 5 6 1 2 3
9 7 8 12 10 113 1 2 6 4 5
8 9 7 11 12 10/2 3 1 5 6 4
g |G+6| H |7 8 9 10 11 12]1 2 3 4 5 6
B H |G+6J;] |6 4 5 3 1 2[12 10 11 9 7 38
5 6 4 2 3 1|11 12 10 8 9 7
4 5 6 1 2 3[1011 12 7 8 9
3.1 2 6 4 59 7 8 12 10 11
2 3 1 5 6 48 9 7 11 12 10
|1 2 3 4 5 6|7 8 9 10 11 12 |

Como n =12 = 2p o processo termina e H é a matriz procurada.

3.4.2 Quadrados latinos minimais de ordem n quando n é impar, n =2 — 1, e k
é superior a 1

Vamos agora discutir um processo para construir um quadrado latino minimal de
ordem n onde n é um inteiro fmpar da forma n = 2% — 1.
Uma vez que

n=2"—1=2"14(2"1-1),

sejam s = 281 e v = 271 —1. Seja X um quadrado latino minimal de ordem v, para
a ordem de Bruhat, e seja Y um quadrado latino minimal de ordem s, para a ordem
de Bruhat e nas condigoes do coroldrio 3.1 (a ltima coluna de Y é igual a ultima
linha de Y e sao iguais ao vetor (1,2,...,s) e as entradas da diagonal principal de
Y estdo todas preenchidas pelo inteiro s).

Seja T'= X + sJ,. Seja Z a matriz que se obtém de Y removendo a ultima linha e
seja W a matriz que também se obtém de Y mas removendo a tultima coluna.

Seja G' a matriz que se obtém de Y trocando:

e O inteiro u por u+s, parau =1,...,5 — 2;
e O inteiro s — 1 por n;
e O inteiro s na linha ¢ por i, parai=1,...,s.
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Proposicao 3.11. [15] Nas condig¢des anteriores, a matriz

- [444)

¢ um quadrado latino de ordem n, minimal para a ordem de Bruhat.

Demonstracao Seja s = 2871 v = 281 — 1. Em primeiro lugar vamos provar
que este processo produz um quadrado latino. Como Z é obtido de Y removendo
a ultima linha, W é obtido de Y removendo a iltima coluna e T' = X + sJ,, nao
existem inteiros repetidos em cada uma das primeiras v = 2¥~! — 1 linhas de A4 ¢
nas primeiras s = 2¢7! colunas de A.

Tendo em conta que Y é um quadrado latino de ordem s, minimal para a ordem
de Bruhat, e nas condigoes do coroldrio 3.1 (a tultima linha e a tltima coluna de Y

sao [1 e 2"’_1} e [1 . Qk_l}T respetivamente e as entradas da diagonal principal
sao todas iguais a 2!), entdo a matriz G' tem na linha e na coluna i os inteiros
i,s+1,...,n,parat=1,...,s. Entao a matriz A é um quadrado latino de inteiros

1,...n=2F—1.
Seja D um quadrado latino de ordem n = 2¥ — 1 e admitamos que D <z A. Vamos
escrever

Dy D
DZ[di,j]Z{DZ D;}’

onde Dy é uma submatriz de D do tipo v por v. Como D <p A, entao
0,j(A) <o0;;(D), paraquaisquer ¢,5 € {1,...,n}.

Temos que 2"°' +1 = s 4+ 1 < d,;, para quaisquer ¢,j € {1,...,28"1 —1}. De
contrario terfamos

Opu(D) < 0y(A),

o que é impossivel porque D <g A.
Sendo D um quadrado latino, entao Dy — s.J, é um quadrado latino de ordem wv.
Usando o facto que

0i5(T) = 0i;(A) < 045(D) = 05(Do), 4,5 €{1,...,v},

Vel

0i;(X) < 0ij(Dy—sJy) i,j€{l,... v}

Entao Dy — sJ, <p X, e como X é um quadrado latino minimal de ordem v
concluimos que X = Dy — sJ,, logo Dy =T
Por isso D; é uma matriz do tipo v por s cujas entradas estao no conjunto {1, ..., s}.
Porque D é um quadrado latino, nao ha dois inteiros iguais na mesma linha ou
na mesma coluna de D;. Admitamos que Dy # Z, e sejai € {1,...,v} e j €
{v+1,...,n}
Entao

0ij(D) = 0iu(Do) + 04,5 (D1),

onde 7' = j — 0.
De modo anélogo
0ij(A) = 0in(T) + 015 (2),
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e porque T'= Dy e D <p A, temos que

Ui,j'(Z) S Ji,j’(Dl)7

para quaisquer ¢ € {1,...,v} e 7/ € {1,...,s}. Como D; # Z seja (i,j') o menor
par pela ordem lexicogréfica que satisfaz a desigualdade o, ;(Z) < 0, j/(D1).
Seja D] a matriz obtida de D; pela jun¢do de uma linha, a (s+ 1)-ésima linha,

onde a i-ésima posigao desta nova linha é o inteiro de {1,...,s} o qual nao estd na
i-ésima coluna de D;.
Entao D] é um quadrado latino de inteiros {1, ..., s}, e tendo em mente a observagao

3.1 concluimos que D] <p Y. Impossivel porque Y é um quadrado latino minimal.
Entao D; = Z. De forma analoga temos que W = D,. Para completar a demons-
tragao apenas precisamos mostrar que G = Ds. Visto que Dy = Z, W = D, e tendo
em mente que Z e W foram construidas a partir de Y, e porque D é um quadrado
latino concluimos que a entrada (i,7) de D3 tem o inteiro i, para i = 1,...,s e as
outras entradas de D3 sao preenchidas com os inteiros s+1,...,2s—1. Portanto Dj
e GG sao quadrados latinos com o mesmo conjunto de inteiros. Além disso D3 <5 G.
Porque D é um quadrado latino nao ha deste modo dois inteiros iguais na mesma
linha ou na mesma coluna de Ds3. Por isso existe um unico quadrado latino V

de inteiros 2¥71 ... n tal que se substituirmos a entrada (i,i) de V por 4, para
i=1,...,28 1 obtemos Ds. Visto que Y é minimal entdao Y <p (V —vJ,).
Consequentemente G = D3 e D = A. Entao A é minimal. O

Exemplo 3.4. Sejan=7=2%—-1=22+4 (22 -1) =3 + 22
A matriz

X =0y =

N W
DN O =
W — DN

€ um elemento minimal da classe dos quadrados latinos de ordem 3, pela ordem de
Bruhat. (ver subsec¢do 3.3)

Pela proposi¢ao 6.1,

4 3 21
341 2
Y_2143
1 2 3 4

€ o elemento minimo da classe de quadrados latinos de ordem 4, pela ordem de
Bruhat.

Usando o processo descrito anteriormente, vamos considerar

T=X+4J;=

(G2 SN |

5 6
75
6 7

e obtemos um dos elementos minimais para a classe de quadrados latinos de ordem
7.
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7564321
6 7534 1 2
56 7(2 1 43

A=|432[1 76 5
3417256
2 1 4(6 5 3 7
123|567 4

Observacgao 3.4. A partir de um quadrado latino minimal podemos facilmente cons-
truir um quadrado latino mazimal, para a ordem de Bruhat. De facto se A = [a; ;] €
um quadrado latino minimal de ordem n, para a ordem de Bruhat, entao o quadrado
latino A" = [n — a; ; + 1] € um quadrado latino mazimal para esta ordem.

Por isso

1 2 3 4
;|21 4 3
4= 341 2
4 3 21
¢ o unico quadrado latino mazximal de ordem 4.

3.5 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a ordem de Bruhat definida na
classe dos quadrados latinos de ordem n. Focamos a nossa aten¢ao na relagao de co-
bertura e nos elementos minimais deste conjunto parcialmente ordenado. Mostramos
que se n ¢ {1,2,4} a classe dos quadrados latinos de ordem n, com a ordem de
Bruhat, tem pelo menos dois elementos minimais. Apresentdmos ainda um algorit-
mos para a construgao de quadrados latinos minimais quando n é um nimero par
ou um numero impar da forma 2¥ —1, k > 1. De futuro pretendemos continuar o es-
tudo a ordem de Bruhat em dos quadrados latinos de ordem n, estudando a restri¢ao
desta relacao de ordem parcial a uma classe de quadrados latinos isotopicos.
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