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Resumo

Um Quadrotor ¢ uma aeronave com quatro rotores com algumas caracteristicas dos
helicopteros convencionais tais como a capacidade de pairar no ar. Contrariamente aos
helicopteros e aos avides, € uma aeronave capaz de se movimentar de um sitio para outro
sem que tenha necessariamente uma determinada atitude como os avides. E uma aeronave
controlavel dentro do seu dominio operacional, sem nenhuma margem de estabilidade
estatica, e exige portanto que a sua atitude seja constantemente controlada. Esta
caracteristica que a difere das outras aeronaves requer que o Quadrotor tenha pelo menos um
controlador de atitude, caso contrario € quase impossivel controla-lo directamente por um
operador.

Assim, varios métodos de controlo modernos sao apresentados nesta dissertacdo para a
estabilizacdo da posicdo e da atitude em referéncias programaveis. Sao eles o controlador
LQR (Linear-Quadratic-Regulator), o controlador de Y. Elkrief, o controlador de Bar-Shalom,
e o controlador de Batz-Kleinman. Um controlador a quatro dimensoes designado por
Gramiano é também implementado permitindo que o Quadrotor mude de um estado para
outro num periodo temporal bem definido.

Tendo em conta que um Quadrotor tem um consumo energético consideravelmente
elevado devido aos seus quatro motores, é feita uma optimizacdo da autonomia de voo para o
tornar mais eficiente.

O controlo da posicao e da atitude é feito pelo controlador de Batz-Kleinman com uma
trajectoria definida por waypoints, o que permite que o Quadrotor cumpra uma determinada
missdo autonomamente. Quanto ao controlo da atitude, este é feito pelo controlador classico
LQR, pelo controlador de Elkrief, pelo de Bar-Shalom, pelo de Batz-Kleinman e pelo
Gramiano.

De modo a obter o estado do Quadrotor o mais “limpo” possivel, isto &, sem ruido, um
estimador de Kalman continuo € implementado recorrendo a aproximacao do espaco dual.

Por fim, sdo apresentadas simulacées em MatLab® do controlo da posicao e sobretudo da
atitude, é apresentada a resposta do estimador de Kalman, é feita uma conversao dos sinais
de controlo para PWM (Pulse-Width Modulation) em C++ baseando-se na plataforma Arduino

Mega, e termina com uma comparacao entre os varios controladores.

Palavras-chave

Quadrotor, Controlo Optimo, LQR, Y. Elkrief, Bar-Shalom, Batz-Kleinman, Gramiano,

Estimador, Filtro de Kalman.
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Abstract

A Quadrotor is an aircraft with four rotors with some characteristics of conventional
helicopters such as the ability to hover. Contrary to helicopters and airplanes, it is an aircraft
capable of moving from one place to another without necessarily having a certain attitude
like airplanes. It is a controllable aircraft within its operational domain with no margin of
static stability, and as a consequence it requires its attitude to be constantly controlled. This
feature that differs from other aircraft requires that the Quadrotor has at least one attitude
controller, otherwise it is almost impossible to control it directly by an operator.

So, several methods of modern control are presented in this thesis to stabilize the position
and the attitude in scheduled references. They are the LQR (Linear-Quadratic-Regulator)
controller, the Y. Elkrief controller, the Bar-Shalom controller, and the Batz-Kleinman
controller. A four dimension controller called Gramian is also implemented allowing the
Quadrotor change from one state to another in a well-defined time period.

Given that the Quadrotor has a pretty high energy consumption due to its four engines, it
is made an optimization of flight endurance to make it more efficient.

The control of the position and attitude is made by the Batz-Kleinman controller with a
path defined by waypoints, which allows the Quadrotor fulfill a specific mission
autonomously. As to attitude control, it is made by the classical LQR controller, by the Elkrief
controller, by the Bar-Shalom controller, by the Batz-Kleinman controller, and by the
Gramian controller.

To obtain the status of the Quadrotor as “clean” as possible, ie without noise, a
continuous Kalman estimator is implemented using the dual space approach.

Finally, simulations of position and particularly of attitude control are presented using
MatLab®, it is presented the Kalman estimator response, it is made a conversion of control
signals to PWM (Pulse-Width Modulation) in C++ based on Arduino Mega platform, and ends

with a comparison between several controllers.

Keywords

Quadrotor, Optimal Control, LQR, Y. Elkrief, Bar-Shalom, Batz-Kleinman, Gramian,

Estimator, Kalman Filter.
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Capitulo | - Introducao

Capitulo | - Introducao

1.1. Definicdo e Propoésito dos Quadrotors

Um Quadrotor, vulgarmente conhecido por um helicoptero com quatro motores, é uma
aeronave cuja forca de sustentacdo é produzida por quatro rotores, normalmente montados
numa configuracdo em cruz. E um veiculo completamente diferente quando comparado com
um helicoptero, devido principalmente, a forma como ambos sdo controlados. Os helicopteros
sdo capazes de alterar o angulo de ataque das pas, enquanto que os Quadrotors nao. A figura

(1.1.1) ilustra um Quadrotor tipico.

Figura 1.1.1. Quadrotor tipico."

Actualmente, os Quadrotors sao desenvolvidos tendo em conta trés areas principais:
Militar, Transporte (quer de bens, quer de pessoas), e UAV’s (Unmanned Aerial Vehicles), [1].
Os UAV’s classificam-se em dois grandes grupos: mais pesados que o ar, e mais leves que o ar.
Estes dois grupos dividem-se posteriormente em subgrupos que classificam a aeronave de
acordo com a motorizacdo, tipo de descolagem, entre outros parametros. UAV’s com a
capacidade de descolar e aterrar verticalmente (VTOL - Vertical Take-Off and Landing) como
€ o caso dos Quadrotors, tém algumas vantagens relativamente as aeronaves de asas fixas.
Podem-se mover em qualquer direccdao, sao capazes de pairar, e de voar a baixas
velocidades. Além disto, permitem também um pouso em quase todos os terrenos ao invés
das aeronaves convencionais que requerem uma pista preparada para a aterragem e a
descolagem.

Dadas estas caracteristicas, os Quadrotors podem ser usados na vigilancia e inspeccéo,
exploracao de construcdes, missdes inacessiveis ou em ambientes perigosos (ex: exploracao
de outros planetas), meteorologia, € mesmo até na ajuda de missdes de salvamento em que a
facil manipulacao de um UAV por um operador sem horas de treino é primordial.

Por outro lado, os Quadrotors tém um papel importantissimo nas areas de investigacao
como na engenharia do controlo, onde se utilizam Quadrotors como plataformas para testar

novas técnicas e algoritmos de controlo.

! http://www.statusq.org/archives/2008/11/
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1.2. Como Operam os Quadrotors

Cada rotor do Quadrotor é responsavel por uma determinada traccdo, por um determinado
binario em torno do seu centro de rotacdo e, menos conveniente, por uma forca de
resisténcia oposta a direccdo do voo da aeronave. Idealmente, seria optimo que os quatro
sistemas propulsivos fossem todos iguais, contudo, tal nao acontece. De facto, os sistemas
propulsivos sao divididos em dois pares: dois propulsores montados numa configuracao
“puxa”, e dois montados numa configuracao “empurra”, trabalhando em contra-rotacao,
(duas hélices giram num sentido e outras duas noutro). Como consequéncia, 0 momento
resultante anula-se se todas as hélices girarem com a mesma velocidade angular, permitindo
assim que o Quadrotor permaneca em equilibrio em torno do seu centro de gravidade.

A orientacdo (atitude) em torno do seu centro de massa € definida por engenheiros
aeronauticos normalmente através de trés parametros dinamicos conhecidos por angulos de
Euler: o angulo de rolamento, ¢, o de arfagem, 0, e o de guinada, v, (roll, pitch and yaw).
Estes parametros sao muito Uteis pois as forcas usadas para controlar o Quadrotor actuam em
torno do centro de massa, causando rolamento, arfagem e guinada.

Variagoes do angulo de arfagem, 6, sao induzidas alterando a velocidade de rotacao dos
motores 1 e 3 (ver figura 1.2.1), resultando num movimento de translacao longitudinal para a
frente e para tras. Se fizermos esta mesma accao para os motores 2 e 4, podemos produzir
uma variacdo no angulo de rolamento, ¢, obtendo assim translacédo lateral para a esquerda e
para a direita. A guinada, 1, é conseguida desequilibrando os momentos aerodinamicos aos
pares: 1 e 3, 2 e 4, de modo a que um par produza mais traccao que outro, mas mantendo a
traccao total constante.

Portanto, provocando alteracdes nestes angulos, estamos aptos a manobrar o Quadrotor

em qualquer direccao como apresentado na figura (1.2.2).

Esquerda

2o

C » Frente

[0/ X

Figura 1.2.1. Angulos de Euler: ¢, 6 e - Rolamento, arfagem e guinada, respectivamente.?

2 http://med.ee.nd.edu/MED13/papers/T23-035-634.pdf , [adaptado]
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Figura 1.2.2. llustracao dos varios movimentos do Quadrotor.?

1.3. A Evolucgao Histérica dos Quadrotors

A histdéria comeca no século XX, quando Charles Richet, um cientista académico francés,
construiu um helicoptero pequeno nao pilotavel, [2]. Embora sua tentativa ndao fosse um
sucesso, Louis Bréguet, um dos estudantes de Richet, foi inspirado pelo exemplo do seu
professor. Mais tarde, em 1906, Louis e seu irmao, Jacques Bréguet, comecaram a construir o
primeiro Quadrotor. Louis fez alguns testes com perfis aerodinamicos, certificando-se que
tinha pelo menos alguns conhecimentos dos requisitos necessarios para realizar um voo
vertical.

Em 1907 tinham terminado a construcao da aeronave, a qual foi baptizada de giroplano
Bréguet-Richet nimero 1, figuras (1.3.1) e (1.3.2). Um Quadrotor com hélices de 8.1 metros
de diametro, pesando 578 kg (2 pilotos incluidos) e somente com um motor de combustao
interna de 50 hp (37.3 kW), que fazia o drive dos rotores através de polias e correias de
transmissao. Com certeza que nessa altura nao faziam ideia como é que o iam controlar, pois
o problema principal era garantir que a aeronave pudesse voar na vertical. A primeira
tentativa deste voo foi entre Agosto e Setembro de 1907, com testemunhas afirmando que o
Quadrotor levantou 1.5 m por poucos momentos, aterrando imediatamente logo depois isso.
Essas mesmas testemunhas também mencionaram que a aeronave estava estabilizada, e
talvez levantou com a assisténcia de um homem em terra.

Desencorajados pela falta de sucesso do giroplano nimero 1, Bréguet e seu mentor
continuaram suas perseguicoes a construcdo de maquinas de voo vertical. Posteriormente,
também se dedicaram temporariamente ao desenvolvimento de aeronaves de asas fixas, area

onde se tornaram muito bem sucedidos, Louis nunca abandonou a sua paixao pelas aeronaves

3 http://citeseerx.ist. psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.87.1375&rep=rep1&type=pdf ,
[adaptado]
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de voo vertical, e em 1932 tornou-se um dos pioneiros no desenvolvimento de helicépteros,

[2].

Figura 1.3.1. Modelo 3D do giroplano n° 1.* Figura 1.3.2. Giroplano n°1 em 1907.°

Etienne Oemichen, outro engenheiro, também comecou a experimentar projectos de asas
rotativas em 1920. Projectou num total 6 maquinas de descolagem vertical diferentes. O
primeiro modelo falhou na descolagem, mas Oemichen era uma pessoa determinada e entao
decidiu acrescentar um balao cheio de hidrogénio para fornecer sustentacao e estabilidade.

A sua segunda aeronave, a Oemichen namero 2, figura (1.3.3), tinha quatro rotores e oito
hélices, suportadas por uma estrutura em tubos de aco. Cinco das hélices estavam dedicadas
a estabilizar a maquina lateralmente, outra para a direccao e duas para propulsao para a
frente. Embora muito rudimentar, esta maquina realizava voos com um grau consideravel de
estabilidade e controlabilidade, tendo feito mais de mil testes de voo em meados dessa
década. Era mesmo possivel manter a aeronave alguns minutos nos ar. A 14 de Maio, a
aeronave manteve-se no ar catorze minutos e voou mais de uma milha nautica. Contudo,
Oemichen nao estava satisfeito com os resultados pobres na altitude, e as maquinas seguintes
tinham simplesmente um rotor principal e dois rotores anti-torque. (1.852 km /14 min =~
7.9 km/h).

Figura 1.3.3. A Oemichen nimero 2, de 1922.°

0O exército americano também tinha interesse em maquinas de descolagem vertical. Em
1921, George de Bothezat e Ivan Jerome foram contratados para desenvolver uma para os US

Army Corps. O resultado foi uma estrutura de 1678 kg, com bracos de 9 m e 4 rotores com 6

4 http://www.ctie.monash.edu.au/hargrave/breguet.html
> http://www.ctie.monash.edu.au/hargrave/breguet.html
® http://pt.wikilingue.com/es/Helic%C3%B3ptero
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pas de 8.1 m, figura (1.3.4). O contrato do exército exigia que a maquina ficasse suspensa no
ar a 100 m de altitude mas o melhor que conseguiram foi de 5 m.

No fim do projecto, Bothezad demonstrou que o veiculo podia ser bastante estavel. No
entanto era fraco a nivel estrutural, ndo reagia muito bem aos comandos de voo, e entre

outros problemas técnicos.

Figura 1.3.4. Quadrotor projectado por Bothezad e Ivan Jerome. Foto tirada na descolagem durante o
primeiro voo em Outubro, 1922.7

Mais tarde, em 1956, o prototipo de um Quadrotor chamado “Convertawings Model A”, ver
figura (1.3.5), foi projectado simultaneamente para uso militar e uso civil. Era controlado
variando a traccao entre os rotores e o seu voo foi um sucesso mesmo em voo para a frente.

0 projecto terminou principalmente devido a falta da procura deste tipo de aeronave.

Figura 1.3.5. Quadrotor Convertawings Model Al

Recentemente tem havido um aumento no interesse do projecto de Quadrotors. A Bell
conjuntamente com a Boeing estao a trabalhar num quad-tiltrotor que visa superar o V-22
Ospray, ver figura (1.3.6), Tera capacidade de transportar mais carga util, voar a alta
velocidade, e necessitara de muito pouco espaco para a descolagem e para a aterragem
(VTOL).

Muitos dos seus sistemas vém directamente do V-22 a excep¢ao do nimero de motores. A

estrutura contendo uma asa de envergadura maior nos rotores traseiros tras alguns

7 http://www.aviastar.org/helicopters_eng/bothezat.php
8 http: //www.aviastar.org/helicopters_eng/convertawings.php
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melhoramentos, e como consequéncia, o objectivo do Bell quad-tiltrotor, ver figura (1.3.7),

€ ter um desempenho melhor e ser mais econémico no combustivel, [3].

Figura 1.3.6. V-22 Ospray.’ Figura 1.3.7. Conceito da Bell quad-tiltrotor."

Um outro projecto recente e famouso € o Moller Skycar, ver figura (1.3.8), um prototipo
de um “carro voador pessoal”. O Skycar tem quatro ducted-fans, permitindo uma operacao
em seguranca e eficiente a baixas velocidades. Foi um alvo de muitas criticas, porque as
Unicas demonstracées em voo eram testes a pairar com o Skycar amarrado a um guindaste,
[4]. O seu inventor, Paul Moller ja tinha tentado vender o carro voador em leildao, mas sem
sucesso.

Hoje em dia, foca o seu trabalho num modelo posterior ao Skycar, o “M200G Volantor”,
um hovercraft em forma de pires que usa 8 fans controladas por um computador, e é capaz
de pairar até 3 m acima do solo. Esta limitacdo de altitude é imposta pelo computador de
bordo, que declarada pela legislacao da FAA (Federal Aviation Administration), qualquer

veiculo que voo acima dos 3 m é regulamentado como sendo uma aeronave, [5].

Figura 1.3.8. Skycar: A esquerda - em modo carro; A direita - durante um voo de testes."'

1.4. Motivacao

Em situacdes onde a vida das pessoas esta em perigo, existe regularmente necessidade de
transportar feridos ou doentes para um hospital, ou para um outro lugar capaz de prestar os
cuidados médicos necessarios. Muitas vezes, quando uma ambulancia ndo pode chegar

rapidamente ao sitio de emergéncia, aeronaves de assisténcia médica sdao normalmente

° http://zerosix.wordpress.com/2007/10/06/v22-in-search-and-rescue-mode-arizona-not-iraq/
10 http://sistemadearmas.sites.uol.com.br/ca/aco01tilt.html
" http://www.symscape.com/blog/flying-car-contenders
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usadas como alternativa, um uso que foi provado ser uma medida bastante valiosa. O
primeiro registo deste tipo de accdo leva-nos até 1870, quando durante a guerra Franco-
Prussiana, 160 soldados franceses foram transportados de baldao de ar quente para Franca,
[6].

Desde ai, o conceito de assisténcia médica com a ajuda de aeronaves tem-se envolvido
imenso quer em perspectivas militares quer em civis. Hoje em dia, helicopteros e avides
estdo muito bem equipados (ex. de alguns equipamentos que tém a bordo: ventiladores,
monitores de electrocardiograma, desfibrilador, etc.), permitindo o tratamento de imediato
em casos criticos, evitando em muitos casos a morte antes da chegada ao hospital. Estas
aeronaves tém grandes propositos, especialmente no que diz respeito a areas remotas,
isoladas, e inabitaveis.

No entanto, e acerca das suas fungdes praticas em cidades desenvolvidas? Certamente
existe uma grande concentracao de facilidades médicas dentro das grandes cidades, mas por
outro lado, existem outros factores a considerar como o congestionamento do transito, ver
figura (1.4.1).

Figura 1.4.1. Ambulancia retida num engarrafamento no Rio de Janeiro, Brasil."?

Este factor causa uma viagem rapida de ambulancia transformar-se num auténtico
pesadelo, demorando horas até alcancar o destino, ja para nao falar do risco de acidente
onde a tripulacao e o paciente podem-se ferir gravemente. Podemos com certeza usar
helicopteros, mas as suas dimensdes sdao seriamente obstaculos devido ao grande diametro
das pas rotativas, que podem colidir contra uma arvore ou um poste de electricidade.

E se pudéssemos arranjar uma aeronave com as mesmas caracteristicas que um
helicoptero, mas em tamanho pequeno? Uma possivel resposta a esta pergunta é o uso de um

veiculo Quadrotor, cujas vantagens sdao apresentadas de seguida:

> Nao ha necessidade de engrenagens entre o motor e o rotor.
> Nao requer passo variavel das pas para alterar o angulo de ataque do Quadrotor.

» Nao requer inclinacao no rotor.

12 http://saudefloripa33pj.wordpress.com/2011/04/18/falta-de-educacao-no-transito-ameaca-vidas
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> 4 motores pequenos em vez de um grande rotor, resultando em menos energia cinética
acumulada e portanto menos estragos em caso de acidente.

» Complexidade mecanica minima.

> Quadrotors nao requerem tanta manutencao comparativamente aos helicopteros e aos
avioes.

> Simplificacdo mecanica do rotor.
> Aumento da carga Util.

> Reducao dos efeitos giroscopios.

Embora existam alguns inconvenientes como o aumento do peso total da aeronave e o
aumento do consumo de energia, estes podem ser reduzidos gracas as fontes de energia mais

eficientes e a investigacao na engenharia dos materiais.

Uma outra motivacdo para investigacdo na area do controlo de Quadrotors surge pelo
desafio de projectar controladores, recentes e sofisticados, que superam limitacdes dos
controladores actuais, com vista a contribuir de alguma forma para o desenvolvimento dos

Quadrotors e da sua operacao em seguranca.

1.5. Contribuicao desta Dissertacao

Um Quadrotor pode ser guiado de duas maneiras: ou autonomamente ou pilotado por um
operador (remoto ou local). Tratando-se de uma aeronave com 4 rotores montados nas
extremidades de uma estrutura em forma de cruz, € uma aeronave extremamente dificil de a
estabilizar, pelo menos sem a ajuda de um controlador da atitude.

Como se pode entender muito facilmente, se um helicoptero convencional, que s6 tem um
rotor principal e um rotor de cauda, ja é dificil de o manter em voo pairado actuando-o
somente por comandos mecanicos, um Quadrotor ainda o é mais dificil, porque a minima
perturbacao, ha necessidade de corrigir instantaneamente a sua atitude.

Nos casos em que os Quadrotors sao manobrados por um operador, tem de existir no
minimo um estabilizador de atitude, onde as atitudes do Quadrotor sdo alcancadas com a
ajuda do controlador de bordo. O operador limita-se simplesmente a indicar as referéncias
desejadas.

Dadas estas consideracoes, o controlo quer da posicao quer da atitude de um Quadrotor
requer que algumas matérias sejam estudadas, implementadas e analisadas. Assim, os topicos

desenvolvidos ao longo desta dissertacao sao apresentados de seguida:

> Modelacédo da dinamica da posicao e da atitude de um Quadrotor.

» Modelacao de um motor sem escovas (brushless) como um sistema linear, controlado

por sinais PWM (Pulse Width Modulation) recorrendo a um microcontrolador Arduino.
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» Projecto de um estimador (filtro de Kalman) que permite a fusao dos dados dos
sensores provenientes da unidade inercial de medida (acelerometros e giroscopios) e

possibilita consequentemente uma estimativa fiavel da sua atitude.

> Implementacao de controladores MIMO (Multiple-input and Multiple-output) modernos,
com aplicacao em Quadrotors, (controladores: LQR, Y. Elkrief, Bar-Shalom e Batz-

Kleinman).

> Implementacao de um controlador capaz de guiar o Quadrotor de um estado para outro

num tempo especifico, (controlador Gramiano).

1.6. Estrutura da Dissertacao

No capitulo |, Introducdo, é anunciada uma breve descricdo do que € um Quadrotor, das
suas principais aplicacdes, e do seu funcionamento. De seguida é apresentada a evolucao
historia dos Quadrotors desde o inicio do século XX até a actualidade, seguindo-se das
motivacoes que me levaram a escolher os Quadrotors para investigar na area de controlo de
sistemas. No tdpico seguinte é apresentada a contribuicdo dos temas desenvolvidos para o
controlo dos Quadrotors, e por fim a maneira de como esta dissertacdo esta estruturada.

Seguindo-se para o capitulo Il, Revisdo Bibliogrdfica, sao apresentados alguns projectos
encontrados na literatura relacionados com o controlo de Quadrotors, onde sao referidas as
metodologias de controlo utilizadas e as dificuldades encontradas no que diz respeito a
estabilizacdo da atitude do Quadrotor. No fim do capitulo é feita uma sintese do estado da
arte e é definida a abordagem tomada para superar as limitacées dos projectos encontrados
na literatura.

O capitulo lll, Modelacdo Matemdtica do Problema, foca no modelo do Quadrotor. Os
referenciais utilizados sao definidos seguindo-se uma analise da dinamica e da cinematica da
aeronave. E descrita a forma como a forca gerada por um sistema propulsivo (motor + hélice)
€ obtida em funcdo da tensado eléctrica aplicada, e por fim é apresentado o calculo dos
momentos de inércia da aeronave. E neste capitulo que é feita a deducdo das equacdes
dinamicas que governam a atitude e a posicdo do Quadrotor.

No capitulo IV, Metodologias de Controlo, é feita uma linearizacdo do sistema porque as
equacdes que governam a atitude e a posicao do Quadrotor nao sao lineares, e sao
apresentadas leis de controlo de controladores do tipo MIMO (Multiple-input and Multiple-
output): LQR, Y. Elkrief & Bar-Shalom, Batz-Kleinman, e o Gramiano.

Segue-se o capitulo V, Estimador (Filtro de Kalman), com a formulacdo matematica de um
estimador (filtro de Kalman) - um estimador discreto no tempo, e um estimador continuo no
tempo - com vista a estimar o valor exacto das variaveis de estado (eliminacdo do ruido dos
sensores) e também com vista a estimar as variaveis para as quais ndo tém sensores para as

medir. O estimador discreto é formulado pelo método classico de Kalman, e o estimador
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continuo formulado recorrendo ao espaco dual de Kalman. E também apresentado as
equacoes de um estimador discreto para o microcontrolador Arduino.

No capitulo VI, Simulacdo e DiscussGo dos Resultados, iniciam-se as simulacoes,
comecando pelo controlo por referéncias programaveis (waypoints) da posicao e da atitude
do Quadrotor (piloto automatico) para verificar que ha controlo total sobre todos os estados
do sistema. De seguida sao apresentadas um conjunto de simulacées do controlo por
referéncias programaveis da atitude do Quadrotor com os controladores: LQR, Y. Elkrief, Bar-
Shalom, Batz-Kleinman e com o controlador Gramiano, com vista a escolher o mais adequado
consoante o tipo de missdo. Por fim, é apresentada a simulacao de um estimador de Kalman
continuo para estimar a atitude do Quadrotor (filtragem dos erros dos sensores que medem a
sua atitude).

Esta dissertacao termina no capitulo VIl com as conclusées finais e com algumas sugestoes

para eventuais trabalhos futuros.

10
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Capitulo Il - Revisao Bibliografica

2.1. Projectos na Literatura

Actualmente existem muitos estudos diferentes na literatura sobre Quadrotors,
envolvendo estes materiais, plataformas, e controladores diversificados.

Devido aos imensos melhoramentos das técnicas de manufactura e a inovacao de materiais
metallrgicos, puderam-se fabricar sensores mais precisos e mais pequenos. A tecnologia
MEMS (Micro ElectroMechanical Systems) permite actualmente a producao de componentes de
maquinas mecanicas com tamanhos na escala dos micrometros como por exemplo rodas
dentadas, [7]. Recorrendo a esta tecnologia, podem ser produzidos acelerometros,
giroscopios e magnetometros muito pequenos e consequentemente unidades de medida
inerciais pequenas, [8, 9, 10]. Como resultado desta melhoria tecnologica surgem Quadrotors
mindsculos como o Mesicopter, ver figura (2.1.1), [11].

Relativamente as plataformas, € comum os engenheiros recorrerem a Quadrotors
comerciais fabricados pela RC Toys como por exemplo ao Draganflyer, ver figura (2.1.2), para

testarem as suas técnicas de controlo.

Figura 2.1.1. Mesicopter - Tecnologia MEMS. " Figura 2.1.2. Draganflyer - Plataforma
comercial.™

No Instituto Federal de Tecnologia Suico foram testados os controladores PID
(Proportional-Integral-Derivative) e LQ (Linear-Quadratic) para o controlo da atitude
(rolamento, arfagem, e guinada) de um Quadrotor designado por 0S4, ver figura (2.1.3). A
aproximacao classica PID tinha por base a dinamica do veiculo simplificada e o LQ um modelo
mais completo. Varias simulacbes e ensaios experimentais foram feitos para validar os
sistemas de controlo.

Os resultados mostraram que o controlador LQ foi considerado apenas como razoavel e nao
o espectavel pela positiva, devido ao facto da dinamica dos actuadores nao ser introduzida no
modelo matematico. Por outro lado, revelou ser problematico por ser dificil encontrar a

matriz de ponderacao (matriz Q) que satisfizesse o controlo da estabilidade.

'3 http://adg.stanford.edu/mesicopter/imageArchive/
% http://www.rctoys.com/RC-Toys-and-parts/DF-VTI/RC-HELICOPTERS. html

11
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No que diz respeito ao controlo da atitude na presenca de pequenas perturbacoes, os
resultados obtidos pelo PID eram mais favoraveis, quando comparados com o LQ, devido a
tolerancia deste método para modelos com incertezas, [12].

Foi também desenvolvida uma ferramenta computacional para simular a dinamica da
aeronave 0S4 em MatLab® tirando partido do Simulink®. O software permite testar varias
técnicas de controlo e varios tipos de filtros inserindo as caracteristicas dos sensores. O
ambiente de simulacao é utilizado especificamente para testar a aproximacao e o desvio de

obstaculos recorrendo a sensores de ultra-sons, [13].

Figura 2.1.3. Quadrotor 0S4 - Instituto Federal de Tecnologia Suico, [13].

Numa investigacao feita na Universidade da California (UC Berkeley) com o intuito de
controlar um Quadrotor de modo a que tracasse uma trajectoria desejada através da
introducao de waypoints, foi implementado um controlador PD (Proportional-Derivative) para
controlar a posicao e um PID para controlar a rotacao segundo o eixo vertical da aeronave -
angulo de guinada.

0 modelo dinamico do Quadrotor foi obtido linearizando as equacdes nao-lineares do
movimento. O comportamento do sistema foi analisado em simulagées numa primeira fase
sem a presenca de incertezas e numa fase posterior com a introducao de incertezas e
perturbacdées como rajadas de vento.

Os resultados mostraram que o controlo linear é adequado e tem um bom desempenho
quando as condicoes sao perfeitas. Quando sao introduzidas incertezas como perturbacoes

atmosféricas ou saturacao dos actuadores o sistema deixa de responder adequadamente, [14].

Numa Universidade da Turquia (TOBB Economics and Technology University), o controlo
por modos deslizantes SMC (Sliding Mode Control), técnica de controlo esta conhecida pela
sua robustez sob o efeito de perturbacdes e invariancia durante o regime deslizamento, foi
testado num Quadrotor disponivel no mercado para controlar a posicao e a atitude a baixas
altitudes.

0 investigador formulou um modelo dinamico completo considerando o sistema como néo-
linear e com as variaveis de estado fortemente acopladas. As hipoteses assumidas incluiam
sinais de controlo nao saturados, perturbacdes climaticas desprezaveis, e actuacao

razoavelmente rapida em campo.

12
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Simulacdes mostraram que o controlo por modos deslizantes estabilizou o sistema na

trajectoria desejada e com sinais de controlo limitados, [15].

As competicoes de estudantes sao uma outra forma de promover o desenvolvimento de
Quadrotors. Na 6° Competicdo Anual de Sistemas Aéreos Nao Tripulados15, um Quadrotor
projectado por uma universidade dos Estados Unidos (Oakland University), ver figura (2.1.4),
incorporava a bordo um GPS (Global Positioning System) para obter as coordenadas da
aeronave e dois processadores que, com o controlo da posicao e da atitude, tornavam a
navegacdo autonoma possibilitando tracar uma trajectoria e ao mesmo tempo trocar
informacao com uma estacao terrestre.

O controlo era feito por 4 controladores PID: um para o controlo da arfagem; um para o
controlo do rolamento; um para o controlo da guinada; e outro para o controlo da forca
propulsiva, e os seus ganhos foram determinados experimentalmente.

No inicio da competicdo e imediatamente apds a descolagem o Quadrotor teve algumas
dificuldades em estabilizar devido a perturbacdes provocadas pelo vento mas no entanto o

controlador portou-se extremamente bem e foi capaz de estabilizar o sistema, [16].

Figura 2.1.4. Quadrotor - Oakland University, [16].

Na Universidade Nacional da Australia, um Quadrotor intitulado de X-4 FlyerMark Il, ver
figura (2.1.5), foi projectado de raiz com uma estrutura robusta de 4kg e avionica
personalizada. O Quadrotor tinha pas aeroelasticas, passo variavel, e um mecanismo no rotor
que permitia o ajuste do batimento das pas.

O controlo da posicao e da atitude era implementado em MatLab/Simulink® com PID’s (um
para cada motor), o modelo era nao-linear, e tinha em consideracao na sua dinamica pas
aeroelasticas, passo variavel, e o compensador de ajuste do batimento das pas.

Simulacdes demonstraram que uma configuracdo com os rotores invertidos era benéfica
para a estabilidade do Quadrotor e resultados experimentais mostraram que o passo variavel
introduzia efeitos de estabilidade significativos e que o compensador era capaz de controlar a

atitude a baixas rotacoes, [17].

'S http://65.210.16.57/studentcomp2010/default.html
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Seis anos mais tarde, uma analise da dindamica da atitude pelos mesmos autores permitiu
um melhoramento do projecto mecanico melhorando a rejeicdo de perturbacoes e
aumentando a sensibilidade do controlador. Os modos predominantes de rolamento e de
arfagem eram estabilizados individualmente e o desempenho da plataforma foi estimado

recorrendo ao modelo das entradas perturbadas, [18].

Figura 2.1.5. X-4 FlyerMark Il - Universidade Nacional da Australia, [18].

Num estudo desenvolvido no Instituto Superior Técnico foram testadas as capacidades de
um Quadrotor autonomo designado por ALIV (Autonomous Locomotion Individual Vehicle), ver
figura (2.1.6).

Um controlador LQR (Linear-Quadratic-Regulator), com as matrizes de ponderacao
determinadas pela regra de Bryson, foi implementado em MatLab/Simulink® para estabilizar a
aeronave e um filtro de Kalman foi usado para estimar o estado do Quadrotor através da
modelacao de sensores reais.

O controlar em Simulink® foi acoplado posteriormente ao simulador de voo FlightGear
permitindo a simulacao em tempo real do sistema, ver figura (2.1.7). Um joystick e uma
camera de simulacdo a bordo ajudavam no controlo da posicao, possibilitando que o utilizador
dirigisse o Quadrotor para um determinado alvo, o qual apo6s alcancado seguia
autonomamente um objecto com velocidades moderadas.

Simulagdes mostraram que o controlo pelo método LQR era capaz de estabilizar o sistema

de uma forma razoavel fazendo com que o Quadrotor cumprisse as suas missoes, [19].

Figura 2.1.6. Plataforma ALIV, [19]. Figura 2.1.7. Simulacao do controlo do ALIV
no FlightGear, [19].
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Na Universidade da Pensilvania, o controlo da posicao e da atitude de um Quadrotor
autéonomo foi simulado em MatLab/Simulink® por dois métodos diferentes: primeiro pelo
método da Linearizacdo por Realimentacdo dos Estados; e de seguida pelo método
Backstepping Control que consiste em criar uma lei de controlo tendo em conta uma
estrutura em cascata da dinamica do sistema.

Uma Unica camera de filmar colocada no solo era utilizada para estimar a altitude e a
rotacdo do Quadrotor segundo o eixo vertical (angulo de guinada) através de etiquetas
coloridas colocadas em pontos estratégicos, ver figura (2.1.8).

Apdés comparacdao dos resultados, o Backstepping Control funcionava melhor que a
Linearizacdo por Realimentacao dos Estados, e experiéncias revelaram que o Quadrotor nao
conseguiria ser completamente autonomo recorrendo somente a uma camera, [20].

Um ano mais tarde, os mesmos autores melhoraram o projecto incorporando mais uma
camera. Agora com uma camera a bordo do Quadrotor e outra fixa no solo, desenvolveram um
algoritmo para estimar a posicao e a atitude. O algoritmo foi comparado com outros
algoritmos de estimacao da posicao e da atitude recorrendo a visao artificial e provou ser
mais eficiente especialmente quando havia erros no plano da imagem.

O Backstepping Control foi usado para estabilizar o sistema e revelou ser capaz de o

estabilizar razoavelmente bem mesmo quando havia erros nos estados estimados, [21].

Figura 2.1.8. Estimacao da posicao e da atitude de um Quadrotor recorrendo a cameras de filmar, [21].

A visdo artificial provou ser uma ferramenta engenhosa para estimar a atitude e a posicao
de um Quadrotor. Numa outra investigacao, com a perspectiva de expandir o controlo
individual de um Quadrotor para o controlo cooperativo de varios Quadrotors, um algoritmo
foi desenvolvido com o intuito de estimar os 6 graus de liberdade essenciais para a operacao
de um Quadrotor na proximidade de outros e na proximidade de plataformas de aterragem. O
algoritmo recorria a padrées moiré e o controlo da posicao e da atitude era feito com
controladores PID.

Os resultados mostraram a capacidade do controlador fazer com que o Quadrotor
permanecesse em voo pairado utilizando somente visao artificial para estimar a posicao e a
atitude, [22].

Um grupo de investigadores da Universidade de Stanford desenvolveu um projecto com

vista a demonstrar as capacidades de controlo e de vigilancia em ambiente real com um
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conjunto de Quadrotors. O projecto, apelidado por Stanford Testbed of Autonomous
Rotorcraft for Multi-Agent Control (STARMAC), propunha a demonstrar numa primeira fase o
controlo de varios Quadrotors em simultaneo tracando uma trajectoria definida por
waypoints.

Os objectivos passaram inicialmente pelo dominio dos conceitos de voo e para tal foi
utilizado o modelo comercial Draganflyer 1V, ver figura (2.1.9). Este revelou ter uma
dinamica muito instavel e muito rapida que o tornava extremamente dificil de pilotar.

Projectaram entao um controlador para estabilizar a posicao e a atitude cujo estado de
cada Quadrotor era definido pela fusdo de dados provenientes de trés giroscopios, de trés
acelerémetros, de trés magnetémetros e de um GPS. Os estados eram filtrados por um filtro
de Kalman a fim de eliminar o ruido introduzido pelos sensores.

0 modelo dinamico do Quadrotor era ndo-linear e a atitude era estabilizada pelo método
LQR com a matriz de ponderacao do estado ajustada de modo a que os desvios angulares
fossem penalizados mais que os desvios das respectivas taxas. A estabilizacao do sistema nas
situacdes em que nao-linearidades tinham de ser consideradas, como o controlo da altitude e
a estabilizacao do sistema na origem na presenca de incertezas, foi conseguida com a

implementacao de um controlador por modos deslizantes SMC, [23].

Figura 2.1.9. Quadrotors do projecto STARMAC Il - Universidade de Stanford, [23].

Numa outra investigacdo, trés efeitos aerodinamicos foram analisados tendo em
consideracdao a velocidade com que o Quadrotor se desloca, o angulo de ataque, e a
influéncia da estrutura no escoamento induzido pelas hélices.

0 primeiro efeito estudado foi a forma como a traccdo total varia ndo s6 com a poténcia
fornecida motores mas também com a velocidade do escoamento sobre o veiculo e com o
angulo de ataque.

0 segundo fenomeno foi o batimento das pas como resultado da diferenca de velocidades
relativas nas pas que avancam e nas pas que recuam. Esta diferenca de velocidades afectava
o controlo da atitude e da posicao por induzir momentos de rolamento e de arfagem no rotor
como também uma deflexdo no vector da traccao produzida.

Por dltimo, foi investigado o fendomeno da interferéncia causada pelos elementos
estruturais do Quadrotor no fluxo de ar induzido pelas hélices. Esta interferéncia era

responsavel por uma traccao instavel tornando dificil a estabilizacao da atitude.
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Os problemas causados por estes efeitos aerodinamicos foram revelados com a ajuda dos
Quadrotors do projecto STARMAC Il. Os resultados provaram que modelos e técnicas de
controlo ja existentes sao inadequadas para o seguimento preciso de uma trajectoria a altas

velocidades e em ambientes nao controlados, [24].

2.2. Sintese

Na literatura sao encontrados varios tipos de controladores para a estabilizacdo quer da
posicao quer da atitude de Quadrotors. Os que mais se destacam sao nomeadamente os
controladores classicos PID, os controladores LQ e LQR, o controlo por modos deslizantes SMC,
o controlo por Linearizacao da Realimentacao dos Estados, e o Backstepping Control.

A atitude dos Quadrotors é obtida frequentemente recorrendo a IMU’s (Inertial
Measurement Unit) e a estimadores como o filtro de Kalman. Nalguns projectos foram
desenvolvidas técnicas de visdo artificial para estimar a atitude. A posicao € na maioria dos
projectos obtida conjugando os dados provenientes da IMU (giroscopios e acelerémetros) com
as coordenadas fornecidas por um GPS.

Relativamente as metodologias de controlo, a maioria dos controladores quer da atitude
quer da posicdo apresentam algumas limitacbes como restricoes impostas pelos préprios
métodos de controlo ou a ndo completa modelacédo do sistema dinamico.

Embora em quase todos os controladores encontrados para Quadrotors haja a preocupacao
com a saturacao dos actuadores, em nenhum dos projectos ha preocupacdo com a energia
requerida para estabilizar o sistema a excepcao do controlo pelo método LQR. Mesmo assim,
no controlo por este método, as matrizes de ponderacdo do estado e do controlo sao
escolhidas ou simplesmente pela regra de Bryson ou entao numa fase posterior ajustadas pelo
programador de modo a que o sistema tenha o comportamento desejado. Este € um processo

trabalhoso que muitas vezes é determinado por tentativa e erro.

Existe a necessidade de procurar novos métodos de controlo para Quadrotors de modo a
que o controlo seja mais eficiente que os controlos actuais e que requeiram um custo de
controlo menor. Por outro lado, também nao é encontrado na literatura Quadrotors com
controladores que tenham em conta a 4° dimensdo, o tempo. Isto €, suponhamos que numa
determinada missao do Quadrotor, ele tivesse de se deslocar de um waypoint para um outro
waypoint num determinado tempo. Este é um problema que nenhum dos controladores
encontrados na literatura para Quadrotors resolve. Existe também problemas que tém de ser
resolvidos como aumentar a autonomia de um Quadrotor equilibrando a energia das baterias
que alimentam os quatro motores, (sem colocar baterias com mais capacidade).

Surge ainda uma pergunta que nao é respondida nos artigos encontrados e que se resume
ao seguinte: Sera que o Quadrotor consegue voar com apenas trés motores?

Proponho entao solucionar nesta dissertacao todos os problemas acima mencionados com
métodos de controlo inovadores e responder também a questdo do voo somente com trés

motores.

17



Capitulo Il - Reviséo Bibliografica

18



Capitulo Ill - Modelacdo Matematica do Problema

Capitulo Il - Modelacdao Matematica do Problema

3.1. Modelacao da Dinamica

0 modelo dinamico do Quadrotor é deduzido tendo por base dois referenciais. O primeiro
referencial é considerado um referencial inercial e fixo, ligado a superficie terrestre, onde os
dois primeiros eixos, x e y, sao tangentes ao meridiano e ao paralelo respectivamente, cujo o
eixo x € direccionado para Norte e o eixo y direccionado para Este. O terceiro eixo, z, é
direccionado para o centro da Terra. A este referencial atribui-se a designacdo de Rygp
(North-East-Down), ver figura (3.1.1).

0 segundo referencial € um referencial local, movel, ligado ao corpo rigido do Quadrotor,
com origem no centro de gravidade, cujo o eixo z’ é direccionado para baixo, o eixo x’ para a
frente, e o eixo y’ para a direita, ver figura (3.1.2). A este referencial movel atribui-se a
designacao de R, (Aircraft-Body-Centered).

Desta forma, quando o Quadrotor estiver estabilizado, ambos os referenciais possuem as

direccoes z e z' a apontarem para o centro da Terra, ver figura (3.1.2).

» Referencial Rygp (North-East-Down), Rygp = [x,y, z]

» Referencial R 5. (Aircraft-Body-Centered), Rypc =[x, 2]

S

Figura 3.1.1. Sistema de eixos do referencial inercial fixo Ryzp (North-East-Down).

F. lg\ﬁ

ry

|F3 Rasc V.

R NED

Figura 3.1.2. Referenciais Rygp € Rypc-
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Na teoria do controlo, o conhecimento do comportamento dinamico de um dado sistema
pode ser adquirido através dos seus estados. Para o sistema em questdo (Quadrotor), a
atitude em torno dos 3 eixos de rotacao, x, y e z, € conhecida por 6 estados: os 3 angulos de
Euler [¢ 6 ] (rolamento, arfagem e guinada respectivamente), e as 3 velocidades angulares
[P Q R], velocidades estas também conhecidas por taxas angulares.

Os 6 estados anteriores descrevem a atitude do Quadrotor. Se quisermos controlar também
a sua posicao, outros 6 estados sdo necessarios: a posicao do centro gravitico (C.G) [XY Z], e
as velocidades lineares [U V W], velocidades estas relativas ao referencial moével, R .

Em suma, sao 12 estados no total que descrevem os 6 graus de liberdade do Quadrotor. A
deducao das equacdes que descrevem a orientacao do referencial mdvel, R,5., em relacao ao
referencial fixo, Rygp, € conseguida a partir da matriz de rotacdao (3.2), designada na
matematica por matriz dos cossenos directores. Esta matriz é resultado do produto de 3
matrizes de rotacao, R(¢),R(0) e R(¥), (3.1), em que cada uma delas representa a rotacao

do referencial mével, R,5-, em torno de cada um dos eixos do referencial fixo, Rygp, [26].

1 0 0

R(d)):[o cos¢p —sing
0 sing cosg

cos® 0 sinf
,R(0) = 0 1 0
—sinf@ 0 cosf

cosyy —sinyp O
JRQ) = [Simp cosy Ol 3.1
0 0 1

CyCo  CySeSy—CpSy  CySaCa+ SySe
—5, CoS CoCy

A matriz 55 € a matriz de rotacao global que permite transpor um vector no sistema de
coordenadas R,5. (Body) para o sistema de coordenadas Ryy, (Euler). Designe-se por Sp a

matriz inversa da matriz S5, ou seja, que Sg, (3.3), represente a matriz rotacdo de Ry, para

Rapc, Sg = (Sg)_l = (Sg)T-

CwCe SI[JCG _50
CySeCyp+SySy  SySeCy —SyCy  CoCy

0 modelo matematico € baseado nas equacées do movimento newtoniano, e portanto
como referencial de trabalho, é considerado o referencial mével R,z porque as unidades

sensoriais (acelerémetros e giroscopios) sao colocadas neste mesmo referencial.

A deducao pormenorizada das equacgdes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.

20



Capitulo Ill - Modelacdo Matematica do Problema

A 2° lei de Newton aplicavel a um corpo rigido permite obter as equagdes da dinamica do

Quadrotor, expressas no referencial local Rypg¢, (3.4 - 3.5),

d
Fper = It [mVrlp + @ X [mVr]p (34)
d
Mo = E[IG)]B +w X [Iw]g (3.5)

em que V; representa o vector das velocidades lineares (UV W), w o vector das velocidades
angulares (P Q R), e I a matriz de inércia do Quadrotor.

A 2° lei de Newton incorpora na sua forma mais completa termos extra como a forca de
Coriolis e outras forcas como por exemplo o arrasto provocado por forcas de pressao (forca de
resisténcia). Estas forcas deveriam ser adicionados mas no entanto ndo sao incorporadas no
processo da modelacdo para manter o modelo matematico simplificado.

Assim, considerando que a forca por accdo da gravidade é uma constante, g = 9.81m/s?,
no referencial inercial, Rygp, € que pode ser expressa no referencial local, R,g., através da

transformacao de Euler (3.6):

F, = mSg[00 g]" = mg[—sinf cosfsing cosOcosply (3.6)

e que a forca total exercida no Quadrotor, F,,,, € igual a soma vectorial da forca gravitica,
F,, com a forca propulsiva total gerada pela rotacao de cada um dos rotores, F, = F; + F, +

F; + F,, ver figura (3.1.3), tem-se (3.7):

Il
T
+

S)

(3.7)

F3

Figura 3.1.3. Forcas actuantes no Quadrotor.

A deducao pormenorizada das equacoes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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Combinando as equacdes (3.4), (3.6) e (3.7), o vector das aceleracoes lineares que actuam

no Quadrotor é (3.8):

U 1 Fpx —sinf QW —RV
V| =—|Fy|+g|cosOsing | — |RU — PW (3.8)
w mig cosfOcos¢p PV — QU

vz

onde [F,, F,, F,,] representam as componentes da forca propulsiva resultante, F,, segundo os
eixos x', y' e z' respectivamente.

Se, se assumir que o Quadrotor esta numa situacdo de voo pairado, as forcas actuantes sdo
unicamente na direccao do eixo dos zz, correspondendo a situacao onde os 4 propulsores

tentam superar a forca gravitica para manter o Quadrotor estavel a uma dada altitude, (3.9):

Fpe =0
Fyy =0 (3.9)
sz = _(Fl + F2 + F3 + F4)

Note-se que o sinal de menos em F,, significa que a forca propulsiva actua para cima,

correspondendo ao sentido descendente do eixo dos zz.

Trabalhando agora a 2° lei de Newton para a rotacao, o tensor de inércia, I, na equacao
(3.5), é dado por (3.10):
111 _112 _113
I = [_121 Iy, _123] (3.10)
_131 _132 133
Assumindo que o Quadrotor é um corpo rigido com massa, m, constante (motores
eléctricos, o que implica que nao haja variacdo de massa devido a variacdo da massa de
combustivel) e que os seus eixos estao alinhados com os eixos principais de inércia, o tensor
de inércia, I, simplifica e resulta numa matriz diagonal contendo simplesmente os momentos
principais de inércia, (3.11):

Ly 0 0
/= I 0 I ol (311)

Juntando as equacées (3.11) e (3.5), obtém-se o sistema (3.12):

111 0 0 P P 111 0 0 P
Mper = [ 0 I, Of[Qo|+|Q|x]|0 I, Of|Q (3.12)
0 0 Illp| Rl Lo o 5sllr

A deducao pormenorizada das equacOes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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que consequentemente resulta no sistema de equacdes (3.14) apos divisao de todos os termos

do sistema (3.13) por [I; I; I53]7 :

1P| [Uss — I2)QR
Mper = (1,,Q | + | (I11 — [33)RP (3.13)
I33R] | (I22 — 11)PQ

1? My/ly|  [(ss = 122)QR/1yy
Q| =|My/lzz | — |11 — I33)RP /15, (3.14)
R M,/lz33 | (22 — 111)PQ/I53

Nas equacdes (3.14), os momentos actuantes no Quadrotor sao funcdes das forcas
produzidas por cada motor, F;,F,, F;,F,, e das respectivas distancias ao C.G. Os momentos

segundo cada um dos eixos sao indicados por (3.15 - 3.17),

Mx = (F4 - FZ)dcg (315)
M, = (F, — Fy)de, (3.16)
MZ = (F2 + F4 - F]. - F3)KMF (3.17)

onde d., é a distancia de cada rotor ao C.G do Quadrotor e K- uma constante que relaciona

0 momento gerado com a traccao produzida, ver seccao (3.3).

3.2. Modelacéao da Cinematica

3.2.1. Angulos de Euler
Nesta seccao, estuda-se a cinematica do Quadrotor. A primeira fase da analise da
cinematica consiste em derivar a posicdo para obter a velocidade. Considere-se o vector 7,

(3.18), que indica a posicao da origem do referencial R,g relativamente ao referencial Rygp.
F=Xi+Y]+Zk (3.18)

Se derivarmos cada uma das componentes de 7 obtém-se a velocidade instantanea do

referencial R,z em relacao ao referencial Rygp, (3.19).

P=Xi+Y]+ 7k (3.19)

A deducao pormenorizada das equacoes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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~ . s o 51T ~ . .~
Tome-se em atencdo que as velocidades [XY Z| sdo provenientes da posicdo do
referencial R,p. relativo ao Rygp, € portanto ndo correspondem as velocidades lineares
[UV W]T segundo os eixos do referencial local, Rz, mas sim as velocidades lineares do C.G.

do Quadrotor segundo os eixos do referencial inercial, Rygp.

As componentes da velocidade linear do Quadrotor, [UV W]T, segundo os eixos do

referencial movel, Ry, podem ser obtidas por integracao das aceleracdes fornecidas pelos

. . . . 5 51T ;
acelerémetros instalados no Quadrotor, e relacionam-se com as velocidades [X Y Z] através

da expressao (3.20):

U X
v|=S:|y (3.20)
w 7

Aqui, podemos tirar partido da ortogonalidade da matriz Sz, o que significa que a sua

inversa é igual a sua transposta, (3.21):

X U
Y|=Si|V (3.21)
7 w

CoCyplU + (SpSaCy — CpSy)V + (CpSaCy + SpSy)W
= |CoSyU + (CyCy + SpSeSy )V + (SeCypSy — SpCyp )W (3.22)
—SpU + SpCeV + CoCyW

X
Y
Z

A trajectéria de voo do Quadrotor em termos de coordenadas, [X Y Z], pode ser obtida por
integracao das equacdes (3.22). A concepcdo desta integracdo necessita que os angulos de
Euler, [¢ 6 ], que sao funcao do tempo, sejam conhecidos.

As taxas de Euler, [¢ 6 ], dependem das velocidades angulares, [P Q R]. Para estabelecer

esta relacao, a igualdade (3.23) tem de ser satisfeita:
@=Pi+Qj+Rk=¢+6+1y (3.23)

Faca-se a distincao de que embora possa transparecer pela equacao (3.23) que as taxas de
Euler, [¢ 0], sejam iguais as velocidades angulares, [P Q R], segundo cada eixo do
referencial mével R,;-, na verdade nao sdo. Se um objecto solido (ex: disco) estiver a rodar a
uma velocidade constante, a sua velocidade angular @ é constante, porém as taxas de Euler
variam porque dependem dos angulos instantaneos entre o referencial do corpo e o

referencial inercial do sistema (ex: angulos entre R . € Rygp)-

A deducao pormenorizada das equacOes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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A matriz de transformacdo que permite transformar as taxas de Euler, [¢ 6 1], segundo o
referencial Rygp nas velocidades angulares [P Q R] segundo o referencial R,z € obtida

através de uma sequéncia de 3 rotacoes sucessivas como apresentado na equacao (3.24),

0 0 )
@ =RW)R(OIR(P)| 0|+ R(OIR(¢) |6 + R() 0] (3.24)
0 0
resultando em (3.25):
P 1 0 —sind 1[¢
Q|=10 cos¢ sind)cos@l ] (3.25)
R 0 —sing cosBcospl |y

Se resolvermos as equacdes (3.25) em ordem as taxas de Euler, [¢ 6 1], obtém-se 3 das 6

equacoes diferenciais desejadas que governam a atitude do Quadrotor, (3.26), [26]:

) P
61=T]|Q (3.26)
" R

A matriz T na equacao (3.26) é dada pela equacao (3.27) e relaciona o vector das
velocidades angulares do Quadrotor, @ =[P Q R]", com a taxa de variacdo temporal dos
angulos de Euler, [¢ 0 ¥].

1 tanfsing tanfcos¢
T=|0 cos¢ —sing (3.27)
0 sing/cos@ cosp/cosd

3.2.2. Método dos Quaternioes

Na pratica, podera surgir um problema quando se recorre aos angulos de Euler, [¢ 6 ¥],
descritos na seccao (3.2.1), devido ao facto de que para 6 =90°, o angulo de rolamento, ¢,
perde o seu significado. Isto acontece porque observando a matriz (3.27), verifica-se que
quando 8 = 90° a sua tangente da infinito e consequentemente ¢ da também infinito, o que
seria um absurdo visto que ¢ representa uma taxa de Euler.

Por outras palavras, se a aeronave picar até 90 graus, o eixo de rolamento da aeronave, x’,
torna-se paralelo ao eixo de guinada, z, e deixa de haver eixos disponiveis para fornecer
rotacdo de guinada, (perde-se um grau de liberdade). Este fenomeno é designado em inglés
por glimbal lock. Em simulacdes onde manobras complexas como por exemplo loopings

completos tém de ser feitos, o método dos angulos de Euler nao é aceitavel.

A deducao pormenorizada das equacoes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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Para superar este problema, um método muito conhecido designado por método dos
quaternides pode ser utilizado. Quaternioes sao elementos de um vector num espaco de 4
dimensdes que oferecem uma notacao matematica que permite a representacao de rotagoes
de objectos a 3 dimensdes. Os Quaternidoes evitam o problema da perda de graus de liberdade
(glimbal lock), e ao mesmo tempo sdo numericamente mais eficientes e estaveis quando
comparados as matrizes de rotacao tradicionais, (ex: matriz de rotacao Sg, (3.3)), [26].

A rotacao pelo método dos quaternides é apresentada por (3.28):

cos (¢/2)
_|sin(e/2)n
a= sin(e/2) n; (328)

sin(e/2) ng

onde q representa a rotacdo de um angulo £ em torno do vector unitario [n; n, ns]7.

A derivada temporal da equacéo (3.28) é fornecida pela equacao diferencial (3.29), [26]:

do L . 0 -P —-Q -—R]149 qo
. G1 P 0 R —-Qf|a q1
="l ==0 + = — + 3.29
4 q: 2 a1 Yq 21@ —-R 0 —-Pl|q 4 q: ( )
qgs R Q -—-P 0lgs qs3

y=1-(q¢ +a? + 45 +q3)

Por razdes praticas, a inicializacdo das equagdes diferenciais (3.29) requer que os
quaternides iniciais, q,,¢:,9, € q3, sejam expressos em termos de angulos de Euler.

Expressando os quaternides em funcdo dos angulos de Euler resulta (3.30), [26]:

= (B 2 8 130 () ()on (2
e L T R R
= (B s (£) D) () on 3
o =0 (2) s s (£) s (E)on () on £

Se quisermos extrapolar os angulos de Euler, [¢ 0], da equacdo diferencial (3.29),
podemos fazé-lo através de passos intermédios, relacionando os elementos da matriz de

rotacao Sg, (3.3), com os elementos da matriz de rotacao dos quaternioes, S,, (3.31).

A deducao pormenorizada das equacOes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.
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a6 +ai —a;— a5 2(q19z + 4093) 2(q193 — q0492)
Se=1| 2(0142 = 90a3) a5 —ai+a;—a5 2(q293 + q0d1) (3.31)
2(q1q3 + q092) 2(02q3 — Go%1) 96 —af — a5 + 45

A matriz de rotacao S,, (3.31), € equivalente a matriz de rotagao Sg, (3.3). Posto isto, os

angulos de Euler, [¢ 6 ¥], sao calculados por (3.32), [26]:

-

Em analogia a equacéo (3.21), as velocidades absolutas, [X YZ'], sdo obtidas recorrendo a

[arctan 2

a5 — a7 — a5 — 45

< 2(q295 *+ 9091) )]

arcsin (—2(q195 — 9092)) (3.32)

2(9295 *+ 9091)
arctan 2 2 2 2
5 + 91 —q; — g3

matriz de rotacao S, (3.33):

X U
v|=sI|v (3.33)
VA w

As aceleracbes lineares do Quadrotor segundo o referencial local R,z., [UV W], sdo
conseguidas combinando as equacdes da dinamica (3.4), (3.7) e (3.34), que apos resolucao em

ordem as mesmas obtém-se (3.35).

Fy =mS,[00 g]" = mg[2(q193 — 9092)  2(q293 + 90q1) (a6 — ai — a5 + a5)]; (3.34)

/AT Eox 2(¢193 — q092) QW — RV
V|=—|By|+9| 2(q29: +q04q1) |—|RU—PW (3.35)
14 Ey. @ —qi—aq5+q5| LPV-QU

Fazendo um levantamento das equacdes diferenciais que governam a atitude e a posicao
do Quadrotor, as 12 equagdes, ou 13 quando recorrendo ao método dos quaternides,

deduzidas anteriormente, sao apresentadas de seguida:
> Para a atitude, as 6 equacdes em termos de angulos de Euler sao (3.36):

¢ P + Qtanfsing + Rtanfcos¢
[9] [ Qcos¢ — Rsing

) |l/‘)| | Qsing/cost + Rcos¢/cosb |
= Ip | My/lii — RQUsz — I22)/ s
[QJ M, /135 — QP11 — I53) /122

R

M, /I33 = PQ(l2 — I11) /133
A deducao pormenorizada das equacoes e matrizes apresentadas nesta seccao podem ser consultadas
ao longo do anexo A.

(3.36)

27



Capitulo Ill - Modelacdo Matematica do Problema
> Para a atitude e posicao, as 12 equacdes em termos de angulos de Euler sao (3.37):

[CoCyU + (SpSaCy — C4Sy )V + (C4SaCy + SpSy)W]
CoSyU + (CyCy + SpSeSy )V + (SeCySy — SpCy )W
=SoU + Sy CoV + CoCypW
Epx/m — gsin® — QW + RV
E,,/m + gcosOsing — RU + PW

Fyz/m + gcosOcos¢ — PV + QU (3.37)
P + QtanBsing + Rtanfcos¢
Qcos¢ — Rsing
Qsing /cos6 + Rcos¢/cosO
My /Ly = RQUzz — I22) /111
My /1y, = QP (L = I33) /12
MZ/133 - PQ(IZZ - [11)/133

=
Il

::g. Q- I . D S § < S N < :><
Il

» Para a atitude e posicao, as 13 equacoes em termos de quaternides sao (3.38):

e (a6 +af — a3 — a3)U + 2(q192 — qoq3)V + 2(q193 + 4oq2) W)
v 1200142 + 404:)U + (95 — ai + a2 = 45V +2(4295 — 4oq)W
7 2(q193 — 9092)U + 2(q295 + qoq1)V + (qg - ‘hz - QZZ + q%)W
U Fpx/m +29(q193 — q0q2) — QW + RV
4 Fyy/m + 29(q295 + q0q1) — RU + PW
w E,z/m+ g(q§ —qf — q5 +q3) — PV + QU

x=1do|= (1/2)(=Pqy — Q42 — Rqs) + ¥qo (3.38)

4 (1/2)(Pqo + Rqz — Qqs) + ¥4
Z.z (1/2)(Qqo — Rqy — Pgs) + v4s
b (1/2)(Rqo + Qq1 — Pq2) + vq3
. M, /1;1 — RQ33 — I32) /114

¢ My /Iy = QP U3y = 153)/ L2

M,/Is3 — PQ(l; — 11)/133

3.3. Modelacao do Sistema Propulsivo (Motor + Hélice)

As equacgbes (3.37) e (3.38) requerem as forcas actuantes no Quadrotor, F,,,

E,, e Ey,
segundo as respectivas direccoes x',y' e z'. Pressupondo que perturbacdes exteriores como por
exemplo rajadas de vento sdo desprezadas, as Unicas forcas actuantes sdo as forcas geradas
pelo sistema propulsivo do Quadrotor, F,,F,, F; € F,.

O conjunto motor + hélice torna-se assim essencial para a aeronave por ser este o
responsavel pela producdo da forca de traccdo que permite elevar o Quadrotor. Sendo o
sistema propulsivo de extrema importancia, esta seccdo destina-se ao modelo dinamico do
sistema.

A escolha do conjunto motor + hélice mais apropriado para o sistema requer que muitas

variaveis sejam consideradas. A traccdo € uma funcdo de muitos parametros tais como o
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diametro da hélice, D,, o coeficiente de traccao, C;, a massa especifica do ar, p, e a relacao
existente entre a rotacao do motor e a sua tensao aplicada, K, [rpm/V].

A modelacao do sistema propulsivo requer especial cuidado porque embora os 4 motores
sejam “iguais”, na realidade cada motor tem um comportamento dinamico diferente. Esta
nao similaridade requer uma modelacao mais precisa dos motores, um processo que muitas
vezes comeca por estabelecer uma relacao entre a tensao de alimentacao do motor, V, e a
velocidade de rotacao correspondente, w.

Isto obviamente para os motores eléctricos como é o caso em aqui estudado. O facto de os
motores serem eléctricos sdo uma escolha excelente, tornando o modelo do sistema
(Quadrotor) o mais simplificado possivel, pela simples razdo de que como nao necessita
combustivel, o centro de gravidade, C.G., do Quadrotor nao se altera. Repare-se que se 0 C.G
se alterasse o modelo matematico do sistema teria de ser mais robusto.

Os motores escolhidos sdao do tipo Brushless (sem escovas) devido ao seu oOptimo
performance. Recorrendo a controladores electronicos de velocidade muito utilizados no
aeromodelismo ESC (Elecronic Speed Controller), a velocidade de rotacao do motor pode ser
controlada variando a tensao média aplicada aos seus terminais.

Estes controladores tém o mesmo protocolo de funcionamento que os servomotores, e sdo
controlados através de uma modulacdo por largura de impulsos PWM (Pulse-Width
Modulation), ver figura (3.3.1). A amplitude do sinal é de 5V, a frequéncia de 50 Hz,
correspondente a um periodo de 20 ms, e a largura dos impulsos varia entre 1 mse2ms. A
velocidade de rotacao do motor aumenta com o aumento da largura do impulso, com a

restricao de que a largura dos impulsos tem de obedecer aos limites estabelecidos.

Rechargeable
Batwery Pack

Tox € [1,2] ms

3V |
Toer

ov ’ Controller

— T =20ms —=

| Motor

Figura 3.3.1. Diagrama de conexdes do ESC.

Uma vez que o controlador do Quadrotor fornecera os sinais de controlo a aplicar a cada
motor individualmente, u = [u; u, u; u,], cada sinal, u;, pode ser facilmente convertido em
PWM recorrendo como por exemplo a um microcontrolador de baixo custo chamado Arduino,
ver figura (3.3.2). Este microcontrolador é programado em C/C++ e a modulacdo pode ser
feita muito facilmente porque o microcontrolador possui saidas dedicadas a sinais PWM e
funcdes predefinidas pelo compilador que permitem escolher o periodo do sinal, T, e a

largura do impulso, Tyy, €m us.
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A correspondéncia entre os sinais de controlo, u = [u,; u, u; u,], € a largura dos impulsos é
feita numa rotina cujos limites da tensao sao mapeados para os limites da largura dos
impulsos correspondentes, [0, 5]V — [1, 2]ms.

HADE IN @
ITALY

] e L

e
Arduino MEGA
wuu.arduino.cc

P—— R ] —'T\

: L
Figura 3.3.2. Microcontrolador Arduino Mega - Plataforma de baixo custo usada para converter os sinais
de controlo u; em sinais PWM.

3.3.1. Formulacdo Matematica do Conjunto

Nesta etapa, o interesse é calcular a forca, F,, € o momento, M, gerado por um dado
conjunto motor + hélice em funcao da tensdo aplicada ao motor, V, e relacionar com a
rotacdo da hélice, w. Para tal, assume-se o andamento caracteristico de um motor em termos
de rotacao por tensao aplicada. Este andamento engloba: uma zona morta cuja velocidade de
rotacdo é nula, w = 0, (motor parado); e uma rotacao limite (saturacdo) que impede que a

velocidade de rotacdo do motor exceda essa rotacdo maxima, ver figura (3.3.3).

Aw(rad.s™)

Voltage(V,,) (=

Figura 3.3.3. Funcionamento genérico de um motor eléctrico de corrente continua.

Suponha-se que o motor sem escovas (brushless) escolhido tem as seguintes

caracteristicas, tabela (3.3.1):

Tabela 3.3.1. Caracteristicas do motor AX| 2212-12.

RPM/V 2000
Tensao de entrada [V] 9-12
RPM maximo 6000
Py [W] 28
P, [W] 56
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Com base na tabela (3.3.1) e na figura (3.3.3), a gama de funcionamento do motor, isto €,
a relacao existente entre a tensao aplicada, V, e a rotacao gerada, w, caracteriza-se por
(3.39):

{(1) =0 ] |V| < VO
© =K, (V—=V,) = 20000V =9) , [V]>V,

(3.39)

Uma hélice pode ser modelada através de trés dos seus parametros caracteristicos, C;, Cp,
e r, [28]. Os dois primeiros sao o coeficiente de traccdo e de poténcia respectivamente,
podendo estes serem obtidos experimentalmente ou consultados em graficos caracteristicos
das hélices consoante o valor das velocidades envolvidas, ver figura (3.3.4), e o ultimo

parametro é o comprimento da pa da hélice.
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N
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a2 E 3 \ o
35°
a10
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0.08 {5' A \_
0.04 ‘\ A
N
0.02 \C \; \
0 A A
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
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028 i T4 onf- T
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- 77 A 70w 1 T
X VA PAVAD &
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iV . 006 : --
] B 7 2V AXY 7 j‘?‘ 1
0.16 ARt AL L X 7 7 K005
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Figura 3.3.4. Curvas caracteristicas dos coeficientes de traccao e de poténcia em funcao da razéo de
avanco, J, e do angulo de incidéncia das pas. Na imagem superior - coeficiente de traccao, C;. Na
imagem inferior - coeficiente de poténcia, C,.
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Como se pode ver nas figuras indicadas por (3.3.4), nem o coeficiente de traccao, C;, nem
de o coeficiente de poténcia, C,, sao valores constantes. Ambos sdo funcbes da razdo de
avanco, /, que € definida por J = u,/(nD,), [28], onde u, refere-se a velocidade de voo da
aeronave (segundo z’ do R,p¢), n a velocidade de rotagdo em [rot/s], e D, ao diametro da
hélice. No entanto, observando as curvas caracteristicas dos coeficientes C, e C, repara-se
que quando a velocidade de voo da aeronave, u,, € muito baixa (ex. voo pairado a uma dada
altitude), a razdo de avanco, /, é quase zero e os dois coeficientes podem ser aproximados
como constantes.

No desenvolvimento deste projecto assumi por hipotese que o Quadrotor ndo faz voo de

translagao a alta velocidade e por conseguinte assumi os coeficientes C, e C, constantes.

Suponha-se que a hélice escolhida € a hélice APCE 9’ x 4.5', cujas caracteristicas

apresentam-se na tabela (3.3.2).

Tabela 3.3.2. Caracteristicas da hélice APCE 9°x4.5’.

Raio da Hélice [m] 0.1229
Coeficiente de Traccao, C, 0.1047
Coeficiente de Poténcia, C, 0.0374

Com base nesta informacao do motor e da hélice, o modelo matematico caracteristico do
conjunto motor + hélice é dado pelas expressoes (3.40), [28], obtendo-se a relacdo da forca,

E,, e do momento gerado, M, em funcao da velocidade de rotacao, w:

_ 4pr4Ct

Fp = T(x)z
(3.40)
_ 4pr5Cp )
T — 7_[3 w

onde p representa a massa especifica do ar, r o raio da hélice, C;eC, os coeficientes de
traccdo e de poténcia, respectivamente, e w a velocidade de rotacdo do veio do motor em

rad/s.

Dividindo My por F, obtém-se uma relacdo do momento resultante em funcado da forca

propulsiva, My = f(F,), (3.41):

XCp

KMF = MT = KMFFp (3.4‘1)

TTXCt

Combinando-se as expressdes (3.39) e (3.40), escreve-se as expressoes que relacionam a

traccao, F,, € o momento, Mr, geradas por um motor em funcao da diferenca de potencial
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aplicada aos seus terminais, AV. Para a zona de funcionamento do motor tem-se entao as
equacoes (3.42 - 3.43):

4pr*C, 5

E, = = [K,(V—=Vy)] (3.42)
4pr>C

My =——; PIK, (V= Vp)]? (3.43)

Como se pode ver pelas equacdes (3.42 - 3.43), tanto a forga propulsiva, F,, como o
binario, M;, variam com o quadrado da tensdo aplicada ao motor, V2. Pelo facto do modelo
dinamico do sistema propulsivo nao ser linear, leva a que se tenha de fazer uma linearizacao
porque os controladores que controlam a posicao e atitude do Quadrotor (LQR, Elkrief, Bar-
Shalom, Batz-Kleinman, Gramiano) exigem que as equacoes sejam lineares.

Devido ao facto de nao existirem motores completamente iguais (mesmo que tenham as
mesmas referéncias e caracteristicas), € necessario obter as equacdes para cada um dos
conjuntos motor + hélice , (i = 1,...,4). Para tal, podem ser efectuados testes de bancada por
forma a determinar a tensao para qual cada motor i comeca a girar, V,, e arranjar uma
relacao entre todas as tensdes, V;, de modo a que todos os motores tenham a mesma

velocidade de rotacao, w.

3.3.2. Determinacao da Traccao e do Momento Experimentalmente

As equacoes (3.42) e (3.43), deduzidas tendo por base um modelo teodrico, sdo essenciais
para saber a traccao e o momento em funcao da tensao aplicada a cada motor. No entanto, a
relacao entre a tensao aplicada a cada motor, V;, a forca gerada, F,, € o respectivo
momento, M, pode ser escrita de uma forma aproximada, recorrendo a testes em
laboratério.O ensaio experimental consiste em utilizar uma balanca de alta resolucao e
registar a traccao obtida, F,, a medida que a tensao de alimentacédo do motor, V;, aumenta.

Realce-se que, como visto na seccao anterior (3.3.1), a traccao, F,, varia com o quadrado
da tensado, V2, pelo que aumentando a tensdo linearmente com um determinado passo, dV, a
forca de traccao crescera com V2, e ndo linearmente. Torna-se portanto necessario recorrer a
uma linearizacao das equacdes de modo a permitir implementacdao dos controladores do
Quadrotor, (LQR, Elkrief, Bar-Shalom, Batz-Kleinman, Gramiano).

O processo da linearizacao pode ser simplificado para o sistema propulsivo recorrendo ao
Excel® para obter uma equacdo linear para cada motor através de linhas de tendéncia
tracadas pelo método dos minimos quadrados.

Posto isto, obter-se-a equacoes da forma (3.44), onde c¢;eVy com(i=1,..,4) sdo
constantes, e g a aceleracao gravitica que multiplicada pela massa (medida pela balanca)

resulta na forca, F;. A tensao aplicada ao ESC esta compreendida entre V € [0,5] Volt.
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Fi=(Vi = Vo) Xg
F, =0V, —Vy) X g
Fy=(c3V3—Vp3) X g
Fy=(caVa—Vos) X g

paraV > Vy; (3.44)

Estamos aptos agora a escrever a forca propulsiva total, F,, € os momentos provocados
segundo cada um dos eixos, x',y’ez’, em funcao dos sinais de controlo aplicados a cada
motor. A traccao total que impulsiona o Quadrotor na vertical é apresentada pela equacao
(3.45),

F‘Zz_(F1+F2+F3+F4) (3.45)

e os momentos sao calculados de uma forma aproximada pelas equacoes (3.46):

Mx = (F4 - Fz)dcg
M, = (F, — Fy)d, (3.46)
M, = (F, + F, — F; — F3)Kyr

Por convencao inicial, os motores 1 e 3 giram no sentido horario e os motores 2 e 4 giram
no sentido anti-horario, ver figura (3.1.3). Os sinais das equacdes (3.46) resultam da analise
da figura (3.1.2) cujos momentos sao positivos nos sentidos ascendentes dos respectivos
eixos. A constante K, é determinada pela equacao (3.41) e resulta num valor de Ky =
0.014 para a hélice APCE 9' x 4.5'.

Uma vez que estes momentos, M, M, eM,, sao aqui determinados de uma forma
aproximada, o que simplifica os testes de ensaio (s6 sao efectuadas medidas da forca de
traccdo), numa fase de testes de um Quadrotor real, a constante K, podera ser ajustada
ligeiramente de modo a estabilizar a atitude do Quadrotor segundo z, impedindo-o de girar

segundo o eixo dos zz.

3.4. Massa e Momentos de Inércia

A distribuicdo geométrica das massas numa aeronave € de extrema importancia porque
afecta toda a dinamica do sistema. Depois da construcdo de um Quadrotor, é hora de avaliar
algumas das suas caracteristicas mais importantes como os momentos de inércia e a massa
total da aeronave. Estes parametros inerciais podem ser determinados com o auxilio de um
software de projecto assistido por computador, como por exemplo pelo Catia® ou
SolidWorks®.

Por se tratar de um Quadrotor e devido a sua geometria simétrica em forma de cruz, ver
figura (3.4.1), os efeitos causados pelo equipamento a bordo e pela propria estrutura em si
podem ser desprezados, resultando numa matriz de inércia, I, simplesmente com valores na

diagonal principal. Esta simplificacdo facilita bastante o calculo dos momentos de inércia do
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Quadrotor, englobando somente para o calculo a massa dos motores, Mm,,1, M2, Mz, Mpa, € @

suas posicoes relativas ao C.G., ver figura (3.4.1).

.

Figura 3.4.1. Geometria simétrica do Quadrotor.

Considere-se as seguintes designacoes para a massa dos motores e para as suas

localizacGes respectivas na estrutura em cruz.

e m,, — massa do motor

e l, — comprimento do motor na direc¢ido do eixo x
e l, — comprimento do motor na direcgdo do eixoy
o[, — comprimento do motor na direcgio do eixo z

e d., — distancia de cada motor ao C.G

Para o momento de inércia I, obtém-se (3.47):

In=lg=—m Z+12)
x1 x3 12 m\‘y z

1
.= Emm(l; +12) + mpd2, (3.47)

Ly =Ly =L+ Lo+ L+ Ly

Ly, =1y

Para o momento de inércia I,,, obtém-se (3.48):

1 2 2 2
Ly, =L,; = Emm(lx + 15) + mydgy

1
Ly =1y, = Emm(l,% +12) (3.48)

122 = Iyy = y1 + Iyz + 1y3 + Iy4_
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Para o momento de inércia I,, obtém-se (3.49):

1
I, = Emm(z,% + 12) + mpdZ,

Ly =1l =1 =1y (3.49)
[33 = IZZ = [zl + 122 + 123 + 124 = 4'[zl

Uma vez que os controladores analisados ao longo desta dissertacao sao testados
computacionalmente recorrendo a simulacdes em MatLab®, considerei os momentos de
inércia e a massa total de Quadrotor comercialmente conhecido. O Quadrotor escolhido foi o
Draganflyer SAVS fabricado pela RC-Toys.

Os seus parametros inerciais, I e m, sao indicados por (3.50 e 3.52), [29].

Ly 0 0 0.0081 0 0
I=(0 I 0]=| o0 0.0081 0 |kg.m? (3.50)
0 0 I 0 0 0.0162

Sendo o Quadrotor simétrico relativamente aos 3 eixos, x',y’, e z', verifica-se pelo teorema

dos eixos perpendiculares a relacao (3.51).

Ly = Ly = 1,,/2 (3.51)

A massa total do Quadrotor é de, (3.52):

m = 0.540 kg (3.52)

e a distancia do eixo de cada motor ao C.G é de, (3.53) :

dey = 0.38m (3.53)
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Capitulo IV - Metodologias de Controlo

4.1. Introducao

A modelacdo matematica do problema (capitulo Ill) permitiu-nos obter as equacgodes
dinamicas que governam a atitude e a posicao do Quadrotor, equacédes (3.36) e (3.37 - 3.38).
Com as equacdes dinamicas do modelo estamos aptos a avancar para o projecto do
controlador que estabilizara a atitude e/ou a posicao do Quadrotor.

Neste capitulo sdao apresentadas varias metodologias de controlo: Controlo LQR (Linear-
Quadratic-Regulator) [30]; Controlo pelo método de Y. Elkrief [32]; Controlo pelo método de
Bar-Shalom [32]; Controlo pelo método de Batz-Kleinman [32]; e Controlo por matriz
Gramiana [30], em que o objectivo de cada uma é obter a lei de controlo que permite forcar

o sistema a estabilizar num dado estado de referéncia.

4.2. Controlo pelo Método LQR - (Linear-Quadratic-Regulator)

O Regulador Quadratico Linear (LQR) baseia-se na teoria do controlo 6ptimo, cujo o
objectivo é encontrar um controlador que tenha o melhor desempenho possivel tendo em
conta um determinado critério de optimizacao.

0 método LQR consiste num controlador que requer a menor quantidade de energia do
sinal de controlo para a levar a saida do sistema a zero, ou seja, estabilizar o sistema. O

critério de optimizacéo é a energia do sinal de controlo.

4.2.1. Lei do Controlo

Considere-se um sistema linear continuo no tempo descrito pela equacéo (4.1):

{J'c=Ax+Bu

y=Cx+Du (4.1)

com a seguinte designacao:

: Vector de estado, x € R"

=

: Vector de saida do sistema, y € R?

: Vector de controlo, u € RP

: Matriz de estado, 4 € R™*"

: Matriz de controlo (ou matriz de entrada), B € R™*?

: Matriz de saida, ¢ € R?*"

O O W o 2

: Feedforward matrix, D € R9*P, - (matriz que relaciona a forma como o vector de
controlo, u, influencia directamente a saida do sistema, y)
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Para o sistema descrito pela equacado (4.1), a ideia base para obter a lei do controlo, é
resolver um problema de optimizacao que minimize a funcao de custo J dada pela equacao
(4.2):

J= f (xTQx + uTRu)dt (4.2)
0

cujas matrizes Q e R designam, respectivamente, as matrizes de ponderacao do estado e do
controlo, e representam, respectivamente, a importancia de cada variavel de estado, x;, e a
importancia de cada variavel de controlo do sistema, u;.

Para que o custo necessario para estabilizar o sistema seja positivo ou no minimo nulo,
J =0, ambas as matrizes Q e R tém de ser simétricas (Q = QT eR =RT), a matriz Q

positivamente semi-definida (Q = 0), e a matriz R positivamente definida (R > 0).

A lei do controlo do sistema em malha fechada (sistema realimentado) que minimiza a
funcao de custo (4.2) tem a forma u = —Kx com a matriz K, correspondente a matriz de

ganhos do sistema, dada por (4.3), [30]:
K =R'BTP (4.3)

Na equacao (4.3), a matriz P é determinada resolvendo a equacao algébrica de Riccati
(4.4):
ATP+PA—PBR'BTP+(Q =0 (4.4)

cuja solucdo Unica é uma matriz simétrica e positivamente definida, P = PT e P > 0.

Uma vez obtida a matriz P, a lei do controlo para o controlador LQR é dada pela equacao
(4.5), [30]:

u=—Kx (4.5)

As matrizes A e B sao obtidas através da linearizacao do sistema em torno de um ponto de
referéncia (x, e u.,). As equagdes utilizadas para a linearizacéo sao as equagdes da dinamica
de voo do Quadrotor deduzidas no capitulo Ill, equacdes (3.36) ou (3.37). A linearizacao do

sistema é feita na seccao (4.2.2).

No controlo éptimo cuja funcdo de custo é quadratica como € o caso do controlador LQR,
equacao (4.2), a seleccao da matriz de ponderacao do estado, Q, e da matriz de ponderacao
do controlo, R, é baseada normalmente em procedimentos iterativos recorrendo a

experiéncia e a compreensao fisica dos problemas envolvidos.
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Para encontrar as matrizes Q e R adequadas que fornecem um equilibrio entre a resposta
das variaveis de estado e o esforco para as controlar, satisfazendo ao mesmo tempo
determinados requisitos de desempenho e sujeito a restricbes impostas, a resposta transitéria
do sistema em malha fechada € analisada, e normalmente as matrizes Q e R sao depois
reajustadas em funcao daquilo que o projectista pretende.

Devido a relacao indirecta e nao linear entre as matrizes de ponderacdo, Q e R, e 0s
valores proprios do sistema em malha fechada, torna-se dificil determinar as matrizes
adequadas. Existem por isso regras e métodos para construcao das matrizes Q e R. Na seccao
(4.2.3) as matrizes Q e R sao determinadas pela Regra de Bryson e pelo Método da Atribuicéo

dos Pdlos.

A figura (4.2.1) apresenta a sequéncia de procedimentos necessarios para o projecto de

um controlador LQR para o Quadrotor.

Estado de Referéncia Matrizes de Ponderacao

qu usq

D P

Quadrotor
x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du

. . o . A —
+ —p Linearizagao

—» B —»

Figura 4.2.1. Sequéncia de procedimentos necessarios para o projecto de um controlador LQR.

4.2.2. Linearizacao do Sistema

O controlador LQR requer que as equagdes da dindamica de voo do Quadrotor sejam
linearizadas, (equacdes (3.36) para a atitude, e (3.37) para a posicao e atitude). A
linearizacdo consiste em encontrar as matrizes A, B, C e D que transformam o sistema (4.6)

no sistema (4.7):

x=f(x,u)

{y e (4.6)
% = A% + Bil
{y = C% + Dl (4.7)

No sistema (4.7), as matrizes A, B, C e D sao conseguidas recorrendo a expansao de Taylor
de primeira ordem das equacoes (4.6) em torno de um ponto de operacao. A linearizacao das

equacgoes (4.6) em torno do ponto de equilibrio (x.,, u.,) € dado por (4.8), [30]:

. af (x,u) of (x,u)
X% % f (X Ueq) + 75— (X = Xeq) + 7757 (U — Ueq) 48

dh(xu) dh(x,u)
y = h(xeq,ueq) + P (x — xeq) + o (u —ugq)
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Se assumirmos que as perturbacées em torno do ponto de equilibrio (x.4, ue,) sao muito
pequenas, pode-se considerar que as diferengas (x —x.q) € (u—1ue,) sao quase nulas, e

verifica-se consequentemente as relacoes (4.9):

X=0 = [f(xeq Ueq) =0
(4.9)
y=0 = h(xeq, ueq) =0
Obtém-se entéo para o ponto de equilibrio (x.q, u.,) 0 sistema (4.10):
. _ 0f(xw) af(xu)
X =" X —Xeq) + on (U — Ueq)
ot (4.10)
_ x,u) dh(x,u)
= X = Xpq) + o (U — Ueq)

cujas derivadas direccionais/parciais df /dx, df /du, 0h/dx e dh/du correspondem as matrizes

A, B, C e D, respectivamente, como indicado em (4.11) e (4.12):

_0f (x,w) _0f(x,u)

A= “ox , B= “ou (4.11)
B oh(x,u) B oh(x,u)

C=—— , D=—p> (4.12)

Para o controlo da atitude e da posicao do Quadrotor, (12 equacdes), assume-se que a
matriz D € nula porque a saida do sistema, y, nao € afectada directamente pela entrada, u, e
considera-se que a matriz C é igual a matriz identidade para que a saida seja igual ao estado,
y = x. Posto isto, calcula-se somente as matrizes A e B que compdem a equacao de estado,

X, através dos jacobianos indicados em (4.13):

[ 0L Of 9h ] (0L Oh 9h
0x; 0x, — 0xqy ou; 0Ou, — 0uy
of |2 O of | 9 Of
— g — a%'l a.‘xz .... e B = % = a.‘xl a‘uz '
0f12 0f12 0f12 0f12
[ Ox, 0x1 ou, ou,

TX=Xeq ; U=Ueq TX=Xeq; USUeq

(4.13)

Em programacao, as derivadas parciais que compoem as matrizes A e B sao calculadas
recorrendo a definicao de derivada num ponto. O ponto em questdo é ponto de equilibrio
(Xeq, Ueq)- A definicdo de derivada num ponto é referida na equagao (4.14), cujo valor de h €

um valor a tender para zero como por exemplo h = 1075,
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f&o+h) = f(xo—h)

f/(x0) = - (414)
O sistema (4.10) é representado usualmente pelo sistema genérico (4.15):
¥ = AX + Bil
{37 = CX + Dl (4.15)

COM X =X —Xeqg € U =1U—Ug.

4.2.3. Determinacdo das Matrizes de Ponderacdo Q e R

As matrizes Q e R sao matrizes de penalizacao do estado e do controlo, respectivamente.
Quer isto dizer que, através destas matrizes, o programador/projectista do controlador pode
alterar os seus elementos, de modo a que a resposta do sistema tenha o comportamento
desejado. Por exemplo, se o projectista quiser alterar a forma de como uma determinada
variavel de estado, x;, se comporta, isto é, se tem ou ndo uma resposta suave, se estabiliza
rapidamente ou lentamente, se tem sobre-amortecimento ou sub-amortecimento, etc., pode
fazé-lo alterando o elemento da matriz Q correspondente a variavel x;.

Nesta seccao sao apresentadas duas formas de calcular as matrizes de ponderacao Q e R.
Uma é chamada de Regra de Bryson [30], e outra chamada de Método da Atribuicdo dos Pdlos
[31].

4.2.3.1. Regra de Bryson
A regra sugerida por Bryson para o calculo das matrizes de ponderacao Q e R tem por

objectivo encontrar as matrizes Q e R que minimizam a funcéao de custo (4.16):

+oo

Jw) = J (xTQx + uTRu) dt (4.16)
0

Segundo a regra de Bryson, as matrizes Q e R sao compostas somente pelas suas diagonais
principais, e cada elemento é igual ao inverso do valor maximo de cada variavel ao quadrado,

como indicado em (4.17), [30]:

. 1 1 1 . 1 1 1
Q =diag ([ 3 5 - = ]) , R = diag ([ 3 5 - = ])
Ximax X2max X max Ulmax U2,max Up,max.

(4.17)

41



Capitulo IV - Metodologias de Controlo

Assim sendo, para o vector de estado de dimensao n, x = [x,,...,x,]", € para o vector de

controlo de dimensao p, u = [ul, ...,up]T, as matrizes Q:[n xn] e R:[p X p] que minimizam a

funcao de custo J, equacao (4.16), tomam a forma matricial (4.18), [30]:

1 0 0 0 1 0 0 0

/ /xlz,max \ / /uimax \‘
| o 1 0 0o | 0 1 0 0

Q = i /xzz,max i ’ R = i /ug,max i
0 0 ' 0 0 0 0

Y ) \ Yo )

\ 0 0 0 / xrzl,max 0 0 0 / uzza,max
(4.18)

A regra de Bryson serve para obter resultados numa primeira fase do projecto do
controlador. Muitas vezes, as respostas obtidas do sistema ndo sdo satisfatorias e o
projectista tem de reajustar as matrizes Q e R de modo a obter respostas aceitaveis, um
processo iterativo e que muitas vezes nao é facil.

Um método que permite o calculo com rigor das matrizes de ponderacao, Q e R, que
minimizam a funcao de custo (4.16) e que fazem consequentemente com que a resposta do

sistema seja 6ptima, é o método da atribuicao dos polos abordado na seccao seguinte.

4.2.3.2. Método da Atribuicdo dos Pdlos

Encontrar um equilibrio entre as variaveis de estado, x;’s, e as variaveis de controlo, u;'s,
gue minimizam a funcao de custo J, equacao (4.16), e ao mesmo tempo contabiliza-las para a
efectividade do controlador, nao é tarefa facil.

0 método da atribuicao de polos soluciona este problema através do calculo das matrizes
de ponderacao, Q e R, a partir de valores proprios (polos) especificados. E um método que

permite encontrar a matriz Q que faz com que a resposta do sistema seja optima, [31].

No projecto de um controlador LQR, as matrizes Q e R tém de ser simétricas, a matriz Q

positivamente semi-definida, e a matriz R positivamente definida, (4.19):

Q=Q" e Q=0
(4.19)
R=RT e R>0

Isto implica que os elementos da matriz Q sejam todos maiores ou iguais a zero, q; =0, e
que todos os elementos da matriz R sejam maiores que zero, r; > 0. Com Q e R definidas da

forma (4.19), pode-se afirmar acerca dos valores proprios, A;’s, que:

Al(Q)ZO 5 i=1,...,7’l
(4.20)
AL(R)>O ) i=1,...,7’l
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e que:

vV x , xTQx=0
(4.21)
Vvu#0 , u'Ru>0

Observando a funcao de custo J, equacao (4.16), verifica-se que a influéncia da matriz R
na funcdo é da forma u"Ru, e portanto conclui-se que quanto maior sdo os elementos da
matriz R, menor € a magnitude das variaveis de controlo u;'s. Como a matriz R penaliza s6 o
vector de controlo, u, ha flexibilidade na sua escolha, podendo R ter quaisquer valores desde
que todos os seus elementos sejam maiores do que zero, r; > 0.

O facto de escolher R por um método seja ele qual for, a sua escolha provoca somente a
alteracao da magnitude das variaveis de controlo. O pretendido é optimizar a resposta do
sistema, e a resposta do sistema € optimizada encontrando a matriz Q que minimiza a funcao
de custo (4.16).

0 calculo da matriz Q consiste em resolver o problema de optimizacao (4.22), [31]:
x =Ax + Bu

o 4.22

{](u) = f0+ (xTQx + uTRu) dt (4.22)

cujo o objectivo & minimizar a funcdo de custo J sabendo que o sistema evolui do modo

indicado pela equacao diferencial x = Ax + Bu.

Segundo o principio do maximo de Lev Pontriagin, senhor o qual se deve o controlo
moderno nos Gltimos anos, este problema quando associado ao LQR, da origem a matriz
Hamiltoniana H, de dimensao [2n X 2n], apresentada em (4.23), [31]:

_pp-1pT
H=[A BR™'B (4.23)

_Q AT

Os valores proprios de H, A(H), dividem-se em dois grupos como apresentado em (4.24):
um grupo em que a parte real dos valores proprios é negativa - Grupo I; € um grupo em que a

parte real é positiva - Grupo II, [31].

Grupo I: A4, ., Ay com Re(4;) <0 , i=1,..,n
(4.24)
Grupo ll: Ay4q, ;A3 com  Re()>0 , k=n+1..2n
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O facto dos valores préprios, A(H), estarem divididos em dois grupos, implica que haja
uma distribuicao simétrica relativamente ao eixo imaginario quando representados no plano

complexo, ver figura (4.2.2).

Grupol 4—— —»  Grupoll
Im A\

oY

x
x

A Anss

Figura 4.2.2. Simetria dos valores proprios de H, A(H), relativamente ao eixo imaginario.

0 objectivo do método da atribuicao dos pdlos consiste em encontrar @ de tal modo que os
valores préprios da matriz H do grupo | (polos no semi-plano esquerdo da figura (4.2.2))
coincidam com os valores proprios da matriz de realimentacao do sistema em malha fechada,
equacao (4.24), [31]:

Atgrupo n(H) = A(4) (4.25)

A matriz de realimentacdo do sistema em malha fechada, 4, é calculada por A = A — BK
com K = R™!BTP, equacéo (4.26).
A=A-BR'BTP (4.26)
e os seus valores proprios, A(4), sao da forma (4.27):
A=y +iw; com Re(l)=p, <0
4.27)

Ap = Up, tiw, com Re(A,) =u,<0

Encontrar Q que faz com que ambos os valores proprios coincidam, equacao (4.25), torna-

se num problema de resolver as equacoes (4.28), [31]:
Vi , det(M,I —H(@)) =0 (4.28)

A matriz H depende dos elementos da matriz Q, e Q é composta pela matriz diagonal
(4.29), [31]:
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q? 0 0
_ 0 q% 0 O 4.29
Q 0 0 -~ 0 (4.29)
0 0 0 ¢

A determinacao da matriz Q 6ptima torna-se entdao em encontrar o vector q = [qy, ..., q,]"
que satisfaz as igualdades (4.28). A sua obtencao consiste em resolver o conjunto de n

equacoes (4.30):

I{fl(qlﬂ . !qn) =0
41, - n) =0

fi(@ = det(4] —H(g)) =0 = {fz ed (4.30)
l (qli . !qn) =0

A matriz Q é conhecida a partir do momento em que o sistema (4.30) é resolvido, pois as
suas incognitas sao os elementos g;'s que, elevados ao quadrado, constituem a diagonal
principal da matriz Q.

0 sistema de equacdes (4.30) pode ser resolvido por qualquer método que tenha garantia
de convergéncia generalizada como por exemplo pelo método de Gauss-Newton.

Tenha-se em atencao que nao pode ser resolvido por um método que ndo tenha garantia
de convergéncia generalizada porque a estimativa inicial teria de estar proxima da solucao,
coisa que neste caso nao se sabe a priori se a estimativa inicial estara muito perto ou nao.

Alternativamente, o sistema (4.30) também pode ser tratado como um problema de
optimizacado, considerando para o efeito a funcao de custo, (também conhecida por funcao
objectivo), (4.31):

J(@) = Z(ﬁ(q))2 (4.31)

4.3. Controlo pelo Método de Y. Elkrief e pelo de Bar-Shalom
4.3.1. Lei do Controlo de Elkrief

O controlo pelo método de Elkrief [32] permite controlar qualquer sistema controlavel
com um gasto de energia menor do que quando controlado por um controlador LQR. E capaz
de estabilizar qualquer sistema linear da forma (4.32) independentemente dos valores

proprios da matriz de estado e tem por base o maior valor proprio em valor absoluto.
% = Ax + Bu (4.32)

A sua lei de controlo é obtida escolhendo um valor para 1* que satisfaca a equacao (4.33),
[32]:

x> max {i4) , ) } (4.33)
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com:
n n
H(4) = max ZIaUI ;o p(4) = max [ZI%I}
j=1 / i=1

De seguida, procede-se ao calculo da matriz de realimentacdao do sistema em malha

fechada, A, da forma indicada pela equacao (4.34):

A=—-A+21D (4.34)

a qual permite encontrar a solucao (matriz P) da equacao de Lyapunov (4.35):

AP + PAT = —BBT (4.35)

Obtida a matriz P, a lei de controlo pelo método de Elkrief é dada pela equacao (4.36),
[32]:
u=—-BTP 1x (4.36)

4.3.2. Lei do Controlo de Bar-Shalom

A lei do controlo de Elkrief, u = —BTP~'x, minimiza a energia gasta pelo vector de
controlo, u, que estabiliza o sistema (4.32) em torno do estado de referéncia, x.,. Contudo,
nao permite jogar com as magnitudes do vector de controlo, isto €, desbalancear a magnitude
das variaveis de controlo individualmente e fazer com que o sistema continue a estabilizar a
mesma, [32].

Partindo do principio que cada motor no Quadrotor é alimentado cada um com uma
bateria, o controlo pelo método de Bar-Shalom tem interesse para o controlo da atitude e da
posicao, na medida em que poder-se-a optimizar a autonomia das baterias. Isto porque existe
uma correspondéncia entre as variaveis do vector de controlo, u = [u,, ...,u,]”, e as tensdes
aplicadas a cada motor, V;,V,,V; e V,. O facto da magnitude de cada variavel de controlo, u;,
poder ser alterada individualmente, torna possivel controlar o nivel da tensdo das baterias de

modo a que todas tenham a mesma tensao em cada instante.
Segundo Bar-Shalom, a lei de controlo é calculada por (4.37), [32]:
u=—-MBTP1x (4.37)

com a matriz de amortecimento, M, da forma (4.38):

OO
S O O

(4.38)

OOOS
&)
OOSO
N)
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0 valor de cada elemento, m;, da matriz M esta compreendido no intervalo (0 < m; < 1),

e cada elemento esta associado ao elemento correspondente do vector de controlo, u =

T
[ul, ...,up] , (Mg > uy, my > Uy, o, My — uy).

4.4, Controlo pelo Método de Batz-Kleinman

Um outro método de controlo que permite controlar o sistema linear (4.32) e ao mesmo

tempo actuar sobre a magnitude das variaveis de controlo é o método de Batz-Kleinman [32].

4.4.1. Lei do Controlo de Batz-Kleinman

Segundo Batz-Kleinman, a lei do controlo é dada pela equacao (4.39), [32]:

u=-—Lx (4.39)

A matriz de ganho da realimentacdo do sistema em malha fechada, L, é calculada por
(4.40), [32]:
L=BTP(r)" (4.40)

com a matriz P é dada pelo integral (4.41):

T
P(t) = J e~AtB BTe=ATt gt (4.41)
0

O limite superior do integral, 7, pode assumir qualquer valor, desde que seja maior do que

zero, T > 0.

O integral da funcao matricial a integrar, equacao (4.41), tem de ser resolvido utilizando
um meétodo proprio e adequado para integracdo de funcbes matriciais. No entanto, a
integracao pode ser resolvida de forma aproximada por um método de integracao numérica
como por exemplo pelo método de Simpson composto.

Lembre-se que, fazer a exponencial de uma matriz, (- At), é diferente do que fazer a
exponencial somente de um valor. Em MatLab® a exponencial da matriz pode ser obtida

utilizando a funcao expm(...). Fazer expm(—At) é diferente de fazer exp(—At).

4.5. Controlo pelo Método Gramiano

As metodologias de controlo apresentadas nas seccoes (4.2 - 4.4) permitem estabilizar um
sistema linear em torno de um estado de referéncia. E se quisermos, para além da

estabilidade, controlar também o instante em que o sistema estabiliza? Isto €, indicar ao
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controlador para o sistema estabilizar num instante pré-definido? O controlo por matriz
Gramiana permite obrigar o sistema a atingir um dado estado de referéncia num dado
instante.

Este tipo de controlador tem muita utilidade nos misseis que tém como objectivo atingir o
alvo (estado de referéncia) num instante especifico, isto é, nem mais nem menos um
segundo. Com este tipo de controlo, o projectista pode fazer com que o sistema passe por

referéncias indicadas em instantes definidos.

Aplicando o controlo por matriz Gramiana ao Quadrotor, consegue-se fazer com que o
Quadrotor va de um waypoint (estado de referéncia x,(t,)) para um outro waypoint (estado
de referéncia x,(t;)) num tempo especifico [30], o que torna este método muito Util se
quisermos implementar, numa fase posterior ao controlador, um sistema de navegacao

autonomo.

4.5.1. Lei do Controlo por Matriz Gramiana
A lei do controlo que dirige o sistema (4.42) do estado x, = x(t,) para o estado x; = x(t;)
no tempo estabelecido t; com que t; >t,, ver figura (4.5.1), é dada pela equacao (4.43),
[301:
x = Ax + Bu (4.42)

xo(to)

Figura 4.5.1. Trajectoria definida por waypoints e respectivos instantes a serem alcancados.

u(t) — _BTeAT(t1—t). Pc(tl)_l' (eA(tl_tO)xO - xl) (443)

com a matriz P,(t) calculada por (4.44):

t

(t-7)
P.(t)= | eAtDB.BTeA" 4z 4.44
c

to

No caso do sistema ter que passar por varios estados de referéncia em tempo real,
Xo(to), x1(tq), ..., x5(t,), como por exemplo o Quadrotor ir passando de waypoint em

waypoint, nesta situacdo em que o instante final (¢t do proximo estado de referéncia) nao é
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conhecido com antecedéncia, a matriz P.(t) pode ser integrada a medida que o novo instante

vai sendo dado. Para o efeito, utiliza-se a equacao diferencial (4.45):

E.(t,7) = f(A,B,t,7) (4.45)
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Capitulo V - Estimador (Filtro de Kalman)

5.1. Introdugao

O filtro de Kalman é um filtro recursivo'® criado em 1960 pelo engenheiro Rudolf Emil
Kalman, que é capaz de estimar os estados de um sistema linear a partir de leituras
corrompidas por ruido, (ex: ruido na leitura de sensores).

A palavra recursiva neste contexto quer dizer que, ao contrario de certos conceitos de
processamento de dados, o filtro de Kalman nao precisa que toda a informacao anterior seja
armazenada em memoria e reprocessada todas as vezes que uma nova medida é tirada. Isto
torna-o vantajoso na sua implementacao pratica porque muitas vezes as plataformas
programaveis (ex: Arduino) tém restricoes de memoria.

Independentemente da conotacao tipica de um filtro como uma “caixa preta” contendo
redes eléctricas, na maioria das aplicacoes praticas o filtro de Kalman ¢ um programa de
computador implementado num processador central. Como tal, incorpora inerentemente
amostras de medicoes discretas ao invés de medicdes continuas no tempo.

Muitas vezes, as variaveis de interesse que descrevem o estado de um sistema nao podem
ser medidas correctamente, e portanto ha necessidade arranjar meios de estimar essas
variaveis a partir de outras variaveis disponiveis, isto é, as vezes nem todos os estados estao
disponiveis e ha necessidade de os estimar para descrever o problema. A deducao torna-se
assim problematica devido ao facto do sistema ser orientado por variaveis que nao as proprias
para o processo, mas sim por variaveis estimadas a partir de relagdes entre varias variaveis de
estado.

Por outro lado, as medidas das saidas sdo conhecidas com algum grau de incerteza, e
além disso, qualquer medida vai se degradando com algum grau de ruido e com algumas
imprecisoes dos instrumentos de medicdo (ex: sensores). Posto isto, uma solucao é
implementar um de estimador (filtro de Kalman) para extrair informacao valida do sinal

ruidoso e/ou degradado.

Uma outra aplicacdao do filtro de Kalman é também a medida de uma determinada
grandeza através de medicoes de varios sensores, cada um com a sua dinamica propria e com
erros caracteristicos, que fornecem informacao sobre uma determinada variavel. O desejado
€ combinar as leituras de todos os sensores de uma forma metodoldgica e optima, e obter o
valor dessa grandeza com mais exactidao (mais proxima da real possivel), (ex: medicao da
temperatura de uma sala acoplando a informacao de varios sensores). O filtro de Kalman
combina os dados fornecidos pelos varios sensores no instante actual com o conhecimento do
sistema no estado anterior, e gera um estado estimado das variaveis desejadas de tal forma

que o erro seja minimizado estatisticamente.

16 Filtro que usa uma ou mais das suas saidas como entradas.

51



Capitulo V - Estimador (Filtro de Kalman)

Em resumo, o algoritmo do filtro de Kalman agrupa toda a informacao que lhe possa ser
fornecido e, independentemente da precisao dessa informacao, estima o valor actual e mais

exacto possivel das variaveis de interesse, recorrendo a:

Conhecimento do sistema (estado anterior)

Dispositivos de medicao da dinamica (sensores)

Descricao estatistica dos ruidos do sistema (ruido Gaussiano por hipotese)
Erros dos sensores (matriz de covariancia do ruido dos sensores)

Incertezas na dinamica do modelo (matriz de covariancia do ruido do modelo/processo)

V V V V V V

Alguma informacao disponivel sobre as condicdes iniciais das variaveis de interesse

O ruido é considerado devido a perturbacdes como por exemplo imprecisdes nos sensores e
também devido ao facto de alguns termos do modelo nao-linear terem sido desprezados
durante a linearizacdo do sistema, (na expansdo em séries de Taylor de 1° ordem, ver
equacao (4.8)).

Posto isto, dado que o esperado é obter medicoes dos sensores (acelerometros e
giroscopios) com ruido e existir também um ruido associado ao proprio sistema, este capitulo
tem por objectivo o projecto de um estimador (filtro de Kalman) para estimar o nimero

maximo de variaveis de estado a partir da leitura somente dos sensores disponiveis.

5.2. Linearizacao do Sistema

As equacdes que descrevem a dinamica do sistema, (equacdes deduzidas no capitulo IlI),
nao sdo lineares. Nesta situacdo & comum linearizar as equacdes em torno de um ponto de
operacao porque um sistema linearizado facilita a formulacdo do filtro de Kalman e dos
controladores que controlam a posicao e da atitude do Quadrotor.

Tomemos como estado de referéncia/equilibrio para o processo da linearizacdo o vector
de estado, x.,, apresentado em (5.1), que ilustra o Quadrotor em voo estabilizado e

paralelamente ao solo.
Xeq=[¢p @8 yY PQR]" =[000000] (5.1)

A linearizacao do sistema requer também o vector de controlo no estado de equilibrio,
u.q. Este vector corresponde as tensoes, V,,V,,V; eV,, que quando aplicadas aos respectivos
motores, fazem com que o Quadrotor estabilize no estado de referéncia, x,,, pré-
estabelecido. Estas tensdes, [V, V, Va3 V,]" = [u; u, uz uy]” = u,,, séo calculadas de modo a

que a forca propulsiva total seja igual a forca gravitica, F, = F,.

52



Capitulo V - Estimador (Filtro de Kalman)

Dado que cada forca, F;, produzida por cada um dos motores em funcao da sua tensao

elétrica aplicada, V;, € dada, em kg, por (5.2), (ver seccdo 3.3.2):

Fi=(cVi—Vo) X g (5.2)

e que, as constantes c; e V;, que sao determinadas experimentalmente, sejam consideradas

iguais a (5.3):

¢; = 0.398 , Vo: = 1.00 (5.3)

a tensdo, V;, que faz com que a forca propulsiva total, F,, seja igual a massa total do
Quadrotor, F, [, = m, € calculada pela expressao (5.4), onde a forca propulsiva total, F,, em

kg, € repartida por cada um dos 4 rotores, F; = m/4.

(Vi—Vy)=m/4 o 0398V, — 1.00 = 0.540/4 (5.4)

Efectuando o calculo em ordem a V;, o vector de controlo de referéncia, u,,, resulta em
(5.5):

2.852
2.852
2.852
2.852

Ueq = ViV, Vo V)" = (5.5)

5.3. Analise do Sistema / Condi¢cées de Convergéncia

A convergéncia do filtro de Kalman depende de algumas propriedades do sistema.
Convergéncia significa que os erros das variaveis estimadas tentam tender para zero. Significa
isto, por outras palavras, que os valores das variaveis estimadas tendem para os seus valores
exactos.

A variancia de uma variavel ruidosa permanece limitada se o ruido ndo “empurrar” o valor
dessa variavel para fora de limites pré-estabelecidos. E precisamente o que acontece quando
o sistema é estavel. Se a variancia ultrapassar os limites quando essa variavel é afectada por
ruido, o sistema deixa de ser estavel. (Importante para as matrizes de covariancia Q, e Ry).

Posto isto, algumas propriedades como: atingibilidade, controlabilidade, e
observabilidade, tém de ser analizadas para que haja garantia de que o filtro sera

convergente, [33].
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5.3.1. Atingibilidade

Por definicao, a atingibilidade diz-nos se € possivel encontrar uma sequéncia de controlo,
u(t), tal, que um determinado estado arbitrario, x;, possa ser alcancado num tempo finito, a
partir de qualquer estado inicial, x,.

Existem varios métodos que permitem averiguar se um sistema é ou nao atingivel,
dependendo da singularidade da matriz de estado do sistema, (matriz A). Esta propriedade da
matriz de estado indica se a matriz é ou nao invertivel, e pode ser analizada através do
calculo do determinante.

Relativamente a matriz de estado, A, para o controlo da atitude do Quadrotor, verifica-se
que o determinante é nulo, det(4) = 0, indicando que A ndo tem inversa, e logo, que A é

singular, o que nos diz imediatamente que o sistema nao é atingivel.

5.3.2. Controlabilidade

A controlabilidade de um sistema diz-nos se é possivel encontrar uma sequéncia de
controlo, u(t), tal que o estado de referéncia, x,,, possa ser alcangado num tempo finito a
partir de qualquer estado inicial, x,, na vizinhanca de x.,.

No caso de matrizes singulares, um sistema é controlavel se existir um valor i, tal que a
matriz elevada a esse valor iguale a zero, A’ = 0. Posto isto, verifica-se que a atitude do
Quadrotor é completamente controlavel, cumprindo-se esta igualdade para i = 4, A* = 0.

Um outro método que permite verificar a controlabilidade de um sistema é através da

matriz de controlabilidade indicada por (5.6):
M, =[BABA?B .. A"B] — matriz nXnp (5.6)

onde p representa o nimero de variaveis de controlo do sistema, e n o nUmero de variaveis

de estado.

Com a matriz de controlabilidade, M., descrita pela equacdo (5.6), o sistema é
completamente controlavel se a ordem da matriz for igual ao nUmero de variaveis de estado,
isto é, se rank(M,) = n. Recorrendo a uma funcéo disponivel pelo MatLab®, (5.7), verifica-se
que a atitude do Quadrotor ¢é completamente controlavel, rank(M,) =6 =n,
x=[pO0yYPQR].

M, = ctrb(4, B) (5.7)

5.3.3. Observabilidade

A observabilidade de um sistema diz-nos se é possivel estimar o seu estado, x(t), a partir
somente da observacao das suas saidas, y(t). Um sistema é completamente observavel se o

estado, x(t), puder ser calculado a partir da saida, y(t), num tempo finito, t, <t < t;.
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Esta propriedade do sistema pode ser verificada através da ordem da matriz de
observabilidade (5.8), em que C representa a matriz de saida, n o nimero de variaveis de

estado, e g o nimero de variaveis de saida do sistema.

M,=| CA —  matriz ng Xn (5.8)

i

A matriz (5.8) também pode ser obtida recorrendo & funcdo equivalente em MatLab®,
(5.9):
M, = obsv(4, () (5.9

Um sistema observavel tras um interesse acrescido no que diz respeito a instrumentacao,
na medida em que a partir de um nUmero restrito de variaveis de estado, (ex: x;,x,,x3), €
possivel estimar outras variaveis de estado distintas, (ex: x4, xs,xs), 0 que permite reduzir o

numero de sensores necessarios para a obtencdo do estado do sistema.

Confirmadas as trés propriedades (atingibilidade, controlabilidade e observabilidade),
essencias para que o filtro de Kalman seja convergente, estamos aptos a avancar para a sua
formulacdo matematica. Note-se que o sistema ndo precisa de ser atingivel mas precisa de

ser completamente controlavel e observavel.

5.4. Formulacdo Matematica do Filtro

A formulacdo matematica do filtro de Kalman requer que sejam impostas trés condicoes:
a) linearizar o sistema, b) assumir que o ruido é branco, e c) assumir que o ruido tem uma

distribuicao Gaussiana.

a) Linearizar o Sistema
O modelo do sistema tem de ser linear. Muito regularmente, mesmo na presenca de nao
linearidades, € comum considerar uma aproximacao linearizando o sistema em torno do ponto

de operacao, dado que € mais facil trabalhar com sistemas lineares.
b) Assumir que o Ruido é Branco

A hipotese de considerar ruido branco significa que o ruido tem a mesma poténcia em toda

a gama de frequéncias, ver figura (5.4.1), o que simplifica a matematica envolvida no filtro.
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c) Assumir que o Ruido tem uma Densidade Gaussiana

Se considerarmos que o ruido tem densidade Gaussiana, existem tipicamente duas
propriedades estatisticas que sao facilmente determinaveis e que caracterizam um sinal
ruidoso, a média, u, e a variancia, o2. Por esta razao, assume-se que o ruido é Gaussiano e
por conseguinte o processo de filtragem é simplificado do ponto de vista matematico.

A figura (5.4.2) apresenta a distribuicao de um sinal ruidoso de densidade gaussiana. O
eixo da abcissas representa a amplitude do sinal, em [volt], e o eixo das ordenadas a

probabilidade dessa tensao ocorrer ao longo do tempo.

»

&

encia

Pot

u-1,96¢ n+1,960
| 5% |
> I 1
u-2,58¢ u+2,58¢

Frequéncia | %

Figura 5.4.1. Representacao do ruido branco Figura 5.4.2. Distribuicao Gaussiana (ou Normal) do
no dominio da frequéncia. ruido.

A figura (5.4.3) mostra a forma de onda de um ruido branco com distribuicdo Gaussiana.

Amplitude do 4
Ruido, [V]
Amplitudedo 437 R
Ruido, [V] T

2 4

PV)

Figura 5.4.3 Forma de onda de um ruido branco com distribuicdo Gaussiana.

A figura (5.4.3) ilustra a forma de onda do ruido que o filtro de Kalman admite. E um ruido
constituido por varias frequéncias, tem uma média, u, e uma variancia, o2, e a sua poténcia
varia de igual forma em todas as frequéncias ao longo do tempo. (A poténcia do ruido pode

variar ao longo do tempo mas varia da mesma maneira em todas as frequéncias).
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Apresentados os conceitos que o filtro de Kalman pressupde por hipéteses, estamos aptos
a avancar para a sua formulacdo matematica. Comecando pela forma de estados linearizada e
continua do tempo de um sistema, (5.10):

{J'C = Ax + Bu + Gw (equagao do estado) (5.10)

y=Cx+Du+Hw+v (equagido da saida/medida)

As variaveis estocasticas v e w que representam, respectivamente, o ruido que afecta as
medicoes dos sensores (ruido dos sensores) e o ruido do processo (ruido que afecta toda a
aeronave), sao caracterizadas pelas suas respectivas matrizes de covariancia R, (5.11), e Qy,
(5.12).

R, = E{vv"} (5.11)

Qr = E{wwT} (5.12)

A matriz de covariancia do ruido do processo, Q,, € a matriz de covariancia do ruido dos
sensores, R,, mudam a cada medicao efectuada, consoante as perturbacées que afectam o
sistema e os dados dos sensores, ao longo do tempo.

Segundo o orientador (Prof. Doutor Kouamana Bousson), a NASA (National Aeronautics and
Space Administration) tem um departamento dedicado Unico e exclusivamente a
determinacdo das matrizes de covariancia, Q, e R,, dos estimadores (ex: filtro de Kalman)
implementados nas suas aeronaves. Pela sua complexidade e por nao ser de relevancia no
ambito desta dissertacao, as matrizes de covariancia, Qy e R, sdo consideradas constantes ao

longo do tempo para simplificar a formulacao do filtro.
A solucao optima do filtro de Kalman discreto é dada por (5.13), [33]:

{J?(n) = A*2(n = 1) + B*[u(n) ym)]"

$(n) = C¥2(n — 1) + D*[u(n) y(m)]” (5.13)

onde as matrizes A¥, B¥, C¥ e D* provém da discretizacdo do sistema continuo, e sao
calculadas por (5.14 - 5-17), [33]:

Ak =T1-LC (5.14)
B* =[-LD L] (5.15)
ck=cC{-LC) (5.16)
Dk =[(I-cCcL)D CL] (5.17)

A matriz de ganho do filtro, L, actualiza o estado do sistema a cada instante, x(n),
recorrendo a saida actual, y(n), ao controlo actual, u(n), e ao estado anterior, £(n — 1),
como descrito pela equacao (5.13). Reescrevendo a equacgao (5.13) de uma maneira diferente

obtém-se a equacao dos estados estimados (5.18).
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x(n)=x(n—-1)+ L(y(n) —Cx(n—-1) - Du(n)) (5.18)

A equacdo que permite estimar as varidveis de estado a cada passo, (5.18), requer a
matriz de ganho do filtro, L. Esta matriz de ganho é calculada de modo a que o erro do
estado e o erro da saida, e, e e, respectivamente, sejam minimizados.

Estes erros calculam-se da forma (5.19) e (5.20) e sao minimizados quando o estado

estimado, X, minimiza a covariancia do erro apresentado na equacao (5.21).

ex=x—x=Clx—2)+v (5.19)
ey=y—-9=A-LO(x—%)+G6w—Lv (5.20)
P=FE{(x —®)(x-2)T} (5.21)

A minimizacao do erro P, equacao (5.21), é obtida resolvendo a equacéo algébrica de

Riccati simplificada (5.22), cujo seu minimo € igual a matriz de ganho L, [33].

L =PCT(CPCT +R,)™! (5.22)

5.5. Implementacéao do Filtro de Kalman em MatLab

A implementacdo do filtro de Kalman em MatLab® requer as matrizes do espaco de
estados, 4,B,C e D, e as matrizes de covariancia do ruido do processo e do ruido dos sensores,
Qy e Ry, respectivamente.

Dadas as matrizes, A,B,C e D, pela linearizacao do sistema, elimina-se todos os estados

nao controlaveis ou ndo observaveis recorrendo a funcao em MatLab® (5.23), [35]:

sysm = minreal(ss(4, B, C, D)) (5.23)

e obtém-se novas matrizes A,B,C e D com variaveis de estado somente completamente

controlaveis e observaveis.

Através destas novas matrizes, 4, B,C e D, obtém-se a forma do espaco de estados, (sys),
com a funcao (5.24), [35]:

sys = ss(A,[B G],C,[D H)) (5.24)

com as matrizes G e H definidas da forma (5.25) e (5.26):
G = eye(6,6) (5.25)

H = zeros(6,6) (5.26)
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A matriz G € uma matriz [n X n,,s], €m que n representa o nimero de variaveis de estado
totais do sistema e n,,; 0 nUmero de variaveis observaveis, é definida pela matriz identidade
por nado se saber a forma como o ruido do processo, w, influencia na equacao de estado do
sistema, ver equacao (5.10).

A matriz H € uma matriz [g X n,,s], €m que g representa o nimero de saidas do sistema, e
€ definida como nula porque assume-se que o ruido do processo, w, nao afecta a saida do

sistema, v, ver equacao (5.10). Somente o ruido dos sensores, v, € que afecta.

A matriz de saida do sistema, C, é uma matriz [q X n], em que g € o nimero de saidas dos
sistema, é definida pela matriz identidade, por hipétese de que a saida do sistema € igual ao
estado, y = x.

A matriz D, (feedforward matrix) € uma matriz [q X p], em que g € o nUmero de saidas e p
o nimero de entradas, € assumida como nula porque a saida, y, do sistema em causa nao é

realimentada pelo vector de controlo, u.

Para as matrizes de covariancia do ruido que afecta o processo e do ruido que afecta os
sensores, Q, e R, respectivamente, assume-se que sao iguais e de valores muito pequenos

porque nao se conhece os seus valores reais, exemplo (5.27 e 5.28):
Qr =107* x I(6) (5.27)
R, =10"*x 1(6) (5.28)

A matriz de covariancia do ruido do processo, Q,, tem dimens&do [6 X 6] porque o sistema
que estamos a trabalhar (atitude do Quadrotor) tem somente 6 estados controlaveis e
observaveis.

A matriz de covariancia do ruido dos sensores, R,, tem também dimensao [6 x 6] porque
sO é possivel medir 6 saidas: 3 velocidades angulares em torno de cada eixo do Quadrotor,

P,Q eR, e os 3 respectivos angulos de Euler, ¢,0 e .

O projecto de um estimador pode ser de dois tipo: ou o estimador é continuo no tempo, ou
entdo é discretizado no tempo. Como o filtro de Kalman tem de ser implementado numa
plataforma digital, (ex: microcontrolador Arduino), a opcdao adequada é escolher o filtro
discreto no tempo, o que implica que se tenha de definir um parametro muito importante, a
taxa de amostragem, t,. Esta taxa depende da frequéncia a que o sinal é discretizado, e aqui

é considerada igual a t; = 0.001 segundos, (famostragem = 1kHz).
O filtro de Kalman discreto no tempo é obtido em MatLab® com a funcdo apresentada em

(5.29):
Kest = kalmd(sys, Qy, Ry, t5) (5.29)
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cujo resultado, Kest, contém as matrizes essenciais, A*, B¥, C*¥ e D¥, para a implementacao
do filtro, [35].

Na figura (5.5.1) é apresentada um diagrama de blocos do filtro de Kalman para auxiliar a

compreensao fisica do que é o estimador.

(Vector de Estado Estimadao)

recare conret) e A —
" Quadrotor F(n) = ¢*%n — 1) + D*[u(n) y0)]" e 53
W g x ¥ (Vector de Saida Estimado)

(Ruida dos Processo) (Vector de Estado) (Vector de Saida) Filtro de Kalman

v

(Ruido dos Sensores)

Figura 5.5.1. Diagrama de blocos do filtro de Kalman discreto, (estimador de Kalman).

5.6. Implementacdo do Estimador de Kalman numa Plataforma
Digital

A implementacao do estimador de Kalman (equacdes 5.13 ou 5.18) numa plataforma
digital (ex: Arduino) pode ser simplificada utilizando para o efeito a equacao dos estados

estimados (5.30) [33], a qual requer somente as matrizes A* e B¥ para estimar as 6 variaveis

de estado que definem a atitude do Quadrotor, [¢ 6 Y P Q R].
(k) = A*2(k — 1) + B*u(k) (5.30)

Na equacdo (5.30), os estados estimados a cada instante k, x(k), sao calculados
recorrendo as entradas actuais, u(k), e aos estados estimados no instante anterior k — 1,
Z(k — 1). Cada instante (passo) é definido pela letra k e nao pela letra t, para nao induzir em

erro do filtro ser continuo. A equacao (5.30) refere-se ao filtro discreto.

A inicializacao do algoritmo do filtro, equacao (5.30), requer o vector de estado estimado
inicial, x(k = 0). Se assumirmos o Quadrotor nivelado e a apontar para Norte, o vector de
estado inicial, £(0), é dado por (5.31) :

%0(0) = [¢pg 8y Yo Po Qo RO]T =[00000 O]T (5.31)

Depois de inicializado o algoritmo de Kalman, o vector de estado estimado, z(k), é

utilizado para realimentar o controlador LQR cuja lei de controlo é dada por u = —Kx,

(capitulo IV).
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5.7. Estimador (Nao necessariamente de Kalman)

Um estimador é chamado por estimador de Kalman somente quando associado ao
controlador LQR. Para outro controlador sem ser o LQR, como por exemplo o controlador de
Batz-Kleinman, ou o de Elkrief, o estimador deixa de ser chamado filtro de Kalman e passa a
ser chamado simplesmente por estimador, [34].

Um estimador pode ser formulado recorrendo ao espaco dual do sistema. O espaco dual é
um espaco virtual, que nao representa o sistema fisicamente, mas que o permite controlar a
custo zero, (ndo gasta energia para controlar o sistema como no espaco primal), o que o torna

uma mais-valia para a obtencao da equacao do estimador.

Transportando o sistema para o espaco dual, a matriz de estado, A, representa-se por A4 e

€ obtida pela sua conjugada e pela transposta como indicado na equacao (5.32):
A% = (AT = (A7) (5.32)

Se a matriz A for composta apenas por elementos reais, como é o caso da matriz de estado

do Quadrotor, a sua matriz dual, A4, pode ser obtida simplesmente pela transposta, A% = A”.

Um sistema no espaco primal, equacao (5.33), transportado para o espaco dual toma a
forma (5.34), [34]:

Espaco Primal (Espaco Fisico Real):

x =Ax + Bu
{y =Cx+Du (5:33)
Espaco Dual (Espago Virtual):
z2=A%+C%
5.34
{w = B%z + D% (5.34)

Para o sistema em causa (atitude do Quadrotor), as matrizes 4, B,C e D sao todas reais, e
portanto do sistema (5.34) pode tomar a forma (5.35):

C T T
{Z—A z+CTv (5.35)

w=BTz+DTv

Uma conclusdo muito importante que advém do teorema da dualidade é a relacao
existente entre o espaco primal e o espaco dual: “Um sistema controldvel no espaco primal
corresponde a um sistema observdvel no espaco dual, e um sistema controldvel no espaco

dual corresponde a um sistema observdvel no espaco primal”, [34].
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Tome-se em atencao que o teorema da dualidade de Kalman nao quer dizer que um
sistema controlavel é um sistema observavel, nem que um sistema observavel é controlavel.

0 que quer dizer € que ha uma correspondéncia de um espaco para outro.

A resposta de como implementar um estimador esta no teorema da dualidade de Kalman:
Recorre-se ao espaco dual e implementa-se um controlador. Ao implementar um controlador
no espaco dual, estamos automaticamente a implementar um estimador no espaco primal,
[34]. Este € um caminho que permite implementar um estimador de uma forma muito mais

facil que o método classico apresentado no inicio deste capitulo.

Espaco Primal (Real) Espaco Dual (Virtual)

(X) controlavel S (%) observavel

(=) controlavel

0

(X) observavel

0 erro do vector de estado, e,, € dado pela diferenca entre o vector de estado exacto, x,
e o vector de estado estimado, x, (e, = x —X). A derivada do erro, ¢é,, traduz-se pela

equacao dinamica (5.36):

by =x—%=Ax— A% = A(x — %) = Ae, (5.36)

O erro do vector de saida estimado, e,, relaciona-se com o erro do vector de estado

estimado, e,, pela matriz de saida, C, equacao (5.37).
e, =Cey (5.37)

O objectivo é fazer com que o erro do vector de estado, e,, tenda para zero para que o
vector de estado estimado, X, tenda para o vector de estado exacto, x. Se o erro e, for nulo,
o estado estimado sera igual ao estado exacto, (e, = x — %).

A equacdo dinamica que descreve o erro, (5.36), depende somente da A e de e,, nao
havendo, desta forma, maneira de o controlar. Se quisermos controlar o erro e fazé-lo tender
para zero, e, — 0, recorremos a dualidade de Kalman, e aqui podemos controlar.

As equacgdes (5.36) e (5.37) compdem os erros de modelo no espaco primal. As suas

equacoes correspondentes no espaco dual sao (5.38), [34]:

L (5.38)

{e’,‘f = A%% + C%

ey

cujo vector v representa o vector de controlo do erro no espaco dual.
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A correspondéncia linear entre o espaco primal e o espaco dual implica que o erro primal,
e,, estabiliza em zero se, e s se, o erro dual, e, estabilizar também em zero. Este erro
dual, e2, é forcado a estabilizar em zero encontrando a matriz de ganho de um controlador
em malha fechada para o sistema (5.38), com lei de controlo igual a v = —L%4, [34].
Na teoria dos controladores LQR, a matriz L% calcula-se da forma (5.39):
L% = R71cP (5.39)
cuja matriz P é solucdo da equacao de Riccati (5.40):

AP + PA% —PCYR™ICP+Q =0 (5.40)

em que a matriz Q é positivamente semi-definida, Q =0, e a matriz R positivamente

definida, R > 0.

A equacao do erro no espaco dual é dada por (5.41), [34]:

64 = (A% — C4h)ed = (A — LC)%el (5.41)

e a sua equacao correspondente no espaco primal é (5.42):

6, = (A—LC)e, (5.42)

Recorrendo a definicao do erro, (e, = x — &), a equacao (5.42) resulta em (5.43):

x—X=A(x—%)—LC(x — %)
Xx—%=A(x—-%)—L(y—CR&) (5.43)
Xx—%=Ax—A% —L(y — C®)

e fazendo a substituicdo x = Ax na equacado (5.43), obtém-se a equacao do observador,

continuo no tempo, que permite estimar o vector de estado do sistema, equacao (5.44), [34].
% =A%+ L(y — CX) (5.44)

A matriz de ganho, L, na equacéo (5.44), pode ser obtida de varias maneiras, dependendo
do tipo de controlador escolhido. Se L for obtida pelo controlador LQR (L = K), o estimador

chamar-se-a estimador de Kalman, se L for obtida por outro controlador (ex: Elkrief, Batz-

Kleinman, etc), o estimador chamar-se-a simplesmente estimador.
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Capitulo VI - Simulacao e Discussao dos Resultados

Neste capitulo sao apresentadas simulacdes do controlo por referéncias programaveis da
posicao e da atitude (12 estados) do Quadrotor pelo controlador de Batz-Kleinman [32].
Seguidamente sdo apresentadas simulacées com énfase no controlo da atitude (6 estados)
pelos controladores: LQR [30], Elkrief [32], Bar-Shalom [32], Batz-Kleinman, e Gramiano [30].

Em todas as simulacdes, parte-se do principio que o Quadrotor ndo faz manobras
acrobaticas, e por conseguinte as equacdes utilizadas quer na simulacdo do controlo da
posicao e da atitude quer somente no controlo da atitude sao expressas em termos de angulos
de Euler e nao em termos de quaternides.

Posteriormente, é apresentada a simulacdo de um estimador de Kalman com o intuito de
estimar a atitude do Quadrotor. Para efeitos de simulacdo é adicionado ruido gaussiano as
saidas do sistema para imitar os erros introduzidos pelos sensores (acelerémetros e
giroscopios). O estimador de Kalman filtra esse ruido e fornece valores mais fiaveis das
variaveis de estado correspondentes a atitude, ¢,6,9 e P,Q,R.

Por fim ¢é indicada a forma como as variaveis de controlo, u = [u; u, us u,]” sao

convertidas em sinais PWM, sinais estes aplicados aos ESC’s de cada motor.

6.1. Controlo da Posicao e da Atitude (Batz-Kleinman)

Nesta seccdo é apresentada a simulagao do controlo da posicao e da atitude do Quadrotor.
O controlador escolhido para simulacao é o controlador de Batz-Kleinman por permitir um
ajuste da forma como o sistema estabiliza (mais rapidamente ou mais lentamente) e também
por permitir actuar sobre a magnitude das variaveis de controlo. Este ajuste é feito através

de um parametro designado por t.

6.1.1. Estados de Referéncia

O controlo é por referéncias programaveis, o que significa que o operador indica os
estados de referéncia, x.,'s, para os quais o Quadrotor estabiliza, (piloto automatico).

Considerei para efeitos de simulacdo 4 intervalos de tempo distanciados de 5 segundos
cada um. Entre 0 e 5 segundos o sistema tem o estado x.,,, entre 5 e 10 segundos tem o
estado x.,,, € assim sucessivamente terminando a simulagao ao fim de 20 segundos com o
estado x,q 4.

Considerei ainda uma perturbacao inicial de 10% do primeiro estado de referéncia, isto &,
a simulagao inicia-se com x, = x4 + 0.10x4 ;-

Nas equacdes (6.1-6.4) sdo apresentados os vectores de estado de referéncia, x,'s,

considerados na simulacao do controlo da posicao e da atitude.
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Segundo a disposicao dos eixos do Quadrotor em que x’' aponta para a frente, y' para a
direita e z' para baixo, ver figura (3.1.2), as referéncias consideradas na simulacao
correspondem a: inicialmente o Quadrotor esta pairado a 1 metro de altitude; ao fim de 5
segundos desloca-se para a frente 1 metro mantendo a mesma altitude; passados 10 segundos
desloca-se para a direita 1 metro mantendo a altitude e o deslocamento longitudinal anterior;
e passados 15 segundos eleva a sua altitude para 3 metros mantendo ambos os deslocamentos

anteriores.
Xeq1 =[XYZ ¢0¢p UVW PQR]"=[00(—1) 000 000 000]", t€[0,5[s (6.1)
Xeq2 =[XYZ ¢80y UVW PQR]"=[10(-1) 000 000 000]", t€[510[s (62)
Xeqzs =[XYZ ¢80y UVW PQR]"=[11(-1) 000 000 000]", t€[10,15[s (6.3)

Xeqa =[XYZ O UVW PQRI"=[11(-3) 000 000 000]", t€[1520]s (6.4)

Os vectores de controlo de referéncia, u,,'s, sao obtidos igualando a zero as equagdes que
governam a posicao e a atitude do Quadrotor, equacoes (3.37). A resolucao do sistema de
equacoes (3.37) é conseguida do mesmo modo que resolve um problema de optimizacdo. O
MatLab® possui uma funcdo que permite optimizar um conjunto de equacdes nao-lineares
como as equacoes (3.37) que se chama Isqnonlin(...).

Nas equagdes (6.5-6.8) seguem-se os vectores de controlo de referéncia, u,,'s, a aplicar
ao sistema de modo a que o sistema estabilize nos estados de referéncia indicados em (6.1-
6.4).

Upq1 = [2.852 2.852 2.852 2.852]" , t€[0,5s (6.5)
Upq, = [2.852 2.852 2.852 2.852]T , t€[510[s (6.6)
Upqs = [2.852 2.852 2.852 2.852]" , t€[10,15[s (6.7)
Upqs = [2.852 2.852 2.852 2.852]" , t € [15,20]s (6.8)

Note-se que todos os vectores de controlo de referéncia, u,,'s, sdo iguais. Séo iguais
porque, tratando-se do controlo da posicao e da atitude, as Unicas variaveis de estado que
podem ser alteradas sdo as variaveis correspondentes a posicao do Quadrotor (coordenadas X,
Y e Z). Como se pode compreender, nao se pode impor uma determinada atitude ao
Quadrotor diferente de zero (¢ # 0 ou 8 # 0) sem que a sua posicao varie.

Em qualquer estado de referéncia indicado de (6.1) a (6.4), a atitude do Quadrotor
corresponde sempre a situacao em que o Quadrotor esta paralelo ao solo independentemente
da sua posicao, ou seja, a situacao em que ¢ = 8 =y = 0. Para esta situacdo, o vector de
controlo, u., = [V, V, V3 V,]", corresponde as tensées aplicadas aos motores de modo a que a
forca total produzida pelos 4 motores seja igual ao peso total do Quadrotor, F, = mg. Estas
66



Capitulo VI - Simulacado e Discussao dos Resultados

tensdes correspondem a 2.852 Volt para cada motor como comprovado nas equacdes (5.2-
5.5).

6.1.2. Linearizacao do Sistema

As equacdes que governam a posicao e a atitude do Quadrotor, equacoes (3.37), nao sao
lineares. Uma vez que o controlador de Batz-Kleinman apresentado no capitulo IV aplica-se a
sistemas lineares, torna-se necessario linearizar o sistema em torno dos estados de
equilibrio/referéncia.

A linearizacao consiste em obter as matrizes A e B calculadas da forma indicada por (4.13)
e sao calculadas para cada ponto de referéncia x.,; € u.,;. Por questbes de estética da

dissertacao, estas matrizes encontram-se no anexo B.1.

6.1.3. Controlabilidade e Observabilidade

Feita a linearizacdo do sistema, isto €, depois de obtidas as matrizes de estado e de
controlo, A e B, respectivamente, é feita uma analise para averiguar se o sistema, composto
pelas 12 equacodes, (3.37), é completamente controlavel e observavel.

Os conceitos de controlabilidade e de observabilidade sao apresentados no capitulo V
(seccoes 5.3.2 e 5.3.3) e a sua analise resume-se a verificar se a ordem da matriz de
controlabilidade, M., e a ordem da matriz de observabilidade, M,, sdo iguais ao niumero de
variaveis do vector de estado, n.

A matriz de controlabilidade, M., e a matriz de observabilidade, M,, sao obtidas em
MatLab® recorrendo as funcdes ctrb(4,B) e obsv(4,(), respectivamente, como indicado nas
equacoes (6.9) e (6.10). Na equacao (6.10), considera-se que a saida do sistema é igual ao seu
estado, isto é, y = x, e por conseguinte a matriz de saida, C, é igual a matriz identidade,
C =eye(12).

Devido as suas enormes dimensdes, as matrizes M, e M, nao sdo mostradas nesta seccao.
Contudo podem ser vistas executando o programa main_BatzKleinman_sem_quat gravado no
CD.

Verifica-se que a ordem de ambas as matrizes M, e M, é igual a dimensado do vector de
estado, n, indicando que a posicao e a atitude do Quadrotor sdo completamente controlaveis

e observaveis, equacdes (6.9) e (6.10).
rank(M,) = rank([B AB A?B .. A" 'B]) = rank(ctrb(4,B))=12=n (6.9)

rank(M,) = rank([C CA CA*... CA" ") = rank(obsv(4,C)) =12 =n (6.10)

6.1.4. Ganhos do Sistema

A matriz de ganho do sistema em malha fechada pelo método de Batz-Kleinman, L, é dada
pela expressdao (6.12) como mencionado no capitulo IV, cujo limite superior do integral

(6.13), 7, pode assumir qualquer valor, desde que seja maior do que zero, 7 > 0. Quanto
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menor for 7, maior é a magnitude do controlo e o sistema estabiliza mais rapido. O mesmo
também ocorre ao contrario, quanto maior for 7, menor é a magnitude do controlo e a
resposta do sistema € mais suave.

A matriz de ganho, L, é apresentada no anexo B.2 para t = 0.8 e para t = 2.0 para cada
um dos pontos de equilibrio/referéncia x.,; € ueq;-

Tendo a matriz de ganho, L, o vector de controlo, u, é calculado da forma (6.11).

U= Ugg — L(x — Xeq) (6.11)
com:
L=BTP()! (6.12)
em que: .
P(r) = J e~AtB BTe=ATt gt (6.13)

0

6.1.5. Algoritmo de Butcher - Resolucdo das Equacdes Diferenciais

As equacoes diferenciais linearizadas (6.14) ou mesmo as equacdes nao-lineares, (3.37) da
dindmica de voo do Quadrotor precisam de ser resolvidas. E necessario calcular o préximo
estado, x;.,,, recorrendo ao estado e ao controlo no instante anterior, x; e u,.

Em todas as simulacoes efectuadas ao longo desta dissertacao, as equacdes diferenciais
que governam a posicao e atitude do Quadrotor sao resolvidas pelo algoritmo de Butcher

descrito pela equacao (6.15), [36].
X =Ax +Bu = f(x,u) (6.14)

Xiews = Xy + o= (Thy + 32ks + 12k, + 32ks + Tke) (6.15)
com:

ky =dt. f (xp, uy)

ky = dt. f(x + ko /4w)

ks = dt. f(x + ki /8 + k/8,1)

ky = dt. f (g — ko/2 + k3, )

ks = dt. f(x; + 3k1/16 + 9k, /16,1,)

ke = dt. f(x, — 3ky/7 + 2ky /7 + 12k3/7 — 12k, /7 + 8ks/7, )

As variaveis k;'s (com i = 1, ...,6) alimentam o algoritmo e sao calculadas em cada instante
pelo produto do passo de simulacao, dt, pelo resultado da funcao f(x,u) = Ax + Bu. O passo
de simulacdo considerado em todas as simulacoes € de dt = 0.005 segundos, e a simulacao é
feita em intervalos sucessivos de 5 segundos cada um, tendo a duracao total de simulacao de

20 segundos, (1000 pontos por intervalo).

68



Capitulo VI - Simulacado e Discussao dos Resultados

6.1.6. Resposta do Sistema - Posicdo e Atitude

Executando o programa main_BatzKleinman_sem_quat gravado no CD obtém-se a
simulacao do controlo da posicao e da atitude do Quadrotor. A resposta do sistema apresenta-
se nas figuras (6.1) a (6.4) para 7 = 0.8 e nas figuras (6.6) a (6.9) para t = 2.0. As figuras (6.5)
e (6.10) mostram os sinais de controlo a aplicar aos motores de modo a obter as respostas

respectivamente com 7 = 0.8 e com 7 = 2.0.

Posicéo e Atitude - Batz-Kleinman com t = 0. 8:

4
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. 7 N —
E o5f =
oL
0 : : : : : : : : -4 : : : : : ; : : : :
0 2 4 6 § 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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1r oL v
. 73 A —
E o5t £
2
0 r r r r ¢ : : : : : 4 : : : : : : : : : :
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo [s] Tempo [s]
or ar
1 .
E €0 N\ N~
E 4 £ Vo
3k . . . . . : , 4 : : : : : : : : : :
2 4 6 s 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo [s] Tempo [s]
Fig. 6.1. Posicao do Quadrotor no Rygp. 7 = 0.8. Fig. 6.2. Velocidades lineares do C.G do

Quadrotor segundo R .. T = 0.8.
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Fig. 6.3. Atitude do Quadrotor no Rygp. T = 0.8. Fig. 6.4. Velocidades angulares do Quadrotor

segundo Rypc. T = 0.8.
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Fig. 6.5. Tensdes aplicadas a cada motor. 7 = 0.8.
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Posicao e Atitude - Batz-Kleinman com t = 2.0:
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Fig. 6.6. Posicao do Quadrotor no Rygp. T = 2.0. Fig. 6.7. Velocidades lineares do C.G do

Quadrotor segundo R p.. T = 2.0.
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Fig. 6.8. Atitude do Quadrotor no Rygp. T = 2.0. Fig. 6.9. Velocidades angulares do Quadrotor
segundo Rypc. T = 2.0.
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Fig. 6.10. Tensoes aplicadas a cada motor. 7 = 2.0.

Fazendo uma comparacao entre a resposta do sistema com t = 0.8 (figuras 6.1 a 6.4) e
com t = 2.0 (figuras 6.6 a 6.9), verifica-se que a velocidade de resposta aumenta com a
diminuicdo da constante 7, isto €, o sistema estabiliza mais rapidamente para valores de t

menores. Por outro lado, quanto menor é 7, maior € a magnitude das tensbes aplicadas aos
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motores. Interpretando fisicamente, a logica que esta por detras é que se queremos que o
sistema estabilize mais rapido temos de lhe fornecer mais energia. O contrario também
sucede para valores de t maiores. O sistema estabiliza mais lentamente e a resposta do
sistema € mais suave o que implica consequentemente que a magnitude das variaveis de
controlo seja menor.

Um aspecto importante a considerar relativamente a 7 € que, uma vez que quanto menor
€ o seu valor maior a velocidade de resposta do sistema, existe um valor minimo atribuivel a t
para além do valor minimo de zero. Para as referéncias utilizadas nesta simulacao (ver
equacdes 6.1 a 6.4), o valor de T minimo admissivel € de t = 0.6. Para valores entre t =
10,0.5] o controlador deixa de ter capacidade de estabilizar o sistema. O valor de 7 = 0.6 foi
detectado por tentativa e analise da resposta do sistema.

Note-se que com 7 = 0.8, o deslocamento longitudinal para a frente (segundo x) de 1 m
demora cerca de (6.5 —-5) = 1.5seg, ver figura (6.1), enquanto que com 7 = 2.0, 0 mesmo
deslocamento é feito num periodo mais alargado de (8 —5) = 3seg, ver figura (6.6). O
mesmo se passa para o deslocamento lateral e para o deslocamento vertical. Com 7 =0.8, o
deslocamento lateral para a direita (segundo y) é feito em cerca de (11.5 —10) = 1.5seg, e
o deslocamento vertical (segundo z) de 2 m para cima é feito em cerca de (17 — 15) = 2 seg,
ver figura (6.1). Com 7 = 2.0, os mesmos deslocamentos decorrem aproximadamente em
(13 —-10) = 3 seg segundo y, e (19 — 15) = 4 seg segundo z, ver figura (6.6).

Repare-se relativamente a posicdo do Quadrotor para 7 = 0.8, ver figura (6.1), cada vez
que o Quadrotor de desloca longitudinalmente (segundo x) ou lateralmente (segundo y), ha
uma pequena variacao da sua altitude decaindo cerca de 25 cm. Este decaimento deve-se ao
facto de que como o sistema tem tendéncia a estabilizar muito rapidamente, a partir do
instante em que o Quadrotor se inclina para um dos lados, ¢ # 0 ou 8 # 0, a forca propulsiva
total, F,, decompde-se em dois vectores: um que aponta para cima, F,,, € outro que aponta
para o lado da inclinagao, F,, ou F,,, respectivamente. Como o controlador tem de manter a
altitude constante, aumenta as tensdes de todos os motores para compensar esta ligeira
perda de altitude, ver figura (6.5). Ja com 7 = 2.0, a resposta do sistema € mais suave e esta
perda de altitude praticamente ja nado se faz sentir.

Atentando para a figura (6.3) nota-se que cada vez que ha uma alteracado da tensdo dos
motores, isto €, de 5 em 5 segundos, ha uma alteracao minUscula do angulo de guinada, ¥, na
ordem dos 1075 devida a0 momento aerodindmico das hélices. E o mesmo principio que faz

com que o Quadrotor gire em torno do eixo z.

6.2. Controlo da Atitude

Esta seccdo enfoca no controlo por referéncias programaveis da atitude do Quadrotor (6
equacdes). Sao indicados os estados de referéncia, x.,'s, € feita uma linearizacao do sistema

para cada estado de referéncia, a controlabilidade e a observabilidade sao analisadas, e
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seguidamente sao apresentadas simulacdes do controlo da atitude por diferentes

metodologias de controlo: LQR, Elkrief, Bar-Shalom, Batz-Kleinman e Gramiano.

6.2.1. Estados de Referéncia

Para a simulacao do controlo da atitude considerei 4 intervalos temporais distanciados de
5 segundos cada um. Entre 0 e 5 segundos o Quadrotor tem a atitude, x.,,, entre 5 e 10
segundos tem a atitude, x,, ., € assim sucessivamente até que a simulacéo termina ao fim de
20 segundos com o estado x.,,. Nas equacoes (6.16-6.19) referem-se os vectores de estado
de referéncia, x.,'s, considerados para a simulacdo do controlo da atitude durante um
periodo de 20 segundos.

A semelhanca do controlo da posicdo e da atitude, considerei uma perturbacéo inicial de
10% do primeiro estado de referéncia, isto €, a simulacéo inicia-se com x, = x,41 + 0.10x, ;.

Segundo a disposicdo dos eixos do referencial movel preso ao C.G. do Quadrotor, R,zc,
cujo eixo x' aponta para frente, y’ para a direita e z” para baixo, ver figura (3.1.2), os estados
de referéncia, x.,'s, escolhidos para a simulagao correspondem as seguintes situacoes de voo:
entre 0 e 5 segundos o Quadrotor inclina-se para a frente com um angulo de arfagem de cerca
de -6 graus; entre 5 e 10 segundos faz uma rotacao a direita de aproximadamente 6 graus
mantendo a sua orientacao paralela ao solo; entre 10 e 15 segundos faz uma volta coordenada
a esquerda no sentido reverso (inclinando-se para tras); e entre 15 e 20 segundos inclina-se

simplesmente para a esquerda com um angulo de rolamento de cerca de -6 graus.

Xeq1=[p Oy PQRIT = [0(=0.1)0 000]" , te[0,5[s (6.16)
Xeq2 =[O PQR]" = [000.1 000]" , te[510[s (6.17)
Xeq3 =[O0 PQRI" = [010.1(-0.1) 000]" , t€[10,15[s (6.18)
Xeqa =[O0 PQR]" = [-0.100 000]” , t€[1520]s (6.19)

A semelhanca do controlo da posicédo e da atitude, os vectores de controlo de referéncia,
Uqq's, sa0 obtidos igualando a zero as equacées que governam a atitude do Quadrotor,
equacoes (3.36). A resolucao do sistema de equacdes (3.36) é conseguida recorrendo a funcao
disponivel em MatLab® para resolucao de equacdes nao-lineares: Isqnonlin(...).

Por outro lado, analisando as equacdes (3.36), (3.44) e (3.46) verifica-se que as variaveis
de controlo, u;'s, podem assumir quaisquer valores desde que sejam todas iguais, obviamente
respeitando os limites de tensdao maximos e minimos que podem ser aplicados aos motores,
isto &, u; = u, = uz = uy €[0,5].

Isto deve-se ao facto de que, desde que as tensdes sejam todas iguais, as forcas
produzidas por cada motor, F,,F,, F; e F,, sao todas iguais, ver equacao (3.44), levando por

conseguinte a que os momentos resultantes em torno do C.G, M,, M, e M, sejam nulos, ver
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equacéo (3.46). Isto implica que as derivadas das velocidades angulares, P,Q e R sejam nulas
e que as derivadas dos angulos de Euler, ¢, 8 e 1), sejam também nulas pelo facto de que no
equilibrio todas as velocidades angulares, P, Q e R sao nulas, ver equacoes (3.36).

Posto isto, sdao apresentados nas equacdes (6.20-6.23) quatro possiveis vectores de
controlo de referéncia, u.,'s, que podem ser aplicados ao sistema de modo a que o Quadrotor

estabilize nos estados de referéncia indicados em (6.16-6.19).

Upq1 = [2.852 2.852 2.852 2.852]" , t€[0,5s (6.20)
Upqo = [2.852 2.852 2.852 2.852]7 , t€[510[s (6.21)
Upqs = [2.852 2.852 2.852 2.852]7 , t€[10,15[s (6.22)
Upqs = [2.852 2.852 2.852 2.852]7 , t € [15,20]s (6.23)

6.2.2. Linearizacao do Sistema

As equacodes que governam a atitude do Quadrotor, equacdes (3.36), ndo sao lineares. Uma
vez que qualquer uma das metodologias de controlo enunciadas no capitulo IV aplicam-se a
sistemas lineares, torna-se necessario linearizar o sistema em torno dos estados de
equilibrio/referéncia.

A linearizacao consiste em obter as matrizes A e B calculadas da forma indicada por
(4.13). Nas equacbes (6.24-6.27) apresentam-se as matrizes A e B para cada ponto de

referéncia x.,; € Ueq,;.

Para x.q1 € Ueq1:

0 0 0 1 0 —0.1003) [ o 0 0 0
|0 000 1 0 | | 0 0 0 0 |
o 0o 0 0 0o 10050 3 0 0 0 0
4 |0 0000 0 | ’ 3_100'| 0 ~1.8317 0 1.8317|
l0 0000 0 J l1.8317 0 -18317 0 J
0000 0 0 —0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337
(6.24)
Para x.;, € Ueq -
000100 0 0 0 0
[0 00 0 1 0] [ 0 0 0 0 ]
o oo o0 o0 1| ) 3 | 0 0 0 0 |
A_|0 0000 0 ;o B=1004 -1.8317 0 1.8317
lo 00 00 oJ l1.8317 0 -1.8317 0 J
000000 ~0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337

(6.25)
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Para x.q 3 € Ueq 3t

0 0 0 1 0.0100 0.0998 0 0 0 0
[0 0 0 0 09950 —0.0998 [ 0 0 0 0 ]
~lo o 0 0 0.1003 1 | . _ | 0 0 0 0|
A_|0 0 0 0 0 0 ;B =100. 0 —1.8317 0 1.8317
lo 0 0 0 0 0 J [1.8317 0 -1.8317 0 J
0 00O 0 0 —0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337
(6.26)

Para x.q4 € Ueq 4t

[0 0 0 1 0 0 ] [ 0 0 0 0 ]
Io 0 0 0 09950 0.0998 | 0 0 0 0 |

o0 0 0 0 —0.0998 0.9950 . _ 0 0 0 0
A |0 0 0 0 0 0 ' 3_100'| 0 ~1.8317 0 1.8317|
l0 0 00 0 0 | l1.8317 0 —1.8317 0 |
0 00O 0 0 —0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337

(6.27)

6.2.3. Controlabilidade e Observabilidade

Feita a linearizacdo do sistema, isto €, depois de obtidas as matrizes de estado e de
controlo, A e B, respectivamente, é feita uma analise para averiguar se o sistema constituido
pelas equacdes (3.36) é completamente controlavel e observavel.

A andlise da controlabilidade e da observabilidade resume-se a verificar se a ordem da
matriz de controlabilidade, M., e se a ordem da matriz de observabilidade, M,, é igual ao
numero de variaveis do vector de estado, n.

Considera-se que a saida do sistema é igual ao seu estado, y = x, e por conseguinte a
matriz de saida, C, é igual a matriz identidade, C = eye(6).

Devido as suas enormes dimensodes, as matrizes M, e M, nao sdo mostradas nesta seccao.
Contudo, podem ser vistas executando qualquer um dos programas relativos ao controlo
somente da atitude como por exemplo o programa main_LQR gravado no CD.

Verifica-se que a ordem de ambas as matrizes M, e M, é igual a dimensado do vector de
estado, n, indicando que a atitude do Quadrotor é completamente controlavel e observavel,

equacoes (6.28) e (6.29) respectivamente.

rank(M,) = rank([B AB A?B .. A" 'B]) = rank(ctrb(4,B)) =6=n (6.28)

rank(M,) = rank([C CA CA? ... CA" ") = rank(obsv(4,C)) =6=n (6.29)
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6.2.4. Controlador LQR

A lei do controlo pelo método LQR é dada pela expressao (6.30) em que a matriz de ganho
do sistema em malha fechada, K = R™1BTP, é calculada encontrando a Unica solucao da
equacao de Riccati, matriz P, ver equacao (4.4). A matriz K € obtida nesta seccao utilizando
uma funcdo disponivel no MatLab® propria para problemas de LQR que se chama K =
lqr(A,B,Q,R). Esta funcao devolve a matriz de ganho, K, e requer como argumentos as
matrizes A e B obtidas na fase da linearizacao, ver seccao (6.2.2), e as matrizes de

ponderacao do estado e do controlo, Q e R, respectivamente.

U= Ugg — K(x — Xgq) (6.30)

Na simulacdo do controlo da atitude pelo método LQR, a matriz de ponderacdo do
controlo, R, é determinada pela regra de Bryson, ver subseccao (4.2.3.1), e matriz de
ponderacdo do estado, Q, é determinada pelo método da atribuicao dos pélos, ver subseccao
(4.2.3.2). A matriz R é igual para todos os estados de referéncia, x.,'s, e a matriz Q €
calculada para cada uma das referéncias. No entanto, a alteracdo da matriz A entre cada
uma das referéncias é minUscula (porque as referéncias sao muito proximos), e portanto Q &
praticamente igual para todas as referéncias.

Nas equacdes (6.31) apresentam-se as matrizes Q e R. A matriz Q é calculada tendo por
base os valores proprios especificados (6.32), ver equacao (4.27), e R assumindo que a tensao

maxima aplicavel a cada motor é de 5 Volt, ver equacao (4.18).

1 0 0 0 0 0
004 0 0 0 [0 1 0 0 0 o]

_|[ 0 004 0 O .,,_|0010 oo|
B=1o 0 004 0 o Qptima =1 0 0 16211 0 0 (6:31)
0 0 0 0.04 lo 00 0 1.6211 oJ

0 00 0 0 1
[—0.5294]
|—1649.1
—1649.1
Aespecificados=| 42.961 (6.32)
[—0.1250J
—0.5294

Nas equacdes (6.33) a (6.36) seguem-se as matrizes de ganho do sistema em malha

fechada, K, para cada estado de referéncia, x,, ;.

Para x.q1 € Ueq1:

0.1368 3.5355 -—2.4963 0.0001 4.5037 -—2.5738
K = —3.6670 0 2.3028 —4.5038 0 2.5783 (6.33)
0.1368 —3.5355 -—2.4963 0.0001 —4.5037 -2.5738 '

3.3934 0 2.6897  4.5036 0 2.5783
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Para x.q, € Ueq:

0 3.5355 —2.4950 0 45037 —2.5731

K = —3.5355 0 24950 —4.5037 0 2.5731 (6.34)
0 —3.5355 —2.4950 0 —4.5037 -2.5731
3.5355 0 2.4950 4.5037 0 2.5731

Para x.;3 € Ueq3:

-0.1185 3.7673 —2.1315 -0.0001 4.5037 —2.5737
—3.3941 -0.2511 2.6771 —4.5036 0 2.5693

k= —0.1537 -3.2685 -2.8361 -0.0001 —4.5037 —2.5739 (6:35)
3.6663 —0.2477 2.2905  4.5038 0 2.5783
Para x.q 4 € Ueq 4t
0 3.2683 —2.8405 0 45037 —2.5731
K = —3.5355 0.2496  2.4875 —4.5037 0 2.5731 (6.36)
0 —3.7675 —2.1345 0 —4.5037 -2.5731 '
3.5355 0.2496  2.4875  4.5037 0 2.5731

Nas figuras (6.11-6.13) mostra-se a simulacao do controlo da atitude do Quadrotor pelo
método LQR. O programa a executar encontra-se no CD e chama-se main_LQR. A figura (6.11)
representa a atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler, ¢, 6 e ¥ - rolamento,
arfagem e guinada respectivamente; a figura (6.12) representa as velocidades angulares, P, Q
e R, em torno dos eixos do referencial movel - segundo x’, y’ e z' respectivamente; e por fim,
a figura (6.13) representa as tensdes a aplicar a cada um dos motores para controlar a
atitude. O indice da variavel V, i, com i = 1, ...,4, corresponde ao nimero do motor, isto &, V;
corresponde a tensdo a aplicar, depois de convertida em PWM, ao ESC do motor da frente
(motor 1), V; a tensdo a aplicar ao ESC do motor de tras (motor 3), V, a tensdo a aplicar ao
motor do lado direito (motor 2), e V, a tensao a aplicar ao ESC do motor do lado esquerdo

(motor 4), ver figura (3.1.2).
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Fig. 6.11. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp-

Controlador LQR.
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Fig. 6.12. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial mével, R,z.. Controlador LQR.
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Fig. 6.13. Tensoes aplicadas aos ESC’s de cada motor para controlar a atitude. Controlador LQR.
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O controlo da atitude pelo método LQR possibilita uma resposta suave. No entanto a
velocidade de resposta do sistema é baixa quando comparada com os restantes controladores
de Elkrief e de Batz-Kleinman. Observe-se que, por exemplo, a mudanca do angulo de
rolamento, ¢, de 0 para 0.1 rad demora cerca de (14 — 10) = 4 seg. O mesmo ocorre para
os angulos de arfagem, 8, e de guinada, 1y, demorando cerca de 4 segundos entre cada uma
das variacdes dos respectivos angulos, ver figura (6.11).

Devido a geometria simétrica do Quadrotor, as magnitudes das variaveis de controlo
variam inversamente nos motores opostos para alteracdes dos angulos de arfagem e de
rolamento, isto €, quando V; aumenta, V; diminui e vice-versa, e quando V, aumenta, V,
diminui e vice-versa, respectivamente. Para alteracdes do angulo de guinada as magnitudes
das variaveis de controlo variam directamente nos motores opostos e inversamente nos
motores adjacentes, isto é, quando V; e V; aumentam, V, e V, diminuem e vice-versa.
Contudo, a magnitude de todas as variaveis de controlo, V;,V,,V; e V,, sdo respeitadas ao
intervalo [0,5] V, tensdes extremas aplicaveis aos ESC’s.

Na figura (6.11) observa-se que para t =5seg a alteracdao simultanea do angulo de
arfagem, 6, e do angulo de guinada, 1, é conseguida do seguinte modo: V, e V, aumentam e
V, e V5 diminuem para provocar a alteracao do angulo de guinada; e ao mesmo tempo V; é
maior que V; para provocar a alteracdo do angulo de arfagem, ver figura (6.13). O mesmo se
passa para t = 10seg: V; e V; aumentam e V, e V, diminuem para alterar o angulo de
guinada; V; € maior que V; para alterar o angulo de arfagem; e V, é maior que V, para alterar
o angulo de rolamento, ver figura (6.13).

Como se pode compreender, as tensdes dos motores variam somente de cada vez que ha
uma mudanca do estado de referéncia, o que acontece a cada 5 segundos como estipulado na
simulacdo. No tempo restante todas as tensdes mantém-se a 2.852 V, tensao a qual faz com
que o Quadrotor fique estabilizado paralelamente ao solo.

Relativamente as velocidades angulares do Quadrotor, P, Q e R, segundo os eixos do
referencial local, x’, ¥’ e z’, respectivamente, estas sao positivas para alteracées positivas dos
angulos ¢,0 e 1y correspondentes e vice-versa, e sdo tanto maiores em mddulo quanto
maiores forem as alteracdes dos angulos correspondentes. Tal verifica-se para t = 10 seg na
velocidade angular segundo z’, R, cuja variacado do angulo de guinada, vy, é de (0.1 +0.1) =
0.2 rad, ver figuras (6.12) e (6.13). O mesmo acontece para variacdes negativas dos angulos
¢, 6 e . Quando a variacdo do angulo é negativa a velocidade angular correspondente

também ¢é negativa por convencao do sistema de eixos utilizado, ver figura (3.1.2).

6.2.5. Controlador de Elkrief

A lei do controlo pelo método de Elkrief é dada pela expressao (6.37) com a matriz de
ganhos do sistema em malha fechada, K, calculada da forma (6.38). A solucao da equacao de
Lyapunov, matriz P, ver equacdo (4.35), € obtida usando a funcdo disponivel no MatLab®

P = lyap(4,Q) cuja matriz de realimentacdo do sistema em malha fechada, 4, é calculada
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por A= —(A+ A*I), ver equacao (4.34). O valor de 1* escolhido para a simulacdo ¢ igual ao
maximo dos u's: fi(A) ou u(A), ver equagao (4.33), mais um, isto €, 1" = max (H(A).E(A)) +
1. Os valores de 1* estao indicados abaixo juntamente com as matrizes de ganhos do sistema.
Tratando-se do controlo da atitude (6 equacdes), a matriz identidade tem dimensao [6 x 6],

I = eye(6). A matriz Q, argumento da funcéo lyap(4,Q), é igual a: Q = —BBT.
U= Ugg — K(x — Xeq) (6.37)

K = —BTp1 (6.38)

Nas equacoes (6.39) a (6.42) seguem-se as matrizes de ganhos do sistema para cada estado

de referéncia.

Para x.q1 € Ugq, --> A" = 2.105:

0 0.0484 —1.3071 0 0.0230 —0.6240

K = —0.0484 0 1.3023 —0.0230 0 0.6240 (6.39)
0 —0.0484 -1.3071 0 —0.0230 -0.6240
0.0484 0 1.3119 0.0230 0 0.6240

Para x.q, € Ugq, --> A" = 2.000:

0 0.0438 —1.1855 0 0.0218 —0.5927

_|—0.0438 0 1.1855 —0.0218 0 0.5927
K= 0 —0.0438 —1.1855 0 —0.0218 -0.5927 (6.40)

0.0438 0 1.1855 0.0218 0 0.5927

Para x.43 € Ugq3 --> A" = 2.200:

0 0.1957 —1.4145 0 0.0240 —0.6519
K= —0.0528 —0.1432 1.4250 —0.0240 0 0.6519 (6.41)
0 0.0906 —1.4250 0 —0.0240 -0.6519 '
0.0528 —0.1432 1.4144 0.0240 0 0.6519

Para x.q 4 € Ugqq --> A" = 2.095:

0 —0.0822 —1.2989 0 0.0229 —0.6208
K = —0.0479 0.1298 1.2941 -0.0229 0 0.6208 (6.42)
0 —-0.1775 -—1.2893 0 —0.0229 -0.6208 '
0.0479  0.1298 1.2941 0.0229 0 0.6208

Executando o programa gravado no CD com o nome main_Elkrief obtém-se a resposta do
sistema referente ao controlo da atitude do Quadrotor pela metodologia de Elkrief, ver

figuras (6.14-6.16).
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Fig. 6.14. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp-
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Fig. 6.15. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial moével, R 5. Controlador de
Elkrief.
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Fig. 6.16. Tensdes aplicadas aos ESC’s de cada motor para controlar a atitude. Controlador de Elkrief.
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Comparativamente ao LQR, o controlo pelo método de Elkrief apresenta sem duvida um
controlo mais suave e muito mais eficiente. A resposta do sistema é muito mais rapida que a
resposta pelo LQR (cerca de 4 vezes) e a magnitude das variaveis de controlo é menor.
Observe-se que, por exemplo, a mudanca do angulo de rolamento, ¢, de 0 para 0.1 rad da-se
em apenas (11 —10) = 1seg contrariamente aos 4 segundos demorados pelo LQR, e a
magnitude maxima do controlo por Elkrief é de V; = 3.15V enquanto que pelo controlo LQR é
de V, =3.8V. Repare-se que as magnitudes das variaveis de controlo, V;,V,, V3, V,, sao
inferiores no controlo por Elkrief do que no controlo por LQR, comparar figura (6.16) e (6.13)
para t = 5;10; 15.

O controlador de Elkrief ultrapassa de longe pela positiva as expectativas quando
comparado com o controlador LQR. A resposta é suave, o sistema estabiliza mais rapido e
requer menos energia para o estabilizar.

Um outro factor também muito importante, pelo menos a nivel computacional, é que
enquanto que o LQR necessita das matrizes de ponderacao Q e R, cuja matriz Q tem de ser
calculada para todos os estados de referéncia, o controlo pelo método de Elkrief nao requer
matrizes de ponderacao. Isto leva a que o vector de controlo possa ser obtido mais

rapidamente quando calculado em tempo real durante o voo.

6.2.6. Controlador de Bar-Shalom

O controlo pelo método de Bar-Shalom permite optimizar a autonomia do Quadrotor
recorrendo a monitorizacdo do nivel da tensdao em todas as baterias. A lei de controlo entra
em conta com uma matriz de amortecimento que permite penalizar as variaveis de controlo
individualmente.

Pressuponha-se que o Quadrotor é equipado com 4 baterias: uma para cada motor, e que
cada bateria é constituida por 3 células Li — Po (Lithium-Polymer). Com 3 células, cada
bateria tem uma tensdo de: 11.1V (3 células x 3.7V). Para que se possa obter a maxima
durabilidade destas baterias ha que ter um cuidado especial na medida em que nao devem
descarregar até que a tensao seja inferior a uma tensao estabelecida por célula de 3.3V. Isto
é, se a tensao descer abaixo de 3.3V a bateria deteriora-se com o tempo.

Num sistema de alimentacdo constituido por 4 baterias (packs de 3 células cada uma), é
natural que uma delas se descarregue mais rapidamente do que outras. Face a esta situacao
torna-se interessante optimizar a autonomia total de voo. Tal é conseguido equilibrando a
energia de todas as baterias ao longo do tempo, isto €, forcando a que a carga das baterias
seja igual em todas elas em cada instante. Este equilibrio é conseguido consumindo menos
energia das baterias com menos carga e mais energia das restantes com mais carga.

A solucao proposta é fazer com que as tensdes das baterias Vy,V,, Vs, V,, ver figura (6.17),
sejam sempre iguais ao longo do tempo durante descarga, nao permitindo obviamente que

descam abaixo dos 9.9V, (3.3 x 3 células).
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Bateria 1 Bateria 2 Bateria 3 Bateria 4
11 1] 1] 1]

V1 V2 V3 Va
Fig. 6.17. llustracao das 4 baterias que alimentam os motores individualmente.

Se este procedimento de manter as tensdes das baterias iguais ao longo do tempo nao
existisse o Quadrotor deixaria de voar a partir do momento em que uma das baterias descesse
abaixo dos 9.9V. Isto porque a electronica do proprio ESC incorpora um pequeno circuito de
deteccao de nivel que impede que a tensdo da bateria desca durante a sua descarga abaixo
da tensao minima de 9.9 V.

O equilibrio entre as tensdes das baterias, isto &, (V;=V,=V,=1V,), é obtido
multiplicando uma matriz de amortecimento, M,, que é calculada em cada instante no
decorrer do tempo, ver equacao (6.43), pela lei do controlo do sistema. Deste modo, a
energia pedida as baterias com mais carga é pedida com mais peso e a energia pedida as

baterias com menos carga é pedida com menos peso.

m(t) 0 0 0
~ o om0 0
0 0 0 ma(ty)

Considerei para a forma como variaveis de controlo sdo penalizadas que os elementos,
m;'s, da matriz de amortecimento, M,, sdao calculados tendo por base uma funcao tangente
hiperbdlica, equacao (6.44), com a > 0 e escolhida de modo a que curva (figura 6.18) comece

a decair a partir da tensao maxima da bateria.
m;(t,) = tanh (a X V;(t})) (6.44)

Estando as tensdes das baterias compreendidas entre V,,V,,V;,V, € [9.9, 11.1] Volt, a curva
(figura 6.18) comeca a decair a partir dos 11.1V, (baterias Li-Po de 3 células cada).

Considerei o valor de « igual a trés, a = 3.

1+ ]
— X111

Y:0.9985
0.8

0.6/~ /
/

0.4

0.2~ /

0 L r L r r r L
9.8 10 10.2 10.4 10.6 10.8 11 11.2 11.4

Tensé&o da Bateria [V]

Fig. 6.18. indice de penalizacdo das variaveis de controlo em funcéo das respectivas tensdes das
baterias.
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Repare-se na curva apresentada na figura (6.18) que o valor de m; é igual 1 enquanto a
bateria estiver totalmente carregada (ou descarregada ligeiramente) e vai diminuindo até 0
segundo uma funcdo tangente hiperbolica a medida que a tensao da bateria diminui. Deste
modo, enquanto as baterias estiverem com muita carga os m;’s sao 1's e consequentemente
ndo penalizam a magnitude dos sinais de controlo u;'s. A medida que uma bateria com indice
i se descarrega mais rapidamente, a magnitude do sinal do controlo proveniente dessa bateria
€ menor.

Assim, no caso de uma bateria ter por exemplo somente 50% de carga e as restantes trés
100%, a magnitude do sinal de controlo a aplicar ao motor alimentado pela bateria com 50%
de carga é menor, garantindo desta forma que a tensao nao seja superior a tensao disponivel
pela bateria em cada instante.

Por outras palavras, a penalizacao individualmente das variaveis de controlo obriga a que

todas as baterias se descarreguem ao mesmo tempo.

Na equacao (6.45) é apresentada a lei de controlo pelo método de Elkrief & Bar-Shalom,
isto é, a lei de controlo base é a de lei de Elkrief que multiplicada pela matriz de

amortecimento M resulta na lei de Bar-Shalom.

U =Upy — MBTP™ (x — x,q) (6.45)

A matriz de amortecimento, M, considerada para efeitos de simulacdo é a matriz

apresentada em (6.46).

M= - (6.46)

Nas equacbes (6.47) a (6.50) seguem-se as matrizes de ganho do sistema em malha
fechada, K = MBTP~1, para cada estado de referéncia. A matriz P é obtida resolvendo a

equacao de Lyapunov (4.35).

Para x.q1 € Ugq1:

0 0.0484 —1.3071 0 0.0229 —0.6240

K= —0.0387 0 1.0418 —0.0184 0 0.4992 (6.47)

0 —0.0290 —0.7843 0 —0.0138 —0.3744 '
0.0484 0 1.3119  0.0230 0 0.6240
Para x.5, € Ueq -

0 0.0437 —1.1855 0 0.0218 —0.5927
_ |—0.0349 0 0.9484 —0.0175 0 0.4742

K= 0 —-0.0262 —0.7113 0 —0.0131 —-0.3556 (6.48)
0.0437 0 1.1855  0.0218 0 0.5927
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Para x.q3 € Uegq 3t

0 0.1957

K= —0.0423 —0.1145

0 0.0544

0.0528 —0.1432

Para x.q4 € Ueq 4t

0 —0.0822

K= —0.0383 0.1039

0 —0.1065

0.0479  0.1298

—1.4145
1.1400
—0.8550
1.4144

—1.2989
1.0353
—0.7736
1.2941

0
—0.0192
0
0.0240

0
—0.0183
0
0.0229

0.0240 —0.6519
0 0.5215
—0.0144 -0.3911
0 0.6519
0.0229 —0.6208
0 0.4967
—-0.0137 -0.3725
0 0.6208

(6.49)

(6.50)

Executando o programa main_BarShalom que se encontra no CD obtém-se a simulacao do

controlo da atitude do Quadrotor pelo método de Bar-Shalom. A resposta do sistema

apresentada-se nas figuras (6.19) a (6.21).
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Fig. 6.19. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp-
Controlador de Elkrief & Bar-Shalom.
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Fig. 6.20. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial mével, R 5. Controlador de Elkrief
& Bar-Shalom.
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Fig. 6.21. Tensodes aplicadas aos ESC’s de cada motor para controlar a atitude. Controlador de Elkrief &
Bar-Shalom.
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As figuras (6.19) a (6.21) mostram a resposta do sistema pelo controlador de Bar-Shalom
associado ao controlador de Elkrief. A simulacao ilustra o caso em que: 2 das baterias estdo a
carga maxima, (bat.1 e bat.4); uma com 80%, (bat.2); e outra com apenas 60%, (bat.3).

Repare-se que devido a penalizacao individual das variaveis de controlo, as tensdes
aplicadas a cada motor sao ligeiramente diferentes umas das outras nas mudancas de
referéncia, ver figura (6.21). Por outro lado, e devido também a esta penalizacdo, as
variaveis de estado comportam-se de maneira diferente: ocorre overshoot (ultrapassagem do
valor de referéncia) sempre que ha mudanca de estado, notando-se principalmente no angulo
de rolamento, ¢, e no angulo de arfagem, 4.

De qualquer modo, tome-se em atencdao que nesta simulacdo uma das baterias esta
somente com 60% de carga e outras duas com 100%. No controlo em tempo real da atitude do
Quadrotor esta situacao nunca poderia acontecer pois a matriz de amortecimento de Bar-

Shalom, M, é calculada para cada instante.

Com a penalizacdo das variaveis de controlo surge uma pergunta pertinente: se uma
bateria estiver completamente descarregada sera que o Quadrotor consegue voar? Isto é, sera
que o Quadrotor consegue voar s6 com 3 motores?

Simulando o controlo da atitude pelo método de Elkrief & Bar-Shalom e considerando
somente um dos elementos da matriz M igual a zero, como por exemplo: m; =0 e 0s
restantes m;'s iguais a 1's, verifica-se que o Quadrotor ainda consegue voar. A atitude é
estabilizada ao fim de algum tempo mas no entanto a mudanca de referéncias é feita com
muita instabilidade.

Tomando em conta que esta seccao foca na comparacdo do controlo da atitude por
diferentes metodologias, questdes como esta podem ser analisadas executando o programa
que se encontra no CD com o0 nome main_BarShalom e alterando a matriz de amortecimento

de Bar-Shalom.
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6.2.7. Controlador de Batz-Kleinman
A lei de controlo segundo Batz-Kleinman é dada pela expressao (6.51) com a matriz de
ganho do sistema em malha fechada, L, calculada da forma (6.52). Na equacao (6.52) a

matriz P é calculada da forma indicada na equacao (6.53).

U= Upg — L(x — Xeq) (6.51)
L=BTP(r)! (6.52)
P(x) = f e~4tB.BTe~4"t 4t (6.53)

0

Para T = 0.25 as matrizes de ganho do sistema, L, para cada estado de equilibrio sao (6.54-
6.57):

Para x.q1 € Ugq1:

0 0.2620 —7.0769 0 0.0437 —1.1854
L= —0.2620 0 7.0508 —0.0437 0 1.1854 (6.54)
0 —-0.2620 —-7.0769 0 —0.0437 —-1.1854 '
0.2620 0 7.1030  0.0437 0 1.1854
Para x.q, € Ueq -
0 0.2620 —7.1124 0 0.0437 —1.1854
L= —0.2620 0 7.1124  —0.0437 0 1.1854 (6.55)
0 —-0.2620 —7.1124 0 —0.0437 -1.1854 '
0.2620 0 7.1124  0.0437 0 1.1854
Para x.q3 € Ugq 3t
0 09708 —7.0155 0 0.0437 —1.1854
L= —0.2620 —0.7101 7.0677 —0.0437 0 1.1854 (6.56)
0 0.4493 —7.0676 0 —0.0437 —-1.1854 '
0.2620 —0.7101 7.0154  0.0437 0 1.1854
Para x.q4 € Ueqat
0 —0.4493 -7.1030 0 0.0437 —1.1854
L= —0.2620 0.7101 7.0769 —0.0437 0 1.1854 (6.57)
0 —-0.9708 —7.0507 0 —0.0437 -1.1854 '
0.2620  0.7101 7.0769  0.0437 0 1.1854

Executando o programa main_BatzKleinman gravado no CD obtém-se a resposta do

sistema apresentada nas figuras (6.22) a (6.24).
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Fig. 6.22. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp-
Controlador de Batz-Kleinman com 7 = 0.25.
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Fig. 6.23. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial mével, R 5. Controlador de Batz-
Kleinman com 7 = 0.25.
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Fig. 6.24. Tensoes aplicadas aos ESC’s de cada motor para controlar a atitude. Controlador Batz-
Kleinman com t = 0.25.
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Como ja comentado no controlo da posicao e da atitude na seccao (6.1.6), o controlo pelo
método de Batz-Kleinman permite actuar sobre a magnitude das variaveis de controlo
forcando o sistema a estabilizar mais rapidamente ou mais lentamente. Na simulacao do
controlo da atitude com 7 = 0.25, ver figuras (6.22-6.24), observa-se que a resposta do
sistema € muito rapida quando comparada com a resposta obtida pelos controladores de
Elkrief, Bar-Shalom, e LQR. Repare-se que a mudanca do angulo de rolamento, ¢, de 0 para
0.1 rad da-se em menos de meio segundo, (=~ 10.5—10) =~ 0.5seg e praticamente nao
ocorre overshoot, ver figura (6.22). Quanto maior é o valor da constante t, menor é a
magnitude das variaveis de controlo e consequentemente a resposta do sistema é mais suave.

Repare-se que existem umas flutuacdes pequenissimas principalmente no angulo de
arfagem, 0, devido ao facto do sistema estabilizar muito rapido. Aumentando t estas
flutuacoes deixam de existir.

Fazendo uma comparacao entre o controlo pelo método de Batz-Kleinman e o controlo
pelo método de Elkrief para uma resposta do sistema idéntica, a energia requerida pelo
controlador de Batz-Kleinman é superior a energia requeria pelo de Elkrief, isto é, a
magnitude das variaveis de controlo é maior.

Este controlador seria optimo para uma missao em que o Quadrotor por exemplo com uma
camera de filmar a bordo tivesse que seguir por exemplo um ciclista ou um carro de rali. Pois,
como a atitude é estabilizada muito rapidamente e sem ultrapassar os valores de referéncia a
imagem gravada ou transmitida pela camera estaria sem vibracbes. Repare-se que as
flutuacdes notaveis nas figuras (6.22) e (6.23) sao pequenissimas. Aumentando t para 0.5 as

flutuacdes ja deixam de existir.

6.2.8. Controlador Gramiano

O controlo por matriz Gramiana permite “levar” o sistema de um estado de referéncia,
Xeq0, Para um outro estado de referéncia, x,,,, num intervalo temporal pré-estabelecido t,.
O controlo por referéncias programaveis é assim feito sucessivamente para todos os estados
de referéncia, x,,,'s, considerando os respectivos instantes em que séo alcancados.

A sua lei de controlo é dada pela expressdao (6.58) cuja matriz P.(t) é calculada pela
expressao (6.59).

u(t) = _BTeAT(t1—t)_PC(t1)—1_ (eAtr=toxy — xy) (6.58)
t

(t-1)
P(t) = f eAt- B BTeA" " g4 (6.59)

to

A resposta do sistema é apresentada nas figuras (6.25) a (6.27). As figuras (6.25) e (6.26)
mostram, respectivamente, a atitude do Quadotor em termos de angulos de Euler, ¢,0 e ), e
as velocidades angulares, P,Q e R, em torno de cada eixo do referencial mével R,z.. Na
figura (6.27) é mostrada as tensoes eléctricas, V;,V,, V3, V,, a aplicar aos ESC’s dos motores de
modo a que o Quadrotor se comporte da forma mostrada nas equacodes (6.25) e (6.26).

89



Capitulo VI - Simulacao e Discussao dos Resultados

? ' \
0.1+
r r r r L
0 5 10 15 20 25
Tempo [s]
_ o1
g8 or
-0.1
r r r r r
0 5 10 15 20 25
Tempo [s]
0.1 -
-sn
5 p:
g O
0.1
r r r r r
0 5 10 15 20 25
Tempo [s]

Fig. 6.25. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp.
Controlador Gramiano.
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Fig. 6.26. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial mével, R,z.. Controlador
Gramiano.
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Fig. 6.27. Tensdes aplicadas aos ESC’s de cada motor para controlar a atitude. Controlador Gramiano.
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Em situacdes em que o tempo é primordial como por exemplo o transporte de vitimas para
um centro hospitalar, a variavel tempo muitas vezes vale ouro. Suponha-se que uma vitima de
um acidente esta com um problema gravissimo e tem no maximo meia hora de vida se nada
for feito a tempo para a salvar. Os controladores de Elkrief, de Batz-Kleinman e LQR nao tém
a preocupacao com a variavel tempo. Fazem simplesmente com que o Quadrotor estabilize
nas referéncias programadas sem se preocupar com o tempo que decorre até a estabilizacao.

0 controlo pelo método Gramiano resolve este problema entrando com a quarta dimensao
no calculo do vector de controlo, a variavel tempo. E um controlo que permite forcar o
sistema a atingir um estado de referéncia num instante definido. Esta é a grande vantagem
do controlo por matriz Gramiana.

No caso do transporte da vitima para o hospital, um tripulante a bordo com formacao
especifica poderia indicar ao piloto automatico para atingir a referéncia referente a
localizacao do hospital por exemplo em 20 minutos e assim a vitima ja poderia sobreviver, (no

caso do controlo da posicao e da atitude).

Observe-se na figura (6.25) e (6.26) que a Unica preocupacao do controlador é fazer com
que o sistema passe pelas referéncias indicadas nos respectivos instantes. Para t; = 5seg o
Quadrotor atinge a referéncia x,,, =[0(-0.1)0000]"; para t, =10seg passa pela
referéncia Xeq2 =[000.1000]; para t; = 15 seg passa pela referéncia

Xeq3 = [0.10.1(=0.1) 000]"; e para t, = 20 seg atinge a referéncia x.,, = [-0.100 00 0]".

Uma conclusdo retirada por analise da figura (6.27) é que a variacdo da magnitude das
variaveis controlo, u;'s, na mudanca de referéncias € mindscula. Embora pareca que ha uma
alteracdo grande, tome-se em atencéo a escala vertical do grafico. Um outro reparo a fazer é
que as variaveis de controlo, u;'s, passam pelas variaveis de controlo de referéncia, u.q;'s,
exactamente a metade do tempo entre a mudanca de referéncias. Sao todas coincidentes
parat =7.5; 12.5e17.5seg em 2.852 V.

6.3. Estimador de Kalman

Nesta seccao € apresentada a simulacao do estimador de Kalman continuo no tempo com
base na dualidade de Klaman. O objectivo é estimar o valor exacto das variaveis de estado,
x;'s. A equacao que permite estimar as variaveis de estado, %;'s, é deduzida na seccao (5.7)

do capitulo V e resume-se a equacao (6.60):

% =A%+ L(y — CX) (6.60)

A matriz de ganho, L, na equacdo (6.60) pode ser obtida de varias maneiras dependendo
do tipo de controlador escolhido no espaco dual. Se L for obtida pelo controlador LQR,
(L = K), o estimador chama-se estimador de Kalman, se L for obtida por outro controlador

(ex: Elkrief, Batz-Kleinman, etc), o estimador chama-se simplesmente estimador.
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Na simulacdo em causa a matriz de ganho, L, é obtida pelo controlador LQR utilizando a
funcao do MatLab® L = Iqr(4’,C’, Qx, Rx)'. A matriz de saida, C, tem dimens&o [6 x 6] partindo
do principio que todas as variaveis de saida sao medidas.

As matrizes de covariancia do ruido do processo e do ruido dos sensores, Q, € Ry,

respectivamente, sao consideradas na simulacao iguais a (6.61):

Qi = 107* x 1(6,6)
(6.61)
R, =10"*x 1(6,6)

As variaveis de estado exactas, x;'s, sao obtidas com o controlador LQR com a matriz de
ponderacao do controlo, R, calculada pela regra de Bryson e com a matriz de ponderacao do
estado, Q, calculada pelo método da atribuicdo dos polos com os poélos especificados em
(6.32).

As variaveis de saida com ruido, y;'s, (variaveis obtidas por sensores), sdo obtidas
adicionando ruido as variaveis de estado exactas, x;'s. Para efeitos de simulacao considerei
que o ruido introduzido pelos sensores é ruido branco e gaussiano com uma amplitude média

de 0.05 e que é introduzido a mesma taxa com que o novo estado, x;,,, € calculado.

Nas figuras (6.28) e (6.29) apresenta-se a simulacao do estimador de Kalman com a atitude
do Quadrotor estimada, %;'s: os 3 angulos de Euler ¢, 8, na figura (6.28); e as 3 velocidades
angulares P, Q, R na figura (6.29). Cada grafico apresenta uma variavel de estado exacta, x;, a

variavel correspondente a saida com ruido, y;, e a respectiva variavel de estado estimada, %;.
As referéncias utilizadas sdo as mesmas referéncias do controlo da atitude, equacoes

(6.16-6.19), a excepcao de que a simulacdo decorre-se durante um periodo de 40 segundos

trocando de referéncia a cada 10 segundos.
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Fig. 6.28. Atitude do Quadrotor em termos de angulos de Euler segundo o referencial inercial fixo, Rygp-

Angulos de rolamento, ¢, arfagem, 6,

e guinada, 1, exactos; com ruido; e estimados.
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Fig. 6.29. Velocidades angulares do Quadrotor segundo o referencial mével, R, .

Velocidade angular segundo x’ - P; segundo y’

- Q; e segundo z' - R, exactas; com ruido; e estimadas.

Pode-se averiguar pelas figuras (6.28) e (6.29) que o filtro de Kalman proporciona uma boa

filtragem das variaveis ruidosas y;'s. Repare-se que o ruido introduzido pelos acelerometros e

pelos giroscopios € facilmente eliminado e obtém-se as variaveis de estado estimadas,

$,0,9,P,0,R, praticamente iguais as variaveis de estado exactas, ¢, 8,y, P, Q,R.

Os angulos de Euler estimados ¢,8,7 estdo a um desvio minimo dos valores exactos,

¢,0,y, ver figura (6.28), e as velocidades angulares estimadas, P,(Q,R, pode-se dizer que

também estdo muito proximas dos seus valores exactos, P,Q,R. Tal s6 ndao acontece para

P, Q,R na mudanca de referéncia, isto é, a cada 10 segundos, porque o estimador de Kalman

recorre ao estado anterior para estimar o estado actual. De qualquer modo repare-se que
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passado logo algum tempo, P,Q,R ja sao estimadas com exactiddao. Portanto, desde que a

resposta do sistema seja suave, todas as variaveis sdo estimadas com uma boa exactidao.

6.4. Conversao dos Sinais de Controlo em PWM

As variaveis de controlo, u = [u; u, uz u,]” = [V, V, V53 V,]7, dos controladores apresentados
quer para o controlo somente da atitude (LQR, Elkrief & Bar-Shalom, Batz-Kleinman e
Gramiano) quer para o controlo da posicdo e da atitude (Batz-Kleinman), estao
compreendidas entre 0 e 5. Estes valores correspondem as tensdes que quando aplicadas aos
4 motores fazem com que o Quadrotor estabilize nas referéncias programadas.

Todos os controladores apresentados nesta dissertacao incorporam um limitador que limita
as variaveis de controlo, isto €, se o valor de alguma variavel de controlo, u;, for superior a 5,
o valor dessa variavel, u;, é limitado a 5, pois € a tensdo maxima que pode ser aplicada ao
respectivo ESC. Do mesmo modo, se alguma variavel de controlo, u;, for inferior a 0, valor

correspondente a tensdo minima aplicada ao ESC, o valor dessa variavel, u;, é limitado a 0.

Sendo a velocidade de rotacdo dos motores controlada por ESC’s, os sinais de entrada tém
de obedecer a um protocolo. Os sinais de entrada dos ESC’s sao sinais PWM (Pulse Width
Modulation) e portanto ha necessidade de converter os sinais de controlo, u;’s, provenientes
do controlador em sinais PWM. Esta conversao é feita em C++ no microcontrolador (Arduino
Mega), ver figura (3.3.2).

As matrizes de ganho para todas as referéncias programadas, K; ou L;, sdo gravadas na
memoria EEPROM do Arduino, e posteriormente é efectuado o calculo das variaveis de
controlo, u;'s, em funcdo das variaveis de estado, x;'s = y;'s. As variaveis de estado sao as
variaveis estimadas pelo estimador de Kalman. Apos o calculo dos sinais de controlo, u;’s,
para cada instante, a conversao em sinais PWM é feita com uma correspondéncia da tensao
minima (0 Volt) com a largura minima dos impulsos (1000 us) e da tensdao maxima (5 Volt)
com a largura maxima dos impulsos (2000us), ver figura (6.30).

F 3
Ton

[ps]

2000

1750

1500

1250 +

1000

W

b
~

; e
T T T T Ll

0 1 2 3 4 5

Vmédia
[Volt]

Fig. 6.30. Correspondéncia entre a tensao média e a largura do impulso do sinal PWM.
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A partir da figura (6.30) escreve-se as equacoes das rectas que relacionam a largura dos
impulsos, T,y, com tensao proveniente dos controladores para cada ESC, equacoes (6.62).

{Tozv = 1000 , 0 <Vieaia =1 (6.62)

Ton = 250V + 750 v 1<Vingaia 5

A conversao das tensdes, V;, V,, V3, V,, em sinais PWM é feita em C++ para o
microcontrolador Arduino Mega utilizando o compilador Arduino 0022. Este compilador
encontra-se no CD e inclui numa das suas bibliotecas uma funcdo chamada map(...) que
permite fazer a correspondéncia directa entre os limites da tensao e os limites da largura dos
impulsos, isto é: [0, 5] —» [1000, 2000]. O programa em C++ encontra-se no CD com o nome
Conversao_PWM.
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Capitulo VIl - Conclusao e

Sugestdes para Trabalhos Futuros

7.1. Conclusao

Na presente dissertacao é apresentado o projecto de controladores da posicdo e da atitude
de um Quadrotor convencional por referéncias programaveis e a simulacdo de um estimador
pelo método de Kalman no dominio continuo recorrendo ao espaco dual para estimar a sua
atitude. No que diz respeito a simulacdo do controlo do Quadrotor, os resultados
apresentados focam sobretudo no controlo da atitude por deixar em aberto a possibilidade de
implementar um sistema de navegacao auténomo em trabalhos posteriores.

Relativamente ao controlo da posicao e da atitude pelo controlador de Batz-Kleinman,
verifica-se que a velocidade de resposta do sistema aumenta com a diminuicao da constante
7, isto é, o sistema estabiliza mais rapido para valores de 7 inferiores. Um outro aspecto é
que quanto menor for 7, maior € a magnitude das tensdes aplicadas aos motores.
Interpretando fisicamente, a logica que estd por detras é que se queremos que o sistema
estabilize mais rapidamente temos de lhe fornecer mais energia.

No que diz respeito ao controlo da atitude, o controlo pelo método de Elkrief é aquele que
revela ser mais eficiente por apresentar uma resposta do sistema mais suave e por ser aquele
que requer menos energia das variaveis de controlo para estabilizar o sistema, quando
comparado com o controlador LQR ou com o de Batz-Kleinman para uma resposta do sistema
idéntica. Por outro lado, o controlador de Elkrief sera em principio o mais adequado para
controlar o Quadrotor devido a facil obtencdo da matriz de ganho. Isto porque na maioria das
aplicacoes o ganho do sistema tem de ser calculado em tempo real e o controlo por este
método tras vantagens nesse sentido por nao necessitar nem de matrizes de ponderacao, nem
de resolver equacdes de Riccati, nem de resolver integrais para obter a matriz de ganho, mas
sim de resolver apenas uma equacao de Lyapunov que é muito mais facil de resolver.

No entanto, se o Quadrotor requerer na sua missao que a atitude estabilize o mais rapido
possivel, o controlador de Batz-Kleinman com um valor de t baixo sera o mais apropriado,
mesmo sabendo que necessitara de mais energia para estabilizar o sistema.

Numa missdo onde seja necessario controlar a atitude (ou também a posicao) do Quadrotor
em periodos temporais bem definidos, o controlador Gramiano é o exigido por ser o Unico que
permite guiar o Quadrotor de um estado para outro num espaco de tempo especificado.

O controlo da atitude pelo método de Bar-Shalom revelou ser de extrema importancia
consoante o tipo de missao da aeronave. Se a missao for a de fazer um voo de curta duracao
para pura diversao do piloto ou para tirar por exemplo fotografias a um determinado sitio, em
principio nao havera tanta preocupacdo com a energia das baterias. Contudo, numa missao de

salvamento como a referida no capitulo | (Introducdo), a energia das baterias ja se torna de

97



Conclusao e Sugestdes para Trabalhos Futuros

extrema importancia. Suponha-se que o Quadrotor teria de transportar varias vitimas de um
acidente para o hospital mais proximo. Pressupondo que o Quadrotor seja pequeno e que
tenha capacidade de transportar apenas uma pessoa deitada de cada vez (mais tripulacao
obviamente), acontece que no primeiro transporte a energia das baterias até permaneceria
mais ou menos igual em todas elas. No entanto, no segundo ou terceiro transporte a energia
das baterias ja nao estaria balanceada o que poderia forcar o Quadrotor a ter que aterrar de
emergéncia no caso de uma das baterias estar muito mais descarregada que as outras. Numa
situacdo onde o Ser Humano corre perigo de vida e o tempo € essencial para a sua
sobrevivéncia, uma aterragem destas seria inadmissivel. Com a penalizacdo individual das
variaveis de controlo através da matriz de amortecimento de Bar-Shalom é possivel escolher
de que bateria é consumida mais energia e assim a autonomia de voo podera aumentar.

Aproveitando o controlador de Bar-Shalom, uma simulacao efectuada colocando um dos
elementos da matriz de amortecimento a zero e os restantes a uns, (uma das variaveis de
controlo sempre nula), permitiu analisar se o Quadrotor seria capaz de estabilizar a atitude so
com trés motores. A simulacdo mostrou que o controlador (Elkrief & Bar-Shalom) consegue
estabilizar a atitude mas no entanto a mudanca de referéncias € feita com muita
instabilidade.

Relativamente a obtencao da atitude do Quadrotor, uma simulacdo mostra que o filtro de
Kalman continuo proporciona uma boa filtragem das variaveis de saida medidas. O ruido
introduzido por exemplo por acelerometros e giroscopios é facilmente eliminado obtendo-se
as variaveis de estado estimadas, ¢,0,9,P,),R, praticamente iguais as variaveis de estado
exactas, ¢,0,9,P,Q,R.

7.2. Sugestdes para Trabalhos Futuros

Gostaria que no futuro, e numa primeira fase, se fizesse uma validacao experimental do
controlo da atitude do Quadrotor. Um protétipo podera ser construido de raiz com electronica
e sistemas propulsivos personalizados e os momentos de inércia obtidos recorrendo a ajuda de
um modelo desenhado em CATIA®. Para a validacdo do controlo da atitude podera ser
utilizada uma unidade inercial de medida (IMU) de 6 DOF, comerciavel por exemplo pela
Sparkfun Electronics, para obter as velocidades angulares em torno do C.G do Quadrotor e os
respectivos angulos de Euler necessarios para o controlo da atitude. Em alternativa podera
ser adquirido um Quadrotor fabricado pela RC Toys (ex. Draganflyer) e adaptado consoante a
natureza do projecto.

Gostaria que fosse validado também o sistema de navegacdo autonomo (controlo da
posicao e da atitude) incorporando um GPS para obter conjuntamente com os dados da IMU as
coordenadas e as velocidades lineares do C.G do Quadrotor necessarias para o controlo da
posicao. Aproveitando o GPS, a posicdo do Quadrotor podera ser transmitida e visualizada
numa estacao terrestre. Um possivel software para a visualizacdo da posicao sobre um mapa

podera ser o OziExplorer ou o Ul-View32. A comunicacao de dados entre o Quadrotor e a
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estacdo podera ser feita recorrendo a uma solucao de baixo custo utilizando para tal um
pequeno transmissor fabricado pela Byonics e um radio-portatil (ex. Yaesu VX-2R) para a
recepcao do sinal. O sinal recebido podera ser injectado no PC pela placa de som e assim com
a utilizacdo dos conversores analogico-digitais da placa nao sera necessario adquirir um
receptor proprio.

Um tema interessante que também podera ser abordado é a formulacdo de um modelo
matematico para determinar a perturbacdo maxima admissivel por cada controlador e a sua
posterior validacao utilizando por exemplo o simulador de voo FlightGear.

Numa fase posterior, gostaria que se desenvolvesse um sistema de comunicacao entre
varios Quadrotors de modo a que, através de um controlo cooperativo, um conjunto de
Quadrotors conseguisse por exemplo vigiar de uma determinada area com objectos em
movimento (ex. bola num estadio de futebol). Um sistema que através da comunicacdo de
dados e do controlo cooperativo, os Quadrotors cobrissem todo o estadio de futebol de modo

a que o que estivesse mais perto da bola se deslocasse preferencialmente.
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Anexo A - Calculos Auxiliares (Capitulo lil)

Neste anexo sao apresentados com detalhe todos os passos envolvidos na obtencao das

equacoes que definem a dinamica e cinematica do Quadrotor.

Deducéo da matriz de rotacéo global entre os referenciais:

1 0 0

R(qb):[O cos¢p —sing
0 sing coso

cos8 0 sinf
R(B) = 0 1 0
—sin@ 0 cos@

cosyp —sinyp O
RW) = [sinlp cosy 0]
0 0 1

Matriz de rotacdo do referencial local, R,g, para o referencial inercial, Rygp:

SE =R@).R(6).R(¢p) o SE =|S4Co SySeSy+CyCy SySeCy — SyCy
_59 C95¢ C9C¢

Matriz de rotacao do referencial inercial, Rygp, para o referencial local, R,g.:

CyC S,C -S
o r wCo wCo 0
Se=(SE) =(SB) & Sp=|CySeSs—CoSy SySeSy+CyCy CoSy
CySoCop +SpSs  SypSeCy—SeCy  CoCy
Dinamica:

Equacdo das forcas actuantes no Quadrotor:

Fpee = - [mVr]p + w X [mVr]p

dt

Dado que a massa, m, é constantee que w = [P QR]T e V; = [UV W]T, vem:

Produto externo:

QW — RV
[PQRI"x[UV W] =|RU-PW
PV — QU

Forca gravitica no referencial local, R, :

F, =mSg[00 g]"

CwCQ SIIJCG _59 0
CySoCp +SpSp  SpSeCp—SpCy  CoCy|lg

F, = mg[—sinf cosOsing cosfcosp]h
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Resultante das forcas que actuam no Quadrotor:

Fret = Fy + F,
U QW — RV —siné Epy
m| v |+m|RU - PW|=mg|cosbsing |+ F,y
w PV —QU cosfcosp sz
Dividindo todos os termos por m, vem:
U1 1 [Fex —sinf QW — RV
vV |=—|Fy|+g|cosOsing |- [RU — PW
1114 m E, cosBcosgp PV — QU

. By ]
U=?—gsm9—QW+RV

. By )

V= g + gcosOsing — RU + PW

. By,
W = p + gcosOcosp — PV + QU

Equacdo dos momentos actuantes no Quadrotor:

d
Mnet = E [[0)]3 +wX [Iw]B

Assumindo que o Quadrotor € um corpo rigido com massa constante (motores eléctricos) e

com os eixos alinhados com os eixos principais de inércia, o tensor de inércia é simplificado a:
I,y 0 0
I: 0 [22 0

Produto externo:

P Ly 0 07fP (I33 — I22)RQ
w X [lo] = Q[x|0 I, 0]|Q]= (I;; — I33)QP
R 0 0 I;llR (I — I;1)PQ

Ly 0 O P (I3 = I2)RQ
Mpee =0 Lz O [|Q|+ U1 —L53)QP
0 0 ILsl|p (I2 = 111)PQ

M| [hiP] [Uss — 122)QR
My [ = (1,,Q| + | U1 — I33)RP
M, I;5R | (I22 = 111)PQ
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Dividindo todos os termos do sistema anterior por [I;; I,, I33]7, obtém-se:

Pl [Ma/ln] [Uss = L:2)QR/Ly
Q= My/[22 — |11 — I33)RP /15,
R M, /I3 (I —L1)PQ/I53

% _ (Iz3 = I32) R

p=
111 111

Q

Q _My (11-Iz3) QP

Iz2 Iz2

M L, —1
_z_(zz ll)PQ

R=
133 [33
Cinematica para a Posicdo:

T=Xl+Yj+Zk

F=Xi+Y]+Zk
U X X U
V|=Se|r > Y|=Si|V
w Z VA w

CoCypU + (SpSeCy — CpSy)V + (CpSeCy + SpSy )W
=|CoSypU + (CpCy + SpSeSy )V + (SeCpSy — SpCy )W
—SgU + SpCoV + CoCyW

X
Y
Z

X =CoCyU + (SpSeCy — CpSy)V + (CpSeCy + SpSy )W
Y = CoSyU + (CpCy + SpSeSy )V + (SeCypSy — SpCy )W
Z = —SQU + S¢C9V + C9C¢W

Cinematica para os angulos de Euler:

@=Pi+Qi+Rk=¢+6+9

0 0] é
@ = R($IROIRW) [0+ R(HIR(O) 0]+ R(¢) ol
0l 0
P 1 0 —sin® 1[¢
Q=10 cos¢ Sind)cosel ]
R 0 —sing cosfcospl |y
¢ P 1 tanfsing tanbcos¢p
61=T]|0Q com T= [0 cos¢ —sing l
P R 0 sing/cos@ cosp/cosO
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¢ = P + Qtanfsing + Rtanbcosp
6 = Qcos¢ — Rsing

sing cos¢
+ R
cos6 cosb

P=Q

Equacdes diferenciais que constituem o modelo matematico do sistema pelo método
dos quaternides:

Vector de estado do sistema:

x=[XYZqo0q1 929 UVWPQR]"

Os quaternides iniciais, qq, g1, 9 € g3 sao determinados por:

= (B 28 30 (2o () on (2
N R P L
o= (B (s (£) (D) (Jon (0
=0 (2) s (£) - (E)on () on £

A taxa de variacdo das variaveis de estado X, Y e Z, em termos de quaternides sao

apresentadas na capitulo Il e sdo dadas por:

Taxas de variacdo da posic@o do Quadrotor no referencial inercial, Rygp:

X=(q8+q7 — a5 — a9)U + 2(q192 — 9093)V + 2(q1 G5 + 9oq)W
Y = 2(q192 + q0q3)U + (95 — 4% + a3 — g5V + 2(9203 — qoq1)W
Z = 2(q193 — 9092)U + 2(q2q3 + 90q)V + (4§ — 4 — 45 + a))W

Taxas de variacdo dos quaternides correspondentes a atitude do Quadrotor no referencial

inercial, Rygp:

1
Go = E(_qu — Qg2 — Rq3) +vqo

1
G, = E(qu +Rq, —Qq3) +vqq

. 1
q> =E(Q% —Rq, —Pq3) tvq,

|
4s = E(Rqo +Qq1 — Pqy) +vqs
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Os dngulos de Euler, ¢, 6 ey, sGo obtidos a partir dos quaternibées, q;'s, por:

2(9295 + q0q1)
¢ = arctan 5 > > 2
90 — 41 — 49z — 43
8 = arcsin (—2(q195 — 9092))
2(9295 + qoq1) )

q5+4qi — a3 — 43

P = arctan<

Taxas de variacdo das velocidades lineares do Quadrotor segundo as direccées dos eixos do

referencial mével, R, :

. Ey
U=;;+2M%%—qwﬁ—QW+RV
.
V=;;+Aﬂ%%+qw0—RU+PW

E
W=—""+g(a5 —af —af +a3) — PV + QU

Taxas de variacdo das velocidades angulares do Quadrotor em torno dos eixos do

referencial movel, R,p:

% _ (Is3 — I32) R

p= 0
111 111
My (I31-I33)
== ——=>0P
I22 I22 Q
M I, — 1
_ M (I2 = I1) PQ

B 133 [33
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Anexo B.1 - Matrizes A e B para Posicao e Atitude (Capitulo VI)

Para x.q1 € Ueq1:

A=

Columns 1 through &

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a 0 -9.809998999836501 a
a a a ©.B0859829899836501 a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

Columns 7 through 12

1.000000000000000 a a a a a
a 1.000000000000000 a a a a
a a 1.000000000000000 a a a
a a a 1.000000000000000 a a
a a a a 1.000000000000000 a
a a a a a 1.000000000000000
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

B =

1.0=e+4002 *
[u} u] a u]
[u} u] u] u]
u] a a a
[u} u] a u]
[u} u] a u]
[u} u] u] u]
o u] o u]
u} u] u] u]

-0.072297218327577 -0.072297218324024 -0.072297218327577 -0.072297218327577
0 -1.8315255305904871 u] 1.8315225309582955

1.8315295309568955 0 -1.8315Z5953095&8555 u]

-0.03373870188€&048 0.033738701885282 -0.03373870188&048 0.03373870188&048

Para x.5, € Ueq -

B =

1.0e+002 *
o] o] u] u]
a a a a
o] o] u] u]
o] o] u] u]
a a a a
u} u} u} u}
o] o] u] u]
a a a a
-0.072297218327577 -0.072297218324024 -0.072297218327577 -0.072297218327577
0 -1.831525530904871 u] 1.831528530958955
1.83152953085£8955 0 -1.831528530958£955 a

-0.03373870188£049 0.033738701885282 -0.03373870180£049 0.03373870188£049
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Columns 1 through &

-9.80999999933 50
©.80899999933£50

o T T e T e s s Y
o T T e T e s s Y
o T T e T e e s Y Y
OoOo0Oo0O+R0O00O0o0o0o0
o s T s T e e S s s Y s R
o T T e e e e s s Y o

Columns 7 through 12

1.000000000000000 a a [u}
1.000000000000000 a [u}
a 1.000000000000000 [u}
1.000000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000

o T s T e T Y Y Y s s
o T e T e T Y Y Y Y Y e Y o

a
a
a
a
a
a
a
a
a
a
a

o T e T e T Y Y Y

a
a [u}
a [u}
a [u}
a [u}
a [u}
a [u}
a [u}
a [u}

Para x.43 € Ueq3:
2=

Columns 1 through &

-9.80999999983 650
©.80999999933650

o O O e Y e Y e s R s e Y
[ s e e e s s s e N
o Y O e Y e Y e Y R s e Y
o Y O e O T T R e e Y e
[ s e e Y s s s e R
o Y O e Y e Y e Y R s e Y

Columns 7 through 12

1.000000000000000 u] u] u]
1.000000000000000 a u]
a 1.000000000000000 a
a 1.000000000000000
1.00000000000000
1.00000000000000

[ s T e Y s s [ e e R
o O T e Y e Y e Y T s [ o Y o Y

u]
a
a
u]
a
a
a
a
u]
u]
a

Ooooooooao

u]
a
a
a
a
u]
u]
a

cooooooo

Ooo0ooooo
oo oooooo
OoOo0oo0oo0oooao
oOooooooo

-0.0722897218327577 -0.072297218324024 -0.07ZZ97Z18327577 -0.07ZZ87218327577
0 -1.8315259530904871 u} 1.83152853095685955
1.831529530956955 0 -1.8315259530958855 u]
-0.033738701888048 0.033738701885282 -0.03373870166604% 0.03373870188&8048
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Para x.q 4 € Ueq 4t
A=

Columns 1 through &

[u] u] 0 u] 0 u]
o a a a a )
o a a a a a
o a a a a a
[u] u] 0 u] 0 u]
o a a a a )
o a a 0 -9.80895992998534501 a
[u] u] 0 S.809528899836501 0 u]
o a a a a )
o a a a a a
o a a a a a
[u] u] 0 u] 0 u]

Columns 7 through 12

1.000000000000000 a a a a )
o 1.000000000000000 a a a a
o a 1.000000000000000 a a a
[u] u] 0 1.000000000000000 0 u]
o a a a 1.000000000000000 )
o a a a a 1.000000000000000
[u] u] 0 u] 0 u]
o a a a a )
o a a a a a
o a a a a a
[u] u] 0 u] 0 u]
[u) a a a a o

B =

1.0=+4002 *
u} u] u] o]
u} u] u] o]
u} u] u] o]
a [u] u] u]
u} u] u] o]
u} u] u] o]
a a u] u]
u} u]

-0.072297218327577 -0.072297218324024 -0.072297218327577 -0.072287218327577
0 -1.831528530904871 a] 1.831529530956855

1.83152853095€6955 0 -1.831525530858955 o]

-0.03373870188e048 0.033738701885282 -0.033738701868048 0.033738701888049
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Anexo B.2 - Ganhos de Batz-Kleinman para Posicdo e Atitude

(Capitulo VI)

Comt=0.8:

Para x.q1 € Ueq -

L =
Columns 1 through &
-0.570821519916280 -0.000000000000000
0 -0.570821519920188
0.570£21519916280 -0.000000000000000
u] 0.57082151993 6415
Columns 7 through 12
-0.280864294897232 -0.000000000000000
0 -0.28080&42940986852
0.260864294897232 -0.000000000000000
u] 0.260884254206270
Para x.q, € Ueq:
L =
Columns 1 through &
-0.57082151991&280 -0.000000000000000
0 -0.570821519920188
0.570&2151991&280 -0.000000000000000
a 0.570621519936415
Columns 7 through 12
-0.2808£4294897232 -0.000000000000000
0 -0.2ZgE08£4254898852
0.260864294897232 -0.000000000000000
) 0.28088429490&270
Para x.;3 € Ueq3:
L =
Columns 1 through &
-0.570£2151891&280 -0.000000000000000
0 -0.570821512920188
0.570821518916280 -0.000000000000000
a 0.570&21519935415
Columns 7 through 12
-0.2£08£4294897232 -0.000000000000000
0 -0.2&08£4294898852
0.2808£4294897232 -0.000000000000000
a 0.28086429490&270
Para x.q 4 € Ueq 4t
L =

Columns 1 through &

-0.57082151991&280 -0.000000000000000
0 -0.570821519920188
0.570821518916280 -0.000000000000000
a 0.570821519936415
Columns 7 through 12
-0.2g08£4294887232 -0.000000000000000
0 -0.2&00£4294098852
0.2808&£4294897232 -0.000000000000000
a 0.28086429490&270

-0.3241e09622€1820
.3241609€227011¢
-3241609622€1820
.3241609€22€0858

.172891£14575101
.172891614579525
.172891£14575101
-172891£14574£09

-324180982981820
-3241£0962970116
-3241809629&1820
-3241809629£0898

.172891614575101
.172891£14579525
-1728291614575101
-172891£14574609

.3241609&2961820
.324160862970116
.324160962961820
.3241609&2960898

.1728291614575101
.172891&14579525
.172891£14575101
.172891&14574£09

.324180962961820
.32416096297011&
.324160962961820
.324160962960898

.172891&14575101
.1728291614579525
.172891£14575101
.172891&14574&£02

o

o

o

.000D00D000001ES
.511832908735429
.000D00D000001ES
.51183290874833¢&

.000D000000000S0
.054597341802840
.000D000000000S0
.054597341803514

.0000000000001&62
.511832908735429
.0000000000001&9
.51183290874833¢&

.000000000000020
.054597341802840
.000000000000020
.054597341803514

.0000000000001&2
.51183220873542¢8
.0000000000001&62
.51183290874833¢&

. 000000000000050
.054597341802840
. 000000000000020
.054597341803514

.0000000000001&62
.51183290873542¢9
.0000000000001&62
.51183290874833¢&

.000000000000020
.0545973418025840
.000000000000020
.054597341803514

o

o

.05459734180220

.05459734180220

o

o

o

o

.05459734180220

o

.05459734180220

o

o

.05459734180220

o

.05459734180220

.511832908731918

[u]

.511832908731918

[u]

2
[u}
2
[u}

.511832908731918

u]

.511832908731918

o

.05459734180220

2
o
.054597341802202
o

.511832908731918

a

.511832908731918

[u]

2
o
2
[u]

.511832908731918

a

.511832908731918

u]

z
u]
2
[u]

- E94630634912075
- E94£30634932019
- E94630634912075
- 6946306349192 E86

.370482031229100
.370482031243471
.370482031229100
.370482031232935

. £94830£34912075
.£94£30£34939019
. 694E30834912075
.E94E5306349192E6

.370482031229100
.370482031243471
.370482031229100
.370482031232935

.£94£30834912075
.£94£30£34938018
.694830834912075
.69485308349192&8

.370482031225100
.370482031243471
.370482031229100
.370482031232935

. £94530834912075
.£94£306349390189
. 694830834912075
. 6945308349192 ¢68

.370482031229100
.370482031243471
.370482031229100
.370482031232935
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Comt=2.0:

Para x.q1 € Ueq1:

Coluwns 1 through &
-0.014£07910909800
u]
0.014&0791090292900
u]

Columns 7 through 12

-0.018£95314873468

o -o.

0.01££953148734¢&8
a

-0.

0.000000000000000
014£07910909925
0.000000000000000
0.014£07910910340

0.000000000000000
01££95314873492
0.000000000000000
0.01&£8555148739&7

Para x.q, € Ueq:

Columns 1 through &

-0.014£07910908500

a -o.

0.014£072102029200
u]

Columns 7 through 12

-0.018£953148734€8

a -o.

0.018895314873468
u]

0.000000000000000
014£07910909925
0.000000000000000
0.014£07910910340

0.000000000000000
01££95314873492
0.000000000000000
0.01££95314873987

Para x.q3 € Ueq 3t

Columns 1 through &

-0.014807910202200
a
0.014£07910209800
u]

Columns 7 through 12

-0.01&£695314873468
u]
0.01££953148734&8
a

0.000000000000000
-0.014&807210208925
0.000000000000000
0.014&07910910340

0.000000000000000
-0.018895314873492
0.000000000000000
0.01&8953148739&7

Para x.q4 € Ueqat

Columns 1 through &

-0.014£07910209200
a
0.014&07210208200
u]

Columns 7 through 12
-0.01&£953148734¢&8
a

0.018£95314873488
a
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0.000000000000000

-0.014£07910808925

0.000000000000000
0.014£079102910340

0.000000000000000

-0.01&££95314873492

0.000000000000000
0.018895314873987

-0.
-0.
-0.
-0.

-0.
-0.
-0.
-0.

o.
o.
o.
o.

o.
o.
0.
0.

a.
a.
o.
a.

a.
a.
o.
a.

o ooao

o o0oo

0518&5754073891
0518&5754075218
0518&5754073891
0518&5754073743

0e9156€45830040
0e9156€£45831810
0E9156£45830040
0E9156€6458296843

0518£5754073891
0518&£5754075218
0518&85754073891
0518&£5754073743

0&9158845830040
0&9156£45831810
Oe915££45830040
De915££45829843

051885754073891
051885754075218
0518£5754073891
0518&5754073743

0&915&££45830040
0&9158£45831810
0&915&££45830040
0&915&8545829843

.0518£5754073891
.0518£5754075218
.0518657540738291
.0518865754073743

.0£9156645830040
.0£9156£45831810
.0£9156£45830040
.069156645825843

-o.
-o.
-o.
.0818932£5399584

-a.
-a.
-a.
.021838936721375

o

-a.
-a.
-o.
.0818932£5359584

-0.
-0.
-0.
.021838936721375

o

o

o

oo

-0.
-0.
-0.
.0818932£5399534

-0.
-0.
-0.
.02183893€6721375

0ooooooooooo0z27
0818932&5397519
0ooooooooooo0z27

00000000000003 &
02183893&72110¢6
00000000000003 &

000000000000027
0818932£5397519
000000000000027

00000000000003 &
02183893£721106
00000000000003 &

.000000000000027
.08189326538751%
.000000000000027
.0818932£5399584

.00000000000003 &
.02183893872110&
.00000000000003 &
.02183893E6721375

000000000000027
0818932£5397519
000000000000027

00000000000003 &
02183893&£72110&
00000000000003 &

o

o

o

(=]

o

o

o

o

o

o

.0B18932£5397294

u]

.0B18932£5397294

u]

.02183893&72091&

u]

.02183893€72091&

u]

.0818932£5397294

a

.0818932£5397294

u]

.02183893€72091&

a

.02183893&872091&

u]

.0B818932£5397294

u]

.0818932£5397294

u]

.02183893£720916

u]

.02183893872081¢

u]

.081893265397294

u]

.0B818932€5397294

a

.02183893&72091¢

a

.02183893672091&

u]

-0
a
-0

oo

oo

oo

oo

oo

oo

o

o

o o

oo

-0.
.1111409015290243
-0.
.111140901587082

-0.
.1481928124973838
-0.
.148192812493174

.111140901585932
.1111409015202 43
.111140901585932
.111140901587082

.148192812451640
.148192812457388
.1481928124591640
.148192812493174

.111140901585932
.1111409015280243
.111140901585932
.111140901587082

.148122812451840
.148192812497388
.148192812491640
.148192812493174

.111140801585932
.111140501550243
.111140901585932
.111140901587082

.148192812491£40
.148192812487388
.148192812491£40
.148192812493174

111140901585932

111140201585932

148192812491&40

148192812491&£40
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Control of the Attitude of a Quadrotor by Scheduled References

Carlos Velosa !, Kouamana Bousson 2
Avionics and Control Laboratory, Department of Aerospace Sciences

University of Beira Interior, Covilhd, Portugal

Abstract

A quadrotor is an aircraft with four rotors with some characteristics of conventional helicopters such as the ability to
hover. It is a controllable aircraft, with no margin of static stability, and as a consequence it requires its attitude to be
constantly controlled. In this paper are presented several methods of modern control to stabilize the attitude in programmable
references: the LQR (Linear-Quadratic-Regulator) controller, the Y. Elkrief controller, and the Batz-Kleinman controller. A
four dimension controller called Gramian is also implemented allowing the quadrotor change from one state to another in a
well-defined time period. The results shown that the Elkrief controller is the most efficient to control the attitude because it
presents a smoother response and it is the one that requires less energy stabilize the system. For another side, it is the method
that allows a computation of the gain matrix by the easy way, which makes it convenient when the gain must be calculated in
real time.

Keywords: Quadrotor, Optimal Control, LQR, Y. Elkrief controller, Batz-Kleinman controller, Gramian controller

List of Symbols
Symbol Domain Unit  Description

¢ R rad  Roll angle

6 R rad Pitch angle, (except 8 =1 /2)

Y R rad  Yawangle

A R - State matrix, (n states)

B R™*P - Control matrix, (n states, p inputs)

C RZ*™ - Output matrix, (q outputs, n states)

Fi R N Force produced by each motor, (i = 1,...,4)

g R m/s>  Gravitational acceleration, (constant value of 9.81 m/s?)

H R2nx2n - Hamiltonian matrix, (n states)

l11, Lo, 33 R kg.m*  Elements of a motor’s inertia tensor respectively to x’, y’ and z’ axes

K RP*4 - Gain matrix, (p inputs, g outputs)

L RP*4 - Batz-Kleinman gain matrix, (p inputs, g outputs)

My, My, M, R N.m  Moments acting on the quadrotor respectively to x’, y’ and z’ axes

P R rad/s  Angular speed around the x’ axis of the quadrotor

Q R rad/s  Angular speed around the y’ axis of the quadrotor

R R rad/s  Angular speed around the z’ axis of the quadrotor
Uref - - Reference control vector whose total thrust is equal to quadrotor’s weight
Vi R \% Voltages applied to each motor (i = 1,...,4), V; € [0,5]V
Xref - - Reference state vector; system at an equilibrium point

1. Introduction 2. Problem Statement
A quadrotor, commonly known as a four-engine A quadrotor is an entirely different vehicle when

helicopter, is an aircraft whose thrust force is generated by compared with a helicopter, mainly due to the way both are

four rotors usually mounted in cross configuration, hence controlled. Helicopters are able to change the angle of
its name. attack of its blades, quadrotors cannot.
! Aeronautical Engineering Student in the Department of Aerospace Sciences at University of Beira Interior 123
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In figure (2.1) it is shown a typical quadrotor with
representation of Euler angles around each axis.

Left

F Ig\ﬁ

" 2
3 R /lDr
. ’ID sc f i _

— 3 \) > Front

Rneo -
/ ‘ X
y v 4
Fig. 2.1. Pitch, roll, and yaw rotations of a common quadrotor.

Each rotor in a quadrotor is responsible for a certain
amount of thrust and torque about its centre of rotation, as
well as for a drag force opposite to the rotorcraft’s direction
of flight. The quadrotor’s propellers are not all alike. In
fact, they are divided in two pairs, two pusher and two
puller blades that work in a contra-rotation, see figure (2.1).
As a consequence, the resulting net torque can be null if all
propellers turn with the same angular velocity, thus
allowing for the aircraft to remain still around its centre of
gravity.

In order to define an aircraft’s orientation (or attitude)
around its centre of mass, aeronautical engineers usually
define three dynamics parameters, the angles of pitch, roll
and yaw as shown in figure (2.1) by letters 6, ¢ and v,
respectively. This is very useful because the forces used to
control the aircraft act around its centre of mass, causing it
to pitch, roll or yaw.

Changes in the pitch angle are induced by contrary
variation of speeds in propellers 1 and 3 (see figure 2.1),
resulting in forward or backwards translation. If we do this
same action for propellers 2 and 4, we can produce a
change in the roll angle and we will get lateral translation.
Yaw is induced by mismatching the balance in
aerodynamic torques, ie, by offsetting the cumulative thrust
between the counter-rotating blade pairs. So, by changing
these three angles in a quadrotor we are able to make it

manoeuvre in any direction as shown in figure (2.2).

124

Low speed High speed

Fig. 2.2. lllustration of the various movements of a quadrotor.

3. Attitude Control

Unlike conventional aircraft such as airplanes and
helicopters, it is essential and necessarily that quadrotors
have an attitude controller to stabilize the platform. This is
due to the fact that quadrotors have no margin of static
stability.

Although this type of aircraft has no margin of static
stability, the system is completely controllable and
observable, (it is verified in section 3.3), and therefore we
can design a controller to stabilize the system.

With no attitude controller it would be almost
impossible control the quadrotor by a Human. For this
reason it is essential a controller to stabilize the attitude.
Thus, the pilot merely indicates the references (Euler angles
¢, 6, ¥) and the controller stabilizes the quadrotor on those

references.

3.1. Dynamics of the Quadrotor
For the attitude control, the flight dynamics equations
that govern the attitude of the quadrotor and form the state

vector, in terms of Euler angles are (3.1), [1].

[P + Qtanfsing + RtanGcosq,’)]
Qcos¢ — Rsing

Qsing/cosO + Rcos¢/cosO

My /L1 = RQUszs = I23) /111

| My /Ly = QP(1y — 153)/1 |

L M, /Ly — POy — 1) /15 ]

1
i
|
J

(3.1)

where the moments M,, M,, and M, in equations (3.1)

around the of centre of gravity of the quadrotor are related



with forces F;, F,, F; and F, (see figure 2.1) and in turn
related with the control variables u = [V, V, V3 V,]T as

shown in equations (3.2) and (3.3).

M, = (F, — Fz)dcg
= (F, — F3)dcg (3.2)
= (Fz +F,—F - FS)KMF

Fi = (c1Vi = Vo)g
F, = (c;V, = Vo2)g

3.3
F3 = (c3V5 — Vo3)g (33)
Fy = (c4Va —Vou)g

The distance between the axis of each motor and the
centre of mass of the quadrotor is represented by d., and it
was considered equal to d.; = 38 cm.

The constant K, represents a relation between the net
torque and the total thrust produced. Here, it is considered
equal to K,z = 0.014.

Constants ¢; and V,;, with (i = 1,...,4), are determined
experimentally and for the simulation they were considered
equal to ¢; = 0.398 and V; = 1.0.

The tensor of inertia of the quadrotor was considered
equal to (3.4).

I =diag(ly; I3 I33) (3.4)
= diag(0.0081 0.0081 0.0162) kg.m?

3.2. Linearization of the System

The linearization of the system allows us get the state
and control matrices, A and B, respectively. These matrices
are calculated by Jacobians A = df /dx and B = 0f /u.

It was chosen four references for the simulation of the
attitude control. So, every 5 seconds the quadrotor has a
different attitude. The references chosen and the
corresponding linearized system matrices are presented
from equations (3.5) to (3.20).

For the reference x5 ;:
Xrep1 = [ OYPQR]T =[0—-010000]" (3.5)
Upes, = [2.852 2.852 2.852 2.852]" (3.6)

0 0 0 1 0 —-01003)
|0 00 0 1 0 |
o 0o 0o 0 0 1.0050
4 |0 00 0 0 0 | @&.7)
l0 00 0 0 0 J
000 0 0 0
0 0 0 0
I[ 0 0 0 0 ]|
B 0 0 0 0
_100| 0 ~1.8317 0 1.8317|
l18317 0 18317 0 |
0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337

~—~
w
[o°]
~

For the reference x5 ,:

Xrer2 =[O YPQR]" =[0001000]" (3.9)

Ures, = [2.852 2.852 2.852 2.852]" (3.10)
0 00 100
[0 0 0 0 1 0]
oo 0o 0 o0 1|
A_Io 0 00 0O (3.11)
lo 0 0 0O oJ
0 00 0 0O
0 0 0 0
[ 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 |
= 100. I -1.8317 0 1. 8317
| 1.8317 0 -1.8317 Jl
—0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337
(3.12)

For the reference x,..¢ 3:

Xref3 =[P OYPQR]" =[0101-0.1000]" (3.13)

Upess = [2.852 2.852 2.852 2.852]" (3.14)
0 0 0 1 00100 0.0998
[0 0 0 0 0.9950 —0.0998]
o 0o 0o o 01003 1 |
4=l 00 0 0 0 (3.15)
lo 000 0 0 J
0000 0 0
0 0 0 0
|[ 0 0 0 0 ]|
B 0 0 0 0
_100| 0 ~1.8317 0 18317|
K 1.8317 0 ~1.8317 J
0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337
(3.16)

For the reference x,.r 4:
Xrepa = [@OYPQR]" = [-0.100000]" (3.17)
Uperq = [2.852 2.852 2.852 2.852]" (3.18)
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[0 00 1 0 0
|o 0 0 0 09950 0.0998
o 0o 0 0 —0.0998 0.9950
4 |0 0 0 0 0 0 (3.19)
lo 0 0O 0 0 J
0 00 O 0 0
0 0 0 0
[ 0 0 0 0 ]
_ 0 0 0 0 |
B—100.| 0 —1.8317 0 1.8317
[1.8317 0 —1.8317 0 J
—0.0337 0.0337 —0.0337 0.0337

(3.20)

The reference control vector, u,.f, is constituted by the
electric voltages that when applied to the electric motors
produces the thrust force equal to the total weight of the
quadrotor.

We can see that the control variables, u;'s, can take any
values since they have the same value, obviously within the
maximum and minimum limits of voltage that can be

applied to each motor, ie, u; = u, = u3 = u, € [0,5] Volt.

3.3. Controllability and Observability

Before proceeding to the design of the controllers, an
analysis of controllability and observability of the system
has to be done to verify if we can design the controller for
the system in cause.

A system is totally controllable if and only if the rank of
the controllability matrix, M., (3.21) is equal to the number

of variables of the state vector, n.

rank(M,) = rank([B AB A%B ... A" 'B])
=rank(ctrb(A,B)) =6 =n
(3.21)
A system is totally observable when the rank of the
observability matrix, M,, (3.22) is equal to number of

variables of the state vector, n.

rank(M,) = rank([C CA CA? ... CA"1]T)
= rank(obsv(A, C)) =6=n
(3.22)
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As we can verify by equations (3.21) and (3.22) the
attitude of the quadrotor is completely controllable and
observable.

3.4. LQR Method
For a continuous-time linear system (3.23):

Xx=Ax+Bu = f(x,u) (3.23)
with a quadratic cost function, J, defined as (3.24):
J) = [T (xTQx + uTRu) dt (3.24)

the feedback control law that minimizes the value of the
cost is (3.25):

U= Uper — K(X — Xpep) (3.25)
where K is given by (3.26):
K =R™1BTP (3.26)

and P is found by solving the continuous time algebraic
Riccati equation (3.27), [2]:

ATP + PA—PBR™'B'TP+Q =0 (3.27)

3.4.1. Matrices Q and R - Pole Assignment Method

In the Riccati equation (3.27), weight matrices Q and R
are needed. These matrices, and mainly matrix Q, are
calculated rigorously in order to make the control more
efficient.

Pole assignment method allows this computation
allowing the calculation of matrix Q basing on eigenvalues
imposed on the system by the designer, [3].

Here, eigenvalues of the system (3.23) are calculated
from the closed loop feedback matrix, A, (3.28), where
matrix K is calculated by (3.26) with matrices Q and R
determined by Bryson Rule, (3.29 — 3.30):

A=A-BK (3.28)
. 1 1 1

Q= dlag ([Xlz,max Xzz,max X‘rzl,max:I) (329)
. 1 1 1

k= dlag (I:uimax u%,max uzz),max]) (330)



The index n indicates the dimension of the state vector

x, and p the dimension of the control vector u.

To calculate the matrix Q using the pole assignment
method we need the matrix H called Hamiltonian matrix. It
is given by (3.31) and its eigenvalues, A;(H), are divided
into two groups having the form presented in (3.32), [3].

[ AT —BR™'BT]

l[¢z 0 0 0O I

wo=|[0 @ o of |
2

[[o o g5 0] |

Lo o o gl |

Group I: A4, ..., A, with Re(1;) < 0,i=1,..,n
Group II: Ayyq, ooy Agp With Re(A) > 0,k =n+1,...,2n
(3.32)

The method of allocation of poles aims to determine Q
so that eigenvalues of Group I of the Hamiltonian matrix H
match with the eigenvalues previously specified by the
designer of the controller so that the quadrotor has certain
qualities of flight, [3]. Then the equation (3.33) must be
fulfilled.

A(H)group 1= ASPeCiﬁed (3.33)

The matrix Q is constituted by the diagonal presented in
(3.34):

@2 0 0 0
0 ¢ 0 0]
- 3.34
1o 0 ¢ o (3.34)
o 0o o gl

The elements g;'s of the matrix Q are computed by
forcing the relation (3.35), [3].
Vi ,

det(A,] — H(q)) = 0 (3.35)

Thus, the problem to find the matrix Q becomes a
problem of optimization where we have to calculate g;'s

values that satisfy the six equations (3.36), (i = 6 = n):

filq) = det(A;1 —H(q)) =0 (3.36)

So, at this point, what we have to do to find Q is

minimize the function J indicated in equation (3.37):

J@ = I (@) (3.37)

Relatively to matrix R, we can see by cost function
(3.24) that its weight is the form u”Ru, where we can
conclude that when the elements of matrix R are higher,
lower is the cost to stabilize the system, ie, the magnitude
of the control variables is lower. Therefore, there is
flexibility in choosing the elements of matrix R, where they
can have any values since they are larger than zero, r;s >
0.

Thus, matrix R can be simply computed by the Bryson
Rule as shown in (3.30), where the maximum magnitude of
each variable of control is 5, corresponding to the
maximum voltage that we can apply to each motor (through
ESC — Electronic Speed Controller). Thus, the matrix R
takes the form (3.38).

R=diag (5 5 = 3) (3.38)
3.5. Elkrief Method
For a continuous-time linear system (3.39):
x = Ax + Bu (3.39)

the feedback control law proposed by Y. Elkrief is (3.40):

U= Upep — K(X — Xpep) (3.40)
where K is given by (3.41):
K =BTp~1 (3.41)

whose matrix P is obtained by solving the Lyapunov
equation (3.42):

AP + PAT = —BBT (3.42)

The feedback closed-loop matrix A is calculated as
indicated by the equation (3.43), [4]:

A=—A+2D (3.43)
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by choosing a value for A* that satisfies the equation (3.44):

1> max {f(4) , u(4)} (3.44)

with:

#(4) = max {;Wﬂ}

n
R = maxd Y laylp
j=1

J

(3.45)
3.6. Batz-Kleinman Method
For a continuous-time linear system (3.46):
X =Ax + Bu (3.46)

the feedback control law proposed by Batz-Kleinman is
(3.47):

U = Uper — L(X — Xyer) (3.47)
where L is given by (3.48):
L=B"P(1)™! (3.48)

whose matrix P is given by integral (3.49) with the constant

T arbitrary but greater than zero, T > 0, [4].

P(x) = [T e *B.BTe " . dt (3.49)

Relatively to the constant T we can say that the larger is

7, lower is the magnitude of the control.

3.7. Gramian Method

The control technique using the Gramian matrix allows
the design of a controller that drives the system from ¢,
with the state x, = x(t,) to reach the state x; = x(t,)
within the allotted time ¢; (with t; > t,) as we can see in
figure (3.1).

x0(to)

Fig. 3.1. Path defined by waypoints and respective accurate
instants to be reached.
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With the Gramian control method, the system can be
driven from one state x, for another state x; in a specified
time, and so on.

For a continuous-time linear system (3.50) with the
initial state (3.51):

X =Ax + Bu (3.50)

x(to) = xo (3.51)

the feedback control law given by Gramian method that

drives the system for state x; (t;) is (3.52):

U(E) = Upep — BTeA 0170 P (1)1, (eAti—to)xy — x,)

(3.52)

where P, is given by the integral (3.53), [4]:

AT(t—T)

P(t) = ffo eAt-D B BTe .dt  (353)

4. Simulations

For the attitude control, differential equations (3.1) have
to be solved to simulate the model. They were solved here
by using the Butcher algorithm and as initial condition it

was considered a disturbance of 10% as shown in (4.1):

Xo = xref‘l + 0.10xref_1 (4.1)

4.1. LQR Controller

Given that the changes of matrix A between each
reference are minuscule because the references are very
close, the matrix Q is consequently nearly equal for all
references. The matrix Q was calculated by the pole
assignment method based on the specified eigenvalues (4.2)

and it is equal to (4.3):

[—0.5294]
|—1649.1
~|-1649.1
AN =1 _42.961]
~0.1250
—0.5294

4.2)



oo 0o 0 o
|0 10 0 0 0|
001 0 0 0

Qoptimum |0 0 0 162 0 0| (4.3)
l0 00 0 162 OJ
000 0 0 1

With the weight matrices Q and R (equations 4.3 and
3.38, respectively), and the matrices A and B for each
reference state, the gain matrices calculated by equation

(3.26) are presented below:

For state X1

0.13 353 —-249 0.00 450 -—-2.57
K = —3.66 0 230 —4.50 0 2.57
0.13 —-3.53 —-249 0.00 —4.50 -2.57
3.39 0 2.68 4.50 0 2.57
(4.4
For state x,.¢f,:
0 3,53 =249 0 450 —2.57
K = —3.53 0 249 —4.50 0 2.57
0 —3.53 =249 0 —4.50 —-2.57
3.53 0 2.49 4.50 0 2.57
(4.5)
For state x5
-0.11 3.76 —-2.13 —-0.00 4.50 —-2.57
K = -3.39 -0.25 2,67 —4.50 0 2.56
-0.15 -3.26 -2.83 -0.00 —4.50 -2.57
3.66 —0.24 2.29 4.50 0 2.57
(4.6)
For state xy.qr 4
0 3.26 —2.84 0 450 —2.57
K = —3.53 024 248 —4.50 0 2.57
0 -3.76 —2.13 0 —4.50 —-2.57
3.53 0.24 248 450 0 2.57
4.7)

Attitude stabilization through LQR method is shown in
figures (4.1) and (4.2) and the control vector u(t) needed to
obtain the response of the system represented in figures
(4.1) and (4.2) is shown in figure (4.3). Each control
variable represents the electric voltage applied to each
motor by the order represented in figure (2.1), ie, V;

corresponds to motor 1 and so on.

T o ﬂ
0.1
r r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]
0.1
E of
r r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]
g o
e
g O
0.1
r r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

Fig. 4.1. Quadrotor’s attitude: roll, pitch and yaw (¢, 8,1) angles
according to the axes x, y, z respectively.

0.5+

[rad/s]
o

-0.5 r r r r r r r r r r

0.2r

[rad/s]
o

_02 r r r r r r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]
0.2r
w
(Eﬂ 0
£
_02 r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

Fig. 4.2. Angular velocities (P, Q, R) of the quadrotor according to
the axes x',y’, z' respectively.

3.8

\
V2|
V3

34F v4 ||

3.6~

3.2 A

[Volt]

281 ] ]

2.6 '

241 g

2.2 b

18 r r r r r r r r r
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

Fig. 4.3. VVoltages applied to each motor to stabilize the attitude of
the quadrotor.
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4.2. Elkrief Controller

The value of A" chosen for the simulation is equal to the
maximum of p's: i(A) or u(A), see equation (3.45), plus
one, ie, 1 = max (l_l(A),ﬂ(A) )+ 1.

The values of A* are listed below along with the gain

matrix of the system for each state of reference.

For state x,..r; — A" = 2.105

0 0.04 -1.30 0 0.02 —-0.62
K= —0.04 0 1.30 —0.02 0 0.62
0 —-0.04 -1.30 0 —0.02 —-0.62
0.04 0 131  0.02 0 0.62
(4.8)
For state x,..r, — A" = 2.000
0 0.04 -1.18 0 0.02 —-0.59
K = —0.04 0 1.18 —0.02 0 0.59
0 —-0.04 -1.18 0 -0.02 -0.59
0.04 0 1.18  0.02 0 0.59
(4.9
For state x,..r 3 — A" = 2.200
0 019 —-1.41 0 0.02 —0.65
K = —-0.05 -0.14 142 -0.02 0 0.65
0 0.09 —1.42 0 —0.02 —-0.65
0.05 —-0.14 141 0.02 0 0.65
(4.10)
For state x,..r4 — A" = 2.095
0 —-0.08 —1.29 0 0.02 —-0.62
K= —-0.04 0.12 1.29 —0.02 0 0.62
0 —-0.17 —1.28 0 —0.02 -0.62
0.04 0.12 1.29  0.02 0 0.62
(4.12)

The response of the system is shown if figures (4.4) and
(4.5). In figure (4.6) it is shown the control vector u(t)
corresponding to the voltages applied to the motors to

stabilize the system.
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Fig. 4.4. Quadrotor’s attitude: roll, pitch and yaw (¢, 6,) angles
according to the axes x, y, z respectively.
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Fig. 4.5. Angular velocities (P, @, R) of the quadrotor according to
the axes x', y', z' respectively.
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Fig. 4.6. Voltages applied to each motor to stabilize the attitude of
the quadrotor.



4.3. Batz-Kleinman Controller

The Batz-Kleinman controller needs a value for the
constant T as mentioned in section (3.6). For the simulation
present here it was considered equal to T = 0.25.

The gain matrices for each reference are presented
below in equations (4.12) to (4.15):

For state X1

0 026 -707 0 004 -1.18
L—|-026 0 705 —004 0 118
0 -026 -707 0 —004 —-1.18
026 0 710 004 0 118
(4.12)

For state X, 5:

0 026 -711 0 004 -1.18
L-|-026 0 711 -004 o0 118
0 -026 -711 0 —0.04 -1.18
026 0 711 004 0 118
(4.13)

For state x,.¢f 3:

0 097 -—7.01 0 0.04 -—1.18

[ =|-026 —071 7.06 —0.04 0 1.18
0 044 —7.06 0 —-0.04 -1.18

026 —0.71 7.01 0.04 0 1.18
(4.14)

For state x,., Fa

0 —0.44 -7.10 0 0.04 -—1.18

[ =|-026 071 707 —0.04 0 1.18
1 o —-0.97 -7.05 0 —-0.04 -1.18
026 071 7.07 0.04 0 1.18

(4.15)

The control of the attitude of the quadrotor by the Batz-
Kleinman method is shown in figures (4.7) and (4.8) and

the vector control over time is shown in figure (4.9).

[rad]
o
o
T

0.1
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E o
-0.1
r r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

[rad]
o

8 10 12 14 16 18 20
Time [s]

Fig. 4.7. Quadrotor’s attitude: roll, pitch and yaw (¢, ,) angles
according to the axes x, y, z respectively.
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Fig. 4.8. Angular velocities (P, @, R) of the quadrotor according to
the axes x',y’, z' respectively.
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Fig. 4.9. Voltages applied to each motor to stabilize the attitude of
the quadrotor.
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4.4. Gramian Controller

For the control of attitude of the quadrotor by the
Gramian method it was considered as initial state x, a
disturbance of 10% of the reference state x,.; ; as shown in
equation (4.16).

The reference x,.; that the system has to pass there in

a precisely time changes every 5 seconds.

Xg(tg) = x-r-efyl + 0.10xref‘1 (4.16)
The response of the system is shown in figures (4.10)
and (4.11) and in figure (4.12) it is shown the control vector

u(t) needed to drive the system from waypoint to

waypoint.
? : \
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r r r r r r r r r L
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Time [s]

[rad]
o

Time [s]
T
I 0
0.1
r r r r r r r r r L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Fig. 4.10. Quadrotor’s attitude: roll, pitch and yaw (¢, 6,)
angles according to the axes x, y, z respectively.
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Fig. 4.11. Angular velocities (P, Q, R) of the quadrotor according
to the axes x', y’, z' respectively.
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Fig. 4.12. Voltages applied to each motor to stabilize the attitude
of the quadrotor.

5. Conclusions

The control by the Elkrief method is the one that
revealed to be more efficient because it presents a smoother
system response and because it is the one that requires less
energy of variables of control to stabilize the system, when
compared with the LQR or with the Batz-Kleinman
controller to an identical system response. On the other
hand, the Elkrief controller is in principle the most suitable
to control the quadrotor due to the easy way to obtain the
gain matrix. This because in most applications the gain of
the system must be calculated in real time and the control
by this method brings advantages in that direction because
it doesn’t require nor weighting matrices, nor to solve
Riccati equations and not have to solve integrals to obtain
the gain matrix.

However, if the quadrotor requires in its mission that the
attitude stabilizes as soon as possible, the Batz-Kleinman
controller with a low value of 7 is the most appropriate,
even though it requires more energy to stabilize the system.

On a mission where is necessary to control the attitude
(or also the position) of the quadrotor in a well-defined
periods, the Gramian controller is required because it is the
one that can guide the quadrotor from one state to another

within a specified time.
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