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Resumo

Pretendemos neste trabalho determinar a riqueza dinamica que se obtém das funcdes continuas
na reta com determinados pontos periédicos. E apresentado um teorema que afirma que funcdes
continuas na reta com pontos peridédicos de periodo trés tém pontos periddicos de qualquer pe-
riodo. Seguidamente, apresentamos uma generalizacao deste resultado - O Teorema de Sharkovsky
- que fornece uma ordenacgao dos inteiros em que a existéncia de um ponto periédico de um certo
periodo p para uma func¢io continua na reta garante a existéncia de qualquer periodo ¢ desde que
a ordem desse periodo ¢ seja maior do que a ordem de p. Finalmente, sdo apresentadas formas de

reciprocidade do Teorema de Sharkovsky.
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Abstract

Our goal in this work is to determine the richeness of dynamics obtained from continuous functions
in the real line with periodic points of a certain period. It will be presented a theorem that states
that continuous functions on the real line with periodic points of period three have periodic points
of any period. After that we generalize this result - Sharkovsky’s Theorem - which provides an
order of integers in which the existence of a periodic point of a certain period p to a continuous
function on the real line guarantees the existence of any period ¢ since the order of this period
q is greater than of the order p. Finally, it will be presented some ways of reciprocity of the

Sharkovsky’s Theorem.

Keywords

Dynamical systems, iteration, continuous function and periodic point.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Teoria do Caos — Contextualizacao histoérica

O nicleo desta dissertacdo é um resultado sobre a presenca de comportamento cadtico sob certas
condigoes topologicas e dinAmicas para aplicagdes unidimensionais. Nesse sentido vamos fazer uma
incursao breve acerca da teoria cadtica de sistemas dindmicos.

E perfeitamente natural que um modelo que descreva o comportamento meteorolégico leve em
conta parametros como, por exemplo, a humidade ou a pressdo atmosférica entre outros. Para
introduzirmos no modelo esses fatores utilizamos instrumentos de medida que avaliam numerica-
mente, e com um certo grau de precisao, os mesmos parametros. Por mais precisos que sejamos a
introducao do erro é inevitavel. A questdo que surge é em que medida é que os erros acumulados
poderao afetar o output do nosso modelo pois uma pequena imprecisdo nessas medidas pode ser
o acender de um rastilho que leva ao caos. As atuais previsdes meteorologicas sdo consideradas
cadticas ou altamente sensiveis a pequenas perturbacoes nas condicgoes iniciais, pois perturbacoes
muito ligeiras nos parametros atmosféricos avaliados podem evoluir para eventos significativos com
o passar do tempo. A previsdo meteoroldgica a longo prazo é dominada por estes efeitos cadticos,
e seria necessario que os cientistas possuissem instrumentos de medi¢ao com um grau de preci-
sao enormissimo para que se conseguisse providenciar uma previsao a longo prazo com grande
exactidao.

No inicio da década de 1960, Edward Lorenz, considerado o criador da teoria do caos, estudou
varios padroes metereologicos, e chegou a conclusao que nem sempre eles mudam como inicial-
mente previsto (ver,[Lor63]). Ele obtinha padrdes climaticos divergentes quando alterava somente
alguns valores iniciais das variaveis consideradas. A ténue dependéncia das condi¢oes iniciais, ficou
conhecida popularmente pelo Efeito Borboleta.

Assim que o conceito de caos se tornou uma peca fundamental na consideracdo das previsoes
climéticas, as ideias de prognéstico sofreram alteragoes drasticas. Um exemplo tipico é o facto de
se ter feito um esforco para medir a emissao de didéxido de carbono na atmosfera, para se concluir
(ou ndo) acerca dos seus efeitos no aumento da temperatura global, e na previsdo da mesma, a
longo prazo.

Durante véarios séculos acreditou-se que as érbitas dos planetas simulavam com exactidao o com-
portamento de um relégio, isto é, o facto de ser estavel e previsivel. Ora, sabemos que o clima da
terra é influenciado pela variagdo da sua Orbita, pela intensidade da radiacdo solar, entre outros
factores. Sabe-se agora também, que a influéncia gravitacional de outros planetas faz com que uma
orbita particular se altere com o tempo.

Isto para referir que mesmo que todos os parametros terrestres intervenientes nos efeitos climaticos
fossem medidos e conhecidos, haveria sempre que dar importancia & natureza cadtica do nosso
sistema solar. Do ponto de vista da metodologia cientifica, a observacdo de um fenémeno exige
aten¢do minuciosa aos seus detalhes. A variagdo e evolugdo de um certo fenémeno ao longo do
tempo é considerado um sistema din&mico.

Sao inimeros os matematicos que durante os ultimos cinquenta anos, estudaram o comportamento

aleatorio de sistemas dindmicos deterministicos, ou por outras palavras, sistemas cadticos que é o
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nome adotado para agrupar este tipo de sistemas.

Foi em 1975 que nasceu uma nova terminologia matematica: o Caos. Tien-Yien Li e James A.
Yorke publicaram um artigo na revista cientifica “American Mathematical Monthly” intitulado
Period three implies chaos [LY75], e usaram pela primeira vez a palavra caos para definir matema-
ticamente a sensivel dependéncia das condigoes iniciais de um sistema e também a natureza incerta
do comportamento da dinamica resultante. Contudo Yorke afirmou que "(...)os primeiros a com-
preender na totalidade a dindmica cadtica de una fungao de um intervalo em si mesmo(...)" foram
Robert May e George Oster. Efetivamente o primeiro artigo onde se utilizou a palavra caos foi
em Biological Populations with nonoverlapping generations: stable points, stable cycles and chaos
(ver [M*74]), escrito por May, publicado na revista “Science” em 1974, cerca de um ano antes do
artigo de Li e Yorke.

De qualquer maneira, a publicagdo [LY75] é uma das mais citadas na matemaética e fisica, e
revelou-se de enorme importancia no estudo do caos. Nela encontramos a prova de um resultado
surpreendente: se uma fung¢do f continua na reta tem um ponto de periodo trés (i.e. f(f(f(z))) =
z, f(x) #xz e f(f(z)) # x), entdo f tem pontos de qualquer periodo.

A natureza da afirmacao de Yorke sobre o trabalho de May veio a mostrar-se falsa pouco tempo
depois uma vez que Yorke desconhecia um trabalho desenvolvido uma década antes na antiga Uniao
Soviética.

Em 1964, foi publicado um artigo na revista “Ukrainskii Matematicheskii Zhurnal” intitulado Co-
existence of cycles of a continuous map of the line into itself (ver [Sha64]) de onze paginas, escrito
por Oleksandr Mikolaiovich Sharkovsky, que revelou ser algo rigoroso e perfeitamente fundamen-
tado, dez anos antes do trabalho de Yorke, que é na verdade um caso particular da publicacao de
Sharkovsky. Este trabalho ficou conhecido pelo Teorema de Sharkovsky. Consta que o artigo tinha
sido enviado para apreciacdo para a revista em 1962, quando o jovem Oleksandr tinha apenas 25
anos.

Sdo varias as razoes pelas quais este resultado ndo se tornou conhecido imediatamente, tendo
sido ignorado pela comunidade matematica durante mais de quinze anos, aparecendo apenas para
conhecimento geral na segunda metade dos anos 70. O facto de o artigo estar escrito em russo e ter
sido publicado num jornal matematico soviético € uma delas. Relembre-se que na altura imperava
no mundo a Guerra Fria, e a comunicagdo era muito dificil, particularmente no que diz respeito
a resultados matematicos, era quase nulo o acesso do ocidente as descobertas cientificas da antiga
Uniao Soviética. Outro facto que podemos apontar como causa é que no inicio dos anos 60 o tema
nao seria muito popular no meio académico. Por fim, deve-se salientar o facto da demonstracao
utilizada por Sharkovsky ser muito complexa, pouco atraente e com métodos que ndo eram de todo
simples.

Voltando ao artigo [LY75] de Li e Yorke, foi por causa dele que o trabalho de Sharkovsky ganhou
importancia. Através de um convite para participar numa conferéncia em Berlim de Leste, no
final dos anos 70, Li, Yorke e Sharkovsky, conheceram-se e apesar de ndo haver nenhuma lingua
em comum, chegou-se ao consenso de reconhecer o grandioso trabalho do ucraniano. Desde entao
muitos matematicos viraram a sua atengao para os resultados do teorema. Muito por causa de
diversos artigos no final dos anos 70, e também da realizagao de iniimeras conferéncias relacionadas
com caos e fenomenos interativos. Alguns deles desenvolveram demonstragbes mais simples e
curtas, outros investigaram a possibilidade de alargar os resultados para estruturas mais complexas.
As demonstracoes foram baseadas no elementar teorema do valor intermédio e no inicio dos anos
1980, pelo menos trés demonstragoes do teorema foram publicadas e sao consideradas a prova
moderna do mesmo. Uma delas foi desenvolvida por Block, Guckenheimer, Misiurewicz e Yorke

[BGMYS80], e é aquela que serviu para a demonstracdo do teorema nesta dissertagdo, como veremos

2
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mais a frente. Outra das demonstragoes foi apresentada por Burkart [Bur82] e por fim falamos da
demonstragdo apresentada por Ho e Morris [HMS81].

Para além destas publicacoes, gostariamos de dar relevo a duas delas, pela forma simples que
abordaram o Teorema de Sharkovsky, que apareceram ja no século XXI. Em 2004, Bau-Sen Du
publicou A simple proof of Sharkovsky’s theorem [Du04] e em 2007 Keith Burns e Boris Hasselblatt

apresentaram o artigo The Sharkovsky theorem: a natural direct proof [BH11].
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Capitulo 2

Definicoes basicas

Vamos considerar fun¢des na reta real f: R — R. Em geral assumimos que f é continua.

Definicao 2.1 (Iteragdo). Iteragdo significa um processo de repeti¢ao. Iterar uma fungdo significa
avaliar a fungdo mais de um vez, compondo a fun¢do sobre ela mesma. Se tivermos a fungao f,
f?(z) € a segunda iteracdo de f, f3(x) € a terceira iteracdio de f, ..., f*(x) € a n-ésima iteracio

de f, ou seja, a n-ésima composicao de f sobre ela mesma.

Definicao 2.2 (Orbita). Chamamos drbita o sequéncia de pontos
Lo, L1, L2y 3Tpy -0+,

em que

Ty = f(xO),
2o = f(z1) = f*(20),
r3 = f(12) = f3(550),

Tp = f(@n-1) = f"(x0),

para um dado g € R. Ao ponto xo chamamos a semente da orbita.

2

Exemplo 1. Seja f(x) = 2* e xg = 2. A drbita de o €

2,4, 16, 256, 65536, 4294967296, . . .

ja que
g = 2
= 22=4
zy = 4°=16
z3 = 162 =256
ry = 256%=65536
rs = 655362 = 4294967296

Um dos mais importantes tipos de 6rbitas que podemos considerar é o ponto fixo. Outro tipo de
orbita importante é a 6rbita periédica ou ciclo do qual o ponto fixo é um caso particular. Iremos
descrever de seguida cada um deles.

Definigao 2.3 (Ponto fixo). Chamamos ponto fixo ao ponto xo que satisfaca xo = f(xo). Pode-

mos dizer ainda que a drbita de um ponto fizo é a sequéncia o, o, T, To, To, - - -, pois f2(xo) =
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f(f(wo)) = f(wo) = w0, ou seja, f"(x0) = wo.

Podemos encontrar todos os pontos fixos de uma fungéo resolvendo a equacgdo f(x) = z. Outra
maneira de os encontrar é geometricamente, olhando para a intersec¢ao do grafico de uma funcao

com a bissetriz dos quadrantes impares, y = x.

Exemplo 2. Seja f(x) = 22 — 2. As solugdes da equacdo x> — 2 = x, -1 e 2, sido pontos fivos da

fungao f(x). Podemos observar graficamente o mesmo na Figura 2.1.

o i 8 s

o

g

Figura 2.1: Os pontos fixos de f(z)) = 2> —2sdaoo-1eo 2.
Defini¢ao 2.4 (Ponto perioédico). Chamamos ponto periddico ao ponto x¢ que satisfaga f™(xo) =
Zo, para algum n > 0. O menor n para o qual f™(x¢) = x¢ € designado por periodo de xy.

Defini¢ao 2.5 (Ciclo de periodo n ou orbita periodica). Chamamos ciclo a uma 6rbita que se

repete a ela propria a cada n iteracoes.

Exemplo 3. Seja f(z) = 2% — 2 + 1.

A orbita de 0 é
0,1,0,1,0,1,0,1,....

Entao dizemos que 0 pertence a um 2-ciclo, ou a um ciclo de periodo 2 para f(x).

Nota 2.6. Se x¢ tem periodo k, entio xo é também um ponto fizo de f**, pois
f2k(x0) = fk(fk(fo)) = fk(xo) = To-

Podemos generalizar dizendo que xo é um ponto fixo de f™*, ou seja, xo tem periodo nk para algum
ne€ N.

Nota 2.7. Se xy se encontrar numa drbita de periodo k, entdo todos os pontos da oérbita de xq

tém também periodo k. Na realidade essa orbita € invariante por f.
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Capitulo 3

Diagrama de Teia de Aranha

O processo de encontrar pontos periddicos nao é tao simples quanto parece. Existem, contudo,
alguns procedimentos que nos permitem encontrar varios tipos de érbitas e o seu comportamento,

executando um processo geométrico bastante intuitivo.

3.1 Analise grafica

Depois de representarmos graficamente uma funcao f, podemos utilizar um processo geométrico
que nos ajudara a determinar a dindmica de f. Para visualizarmos a 6rbita do ponto xg, precisamos
de desenhar a reta y = z. Como vimos anteriormente, os pontos de interse¢do dessa reta com o
grafico da fungdo em questao dé-nos os pontos fixos de f. Comecgaremos o processo no ponto
(20, 0), ou seja, sobre a reta y = . Deste ponto, tracamos uma reta vertical paralela ao eixo
das ordenadas que intersetara o grafico de f no ponto (zo, f(zo)). De seguida, tracamos uma reta
horizontal paralela ao eixo das abcissas desde o ponto anterior, até intersectarmos a reta y = x. A
intersecgdo é o ponto (f(zo), f(z¢)). Novamente, se tragarmos uma reta vertical, intersectamos o
gréafico de f em (f(xo), f2(70)), e de seguida tragamos uma reta horizontal até a diagonal y = x
e obtemos o ponto de interseccdo (f2(w), f2(z0)). Repetindo o procedimento sucessivamente,
obtemos uma imagem da oérbita de xy. Podemos obter uma sequéncia de segmentos de reta que

produzem uma teia de aranha ou uma escada.

Note-se que obtemos a érbita de zg se olharmos para as abcissas dos pontos de interseccao das

rectas horizontais descritas anteriormente com a reta y = x:

zo, f(x0), f*(w0), £ (z0) .. ..

Exemplo 4. Nas figuras sequintes, utilizando o processo anterior, a andlise do grifico da fungdo
f(x) = 22 — 2 mostra que para um ponto xo dado, podemos observar que as suas orbitas cami-
nham para os pontos de intersecao da reta y = x com o grifico da funcdo f, e como jd vimos

anteriormente, este ponto é um ponto fizo de f (ver Figura 3.1)
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/ 3 L] /

Figura 3.1: Diagramas de teia de aranha ou escada ao redor dos pontos fixos —1 e 2 respetivamente.

Exemplo 5. Consideremos a fungdo f(x) = cos(z). Certamente que jd reparou que, escolhendo o
valor 1 por exemplo, quando carrega na tecla de uma mdquina de calcular repetidamente tende
a equilibrar num valor aproximadamente 0,73908.... FEsse é na verdade o ponto fixo da fun¢io

cos(x) (ver Figura 3.2).

/ ]
0.6

0.44

0.24

T T T
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -08 -0.4 -0.2 0.z 0.4 06 [aR:] 1 1.2 1.4 1 1.8

0.73808
-0.24

-0.44

-0.64

-0.84

Figura 3.2: Diagramas de teia de aranha ao redor do ponto fixo da fungao cos(z).

Qualquer que seja o numero perto de 1 que se escolha para semente, ao fim de algumas iteragoes, a
calculadora ird sempre devolver o valor aproximado 0,73908. ... Neste caso dizemos que este ponto
fizo € atrator (ver Figura 3.3).

8
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08 0 o
04 04
02 02

ds As da 2 1 <08 <ds 44 o2 o o2 04 ods o8 1 12 18 1 s oE e Ga 32 Gl 4% 88 aFE B2.7c G5z W3 e W w2
0.73908.
02 073908
02

Figura 3.3:

0.4
8 e
s

08
B

-1
12

12

Diagramas de teia de aranha ao redor do ponto fixo da fungao cos(z).
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Capitulo 4

Preliminares da analise na reta

Para encontrar 6rbitas mais facilmente e rapidamente, podemos utilizar alguns resultados que nos
serdo extremamente uteis nessa tarefa. Abordaremos em primeiro lugar um resultado simples,
mas importante na nossa tarefa. O teorema seguinte foi importante também na demonstracao do

Teorema de Sharkovsky, como referimos anteriormente.

Teorema 4.1 (Teorema do Valor Intermédio). Seja f : [a,b] — R um fun¢do continua, e seja d
tal que f(a) < d < f(b) ou f(b) < d < f(a). Entdo existe c € [a,b] tal que f(c) =d.

Antes de demonstrarmos o teorema, iremos explicar certas simplificacdes. Iremos considerar o caso
especial onde f(a) < f(b), pois no caso em que f(a) > f(b) a demonstracdo é analoga. De facto,
se f(b) < f(a) entdo (ver Figura 4.1):

e Considerando a funcdo simétrica de f i.e. g(x) = —f(x) temos g(a) < g(b).

~f(z)

Figura 4.1: g(z) = —f(x).

Para um « tal que f(b) < d < f(a) temos que —f(a) < —d < —f(b), ou seja, g(a) < —d <
g(b). Mas neste caso, podemos aplicar o teorema do valor intermédio para encontrar um c
tal que a < ¢ < b para que g(c) = —d, isto é, —f(c) = —d, ou seja, f(c) = d. logo, podemos
assumir que f(a) < f(b).

Vamos considerar também o caso especial em que d = 0, ou seja, pelo que vimos no caso anterior
f(a) <0< f(b) (ver Figura 4.2).

e Para d # 0, vamos considerar, por exemplo, a funcdo g(z) = f(z) — d. Aplicando o teorema
para encontrar um c tal que a < ¢ < b para que g(c¢) = 0, ou seja, f(c) —d = 0, isto &,

f(e) = d.

11
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Figura 4.2: g(z) = f(z) —d.

Demonstragio. Seja f uma func¢do continua no intervalo fechado [a,b], em que f(a) < 0 < f(b).
Seja ® = {z € [a,b] : f(xz) < 0}. Entéo f(a) < 0, logo a € ® ou seja ® # (. Assim podemos
afirmar que ® ¢ limitado superiormente por b. Logo tem um supremo ¢ (ver Figura 4.3).

Figura 4.3: O supremo c de .

Existem trés hipoteses para c¢: f(c) > 0, f(¢) < 0 ou f(¢) = 0. Demonstraremos que as duas
primeiras conduzem a uma contradicdo, pelo que ficamos com f(c) = 0, como pretendido.

f(e) > 0: Suponhamos que f(¢) > 0. Temos que f(b) > 0, logo ¢ # b, e ¢ € [a,b[. Como f é continua
em [a,b], qualquer que seja o € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(c)| < € sempre que
|z —¢| < 4. Escolha-se € = f(c), entdo |f(z) — f(c)| < f(c), ou seja, f(x) > f(c)— f(c) =0.
Ou seja, f(x) > 0 para x € [c — J,c + d]. Isto obriga a que ¢ — § seja um limite superior de
®, pois ndo existe nenhum ponto no intervalo [c — 4, ¢] para f(z) > 0, que se encontre em P,
e ¢ é o supremo de ®. Para além disso, temos também que ¢ — § seja um limite superior mas

menor que ¢, ou seja ¢ — d < ¢ o que implica que § < 0, o que é uma contradicio.

f(e) <0: Suponhamos que f(c¢) < 0. Como f é continua em [a,b], qualquer que seja o ¢ > 0, existe

12
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d > 0 tal que |f(z) — f(c)] < —f(c) sempre que |z —¢| < §. Entdo f(z) < f(c) — f(c) =0
para x € [¢c — d,c+ d]. Como =z = ¢+ g esta contido no intervalo [¢ — §, ¢ + J], temos que
f(z) < 0, entdo deve estar contido em ®. Mas isso significa que excede o limite superior ¢

do conjunto ®, pelo que chegamos a uma contradicao.

Logo f(c) =0 e o teorema esta demonstrado. O

Por outras palavras, podemos afirmar que o teorema do valor intermédio nos diz que podemos

variar continuamente o valor de x entre a e b, que os valores de f(z) = ¢ também variam de f(a)
a f(b).
Teorema 4.2 (Ponto fixo). Seja f : [a,b] — [a,b] uma fun¢do continua. Entao f tem um ponto

fizo em [a,b].

Demonstrag¢ao. Suponhamos que f(a) > a e f(b) <b. A funcgdo g(x) = f(x) — x é continua pois
¢ a diferenca de fungdes continuas. Além disso, g(a) = f(a) —a > 0 e g(b) = f(b) —b < 0. Pelo
teorema do valor intermédio aplicado a g, existe um ¢ € [a, b] tal que g(c) =0, isto &, f(c) —c=0.

Logo f(c) = c e existe um ponto fixo ¢ para f no intervalo [a, b]. O

Temos que realgar algumas propriedades. Em primeiro lugar, duas das principais hipoteses do
Teorema 4.2 sdo o facto de f ser continua e o facto de f estar definida do intervalo [a,b] para ele
proprio. Se estas premissas nao se verificarem, podera resultar numa func¢ao sem pontos fixos.
Para além disso, o intervalo [a, b] terd que ser fechado. Por exemplo, a funcio f(r) = 22 definida
no intervalo 0, %[ para ele proprio, é continua, mas nao possui pontos fixos neste intervalo aberto,
pois o ponto fixo 0 estéd fora do intervalo.

Outra particularidade do Teorema 4.2 é que ele assegura a existéncia de um ponto fixo em [a, b],
mas poderao existir muitos mais.

Por fim, ha que dizer que o teorema em si nao nos da um método para encontrar um ponto fixo.
Mas na verdade, a certeza que ele existe é suficiente para o que pretendemos mostrar.

A existéncia de um ponto fixo de uma fungio é geralmente visivel pela observacao do seu grafico,
como vimos anteriormente, mas a existéncia de um ponto periddico de periodo n nao é tao facil

encontrar, mesmo se n é um ndimero inteiro mais préximo de 0. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.3. Consideremos a func¢do f,

x+1 o0<zgt
OEE S
2-2x z<z<l1
cujo grifico € esbogado na Figura 4.4
y
T

Figura 4.4: Funcao f(z).
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Como podemos observar, f(0) = %, f2(0) = f(3) =1 e f3(0) = f2(3) = f(1) = 0. Isto significa
que 0 € um ponto periddico de periodo 3 da fungdo f.

Mas a questao verdadeiramente interessante é saber se também tem um ponto periédico de periodo
5, ou mesmo de periodo 7, ou talvez saber se terd um ponto periédico de periodo 9, mas nao tem
um de periodo 11. Enfim, estas questoes sao dificeis de responder apenas olhando para o grafico
de uma funcdo. Para assegurar que conseguimos responder, necessitamos de efectuar uma andlise

mais aprofundada sobre o assunto.

14



Dinamica de fungoes continuas na reta

Capitulo 5

Periodo trés implica o caos

Vamos comecar por falar de um teorema, que é uma consequéncia directa do Teorema de Shar-
kovsky (Teorema 6.1), ou um seu corolario, por assim dizer. Li e Yorke [LY75] afirmam que se

existir uma érbita de periodo 3, entao existem orbitas de todos os periodos.

Teorema 5.1 (|[LY75]). Seja f : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua. Suponhamos que f tem um

ponto periddico de periodo 3. Entdo f também tem pontos periddicos de todos os outros periodos.

Notemos que é muito facil considerar exemplos de fungoes descontinuas onde o resultado anterior

é falso. Tomemos por exemplo a funcdo f na reta real definida da forma (ver Figura 5.1)

a
Figura 5.1: Ciclo de periodo 2 da funcao f(z).

Como podemos observar, a funcao f é descontinua, e conseguimos encontrar um ciclo de periodo
2, mas nenhum ponto fixo, ou seja, nenhum ponto de periodo 1. Além do mais este teorema é

tipico de dimensao um.

Se consideramos uma esfera S? = {(z,y, 2) € R®: 22 +y? + 22 = 1} e a aplicagdo f: S? — S? que ¢
definida pela rotagao de 2% com o eixo dos zz entdo temos dois pontos fixos (o polo norte (0,0,1)

e o polo sul (0,0,—1)) e todos os pontos da esfera sdo periodicos de periodo 3 (ver Figura 5.2).
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=]

Figura 5.2: A dinamica de f: S* — S%.

Antes de prosseguirmos com a demonstragdo deste resultado, observemos duas importantes notas.

Nota 5.2. Suponhamos que I = [a,b] e J = [¢,d] sao intervalos fechados e I C J. Se f(I) D J,

entao f tem um ponto fizo em I (ver Figura 5.3).

Para verificarmos que isto acontece, temos de olhar para o teorema do valor intermédio. Como
I C J, o grafico de f tem de cruzar a diagonal sobre I, ou seja, existe a garantia de pelo menos
um ponto fixo.

)

Figura 5.3: Se f(I) D J entdo existe pelo menos um ponto fixo (A).

Nota 5.3. Suponhamos agora que I e J sdo dois intervalos fechados e f(I) D J. Entdo existe um
sub-intervalo I' C I tal que f(I') = J (ver Figura 5.4).

Estamos apenas a dizer que a imagem de I’ ¢ J, e ndo estamos a dizer que implica directamente

que f é injetiva. Também nao estamos a assumir aqui que I C J, como na nota anterior.

Demonstragio. (do Teorema 5.1) Suponhamos que f tem um ciclo de periodo 3 dado por

a—b—c—ar— b ...
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I

o

0l

o

i
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:|
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L EETTERTRREP AP EREERERS R ERRREEE :
C i i E

H 1 f

ol i b

i i :

i [ :

i | d

:| i :

il [ ’

¥ ' i

a I' b

Figura 5.4: A imagem de I' C T ¢ J.

Sem perda de generalidade consideramos que a é o ponto mais & esquerda na o6rbita. Entao, ou
a <b<coua < c<b Vamos considerar o primeiro caso, pois no segundo a interpretagao é a

mesma (ver Figura 5.5).

Figura 5.5: a—=b—c—a— ...

Suponhamos que f é continua. Seja Iy = [a,b] e I; = [b,c]. Como f(a) = b e f(b) = ¢, temos
que f(Iy) D I;. Por outro lado, como f(c) = a, entdo f(I;) D Iy U I;, como podemos observar na

Figura 5.6.

17



Dinamica de fungoes continuas na reta

J_fl __________________________ X' i@m)>nun

a ID hj"lc

Figura 5.6: f([o) Ol e f(]l) D IgyUlL

Iremos consideremos de seguida um ciclo de periodo n > 3. Para encontrar um ponto periédico de
periodo n, recorremos & Nota 5.3, e iremos iterd-la n vezes. E certo que f(Iy) D Iy, logo existe um
sub-intervalo fechado A; C I tal que f(A;) = I; (ver Figura 5.7). Pela Nota 5.3, como 4; C I
e f(A1) = I, D Ay, existe Ay C A; tal que f(Az) = A;. Logo Ay C A; C I e f?(A3) = I (ver
Figura 5.8).

Iy :
I b L
f(Iy) s
I
L
I
3 ----------------------------------------------------- I----] --------- N
i i
o i
| |
I i
‘ I i
5 Ly
i I 1 ;
a [} | E
Ay

Figura 5.7: Como f(I1) D I1,3A:1 C I : f(A1) = Ih.
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Figura 5.8: 34> C A1 C I : f(A2) = Ay

Tendo por base o procedimento anterior, iremos itera-lo n — 2 vezes, chegando & seguinte sequéncia

de intervalos:
A, o CA, 3C..AbCAiCl

em que f(A;) = A;_1 parai = 2,...n—2 e f(A;) = I,. Daqui podemos dizer também que
fn_2(An,2) =l eA,_>CI.
Como f(Iy) D I) D A, _a, existe também um sub-intervalo fechado A,,_1 C I tal que f(A,—1) =

A,,_2, como podemos observar na Figura 5.9.

Figura 5.9: 3A,_1 C lo: f(An—1) = Apn_2

Ja que A,_1 C Iy C f(I1), existe outro sub-intervalo fechado A, C I; tal que f(A,) = A,—1 (ver
Figura 5.10).
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Figura 5.10: A, C I1 : f(An) = An—1

Finalmente, chegamos a:
Ay A, oA,

com f(A;) = A;_; tal que f*(4,) = I;. Mas A, C I, entdo pela Nota 5.2, existe um ponto
zg € A, que é fixo. Logo dizemos que z tem periodo n. Isto acontece pois temos que f(zg) €
An_1 C Iy, mas fi(xg) € I para i = 2,...,n. Ou seja, a primeira iteracdo de o estd em Iy, mas
todas as outras estao em I;. E isto quer dizer que x( tem periodo > n, logo x( tem periodo n.

Para finalizar a prova do teorema, resta-nos falar de quando n = 1 e n = 2. No primeiro caso
ficamos com o facto de f(I;) D I, logo existe um ponto fixo em ;. Por fim, no caso em que n = 2
ficamos com f(Iy) D I e f(I1) D Ip. Ora, utilizando o método anterior, isto significa que existe

um ciclo de periodo 2 que vai alternando entre Iy e I7. O
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Capitulo 6

Teorema de Sharkovsky

6.1 Ordem de Sharkovsky

A ordenacao tipica dos numeros naturais € a sua ordenacao por ordem crescente ou seja:
1,2,3,4,5,...

Sharkovsky reordenou o conjunto N de outra forma, para servir de base a um dos seus teoremas,

criando uma ordem bizarra de ntimeros naturais:

3,5,7,9,...,3-2,5-2,7-2,9-2,...,3-22.5.22.7.22.9.22 ... 2% 2% 929!

impares dobro de impares quadruplo de impares poténcias de 2

Ele primeiro considera todos os nimeros impares, comegando no 3 e de forma crescente. De
seguida a sequéncia é continuada multiplicando cada ntmero impar anteriormente considerado por
2, posteriormente por 22, e assim sucessivamente. Por fim, a ordem acaba com todas as poténcias

inteiras ndo negativas de 2, de maneira decrescente, até ao 1 (2° = 1). A sequéncia
3454749<...93-245-247-249-24...43-2245.2247-22499-22q... 128423422 92" a1

chamamos a Ordem de Sharkovsky. De notar que a relacdo a <b indica que a precede b na ordem.
Esta reordenacao dos nimeros naturais servird de base para a aplicacdo do seu teorema, como

veremos mais a frente.

6.2 Teorema de Sharkovsky

Teorema 6.1 (Teorema de Sharkovsky). Seja f : I — I uma fun¢do continua e seja p um ponto
periddico de f de periodo n. Se n<m (na ordem de Sharkovsky), entdo f tem também um ponto

periddico q, de periodo m.

O que este teorema refere é que para qualquer fun¢ao continua, com um periodo especifico, ela tem
também periodo(s) “menor(es)”, seguindo a ordem apresentada anteriormente. Por exemplo, sendo
3 o maior periodo na ordem de Sharkovski, implica que a fun¢io tenha todos os outros periodos.
De facto, esta consequéncia é a formulacdo do teorema apresentado por Li e Yorke (Teorema 5.1).
Se um funcao tem pontos peridédicos de periodo 5, ela nao tem necessariamente pontos periédicos
de periodo 3, mas tem pontos de periodo 7, e assim sucessivamente. Grosso modo, o Teorema de

Sharkovsky mostra para func¢oes continuas quais periodos implicam outros periodos.

6.3 Consequéncias
Devemos dar nota de algumas consequéncias do teorema, antes de avancarmos para a sua prova.
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Se uma fun¢do f tem um ponto periddico com periodo diferente de uma poténcia de 2, entdo f tem
infinitos pontos periédicos. Reciprocamente, se f tem somente um conjunto de pontos periédicos
finito, entao eles tém de ter necessariamente periodos de uma poténcia de 2.

O teorema anterior diz-nos também que o 3 é o maior periodo na ordem de Sharkovski e o facto

de isso implicar a existéncia de todos os outros periodos.

Demonstragio. (do Teorema 6.1)

Esta demonstragido decorre das duas notas que falamos anteriormente (Nota 5.2 e Nota 5.3), que
usamos na prova do Teorema 5.1. Teremos de mostrar varios casos para conseguir atingir a prova
do teorema, e foi desenvolvida utilizando como base a demonstracao de Block, Guckenheimer,
Misiurewicz e Young (ver [BGMY80]), utilizando algumas indicacbes de publicagoes de Devaney
(ver [Dev03] e [Dev92]).

Teremos que introduzir uma nova notacao, para dois intervalos fechados I; e Is, e escrevemos
I = I se f(I;) contém I, i.e. f(I;) D I. Para além da notacdo anterior, devemos introduzir
um resultado:

Se existe uma sucessao de intervalos Iy — Iy — ... — I, — I, entdo f™ tem um ponto fixo em
I.

Caso n impar:

Suponhamos que f tem um ponto periddico = de periodo n impar e n > 1. Suponhamos também
que nao existem pontos periddicos de periodo impar menores que n. Sejam 7 < To < ... < Tp
os pontos da orbita de = onde f permuta o elemento z;. Temos que f(z,) < x,. Seja i o maior
namero inteiro tal que f(z;) > x;. Seja I} = [, i41]-

Como f(x;11) < xi11, temos que f(x;41) < x; e assim temos que f(I1) D I;. Logo Iy — I;.
Como z nao tem periodo 2, ndo podemos ter que f(x;11) = z; e f(x;) = 11, logo f(I1) contém
pelo menos algum outro intervalo Iy = [z, z;4+1]. Entdo I — Is.

Escolhamos agora os intervalos Is, ..., I tais que f(I;) D I;41. Como n é impar, existem mais
z;’s de um lado de I; que do outro, logo alguns z;’s devem mudar de lado mediante a iteracao de

f, e outros ndo. Assim sendo, f(I;) D I, para algum k. Entao
L—1—...—= I — 1.

Consideremos o menor k que verifica a sequéncia anterior, ou seja, [y - Io — ... = I > 1 éo
caminho mais pequeno de I; a I, com a excedo 6bvia Iy — I3.

Se k <n —1, entdao uma das sequéncias [y - Is — ... > Iy > Iliouly —» ... > I;... > 11 > I
d&-nos um ponto fixo de f™ com m impar e m < k. Este ponto deve ter periodo menor que k,
pois I; N I é um ponto, e este ponto tem periodo maior que m. Portanto, k =n — 1.

Como k ¢é o menor inteiro que funciona, ndo podemos ter I; — I; para qualquer j > + 1.

A demonstracao do caso em que n é impar é deduzida do seguinte: periodos maiores que n sdo dados
por ciclos da forma Iy — I,,_1 — Iy — ... — I e os periodos pares menores sao dados por ciclos

daforma I, 1 =1, o — I 1,11 — 14— 1, 35— I, o— I, 1 e assim sucessivamente.
Caso n par:

A funcéo f deve ter um ponto periodico de periodo 2. Isto acontece pois podemos garantir através
dos resultados anteriores que alguns z;’s mudam de lado sobre f, e outros z;’s ndao o fazem. Se
isto nao acontece, entdao todos os x;’s mudam de lado e entao

fler, o] O [@iv1, zn] € flri, o] D [T1, 23]
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Mas acontece que o que constatdmos anteriormente dé-nos um ponto periédico de periodo 2 em

[21, 0]
Caso em que n = 2™:

Se f tem um ponto periédico de periodo 2, entdo f tem periodo 2¢ para cada ¢ < m: Suponhamos
que f tem periodo 2™, m > 0. Seja k = 2¢, ¢ < m. Seja g = f%. Entdo

¥ (x1) = x1,para algumz; = f2£71~2m7”1($1) =z,
- f2‘.2*1.2""*’3+1(x1) —
= T @) =
= (57 @) =n
= ¢ ) =m

Como 2™~ 1 > 2 temos que g tem um ponto periédico de periodo 2, ou seja, g%(w3) = x9, para
algum z5. Isto implica que

k

£
(f2)*(22) = w2 = fFa2) = 22 = [? (x2) = 22,
ou seja, f tem periodo 2¢, e assim chegamos ao pretendido.
Caso em que n = 2™p, p impar:

Suponhamos que f tem um ponto peridédico com periodo 2™p com p impar, e m > 1. Entao
2" tem um ponto periédico com periodo p. Se olharmos para a demonstracio deste teorema,
concretamente para o caso em que p é impar, sabemos que 2" tem pontos periddicos com periodo
2%q para todos os numeros naturais impares g e todos os nimeros a tais que ¢ > p ou a > 1.
Entao f tem pontos peridédicos de periodo 2%q para todos os niimeros naturais impares g e todos
0s nlimeros a tais que ¢ > p ou a > m. Logo f deve ter um ponto periédico de periodo 27 *1, e
pelo caso (n = 2™) anterior, f tem também pontos periddicos de periodo 2% para 0 < a <m. O
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Capitulo 7

Exemplos

7.1 Periodo 4 implica periodo 2

Na ordem de Sharkovsky temos 4<2. Vamos mostrar diretamente como se obtém pontos periédicos
de periodo 2 a partir de o6rbitas de periodo 4. Seja f : R — R uma aplicagdo continua. Seja
dada uma 6rbita de periodo constituida por x, f(z), f2(z), f3(x). Além disso consideremos que

ro = min{z, f(x), f2(z), f3(z)}. Existem seis casos a analisar.

1° caso zg < f(iEo) < fZ(JCO) < f3(:l:0).

E e »
To f(xo) f*(xo) f*(o)

Figura 7.1

Temos que f(lo) D I1, f(I1) D Iz e f(I2) D IpUI; Ul O grafo que representa a situagdo é

0 seguinte:

I() ]1 12 D

Como f(I,) D I, entdo f(f(I1)) D f(I), isto é, f2(I;) D f(I2) D I;. Seja I, um intervalo
fechado tal que LCclie f(fl) = I5. Seja I, um intervalo fechado tal que IyCcIle f(fg) =1.
Assim f2(Iy) = f(f(I2)) = f(I,) = Iy D I. Consequentemente, f tem pelo menos um ponto
periodico em 5. Mas como f(fg) =TI el; NI, =0, vem que f ndo tem nenhum ponto fixo

em Io. Logo f tem um ponto periédico de periodo 2.

2° caso 7o < f(wg) < f3(z0) < f2(wo).

L, L L
zo  f(zo) f3x0) f3(x0)

Figura 7.2

O grafo que representa a situagdo é o seguinte:
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/\
Iy = LD

Seguindo o mesmo raciocinio que seguimos no 1° caso, ficamos, por exemplo, com Iy — I; —

Iy. Logo f tem um ponto periodico de periodo 2.

3° caso x9 < f%(z0) < f(zo) < f3(0).

Iy L I

20 Fx0) f(wo) fi(zo)

Figura 7.3

O grafo que representa a situagdo é o seguinte:

I I
\/

C I

Basta tomarmos Iy — Iy — Iy. Logo f tem um ponto periédico de periodo 2.

4° caso xg < f%(zo) < f3(w0) < f(xo).

Iy I I,

:1=’g fg(:;.‘-o) fg(i:-‘-o) f(i;?D)

Figura 7.4

O grafo que representa a situagdo é o seguinte:
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I I
\/

I D

Para este caso podemos considerar Iy — I; — Iy. Logo f tem um ponto periédico de periodo
2.

5° caso xg < f3(x9) < f(z0) < f2(w0).

Iy L Iy

0 fza) flao) fi(z0)

Figura 7.5

O grafo que representa a situacao é o seguinte:
0 L I

Tomemos por exemplo Iy — I; — Iy. Logo f tem um ponto periédico de periodo 2.
6° caso 7o < f3(x0) < f2(w0) < f(x0).

Iy I Iy

.1}?0 fg(?;-‘o) fg(;":?o) f(j:?D)

Figura 7.6

O grafo que representa a situagao é o seguinte:

T
C Iy I

\/

Iy

Consideremos agora Iy — I; — Iy. Logo f tem um ponto periédico de periodo 2.

Neste e nos casos anteriores, como ja vimos no 1° caso, temos que f2(I;) D I;, daf vem que f? tem
um ponto fixo em I;. Como f(I;) = Iy, k # j, temos que o ponto fixo de f? ndo é ponto fixo de

f, logo é um ponto periddico de periodo 2.
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7.2 Periodo 4 implica periodo 87 (parte I)

Na ordem de Sharkovsky temos 8 <4, mas serd que é possivel afirmar que a existéncia de pontos
periédicos de periodo 4 garante a existéncia de pontos periddicos de periodo 87 Vejamos que a
resposta é negativa. Os diferentes casos apresentados anteriormente, servirao de base para os que
iremos tratar agora, com algumas diferencas. Neste exemplo, teremos que encontrar uma sequéncia

de 9 intervalos, que estejam em relacao no diagrama, e que nos permitam chegar ao pretendido.

1° caso zg < f(wg) < f?(wo) < f3(x0)-

Iy L I

Zo f(=o) fg(;?l}) fg(f:"@)

Figura 7.7

Relembramos qual o grafo que representa a situacao:

Consideremos a seguinte sequéncia:
Iy—-15L—>1L—-LHL—->1L—1—>1—1,—I

f8(Io) D Iy e Iy ndo aparece mais nenhuma vez na sequéncia anterior, o que nos da garantia

suficiente para afirmarmos que f tem um ponto periédico de periodo 8.

Conseguimos arranjar uma sequéncia do mesmo tipo nos casos seguintes:

2° caso zg < f(mg) < f3(z0) < f2(wo).

EE Y
zo  f(zo) f3x0) f3(w0)

Figura 7.8

O grafo que representa a situagdo é o seguinte:
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/\
Iy = L D

Consideremos a seguinte sequéncia:

Io—>ll—>Ig—>]1%]2—>[1—)[2—>[1—)[0

5° caso xg < f3(x0) < f(z0) < (o).

Iy I I

70 F(ea) flao) f2(a0)

Figura 7.9

O grafo que representa a situagao é o seguinte:

1 I I
0\/ \/

Consideremos a seguinte sequéncia:

Io—>11—)Ig—)[1—>12—>11—)12—>11—>10

6° caso x9 < f3(z0) < f2(w0) < f(w0).

Iy I Iy

.1=?0 fg(?;-‘o) fg(;":?o) f(i;?D)

Figura 7.10

O grafo que representa a situagdo é o seguinte:
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Consideremos a seguinte sequéncia:

L—-5LH—Ily—>6L—->1y—1—>1y—=1y— I

Como referimos, nos casos quatro casos anteriores, existe garantia de um ponto periédico de periodo
8.

3° caso x9 < f%(z0) < f(zo) < f3(x0).

. IU . I] . I-) .
zo  f*(zo) f(zo) [f3(xo0)

Figura 7.11

O grafo que representa a situacao é o seguinte:

I I
\/

C L

Se partirmos de I, teriamos
LhHh—-hL1—-L—->LH—-1L—->L—->1—~1, -1

e nestas condi¢oes ndo podemos afirmar que existe um ponto periédico de periodo 8, pois

poderéa ter periodo 4, 2 ou 1.

Se partirmos de Iy ou I ficamos com as seguintes sequéncias:
Iy—=>L—Iy—1L—=>1y—1,—>Iy— 1, — I
Io —wIg— 1o > Ig— 1o — Ig— I — Ig — I

e novamente aqui ndo temos garantia de ter periodo 8. O 4° caso é analogo a este.

Nos casos em que zg < T2 < 1 < T3 ou g < T2 < T3 < 1 Na0 conseguimos encontrar nenhuma

orbita de periodo 8.
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7.3 Periodo 4 implica periodo 87 (parte II)

Como acabamos de ver a existéncia de pontos periddicos de periodo 4 ndo garante a existéncia de
pontos periddicos de periodo 8. Contudo serd que podemos afirmar que poderao nao ezistir mesmo
pontos periddicos de periodo 87 Vejamos que a resposta é afirmativa. Seja f : [0,3] — [0, 3] uma
funcao continua. Vamos considerar a func¢do F : [0, 3] — [0, 3], que designaremos por o dobro de f.
Para construirmos a fungao F', teremos que dividir o intervalo [0, 3] em trés partes iguais, comprimir
a fungdo f e colocé-la numa zona de tal forma que fique definida no intervalo [0, 1] x [2,3]. Por
fim tragaremos dois segmentos de reta, o primeiro que une os pontos (1, F(1)) e (2,0) e o segundo

a unir os pontos (2,0) e (3,1). Podemos ver como F' é construida com o seguinte exemplo:

f

comprimida

—

Figura 7.12: A construgao da fungao F: o dobro de f.

Como podemos observar, F([0,1]) C [2,3] e F([2,3]) = [0,1]. Isso leva a que um ponto em [0, 1]
ou [2,3] va saltando de um intervalo para o outro.

Uma vez que a fungio F em [2,3] x [0, 1] é linear, calcular F?(z) de um ponto z do intervalo [0, 1]
corresponde a calcular F'(x) e depois ir em dire¢do & diagonal principal do quadrado [0, 1] x [2, 3].
Quer dizer que o que se passava na func¢do f em [0, 3], passa-se o mesmo na funcéo F' em [0, 1], mas
no final do dobro das iteragoes. Ou seja, a funcdo F' em [0, 1] tem os mesmos pontos periddicos
que a funcdo f tem no intervalo [0, 3], mas com o dobro dos periodos, e sdo os tnicos. Por outras
palavras, se ¢ periddico de periodo n da fun¢do f em [0, 3], entdo os pontos % e F'(5) sdo pontos

periodicos de periodo 2n da func¢do F nos intervalos [0, 1] e [2, 3], respectivamente.
Além disso, no intervalo [1,2] a fun¢do F' tem um ponto fixo atrator. Entao
Va € [1,2]\{ponto fixo}In € N: F*(z) € [0,1] U [2, 3]
logo ndo temos mais pontos periédicos em [1,2].
Com este procedimento, podemos resolver o problema proposto.
Seja g : [0,3] — [0, 3] uma funcdo continua tal que g(z) = x.
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Figura 7.13: A fungéo g(z) = z.

Esta func@o apenas tem pontos fixos, ou seja, pontos periodicos de periodo 1. Definiremos o dobro

da funcdo g como G. Assim sendo, a funcdo G terd apenas pontos periddicos de periodo 2 em

[0,1] U [2, 3], e um ponto fixo z = 3.

Figura 7.14: A funcao G definida como o dobro de g.

Dobrando agora a funcao G, e designando-a como é, verificamos que teréd pontos de periodo 4 em

[0,4]U 2, 1]U[2, 2] U[Z, 3], dois pontos de periodo 2 z = 2 Az =z = 5 e um novo ponto fixo.

T ¥ T
o 1 2 3

Figura 7.15: A fungao G definida como o dobro de G.

Temos assim uma funcao G que tem pontos periodicos de periodo 4, e que nao tem pontos periddicos
de periodo 8.
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Capitulo 8

O reciproco do teorema de Sharkovsky

O matematico Saber Elaydi publicou em 1996 o artigo On a Converse of Sharkovsky’s Theorem
[Ela96], onde apresenta uma demonstracao do reciproco do teorema de Sharkovsky, com o objetivo

de apresentar alguns contra-exemplos do mesmo.

Teorema 8.1 (O reciproco do Teorema de Sharkovsky). Para algum nimero inteiro positivo r,
eziste uma fungao continua f, : I, — I. no intervalo I, tal que f. tem pontos de periodo v, mas
nao possui pontos de periodo s para todos os inteiros positivos s que precedem r ma ordem de

Sharkovsky, ou seja, s<...<T.

Demonstragao. Para demonstrar o teorema teremos que considerar trés casos:
i. Periodos impares;
ii. Periodos da forma 2".p, em que p é um ntmero natural impar;

iii. Periodos que sdao poténcias de 2.

i. Periodos impares;

(a) Consideremos uma funcdo que tem pontos de periodo 5. Iremos mostrar que a mesma
fun¢do nado tem pontos de periodo 3.
Vamos definir uma fun¢éo f : [1,5] — [1,5] tal que f(1) =3, f(2) =5, f(3) =4, f(4) =2
e f(5) =1, e suponhamos que em todos os intervalos [n,n + 1] (n =1,2,3,4), a funcéo é

linear. Podemos observar graficamente a funcdo na Figura 8.1.

Figura 8.1: A fungao f:[1,5] — [1,5].
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Como podemos observar, nenhum dos pontos 1, 2, 3, 4 ou 5 é peridédico de periodo 3,

apenas pertencem a um ciclo de periodo 5. Podemos observar também que
F2) = 2(f1L2) = FUFL2D) = FOF(8,5) = f([1,4]) = [2,5];

£2(12,3) = F2(f[2.3]) = F(F(f([2,3D)) = f(f([4,5])) = £([1,2]) = [3,5];
F2([4,5]) = f2(F14.5]) = FUF(F(4,5D))) = F(F([1.2]) = £([3,5]) = [1,4].

Logo, f3 nao tem pontos fixos nos intervalos [1,2], [2,3] e [4,5]. Quanto ao intervalo [3, 4],

34D = F2f13.4) = FUFUB,4D)) = fF(f(12,4]) = £(12,5)) = [1,5].

Entdo existem pontos a, b € [3,4] tais que f3(a) = 3, f3(b) = 4. Vamos definir uma fungéao
h:[1,5] — R tal que h(z) = x — f3(x). Entdo h(a) > 0 e h(b) < 0. Assim, pelo teorema
do valor intermédio, existe um ponto p € [3,4] em que h(p) = 0 ou f3(p) = p. Vamos
mostrar que esse ponto p é Unico e é um ponto fixo de f.

Temos que f(p) € [2,4], assim se f2(p) € [2,3], entdo f2(p) € [4,5] e consequentemente
p = f3(p) € [1,2], o que & falso.

Se f(p) € [3,4] entdao f?(p) € [2,4]. Novamente se f2(p) € [2,3], temos que p = f3(p) €
[4,5], 0 que também é falso. Assim p, f(p) e f?(p) pertencem todos ao intervalo [3,4].
A funcdo f é definida por f(x) = 10 — 2z no intervalo [3,4], e tem um unico ponto fixo

«/ = 2. Além disso no mesmo intervalo a fungdo f3(z) = 30 — 8z , tem um tnico ponto

fixo 2’ = %. Entaop =2’ = 13—0, e consequentemente f nao tem pontos de periodo 3.

(b) Podemos agora fazer uma generalizacio da construcdo anterior, para conseguirmos pro-
duzir fungoes continuas que tenham pontos de periodo (2n + 1) mas ndo tenham pontos
de periodo (2n — 1).

Seja f : [1,2n + 1] — [1,2n + 1] definida da seguinte forma:

fFQ) =n+1
f2)=2n+1
7(3) = 2n
fd)=2n-1
fn)=n+3

fln+1l)=n+2
fn+2) =n

Jn+3)=n-1

f@2n+1)=1

Todos os inteiros no intervalo [1,2n + 1] tem periodo 2n + 1. A érbita do ponto 1 é dado
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pela sequéncia
l-n+l1l—-n—=-n+2=-n-1=-n+3—=-n-2—...22—=2n+1.

Para além do ponto 1, existem duas sequéncias de comprimento n. Uma crescente (n +
2,n+3,...,2n+1) e uma decrescente (n+1,n,...,2). Falta-nos mostrar que ndo existem
pontos de periodo 2n — 1 no intervalo [1,2n + 1].

Comecemos com o intervalo [1,2]. Apos iterarmos a fungio nesse intervalo da-nos a seguinte

sequéncia:
[1,2] = [n+1,2n+1] — [1,n+2] — [n,2n+1] — [1,n+3] = [n—1,2n+1] — ... = [1,2n] — [2,2n+1].

Com isto vemos que f2"~1([1,2]) N [1,2[= @. Assim, o intervalo [1,2] ndo tem pontos de
periodo 2n — 1.
Consequentemente, podemos mostrar que todos os intervalos [j,j + 1], com a exce¢do
do intervalo [n + 1,n + 2], tém o mesmo comportamento que o intervalo [1,2]. Mais
concretamente, consiguimos mostrar que existe uma iteragao do intervalo [j,j + 1] que é
precisamente o intervalo [1,2]. Como o intervalo [1, 2] ndo tem pontos de periodo 2n — 1,
o mesmo se verifica no intervalo [j, j + 1].
Quanto ao intervalo [n + 1,n + 2], temos que f([n+ 1,n + 2]) = [n,n + 2]. Assim, temos
que considerar dois casos para x € [n+ 1,n + 2]:

e Caso 1: f*(x) € [n+ 1,n+ 2] para todo o k € Z*. Como |f’| > 1 no intervalo

[n+ 1,7+ 2], vem que x é um ponto fixo de f.
e Caso 2: f¥(x) ¢ [n+1,n+ 2] para algum inteiro positivo k. Entdo f*(x) € [n,n+1]

e como vimos anteriormente, = estd no intervalo [1,2].

Em qualquer dos casos, temos que x ndo pode ter periodo 2n — 1. Verifiquemos isso com o

seguinte exemplo em que n = 3 (ver Figura 8.2).

Figura 8.2: A funcao f:[1,7] — [1,7].

Como podemos observar, no intervalo [1,4] U [5, 7] todos os pontos tém periodo 7. A excepgdo
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é o intervalo ]4,5[, pois tem um ponto fixo da funcdo. A érbita do ponto 1 é 1, 4, 5, 3, 6,
2,7, 1, .... Vamos verificar se temos pontos de periodo 5. Temos uma sequéncia crescente
(5,6,7) e uma decrescente (4,3,2). Apos 5 iteragdes do intervalo [1,2], f7([1,2]) = [2,7], logo
[2,7] N [1,2[= @. Assim, o intervalo [1,2] ndo tem pontos de periodo 5. O mesmo se verifica

para os intervalos [2, 3], [3,4], [5, 6], [6, 7], como vimos anteriormente.

Resta-nos verificar como se comporta a fungdo f no intervalo [4,5]. f([4, 5]) = [3, 5], mas como
vimos, ou o ponto fixo = estd em [4,5], ou em [1,2]. Em qualquer dos casos,  ndo pode ter
periodo 5.

Periodos da forma 2™.p, em que p é um numero natural impar;

Vamos verificar agora o que acontece com fungoes que tenham pontos periédicos de periodo
2%.(2n+1) mas nio tenham pontos periédicos de perfodo 2*.(2n—1). Comecemos por verificar
isso com um exemplo concreto. Vamos ver que se uma funcao tiver periodo 10 (i.e. 2 x 5) nao

tem periodo 6 (i.e. 2 x 3).

Consideremos a funcao f : [1,5] — [1,5] que foi considerada no caso i(a) anterior, e vamos
definir a fungdo g : [1,13] — [1, 13] da forma

f(z)+38
r—8

&
NN

g(w) =

© =
NN
— ot

e para o intervalo ]5,9[ unimos os pontos (5,9) e (9,1) com um segmento de reta. Vejamos
como fica graficamente na Figura 8.3.
134
124
114

104

Figura 8.3: A fungdo ¢ : [1,13] — [1,13].

Chamamos a fun¢ao g o dobro de f. Os pontos 1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 11, 12, 13 ndo tém
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periodo 6, pois todos pertencem a ciclos de periodo 10. No intervalo [1,5], g([1,5]) = [9, 13]
e g%(z) = f(x). Como vimos, f nao tem pontos de periodo 3. Entéo, isso implica que g nao
tenha pontos de periodo 6 no intervalo [1,5]. Como ¢([9,13]) = [1, 5], a fung¢do g também nio

tem pontos periodicos de periodo 6 no intervalo [9,13].

Temos de nos debrugar agora no intervalo [5,9]. Como ¢5([5,9]) = [4,10], utilizando o que
ja falamos no caso i(a), vem que ¢g® tem um ponto fixo p €]5,9[. Para qualquer n € [1,5],
g"(p) ¢]5,9], entdao g" ™" (p) € [1,5] U [9, 13] para todo r > 0. Isto implica que ¢g%(p) # p, que
¢ uma contradigdo. Entdo p, g(p),...,g°(p) €]5,9[. Efetuando alguns calculos, e com algumas
iteracoes, consegue-se mostrar que o tinico ponto fixode g, ¢%,...,9%ép = 1—3?. Entao, chegamos

ao pretendido, g ndao tem pontos periédicos de periodo 6.

Para generalizarmos o caso anterior, vamos considerar a fungao f : [1,1+ h] — [1,1 + h] com
pontos periddicos de periodo 2n + 1, mas sem pontos periddicos de periodo 2n — 1. Iremos
definir de seguida a funcao dobro de f:

fl@)+2h 1<xz<1+h

g(x) = ;
z — 2h 1+2h <2 <1+ 3h

e por lineariedade para x €]1+h, 14+2h[. A repeti¢do do processo anterior ird dar-nos iteragoes
com pontos peri6dicos de periodo 2¥.(2n+1) mas sem pontos periddicos de periodo 2¥.(2n—1),

k=2,3,4,.... O exemplo que consideramos era o caso em que h = 4.

iii. Periodos que sdao poténcias de 2.

(a) Vamos mostrar que uma funcdo que tenha pontos periddicos de periodo 2, mas ndo tem

tem pontos periédicos de perfodo 22 = 4.

Consideremos a fun¢do f : [1,2] — [1,2] definida por f(x) = —x + 3 (ver Figura 8.4).

o 1 2

Figura 8.4: A funcdo f:[1,2] — [1,2] tal que f(z) = —x + 3.

Todos os pontos no intervalo [1, 2], & exce¢do do ponto fixo %, tém periodo 2. Logo, é claro

que no mesmo intervalo, ndo existem pontos periédicos de periodo 22 = 4.

(b) Vamos agora mostrar que uma funcio que tenha pontos periédicos de periodo 22, mas
nao tem tem pontos periédicos de periodo 23. Seja f : [1,4] — [1,4] definida da seguinte
forma: f(1) =3, f(2) =4, f(3) =2, f(4) =1, e em cada intervalo [n,n + 1] supomos que

f € linear (ver Figura 8.5).
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Figura 8.5: A fungao f:[1,4] — [1,4].

Como f([1,2]) = [3,4], f([3,4]) = [1,2] e f ¢é linear em [1,2] e [3,4]. Ou seja, f2([1,2]) =
[1,2] e f2([3,4]) = [3,4]. Podemos ver também que f? é crescente e f* é decrescente.
Entdo f4(z) = z para todo o = € [1,2] U [3,4].

Entdo todo o ponto no intervalo [1, 2] tem periodo 4 & exce¢do do ponto %, que tem periodo
2.

No intervalo [3, 4] todo o ponto tem periodo 4 & exce¢do do ponto %, que tem periodo 2.

Resta-nos analisar o que se passa no intervalo [2,3]. Como f([2,3]) = [2,4], os pontos
do intervalo [2, 3] saiem para fora do mesmo intervalo apés muitas iteragoes, ou ficam no
intervalo [2, 3] para todas as iteragoes. Se um ponto x € [2,3], e f*(z) € [1,2]U[3, 4], para
algum k € Z™, entdo a 6rbita de z ird ser atraida para um ciclo de periodo 4 ou de periodo
2. Por outro lado, se a orbita de x € [2,3] é um subconjunto do intervalo [2, 3], entdo
f(z) = fi(z), em que fo(z) é definida por fo(x) = —2z + 8. Mas f§(z) = 256z — 680
tem como ponto fixo x = %, que é um ponto fixo de f. Entao f nao tem pontos periodicos

de periodo 2 = 8, ou mesmo outros periodos que o precedem na ordem de Sharkovsky.

Para definirmos fungoes que sejam uma generalizagdo dos casos anteriores, ou seja, que
tenham pontos periédicos de periodo 2" mas nao pontos periédicos de periodo 271,
utilizamos a funcdo dobro g que definimos no caso (ii.). Comegaremos com a fungao f
anterior, que tem pontos peridédicos de periodo 22, mas nao tem pontos de periodo 23. A
funcdo dobro g : [1,10] — [1,10], e é definida por

VANV/AN
VANV/AN
— =S

&

|

o

IS T

e com linearidade para z €4, 7[.



Dinamica de fungoes continuas na reta

4

Figura 8.6: A fungao dobro g : [1,10] — [1,10].

Entdo a funcdo g tem pontos periédicos de periodo 22 mas ndo tem pontos periddicos
de periodo 2*. Esta maneira de definir a funcio dobro pode ser aplicado indefinidamente
para conseguirmos encontrar func¢oes que tenham pontos perioédicos de periodo 2" mas nao

tenha pontos periddicos de periodo 271,

Logo, provamos os trés casos, e consequentemente o reciproco do teorema de Sharkovsky. O

Existem ainda algumas questoes que poderiamos abordar. Entre outros exemplos, abordaremos
no capitulo seguinte a questao em que tendo pontos peridédicos de periodo 2™ x 3 teremos pontos

periédicos de periodo 277! x k, em que k é um namero impar.
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Capitulo 9

Outros exemplos

9.1 Periodo 2" x 3 implica periodo 2" ! x k?

Se voltarmos ao procedimento em que se define a fungdo dobro, que falamos no caso (ii.) do
capitulo anterior, podemos responder & questdao. Vamos definir em primeiro lugar uma funcao f
que tenha pontos periddicos de periodo 2 x 3 mas nao tenha pontos peridédicos de periodo impar.
Seja f:[1,3] — [1,3] em que f(1) =2, f(2) =3, f(3) =1 e em cada intervalo [n,n+ 1] assumimos

que f é linear.

T T T
o 1 2 3

Figura 9.1: A fungao f:[1,3] — [1,3].

Conseguimos verificar de imediato que os pontos 1, 2 e 3 tém periodo 3. Vamos construir agora a
fungdo dobro de f. Seja g : [1,7] — [1,7] tal que

e com linearidade para = €]3, 5].
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=

Figura 9.2: A fungao dobro g : [1,7] — [1,7].

A funcdo g tem pontos periddicos de periodo 2 x 3 mas nfo tem pontos periddicos de periodo
impar.
Com a repeticdo deste processo, iriamos obter func¢des continuas que tém pontos periddicos de

periodo 2" x 3, mas sem pontos periédicos de periodo 2”1 x k, em que k é um ntmero impar.

9.2 Periodo 6 implica periodos impares?

Vamos considerar a func¢ao f : [0,5] — [0, 5], definida por f(0) =4, f(1) =5, f(2) =3, f(3) =0,
J)=1e f(5) =2

Figura 9.3: A fungao f:[0,5] — [0, 5].

Observando o grafico da fun¢do, conseguimos facilmente ver que tem um ciclo de periodo 6, que
€0,4,1,5,2 3,0,... Daqui, poderiamos afirmar que tendo periodo 6 (2 x 3), pelo teorema
de Sharkovsky, tem pontos periédicos de todos os periodos pares. Se continuarmos a observar o

grafico, torna-se dificil encontrar pontos periédicos de periodo impar.
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Vamos tentar encontrar pontos periddicos de periodo 3, por exemplo. Como

£2((0,1]) = [3,5]
fg([lvﬂ) = [3a5]
F2(13,5) = [0,2],

nao existem pontos periodicos de periodo 3 nestes intervalos. Resta-nos verificar no intervalo [2, 3].
Mas nesse intervalo, o inico ponto peridédico que existe tem periodo 1, que é o ponto fixo de f.
Entao f nao tem pontos peridédicos de periodo 3.

Vamos verificar agora se conseguimos encontrar pontos perioédicos de periodo 5. Como

f5([07 H) - [3a5]
£2((1,2)) = [3,5]
£2(13,5) = [0,2],

e no intervalo [2, 3] apenas existe o ponto fixo de f, ndo existem pontos periédicos de periodo 5.

Na verdade, nao existem pontos peridédicos de periodo impar pois
F277([0,1]) = [3,5]
£, 2]) = [3,5]

F2r([3.5) = [0,2],

para todo n € N, com excep¢ao do periodo 1.
Uma maneira diferente de abordar o problema seria utilizando uma funcao f e de seguida dobrando-

a. Seja f definida da seguinte forma:

1] 1 2

Figura 9.4: A funcdo f:[0,2] — [0,2].

A funcdo f tem periodo 3. Conseguimos ver isso através da orbita 0,1,2,0,.... Entdo, pelo
teorema de Sharkovsky, f tem garantidamente pontos peridédicos de todos os periodos. De seguida,
consideremos a funcao g, o dobro de f, para que possamos reproduzir o grafico da figura 9.3. Como
o periodo de cada érbita é dobrado, como ja vimos anteriormente, g tem pelo menos uma 6rbita
de periodo 2 x 3, e por 6.1, tem todos os pontos peridédicos de periodo par que se seguem a ordem

de Sharkovsky, e nenhum ponto periddico de periodo impar, excepto o 1.
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Capitulo 10

Conclusao

Neste trabalho estudamos fun¢des continuas na reta real e a relacdo que podemos estabelecer entre
a existéncia de pontos periédicos de determinados periodos. Um ponto essencial se salienta: com
hipoteses bastante simples podemos concluir resultados verdadeiramente surpreendentes. Preten-
demos assim apresentar uma introducdo & teoria dos sistemas dinamicos com resultados relati-
vamente recentes e com impacto relevante na area. O caminho seguinte seria considerar fungoes
continuas na reta real cuja dindmica produz conjuntos de Cantor que sdo bastante ricos do ponto
de vista topolégico. Estes exemplos tém uma traducgdo via dinamica simboélica onde o estudo
dos pontos periodicos é feito de uma forma bastante simplificada. Outra possibilidade de estudo
subsequente muito interessante seria considerar func¢oes diferenciaveis como é o caso da funcao

quadratica f(z) = 1 —ax? com a > 0 e estudar a sua dinamica e interface com a teoria da medida.
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