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Resumo

Este estudo tem como objetivo promover e conduzir a construcao dos significados e dos
raciocinios matematicos dos alunos na aprendizagem da matematica, concretamente na
aprendizagem dos parametros em funcées em alunos do 11.° ano de escolaridade. Parte-se de
um método de ensino construido para mediar os significados matematicos dos alunos desde
contextos matematicos concretos até contextos matematicos genéricos e estruturados.
Pretendemos responder as seguintes questoes: 1) Como é que o método de ensino construido
funciona como um mediador da atividade do professor? Il) Como é que as tarefas
matemdticas elaboradas e implementadas com base no método de ensino construido
funcionam como artefactos de mediacdo semidtica de significados matemdticos dos alunos?

0 método elaborado integra trés niveis de ensino e quatro graus de significados. Os trés
niveis foram construidos sob um crescendo de independéncia e estrutura algébrica em
concordancia com os fundamentos tedricos do estudo. No 1.° nivel o aluno atribui significado
e representa em multiplos registos de representacdo, num contexto aritmético em que as
variaveis dependente e independente e o(s) parametro(s) sdo concretizados. No 2.° nivel o
aluno trabalha com significados e representacdes com que ja trabalhou no 1.°nivel e constrai
novos significados e novas representacdes em multiplos registos de representacdo, num
contexto algébrico em que as variaveis dependente e independente nao sao concretizadas e
o(s) parametro(s) é(sdo) concretizado(s). No 3.° nivel o aluno trabalha com significados e
representacoes com que ja trabalhou nos 1.° e 2.° niveis e constrdi novos significados e novas
representacoes em mdltiplos registos de representacdo, num contexto algébrico em que as
variaveis dependente e independente e o(s) parametro(s) ndo sdo concretizados. As tarefas
da proposta pedagogica deste estudo foram construidas de acordo com a estrutura do
método.

Para a construcado dos graus de significados do método foi considerada a atividade signica
dos alunos sob as etapas de primeiridade, secundidade e terceiridade definidas por Peirce
(1978) (associadas aos signos icone, indice e simbolo e ao raciocinio abdutivo, indutivo e
dedutivo) e a mediacdo semiotica do professor, associada ao conceito de ciclo didatico,
definido por Bussi e Mariotti (2008). Em cada um dos trés niveis (N1, N2, N3), o aluno constroi
significados de grau um, dois e trés (S1, S2, S3). Pode construir ainda significados de grau
zero (S0), em resultado da construcao de significados que nao se enquadram no sistema de
evidéncias e verdades definidas na propria matematica (erros, imprecisdes/incorrecdes).

A metodologia de investigacdo usada é qualitativa. A investigadora é a professora do
estudo. O método de ensino foi implementado em sala de aula com alunos do 11.°ano, no ano
letivo 2010/2011. Os dados foram recolhidos aquando do estudo do tema Funcdes. Os alunos
trabalharam em grupos. A recolha dos dados foi feita através de gravacdes audio, de
transcricoes e de registos da investigadora. As gravacoes audio e as transcricoes foram usadas
nas entrevistas realizadas. As entrevistas foram gravadas e posteriormente transcritas. Para
dar resposta as questdes de investigacao, foram identificadas unidades de analise resultantes
das intervencdes escritas e orais que os alunos e a professora investigadora realizaram,
durante as aulas em que o método foi implementado. Foram selecionadas sete unidades de
analise: ‘A vedacdo do jardim’, ‘O passeio das amigas’, ‘Fungbes: composta e inversa’, ‘A
caixa de volume mdximo’, ‘O tridngulo inscrito numa circunferéncia’, ‘PardGmetros em
fungbes racionais’ e ‘Pardmetros, funcées e geometria’. Sobre estas unidades de analise
fizeram-se trés tipos de analise: a de primeira ordem, a de segunda ordem e a de terceira
ordem. A de primeira ordem € uma compilacao do que se observou e registou. Para a analise
de segunda ordem selecionaram-se os dados mais representativos de cada unidade de analise
que foram analisados segundo as dimensdes, categorias e subcategorias. A analise de terceira
ordem baseia-se numa leitura transversal dos sete grandes blocos obtidos na analise de
segunda ordem, permitindo colocar questoes e relaciona-las, de onde resultaram as respostas
as questodes do estudo.

Como conclusdes do estudo, salienta-se que a professora teve no método construido um
referente diretamente associado aquilo que ela, em cada momento, quis ver trabalhado pelos
alunos, conduzindo-os de forma sequencial e encadeada até que a sua intencdo fosse
alcancada. Neste método, essa intencao definiu-se por cada um dos trés graus de significado



em cada nivel e tinha como meta atingir o significado de grau 3 no nivel 3, que correspondeu
ao que se pretendia na ultima questdao das tarefas. Renovando-se o ciclo em cada novo
episodio de mediacdo. O método resultou nas tarefas construidas sob trés niveis, que
conduziram os alunos desde contextos algébricos concretos até contextos algébricos
genéricos. Em cada episédio de mediacao, a professora identificou o grau de significado em
que o aluno se encontrava e o significado de grau 3 que se intencionava que o aluno
significasse. A mediacdo decorreu de trés formas distintas, tendo havido, no mesmo nivel ou
entre os varios niveis: 1) Construcao de significados entre os alunos; 1) Construcao de
significados de grau 3, a partir de significados de grau 0, de grau 1 e de grau 2; Ill) Construcao
de um novo significado de grau 3 que sintetizasse os significados de grau 3 ja construidos. Foi
a construcao de um novo significado de grau 3 que sintetizou os significados de grau 3 ja
construidos que promoveu a criacdo de significados de grau 1 no episodio de mediacao
seguinte. A ocorréncia de SO gerou mediacdes da professora que conduziram os significados
dos alunos a recapitulacoes e sinteses que promoveram a aprendizagem do conceito de
parametro em funcoes.

Quanto as tarefas matematicas apresentadas aos alunos, elas foram estruturadas com uma
questao inicial onde o enunciado nao tinha valores concretos e apelava a concretizacao dos
alunos. As questdes que constituiam cada tarefa obedeceram a uma determinada ordem: por
trés niveis algébricos, desde contextos concretos até contextos genéricos, o que promoveu
nos alunos uma certa forma de raciocinar (desde o concreto até ao genérico). O que ocorreu
na implementacao do método de ensino foi que, no 1.° nivel foram os alunos quem definiu
o(s) valor(es) concreto(s) a experimentar. No 1.° nivel, o reforco do estimulo a
experimentacao de diferentes valores concretos foi feito pelo professor. Contudo, apds alguns
raciocinios construtivos efetuados, os alunos iniciaram a generalizacdo e construiram-na nos
niveis seguintes (no 2.° e no 3.° nivel). No 3.° nivel ocorreram significados que estruturaram e
sintetizaram os anteriores. Isto deu origem a significados que, na fase final das tarefas,
facilitaram e tornaram naturais as sinteses que estruturaram os principais significados
construidos no fim da ultima questao da tarefa.

As tarefas, com esta estruturacdo, complementadas com a mediacdo da professora,
permitiram uma aprendizagem do conceito de parametro. Nos 1.° e 2.° niveis, os alunos
fixaram o seu valor e, em consequéncia dessa concretizacdo, compreenderam que a
concretizacao do parametro condiciona os valores das variaveis. Essa compreensdo estendeu-
se a contextos em que o parametro é genérico, ou seja ao 3.° nivel. Este raciocinio dedutivo
mostrou a compreensdo do conceito de parametro como algo que pode determinar o
intervalo de variacdo de alguma varidvel. A interpretacao que foi dada a uma letra (x,y,p,...)
no 1.° nivel do método foi semelhante a que usualmente os alunos fazem para uma incognita
quando resolvem uma equacao. Desta interpretacao foi possivel inferir que o significado de
parametro que os alunos experimentaram foi: pardmetro é algo que pode ficar definido e que
permite resolver os problemas matemdticos quando se lhe atribui um valor concreto. Esta
sequéncia de significados promoveu a compreensdo da nocdo de letra enquanto incognita,
enquanto variavel de uma funcao e enquanto parametro, na transformacdo e conversao de
representacoes em registos graficos, algébricos, esquematicos e em linguagem natural. No
final do estudo, os alunos evidenciaram uma compreensdao do conceito de parametro em
funcdes e dos conceitos de variavel, de constante e de incdgnita. O estudo termina com
algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Palavras-chave: Mediacdo pelo método de ensino; Mediacdo pelas tarefas; Significados
matematicos construidos pelos alunos; Parametro em funcoes.
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Abstract

This study aims to promote and lead the construction of meanings and mathematical
reasoning of the students in learning mathematics, more specifically in learning of
parameters in functions of 11" grade students. Starting from a teaching method constructed
to mediate the mathematical meanings of students - from concrete mathematical contexts to
generic and structured mathematical contexts. We intend to answer to the following
questions: 1) How does the constructed teaching method works as a mediator of teacher
activity? Il) How do the designed and implemented mathematical tasks based on the
constructed teaching method work as artifacts of semiotic mediation of students’
mathematical meanings?

The elaborated method includes three levels of teaching and four degrees of meanings.
The three levels were constructed under a growing independence and algebraic structure in
accordance with the theoretical foundations of the study. In the 1° level the student assigns
meaning and represents in multiple registers of representation, in an arithmetic context in
which the dependent and independent variables and the parameter/s is/are achieved. In the
2" level the student works with the meanings and the representations with which s/he has
worked in the 1 level and constructs new meanings and new representations in multiple
registers of representation, in an algebraic context in which the dependent and independent
variables are not achieved and the parameter/s is/are achieved. In the 3™ level the student
works with meanings and representations with which s/he has already worked in the 1°* and
2" levels and constructs new meanings and new representations in multiple registers of
representation, in an algebraic context in which the dependent and independent variables
and the parameter/s are not achieved. The tasks of the pedagogical proposal of this study
were constructed according to the structure of the method.

In order to elaborate the construction of the degrees of meanings of the method it was
considered the signic activity of students in steps of firstness, secondness and thirdness
defined by Peirce (1978) (associated with the signs icon, index and symbol and abductive
reasoning, inductive and deductive) and the semiotic teacher mediation, associated with the
concept of educational cycle, defined by Bussi and Mariotti (2008). In each of the three levels
(N1, N2, N3), the student constructs meanings of degree one, two and three (51, S2, S3). S/he
can still constructs meanings of degree zero (S0), as a result of the construction of meanings
that does not fit in the system of evidences and truths defined in mathematics itself (errors,
imprecisions/inaccuracies).

The used research methodology is qualitative. The researcher is the teacher of the study.
The teaching method was implemented in the classroom with 11th grade students, in
academic year 2010/2011. The data were collected when the subject Functions was
approached. The students worked in groups. Data was collected through audio recordings,
transcripts and records gathered by the researcher. The audio recordings and the transcripts
were used in the interviews. The interviews were recorded and transcribed later. To answer
to the research questions, analysis units were identified as a result of the written and oral
interventions that students and the researcher performed during the classes where the
method was implemented. Seven units of analysis were selected: ‘The garden’s fence’, ‘The
friends’ tour’, ‘Functions: composed and inverse’, ‘The box of maximum volume’, ‘The
triangle inscribed in a circumference’, ‘Parameters in rational functions’ and ‘Parameters,
functions and geometry’. These units of analysis were subjected to three types of analysis: of
first, second and third orders. The analysis of first order is a compilation of what has been
observed and recorded. For the analysis of second order it was selected the most
representative data of each unit of analysis which were analyzed according to the
dimensions, categories and subcategories created. The analysis of the third order is based on
a cross-reading of the seven large blocks obtained in the second order analysis, allowing to
make questions and relate them. From this, it was obtained the answers to the questions of
the study.

As conclusions of the study, it is noted that the teacher had on constructed method a
referent directly associated to what she, at any time, wanted to see worked by students,
leading them sequentially to this intention. In this method, this intention is defined by each
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of the three degrees of meaning in each level and had as goal the meaning of degree 3 at
level 3, which corresponded to what was intended in the latest question of the tasks.
Renewing the cycle at each new episode of mediation. The method resulted in the tasks
constructed on the three levels that led the students from specific to generic algebraic
contexts. In each episode of mediation, the teacher identified the degree of meaning in
which the student was and the meaning of the degree 3 that is expected to be attributed by
the student. Mediation occurred in three different ways, both in the same level and among
the various levels: I) Construction of meanings among students; 1) Construction of meanings
of degree 3, starting from meanings of degree 0, degree 1 and degree 2; Ill) Construction of a
new meaning of degree 3 that synthesized the meanings of degree 3 already constructed. It
was the construction of a new meaning of degree 3 that synthesizes the meanings of degree 3
already constructed that promoted the creation of meanings of degree 1 in the next episode
of mediation. The occurrence of SO generated mediations of the teacher who led the students
to recaps and synthesizes the meanings which promoted the learning of the concept of
parameter in functions.

Regarding the mathematical tasks presented to the students, they were produced in a way
in which the initial question of the enunciation didn’t contain concrete values, prompting for
student’s concretization. The questions composing each task obeyed to a specific order: with
three algebraic levels, from concrete to generic contexts, which promoted in the student’s a
specific reasoning (concrete to the generic). During the implementation of the teaching
method, for the 1% level, the students were the ones who defined the concrete value/s to
use. At this level, the teacher reinforced the stimulus to use different concrete values.
However, after some constructive reasoning being made, the students begun the
generalization and continued towards the next levels (2" and 3™ levels). At 3™ level, some
meanings structured and synthesized the previous ones. This allowed the arise of meanings
that, at the final stage of the tasks, favored and made natural the synthesis supporting the
main meanings constructed at the end of the last question of the task.

The tasks, with the presented structure, complemented with the teacher mediation,
allowed for an apprenticeship of the concept of parameter. At 1% and 2" levels, the students
have set their value, and consequently, they understood that the achievement of the
parameter determines the values of variables. This understanding was extended to contexts
in which the parameter is generic, i.e. the 3™ level. This deductive reasoning showed the
understanding of the concept of parameter as something that can determine the variation
interval of some variable. The interpretation that was given to a letter (x,y,p,...) in the 1%
level of the method was similar to the one that students usually use in an incognita when they
solve an equation. From this interpretation it was possible to infer that the meaning of
parameter that students experienced was: the parameter is something that can be defined
and allows to solve mathematical problems when a specific value is assigned to it. This
sequence of meanings promoted the understanding of the notion of letter while it is
maintained as incognita, i.e. while variable of a function and parameter, in processing and
conversion of graphic representations registers, algebraic, schematics and in natural
language. At the end of the study, students showed an understanding of the concept of
parameter in functions and of the concepts of variable, constant and incognita. The study
concludes with some suggestions for future work.

Keywords: Mediation by the teaching method; Mediation by the tasks; Mathematical
meanings constructed by students; Parameter in functions.
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1. O problema do estudo

Neste capitulo comecamos por contextualizar o METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA
MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA aplicado ao ENSINO DE PARAMETROS EM FUNCOES e

por definir o problema do estudo.






UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

1.1. Introducao

Ensinar os alunos a construirem significados matematicos nas varias fases do seu
raciocinio, especificamente na algebra e no ensino dos parametros em funcées, foi a razao

fundamental para a realizacao desta tese.

Investigar as percecdes matematicas dos alunos, a consciencializacdao e a interpretacao
das aprendizagens dos alunos, norteia, ao longo desta tese, a atuacdo da autora que é em

simultaneo professora e investigadora.

0 objetivo primordial deste estudo é estudar como é que os significados dos alunos podem
evoluir gradualmente para significados matematicos genéricos, concretamente algébricos, na
vivéncia de experiéncias com sentido, tais como, as vivéncias matematicas experimentadas
com tipos de tarefas elaboradas segundo um método de ensino construido, aplicado aos

parametros em funcées, que inclui estratégias de mediacao de significados matematicos.

Pretende-se que os alunos construam significados através da resolucdo das tarefas
matematicas propostas pela professora e o facam de modo individual e de modo coletivo.
Intenciona-se que os alunos ao trabalharem em pares ou em pequenos grupos, interajam
socialmente, facam acompanhar as suas percecdées e consciencializacoes individuais por
representacdes matematicas orais e escritas, e as partilhem através de palavras, acoes e
registos escritos. Espera-se que estas representacoes, por sua vez, originem novas percecoes
e consciencializacdes individuais, partilhadas no grupo por novas representacées matematicas
orais e escritas e novas acdes e, inerentemente, novos significados algébricos. E assim por

diante gerando-se um ciclo de aprendizagem crescente.

A professora deste estudo é-lhe requerido o papel de usar estratégias didaticas especificas
que promovam a passagem de significados, do contexto das tarefas em que os parametros em
funcOes estao a ser percecionados e consciencializados pelos alunos para o contexto
matematico algébrico pretendido. Porém, para que o processo de atribuicdo de significado dé
origem a algo através do qual os alunos possam conhecer mais, implicando-se na
aprendizagem, é fundamental que tais contextos intencionalmente construidos, e que
resultam do método de ensino em causa, desempenhem um duplo papel. Primeiro, as tarefas
e as estratégias devem ser propostas e usadas intencionalmente pela professora como um
meio para que os alunos realizem uma tarefa matematica especifica e, complementarmente,
como um instrumento que permita a professora mediar a aprendizagem dos alunos,

conduzindo-os aos significados matematicos que ela pretende ensinar.
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1.2. Definicao do problema

A aula de matematica € um espaco de aprendizagem conjunta, que visa a realizacao social
e cognitiva de cada membro que a constitui - professor e alunos -, em que cada um deve ser
respeitado e deve respeitar as ideias, os valores e as formas de expressao dos outros, bem
como as suas modificacdes e transformacdes. A aula de matematica é um espaco de partilha e
de implicacao pessoal e, nela, pretendemos que os alunos adquiram a conviccao de que pode
haver sucesso criando relacoes matematicas que expressem informacao Util para resolver
problemas, reconhecendo o significado de cada conjetura, de cada resolucao, de cada
solucdo e de cada reflexao - construindo, assim, conhecimento matematico. Importa frisar
que, aquilo que os alunos transmitem numa solucao de um problema e as questdes que eles
colocam a si proprios sobre essa solucao decorrem da experiéncia anterior das aulas de
Matematica (Evans & Sawm, 2015) e das experiéncias que tém da resolucdo doutros

problemas (Tirosh, Tsamir, Leverson, Tabach, & Barkai, 2015).

O ensino na aula de matematica deve centrar-se no aluno, exigindo do professor: i) ter
conhecimento prévio dos alunos, pois um fator importante que influencia a aprendizagem € o
que o aluno ja sabe, cabendo ao professor a funcdo de ensina-lo em conformidade; ii) gerir
com métodos adequados as aprendizagens e as dificuldades dos alunos - atendendo a que, de
um modo geral, as dificuldades manifestam-se com erros na sala de aula, sendo por isso
fundamental que o professor seja capaz de perceber as concecoes subjacentes que causam os
erros, diagnosticando-os, bem como as suas causas, € depois disso, ter um plano para lidar
com as dificuldades; iii) desenvolver capacidades nos alunos, como, por exemplo, de
raciocinio, de observacdo, de comunicacdo, de classificacdo, de estabelecimento de
conexoes, entre outras; iv) fornecer um feedback eficaz ao aluno, mostrando-lhe o que sabe e
onde tem bom e mau desempenho; v) criar um ambiente de sala de aula comunicativo, onde
se abra o caminho para a liberdade de expressao, ajudando o professor a ter uma visao global
do ensino e uma melhor percecao das dificuldades dos alunos; e vi) integrar a avaliacao
formativa no processo de ensino, pois este tipo de avaliacao pode aumentar a velocidade de
aprendizagem dos alunos, dando-lhe um feedback do que sabem e nao sabem de modo mais
eficaz (Bingolbali & Bingolbali, 2015).

No que refere concretamente a aprendizagem da algebra, parte da estrutura algébrica e
dos significados podem ser construidos a partir da experiéncia dos alunos com contextos
operacionais aritméticos (Gravemeijer, 2005), realcando os aspetos estratégicos e intuitivos
(NCTM, 2000), e conduzindo o aluno a construcao de expressdes algébricas mais genéricas e
estruturadas (Sfard, 2008). A comunicacdo em matematica nao pode ser reduzida a linguagem
técnica (Steinbring, 2006), mas antes, a conducao do aluno na construcao e comunicacao do
seu proprio raciocinio (Bussi & Mariotti, 2008), onde, muitas vezes, os signos e a atividade
signica (Peirce, 1978) geram dificuldades na aprendizagem (Rojano, 2002; Sfard & Linchevski,
1994).
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No que concerne especificamente as fungdes, usamos uma tabela, um grafico ou um
problema em linguagem natural para as representarmos e trabalhamos por meio de
tratamentos algébricos, como a factorizacdo, a substituicdo, a determinacao de valores,
como os zeros, os maximos/minimos, entre outros procedimentos (Ursini & Trigueros, 2004).
Um pardmetro numa funcdo é, por sua vez, um objeto matematico que, quando substituido
por valores numéricos, identifica cada um dos elementos de uma determinada funcdo ou
familia de funcdées. Numa funcdo, um parametro pode ser representado por uma letra (por
exemplo) que assume diferentes significados, dependendo do contexto algébrico em que se

insere (Arcavi, 2006; Pereira & Saraiva, 2008; Ursini & Trigueros, 2004).

Os signos tém extrema importancia na razao e na comunicacdo do ser humano (Peirce,
1978). A comunicacao em matematica depende de um uso intensivo de diferentes signos, tais
como letras, diagramas, termos, expressoes, notacoes, registos orais, gestuais e escritos,
algoritmos, procedimentos, operacoes (D'Amore, 2006; Radford, 2006), bem como da sua
representacdo em multiplos registos de representacdo (Duval, 1995, 2006). Na atividade
signica, a experiéncia algébrica dos alunos com tarefas de natureza aberta é crucial - elas
permitem-lhes compreender cada experiéncia e considera-la como preparacao para um
trabalho algébrico profundo. Quando, na resolucao de uma tarefa matematica, se extrapolam
os dados iniciais e se tornam explicitos novos desconhecidos, que passam a ser novos
objetivos da tarefa, desencadeia-se um novo conjunto de estratégias que relaciona esses
desconhecidos entre si por meio de condicbes e procedimentos algébricos que se podem
aplicar a familias de problemas similares (Filloy, Puig, & Rojano, 2007); evoluindo-se
gradualmente em generalizacado, até a criacdo de modelos formais independentes dos dados
da tarefa inicial (Gravemeijer, 2005), adquirindo-se uma nocao estrutural dos mesmos.
Quando este processo € mediado pelo professor, através da promocdo de raciocinios que
levam o aluno a focalizar-se em aspetos particulares da tarefa, a recorrer a experiéncias
matematicas anteriores, a elaborar sinteses do raciocinio (Bussi & Mariotti, 2008; Sfard,
2008), facilitam-se os proprios processos cognitivos envolvidos, tais como o processo de

aprendizagem e de resolucao de problemas.

Neste estudo assumimos que os raciocinios matematicos geram signos comunicaveis
através de representacdoes matematicas. Estas, por sua vez, geram sucessivamente novos
raciocinios e signos. A este processo designamos por significados matematicos. Centralizamo-
nos neste estudo em trés grandes tipos de raciocinios (abdutivo, indutivo e dedutivo)
associados a representacao de trés grandes tipos de signos semidticos (icone, indice e

simbolo). Desenvolveremos estes conceitos ao longo do trabalho.

Neste estudo, acreditamos que implementar na aula tarefas intencionalmente construidas
e selecionadas, assumindo o papel de um artefacto, e cuja resolucao envolve o recurso a
outros artefactos (como os tecnoldgicos) e a mediacdo semidtica do professor, pode promover
a construcao de significados matematicos dos alunos e a propria eficiéncia das estratégias

didaticas usadas. As tarefas matematicas elaboradas e selecionadas pelo professor ocupam,
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neste contexto, um lugar central na atividade matematica do aluno. A tarefa é mais do que
um problema impresso numa folha de proposta de trabalho, num livro didatico, ela inclui a
introducdo a atividade do aluno e o fornecimento subsequente de sugestdes, dlvidas e
adaptacoes feitas pelos alunos e pelo professor. Ou seja, a tarefa inclui a forma como é
mediada e adaptada em sala de aula as necessidades que a aprendizagem dos alunos requer
(Swan, 2011). O professor atua didaticamente como um orquestrador da atividade
matemadtica do aluno em que as proprias tarefas matematicas medeiam tal atividade (Rezat &
StraBer, 2012).

Este estudo tem como objetivo promover e conduzir a construcao dos significados e dos
raciocinios matematicos dos alunos na aprendizagem da matematica, concretamente na

aprendizagem dos parametros em funcdes em alunos do 11.°ano de escolaridade.

Nesta conjuntura, e partindo de um método de ensino construido para mediar os
significados matematicos dos alunos desde contextos matematicos concretos até contextos

matematicos genéricos e estruturados, pretendemos responder as seguintes questoes:

Questdao 1: Como é que o método de ensino construido funciona como um

mediador da atividade do professor?

Questao2: Como é que as tarefas matematicas elaboradas e implementadas
com base no método de ensino construido funcionam como artefactos de

mediacdo semiotica de significados matematicos dos alunos?

Para atingir este objetivo e responder a estas questdes, construimos e implementamos um
método para ensinar matematica que aplicamos com tarefas matematicas especificas aos
parametros em funcdes em alunos do 11.° ano de escolaridade, como mostraremos nos

capitulos que se seguem.
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1.3. Glossario

Raciocinio baseado na intuicdo que sugere criacdo de hipdteses explicativas através

Abducao do qual novas hipoteses sao propostas como candidatas explicativas da circunstancia
ou dos significados.
Objeto que tem a funcao de promover a construcao de significados, tal como um
Artefacto algoritmo, a calculadora grafica, uma determinada funcdo da calculadora grafica,

uma ficha de trabalho, material manipulavel, software didatico, entre outros.

Ciclo didatico

Atividade de mediacao semiotica de significados promovida pelo professor, que pode
incluir artefactos, com o intuito de promover a construcdo de uma sequéncia de
significados nos alunos, quer sob um modo de producao individual, quer sob um modo
de producao coletiva.

Conversao de

Manipulacao de signos entre dois ou mais registos de representacao que inclui a
mudanca da forma pela qual um objeto é representado, como por exemplo a

representacées ~ ~ s ~ e
conversao de uma expressao algebrica para a sua representacao grafica.
Deducao Racioci~nio através do qual se inf?re uma conclusao a partir de leis gerais e de
condicdes que explicam as circunstancias ou os significados e os sintetizam.
Signo com qualquer caracteristica que o assemelhe ao seu objeto, que representa o
icone objet? por similaridade, que possui as mesmas caracteristicas que o objeto e
mantém o significado mesmo que o objeto desapareca - uma fotografia (por
exemplo).
Signo que indica outra coisa com a qual esta ligado (ndo necessariamente por
indice semelhanca), mas por contiguidade (proximidade) - como uma marca ou uma
impressao digital (por exemplo).
Indugso Raciocim;o atra\'/és. fjo qual se tgsta uma 'hipétese e s'e infere uma conclusao por
construcao de significados, a partir do particular para leis gerais.
Interpretante E a cognicdo produzida numa mente.
Mediacao Processo que envolve alguém que medeia o conteldo matematico (usualmente o
Semiodtica na professor), envolve as circunstancias e os meios em que tal processo ocorre (por
aula de exemplo a sala de aula e os artefactos) e alguém que esta sujeito a mediacao
Matematica (usualmente o aluno).
Qualquer entidade a qual nos referimos, ou da qual falamos. Objeto matematico é
tudo o que se denota e tudo a que se atribui significado, quando construimos,
Objeto comunicamos e aprendemos matematica, tal como: a linguagem (termos, expressoes,

notacdes, registos orais, gestuais e escritos), um conceito, uma acao (algoritmo,
procedimento, operacao), um argumento (deducdo, inducdo, validacao), entre
outros.

Parametro em

Objeto matematico que, quando substituido por valores numéricos, identifica cada
um dos elementos de uma determinada funcao ou familia de fungées. Numa funcéo,

fungoes um parametro pode ser representado por uma letra que assume diferentes
significados, dependendo do contexto algébrico em que se insere.
Primeira fase do pensamento determinada pela intencao, pela impressao inicial do
Primeiridade fendmeno representado por sensacdes, emocdes e sentimentos em que o mundo
exterior é estimulo do interior.
- Meio através do qual se comunicam e estudam objetos matematicos como os
Representacgoes . . -
conceitos, as propriedades, as estruturas, as relagoes.
Representamen | Signo passivel de ser interpretado do mesmo modo por qualquer interpretante.
Secundidade Segunda fase do pensamento determinada pela acao e reacao da mente, quando ela
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é confrontada com o que recebe e reage instintivamente a tudo.

Semioética

Ciéncia que estuda os modos como aprendemos qualquer coisa.

Significado em

Atividade signica que resulta de conexdes entre a ideia matematica em discussao e
entre as representacoes, em que as ideias matematicas formam conexdes com as

matematica ideias ja existentes, atendendo aos aspetos pessoais do conhecimento intrinsecos a
cada individuo.

Signo E Fudo o} qu,e determina uma coisa, € algo que alguém usa para comunicar alguma
coisa a alguem.

Signo que resulta da associacao e da sintese de ideias produzidas pela razdao, numa

Simbolo associacao de ideias produzidas por uma convencao, ou numa espécie de coisas e nao

uma coisa singular - a cor verde como simbolo da esperanca (por exemplo).

Tarefa E um conjunto de questdes que requer a atrib‘uigéo de significado matematico para

matematica um determinado fim e que lr)c{m a 1ntroduga9 a at!VIdade do aluno e o fornecimento

subsequente de sugestdes, duvidas e adaptacoes feitas pelos alunos e pelo professor.

Fase do pensamento em que a mente sintetiza o que lhe foi apresentado e interpreta

Terceiridade o mundo através da unidao de varios signos para se servir deles na interacdao com

outras mentes e com o mundo.

Tratamento de
representacdes

Manipulacao de signos dentro de um registo de representacao, como o aritmético por
exemplo, quando simplificamos a expressdao aritmética que resulta da substituicao
das variaveis dependente, independente e do parametro por valores aritméticos
concretos na expressao da funcao inicial considerada.




2. Revisao de literatura

No presente capitulo apresentamos e discutimos a teoria essencial que norteou o estudo,
em particular a construcdo do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes, nos
seguintes topicos: o signo e o representamen; as categorias dos signos: primeiridade,
secundidade e terceiridade; os significados matematicos; a mediacdo semidtica de
significados matematicos; as representacoes matematicas; os signos e o raciocinio algébrico;

da aritmética a algebra; e, os parametros em funcoes.
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2.1. O signo e o representamen

A Semidtica € uma ciéncia que tem por objeto de investigacdo todas as linguagens
possiveis, ou seja, tem por objetivo investigar os modos de constituicao de todo e qualquer
fendmeno como fendmeno de producéo de significacao e de sentido (Santaella, 2002). Nela,

0s signos sao essenciais.

Charles Peirce (1837-1914) apresentou nos seus escritos diversas definicoes diferentes de
signo, umas mais detalhadas, outras mais sintéticas tal como a seguinte: um signo é uma
relacdo conjunta com a coisa denotada e com o pensamento (Peirce, 1978, p.143). Fazendo
uso da linguagem corrente do dia-a-dia, um signo, no pensamento de Peirce (1978), pode ser
entendido como o conteldo de uma ideia. Isto é, quando uma pessoa “agarra” a ideia de
outra pessoa, dizemos que o pensamento dessas duas pessoas é semelhante nesse instante,
ainda que esse instante seja efémero. Se esse pensamento for semelhante da origem a
partilha do mesmo conteldo, ou seja, do mesmo signo. Porém, se no instante seguinte, tal
conteldo gerar um novo contelido em cada uma dessas pessoas, esses conteldos podem ser
diferentes, dando origem a novos e diferentes signos. Mas, se, novamente, em algum
instante, esse contelido do pensamento for o mesmo, essas duas pessoas voltam a partilhar o
mesmo signo. E assim sucessivamente. Portanto, um signo é algo que acontece para alguém
por alguma coisa em algum aspeto ou por qualquer motivo. Ele aporta-se a alguém, isto é,
cria na mente desse alguém um signo equivalente ou talvez um signo mais desenvolvido
(Peirce, 1978, p.121). A esse novo signo, que o primeiro signo cria nesse alguém, Peirce

designa interpretante do primeiro signo.

Qualquer coisa que substitui uma outra coisa para algum intérprete é um signo. Nao ha
interpretacao sem signo, pois toda a interpretacao é, por sua vez, signo. Podemos inferir que,
para Pierce, um signo funciona como uma ferramenta do pensamento. Ndo hd pensamento
sem signos. Esta foi também a perspetiva de signo que alguns pensadores, uns anteriores e
outros contemporaneos a Peirce, ja haviam defendido no seu tempo. Segundo Fidalgo (1995),
ja no século XVIII, o logico-matematico Bolzano (1781-1848) definiu sigho como um objeto do
qual nos servimos para pensar numa caracteristica ou qualidade que, ao darmo-nos conta
dela, nos leva a inferir uma outra qualidade ou uma outra coisa (p.27). Para o filésofo alemao
Franz Brentano (1838-1917), também segundo a interpretacao de Fidalgo (1995), os signos
servem de instrumentos a propria reflexdao e devem ter caracteristicas de modo a
preservarem o0s nossos pensamentos. Brentano especifica que os signos tém de ter uma
duracdo suficiente no pensamento de alguém, tém de ser facilmente reconhecidos e nao

provocarem confusao na mente em que tais signos ocorrem (p.29).

Ou seja, um signo € tudo o que determina uma coisa (pelo seu interpretante) para se
referir a algo (ao seu objeto), tomando assim o lugar desse algo, isto é, tomando deste modo

o lugar do seu objeto. Para Peirce um signo pode, assim, ser caracterizado por uma relacao
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triadica do tipo signo(S)/objeto(O)/interpretante(l), onde o interpretante é a cognicao
produzida numa mente e o objeto & qualquer entidade a qual nos referimos, ou da qual
falamos. Um signo nao é uma entidade fechada em si mesma, ou seja, toda a cognicdo da
origem a um signo, que, por sua vez, se posiciona numa nova relacao triddica com um outro
interpretante - que é uma outra cognicao, produzida pela mesma mente, ou produzida por
outra mente -, e assim sucessivamente. Quer o signo, quer a relacdo triadica a qual ele
pertence nao sao arbitrarios. Eles sao interdependentes, pois o signo forma-se com base na
interpretacao sobre um objeto, originando a triade (S, O, I). (Peirce, Houser, Kloesel, &
Project, 1998).

Ha sempre uma mistura de signos que é constitutiva de todo o pensamento. Portanto, para
compreender os raciocinios que sao aplicados nos métodos cientificos é necessario estudar os
tipos de signos, as suas misturas € o modo como 0s signos crescem e evoluem (Santaella,
2001). Peirce (1978) defendeu que a caracteristica fundamental de todo o conhecimento
cientifico esta no facto de que todas as conclusées em todas as ciéncias devem basear-se em
evidéncias - a teoria cientifica interpreta a evidéncia. Uma evidéncia é tudo aquilo que pode
ser usado para definir se uma determinada afirmacao € verdadeira ou falsa. Para aquele autor
uma evidéncia cientifica € o conjunto de elementos usados para suportar a confirmacdo ou a
negacao de uma determinada hipotese cientifica, dentro de fundamentos préprios dessa

ciéncia.

Os fundamentos de toda a ciéncia devem ser pulblicos e submetidos a critica da
comunidade cientifica, porque nenhuma teoria cientifica é infalivel, pois toda a teoria
cientifica faz-se pela interpretacdo de evidéncias. E, por isso, conclusdes, evidéncias e
teorias devem ser revistas e corrigidas, seja porque novos métodos e instrumentos produzem
evidéncias melhores, seja porque a teoria baseada em evidéncias entra em conflito com
outras teorias fundamentadas noutras evidéncias. Para Peirce, todo o conhecimento esta
fundamentado em evidéncias e estas por sua vez estdo suportadas por dados (Peirce et al.,
1998). Os dados em si mesmos nao sdo evidéncias, eles devem ser interpretados para se
tornarem evidéncias. Esta tematica da evidéncia cientifica conduz-nos a nocao de verdade - o

que é a verdade?

Peirce (1978) define a verdade como uma opinido que pode gerar concordancia por todos
os que a investigam. Ou seja, a verdade é a concordancia de uma afirmacao abstrata com o
limite ideal a tender para a certeza dada pelas investigacdes cientificas sobre essa afirmacéao
(Moore & Robin, 1994, p.31). Nesta perspetiva, Peirce usa os termos signo e representamen,
distinguindo-os. Para fazermos tal distincao, destacamos mais uma definicao de signo, de
entre as multiplas definicdes que Peirce apresenta: signo é tudo o que comunica uma nogao
definida de um objeto numa determinada perspetiva que nos é familiar (Peirce, 1978, p.117).
A partir dessa ideia familiar, cada um de noés faz o melhor que pode para analisar o que é

essencial para o signo e comum a qualquer outro interpretante, ao que Peirce define como
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um representamen, sendo este procedimento valido a tudo o que a esta analise do signo se

aplica.

Por ser um signo, um representamen é o sujeito de uma relacéo triadica (R, O, /), na qual
O é o seu objeto e | o seu interpretante. Em ciéncia, o signo so6 é representamem se puder
ser representado por qualquer inteligéncia cientifica e se puder receber o mesmo significado
por outro interpretante. Um signo é representamem se permitir que se faca ciéncia e se
permitir que se infira sobre o que é necessariamente verdade numa inteligéncia cientifica,
para que assim se possa argumentar nessa ciéncia, com qualquer finalidade. Isto é, para que
desses representamen se represente alguma verdade nessa ciéncia. Por isso, se cada um de
nos, dentro de uma determinada ciéncia, ao analisar um signo, comete um erro, ou tem um
pensamento nao representavel, a triade (S, O, I) contém um signo que nao é representamen.
Isto por nao permitir que com tal signo se infira uma verdade nessa ciéncia, ndo permitindo
que com ele se possa gerar argumentacao nessa ciéncia, pois a parte daquilo que dissermos
associada a esse signo sera falsa ou incapaz de ser representada nessa ciéncia. E, nesse caso,

numa cadeia de signos pode haver um ou varios signos que nao sao representamen.

De facto, todos os signos comunicam ideias que podem ser distintas para cada mente
humana. Ja com os representamen nao é assim, porque todo o representamen é um signo que
carrega consigo a possibilidade de ser interpretavel do mesmo modo por qualquer
interpretante (Peirce, 1978, p.117). Fazendo novamente uso da linguagem corrente do dia-a-
dia, um representamen é o conteido de uma ideia que carrega consigo a capacidade de ser
“agarrado” por varias pessoas, hum mesmo instante, do mesmo modo - e é o carregar esta
capacidade, ou seja, € este potencial, que caracteriza o representamen. Porém, se essas
pessoas partilham o mesmo signo, nesse instante e nessa circunstancia, sendo que tal signo
foi assim partilhado por elas de modo nao ocasional, mas sim propositada e de modo previsto
e nao fortuito, esse pensamento é semelhante, constituido pelo(s) mesmo(s) signo(s) e, nesse
caso, tal, ou tais, signo(s) sao representamen. Em consequéncia, podemos concluir que todo o

representamen € um signo, mas nem todo o signo é um representamen.

Daqui inferimos o caracter universal de um signo que é em simultaneo representamen,
pois integra, para um mesmo objeto, uma relacdo triddica que carrega o potencial de se
manter, no mesmo instante e nas mesmas circunstancias, com qualquer outro interpretante.
Em ciéncia, e no nosso caso particular na matematica, existem verdades que geram a
concordancia por todos os que a investigam e constroem, o mesmo é dizer que, e
corroborando Peirce, a verdade em matematica é a concordancia de afirmacdes que tendem
para certezas dadas pelas investigacdes sobre essas afirmacées matematicas. E, quando se
ensina e aprende matematica, acreditamos que a semio6tica fornece uma linguagem geral

aplicavel aos seus signos especificos.

Em consequéncia, cremos que a semiotica nos permite fazer inferéncias ao nivel dos

métodos de ensino da matematica, concretamente da algebra, e no nosso caso especifico dos
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parametros em funcdes. No nosso método de ensino, a analise signica permitir-nos-a inferir o
modo de pensamento dos alunos aquando das suas aprendizagens, no qual se impde a
compreensao pelo professor dos signos que se enquadram no sistema de evidéncias e verdades
definidas na propria matematica, bem como a sua distincao daqueles em que em tal sistema
nao se enquadram. Esta tipologia de atividade signica fundamentou a diferenciacdo e
caracterizacao dos varios graus de significados que definimos no método que apresentamos

neste estudo.
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2.2. As classes dos signos: a primeiridade, a secundidade e a terceiridade

Pierce (1978) considerou a semiotica como a logica num sentido amplo, por se encontrar
em todos os setores do pensamento e da atividade humana. A semiotica, para Peirce, assenta
nas mais antigas questoes filosoficas: como é que se da a apreensdao e a compreensao do
mundo pelo ser humano? Como é que a multiplicidade e diversidade infinitas do universo sao
convertidas em realidades inteligiveis? A semiodtica estuda os modos como aprendemos
qualquer coisa que aparece na nossa mente, qualquer coisa de qualquer tipo, algo simples
como um cheiro, um ruido, uma imagem, ou algo mais complexo como um conceito abstrato,
uma lembranca de um tempo vivido, ou tudo o que se apresente a nossa mente em qualquer

momento.

Em semidtica, Peirce definiu fendmeno como sendo a totalidade coletiva dos signos que,
de alguma maneira e nalgum sentido, estd presente numa mente, quer corresponda a
qualquer coisa real, ou nao (Peirce, 1978, p.67). Toda a investigacao de Peirce se baseou
numa concecao triadica dos fendomenos, pois, para ele, toda a percecao dos fenomenos se faz
sob trés categorias universais - primeiridade, secundidade e terceiridade. A primeiridade é a
impressao inicial do fendmeno representado por sensacdes, emocgdes e sentimentos em que o
mundo exterior é estimulo do interior. A secundidade baseia-se na acdo e reacao da mente,
quando ela é confrontada com o que recebe e reage instintivamente a tudo. A terceiridade é
quando a mente sintetiza o que lhe foi apresentado e interpreta o mundo através da unido de
varios signos para se servir deles na interacdo com outras mentes e com o mundo. Tal como
para definir signo, Peirce também usou uma enorme quantidade de definicdes e descricoes
para definir as trés categorias dos fenomenos. Encontramos hoje, nos seus escritos, multiplas
narracoes e descricdes, umas mais detalhadas e com exemplos que intentam contextualizar,
outras mais abstratas e genéricas e outras mais sintéticas e concisas - primeiridade é a
categoria do sentimento e da qualidade, secundidade é a categoria da experiéncia, da luta e

do fazer e a terceiridade é a categoria do pensamento e da lei (Peirce, 1978).

De acordo com Peirce (1978), ao referirmo-nos a primeiridade estamos a referir-nos a
consciéncia imediata tal qual é, ou seja, a qualidade da consciéncia imediata in totum,
invisivel, ndo analisavel, fragil e inocente. E tudo aquilo que esta na nossa mente no instante
presente. E, portanto, tudo aquilo que da sabor, tom, tonalidade a nossa consciéncia
imediata, mas também €, na interpretacao de Santaella (2002), tudo aquilo que se oculta ao
nosso pensamento, porque para pensar precisamos de parar no tempo, deixando nesse
instante em que o fazemos de capturar a imediaticidade. Primeiridade &, pelo que o proéprio
nome indica, a primeira apreensao das coisas e, por isso mesmo, constitui-se por uma

finissima pelicula de mediacao entre nds e os fenomenos.

A primeiridade integra os signos que sao icones. Um icone é, para Peirce (1978), um

quase-signo, porque aparece como simples qualidade de algo, dependente apenas da fase de
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primeiridade, pois funciona como algo a que se da contemplacdo e que tem um alto poder de
sugestao, que depende grandemente dos nossos sentidos, que representa apenas uma forma,
um sentimento (visual, sonoro, tatil, visceral, ...). Um diagrama num livro ao qual nao se da
interpretacao, esta ali naquele lugar, naquele instante e provoca uma percecao imediata a
quem o vé. Ou, um som que provoca um sentimento imediato a quem o ouve. Por se
caracterizar como qualidade, um icone tem condicdes de ser substituido por qualquer coisa a
que a ele se assemelhe. Essa é uma das razdes por que as qualidades tém tantas semelhancas
e pelas quais os icones sdao capazes de produzir nas nossas mentes as mais imponderaveis

relacoes de comparacao.

Peirce (1978) associou a primeiridade o pensamento abdutivo, que caracterizou como o
instinto humano para acertar na verdade das coisas, como a comunicacao subliminar das
mensagens. A abducao produz, segundo aquele autor, um certo tipo de emocao que surge
como um reldmpago, é meramente sugestiva e ndo necessita de razdes. E instintiva e sugere
que alguma coisa pode ser. De acordo com Peirce é o raciocinio abdutivo que norteia a
criatividade e sem ele nao ha ampliacao do conhecimento. Ele é sempre o primeiro a ocorrer
no pensamento e é ele que determina a criacdo de uma hipdtese na procura da solucao de um

problema.

A secundidade caracteriza-se pela reacao e é a nossa consciéncia em reacao com o mundo,
que, nas palavras de Santaella (2002), é a categoria dos fendmenos na qual tropecamos
continuamente na nossa existéncia quotidiana. A secundidade é a qualidade do existir, do
agir, do reagir e interagir, € o concreto e o material de dizer o mundo. E um processo de
mediacao interpretativa entre nds e os fendmenos e que da a experiéncia o seu caracter
factual, de luta e de confronto. Trata-se da acao e reacao, sem o governo da camada

mediadora da intencionalidade, razao ou lei.

A secundidade integra os signos que sao indices. Um indice € um signo porque indica uma
coisa com a qual ele esta ligado. Por exemplo, um girassol € um indice porque, ao
movimentar-se, gira na direcdo do sol, apontando-nos para o lugar do sol no céu. A estrela
polar é um indice porque nos indica em que direcao esta o norte (Peirce, 1978, p.154). Um
indice real, concreto e singular é sempre um ponto que irradia para multiplas direcoes. Mas,
um signo s6 funciona como indice quando uma mente interpretadora estabelece a conexao
com uma dessas direcoes. E nesta perspetiva o indice é sempre dual porque presume uma
ligacdo, uma constatacao de uma relacao entre existentes (que pressupde a secundidade).
Todo o indice é constituido de icones. O indice é um signo pelo seu caracter fisico e
existencial e que aponta para outra coisa para além dele, o seu objeto, do qual ele é parte.
Por exemplo, o girassol € um icone se o virmos em si mesmo, mas se o interpretarmos como
um indicador da posicao do sol no céu ele € um indice. Porém, o girassol nao pode ser um
indice sem que seja um icone, pois para ser indice, e indicar algo mais para além de si

proprio, ele é icone existindo primeiro em si mesmo.
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Peirce associou a secundidade o pensamento indutivo, que caracterizou como o
procedimento de testar experimentalmente uma hipotese. A inducdo pode indicar o valor de
uma relacao partindo do singular, do que é restrito, para uma lei geral, como por exemplo
“eu vi 1000 cisnes brancos neste lago, logo todos os cisnes deste lago sdao brancos”, mas
também pode explicar uma relacdo particular da lei geral, um raciocinio por analogia, ou

quando fazemos previsdes a partir de casos particulares.

A terceiridade caracteriza-se pela inteligibilidade, ou pensamento em signos, através da
qual pensamos, representamos e interpretamos o mundo. Diante de qualquer fenomeno, isto
€, para conhecer e compreender qualquer coisa, a consciéncia produz um signo, ou seja, um
pensamento como mediacdo irrecusavel entre nos e os fenomenos. Por exemplo, o azul
simples e limpido do céu de um dia de verao é a primeiridade. O céu como lugar e tempo,
aqui e agora, onde se encarna o azul, é a secundidade. A sintese intelectual, a elaboracao

cognitiva, do azul no céu, ou do azul do céu, é a terceiridade.

A terceiridade integra os signos que sao simbolos. Quando o signo é uma lei em relacdo ao
seu objeto esse signo € um simbolo. Um signo que é um simbolo nao representa o seu objeto
em virtude do seu caracter de qualidade, nem por manter uma relacdo com o seu objeto, mas
porque se extrai do seu poder de representacao um pacto coletivo, uma convencao, uma lei
que determina que aquele signo - o simbolo - representa o seu objeto. Deste modo, o objeto
de uma palavra ndo é uma coisa que existe, mas é uma ideia abstrata, € uma lei armazenada
na programacao linguistica dos nossos cérebros. E por forca da mediacdo dessa lei que a
palavra mulher pode representar qualquer mulher independentemente da singularidade de
cada mulher em particular. E por isso que as frases que enunciamos sao todas compostas por
indices (que funcionam como indicadores de tempo, lugares, coisas singulares a fim de nos
darem indicagbes), caso contrario, as frases ndo teriam qualquer poder de referéncia. Os
simbolos crescem, irradiam, expandem mas eles transportam consigo icones e indices, o que
anteveé a terceiridade. Um simbolo nao indica uma coisa em particular, ele denota um tipo de
coisa. Um simbolo é ele mesmo um tipo de coisa e ndo uma coisa singular (Peirce, 1978,
p.165).

Peirce associou a terceiridade o pensamento dedutivo, o qual depende de premissas
verdadeiras para produzir conclusdes verdadeiras. Na deducao, o raciocinio examina o estado
de coisas colocado nas premissas e investiga-as. De acordo com Peirce, a deducao depende da
nossa autoconfianca na nossa propria capacidade de analisar o significado dos signos nos quais
ou pelos quais pensamos, partindo de uma lei geral deduzimos o singular, por exemplo “todos
os homens sao mortais, logo eu sou mortal”. O raciocinio dedutivo é o raciocinio da analise e
da sintese. Contudo, a construcao de leis gerais para a explicacdo de um fendmeno numa
ciéncia pressupde, para além do raciocinio dedutivo, o raciocinio abdutivo usado
essencialmente numa primeira fase de criacdo e de construcdo de hipdteses e o raciocinio
indutivo usado comummente para generalizar a partir de casos particulares e para testar

raciocinios dentro da propria lei geral.
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Para Peirce (1978, p.138-142), os signos sdo divisiveis em tipos e em relacoes:

i)

ii)

i)

Relacao de um signo com ele mesmo consiste: i1) numa simples qualidade com a
qual se perceciona um objeto [que Peirce designou qualisigno], como, por
exemplo, a cor vermelha; i2) numa existéncia real, como algo que ocorre aqui e
agora [que Peirce designou sinsigno]; ou, i3) numa lei geral, huma regra ou numa
convencao [que Peirce designou legisigno], que pode ser um conceito na mente de
um ser humano, mas também pode ser um habito que regula comportamentos

convencionais;

Relacdo de um signo com o seu objeto, consiste: ii1) no facto de o signo ter
qualquer caracteristica que o assemelhe ao seu objeto, que representa o objeto
por similaridade, possui as mesmas caracteristicas que o objeto e mantém o
significado mesmo que o objeto desapareca [que Peirce designou icone], por
exemplo uma fotografia; ou, ii2) numa relacao existencial com o seu objeto,
indica outra coisa com a qual esta ligado (ndo necessariamente por semelhanca),
mas por contiguidade (proximidade) [que Peirce designou indice], como uma
marca ou uma impressao digital; ou, ii3) numa associacao de ideias produzidas
pela razao, numa associacao de ideias produzidas por uma convencao, ou numa
espécie de coisas e nao uma coisa singular [que Peirce designou simbolo], por

exemplo, a cor verde como simbolo da esperanca;

Relacdo do signo com o seu interpretante, que consiste: iii1) num raciocinio
abdutivo no qual ha um instinto de suposicdo que determina uma possibilidade
qualitativa ou uma acao espontanea [que Peirce designou rhema], por exemplo um
grito espontaneo; ou, iii2) num signo de fazer algo, uma proposicdo ou um
enunciado que pode ser denotado como verdadeiro ou falso, num raciocinio
indutivo no qual é determinada a operacionalidade de uma relacao [que Peirce
designou decisigno]; ou, iii3) num raciocinio dedutivo no qual a razao associa e faz
interdepender premissas verdadeiras para produzir conclusoes verdadeiras [que

Peirce designou argumento].

Peirce detalhou classes de signos (Peirce 1978, p.184), que se obtém das possiveis relacoes

entre os tipos de signos e as trés categorias universais - primeiridade, secundidade e

terceiridade.
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Tabela 2.1: Tabela extraida de Peirce, 1978, p.240

Primeiridade | Secundidade | Terceiridade

i) Representamen Qualisigno Sinsigno Legisigno
ii) Objeto Icone Indice Simbolo
iif) Interpretante Rhema Decisigno Argumento

Neste estudo, na relacao triadica (S, O, 1), na qual O é o objeto e | é o interpretante,
interessa-nos estudar: i) a relacao de um signo com ele mesmo (enquanto representamen de
cada uma das trés categorias, primeiridade, secundidade e terceiridade) - assumimos que
signo € algo (expresso através de uma representacdo num determinado registo de
representacoes) que alguém usa (professor ou aluno), para explicar ou comunicar algum
raciocinio matematico a alguém; ii) a relacdo do signo com o seu objeto - enquanto icone
(signo que serve para comunicar algo durante um raciocinio matemdtico abdutivo), indice
(signo que serve para comunicar algo durante um raciocinio matemdtico indutivo) e simbolo
(signo que serve para comunicar algo durante um raciocinio matemadtico dedutivo); e iii) a
relacdo do signo com o seu interpretante, ou seja o proprio raciocinio matemdtico abdutivo,

indutivo e dedutivo construido pelo aluno.

Tais relagdes funcionam neste estudo como uma espécie de lente que nos permite analisar
e perceber uma parte da multiplicidade de significados que os alunos constroem quando
aprendem parametros em funcdes, bem como o respetivo trabalho de mediacao de tais

significados pelo professor.
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2.3. Os significados matematicos

Por um lado, somos no mundo e estamos no mundo; mas, por outro lado, 0 nosso acesso
sensivel ao mundo é sempre mediatizado por uma crosta signica que, embora nos forneca o
meio de compreender, transformar e programar o mundo, a0 mesmo tempo usurpa de nés
uma existéncia direta, imediata, palpavel, corpo a corpo e sensual com o sensivel (Santaella,
2002). Eis aqui o que Santaella designa por fusdo entre a nossa miséria e a nossa grandeza de
condicGo humana, como seres simbdlicos. E por isto & que o significado de um pensamento é
outro pensamento que se desloca e se esquiva incessantemente. Por exemplo, para
esclarecermos o significado de qualquer palavra temos de recorrer a uma outra palavra que,
de algum modo, possa substituir a anterior, na busca continua que fazemos em atribuir
significado a primeira. Todo o pensamento se da em signos e todo o signo é continuacao de
um outro signo. A atividade signica envolve ideias interdependentes desenvolvidas em varios
dominios, como por exemplo na matematica. Podemos identificar o pensamento como um
sistema de ideias (Fidalgo, 1995), ou seja, podemos afirmar que “o pensamento é um sistema

ordenado de ideias” (p.51).

Segundo Fidalgo (1995), Frege (1848-1925), que foi o principal criador da ldgica
matematica e trabalhou na fronteira entre a filosofia e a matematica, mostrou que é
impossivel apreender o significado de uma frase sem reconhecer as condi¢des da sua verdade.
S6 em conjunto e enquanto elementos de uma mesma teoria € possivel explicar as nocoes de
verdade e de significado. Fidalgo refere que Frege enfatiza que o significado € objetivo. O
significado consiste na forma como o objeto é dado, por exemplo “a estrela da manha” nao
significa 0 mesmo que “a estrela da noite”, pois por estrela da manha entende-se (significa-
se) o Ultimo astro a desaparecer no céu com a aurora, e por estrela da noite entende-se
(significa-se) o primeiro astro a aparecer ao entardecer, mas ambas as expressoes referem o
mesmo objeto, o planeta Vénus. Frege refere também que, nem sempre a um significado
corresponde uma referéncia real, por exemplo, a expressdao “o corpo mais afastado da terra”
tem certamente um significado, mas é questionavel se essa expressao se refere a algum

objeto que realmente exista.

De modo condensado podemos dizer que apreender, compreender e interpretar é traduzir
um pensamento em outro, num movimento ininterrupto, porque sd podemos pensar um
pensamento inserindo-o continuamente noutro. E por isto que Peirce definiu a relacao
triadica 5/0/1 de qualquer signo e afirmou que o signo é fundamentalmente um processo de

mediacao e abre, portanto, para uma dimensao de infinitude (Fidalgo, 1995, p.17).

As questdes do ensino e da aprendizagem da matematica sdo fenomenos complexos que,
para ocorrerem, também é necessaria uma relacao triadica entre o saber, o professor e o
aluno, sem nos reduzirmos exclusivamente a um dos trés (D'’Amore, 2007). O significado em

matematica é obtido através de conexdes entre a ideia matematica em discussao e os outros
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conhecimentos pessoais do individuo, em que as ideias matematicas formam conexdes nao
apenas com as ideias ja existentes mas, também, com os aspetos pessoais do conhecimento
intrinsecos a cada individuo (Bishop & Goffree, 1986). Assim, para compreender um conceito
matematico é essencial que se proceda a sua exploracdo, bem como ao relacionamento,
ordenamento e classificacdo de todas as formas distintas associadas a representacao desse

mesmo conceito.

Por sua vez, classificar, relacionar e ordenar sao processos que servem de base para
muitos outros. Por vezes, classificacdes que parecem, a partida, incorretas nao o sdo. Trata-
se de formas distintas de agrupar segundo caracteristicas diferentes que, consequentemente,
originam classificacoes diferentes (Ponte & Serrazina, 2000). Estes raciocinios, quando
fomentados pelos professores criam nos alunos capacidades essenciais para que estes criem

significados.

Radford (2006) idealizou a teoria da objetivacGo na qual interatuam processos cujo
objetivo é mostrar algo (um objeto) a alguém. Tais processos consistem em formas que se
usam com a finalidade de tornar explicita uma intencdo e de levar a cabo uma acao a que
Radford designou por meios semidticos de objetivacdo, por mediarem e materializarem o
pensamento. Porém, neste contexto, surge o problema do facto de o pensamento ndo ser
diretamente observavel, ou seja, o facto de o pensamento ser invisivel. Radford considera
que na mediacdo de significados intervém os gestos, os movimentos, a percecdo, a
linguagem, a interacdo, bem como a natureza e as formas de conhecer os objetos
matematicos (Radford, 2006).

Vygotsky (1896 - 1934) desenvolveu o conceito de Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP), que define a distancia entre o nivel de desenvolvimento real, determinado pela
capacidade de resolver um problema sem ajuda, e o nivel de desenvolvimento potencial,
determinado através da resolucdo de um problema sob a orientacdo de um mediador (o
professor, quando pensamos na sala de aula). Trata-se de uma série de informacgdes que o
aluno tem potencialidade de aprender mas ainda nao completou o processo de aprendizagem
(Vygotsky, 1981). Contudo, o individuo nao pode atribuir um novo significado sem algum
conhecimento anterior cognitivamente relacionado com tal significado, a fim de que o novo
significado conecte com o conhecimento que ja existe e o que ja existe suporte a nova

informacao (Bussi & Mariotti, 2008).

A atribuicdo de significado depende da reconstrucdo interna que é feita através de
operacoes externas (Vygotsky, 1978), um processo a que este autor designa por
internalizacdo. Nesta perspetiva, aprender interdepende de ensinar - o discurso que o
professor usa na sala de aula, o modo como conduz as discussées com, e entre, os alunos,
determinam o modo como cada aluno constroi os seus significados durante um raciocinio,
especificamente os significados durante um raciocinio matematico. O processo de

internalizacdao tem dois aspetos fundamentais: € essencialmente social e é dirigido por
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processos semidticos (Vygotsky, 1978, p.162) - pois depende da comunicacdo que, por sua
vez, envolve a producao e a interpretacao de signos. Nesta perspetiva importa determo-nos
no facto de que a nossa mente retém signos interligados, construidos em contextos de
interacdo com o meio que nos envolve com os outros, e nao retém apenas signos de carater
iconico. De facto, “o cérebro retém uma memoria daquilo que aconteceu durante uma
interacdo, e a interacdo inclui de forma relevante o nosso proprio passado, ... . O facto de
aprendermos por interatividade, e ndo por recetividade passiva, é o segredo da meméria ... ,
a razdo pela qual muitas vezes recordamos contextos e ndo apenas coisas isoladas.”
(Damasio, 2010, p.171).

A motivacdo para a atividade de aprendizagem deve ter uma finalidade, isto é, as
operagdes e acoes vinculadas a atividade devem possuir uma finalidade relacionada com a
vida do individuo que esta a aprender (Spinillo, 2006), em funcdo das suas interacoes sociais e
das suas condicdes de vida. Assim, as acdes nao tém finalidades em si mesmas e a sua
finalidade é uma aprendizagem que tenha significado, a qual Vigotsky descreve como
aprendizagens relacionadas com a vida (Spinillo, 2006, pp. 190-221). Os alunos constroem
significados pessoais que estao profundamente relacionados com o uso real que fazem dos
mesmos (Bussi & Mariotti, 2008). Neste processo, a mente cria mapas (Damasio, 2010) que
ocorrem frequentemente num contexto de acado, “construidos quando interagimos com
objetos, como, por exemplo, uma pessoa, uma mdquina, um local, do exterior do cérebro em
direcdo ao seu interior” (p.90), em que a interacao assume uma elevada relevancia. Damasio
(2010) refere que o cérebro humano mapeia todos os objetos que se encontram no seu
exterior e todas as relacoes assumidas por objetos e acdes, no tempo e no espaco e tem a
capacidade de representar aspetos da estrutura de coisas e acontecimentos, onde se incluem
todas as acoes levadas a cabo pelo nosso corpo. “O cérebro humano é um cartégrafo nato”

(Damasio, 2010, p.90), em que acdo e mapas fazem parte de um ciclo interminavel.

Na sala de aula de matematica, o papel do professor consiste em fazer com que os
significados pessoais dos alunos evoluam gradualmente para significados matematicos (Bussi &
Mariotti, 2008). De acordo com estas autoras, esta atividade signica do aluno é gerada na sua
mente por meio de ferramentas psicoldgicas. Nesta perspetiva, quando o professor focaliza o
raciocinio do aluno para aspetos particulares de uma tarefa esta a despertar no aluno a
necessidade de construir analogias a raciocinios e experiéncias matematicas anteriores. Por
outro lado, quando o professor admite ou refuta hipoteses que vao sendo construidas pelos
alunos esta a incentivar o aluno para que ele continue a atribuir significados matematicos que
0 permitam construir estratégias para desenvolver ou testar tais hipoteses. E, quando o
professor promove e faz sinteses ao longo do raciocinio dos alunos esta com isto a usar
intencionalmente processos que conduzem os significados pessoais do aluno aos significados
matematicos. Tais processos promovem a atividade mental do aluno que ocorre através
dessas ferramentas psicoldgicas. E, por sua vez, tais processos usados pelo professor tornam-

se meios de promover a aproximacao do conhecimento dos alunos aos conhecimentos
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matematicos, aquando da realizacdo de uma tarefa. Estes processos podem ser
acompanhados por instrumentos como as tarefas matematicas, pela calculadora grafica ou
outro software intencionalmente proposto pelo professor na aula de matematica, que
Rabardel designa por artefactos (Hillman, 2014). Tais artefactos sao instrumentos de
mediacdo semidtica. Para Rabardel a producao de um signo depende do uso de um artefacto.
Tal signo, por sua vez, pode ser espontaneo ou explicitamente requerido por tarefas
especificas propostas pelo professor (Mariotti, 2009). Em qualquer dos casos, a principal
caracteristica dos signos é a sua estreita ligacdo com as acdes que decorrem do uso do
artefacto (Mariotti, 2009, p.430).

Um signo auxilia a construcao de um significado durante a resolucao de uma tarefa, tal
como a construcao de uma analogia durante um raciocinio indutivo, ou o uso da meméria na
construcao de um raciocinio abdutivo. Por sua vez, um artefacto acompanha a tarefa tendo a
funcao de promover a construcao de significados, tal como um algoritmo, ou uma

determinada funcao da calculadora grafica.

Assumiremos neste estudo, e concordantemente com Peirce, que toda a atividade signica
€ por si s6 um signo e, consequentemente, por tal atividade se identificar nalgum momento
ou nalguma perspetiva com o seu signo, consideraremos os conceitos de signo e significado
como interdependentes. De acordo com D’Amore (2007), Bishop e Goffree (1986), Ponte e
Serrazina (2000), Bussi e Mariotti (2008) e Mariotti (2009), neste trabalho consideramos que a
atribuicdo de significados, individuais e coletivos através do uso de artefactos - como as
tarefas propostas pelo professor aos alunos em sala de aula, é fundamental para a

aprendizagem.
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2.4. A mediacao semiotica de significados matematicos

Atualmente tem sido profundamente discutido o conceito de mediacdo de significados. O
termo mediacdo deriva do termo mediar, que se refere a um processo que envolve 1) alguém
que medeia, isto é, um mediador; 2) alguma coisa que esta a ser mediada, isto é, um
contetdo que esta a ser promovido; 3) alguém ou algo que esta sujeito a mediacdo e para
quem a mediacao provoca alguma alteracao, isto €, o mediado; 4) as circunstancias da
mediacao, ou seja, a) os meios da mediacdo, a modalidade e b) o local em que a mediacao
ocorre. (Bussi & Mariotti, 2008).

Os signos e os artefactos acompanham a tarefa e deles depende a mediacdo semiotica do
professor. De acordo com Mariotti (2009), quando o processo de mediacao semidtica é
desencadeado na sala de aula, alunos e professor podem estar envolvidos, assumindo um
objetivo comum orientado para a matematica, emergidos numa cultura social (p.430) propria
da sala de aula. Neste processo, o professor desempenha uma funcao crucial, pois é-lhe
requerida a funcao de mediador cultural, que delineia estratégias de modo a construir uma
ponte entre as perspetivas individuais e sociais dos alunos (Mariotti, 2009, p.430). No
processo de mediacao semiotica, Bussi e Mariotti (2008) distinguem trés categorias de signos:
1) Signos artefacto, que se referem ao contexto em que o artefacto é usado e nascem da
atividade com o artefacto, dao origem a significados pessoais estreitamente relacionados com
a experiéncia do sujeito; 2) Signos pivot, que se referem a acdes especificas que promovem a
passagem do contexto do artefacto para o contexto matematico; e, 3) Signos matemadticos,
que se referem a contextos matematicos e estao relacionados com significados matematicos,

como, por exemplo, as proposicoes, as definicées, as demonstracoes.

Por um lado Bussi e Mariotti (2008) distinguem signos artefacto, signos pivot e signos
matemdticos. Por outro lado, Peirce categoriza os signos em signos icones, signos indices e
signos simbolo, associados, respetivamente, ao raciocinio abdutivo, indutivo e dedutivo. Na
construcdo do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes deste estudo,
consideramos que a categorizacdo de signo de Bussi e Mariotti (2008), alicercada em
Vygotsky, enriquece a categorizacao de Peirce, pois realca a vertente social e cultural, bem
como o papel fundamental da interacao, na construcao de signos pelos alunos e na respetiva

mediacao pelo professor.

Apesar da construcdao da mente consciente e da construcao fisiologica de signos numa
mente consciente ser um processo neurologico complexo, que imerge na neurociéncia e que,
por isso, nao constitui objeto deste estudo, nao deixam de ser curiosas as analogias que
podemos tecer entre as trés categorias universais de Peirce e de signos de Bussi e Mariotti e
as trés fases que Damasio (2010) apresenta para a construcao do “eu consciente” [1.%fase)
proto-eu, fase caracterizada por sentimentos espontaneos do corpo (sentimentos

primordiais); 2.%fase) eu nuclear, fase caracterizada por uma modificacao do proto-eu através
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de uma interacao entre o organismo e um objeto exterior; e 3.?fase) eu autobiogrdfico, fase
caracterizada por pulsos do eu nuclear que ficam momentaneamente ligados num padrao

coerente de larga escala] (p.229).

Neste estudo, consideramos que o processo de mediacao semiotica de significados assume
uma funcao determinante no ensino-aprendizagem do conceito de parametro em funcdes, em
que o professor é o mediador que promove significados matematicos a partir de significados
pessoais dos alunos, sob as trés categorias universais do pensamento definidas por Peirce.
Assumimos que ao professor cabe a funcao de mediar o raciocinio dos alunos desde a
primeiridade até a terceiridade. Importa referir que, segundo Peirce, na primeiridade ocorre
o raciocinio abdutivo que é o responsavel pela criacdo de um signo, a partir dos sentidos e do
juizo percetivo. Para Peirce, o juizo percetivo é a fonte do conhecimento (Serra, 1996) e
embora os juizos percetivos sejam particulares, singulares de cada sujeito, eles ndo deixam
de envolver a generalidade, possibilitando assim a deducdao de proposicoes gerais, pelo
raciocinio a que Peirce chama abducdo (p.8) - toda a abducdo envolve um ato de
interpretacao, de atribuicao de significado, que nao tem nem o rigor formal da deducao nem

o carater de confirmacao experimental da inducéo (p.18).

A atividade signica dos alunos ocorre quer sob um modo de producdo individual de signos,
quer sob um modo de producdo coletiva de signos (Mariotti, 2009, p.431). O papel do
professor é, portanto, fundamental, e nao incidental - cabe ao professor promover a
construcdo de uma sequéncia de significados. A esta sequéncia Bussi e Mariotti (2008)
chamam ciclo diddtico. Sob esta perspetiva, a estrutura de uma sequéncia de ensino pode ser
delineada como um ciclo onde diferentes tipologias de atividades tém lugar, almejando
desenvolver as componentes de um processo semiotico completo. Este ciclo inicia-se
geralmente quando os alunos sao confrontados com tarefas a serem realizadas, ou seja, com
o artefacto. E é nesta fase que, neste estudo, acreditamos que ocorre a abducdo, a
apreensao imediata que gera atividade signica no aluno, que cabe ao professor a funcao de
mediar. Apos a atividade com o artefacto, o processo de atribuicao de significados prossegue,
segundo Bussi e Mariotti (2008), com a producao individual de signos pelos alunos, seguida da
producao coletiva. Contudo, as autoras frisam que, estas fases nao ocorrem necessariamente
de modo sequencial, elas podem misturar-se e alternar-se. Porém, formam um ciclo
interminavel no qual se centra a funcao de mediacdo semiotica do professor e no qual se

sustenta o processo de ensino-aprendizagem.

Os signos relacionados com o uso do artefacto, de modo individual e de modo coletivo,
formam-se porque os alunos, ao trabalharem em pares ou em pequenos grupos, interagem
socialmente, fazendo acompanhar os seus raciocinios por palavras, esbocos e gestos, dando
origem a novas palavras, novos esbocos, novos gestos e, inerentemente, novos signos. E assim
por diante gerando-se um ciclo. Por outro lado, em tal ciclo, e de acordo com aquelas
autoras, os alunos estdo individualmente envolvidos em diferentes atividades semioticas,

principalmente nas producdes escritas. Por exemplo, se depois de usarem o artefacto, os

25



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

alunos forem convidados a escrever relatorios individuais nos quais conste a sua experiéncia e
a sua reflexao, incluindo duvidas e questdes levantadas, eles envolvem-se individualmente em
processos semidticos, ou seja, envolvem-se na producdo de signos relacionados com o
artefacto. E, embora o intercambio social durante as atividades com o artefacto, ou as
discussoes coletivas que decorram desse intercambio, envolvam semidtica, este tipo de
atividade no aluno ¢ diferente, na medida em que requer uma contribuicao pessoal. Quando
confrontado com a producao individual de significados, como acontece num texto escrito
individual, ou num teste de avaliacao, o aluno produz de modo individual sinais graficos, que,
pela sua natureza, comecam a separar-se da contingéncia da acao desse aluno quando situado
em grupo (Bussi & Mariotti, 2008).

Para que, na primeira fase do processo de significacdo, a imediaticidade signica do
raciocinio do aluno (enquanto interpretante) dé origem a algo através do qual ele possa
conhecer mais, implicando-se em atividade signica e progressivamente em significado, o
ponto fulcral da mediacdo do professor é, de acordo com Bussi e Mariotti (2008), o duplo
papel desempenhado pelo artefacto semiotico. Segundo estas autoras, para que o artefacto
possa ser plenamente explorado, ele deve ser usado como um meio de realizar algo e,
complementarmente, como um instrumento de mediacGo semidtica para alcancar um
objetivo didatico. No que refere ao uso do artefacto sob as duas vertentes expostas por Bussi
e Mariotti (2008), importa destacar a relevancia da escolha e da construcdo de uma tarefa,
pois pretende-se que esta funcione como instrumento facilitador da criacao de significados,

ou seja, como bom artefacto.

Neste contexto, as tarefas matematicas selecionadas pelo professor parecem ocupar,
assim, um lugar central na atividade matematica do aluno. Rezat e StraBer (2012) adaptaram
o classico triangulo didatico professor-aluno-matemadtica e definiram o tetraedro diddtico em

que os vértices sao professor-aluno-matematica-tarefa.

Tarefa

Professor Matemitica

Al

Figura 2.1: Tetraedro socio-didatico, Rezat e Straker (2012).

Esta nova concecao de relacdes didaticas sugere que as ligacoes representadas pelos lados
do triangulo didatico inicial indiciam em si mediacdo semidtica. Cada face triangular do

tetraedro mostra uma perspetiva particular do papel das tarefas no ensino-aprendizagem da
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matematica. O papel didatico do professor, descrito por estes autores como um orquestrador
da atividade matemadtica do aluno é representado pelo triangulo professor-tarefa-alunos. O
triangulo alunos-tarefa-matemdtica apresenta a tarefa como mediadora da atividade
matematica dos alunos. O triangulo professor-tarefa-matemdtica descreve a atividade de
mediacdo semiotica do professor em torno da tarefa. O triangulo didatico original professor-
aluno-matemdtica constitui a base do modelo de ensino-aprendizagem da matematica. A
estrutura tetraédrica representa a complexidade do ensino e da aprendizagem em sala de
aula e proporciona-nos uma reflexao sobre o papel didatico que as tarefas podem assumir.
(Rezat & StraBer, 2012). De facto, a face triangular alunos-tarefa-matemdtica apresenta-nos
uma nova perspetiva das tarefas - vistas como artefactos de mediacao semidtica. Estas podem
desempenhar, por si, um papel mediador no ensino e na aprendizagem da matematica. Tais
artefactos podem ser livros didaticos de matematica, tecnologias digitais, fichas de trabalho,
bem como a propria linguagem (Clarke, Stremskag, Johnson, Bikner-Ahsbahs, & Gardner,
2014).

E reconhecido que, a resolucdo de problemas, de tarefas de investigacdo e de exploracdo
podem funcionar como meios promotores dos processos de significar. Por um lado, no ambito
da resolucado de problemas, Pdlya (2008) desenvolveu principios heuristicos com a finalidade
de auxiliar os alunos a desenvolverem capacidades imprescindiveis para a resolucdo de uma
determinada situacdo, ou compreensdao de uma dada demonstracdo. A heuristica de Pdlya
alicerca-se em processos fundamentais de analise, exploracao, verificacdo e reflexdao (Polya,
2008). Por outro lado, a atividade de investigacdo matematica desenvolve capacidades como:
analisar, explorar, verificar, refletir, refutar, experimentar e demonstrar. A implementacao
de investigacoes matematicas na sala de aula permite criar uma continuidade evolutiva na
heuristica de Pdlya (Pereira & Saraiva, 2005). Acrescem ainda atividades matematicas como
modelar e simbolizar, comunicar, analisar, explorar, conjeturar e provar, que sao, segundo
Schoenfeld (1985), atividades com verdadeiro sentido matematico, ou seja, aquilo que a

matematica realmente é (Ponte & Serrazina, 2000; Schoenfeld, 1985).

Na exploracao de situacées do mundo real através de construcoes visuais e algébricas, que
contém aspetos importantes e (teis para o processo de criacdo matematica (Costa, 2002), a
tecnologia assume um papel fundamental, especificamente a calculadora grafica e o uso de
programas computacionais de modelacao. Tais instrumentos podem ser entendidos como
artefactos de mediacdo semidtica compreendidos na face triangular alunos-tarefa-
matemdtica do tetraedro diddtico definido por Rezat e StraBer (2012). De facto os alunos,
com base nesses artefactos, podem analisar mais exemplos ou formas de representacao num
ou em varios registos de representacdo semidtica, formular e explorar conjeturas de forma
mais rapida e facil do que é possivel realizar manualmente. O poder da representacao grafica
e da tecnologia possibilitam o acesso a modelos visuais que sao poderosos artefactos: a
tecnologia enriquece a extensao e a qualidade das investigacdes e exploracdes dos alunos, ao

fornecer um meio de visualizar no¢cdes matematicas sob multiplas perspetivas (NCTM, 2000).
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Planificar atividades didaticas, que visem fazer emergir significados, constitui a base sobre
a qual o professor organiza a evolucao da aprendizagem dos alunos - pretendendo-se que os

significados pessoais do aluno evoluam gradualmente para significados matematicos.

Chapman (2013) definiu o conceito conhecimento matemdtico da tarefa. Este
conhecimento do professor refere-se a capacidade para selecionar e desenvolver tarefas que
promovam nos alunos a compreensdo dos conceitos matematicos, captando o seu interesse e
a sua curiosidade e otimizando o potencial de aprendizagem de tais tarefas. Este
conhecimento do professor refere-se a aspetos particulares, tais como: i) compreender a
natureza da tarefa que vale a pena - por exemplo, aquelas que podem ser resolvidas de varias
maneiras e que apelam ao uso de multiplas representacdes, que permitem conectar varias
ideias matematicas importantes e que requerem dos alunos justificacoes, interpretacoes e
conjeturas; ii) capacidade de identificar, selecionar e criar tarefas matematicamente ricas
em conteldo e que, pedagogicamente, proporcionem aprendizagem matematica significativa
para o aluno - por exemplo, tarefas com interesse pessoal para os alunos, as quais os alunos
atribuam significado; iii) conhecer o nivel de exigéncia cognitiva da tarefa, porque é
necessario que esta se adeque a capacidade de compreensao dos alunos; iv) conhecer as
varias formas de promover aprendizagem nos alunos com uma determinada tarefa, pois todos
os alunos sao diferentes uns dos outros e aprendem matematica de forma diferente uns dos
outros; v) compreender como é que o professor pode influenciar o aluno a dar sentido a
matematica aplicada na resolucdo da tarefa; e, vi) quais os aspetos da tarefa que permitem
organizar e orquestrar o trabalho dos alunos - como por exemplo o que perguntar para
desafiar os alunos, como apoiar os alunos sem pensar por eles e sem eliminar o desafio
(Chapman, 2013).

A mediacao subjacente ao conceito de ciclo diddtico tem, para Mariotti (2009), padrées de
intervencao do professor, que se agrupam em dois pares de categorias. Ao primeiro Mariotti
(2009) chamou Questionamento para voltar atrds na tarefa e FocalizacGo num certo aspeto
do uso do artefacto, “Ask to go back and Focalize on certain aspects of the use of the
artifact” (p.434). Neste padrao de intervencao, o professor questiona os alunos levando-os a
construir, realmente ou fazendo uso apenas da mente, a experiéncia que tiveram com o
artefacto. O objetivo é reconstruir o contexto do artefacto e fazer emergir significados que
decorrem dessa reconstrucao. Segundo Mariotti (2009), esta atividade resulta usualmente na
producao (ou no reemergir) de signos artefacto, que se revela fundamental para o inicio (ou

para o reinicio) do desenvolvimento de novos signos. (Mariotti, 2009, p.435).

Ao segundo par, aquando da mediacao de significados dos alunos, Mariotti (2009) chamou
Questionamento para uma sintese e Fornecer uma sintese, “Ask for a synthesis and Provide a
synthesis” (p.434). Este padrao de intervencao complementa o padrao anterior. Aqui, o
professor foca a sua atencao para aspetos particulares da experiéncia dos alunos (passada ou
presente). O professor atua de modo mais explicito ou menos explicito, fazendo uso de gestos

e expressoes, reforcando e realizando uma determinada operacao que destaque e delimite
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uma parte da experiéncia dos alunos. Frequentemente, ao seguir uma intervencdo do tipo
‘voltar a tarefa’, enfatizar certos significados (ja construidos e partilhados na turma) e
selecionar aspetos de tais significados, o professor promove o desenvolvimento de signos
matemdticos bem como a ligacdo entre eles, que constitui o objetivo desta fase da

intervencao do professor (Mariotti, 2009, p.437).

Neste estudo, no método de ensino aplicado aos parametros em fungdes construido, a
proposta pedagogica foi delineada de acordo com trés niveis algébricos previstos
intencionalmente (N1, N2 e N3), em cada um dos quais o professor pretende promover
significados matematicos nos alunos - que categorizamos sob quatro graus (significados de
grau0, graul, grau2 e grau3), de acordo com critérios que detalharemos no capitulo seguinte.
Na criacao destes significados, o professor atua como mediador, com instrumentos de
mediacdo semidtica intencionais, nas diferentes fases do raciocinio do aluno - tais como o uso
e a promocao de analogias e de sinteses, bem como a focalizacao do raciocinio do aluno para
aspetos particulares de uma determinada tarefa ou raciocinio. Com tal modo de agir, o
professor intenciona desenvolver as componentes de um processo semiotico que se considera
completo quando, na atividade signica construida do trabalho com cada artefacto, o aluno
desenvolve significados de grau 3. Neste trabalho consideramos como artefactos todas as
tarefas que integram a proposta pedagdgica, bem como todos os instrumentos usados pelo
professor e pelos alunos - tal como a calculadora grafica, o material manipulavel, entre

outros - usado durante a atividade signica dos alunos.

De acordo com Schoenfeld (2007), Ponte e Serrazina (2000), Pereira e Saraiva (2005),
consideramos ainda que, através da tentativa de resolucdo, ou demonstracao, de uma
determinada investigacao surgem novas investigacoes e alarga-se o conhecimento,
desenvolvendo-se o pensamento matematico, especificamente o pensamento algébrico. E
este tipo de pensamento, fomentado por atividades que estimulam continuamente o processo
de significacdo, como as intervencoes requeridas ao professor durante a mediacao semidtica
de significados no ciclo didatico de Bussi e Mariotti, que se espera ver desenvolvido nos alunos
ao longo deste estudo. Na construcao e implementacao do método de ensino aplicado aos
parametros em funcbes consideramos o conceito de mediacdo semiotica definido por Bussi e

Mariotti, associado a atividade signica dos alunos sob trés niveis e graus de significados.

A necessidade que a investigadora sentiu em categorizar os significados que os alunos dao
ao parametro em cada uma das diferentes fases da sua aprendizagem, conduziu esta
investigacdo até a diferenciacdo dos significados dos alunos nos quatro graus que
detalharemos posteriormente. O modo como os alunos usam os artefactos, atribuem
significados, apreendem, compreendem e interpretam, carregado de riqueza de conteudo,
constituiu a raiz da construcdo do nosso método de ensino aplicado aos parametros em

funcdes que a frente descreveremos.
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2.5. As representacées matematicas

0 homem s6 conhece o mundo porque de alguma forma o representa e so6 interpreta essa
representacao numa outra representacao, a que Peirce chama interpretante da primeira. Dai
que o signo seja qualquer coisa que acontece para alguém acerca de algo, nalgum aspeto ou
por qualquer motivo, criando na mente dessa pessoa um signo equivalente ou talvez um signo
mais desenvolvido (Peirce, 1978, p.215) - sendo que, em ciéncia, tal ciclo conduz a verdade
dependendo dos signos que sao representamen. Sob este propdsito, ja no século XVIIl, Kant
(1724-1804) defendeu que em ciéncia a verdade é a conformidade entre a representacdo com
o0 seu objeto. Porém, em qualquer circunstancia, um signo é sempre qualquer coisa que para
se conhecer é necessario representar (Santaella, 2002). A representacdo que uma pessoa faz
de um objeto é a representacao dessa pessoa e pode ser diferente das representacdes que
outras pessoas fazem do mesmo objeto (Fidalgo,1995, p.32). Ao representarmos, melhoramos
em nos mesmos a propria capacidade de representar a tal ponto que, quando defendemos
uma ideia, sentimos que ela é nossa e esse sentimento de apropriacdo gera gosto e um
sentido de identidade com e pela propria representacao. Sob esta forte perspetiva criadora
de identidade, John Dewey (1859-1952) defendeu que o processo de educacao engloba
vertentes intrinsecas ao proprio individuo como a construcdo e gestdo dos seus proprios
significados associadas ao meio e a sociedade a que pertence, onde a experiéncia assume um
papel preponderante na educacdo do individuo - aprender é reconstruir com base na

experiéncia, convertendo a informacao num bem intelectual (Dewey, 2007).

Sendo a semidtica uma das areas do saber na qual se estuda o modo de dar significado a
tudo o que nos rodeia, quando pensamos e sentimos, quando damos significado a algo, a esse
significado atribui-se uma representacdo. O signo s6 é signo se carregar o poder de
representar, porque o signo nao é o objeto. O signo apenas esta no lugar do objeto. Por isso o
signo sO representa o objeto de um certo modo, numa certa capacidade, numa certa
perspetiva, num certo momento. Por exemplo, a palavra laranja, pode significar uma fruta,
mas também pode significar uma cor, pode significar o por-do-sol, pode significar energia,
calor, fogo. Ora, assim, o signo s6 pode representar o seu objeto para o seu intérprete,
porque representa o objeto na mente desse intérprete e essa representacao esta relacionada
com o objeto pela mediacao do signo. Portanto, o significado de um signo é outro signo - seja
este uma imagem mental ou qualquer coisa fisica, seja essa qualquer coisa uma acao, um
gesto, uma palavra, a manifestacao de um sentimento (de alegria, de medo, de raiva, ...) ou 0
proprio sentimento. Porque “essa coisa” seja la o que ela for, que é criada na mente pelo

signo, &, por si, um outro signo.

A comunicacdo estabelece-se através de representacdes e os objetos que se estudam sao
conceitos, propriedades, estruturas, relacdoes que podem dar significado a diferentes
situacdes. Portanto, para o ensino da matematica em geral é necessario considerarmos

diferentes formas de representacdo do mesmo objeto matematico. Importando, por isso,
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perceber os diferentes significados que os alunos atribuem em diferentes fases do seu
pensamento matematico, concretamente o algébrico, como nas fases de primeiridade,

secundidade e terceiridade definidas por Peirce.

Para D’Amore (2006), um objeto matematico é tudo o que se denota e tudo a que se
atribui significado, quando construimos, comunicamos e aprendemos matematica, tal como: a
linguagem (termos, expressdes, notacoes, registos orais, gestuais e escritos), um conceito,
uma acao (algoritmo, procedimento, operacao), um argumento (deducdo, inducao,
validacao), entre outros. Para aquele autor os objetos matematicos interagem uns com os
outros, estabelecendo uma dependéncia representacional, ou seja, um deles é colocado no
lugar do outro, ou é usado por outro - ao que este autor designa por objetos em funcao
semiotica (D'Amore, 2006). Para Duval (1995), a matematica € um dominio do saber em que
podem ser usadas diferentes formas de representacdo semiodtica. Afirma, ainda, que os
problemas relativos a aprendizagem da matematica estdao associados a multiplicidade dos
diferentes sistemas de representacdo semiodtica utilizados, e afirma que grande parte da
dificuldade esta em passar de um tipo de representacdo para outro. Para aquele autor ha dois
tipos de representacoes: as semioticas e as nao semiodticas. Estas uUltimas representam
significados mentais caracterizados por ideias ou crencas que uma pessoa tem acerca de um
objeto ou de uma situacdo; sao representacoes inconscientes, caracterizadas pela execucao
automatica de uma tarefa, pelos significados que se atribuem sem pensamento, ou sem
consciéncia. Consideramos que, as representacdes ndo semiodticas pertencem também as
representacdes que, apesar de orientarem de modo eficaz o pensamento, constroem-se de
modo nao consciencializado pela mente e por isso nao carregam consigo o potencial de serem
representaveis - de facto, “o cérebro cria mapas, informa-se a si préprio. A informagdo

contida nos mapas pode ser usada de forma ndo-consciente, ...” (Damasio, 2010, p.89).

Neste estudo, e sob a perspetiva de Duval, inferimos que, por um lado, os signos que nao
carregam consigo a faculdade de serem representaveis, por pertencerem ao pensamento
inconsciente do individuo, originam representacdées nao semioticas. Por outro lado, e sob a
perspetiva semiotica de Peirce, aos signos que nao carregam consigo o potencial de serem
representaveis, e que, por meio deles, ndo é possivel inferir verdades numa inteligéncia
cientifica, nem nenhum argumento nessa ciéncia, designamos por signos que ndo sdo

representamen.

Também neste estudo, e corroborando Peirce, consideramos que, por um lado, as
representacoes semioticas representam o objeto por meio do signo que se tem em mente e no
qual se esta a pensar. Por outro lado, e concordantemente com Duval, consideramos que as
representacoes semidticas sdo conscientes do sujeito e o seu papel fundamental é muito
especifico porque elas sao relativas a um sistema particular de signos representaveis em
registos de representacao distintos, tais como: linguagem formal, linguagem natural, escrita
algébrica, graficos cartesianos, figuras de um objeto matematico e outros tipos de

representacdes para um mesmo objeto representado (Duval, 1995). Esta perspetiva de
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representacao e de registo de representacao semiotica apresentada por Duval é importante
no modelo de ensino deste estudo. De facto, os significados que os alunos atribuem ao
parametro em funcdes, quer dentro do mesmo registo de representacao semiotica, quer entre
dois ou mais registos de representacao semidtica (linguagem formal, natural, ...), podem ser
diferentes de aluno para aluno, ou até diferentes para o mesmo aluno, por conseguinte,
serem causa de conflito na sua aprendizagem e, por tal, constituirem objeto de analise do

presente estudo.

Segundo Fidalgo (1995), ja Brentano no século XIX tratara a tematica da convertibilidade
entre representacdes, ao fazer referéncia ao facto de certas representacdes assinalarem
outras apesar de serem diferentes, justificando que é assim que, ao vermos de cima o tampo
de uma mesa redonda dizemos que a mesa é redonda, e nao mudamos de juizo quando a
vemos de lado. A relacdo entre duas representacdes, pela qual uma assinala a outra,
Brentano designa-a de convertibilidade, reiterando que o que cabe a uma representacao cabe
a outra e 0 que se associa a uma representacdo associa-se a outra (p.38). Ainda segundo
Fidalgo (1995), também Husserl (1859-1938) se referiu as representacdes que sao mediadas
por outras, designando-as por representacdes simboélicas ou improprias, por se tratarem de
representacoes cujo conteltdo ndo é imediatamente dado a consciéncia, caracterizando-as
como representacoes indiretas dadas apenas através de signos. Ou seja, as representacoes
improprias sao, para Husserl, mediadas por signos (p.41). Para além do exemplo do tampo da
mesa de Brentano, Husserl refere que quando descrevemos um objeto temos frequentemente
tendéncia em substituir a representacao direta (a que Husserl chama representacao propria
ou real) pela representacao impropria. E que, as caracteristicas da representacéo imprépria
permitem o reconhecimento posterior do objeto, podendo, desse modo, os juizos feitos com
base nas representacdes improprias (ou simbolicas) aplicarem-se ao proprio objeto. Por
exemplo, afirmar que um edificio estda muito bem situado é um juizo que assenta apenas na

caracterizacao simbdélica do edificio (Fidalgo, 1995, p.42).

Neste estudo, e sob a perspetiva semiotica de Peirce, consideramos que todo o signo que é
um representamen carrega consigo o potencial de ser representavel num sistema de verdades
matematicas. Corroborando Duval (2006), as representacdes permitem representar, tratar e
converter objetos matematicos. Representar ocorre num registo de representacao especifico,
tal como num registo de representacdo simbolica, num registo de representacdo em
linguagem natural, num registo de representacao grafica, num registo de representacao
esquematica, entre outros. Tratar ocorre através da manipulacao de signos dentro do mesmo
registo de representacao, tal como, por exemplo, a simplificacao algébrica de uma expressao,
entre outros modos de tratamento. Converter uma representacao € mudar a forma pela qual
um objeto é representado; podemos converter significados entre dois ou mais registos de
representacdao, por exemplo a conversao de uma expressao algébrica para a sua
representacao grafica. Para aquele autor, a atividade matematica s6 comeca quando se inicia

o confronto de significados entre, pelo menos, dois registos de representacao sobre o mesmo
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objeto matematico (Duval, 2006). Contudo, ao refletirmos acerca da aprendizagem dos
objetos matematicos podemos confrontar-nos com um paradoxo associado ao facto do objeto
matematico ndo se poder identificar com nenhuma das suas representacdes, pois cada uma
delas é apenas uma representacdo de um dos seus multiplos significados. E, ainda que, como
interpretantes, possamos formar um amplo e completo conjunto de significados e
consequentes representacdes associadas a um mesmo objeto matematico, esses conjuntos
nao se identificam com o objeto, apenas o podem representar sob multiplas caracteristicas.
Entdo, é somente através das representacdes semidticas que € possivel fazer uma atividade
sobre os objetos matematicos. E, deste modo, surge a questao: Como € que os alunos em fase
de aprendizagem conseguem nao confundir os objetos matematicos com as suas
representacoes, se eles s6 podem ter relacdo com o objeto matematico através de tais
representacoes? E, inversamente, como podem os alunos adquirir o dominio dos tratamentos
matematicos, necessariamente ligados as representacbes, se ainda nao tém uma
aprendizagem conceptual dos objetos representados? Este paradoxo epistemologico foi
debatido nao apenas por Duval, mas também tem vindo a ser discutido sob o seguinte modo:
Como chegamos a conhecer os objetos matematicos, dado que s6 temos acesso a eles através

de representacdes que nés mesmos construimos deles? (Radford, 2000, 2006).

No ensino e na aprendizagem da matematica, concretamente na algebra, a conversao de
representacoes nao é, geralmente, um processo facil e a sua construcao pelo aluno exige, de
um modo recorrente e desde tenra idade, a mediacao do professor. Em torno do paradoxo
epistemologico debatido por Duval tém sido realizados, um pouco por todo o mundo, muitos
estudos sobre o modo como se ensina e se aprende matematica e concretamente algebra. Em
Portugal, a compreensao do conceito de funcao, por exemplo, tem sido tema de interessantes
estudos (Andrade & Saraiva, 2012; Matos & Ponte, 2008; Pais & Saraiva, 2011; J. Ponte,
Matos, & Branco, 2009; Saraiva, Teixeira, & Andrade, 2010). Alguns dos seus resultados
indicam que a coordenacao que os alunos fazem entre os varios registos de representacao de
uma funcao e de funcdes diferentes permite-lhes alcancar diversas perspetivas de uma
funcdo. Alguns estudos indicam que a coordenacdo entre os varios registos de representacao
semiotica (linguagem natural; linguagem algébrica; tabelar e grafica) constitui uma forma de
os alunos deixarem de confundir o objeto matematico funcdo com a sua representacdo
(Andrade & Saraiva, 2012). Saliente-se que as representacdes nao constituem dados ou
premissas da qual se parte quando se aprende matematica, elas ajudam-nos a chegar a
algumas certezas acerca de uma situacao quando estamos a investigar (Usiskin, Andersen, &
Zotto, 2010).

O conceito de simbolo em algebra pode analisar-se sob varias perspetivas, como a de
Peirce (que apresentamos anteriormente) e, de modo complementar, estudar-se no ensino e
na aprendizagem da algebra (Center for Science, Board, & Council, 1998; Edwards & Trust,
1990; Stacey, Chick, & Kendal, 2004; Sutherland & Bell, 2000; Ursini & Trigueros, 2004;

Usiskin et al., 2010). Neste estudo, quer na construcao do método de ensino, quer na analise

33



34

UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

dos significados dos alunos quando estes aprendem parametros em funcdes, assumimos a
perspetiva de Peirce no que refere ao conceito de simbolo (como um signo que antevé a
terceiridade). Complementarmente, e corroborando Duval, consideramos que a analise as
representacoes, ao tratamento e a conversdo entre representacées semiodticas torna

compreensivel a atividade matematica dos alunos durante a sua aprendizagem.



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

2.6. Os signos e o raciocinio algébrico

Alguns autores apresentam a algebra como aritmética generalizada, ou como o estudo de
procedimentos para resolver certos tipos de problemas, ou como o estudo de relacoes entre
quantidades, ou, ainda, como o estudo de estruturas (Usiskin, 1988). Sob estas perspetivas e
recorrendo aos conceitos de representacdo, tratamento e conversdao semidtica definidos por
Duval, podemos inferir as seguintes interpretacdes: i) a algebra pode ser considerada como
aritmética generalizada, por exemplo, ao atribuirmos significado quando convertemos
simbolicamente propriedades entre registos de representacdo semiotica - tal como a
propriedade comutativa da adicdo representada num registo de representacdo aritmético por

3 +5 =5+ 3 pode ser representada algebricamente por a + b = b + a; ii) a algebra pode

ser considerada como o estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problemas, por
exemplo, ao atribuirmos significado quando convertemos um problema representado num
registo de representacao em linguagem natural para um registo de representacao em
linguagem algébrica - tal como “quando adicionamos 3 ao produto de 5 por um nimero e
obtemos 40, de que nimero se trata?” pode ser representado algebricamente pela seguinte

equacdao 3+ 5x =40; iii) a algebra pode ser considerada como o estudo de relacoes

funcionais, por exemplo, na relacdo de proporcionalidade direta entre a area de um retangulo
(representada num registo de representacao simbolica por A) e o seu comprimento ou a sua
largura (representadas num registo de representacao simbolica respetivamente por C e por L)

pode ser representada algebricamente por A = C x L ; e, iv) a algebra pode ser considerada

como o estudo de estruturas pelas representacoes associadas ao estudo de grupos, espacos

vetoriais, entre outras estruturas algébricas.

Em cada uma destas perspetivas da algebra, quando representamos significados sob um
crescendo de generalizacdao e formalizacdo, emerge o pensamento algébrico. Este envolve
ndao apenas a manipulacdo de expressdes e resolucdo de equagdes, mas também as
capacidades de estabelecer generalizacoes e relacoes, interpretar situacoes e resolver
problemas (Kaput, 2000). Por isso, neste estudo, consideramos que a vertente algébrica da
aritmética generalizada e o pensamento funcional (ou seja, o pensamento requerido no
estudo das funcdes) sao duas vertentes essenciais do pensamento algébrico. De facto, a
aritmética generalizada [baseada no carater potencialmente algébrico da aritmética, pois é a
partir da estrutura da aritmética que se podem construir os aspetos sintaticos da algebra] e o
pensamento funcional [que inclui o estudo das funcdes, das relacées, das variacdes e
(co)variacdo, da concecdo da letra enquanto variavel] assumem-se como duas vertentes
essenciais do pensamento algébrico (Blanton & Kaput, 2005). Este tipo de pensamento inclui a
generalizacdo e o raciocinio, expressos em sistemas de simbolos organizados. Inferindo-se
assim que, os dois grandes aspetos do pensamento algébrico sao: i) a generalizacdo e a sua
extensdo gradual em sistemas de simbolos convencionais e ii) o raciocinio e a acao

sintaticamente orientada sobre as generalizacbes expressas em sistemas de simbolos
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organizados (Kaput, Carraher, & Blanton, 2008). De acordo com estes autores, o primeiro
aspeto refere-se ao pensamento representacional que ocorre nos processos mentais pelos
quais um individuo cria significados num sistema de representacdo. O segundo aspeto refere-
se ao pensamento simbolico que esta associado ao modo como o individuo compreende e usa

um sistema de simbolos e as respetivas regras de uso.

Recorrendo ao conceito de pensamento algébrico que apresentamos e aos conceitos de
representacdo, tratamento e conversdo semiotica definidos por Duval (2006), podemos
afirmar também que as duas vertentes essenciais da algebra referidas atras (a aritmética
generalizada e o pensamento funcional) englobam todos os significados e respetivas
representacoes semioticas efetuadas num, entre dois, ou entre varios registos de
representacao semidtica. Tratamos representacdes ao efetuarmos calculos dentro do registo,
como o aritmético por exemplo, quando simplificamos a expressao aritmética que resulta da
substituicdo das variaveis dependente, independente e do parametro por valores aritméticos
concretos na expressao da funcao inicial considerada. Convertemos representacoes ao darmos
significado a um problema de inducdo matematica e o representamos sob a forma de um

sistema de simbolos que temos de organizar e que resulta numa estrutura algébrica.

Ha autores, como Arcavi (2006), que fazem emergir do pensamento algébrico a nocdo de
sentido do simbolo. Aquele autor considera que no pensamento algébrico deve incluir-se o
sentido do simbolo, que define como a capacidade de interpretar e usar de forma criativa os
simbolos matematicos (Arcavi, 2006). Nas expressdes algébricas, os simbolos podem ser
designados, interpretados e usados de varias formas e em multiplos contextos (Hart & Team,
1981), veja-se o caso de: i) letra avaliada, ii) letra nao considerada, iii) letra considerada
como objeto, iv) letra considerada como incognita, v) letra considerada como ndmero
generalizado e vi) letra considerada como variavel. Recorrendo ao conceito de representacao
semidtica definido por Duval (2006) e retomando os conceitos de icone, indice e simbolo, de
abducao, inducado e deducao associados as fases de primeiridade, secundidade e terceiridade

de Peirce (1978), vamos discutir as seis interpretacoes da letra apresentadas.

Letra avaliada, por que, por exemplo, se atribui significado ao converter a letra de um
registo de representacao algébrica para um registo de representacao aritmética - tal como o
significado da expressao 2a + 1, converter-se-4 em 7 ao concretizar a letra a pelo valor
aritmético 3. Nesta situacdo a letra a assume-se como um icone, no decurso de um raciocinio
abdutivo, enquanto, por exemplo, nao consideramos as implicacdes matematicas que
decorrem, no contexto em que nos encontramos, da substituicdo da letra a pelo nimero 3. E
enquanto nao procedemos a operacdo matematica que fara resultar o valor 7, quer a letra a,
quer o nimero 3, quer a propria expressao 2a + 1 sao icones. Estes icones substituem-se
primeiramente, como resultado de um primeiro impulso, num raciocinio abdutivo, ou
substituem qualquer coisa no imediato, ndao importa o qué, apenas se representam

mutuamente ou representam um objeto a que se refere a expressao 2a + 1 pela troca direta
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da letra a pelo nimero 3. Porém, quando apos essa troca a expressao 2a + 1 resultar
representada por 2x3 +1 e se, nesse instante/situacao, o interpretante der um significado

de relacdo aos icones 2 e 3, multiplicando-os e obtendo o significado referente a

representacao 2x3 +1, quer a letra a, quer a expressao 2 a passam a ser indices, em

resultado deste raciocinio indutivo do interpretante. Tais icones passam a ser indices por
deixarem a imediaticidade que os caracterizava como primeiros/imediatos na etapa anterior
e passarem a ter, numa segunda fase, o carater representativo da existéncia de um signo que
prescreve e indicia uma relacdo, neste caso a relacdo de multiplicacdo. Contudo os icones e
indices que até aqui significAmos nao afirmam nada, pois o nUmero 7 é o que representara,
numa terceira fase, o resultado, ou melhor, o valor da acdo da letra a quando substituida em
2a + 1 pelo valor 3. E quando tal significacdo & assim conseguida, largamos a fase da
secundidade e entramos na terceira fase, a que Peirce designou por terceiridade, por darmos
significado as relacdes inerentes da substituicdo que foi feita, a tal ponto que, o valor 7
antevé, engloba e legitima os significados que lhe antecederam. Tal raciocinio sintético
decorre do raciocinio dedutivo do interpretante ao sintetizar e legitimar, fundamentando a
sua argumentacdo em simbolos. E quando esta significacdo € conseguida, quer a letra a, quer

a expressao 2a + 1, quer o numero 7 sdo simbolos.

Na interpretacao de letra ndo considerada, por que, por exemplo, se atribui significado ao
efetuar transformacdes dentro do mesmo registo de representacao, sem alterar o significado

da letra, tal como, por exemplo, se a+ b =1 entdo a + b + 4 =5, também encontramos
icones e abducéo, indices e inducédo, e simbolos e deducédo. A expressao a + b =1 assume-se

num raciocinio abdutivo como um icone enquanto ndo consideramos as implicagbes

matematicas que decorrem da substituicao da expressao a + b pelo valor 1. Porém, quando
na expressao a + b + 4 o interpretante der um significado de relacao aos icones a + b e 1,

um significado de igualdade por exemplo, e obtiver o significado referente a representacao

a+b+4=1+4, quer a expressao a + b + 4, quer a expressao 1+ 4, quer a expressao
a+ b +4=1+4 passam a ser indices e tal significado ocorreu em resultado desse raciocinio

indutivo do interpretante. Tais icones passam a ser indices por deixarem a imediaticidade que
os caracterizava na fase abdutiva do raciocinio e passarem a ter, numa segunda fase, o
carater representativo da existéncia de um signo que indicia uma relacao, neste caso a
relacao de igualdade. Contudo os icones e indices que até aqui significamos passam a
significar, numa terceira fase, o resultado, isto €, passam a declarar o valor da acao feita
sobre a expressao. E quando tal é conseguido, largamos a fase da secundidade e entramos na
terceiridade, por darmos significado as relagdes inerentes da substituicdo que foi feita, a tal
ponto que, o valor 5 antevé, engloba e legitima os significados que lhe antecederam sob
raciocinio dedutivo do interpretante. E quando esta significacdo é conseguida, quer a

expressao a + b =1 quer a expressao a + b + 4 = 5 sdo simbolos.
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De modo analogo conseguimos identificar e descrever as trés fases de Peirce nas restantes
interpretacbes que Kiichemann da a letra. Para além da letra avaliada e da letra nao
considerada, Kiichemann diferenciou também a letra como objeto, como incognita, como
numero generalizado e como variavel. Letra como objeto, por que, a semelhanca da dlgebra
como o estudo de relacées entre quantidades referida por Usiskin (1988), na relacao entre a
area de um retangulo, o seu comprimento e a sua largura (representadas num registo de

representacao simbolica respetivamente por A, C e por L ) ser representada algebricamente
por A =C x L. Enquanto o interpretante nao der significado a operacao de multiplicacao

que fara resultar o significado de A como area de um dado retangulo, quer as letras A, L e C,

quer a propria expressdo A = C x L sado icones e o raciocinio do interpretante é abdutivo.

Estes icones substituem-se primeiramente ou substituem qualquer coisa no imediato, apenas
representam a largura, o comprimento e a area do retangulo, mas nao representam mais nada
para além dessa etiqueta. Porém, quando apos a significacao iconica dada pelo interpretante
através de abducéao resultar o significado da area de um retangulo enquanto relacao entre o
seu comprimento e a sua largura, nesse instante/situacao, o interpretante da um significado
de relacdo aos icones C e L, multiplicando-os, antevendo o significado referente a

representacao C x L. Nessa fase, quer a letras C e L, quer a expressao C x L passam a ser

indices em resultado desse raciocinio indutivo do interpretante, por deixarem a
imediaticidade que os caracterizava como primeiros/imediatos na etapa anterior e passarem
a ter o carater representativo da existéncia de um signo que prescreve uma relacdo, neste
caso a relacdo de multiplicacdo das dimensdées comprimento e largura de um retangulo.
Posteriormente, entramos na fase de terceiridade quando damos significado a relacdo de
multiplicacdo que foi feita, a tal ponto que, o significado de A antevé, engloba e legitima
todos os significados anteriores, num raciocinio sintético do interpretante - o raciocinio
dedutivo. E quando esta significacdo é conseguida, quer a letra A, quer as letras C e L, quer a

expressao C x L, quer a expressdo A = C x L sdo simbolos.

Letra considerada como incégnita por que, por exemplo, se atribui significado a letra
como um valor desconhecido que pode ser determinado, como ocorre com a incégnita x na
equacdo x +5=7. A equacdo x + 5 =7 assume-se como um icone enquanto nao
consideramos as implicacbes matematicas que decorrem da equivaléncia e da determinacao

do valor x. Porém, quando na equacdao x + 5 =7 o interpretante der um significado de
igualdade aos icones x + 5 e 7, e obtiver o significado da igualdade 2 + 5 =7, por exemplo,
a equacao x + 5 = 7 passa a ser um indice por deixar a imediaticidade que a caracterizava

na etapa anterior e passa a ter, numa segunda fase, o carater representativo da existéncia de
um signo que indicia uma relacao, neste caso a relacao de inferéncia de que a substituiciao de
x pelo valor 2 conduz a uma igualdade numérica, em que o raciocinio abdutivo inicial do
interpretante passa a ser indutivo. O mesmo é valido se, por exemplo, o interpretante sentir

necessidade de neutralizar o icone 5 provocando uma relacao subtrativa entre icones x + 5
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e 5 e dando-lhes significado na equacao inicial, antevendo o significado do sinal = como um

equilibrio entre os membros da equacao. E se na equacdo x + 5 = 7 o sinal = era um icone
fruto do raciocinio abdutivo imediato, a significacdo x + 5 — 5 = 7 — 5 antevé a secundidade

caracterizada pelo significado do sinal = como um equilibrio entre os membros da equacao,
sob um raciocinio indutivo do interpretante. Por outro lado, a mesma significacao

X +5-5=7 -5 também antevé a secundidade caracterizada pelo significado elemento

neutro da adicdo, significado criado para isolar a incdgnita x num dos membros da equacao.
Contudo os icones e indices que até aqui significamos passam a estruturar, numa terceira
fase, o valor de todas as agdes feitas sobre a equacdo, sob um raciocinio dedutivo do
interpretante. E quando tal é conseguido, o interpretante larga a fase da secundidade e entra
na terceiridade, por dar significado as relacoes inerentes da substituicdo da incognita x pelo
valor 2, ou da acao propositada de anulamento do valor 5 que isola x num dos membros da
equacao, ou doutra qualquer acao provocada na equac¢ao, ou da conjuncao de todas as acées,
a tal ponto que, o valor 2 antevé, engloba e legitima os significados que lhe antecederam. E

quando esta significacdo é conseguida, quer a equacdao x + 5 = 7, quer o sinal =, quer a
equacdo x +5-5=7 -5 sao simbolos, em resultado do raciocinio dedutivo do

interpretante.

Letra considerada como numero generalizado, por que, por exemplo, se atribui significado
a letra quando a substituimos por varios valores e consequentemente procedemos a sucessivas
conversoes de um registo de representacdo algébrica para um registo de representacao
aritmética, como acontece a letra n na sucessdo dos nUmeros naturais pares representada
pelo termo geral u,, = 2n. Enquanto ndo dermos significado a n que fara resultar o significado
de u, como a sucessdo de nimeros naturais, neste caso sucessao de nimeros pares, quer as
letras u e n, quer a propria expressao u,, = 2n sao icones que resultam do raciocinio abdutivo
imediato do interpretante. Porém, quando apds a significacao iconica resultar o significado de

2n como 2x1, ou 2x2, ou 2x3, ou 2 x qualquer numero natural sob um raciocinio

indutivo do interpretante, nesse instante, o interpretante da um significado de relacdo ao
icone 2n antevendo o significado de n como gerador de termos da sucessdo de numeros
naturais que se obtém da substituicdo de tal n por sucessivos valores naturais. Nessa fase,
quer n, quer 2n, quer u, = 2n passam a ser indices, por deixarem a imediaticidade que os
caracterizava na etapa anterior. Posteriormente, entramos na fase de terceiridade quando
damos significado a relacdo que existe entre a expressao u, = 2n € 0s sucessivos valores
naturais pares que se obtém. E quando esta significacao sintética é conseguida, quer n quer
2n, quer u, = 2n passam a ser simbolos, em resultado da deducdo do interpretante ao

significar sinteticamente a expressao u,, = 2n.

Letra considerada como varidvel, por que, por exemplo, se atribui significado a letra
quando esta representa um conjunto de valores e consequentemente procedemos a mdltiplas

conversoes de um registo de representacdo algébrica para um registo de representacao
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aritmética, como, por exemplo, A={1,3,5,7}. Enquanto ndao dermos significado a A e a
propria representacdo A = {... }que fara resultar o significado de A como um conjunto de
valores, quer a letra A, quer o sinal =, quer a propria expressao A = {1, 3,5,7} séo icones que

resultam da imediaticidade do interprertante, ou seja do raciocinio abdutivo do
interpretante. Porém, quando depois dessa abducao, resultar o significado de A como um
conjunto de valores por que através dos quais podemos concretizar uma das variaveis de uma
funcao definida nesse conjunto A (por exemplo), nesse instante, o interpretante da um
significado de relacao ao icone A, em resultado de um raciocinio indutivo. Nessa fase, quer A,
quer {1,3,5,7}, quer A={1,3,5,7} passam a ser indices, por deixarem a imediaticidade que os
caracterizava na etapa anterior. Posteriormente, entramos na fase de terceiridade quando
atribuimos significado a relacdo que existe entre o conjunto de valores da variavel
dependente em consequéncia da substituicdo da variavel independente por cada um dos
valores do conjunto A, por exemplo na funcdo y = 2x,x € A. E quando essa significacdo é
assim conseguida, quer A, quer{1,3,5,7}, quer A={1,3,57} passam a ser simbolos em

resultado da deducao feita pelo interpretante.

Para o desenvolvimento da investigacito em Educacdo Matematica importam as
caracteristicas dos sistemas matematicos de significados que se assumem na propria
investigacdo, bem como a sua relacdo porque nao ha significados isolados. Ha autores que
referem que a cultura pode ser definida como o conjunto de costumes, rituais, crencas,
ferramentas, designados por elementos culturais (Steinbring, 2006), que interatuam em
sistemas simbolicos que servem para transmitirmos as nossas ideias uns aos outros, e para
transmitirmos os nossos conhecimentos a futuras geracées. Na verdade, nao existiria
comunicacao sem a utilizacao de signos. A matematica é, por sua vez, um tipo especifico de
conhecimento, que se comunica com simbolos matematicos que se usam através da tomada

de consciéncia sobre ‘quando fazer o qué’ e ‘como fazé-lo’.

Por sua vez, raciocinar é uma operacdo logica, discursiva e mental em que o intelecto
humano utiliza mecanismos de comparacao, substituicao e abstracao para fazer inferéncias. A
perspetiva que cada um tem sobre o que € o raciocinio matematico varia bastante. Para uns,
ele é o raciocinio axiomatico da deducao logica e da inferéncia formal, como para Pitagoras,
Descartes, Russell e Hilbert, por exemplo. Para outros, o raciocinio matematico assinala uma
vasta capacidade geométrica e quantitativa que mistura analise e intuicdo com raciocinio e

inferéncia, ambos rigorosos e sugestivos (Gibbs & Steen, 1999).

Neste estudo, e corroborando Peirce, as trés modalidades de raciocinio inerentes as trés
categorias universais daquele autor - primeiridade, secundidade e terceiridade - nos quais
fundamentamos a analise do conhecimento dos alunos quando aprendem o conceito de
parametros em fungdes, sao: i) o raciocinio abdutivo, através do qual novas hipoteses sdo
propostas como candidatas explicativas da circunstancia ou dos significado - trata-se de uma

espécie de intuicao que sugere hipoteses explicativas e procede passo a passo para chegar a
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uma conclusao; ii) o raciocinio indutivo, através do qual se testa uma hipdotese que pode (ou
nao) corroborar uma lei geral e se testam raciocinios que compdem essa lei geral; e, iii) o
raciocinio dedutivo, através do qual se infere uma conclusao a partir de leis gerais e das
condicées que especificam as circunstancias ou os significados a serem explicados e
sintetizados, quer decorram da generalizacao por inducao, ou de outro modo de sistematizar.
Frisamos ainda que, e também corroborando Peirce, o raciocinio abdutivo permite a expansao
do conhecimento na medida em que, através dele, novas hipoteses podem ser criadas,

residindo ai, de acordo com aquele autor, a esséncia da criatividade em ciéncia.

Nesta conjuntura, os signos e os significados algébricos assumem uma importancia
extrema, quer para a aprendizagem, quer para o ensino. A comunicacao e a interacao
constituem dois tipos de sistemas ligados um ao outro numa relacdo mitua, que se
impulsionam e impulsionam o proprio desenvolvimento da consciéncia. Neste estudo
pretendemos promover a construcao de significados dos alunos durante a aprendizagem da
matematica, concretamente durante a aprendizagem de parametros em funcdes. Para tal,
partimos de um método de ensino que construimos para mediar os significados matematicos
dos alunos desde contextos matematicos concretos até contextos matematicos genéricos e
estruturados, fazendo uso de tarefas matematicas elaboradas e implementadas com base
nesse método de ensino e que pretendem funcionar como artefactos de mediacao semidtica
dos significados matematicos dos alunos. No nosso método de ensino consideramos a
interacao que ocorre do uso de trés grandes tipos de signos - icones, indices e simbolos -
associados a trés grandes tipos de raciocinios - abducdo, inducdo e deducdo. E é sob esta
visdo que, neste estudo, nos referimos aos significados algébricos, como resultado da

atividade signica em contextos algébricos especificos.

Consideramos, na construcdo da proposta pedagogica do nosso método, e também na
analise dos dados, as varias perspetivas da algebra, como as indicadas por Usiskin e as varias
interpretacbes distintas da letra enquanto simbolo algébrico, como as referidas por
Kiichemann. Para a definicdo dos trés niveis do nosso método de ensino atendemos as duas
principais vertentes do pensamento algébrico identificadas por Kaput. E, para a identificacao
e descricao dos diferentes graus de significados dos alunos, assumimos as categorias de
primeiridade, secundidade e terceiridade, bem como, e respetivamente, o raciocinio
abdutivo e os signos icones, o raciocinio indutivo e os signos indices, e o raciocinio dedutivo
(associado a sintese e ou a generalizacdo obtida por inducao) e o simbolo, definidos por

Peirce.
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2.7. Da aritmética a algebra

O pensamento matematico desenvolve-se de modo diferente em cada fase da nossa
evolucado, desde que somos criancas até sermos adultos (Tall, 2013). Ha razodes pelas quais os
conceitos matematicos que fazem sentido num contexto podem tornar-se problematicos
noutros. Segundo aquele autor, a experiéncia de uma crianca quando trabalha um ndmero
inteiro em aritmética, por exemplo, afeta sucessivamente o entendimento posterior de
fracoes, nUmeros negativos, algebra, bem como a introducdo de definicbes e demonstracdes.
No que refere ao raciocinio inerente a construcdo de conceitos, alguns autores trabalharam
modelos nos quais estudaram métodos de acordo com os quais se desenvolve o raciocinio dos
alunos. Lima e Tall (2008), por exemplo, referem que a atividade matematica é um processo
baseado na percecao humana, na acao e reflexao e na evolucao do simbolismo, processo que
os autores designam por personificacdo conceptual. Neste processo, incluem-se as
imagens/representacoes mentais e as conexoes internas estabelecidas na mente de cada
aluno durante o percurso crescente de simbolizacdo, frisando que a compreensdao € uma
ferramenta essencial no caminho percorrido até chegar a um conceito matematico exprimido
simbolicamente (Lima & Tall, 2008). Ainda segundo estes autores, no decurso da atividade
matematica as acoes sdo dinamicas e sdo simbolizadas de modo a que os simbolos possam ser
usados em dois sentidos, como conceito e como processo. Nesta visao sobressai a pertinéncia
do processo na atividade matematica. Por sua vez, Tall e Vinner (1981) referem a nogao de
concept image (imagem do conceito). Trata-se da estrutura cognitiva total associada a um
conceito, que inclui todas as figuras mentais, processos e propriedades associados. Ela é
construida ao longo dos anos, através de experiéncias de todos os tipos, mudando a medida
que o individuo encontra novos estimulos e amadurece (Tall & Vinner, 1981). Para estes
autores, ha que promover nos alunos experiéncias ricas de modo a que eles sejam capazes de
formar um conceito mais coerente. Isto ndo é tao facil como parece, pois envolve um balanco
entre a variedade de exemplos e de nado exemplos necessarios para ganhar uma imagem
coerente e a complexidade que pode aumentar a exigéncia cognitiva para niveis nao

compreendidos pelos alunos (Andrade & Saraiva, 2012).

Fazendo referéncia ao caso particular de parametros em funcdes, se analisarmos as

representacoes semidticas que, a partida, estdo implicitas no tratamento algébrico das

3 3x2+2a N
expressdes y_3x + 29 iR xelR\ {0} € Y=————,a<lR,xeIR\{0}, bem como na sua conversao,
X X

é de extrema relevancia a diversidade e a riqueza de significados que é possivel o aluno
construir. Pese embora neste caso as expressoes algébricas serem equivalentes (pois
decorrem uma da outra em resultado de transformacdes algébricas dentro do mesmo registo
de representacao), atribuir significado ao quociente de uma familia de funcées quadraticas

y=3x2 +2a pela funcao linear y=X requer significados algebricamente diferentes de

atribuir significado a soma da funcdo linear y=3x pelo quociente entre uma familia de
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funcoes constantes y=2a e a funcdo linear y=X. Neste estudo, aquando da andlise dos

dados faremos inferéncias associadas aos conceitos de conversao e tratamento de

representacoes definidos por Duval.

Gravemeijer (2005), no trabalho com alunos no inicio da escolaridade, definiu niveis
sucessivos da atividade matematica - de referéncia, genérica e formal. No primeiro, o aluno
atribui significados a situacdes concretas, atua na situacdo especifica do problema que lhe é
proposto e cria um modelo para aplicar e resolver o problema com que é confrontado. No
nivel da atividade genérica, o aluno trabalha com as relacdes matematicas que estao
envolvidas no problema, cria um modelo para resolver esse problema, mas aplica-o (ou
consegue aplica-lo) a outros problemas analogos. No nivel da atividade formal a atividade
matematica do aluno torna-se independente da criacico de um modelo que requeira
aplicacao, o aluno nao necessita de recorrer a modelos, ou a problemas analogos que ja
resolveu. Estes niveis sucessivos de atividade matematica dos alunos sdo sintetizados por
aquele autor em dois modelos: model/of (modelo/de) - modelo de uma dada situacao
concreta; e, model/for (modelo/para) - modelo para uma situacao genérica (Gravemeijer,
2005). A transicao de um modelo para o outro ocorre com uma mudanca de pensar em
modelar contextos de situacdes concretas para pensar num contexto de relacoes
matematicas. E distinguiu, nestes dois modelos, quatro niveis de atividade: 1.°) situacional,
no qual cada interpretacao e solucao depende da compreensao de como atuar em contexto
especifico; 2.°) referencial, onde existe a criacio de um modelo/de, que se refere a
atividade de descrever procedimentos aplicaveis a situacao especifica; 3.°) geral, onde existe
a criacdo de um modelo/para, que se pode aplicar a outras situacées e no qual se trabalha
com relacbes matematicas; e 4.°) formal, no qual a atividade matematica nao depende da
criacao ou adaptacao de um modelo/para (Gravemeijer, 2005). Este autor defende que a
compreensao dos alunos vai aumentando e os modelos vao evoluindo com base na modelacao
de situacdes reais da Matematica Realistica (Freudenthal, 1986)'. Posteriormente, a atividade
geral emerge nos alunos quando ha uma percecao das relagdes matematicas envolvidas na
situacao. Em seguida, a razdo perde a dependéncia com a situacao especifica trabalhada, e o
papel dos modelos muda gradualmente dando lugar a formalizacdo com vida propria e

independente dos niveis que a antecedem.

Neste estudo, consideramos o pensamento de Gravemeijer para a construcdo dos

sucessivos niveis de ensino do nosso método e para estudarmos a sucessiva transicdo no

' Freudenthal (1905-1990) contribuiu com uma riqueza de ideias e ferramentas conceituais para o
desenvolvimento da educacdo matematica - em contextos, fenomenologia didatica, reinvencao guiada,
matematizacao, constituicdo de objetos mentais, desenvolvimento do pensamento reflexivo, niveis nos
processos de aprendizagem, desenvolvimento da atitude de um matematico e assim por diante
(Freudenthal & Streefland, 1993).
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pensamento algébrico requerido pelo aluno na aprendizagem de parametros em funcdes, de

contextos concretos para contextos genéricos.

Em 1992, Sfard definiu operacional concept (concecao operacional) e structural concept
(concecao estrutural) (Sfard, 2008; Sfard & Linchevski, 1994; Sfard & McClain, 2002) como
estadios da aprendizagem. Na concecao operacional um conceito matematico, tal como o
conceito de fungao (por exemplo), é considerado como um procedimento, como um resultado
ou como um processo. No caso da aprendizagem do conceito de funcao, Sfard caracterizou a
primeira fase da concecao operacional, que designou por fase de interiorizacdo, pelas
manipulacdes algébricas efetuadas que sao acompanhadas por representacdes mentais; e a
segunda fase da concecao operacional, que esta autora designou por fase da condensacdo,
como sendo caracterizada pela investigacdo que o aluno faz entre relacdes algébricas e

graficas (por exemplo) dessa dada funcao.

Para esta autora, na concecdo estrutural, um conceito é considerado como valido por si
s0, sem necessidade de aplicacao para ser valido, onde o conceito tem a sua propria validade
e existéncia. A concecdo estrutural é, para Sfard, a terceira fase da aprendizagem, a que a
autora chama fase da reificacdo, em que o aluno compreende as multiplas representacoes
que podem estar associadas a uma funcao (por exemplo) e compreende essa funcao como um
objeto matematico com validade e existéncia proprias (Sfard & Linchevski, 1994). Na
concecdo estrutural, as nogdes matematicas sdo estudadas como se se referissem a objetos
reais, como estruturas que podem ser manipuladas segundo certas regras e combinadas em

estruturas mais complexas (Sfard & Linchevski, 1994).

Contudo, Sfard (1994) refere que, uma vez reificado, um conceito pode servir de base a
formacao de conceitos de nivel superior e permitir que um novo ciclo se inicie. No que refere
as dificuldades dos alunos na aprendizagem do conceito de funcdo, Sfard refere que estas
relacionam-se com a associacao do conceito a apenas uma das suas formas de representacao.
Muitas vezes a representacao algébrica é identificada com uma férmula cuja funcionalidade
se prende apenas a processos de calculo, em que uma mudanca na variavel independente
implica necessariamente uma mudanca na variavel dependente. Sfard acrescenta ainda que,
embora a concecao estrutural seja dificil de atingir, ela deve ser estimulada sob dois
pressupostos didaticos: i) os novos conceitos nao devem ser introduzidos aos alunos em
termos estruturais; e, ii) a concecao estrutural deve ser exigida apenas quando se torna

indispensavelmente necessaria.

Neste estudo, a semelhanca do que consideramos do pensamento de Gravemeijer para a
construcao dos sucessivos niveis de ensino do nosso modelo, também consideramos o
pensamento de Sfard na transicdo do pensamento algébrico de contextos operacionais, para

contextos abstratos que implicam pensamentos estruturados.

Filloy, Puig e Rojano (2007), no ambito da resolucao de problemas aritmético-analiticos,

definem um sistema de significados matematicos (MSS, Mathematical Sign System) no qual
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desenvolvem métodos de resolucdo, tais como: i) o método das sucessivas inferéncias
analiticas (MSAl), determinado pela estrutura ldgica numérica inerente ao problema, que se
identifica com o método analitico classico de resolucao de problemas, constituido por
inferéncias logicas de atuacdo e transformacdo que encaminham para a solucao; e o ii)
método analitico de sucessivas exploracoes (AMSE), determinado por sucessivas exploracoes
de dados particulares relacionados com os dados do problema e das quais resulta a sua
solucdo. Segundo estes autores, ambos os métodos, MSAl e AMSE, contribuem para a
competéncia da utilizacdo do iii) método cartesiano (CM), que consiste na abordagem
algébrica usual da resolucdo de problemas. No método cartesiano, alguns elementos
desconhecidos que constam no enunciado do problema sao representados através de
expressdes com significado num sistema de significados matematicos mais abstrato; por sua
vez, o enunciado é traduzido através de uma série de relagdes desse sistema mais abstrato
que encaminham para um ou varios enunciados, cuja descodificacdao implica uma regressao
desse sistema para o sistema de significados original, produzindo a solucao do problema
(Filloy et al., 2007). O desenvolvimento da competéncia do uso do método cartesiano implica,
segundo 0s mesmos autores, sucessivas capacidades: 1.°) perceber a questao principal do
problema, bem como o significado de cada desconhecido; 2.°) tornar os desconhecidos
implicitos em desconhecidos explicitos; 3.°) criar novos desconhecidos, baseados na situacdo
do problema, com os quais se podem criar e desenvolver um conjunto de estratégias em acao;
4.°) representar relacoes entre os varios desconhecidos; 5.°) identificar representacdes de
relacoes de modo a encontrar elementos comuns entre uma ou mais dessas relacoes; 6.°)
representar essas identificacbes através de uma equacdo ou expressao funcional; e, 7.°) usar
procedimentos algébricos para resolver equagdes como forma de determinar o desconhecido
do problema em causa. Neste estudo, na analise dos dados que se recolhem ao longo da
implementacdo do método de ensino aplicado aos parametros em fungdes faremos inferéncias

que reportam para os métodos de resolucdo de problemas apresentados.

Os trés niveis do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes deste estudo
foram construidos atendendo aos modelos de Gravemeijer, Sfard, Filloy, Puig e Rojano.
Assim, para a construcao do primeiro nivel do modelo foi considerada a atividade referencial
de Gravemeijer, na qual se presume uma atividade matematica do aluno num nivel
situacional, de atuacao num contexto especifico bem como a criacdo de um modelo aplicavel
a uma situacao especifica (modelo/de). Ainda para a construcao do primeiro nivel do método
deste estudo foi também considerada a 1.? fase da concecao operacional de Sfard - fase de
interiorizacdo, em que o aluno trabalha com manipulacdes algébricas acompanhadas de
representacdes mentais, efetuadas, por exemplo, em torno de uma dada funcao envolvendo
parametros. Também foram consideradas para a construcdao do primeiro nivel as 1.2 e 2.2
etapas do método cartesiano de Filloy, Puig e Rojano, nas quais se pressupde respetivamente
que, o aluno perceba a questao principal do problema e que torne os desconhecidos implicitos

em desconhecidos explicitos.
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Para a construcao do segundo nivel do método foi considerada a atividade geral de
Gravemeijer, na qual se presume que o aluno trabalhe com as relacbes matematicas
envolvidas e crie um modelo que se pode aplicar a outras situacoes, trabalhando-o
matematicamente (modelo/para). Ainda para a construcao do segundo nivel do modelo deste
estudo foi também considerada a 2.? fase da concecao operacional de Sfard - fase da
condensacdao, em que o aluno investiga relacoes, algébricas e graficas (por exemplo)
existentes na funcdo envolvendo parametros. Também foram consideradas para a construcao
do segundo nivel as 3.2 e 4.2 etapas do método cartesiano de Filloy, Puig e Rojano, nas quais
se pressupoe, respetivamente, que o aluno crie novos desconhecidos e represente relacoes

entre os varios desconhecidos.

Para a construcao do terceiro nivel do método foi considerada a atividade formal de
Gravemeijer, na qual se presume que a atividade matematica do aluno se torne independente
da criacdo ou da adaptacdao de um modelo. Ainda para a construcao do terceiro nivel do
método deste estudo foi também considerada a concecdo estrutural de Sfard - fase da
reificacao, em que o aluno compreende as representacoes que uma dada funcao com
parametro(s) pode assumir, passando de uma a outra e entendendo-a como um objeto
matematico com identidade propria, deixando de confundir o conceito com uma das suas
representacoes. Também foram consideradas para a construcao do terceiro nivel as 5.2, 6.2 e
7.2 etapas do método cartesiano de Filloy, Puig e Rojano, nas quais se pressupde
respetivamente que, o aluno identifique representacdes de relacoes de modo a encontrar
elementos comuns entre elas, o aluno represente essas identificacoes e o aluno use

procedimentos algébricos para situacdes.

Segundo Gagatsis, Mousoulides e Elia (2006), a aprendizagem do conceito de funcao sob
multiplos modos de representacdo, compreendendo processos de tratamento (que envolvem
transformacgodes de representacdes no mesmo registo em que foram formadas) e processos de
conversao (que envolvem transformacoes de representacées com mudanca de registo, em que
a totalidade ou uma parte de um significado da representacao inicial € conservada, sem
mudar os objetos denotados) levanta dificuldades dos alunos. Os alunos do ensino secundario
e universitario manifestam dificuldades na conversio entre representacées’ - donde decorre o
fenémeno de compartimentalizacido® do pensamento - pelo facto de fazerem uma
aprendizagem compartimentada das representacoes da mesma funcao e manifestarem muitas
dificuldades em conectar tais representacoes. Os resultados apresentados por aqueles autores

mostram que os alunos optam mais facilmente pela representacao algébrica (mesmo em

2 Segundo Duval, a conversio de representacdes é considerado um processo fundamental para a
compreensao matematica e na resolucdo de problemas.

3 Compartimentalization - num estudo descrito por Gagatsis, Elia & Mousoulides em Relime Nimero
Especial de 2006, onde os autores referem também processos que designam de de-
compartimentalization (Gagatsis, Mousoulides, & Elia, 2006).
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situacdes em que a representacdo grafica se apresentaria mais eficiente), tém melhor
desempenho em converter representacoes verbais em representacoes graficas ou simbolicas,
do que vice-versa, deixando evidente que a passagem da representacdo grafica para a
representacao algébrica € mais dificil para os alunos do que a passagem da representacao

grafica para a verbal.

A semelhanca do que afirmamos para os resultados do estudo de Sfard, também aqui se
coloca uma questao analoga - de facto, constituiria um interessante objeto de estudo de uma
possivel investigacdo, compreender como, ao longo da década decorrida apo6s o estudo
Gagatsis e Mousoulides (2006) e numa fase em que as tecnologias sao ampla e vulgarmente
usadas na de aula de matematica, este resultado apresentado evoluiu. Embora esta questdo
nao constitua objeto de estudo da presente investigacao, é relevante compreender o uso que
os alunos fazem dos artefactos inerentes a tecnologia, nomeadamente a calculadora grafica,

e como é que os alunos constroem significados matematicos fazendo uso de tais artefactos.

Muitas das representacdes algébricas sao apresentadas aos alunos como declaragoes
generalizadas das operacoes realizadas na aritmética (Kieran, 2006), pela qual os valores
numeéricos sdo substituidos nas expressoes algébricas para conduzirem a resultados de valores
especificos. Desta forma, as expressoes algébricas sdo vistas apenas como expressoes que tém
um valor numérico instantaneo apds a concretizacdo do(s) signo(s) algébrico(s) por valor(es)
numérico(s) (Rojano, 2002). Sob esta perspetiva, muitos autores afirmam que uma das
grandes dificuldades dos alunos na aprendizagem da algebra esta precisamente na nao
compreensao da sua faceta estrutural. Os alunos continuam a usar os signos algébricos como
faziam na aritmética e tratam-nos como tendo um papel e um significado idénticos ao do
contexto aritmético sem consideracdes de aspetos estruturais, que ndo podem ser ignorados
ao nivel algébrico (Berrincha & Saraiva, 2009; Nobre, Amado, Carreira, & Ponte, 2011; Pais &

Saraiva, 2011; Pereira & Saraiva, 2008; Saraiva & Teixeira, 2009).

Sem uma compreensao desta mudanca de papéis de alguns signos algébricos que lhes sao
familiares, os alunos nao serao capazes de fazer, efetivamente, a transicao do pensamento
aritmético para o algébrico. Estas dificuldades sao frequentes nao apenas em alunos do

ensino basico, mas também em alunos do ensino secundario.

No nosso método de ensino, os trés niveis foram construidos sob um crescendo de
independéncia e estrutura algébrica em concordancia com as teorias de Sfard e de
Gravemeijer. A proposta pedagogica deste estudo foi construida sob os modelos definidos por
Gravemeijer e sob a transicao de um para o outro (modelo/de --> modelo/para). Na analise
dos dados deste estudo sao feitas inferéncias que reportam para a teoria de Tall e para os

métodos de resolucao de problemas apresentados por Filloy, Puig e Rojano.

O crescendo de independéncia e de estrutura algébrica previsto no método de ensino
deste estudo também se deduz das trés categorias universais definidas por Peirce -

primeiridade, secundidade e terceiridade e dos conceitos inerentes ao uso de um artefacto no
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ambito do ciclo didatico que Bussi e Mariotti apresentam e que descrevemos anteriormente

no ponto da mediacao semiodtica de significados matematicos.

Nas categorias definidas por Peirce (primeiridade, secundidade e terceiridade), no que
refere a relacdo do signo com o representamen, destacamos respetivamente o signo de
qualidade, de existéncia e de sintese. No que refere a relacdo do signo com o seu objeto,
destacamos respetivamente o signo icone, o signo indice e o signo simbolo. E, no que refere a
relacdo do signo com o interpretante, destacamos respetivamente o raciocinio abdutivo, o
raciocinio indutivo e o raciocinio dedutivo (sintético ou que decorre de uma generalizacdo por

inducao).

Do pensamento de Mariotti, destacamos os conceitos de artefacto, de mediacao semiotica
e de ciclo didatico, dos quais se frisa o tipo de intervencdo do professor aquando da
construcao de significados dos alunos face ao uso de um artefacto, bem como o tipo de
atividade dos alunos - individual ou coletiva - durante a construcao de significados
matematicos. Importa também sublinhar que todas as tarefas da proposta pedagdgica foram
construidas de acordo com os trés niveis sequenciais do método de ensino aplicado aos

parametros em funcdes que a frente detalharemos.
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2.8. Os parametros em funcgoes

0 conceito de funcao é considerado como um dos conceitos base da matematica por ter
multiplas interpretacdes e representacoes associadas, como o de nimero, o de variavel, o de
coordenadas e o de grafico de uma funcao (Sajka, 2003). E, por ineréncia, o0 mesmo acontece
com o conceito de parametro. O conceito de funcao tem uma natureza dual, porque pode ser
entendido essencialmente de duas formas diferentes (Sfard, 1991): i) estruturalmente (como
um objeto), onde a funcao é apresentada como um conjunto de pares ordenados (Kuratowski
& Mostowski, 1966); e ii) operacionalmente (como um processo), onde uma funcao é um
processo computacional ou € um método bem definido para chegar de um sistema a outro. Na
sala de aula, a aprendizagem deste processo so é conseguida se forem considerados os fatores

que distinguem a aprendizagem dos simbolos da sua memorizacdo (Skemp, 2012).

Uma funcao pode ser representada por uma tabela, por um grafico ou em linguagem
natural e pode ser interpretada pela variacdo dada por expressoes analiticas, por tabelas e
graficos. Pode ser manipulada, por exemplo, através de tratamentos algébricos como a
factorizacao, a substituicado, a determinacdo de valores como o(s) zero(s), o0s
maximo(s)/minimo(s), entre outros valores (Ursini & Trigueros, 2004). Na perspetiva destes
autores, uma generalizacao de 12 ordem é a que resulta da generalizacdo que envolve apenas
numeros, como, por exemplo, o termo geral de uma sequéncia numérica, 2n, ou o método
geral de calcular a area de um quadrado de lado (, (*, ou, ainda, uma equacao com

coeficientes numéricos, como 2x + 3 = 0. Para Ursini e Trigueros (2004), um pardmetro é um

nimero generalizado que é usado numa composicao de generalizagbes, ou seja, numa
generalizacdo apos uma generalizacdo precedente - designada, por eles, por generalizacao de
segunda ordem que decorre de uma generalizacao de primeira ordem - como, por exemplo,

na construcao da familia de funcdes racionais do tipo:

ax+b A
=1 d’ a, b,celIR,delIR\{0}, oua, b,de IR, ce IR\ {0}, com a, b, c, d parametros. (1)
CX +
Nesta perspetiva, na representacao algébrica da familia de funcdes racionais dada em (1)
podemos proceder ao tratamento dos parametros, fixando-os num ou entre valores e
convertendo a representacao algébrica (1) numa representacao grafica associada, ou noutro
registo de representacdo. Ou seja, se tratarmos a representacdo algébrica da familia de

funcbes dada em (1) e fixarmos os parametros a, b, ¢, d em, por exemplo,

b
a=d=0, be[—5,5]/\c=1 obtemos y:; (2). Consequentemente, podemos converter a

representacao algébrica (2) para o seguinte registo de representacao grafica:
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V =

Figura 2.2: Representacdo grafica da expressao algébrica (2).

Contudo, se optarmos por tratar a representacdo grafica, podemos obter, dentro do
mesmo registo de representacdo, uma nova representacao grafica. Por exemplo, se na
representacao grafica anterior aplicarmos uma translacdo associada ao vetor (1,0) e em
seguida um produto associado a representacao grafica da funcao linear de declive 1, obtemos

uma nova representacao grafica, dentro do mesmo registo de representacoes:

Ay

Figura 2.3: Representacdo do tratamento grafico da Figura 2.2.
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Deste modo, se considerarmos tal familia de funcdes racionais dada pelo quociente de
duas familias de funcdes afim ou lineares, representada simbolicamente por (1), obtemos
diferentes familias de funcdes quando fixamos o valor do(s) parametro(s) num valor ou num
intervalo de valores e, consequentemente, atribuimos significados ao representarmos tais
familias de funcoes de modo algébrico, de modo grafico, de modo tabelar, esquematico,

usando linguagem natural, ou outro modo de representar.

Segundo o NCTM (2000), os programas de ensino do pré-escolar ao 12.° ano deverdo
habilitar todos os alunos para: compreender padrdes, relacées e funcoes; representar e
analisar situacdes e estruturas matematicas; usar modelos matematicos para representar e
compreender relacdes quantitativas; e, analisar a variacao em diversos contextos (NCTM,
2000) - desenvolvendo a sua capacidade de interpretar e usar com criatividade os objetos
matematicos, na descricao, interpretacao e resolucao de situacoes, quer através da escolha
dos signos algébricos adequados a cada situacdo, quer na sua manipulacdo e conversao
(Carthy, 2013; NCTM, 2000). Em todos estes processos, e de modo concordante com Duval
(2006), as representacdes semiodticas resultam dos significados atribuidos de modo consciente
na interpretacao, no tratamento e na conversao de representacdes usadas no trabalho com
parametros numa funcédo. Esta atividade do aluno pode ser feita em varios contextos, tais
como: puramente signicos, ou ligados a realidade, ou a semi-realidade (Alro & Skovsmose,
2006). Nestes, a qualidade do didlogo em sala de aula assume uma funcdo determinante
(Giménez, Santos, & Ponte, 2004), quer seja na resolucao de problemas ou em tarefas de

exploracao e investigacdo matematica (Pereira & Saraiva, 2005; Ponte, 2007).

Sob esta perspetiva, Trigueros e Ursini (2003)* classificam o trabalho com varidveis numa
funcdo como a capacidade de: i) reconhecer as correspondéncias relacionadas entre as
incognitas independentemente das representagdes utilizadas (tabelas, graficos, expressoes
analiticas, problemas verbais); ii) determinar o valor da variavel dependente pelo valor dado
a variavel independente; iii) determinar o(s) valor(es) da variavel independente dado o valor
da dependente; iv) reconhecer a variacdo comum das variaveis envolvidas numa relacéo,
independentemente da representacao utilizada (tabelas, graficos, expressdes analiticas); v)
determinar o intervalo de variacao dado o intervalo de variacao da outra; vi) traduzir uma
relacdo funcional através de uma tabela, de um grafico, de uma expressao analitica, baseado
na analise de um problema (Trigueros & Ursini, 2003). Complementarmente, estes autores
realcam a importancia do contexto onde surgem os parametros, o qual assume uma funcéo
relevante na atribuicao de significado(s) ao proprio parametro, pois cada significado pode ser

alterado dentro do mesmo problema. Dao como exemplo a seguinte situacao: “Quando é que

4 No que refere ao uso e significado da letra inserida num contexto algébrico, Trigueros e Ursini (2003)
desenvolveram o método 3UV (3 usos da variavel): variavel considerada como incognita, como um
nimero generalizado e variavel em relacao funcional.
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a equacao do segundo grau 3x2 +px-+7=0 tem uma Unica solucao?”. O parametro p, que na

equacao dada representa um numero geral, passara a desempenhar o papel de incognita,

pois, para responder a questao obtemos a seguinte equacdo p? -4x3x7=0, Cuja incognita é
p.

Encontramos com frequéncia a definicao de parametro em matematica associada a ideia
de letra distinta da variavel, que, numa expressiao matematica, pode ser substituida ou
substituir um valor ou um conjunto de valores numéricos que pode(m) ser fixado(s)
arbitrariamente. No ambito da algebra, podemos considerar um parametro como uma
grandeza mensuravel que permite apresentar, de forma mais simples, as caracteristicas
principais de um conjunto, em particular da expressao algébrica em que se insere e desse

modo permitir avaliar uma situacdo ou compreender um fenomeno em detalhe.

Neste estudo, sobre o tema das funcoes ensinado no 11.°ano de escolaridade, assumimos
que um pardmetro é um objeto matematico que, quando substituido por valores numéricos,
identifica cada um dos elementos de uma determinada funcao ou familia de funcdes. Numa
funcdo, um parametro pode ser representado por uma letra que assume diferentes
significados, dependendo do contexto algébrico em que se insere (Arcavi, 2006; Pereira &
Saraiva, 2008).

Para a construcao dos trés niveis do método de ensino aplicado aos parametros em funcoes
consideramos a definicdo de parametro apresentada por Ursini e Trigueros, dado que, no
primeiro nivel do método presume-se que o aluno nao trabalha com generalizacdes, pois na
familia de funcdes apresentada quer o(s) parametro(s), quer as variaveis dependente e
independente sao concretizadas por valores concretos. No segundo nivel do método de ensino
deste estudo ocorre uma generalizacao de primeira ordem (de acordo com a concecao de
Ursini e Trigueros), pois intenciona-se que o aluno trabalhe num contexto em que as variaveis
dependente e independente da funcdo sdo genéricas, ou seja, ocorre uma generalizacdao de
primeira ordem face ao primeiro nivel, e em que o(s) parametro(s) é(sdo) concretizado(s) por

valores aritméticos.

No terceiro nivel do método de ensino deste estudo ocorre uma generalizacdo de segunda
ordem (de acordo com a concecao de Ursini e Trigueros), pois intenciona-se que o aluno
trabalhe sobre a generalizacdo que ocorreu no segundo nivel. Aqui, neste nivel, intenciona-se
que o aluno trabalhe num contexto totalmente algébrico do parametro e das variaveis, no

qual, quer as variaveis dependente e independente, quer o(s) parametro(s), sdo genéricos.
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3. O método de ensino aplicado aos
parametros em funcdes

Com o objetivo de responder ao problema definido no capitulo | e a par da revisao de
literatura que apresentamos no capitulo Il, construimos o método de ensino aplicado aos
parametros em funcdes, que descreveremos no presente capitulo. Este método integra trés
niveis de ensino e quatro graus de significados que pretendem funcionar quer como contextos
de ensino para toda a atuacao didatica do professor, quer como contextos que promovem a
construcao e a compreensao de sistemas organizados de signos algébricos nos raciocinios dos

alunos no decurso da sua aprendizagem quando trabalham com parametros em funcoes.
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3.1. Os quatro graus de significados do método

Para a construcao dos graus de significados do método de ensino aplicado aos parametros
em funcdes foi considerada a atividade signica dos alunos sob as etapas de primeiridade,
secundidade e terceiridade definidas por Peirce (associadas, aos signos icone, indice e
simbolo e ao raciocinio abdutivo, indutivo e dedutivo) e a mediacao semidtica do professor,
associada ao conceito de ciclo didatico, definido por Bussi e Mariotti. Em cada um dos trés
niveis (N1, N2, N3) que se definirdo a frente, o aluno constréi significados de grau um, dois,

trés e zero (51, S2, S3, SO) caracterizados pela seguinte atividade signica:

Tabela 3.1: Graus de significados, S0, S1, S2, S3 definidos no método de ensino

“

Significados de Significados de Significados de Significados de

Grau 1 Grau 2 Grau 3 Grau 0

Significados construidos pelo

Significados Significados Significados ..
. . , aluno, em cada um dos niveis
construidos pelo construidos pelo construidos pelo -
N1, N2, N3, que nao se
aluno, em cada um aluno, em cada um aluno, em cada um enauadram no sistema de
dos niveis N1, N2, dos niveis N1, N2, dos niveis N1, N2, N3, q

evidéncias e verdades definidas

N3, na PRIMEIRIDADE. | N3, na SECUNDIDADE. na TERCEIRIDADE. et e
na propria matematica

Icones em raciocinios Indices em .

. . . P . Simbolos em
abdutivos, indutivos raciocinios indutivos L . . .

. . raciocinios dedutivos, Signos que ndo sdo
e dedutivos e dedutivos :
. , construidos em N1, representamen.

construidos em N1, construidos em N1, N2 N3

N2, N3. N2, N3. ’

OO
@)

S1 S2 S3 SO

MEDIAGAO SEMIOTICA DO PROFESSOR: CICLO DIDATICO
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3.2. Os trés niveis de ensino do método

No método que construimos, aplicado ao ensino de pardmetros em fungées, consideramos
que os significados dos alunos organizam-se em trés niveis e quatro graus. Os trés niveis foram
construidos sob um crescendo de independéncia e estrutura algébrica em concordancia com
os fundamentos tedricos expostos. No 1.° nivel o aluno atribui significado e representa em
multiplos registos de representacdo, num contexto aritmético em que as variaveis
dependente e independente e o(s) parametro(s) sao concretizados por valores numéricos
concretos, por um conjunto de valores numéricos ou por um intervalo de valores numéricos.
No 2.° nivel o aluno trabalha com significados e representacdes com que ja trabalhou no
1.°nivel e constroi novos significados e novas representacdes em multiplos registos de
representacao, num contexto algébrico em que as variaveis dependente e independente nao
sdo concretizadas numericamente e o(s) parametro(s) sdo concretizado(s) por valores
numeéricos concretos, por um conjunto de valores numéricos ou por um intervalo de valores
numéricos. No 3.° nivel o aluno trabalha com significados e representacoes com que ja
trabalhou nos 1.° e 2.° niveis e constrdi novos significados e novas representacoes em
multiplos registos de representacao, num contexto algébrico em que as variaveis dependente
e independente e o(s) parametro(s) ndo sdo concretizados numericamente. No 3.° nivel, o
trabalho do aluno torna-se independente das situacdes especificas concretas com que
trabalhou nos 1.° e 2.° niveis; o aluno significa e representa, quer com base nos significados
que ja construiu, quer com os novos significados e novas representacoes. As tarefas propostas

aos alunos, apresentadas em anexo, foram construidas de acordo com esta estrutura.

A atividade signica que ocorre na transicdo entre cada um dos niveis do método, bem
como a que ocorre em cada nivel, € mediada semioticamente pelo professor, sob um ciclo
diddtico (conceito desenvolvido Bussi e Mariotti, descrito no capitulo 2) que se inicia através
instrumentos de mediacdo semidtica que promovem a construcdo de significados nos alunos,
tais como as tarefas matematicas elaboradas com a estrutura do método de ensino, a
calculadora grafica, analogias e sinteses usadas pela professora, entre outros. A construcao
de significados matematicos é inerente as tarefas propostas pelo professor, bem como ao tipo

de atividade dos alunos - individual ou coletiva.

No ambito da revisdo de literatura apresentada, consideramos que o primeiro nivel esta
contido no segundo e, por sua vez, o terceiro contém o primeiro e o segundo. Uma possivel
representacdo esquematica dos trés niveis método de ensino aplicado aos parametros em

funcdes pode ser a seguinte:
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1.° Nivel

2.° Nivel

‘ 3.° Nivel

Figura 3.1: Representacao esquematica dos trés niveis do método de ensino aplicado aos parametros em funcées.

Sucintamente, cada um dos niveis do método de ensino aplicado aos parametros em funcoes

caracteriza-se pelo seguinte contexto algébrico:
Tabela 3.2: Sintese dos niveis do método de ensino aplicado aos parametros em funcoes
1.°nivel: 2.%nivel: 3.%nivel:

N1 N2 N3

- 0 aluno constroi significados
O aluno constroi significados g aluno constréi significados : ’

Ani transforma e converte
entre as correspondéncias da variacio das variaveis e
P R ; representagoes do(s)
das variaveis (dependente e do(s) parametro(s) envolvidos ' o i
q g - parametro(s) envolvidos
independente), fixando ou 5 (s) funcéo(des), para valores T P———
: : o na(s) funcao(oes), para
concretizando fixos ou numéricos do(s) l ) o
: valores nao concretizados
numericamente o(s) paradmetro(s) e valores nao - et
A T ’ o(s) parametro(s) e das
parametro(s) e as variaveis. concretizados das variaveis o

. variaveis dependente e
dependente e independente.

independente.

Producao individual e coletiva de significados através do uso de artefactos, nomeadamente

das tarefas, em cada um dos niveis N1, N2 e N3.
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3.3. Os trés niveis e os quatro graus de significados do método

Do cruzamento dos trés niveis de ensino N1, N2, N3 com os quatro graus de significados SO,
S1, S2, S3, referentes quer aos signos que ndo sdo representamen, quer as categorias de
primeiridade, secundidade e terceiridade - categorias nas quais os alunos usam e o professor
medeia signos icones em raciocinios abdutivos, signos indices em raciocinios indutivos e signos
simbolos em raciocinios dedutivos, respetivamente - obtém-se doze tipologias de significados.
Dessas doze tipologias, representaremos nove por N151, N1S2, N1S3, N2S1, N2S3, N2S3, N3S1,
N3S2, N3S3. As restantes trés tipologias, do total das doze, sdao as que se obtém se
considerarmos os signos que, nao sendo representamen, por nao se enquadrarem no sistema
de evidéncias e verdades definidas na propria matematica, podem ocorrer na atividade
signica dos alunos em cada um dos trés niveis de ensino. Tais signos, que designamos por
significados de grau zero, representa-los-emos, sempre que ocorram, por N150, N25S0 e N3S0

em cada um dos niveis N1, N2 e N3, respetivamente.

Apresentaremos de seguida uma sintese que relaciona as classificacoes distintas dos
significados dos alunos quando trabalham parametros em funcdes e a mediacdo semiotica do
professor. Contudo, antes dessa sintese, imaginemos uma aula onde o professor pretende
ensinar os alunos a construirem um modelo matematico que lhes permita maximizar a area de
um triangulo inscrito numa circunferéncia em funcao dos seus lados menores. E para tal,

propde o seguinte enunciado aos alunos:

“Considera um tridngulo inscrito numa circunferéncia cujo didmetro é um dos seus lados.
Constréi um modelo matemdtico que nos permita maximizar a drea desse tridngulo em fungdo de
um dos seus lados menores.”

J

Figura 3.2: A representacdo esquematica da tarefa O tridngulo inscrito numa circunferéncia

1. Comega por considerar um valor concreto para o didmetro da circunferéncia:

1.1. Usando um softwere de geometria dindmica ou alguma propriedade dos tridngulos que
conhegas, comega por explorar a situagdo determinando relagdes possiveis entre os lados do
tridngulo e explica-as por meio de cdlculos, usando um esquema, uma tabela, ou
explicitando-as por meio de linguagem natural.

1.2. Define uma estratégia que nos permita relacionar as dimensdes dos dois lados menores
do tridngulo com a medida do diGmetro da circunferéncia considerado.
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1.3.  Considerando os dois lados menores do tridngulo, constréi um modelo matemdtico que
nos permita calcular a medida de um desses dois lados, em fungdo da medida do outro.

1.4.  Constréi um modelo matemdtico que nos permita calcular a drea do tridngulo, em fungdo
da medida de um dos dois lados menores do tridngulo.

1.5. Determina as dimensées do tridngulo de modo a que a sua drea seja mdxima? (recorre
a tua calculadora grafica para explorares esta questdo, explicando detalhadamente todos os
teus raciocinios).

2. Considera agora um valor qualquer para o didmetro da circunferéncia. Seja d esse valor:

2.1.  Define uma estratégia que nos permita relacionar as dimensées dos dois lados menores
do tridngulo com a medida do didmetro da circunferéncia considerado.

2.2.  Considerando os dois lados menores do tridngulo, constréi um modelo matemdtico que
nos permita calcular a medida de um desses dois lados, em fungdo da medida do outro.

2.3.  Constréi um modelo matemdtico que nos permita calcular a drea do tridngulo, em fungdo
da medida de um dos seus lados menores.

O que o professor pretende nesta tarefa é ensinar os alunos a definir um modelo
matematico que permita maximizar a area de um triangulo inscrito numa circunferéncia em
funcao de um dos seus lados menores, sendo um dos lados o diametro da circunferéncia. Para
tal, e no ambito do primeiro nivel do método de ensino, comeca por pedir aos alunos que
atribuam um valor concreto para o diametro da circunferéncia e comecem por explorar a
situacdo determinando valores possiveis para os lados do triangulo, por meio de calculos,
usando um esquema, uma tabela, ou explicitando a situacao por meio de linguagem natural.
Na tarefa, o enunciado é constituido por um texto em linguagem natural e acompanhado do
desenho da circunferéncia com o respetivo triangulo inscrito, sem dados concretos. Com tal
forma de apresentar o enunciado, o professor pretende promover nos alunos a construcao de
significados de grau 1, ou seja, pretende que os alunos comecem por raciocinar de modo
abdutivo, conjeturando hipoteses de resolucdo e facam acompanhar esse raciocinio com
representacdes escritas. Suponhamos que o aluno comecga por fixar o valor do diametro da
circunferéncia em 5 cm, e que, fazendo uso de algum software ou recorrendo a material de
desenho, faz variar a base e a altura do triangulo entre alguns valores, registando-os, como
por exemplo, “para o didmetro da circunferéncia 5 cm, obtemos os lados do tridngulo 3 cm e
4 cm; entre outros”. Nesta situacao, o aluno esta a raciocinar de modo abdutivo, pois inicia
uma estratégia de resolucao, fazendo uso de um ou de varios artefactos, como o material de
desenho e ou o software, que lhe permitem representar o significado descrito. Este
significado assim representado resulta da imediaticidade do pensamento, que decorre da
atividade do aluno com signos icones e, por isso, &€, neste método de ensino, designado por

significado de grau 1. Assim, nesta fase da resolucao da tarefa, se o aluno responder da forma

59



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

indicada ao contactar com a primeira questao do enunciado, dizemos que o aluno construiu

um significado de grau 1 do primeiro nivel do método de ensino, ou seja N151.

A questdo 1.2 do enunciado, conduz o aluno a construcdo de uma estratégia que lhe
permite relacionar os dois lados menores do triangulo (base e altura) com a medida do
diametro da circunferéncia considerado. Nesta segunda fase, suponhamos que o aluno testa
os valores determinados e constrdi, sob um raciocinio indutivo, uma relacao entre o diametro
e os lados do triangulo, como por exemplo: “como um dos lados do tridngulo é o didmetro da
circunferéncia enté@o os valores dos lados 3, 4 e 5 satisfazem a relac@o pitagorica porque este
triangulo é retdngulo, assim também como os tridngulos com as medidas dos lados que
determindmos na questdo anterior”. Neste caso, o aluno esta, numa segunda fase do seu
pensamento, imergido uma atividade com signos indices, pois relaciona os significados de
grau 1 construidos na alinea anterior, com os novos significados construidos na alinea 1.2,
dando origem a significados de grau 2, que a ocorrerem nesta fase da resolucao da tarefa,
ainda num contexto aritmético, designamos por N1S2. Pretende-se que a tarefa continue a
funcionar como um artefacto pois é a questdao 1.2 que conduz os alunos a construcao de
significados de grau 2, em sequéncia dos significados de grau 1 por eles construidos na alinea

anterior.

As questoes 1.3 e 1.4 do enunciado conduzem o aluno a construcdo de estratégias que lhe
permitem relacionar a medida de um dos dois lados menores do triangulo em funcdo da
medida do outro, para o valor fixo do diametro, e, posteriormente, deduzir alguma relacao
para a area do triangulo, em funcdo da medida de um desses lados. Este raciocinio requer do
aluno um novo raciocinio, que ocorre numa terceira fase, fruto de um raciocinio dedutivo,
que € um pensamento de sintese, de sistematizacdo dos pensamentos anteriores. Por
exemplo, suponhamos que o aluno, em resposta as questdes 1.3 e 1.4 conclui que “com o

didmetro 5 cm, se os dois lados do tridngulo forem iguais, o tridngulo é isésceles, o valor da

medida de cada um dos seus lados é igual a \/12,5 e a sua drea é metade de 12,5”. Neste
caso, o aluno estd, numa terceira fase do seu pensamento, numa atividade com signos
simbolos, pois relaciona os significados de grau 1 e 2 construidos nas alineas anteriores, com
os novos significados construidos nas alineas 1.3 e 1.4., dando origem a significados de grau 3,
que a ocorrerem nesta fase da resolucdo da tarefa, ainda num contexto aritmético,
designamos por N1S3. Pretende-se que a tarefa continue a funcionar como artefacto pois sao
as questoes 1.3 e 1.4 que conduzem os alunos a construcao de significados de grau 3, em

sequéncia dos significados de grau 1 e 2 por eles construidos nas alineas anteriores.

Posteriormente, na questdo 1.5, é pedido aos alunos que construam uma funcao para a
area do triangulo dependendo dos seus lados menores e que em seguida a maximizem. Esta
questao insere-se no segundo nivel do método de ensino, porque o professor pretende que os
alunos maximizem a funcdo (cuja variavel dependente € a area e a variavel independente

extrai-se da relacao pitagdrica existente entre as dimensdes dos dois lados menores do
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triangulo), com um valor fixo para o parametro (neste caso o diametro). Suponhamos que o
aluno comeca por fixar o valor do diametro da circunferéncia em 5 cm e faz variar a base e a
altura do triangulo desprendido de valores concretos, ou seja, no segundo nivel do método de
ensino onde apenas o valor do parametro é concretizado. Suponhamos que o aluno regista o
seguinte significado: “para o didmetro da circunferéncia 5, obtemos os lados do tridngulo x e
b, que podem ser por exemplo 3 cm e 4 cm”. Nesta situacdo, o aluno esta a raciocinar de
modo abdutivo, pois inicia uma estratégia de resolucdo com signos icones e por isso €, neste
método de ensino, designado por significado de grau 1. Assim, nesta fase da resolucao da
tarefa, se o aluno comecar por representar um raciocinio da forma indicada ao contactar com
a questdao 1.5 do enunciado, dizemos que o aluno construiu um significado de grau 1 do

segundo nivel do método de ensino, ou seja, N251.

Posteriormente, suponhamos que o aluno representa um raciocinio como o seguinte: “se o

didmetro da circunferéncia for 5, entdo os lados do triangulo x e b , que podem assumir
valores do intervalo 10, 5[, satisfazem a relacdo pitagorica da seguinte forma b = V100 — x? e

x =100 — b2”. Neste caso, o aluno estd, numa segunda fase do seu pensamento, numa
atividade com signos indices, pois relaciona os significados de grau 1 construidos
anteriormente, com os novos significados agora construidos, dando origem a significados de
grau 2, que a ocorrerem nesta fase da resolucao da tarefa, num contexto em que apenas o

parametro é concreto, designamos por N2S2.

Posteriormente, suponhamos que, para o valor fixo do diametro, o aluno deduz que “se o

didmetro da circunferéncia for 5 cm, entdo os lados do tridngulo podem ser definidos por x e

V100 — x2, ou seja, a drea ¢ dada em fungdo de x por A(x) = Z*1%

, em que x €10,5] e
para determinar o valor mdximo que a drea pode assumir, basta determinar o mdximo da
funcdo A(x)”. Este raciocinio requer do aluno um novo pensamento, que ocorre numa terceira
fase, fruto de um raciocinio dedutivo, que € um pensamento de sintese, de sistematizacao
dos pensamentos anteriores. Neste caso, o aluno estd numa atividade com signos simbolos,
pois relaciona os significados de grau 1 e 2 construidos anteriormente, com o0s novos
significados, dando origem a significados de grau 3, que a ocorrerem nesta fase da resolucao
da tarefa, designamos por N2S3. Pretende-se que a tarefa continue a funcionar como
artefacto pois é a questao 1.5 que conduz os alunos a construcao de significados de grau 3,

em sequéncia dos significados de grau 1 e 2 por eles construidos anteriormente.

Por ultimo, no terceiro nivel do método de ensino, o professor pretende que os alunos
considerem um valor qualquer para o diametro da circunferéncia, e que seja d esse valor, e
definam uma estratégia que lhes permita relacionar as dimensdes do triangulo (base e altura)
com a medida do diametro d. Construam, em seguida, um modelo matematico que lhes
permita calcular a medida de um lado do triangulo, dependendo da medida do outro e um
modelo matematico que lhes permita calcular a area do triangulo, dependendo da medida de

um dos seus lados. Suponhamos que o aluno regista o seguinte: “para o diametro d da
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circunferéncia, obtemos os lados do triangulo x e b pertencentes ao intervalo ]0,d[”. Nesta
situacao, o aluno esta a raciocinar de modo abdutivo, pois inicia uma resolucdo com signos
icones e por isso é, neste método de ensino, designado de significado de grau 1. Assim, nesta
fase da resolucao da tarefa, se o aluno comecar por representar um raciocinio da forma
indicada ao contactar com a questao 2.1 do enunciado, dizemos que o aluno construiu um

significado de grau 1 do terceiro nivel do método de ensino, ou seja N3S1.

Suponhamos que, em seguida, o aluno representa um raciocinio como o seguinte: “se o
diametro da circunferéncia for d, entdo os lados do triangulo x e b satisfazem a relacao
pitagorica d? = b% + x? e se o triangulo for isésceles entdao obtemos a funcéo linear d(x) =
V2x, x €]0,d[ “. Neste caso, o aluno estd, numa segunda fase do seu pensamento, numa
atividade com signos indices, pois relaciona os significados de grau 1 construidos
anteriormente, com os novos significados agora construidos, dando origem a significados de
grau 2, que a ocorrerem nesta fase da resolucdo da tarefa, num contexto em que nao ha

valores concretos, designamos por N3S2.

Posteriormente, suponhamos que, para o diametro d, o aluno deduz que “se o diametro da

circunferéncia for d, entdo os lados do triangulo podem ser definidos por x e vd2 — x2, ou

. , . ~ XA/ x2-d2 .
seja, a area € dada em funcao de x por A(x) = — ——, emquexe 10,d[ e para determinar o

valor maximo que a area pode assumir, basta determinar o maximo da funcao A(x), para cada
valor d”. Este raciocinio requer do aluno um novo pensamento, que ocorre numa terceira
fase, fruto de um raciocinio dedutivo, que é um pensamento de sintese, de sistematizacao
dos pensamentos anteriores. Neste caso, o aluno esta numa atividade com signos simbolos,
pois relaciona os significados de grau 1 e 2 construidos anteriormente, com os novos
significados, dando origem a significados de grau 3, que a ocorrerem nesta fase da resolucao
da tarefa, designamos por N3S3. A tarefa continua a funcionar como artefacto pois é a Gltima
questdo que conduz os alunos a construcdo de significados de grau 3, em sequéncia dos

significados de grau 1 e 2 por eles construidos anteriormente.

Porém, se nesta cadeia de significados, nalgum instante o aluno ao querer atribuir algum
significado o faz baseado nalgum signo que ndo se enquadra no sistema de evidéncias e
verdades definidas na propria matematica, por nao ser um representamen, entao ocorre um
significado de grau zero. Nesse caso, o professor, enquanto mediador dos significados dos
alunos, usa condicdes necessarias de inducbes, generalizacbes de inducdes ou de deducoes,
focalizando o raciocinio do aluno para aspetos particulares, promovendo sinteses e fazendo
sinteses, levando o aluno a construir significados de grau 1, grau 2 e grau 3, do nivel de

ensino em que tal significado ocorreu.

Independentemente desta ou de outra situacao de ensino e aprendizagem concreta, os
alunos manifestam muitas dificuldades quando trabalham com parametros. O modo como se

relacionam essas dificuldades, bem como a mediacao que o professor faz de tais significados,

62



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

aquando das discussoes e interacdes que tem com os alunos nas aulas, o tipo de tarefa que
requer do aluno em cada momento bem como a atividade matematica que o professor
intenciona com cada questao dessa tarefa, constituem-se referenciais pertinentes no ensino e
na aprendizagem do aluno - e sdo estes os argumentos que suportaram a construcao do
presente método de ensino de parametros em funcoes.
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Atividade que

Significados

Tabela 3.3: Sintese do método de ensino aplicado aos parametros em fungoes.
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3.4. A confiabilidade do método de ensino aplicado aos parametros em
funcées

Muitos autores definem modos e formas de avaliar e refinar os seus proprios modelos,
métodos e teorias (Tirosh & Tsamir, 2004), visando a proficiéncia matematica dos alunos
(Schoenfeld, 2007), a definicdo do que significa saber matematica, bem como a relacao entre

educacao matematica, senso comum e a propria matematica (Kilpatrick, 2005; Lester, 2010).

A forma como os alunos constroem, simbolizam, modelam e trabalham com ferramentas
matematicas, bem como o significado que dao a tais atividades (Gravemeijer, 2002), também
tem constituido objeto de investigacdo em educacdo matematica. A comunicacdo e a
interacao na sala de aula (Alre & Skovsmose, 2004; Steinbring, 2006), a compreensao dos
processos matematicos e do raciocinio dos alunos, atendendo ao contexto cultural e social
(Lerman, 1994) tém também sido tematicas contemporaneas no campo da investigacdo. As
questdes sociais como a justica e a equidade tém tido na aprendizagem da matematica
(Atweh, Forgasz, & Nebres, 2013) um papel de relevo. Ha ainda autores preocupados com a
questao do autoconceito dos préprios investigadores matematicos e as respetivas praticas de
ensino (Burton, 2004; Ponte, 1992).

No que refere a construcao e avaliacao de métodos e modelos em educacdo matematica,
Costa (2005) construiu um modelo tedrico para o pensamento visual-espacial e a partir dele
compreender o desenvolvimento de tal pensamento, identificando modos de pensamento
visual-espacial e processos associados. Esta autora construiu questdes especificas sobre as
quais (re)avaliou e refinou o seu proprio modelo, baseando-se nos oito critérios apresentados
por Shoenfeld (2002), resultando em implicaces positivas para a investigacao em ensino da
Geometria (Costa, 2005). No nosso estudo, a construcdo do método de ensino aplicado aos
parametros em funcdes é baseada nos oito critérios e cinco passos, referidos por Shoenfeld
(2002), que apresentamos nos paragrafos seguintes. Neste estudo procuramos ainda acautelar
cinco cuidados essenciais que, também de acordo com Shoenfeld (2002), garantem as

investigacdes em educacao matematica confiabilidade, generalidade e importancia.

Shoenfeld refere que, em educacao matematica, na concetualizacdo de uma teoria, ou
de um modelo/método, € necessario ter em consideracao cinco cuidados essenciais: i) nao
compartimentar a investigacao e percebé-la como parte integrante das demais investigacoes
em educacdo matematica e das demais areas do saber (como por exemplo, percebé-la na
antropologia, ou em estudos que organizam o comportamento); ii) nao incorrer em
superficialidade, quer na informacdo, quer nos métodos usados da investigacdo - a alta
qualidade da investigacdo comeca quando ha um conhecimento profundo e focado da area
examinada; iii) conduzir a investigacdo em contextos que interessam, e nao apenas em
laboratério, tornando-se relevante o conceito tradicional de investigar e depois aplicar a um
contexto; iv) saber onde é que estamos e o que é que pensamos, bem como saber o que é que

0 outro investigador pensa e considera, porque dependendo dos investigadores assim existem
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varias perspetivas teoricas que influem no que cada investigador vé e como conduz a sua
investigacdo - os métodos ndo sao usados no abstrato, qualquer método de pesquisa € um
filtro pelo qual um fendémeno é clarificado, distorcido ou obscurecido, sendo determinante a
premissa teodrica do investigador; v) é fundamental, quer para a investigacdo em particular,
quer para o saber em geral, perceber de forma profunda tudo quanto se relaciona com o
fendmeno em estudo na investigacao - perceber em cada momento da investigacdo o que é
verdade, nao verdade e porqué (Schoenfeld, 2002).

Este autor defende ainda que um ponto essencial que deve caracterizar qualquer modelo
€ a sua eficiéncia na representacao fiel de situacdes reais, bem como a passagem de uma
situacao real para a situacao real. Segundo Schoenfeld, esta passagem faz-se de acordo com

cinco processos analiticos.

Um sistema O sistema
representacional representacional
(3)
H ) (4) ﬂ
Um modelo O modelo conceptual
conceptual
H (1) (5) ﬂ
Uma situacéo do » Asituacdo do mundo
mundo real real

Figura 3.3: A representacdo esquematica dos processos analiticos na construcdo de um modelo teérico (de
Schoenfeld, 2002).

Desenvolvendo:

(1) A passagem de uma situacdo do mundo real para um modelo conceptual prende-se
com o facto de os investigadores verem no mundo real, ndao objetos, mas funcoes
complexas resultantes das suas crencas e conhecimentos. O que a cada investigador
interessa, bem como as perspetivas sobre as quais investiga, podem elas proprias ser

objeto de analise sob varias perspetivas (Schoenfeld, 2002).

Neste estudo, o processo analitico (1) abrange todos os principios didaticos assumidos pela
professora-investigadora, apresentados e discutidos no capitulo 2, e que se relacionam com as
dificuldades manifestadas pelos alunos, a teoria analisada e a pratica profissional

experimentada.

(2) A passagem de um modelo concetual para um sistema representacional prende-se

com os dados e com a representacao de tais dados no modelo - sera que a
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informacao, como esta representada no modelo, reflete a importancia de tais dados
no modelo concetual? Os dados recolhidos numa observacao refletem o enfoque de
cada observador. Os constructos no modelo concetual podem estar bem ou mal
definidos e a forma como a informacao esta representada pode, ou nao, corresponder
a esses constructos (Schoenfeld, 2002).

Neste estudo, interferem, no processo analitico (2), os fundamentos teoéricos em que
assentam os constructos do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes, no ambito
da algebra, da didatica da matematica, da construcdao e da mediacdo semiodtica de

significados matematicos.

(3) A passagem de um sistema representacional para o sistema representacional prende-
se com as seguintes questdes: que conclusdes podem ser inferidas do sistema
conceptual (da teoria ou do teodrico) usando a informacdo representada? Sera que
existem dados suficientes para permitir um julgamento sélido da teoria construida (ou
do método teorico construido)? Sera que outro investigador retiraria as mesmas

conclusoes usando os mesmos dados com o mesmo método? (Schoenfeld, 2002).

No método de ensino aplicado aos parametros em funcdes, o processo analitico (3) engloba
a metodologia de investigacdo definida (no capitulo 3) e implementada com base na proposta

pedagogica definida para este estudo.

(4) A passagem do sistema representacional para o modelo concetual prende-se com a
seguinte questdo: os resultados que advém do sistema representacional tém

significado no modelo concetual? (Schoenfeld, 2002).

O processo analitico (4) define-se pela analise do método de ensino aplicado aos
parametros em funcdes, com base nos dados recolhidos (capitulo 4).

(5) A passagem do modelo concetual para a situacdo do mundo real prende-se com a
seguinte questdo: como é que as relacdes entre os dados no modelo concetual
correspondem a situacao original? (Schoenfeld, 2002).

0 processo analitico (5) define-se pelos resultados da implementacao do método de ensino

aplicado aos parametros em funcdes (capitulo 5).

Os oito critérios de Schoenfeld (2002) que assumimos para a avaliacdo do método de
ensino aplicado aos parametros em funcdes constam de: i) o poder descritivo, que designa a

capacidade das teorias, modelos e métodos, apreenderem aquilo que acontece de modo fiel
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aos fenomenos que se pretendem descrever; ii) o poder interpretativo, que designa o grau de
explicacdo acerca de como as coisas funcionam e do porqué funcionarem; iii) o campo de
acdo, especifica aquilo que a teoria, modelo ou método faz e nado faz; iv) o poder preditivo,
identifica as restricoes ou afirmacdes do que é possivel fazer com a teoria (ou modelo), bem
como o que nao é possivel fazer; v) o rigor e especificidade, relacionam-se com a definicao
dos constructos e com a relacao como esses constructos estao definidos (como a definicao
clara de fundamentos teoricos); vi) a falsicabilidade, relaciona-se com o questionamento e o
teste do que é feito ao proprio método de questdes nao tautologicas; vii) a replicabilidade,
generabilidade e credibilidade, relacionam-se com o rigor, clareza e especificidade com que
0 método é construido de modo a que, qualquer outro investigador, seguindo as orientacoes
(fases, niveis, etapas) da teoria (ou método), o possam (re)aplicar; viii) a triangulacdo, que
consiste em procurar vastas fontes de informacao sobre o fendmeno que se pretende estudar
com a teoria (ou método) e analisar de que modo é que tais fontes de informacao interatuam

conjuntamente na descricao da mensagem que se pretende transmitir.

Sob estes oito critérios redefinimos as questdes que se seguem, visando criar critérios de

confiabilidade para implementar o método de ensino aplicado aos parametros em funcoes.
U] Poder Descritivo:

+ Os niveis e os graus de significados do método de ensino deste estudo permitem
descrever o raciocinio dos alunos, a mediacao do professor e as tarefas que integram

a proposta pedagogica do estudo?

« Os trés niveis e os quatro graus de significados do método permitirdo
categorizar doze tipos de significados construidos pelos alunos e mediados
pelo professor (capitulo 3), tornando possivel a apreensdao daquilo que
acontece ao longo da implementacdo da proposta pedagdgica que se pretende

descrever.

()} Poder Interpretativo:

+ 0O método de ensino aplicado aos parametros em funcdes deste estudo permite
explicar como funciona o raciocinio algébrico dos alunos, a mediacdo do professor e
das tarefas como artefactos quando os alunos aprendem matematica, concretamente

quando aprendem parametros em funcoes?

+ As vinte e quatro subcategorias de analise de dados, que se obtém do
cruzamento das duas dimensoes de analise com os doze tipos de significados
definidos no método, descritas no capitulo 4, permitirao descrever como os
significados matematicos sao construidos pelos alunos, se relacionam,

interligam e como sao semioticamente mediados pelo professor, desde a
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concretizacdo em contextos aritméticos até a generalizacdo em contextos

algébricos.

(1) Campo de Acao:
+ Qual é o ambito didatico deste estudo?

+ Neste estudo examinar-se-do e analisar-se-ao os signos construidos pelos
alunos (icone, indice e simbolo) e o raciocinio usado (abdutivo, indutivo e
dedutivo), através do uso de artefactos em trés tipos de contextos de
parametros em funcdes considerados nas tarefas que integram a proposta
pedagodgica (variaveis e parametros concretizados por valores numéricos;
variaveis genéricas e parametro concretizados numericamente; e, variaveis e
parametro nao concretizados numericamente). Complementarmente, estudar-
se-a a mediacdo semiotica do professor, sob um ciclo didatico que integra a
promocao e o uso de analogias, sinteses e focalizacao do raciocinio abdutivo,
indutivo e dedutivo dos alunos para determinados aspetos que conduzam,

respetivamente, a construcao de icones, indices e simbolos.

(v) Poder Preditivo:

+ 0 que é que o método deste estudo permite prever e nao prever?

+ Neste estudo, os signos construidos pelos alunos (icone, indice e simbolo), o
raciocinio usado (abdutivo, indutivo e dedutivo), os contextos matematicos
(aritmético e algébrico) e a mediacdo semiodtica (ciclo didatico) sdo conceitos
abrangentes da didatica da matematica. Como tal, obedecendo a
classificacdo dos contextos matematicos em niveis e a dos significados em
graus, € possivel aplicar este método noutro ambito do ensino da

matematica, para além dos parametros em funcoes.

V) Rigor e Especificidade:
« 0 método foi construido sob fundamentos teoricos definidos e com especificidade?

« Todos os constructos do método e o modo de formacado desses constructos
estao definidos sob os fundamentos teoricos apresentados ao longo dos

capitulos 2 e 3.
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A Falsicabilidade:

« O método responde a questdes nao tautoldogicas formuladas para serem

empiricamente testadas?

« 0 método de ensino construido neste estudo visa dar resposta as questdes do

problema deste estudo, definida no capitulo 1.

(VIl)  Replicabilidade, generabilidade e credibilidade:

« 0 método de ensino aplicado aos parametros em fungdes é replicavel, generalizavel e

credivel?

« 0 método de ensino aplicado aos parametros em funcées foi construido com o
intuito de que, qualquer outro investigador, seguindo as orientacdes (niveis,
graus de significado, dimensdes, categorias subcategorias de analise de

dados) o possa aplicar.

(VIll)  Triangulagao:

« As fontes tedricas usadas para a construcao e implementacao do método interatuam

conjuntamente na descricao da mensagem que se pretende transmitir?

+ As fontes teoricas foram usadas conjuntamente na descricao da construcao do
método de ensino aplicado aos parametros em fungdes, ao longo dos capitulos
2 e 3, com o intuito de descrever como é que o método de ensino funciona
como um mediador da atividade do professor e como é que as tarefas
construidas com base no método funcionam como artefactos de mediacdo

semiotica de significados matematicos dos alunos.

Estas oito questoes e os cinco cuidados essenciais descritos atras nortearam a construcao

do método de ensino por forma a garantir confiabilidade ao estudo.
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Neste capitulo descrevemos a metodologia deste estudo, na qual definimos o modo de
recolha dos dados, bem como as dimensdes, as categorias e as subcategorias de analise dos

dados recolhidos.
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4.1. O enquadramento metodolégico do estudo

A procura da clarificacao e otimizacdo das metodologias usadas em educacdo matematica
tem conduzido ao uso efetivo de modelos emergentes na investigacao em Educacao
Matematica (Kelly & Lesh, 2012), bem como a extracdo de certas potencialidades que alguns
métodos de investigacdo apresentam, como, por exemplo, os estudos de caso, (Ponte, 1992,
2006). A imprevisibilidade, a unicidade e a complexidade de cada fenomeno educacional
norteia a investigacao qualitativa. Neste tipo de investigacao, os dados observados estao
fortemente relacionados com a curiosidade e a atividade interpretativa do investigador. Este
facto conduz a um conhecimento simultaneamente imediato e continuo, por ser consequéncia
do interesse momentaneo do investigador e ao mesmo tempo inserir-se num conjunto
dinamico de pensamentos acumulados. Em cada investigacdo de natureza qualitativa
interpretativa existem naturalmente enraizados fatores de cariz social, implicitamente
marcados pela realidade dos interesses e principios de cada época, das competicoes e
ambicoes especificas da sociedade e do tempo em que cada estudo ocorre. Este tipo de
fatores influenciam o investigador qualitativo e consequentemente o percurso da sua
investigacdo. A visao que cada investigador tem do mundo que o rodeia, os requisitos e
condicoes de que parte, os fundamentos teodricos em que se baseia para compreender e
explicar o seu trabalho vao influencia-lo na definicdo do problema e na orientacao do seu
pensamento no decurso do estudo. Nesta perspetiva, de acordo com Bogdan e Biklen (1991),
torna-se pertinente o facto de os dados carregarem o peso de qualquer interpretacao e, por
este motivo, o investigador tem de confrontar continuamente as suas opinides com os dados
que recolhe - estabelecendo a distancia correta quer de preocupacgbes pessoais quer do
conhecimento prévio que tem de certas situacoes que o podem influenciar tendencialmente
nas suas interpretacdes. Porém, o facto de o investigador desenvolver estudos no seu
ambiente permite-lhe usufruir da oportunidade de aprender a ser suficientemente capaz de
ndo transferir a sua personalidade, nem se deixar influenciar por colegas ou pelo proprio
ambiente que o circunda - tal como o que é exigido ao professor quando este é em simultaneo

o investigador, dentro das suas aulas e com os seus alunos.

A investigacdo qualitativa interpretativa em educacdo matematica caracteriza-se pelo
ambiente natural que constitui fonte direta de recolha de dados. Neste estudo, o ambiente
natural de recolha de dados é a aula de matematica, em que a professora € em simultaneo a
investigadora. Caracteriza-se também pelo facto dos resultados serem apresentados de modo
descritivo, contendo sempre que possivel citacdes e ilustracoes que substanciam a
apresentacdo, em que o caminho percorrido durante o processo é mais rico do que os
resultados a que o investigador qualitativo possa chegar. Neste tipo de investigacao a inducao
€ o método de andlise mais usado, nao constituindo objetivo Unico a confirmacao de
hipoteses, mas antes a exploracdo do percurso. Os significados que cada sujeito da a

investigacdo em curso sao de igual modo relevantes para o investigador qualitativo. Existe
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também uma preocupacado pertinente em qualquer tipo de investigacao - a ética. No que
refere aos investigadores qualitativos, e devido ao facto dos sujeitos das suas investigacoes
serem humanos, € necessario atender a algumas normas que protejam os sujeitos da
investigacdo contra quaisquer danos, Segundo Bogdan e Biklen (1991), tais normas sao: a
voluntariedade com que os sujeitos aderem a investigacdo e, consequentemente, o
conhecimento prévio que o sujeito tem de ter do estudo, bem como as obrigacdes e os riscos
que ele envolve; e a mediacao do investigador dos prejuizos e dos beneficios, sendo que os
beneficios devem exceder os prejuizos que advenham aos sujeitos que participam no estudo.
Segundo aqueles autores, a estas normas devem agregar-se alguns principios que devem ser
diretamente respeitados pelo investigador, tais como: a protecao da identidade dos
individuos, o anonimato das suas declaracoes e registos, caso seja da vontade dos mesmos; o
respeito e a lealdade do investigador para com cada sujeito do estudo, a fim de maximizar a
sua colaboracao na investigacao; a negociacao e a autorizacao da divulgacao de dados e de
posteriores resultados; e a veracidade absoluta na divulgacdo dos dados e dos resultados.
Neste estudo sao preservadas as normas de ética e respeitados os principios de protecao da

identidade, quer na recolha quer na analise dos dados.

De acordo com o referido, neste estudo a metodologia de investigacdo usada € qualitativa
(Bogdan & Biklen, 2007; Yin, 2003). O método de ensino foi implementado em sala de aula
numa turma com doze alunos do ensino secundario, do 11.°ano, em que sete desses doze
alunos eram internos a disciplina e frequentavam as aulas de forma assidua. Os dados foram
recolhidos com esses sete alunos internos desde o final de fevereiro de 2011 até ao inicio de
maio de 2011, aquando do estudo do tema Fungbes. Foram constituidos, dentro da turma,
trés grupos, dois grupos com dois alunos e um grupo com trés alunos. Foram recolhidos dados
dos trés grupos. A entrevista final foi feita a um dos grupos com dois alunos. A escolha deste
grupo deveu-se a aptiddao e a maior consciéncia e maior capacidade de comunicacdo dos

proprios pensamentos dos alunos deste grupo.
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4.2. A recolha dos dados

O presente estudo tem como missiva conhecer, compreender e explicar os fenomenos que
constituem o problema com particularidades e com sujeitos especificos, com caracteristicas,
comportamentos e reacdes proprias. A recolha de dados foi feita através de gravacoes audio,
de transcricoes e de registos da investigadora. As gravacdes audio e as transcricoes foram
usadas nas entrevistas realizadas. Todas as entrevistas foram gravadas e posteriormente
transcritas. As iniciais realizaram-se no inicio da implementacdo da proposta pedagogica, no
final de fevereiro de 2011, tendo-se como base tarefas que usualmente constam dos manuais
escolares e de questdes dos exames nacionais. As tarefas das entrevistas nao foram
construidas sob o método de ensino aplicado aos parametros em funcdes. Esta opcao foi feita
intencionalmente na metodologia deste estudo e tem como propdsito compreender os
significados matematicos que os alunos constroem quando trabalham em contextos que
envolvem parametros em funcdes, em tarefas usuais dos manuais escolares e dos exames
nacionais, bem como o modo como a professora medeia o raciocinio matematico dos alunos
nesses contextos. Tendo em conta os objetivos do estudo, a fundamentacdo tedrica e a
andlise de 1.%ordem, as tarefas das entrevistas iniciais foram selecionadas do manual ALEPH'®
(Carvalho e Silva et al., 2010). Este manual nao foi o adotado pela escola. A entrevista final
foi realizada em junho de 2011, no final do ano letivo e baseou-se numa tarefa construida
apenas sob o terceiro nivel do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes. Esta
opcao foi feita intencionalmente na metodologia deste estudo e tem como proposito
compreender os significados matematicos que os alunos constroem quando trabalham em
contextos que envolvem parametros em funcdes, bem como o modo como a professora
medeia o raciocinio matematico dos alunos apos a implementacdao do estudo. Quer nas
entrevistas quer nas aulas a professora investigadora promove o dialogo, a abertura e a

confianca entre os alunos, para que houvesse partilha de significados e de raciocinios.

Foram feitos registos escritos para registar dialogos entre os alunos e entre os alunos e a
professora. Os dialogos foram recolhidos pela professora investigadora durante as aulas de
resolucao e discussdo das tarefas de investigacdo e apos estas aulas - nas quais foram feitos
problemas e exercicios do manual dos alunos. Ao longo da implementacdao do método,
nomeadamente no decurso da resolucao das tarefas, os alunos da turma trabalharam em
grupos formados livremente entre os alunos, consoante as afinidades entre os colegas da
turma, a semelhanca das restantes aulas de matematica ndo abrangidas por este estudo. No
decurso do trabalho em grupo, os alunos ouvem-se uns aos outros, discutem, colocam
questoes, partilham estratégias entre si, argumentam, criticam, e posteriormente partilham

as resolucdes e solucdes com toda a turma, em discussao coletiva.

A professora investigadora anotou no seu diario de registos descricées dos alunos (tal como
alguns modos de estar e agir nos grupos de trabalho), reconstrucoes de dialogos (citagdes de

interesse transcritas, sempre que possivel, a letra), descricdo do ambiente vivido em cada
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aula (como por exemplo a localizacao dos alunos e o material a que recorrem), descricao da
atividade de cada grupo de trabalho, alguns dialogos ocorridos nas aulas entre a professora

investigadora o os alunos, bem como algumas reflexdes da professora investigadora.

As tarefas foram construidas de raiz e uma tarefa foi adaptada de Itens/Teste Intermédio
10°ano, GAVE 2010. Seis tarefas foram implementadas em aulas de 90 minutos (90 minutos
para a resolucao e discussdo heuristica na turma) e uma tarefa foi a base das entrevistas
finais. Foram ainda recolhidos dados das resolucdes dos alunos, relativas a questao do teste
intermédio do 11.°ano do dia 24 de maio de 2011, que envolveu parametros em funcdes.
Durante as aulas de resolucdo das tarefas cada grupo de trabalho elabora um relatério que
tem por objetivo explicar todos os passos, opcoes, esquemas, conjeturas, estratégias,
resolucoes e solucdes que foram feitas pelos alunos no decurso da resolucao de cada tarefa.
Os alunos sao continuamente incentivados pela professora investigadora a fazerem tais
registos nos seus relatorios de resolucdo, usando uma linguagem clara e objetiva, quer
linguagem natural, quer linguagem matematica - os alunos também sao incentivados para que

facam constar nos relatdrios todas as hesitacoes, duvidas e erros cometidos.

Tendo em conta os objetivos do estudo, a fundamentacao teorica e a analise de primeira
ordem, criamos duas dimensdes, doze categorias e vinte e quatro subcategorias de analise. As
categorias obtém-se do cruzamento dos trés niveis de aprendizagem com os quatro graus de

significados.
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4.3. A analise dos dados

Para dar resposta as questdes de investigacdo, foram identificadas unidades de analise
resultantes das intervencdes escritas e orais que os alunos e a professora investigadora
realizaram, durante as aulas em que o método de ensino foi implementado. Foram
selecionadas sete unidades de analise: ‘A vedacdo do jardim’, ‘O passeio das amigas’,
‘Funcées: composta e inversa’, ‘A caixa de volume mdximo’, ‘O triangulo inscrito numa
circunferéncia’, ‘Parametros em funcoes racionais’ e ‘Parametros, funcoes e geometria’. O
critério utilizado para esta selecdo foi o facto destas tarefas terem sido construidas sob o
método de ensino criado, a excecao da Ultima tarefa que foi construida apenas sob o 3.°nivel
do método. Sobre estas unidades de analise fizeram-se trés tipos de analise: a de primeira

ordem, a de segunda ordem e a de terceira ordem.

A analise de primeira ordem é uma compilacao do que se observou e registou, o que inclui
0s registos escritos pelos alunos, a transcricao das gravacOes das aulas e das entrevistas e os
registos da professora investigadora. Esta fez ainda uma selecao dos momentos que

considerou mais relevantes para o estudo.

Para a analise de segunda ordem selecionaram-se os dados mais representativos de cada
unidade de analise que foram analisados segundo as dimensoes, categorias e subcategorias.
Obtiveram-se sete grandes blocos, tantos quantos as unidades de analise. Foi feita ainda

alguma problematizacao.

A analise de terceira ordem baseia-se numa leitura transversal dos sete grandes blocos
obtidos na analise de segunda ordem, permitindo colocar questdes e relaciona-las, de onde

resultaram as respostas as questdes do estudo.

4.3.1. As dimensoes, as categorias e as subcategorias de anadlise

A analise dos dados recolhidos é feita sob duas dimensdes visando responder as questdes
do problema do estudo. A primeira dimensao (D1): mediacdo semiotica do professor; e, a
segunda dimensao (D2): representacao, transformacao e conversao de significados dos alunos

durante a aprendizagem dos parametros em funcoes.

A primeira dimensao sera analisada segundo: i) o questionamento para voltar atras na
tarefa e a focalizacdo em aspetos particulares dos raciocinios dos alunos; e, ii) o
questionamento para sinteses e a realizacao de sinteses. Em i) investigar-se-ao os episodios
em que os alunos constroem, ou reconstroem, significados que decorrem da resolucao das
tarefas e dos significados que decorrer da mediacao da professora, seguindo uma intervencao
do tipo ‘voltar atras’ e recuperar aspetos particulares ja trabalhados em experiéncias

matematicas anteriores (quer trabalhados individualmente, quer em grupo) e selecionando

77



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

aspetos relevantes de tais significados. Em i) investigar-se-do os episodios, que
complementam i), em que a professora foca a sua atencdo para aspetos da experiéncia
matematica dos alunos promovendo a sua capacidade de estrutura de significados e
capacidade de sintese. Com a primeira dimensao pretende-se identificar a forma como o

método de ensino funcionou como mediador da atividade do professor.

A segunda dimensdo de analise sera feita segundo: i) a interpretacdo do enunciado; ii) o
parametro e a variavel dependente e independente; iii) o parametro e a incognita; iv) o
parametro na transformacdo de representacoes; e, v) o parametro na conversdo entre
registos de representacao. Com ela pretende-se identificar a forma como as tarefas
matematicas funcionaram como artefactos de mediacdo semidtica de significados

matematicos dos alunos.

Foram construidas doze categorias que coincidem com as tipologias de significados do
método N1S0, N1S1, N15S2, N1S3, N2S0, N2S1, N252, N2S3, N3S0, N3S1, N352 e N3S3 e que se
obtém do cruzamento dos trés niveis de ensino N1, N2, N3 do método com os graus de

significados SO, S1, S2 e S3 do seguinte modo:

Tabela 4.1: As categorias de analise dos dados

S3 N1S3 N2S3 N3S3
52 N1S2 N2S2 N3S2
S1 N151 N251 N351
S0 N1SO N2S0 N3S0
N1 N2 N3

Posteriormente para a analise das representacdes dos significados construidos pelos alunos
e da mediacdo semidtica da professora investigadora deste estudo, criamos subcategorias,
que se obtém do cruzamento de cada categoria com cada dimensdo de analise definida do

seguinte modo:

Tabela 4.2: O modo de construcao das subcategorias de analise dos dados

N1 N2 N3
CATEGORIA
anise | SO | st 52 s3 50 s1 52 s3 S0 s1 52 s3
oo| % | &0 ® |00/ %0 S0 @ |05
DIMENSAO © oo ®o oo ®O oo |®O
DE @ o @ ®) [©) @)
ANALISE

Dando origem as vinte e quatro subcategorias seguintes:
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Tabela 4.3: As subcategorias de analise dos dados

CATEGORIAS

el S0 S1 S2 S3 SO S1 S2 S3 SO S1 S2 S3
DE ANALISE

N1SOD1 = N1S1D1  N1S2D1 N1S3D1 N2SOD1 N2S1D1 N2S2D1 N2S3D1 N3SOD1 = N3S1D1 N3S2D1 N3S3D1

Dimensao 1:
Media;z?u:i ®) ®) ®)
semiodtica do ! ' d
professor . O .é’ ?‘ . O ‘O, ?' . O .O’ ?'
o0 e Q0 e C0O e
© © ©

N1SOD2 = N1S1D2 N1S2D2 N1S3D2 N2SOD2 N2S1D2 N2S2D2 N2S3D2 N3SOD2 N3S1D2 N3S2D2 N3S3D2

Dimensao 2:

ranstormacic oo oo o
G o oo o o oo o o e v
dos alunos . 00 @ .é. . 00 @ .é. . 00 o .é.
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4.3.2. Os descritores das dimensoes, das categorias e das subcategorias

de analise

Os descritores das vinte e quatro subcategorias de analise de dados, formadas a partir do

cruzamento das doze categorias com as duas dimensdes de analise, sdo os seguintes:

Tabela 4.4: Os descritores das dimensdes e das categorias de analise

SUBCATEGORIAS (NSD)

NIVEL
CONTEXTO
(N)

As variaveis
(dependente e
independente)

N1: e o(s)
parametro(s)

da familia de
funcdes sao
concretizados
por valores
numéricos
[conjunto(s) de
valores
numéricos,
discreto ou
continuo].

1.°Nivel

80

CATEGORIAS
(NS)

N1S1

Representamen
da primeiridade

OO
O

N1S2

Representamen
da secundidade

*9
] 2 ]
9]
N1S3

Representamen
da terceiridade

*e
*2%0
)

N1SO

®

Signos nao
semioticos

DIMENSAO 1:
Mediacao do Professor

N1S1D1

No 1.°nivel do método, o
professor focaliza o
raciocinio do aluno para
aspetos particulares do
enunciado da tarefa,
promove analogias a
raciocinios e experiéncias
anteriores e sintetiza a
admissao e a refutacao das
hipdteses que vao sendo
construidas.

N1S2D1

No 1.°nivel do método, o
professor focaliza o
raciocinio do aluno para
aspetos particulares de
analogias a raciocinios e
experiéncias anteriores, em
condicdes necessarias de
raciocinios, promove sinteses
e faz sinteses dos
raciocinios.

N1S3D1

No 1.°nivel do método, o
professor faz generalizacoes
de inducées matematicas e

de deducoes, promove
sinteses e faz sinteses dos
raciocinios.

N1SOD1

No 1.°nivel do método, o
professor usa analogias,
condicdes necessarias de
inducdes, generalizacoes de
inducdes ou deducoes.
Focaliza o raciocinio do
aluno para aspetos
particulares, promove
sinteses e faz sinteses em
resposta a significados N1S0
dos alunos.

DIMENSAO 2:
Parametros em fungoes

N1S1D2

No 1.°nivel do método, o aluno
interpreta o enunciado de uma
tarefa e atribui significados
usando icones em raciocinios
abdutivos, indutivos e
dedutivos, constréi hipoteses
sem o carater experimental da
inducao e sem o rigor formal da
deducao.

N1S2D2

No 1.°nivel do método, o aluno
transforma e converte
representacdes de parametros
numa func&o através de uma
analogia ou de uma implicacao
necessaria usando icones em
raciocinios abdutivos e indices
em raciocinios indutivos.

N1S3D2

No 1.°nivel do método, o aluno
transforma e converte
representacdes de parametros
numa funcao, usando simbolos
em raciocinios dedutivos. Ou
através de uma generalizacao
que obteve de raciocinios
indutivos e abdutivos.

N1S0D2

No 1.°nivel do método, o aluno
transforma e converte
representacdes de parametros
numa funcao fazendo uso de
signos que ndo sdo
representamen, por nao se
enquadrarem no sistema de
evidéncias e verdades definidas
na propria matematica.
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NIiVEL
(N)

CONTEXTO

As variaveis
(dependente e
independente)

nao sao
concretizadas
numericamente
e o(s)
parametro(s)
(é)sao
concretizado(s)
por valores
numéricos
[conjunto(s) de
valores
numéricos,
discreto ou
continuo].

N2:

2.°Nivel

CATEGORIAS
(NS)

N2S1

Representamen
da primeiridade

OO
O

N2S2

Representamen
da secundidade

*9
o] =

i)

N2S3
Representamen
da terceiridade

*e

N2S0

Signos nao
semidticos

*99%0
L

SUBCATEGORIAS (NSD)

DIMENSAO 1:

Mediacao do Professor

N2S1D1

No 2.°nivel do método, o
professor focaliza o raciocinio
do aluno para aspetos
particulares do enunciado da
tarefa, promove analogias a
raciocinios e experiéncias
anteriores e sintetiza a
admissao e a refutacao das
hipdteses que vao sendo
construidas.

N252D1

No 2.°nivel do método, o
professor focaliza o raciocinio
do aluno para aspetos
particulares de analogias a
raciocinios e experiéncias
anteriores, em condicoes
necessarias de raciocinios,
promove sinteses e faz sinteses
dos raciocinios.

N2S3D1

No 2.°nivel do método, o
professor faz generalizacées de
indugbes matematicas e de
deducbdes, promove sinteses e
faz sinteses dos raciocinios.

N2S0D1

No 2.°nivel do método, o

professor usa analogias,

condicdes necessarias de
inducoes, generalizacoes de

inducodes ou deducoes. Focaliza

o raciocinio do aluno para
aspetos particulares, promove
sinteses e faz sinteses em
resposta a significados N2S0
dos alunos.

DIMENSAO 2:
Parametros em
funcoes

N2S1D2

No 2.°nivel do método, o
aluno interpreta o enunciado
de uma tarefa e atribui
significados usando icones em
raciocinios abdutivos,
indutivos e dedutivos,
constrdi hipoteses sem o
carater experimental da
inducdo e sem o rigor formal
da deducao.

N252D2

No 2.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representacoes de
parametros numa funcéo
através de uma analogia ou
de uma implicagao necessaria
usando icones em raciocinios
abdutivos e indices em
raciocinios indutivos.

N2S3D2

No 2.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representacdes de
parametros numa funcao,
usando simbolos em
raciocinios dedutivos. Ou
através de uma generalizacao
que obteve de raciocinios
indutivos e abdutivos.

N2S0D2

No 2.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representacdes de
parametros numa funcéo
fazendo uso de signos que
ndo sdo representamen, por
nao se enquadrarem no
sistema de evidéncias e
verdades definidas na propria
matematica.
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NIVEL CATEGORIAS
CONTEXTO
(N) (NS)
N3s1
Representamen
da primeiridade
N3s2
Representamen
da secundidade
N3: As variaveis t‘
(dependente e () '--t
independente) e lm).
ONI: o(s) parametro(s) -
3.°Nivel da familia de
fungdes nado sao
concretizados por
valores numéricos. N3S3
Representamen

da terceiridade

*e

N3S0

Signos nao
semioticos

82

"9 9@
L

SUBCATEGORIAS (NSD)

DIMENSAO 1:

Mediacao do
Professor

N3S1D1

No 3.°nivel do método, o

professor focaliza o

raciocinio do aluno para
aspetos particulares do

enunciado da tarefa,
promove analogias a

raciocinios e experiéncias

anteriores e sintetiza a

admissao e a refutacao das
hipoteses que véao sendo

construidas.

N3S2D1

No 3.°nivel do método, o
professor focaliza o
raciocinio do aluno para
aspetos particulares de
analogias a raciocinios e
experiéncias anteriores,
em condicdes necessarias
de raciocinios, promove
sinteses e faz sinteses dos
raciocinios.

N3S3D1

No 3.°nivel do método, o
professor faz
generalizacdes de inducoes
matematicas e de
deducdes, promove
sinteses e faz sinteses dos
raciocinios.

N3S0D1

No 3.°nivel do método, o
professor usa analogias,

condigdes necessarias de
inducoes, generalizacoes

de inducdes ou deducdes.

Focaliza o raciocinio do
aluno para aspetos
particulares, promove

sinteses e faz sinteses em

resposta a significados
N3S0 dos alunos.

DIMENSAO 2:
Parametros em
funcées

N3S1D2

No 3.°nivel do método, o
aluno interpreta o enunciado
de uma tarefa e atribui
significados usando icones em
raciocinios abdutivos,
indutivos e dedutivos,
constrdi hipdteses sem o
carater experimental da
inducao e sem o rigor formal
da deducao.

N352D2

No 3.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representagoes de
parametros numa funcéo
através de uma analogia ou
de uma implicacdo necessaria
usando icones em raciocinios
abdutivos e indices em
raciocinios indutivos.

N3S3D2

No 3.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representacdes de
parametros numa funcao,
usando simbolos em
raciocinios dedutivos. Ou
através de uma generalizacdo
que obteve de raciocinios
indutivos e abdutivos.

N3S0D2

No 3.°nivel do método, o
aluno transforma e converte
representacoes de
parametros numa funcéo
fazendo uso de signos que
ndo sdo representamen, por
nao se enquadrarem no
sistema de evidéncias e
verdades definidas na propria
matematica.
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4.4. A proposta pedagodgica e as tarefas para a implementacao do método
de ensino aplicado aos parametros em funcées

Neste ponto descrevemos a proposta pedagogica que serviu de base a implementacao do

método de ensino aplicado aos parametros em funcoes e a recolha dos dados da investigacao.

A planificacao do tema Funcdes foi feita pela professora investigadora com a finalidade de
estudar e escolher as aulas e os momentos indicados para proceder a realizacdo de cada uma
das tarefas. De acordo com Chapman (2013), as tarefas foram construidas de modo a que: i)
pudessem ser resolvidas pelos alunos de varias maneiras, apelando ao uso de multiplas
representacoes; permitissem conectar varios conceitos algébricos relevantes e exijam dos
alunos justificacbes, interpretacoes e conjeturas; ii) fossem ricas em conteudo,
proporcionassem aprendizagem algébrica significativa e, face as quais, os alunos atribuissem
significado; e, iii) fossem adequadas a capacidade de compreensao dos alunos. Para tal, a
professora investigadora foi-lhe requerido: i) conhecer as varias formas de promover
aprendizagem nos alunos com cada tarefa, pois todos os alunos da turma sao diferentes,
aprendem matematica de forma diferente e tém niveis de desempenho matematico
diferente; ii) compreender, na fase de selecédo e elaboracao da tarefa, como é que, enquanto
professora, pode influenciar o aluno a dar sentido a matematica aplicada na resolucao da
tarefa; e, iii) quais os aspetos da tarefa que permitem organizar e orquestrar o trabalho dos
alunos - como, por exemplo, o que perguntar para desafiar os alunos, como apoiar os alunos

sem pensar por eles e sem eliminar cada desafio.

As tarefas construidas de raiz para a proposta pedagogica deste estudo foram construidas
de modo concordante com os trés niveis definidos no método de ensino aplicado ao caso dos
parametros em fungdes. As tarefas adaptadas para as entrevistas iniciais e para a entrevista
final nao preveem na sua construcdo os trés niveis do método de ensino deste estudo (pela
intencionalidade metodologica ja explicada no ponto 4.2), o mesmo sucede com a tarefa

extraida do teste intermédio.

Em todas as tarefas da proposta pedagdgica, o enunciado das questdes é genérico,
descreve e contextualiza a situacdo. De um modo geral, ndo ha valores numéricos no
enunciado. O enunciado é frequentemente acompanhado de um esquema que tem o intuito
de desencadear a construcdao de signos. Numa primeira fase, signos icones, ou seja,
representacoes que evidenciam atividade matematica por imediaticidade que ajudam o aluno
a contextualizar a situacdo, o aluno constroi representacées que decorrem de algum
raciocinio abdutivo com o qual intenciona uma acdo, ou uma hipdtese da situacdo que lhe é
exposta. Na(s) primeira(s) questao(oes), relativas ao 1.°nivel, propde-se aos alunos que
concretizem numericamente o(s) valor(es), usualmente o(s) valor(es) do(s) parametro(s) e das
variaveis. Este pedido de concretizacdo tem o propdsito de promover no aluno algum
raciocinio indutivo, que lhe permita concretizar passo a passo a estratégia que intencionou na

fase anterior, usando representacdoes que traduzem tal acdo matematica. Ou seja,
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representacoes que sao em si signos indices porque mostram a implementacdo da estratégia
intencionada pelo aluno. Ainda no 1.°nivel pretende-se que o aluno sistematize e sintetize as
representacoes que foi construindo e o faca por meio de algum raciocinio dedutivo - tais
representacoes assim construidas constituem em si um signo simbolo (porque

sintetiza/condensa os signos e os raciocinios anteriores).

Em seguida, as questdes sao formuladas de modo a propor aos alunos que representem,
transformem e convertam as representacbes que eles proprios vao construindo na resolucao
da tarefa, mas nao concretizando numericamente a variavel dependente nem a
independente, ou seja, questoes referentes ao 2.°nivel. Neste 2.°nivel também se pretende
que o aluno represente o que o ajuda a compreender cada passo dado na sua resolucao,
decorrendo tal compreensao de algum raciocinio abdutivo acompanhado de representacoes
que sdo em si signos icones. Também no 2.° nivel pretende-se que o aluno construa e
interligue representacdes e raciocinios, decorrendo tal atividade matematica de algum
raciocinio indutivo e fazendo uso de representacdes que sdao em si signos indices.
Complementarmente também se pretende no 2.° nivel que o aluno sistematize e sintetize e o
faca através de algum raciocinio dedutivo e construindo representagdes que sdao em si signos

simbolos.

Na(s) Ultima(s) questdo(des) das tarefas, no 3.° nivel, propde-se aos alunos que trabalhem
na situacdo com valores nao concretizados numericamente das variaveis dependente e
independente e do(s) parametro(s). Também no 3.° nivel se pretende que o aluno construa
uma hipdtese de resolucdo, uma intencao e represente tal intencdo - € uma atividade
matematica do aluno que decorre de algum raciocinio abdutivo fazendo uso de
representacoes que sao signos icones. Em seguida, pretende-se que o aluno implemente essa
acao e a represente - tal atividade matematica do aluno decorre de algum raciocinio indutivo
acompanhada de representacoes que sdao em si signos indices. E, complementarmente,
sintetize tais acOes e tais raciocinios e os represente - esta atividade matematica decorre de

algum raciocinio dedutivo e é acompanhada de representacdes que sdo por si signos simbolos.

Os enunciados das tarefas estao no capitulo dos anexos. Em cada alinea de cada tarefa é
pedido aos alunos que expliguem detalhadamente e de modo explicito todos os seus
raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que necessitem
realizar, expressoes simbdlicas e graficos que construam (quer usando a calculadora grafica,
quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio matematico usado para

resolver a questao).

A tarefa “A vedacdo do Jardim” (Anexo 3) é uma situacao semirreal que envolve a
maximizacao de perimetros e areas em funcdes racionais. Na primeira questdo propde-se aos
alunos que concretizem o valor para a area do jardim. Nesta primeira fase pretende-se que os

alunos comecem por trabalhar com o parametro e com as variaveis dependente e
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independente concretas, ou seja no 1.° nivel do método, e, sob um raciocinio abdutivo,
comecem por fixar um valor numérico para a area do jardim atribuindo algum significado ao
esquema que acompanha o enunciado (figura 4.1) e que, tal significado, lhes permita definir
um caminho de atuacdo sobre a situacdo que tém para resolver (ou seja, atribuam
significados de grau 1). Por exemplo, se os alunos comecarem por considerar que a area do
jardim é 150 m* e a partir dessa concretizacdo questionem o seguinte “se a drea do jardim
for 150 m* que valores é que podem ter a largura e o comprimento?”, estdo, nesse instante,
ao raciocinar abdutivamente, no primeiro nivel do método, e, ao representarem tal
raciocinio, por meio de palavras (ou por meio doutro modo de representacdo), estao a usar
signos icones. A tal atividade signica, ou seja, ao conjunto desses raciocinios e dessas

representacoes, chamamos significados de grau 1.

Figura 4.1: A representacdo esquematica da tarefa A vedacdo do jardim

Posteriormente quando concretizam a estratégia que definiram (ou seja, quando, por
exemplo, experimentam valores para a largura e para o comprimento de modo a qua a area
seja 150) estdo a raciocinar indutivamente e as representacdes que constroem (orais ou
escritas) sdo signos indices. Ao conjunto desses raciocinios e dessas representacoes,
chamamos significados de grau 2. Posteriormente, quando sintetizam as relacdes que
construiram com as dimensdes do jardim (largura, comprimento e area) e o fazem usando
representacoes como por exemplo “se o jardim for um quadrado entdao o valor do
comprimento é igual ao da largura e é igual a v/150”, estdo nesse instante a raciocinar
dedutivamente no 1.° nivel do método e a representar tais raciocinios por meio de signos
simbolos. Ao professor € requerida a funcdo de, em cada fase do raciocinio dos alunos,
mediar, de forma a conduzir o aluno a construcdo de significados de grau 3, quer usando
questoes focalizadas em algum aspeto particular do raciocino dos alunos, quer promovendo
sinteses e conduzindo o aluno a retoma de significados construidos em experiéncias

matematicas anteriores.

Em seguida, sob o 2.° nivel do método (em que os alunos trabalham com as variaveis

dependente e independente e com o parametro concreto), é pedido aos alunos que construam
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um modelo matematico que lhes permita determinar o valor da medida do comprimento do
arame gasto na vedacao em funcao da largura e do comprimento do jardim. Depois pede-se
que determinem as dimensdes do jardim de modo a gastar o minimo de arame possivel na
construcao da vedacao. Primeiramente, pretende-se que os alunos construam uma intencao
de atuacdo usando um raciocinio abdutivo e que a explicitem por meio de uma representacao
que constitui um signo icone (ou seja, atribuam significados de grau 1), como o que acontece
se construirem a representacdo “suponhamos que o comprimento total do arame é c,
supusemos na alinea anterior que a area é 150, se designarmos por x a largura do jardim e por
y 0 comprimento, podemos construir uma expressao para o valor do comprimento total de
arame gasto”. Numa segunda fase, pretende-se que implementem a estratégia que definiram
e construam passo a passo relacbes matematicas que resultem do raciocinio indutivo
construido e que sejam representadas por meio de signos indices (significados de grau 2), tal
como o que acontece se os alunos construirem o seguinte: “c = 2y + 3x, em que x representa
o valor da largura e y representa o valor do comprimento”. Depois pede-se aos alunos que
determinem as dimensdes do jardim de modo a gastar o minimo de arame possivel na
construcao da vedacao, pretende-se que os alunos estruturem os significados construidos e

que os sintetizem matematicamente (ou seja, significados de grau 3), tal como acontece se os

. . ~ 150 . . /
alunos determinarem o minimo da funcao ¢ = 2 (T) + 3x, para um jardim com area 150 m?,

em que x representa o valor da largura e c representa o comprimento total de arame gasto.

Por Ultimo, sob o 3.° nivel do método (em que os alunos trabalham com as variaveis
dependente e independente e com valores genéricos do parametro), pede-se que considerem
que o jardim tem a m? de area e determinem a expressao algébrica que traduz a quantidade
de arame em funcao da medida da largura do jardim, de modo a que se gaste o minimo de
arame possivel na construcao da vedacdo. De modo analogo, quando os alunos constroem uma
estratégia de resolucdo estdao a raciocinar de modo abdutivo e, ao representarem tal
raciocinio, usam signos icones. A este conjunto de signos e de representacdes designamos
neste método por significados de grau 1, como por exemplo, quando os alunos constroem o

€«

seguinte: “... nesta questao temos de construir também uma expressao para o comprimento

4

de arame gasto na vedacao, mas agora, considerando a area a “. Num segundo momento do

3.° nivel pretende-se que os alunos implementem a estratégia definida, relacionando cada
significado construido com o anterior, representando tais raciocinios indutivos por meio de

signos indices como, por exemplo, o seguinte: “ Se a area for a m?, o comprimento do jardim
sera dado pela expressao %, considerando que x representa a largura”. E posteriormente,

pretende-se que os alunos sintetizem os significados construidos (em significados de grau 3),

por meio de raciocinios dedutivos representados através de signos como, por exemplo, o
. ~ 2 . ~
seguinte: “A expressao ¢ = ?a + 3x representa o comprimento de arame gasto para a vedacao

de um jardim com a m? de area e com x m de largura”.
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A tarefa “O passeio das amigas” (Anexo 4) foi adaptada de Itens/Teste Intermédio
10.°ano, GAVE 2010 para a proposta pedagogica do estudo. Esta tarefa envolve parametros
em funcdes afim e linear, num contexto semirreal. Esta tarefa envolve duas amigas que
iniciam um passeio de bicicleta, em que cada uma parte da vila em que habita e se dirige a
vila da amiga existindo apenas uma estrada que une as duas vilas, que distam entre si 18 km.
Sem que seja dada qualquer expressao algébrica, admite-se que f e g sdo as funcdes que dao,
em quilometros, a distancia percorrida por cada uma das amigas, t minutos depois de terem
iniciado o passeio. Inicialmente, e sob o 1.°nivel do método de ensino, é pedido aos alunos
que escolham, explicando a sua escolha, entre as quatro representacdes graficas que se

seguem, qual é a que representa graficamente a situacao.

(A) (B)
{I’ » du

(<) (D)
d -~ d r'S

-
~

Figura 4.2: As representacoes graficas da tarefa O passeio das amigas

0 que o professor pretende com esta questdao é que os alunos recuperem do 10.°ano,
significados estruturados a data da resolucdao e da correcao do teste intermédio, e que,
agora, a luz deste método de ensino, sejam considerados como significados de grau 3 no
contexto do teste intermédio do 10.°ano. Pretende-se que tais significados funcionem agora,
no 11.°ano e no momento da resolucdo desta tarefa, como significados de grau 1 do 1.°nivel
do método, que impulsionem a estratégia de resolucdao das questdes seguintes e que
promovam a construcao de raciocinios abdutivos para a resolucdo das questodes 2, 3 e 4. Nas
questoes desta tarefa, a questdao 1 corresponde ao 1.°nivel do método, as questdes 2.1 e 2.2
correspondem ao 2.° nivel do método e as questdes 3 e 4 correspondem ao 3.°nivel do
método. Contudo, a alinea 3.3 apresenta uma sugestdao que (re)conduz os alunos desde a

concretizacao até a generalizacao, ou seja, desde o 1.°nivel até ao 3.° nivel do método.
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Assim, na questao 1, referente ao 1.°nivel do método, pede-se aos alunos que admitam
que uma das amigas se deslocou a uma velocidade constante de 5 km/h e que admitam ainda
que a outra amiga também se deslocou a uma velocidade constante, mas que demorou mais
54 minutos. Seguidamente é pedido aos alunos que determinem a velocidade desta amiga que
demorou mais tempo e a distancia a que cada uma estava das suas vilas quando se cruzaram
no caminho. Constituem-se como significados de grau 1 do 1.°nivel do método signos icones,
que representam raciocinios abdutivos que vao nortear os raciocinios seguintes, registos tais
como o seguinte: “ ... as duas amigas percorrem a mesma distancia em sentidos contrarios e
com velocidades diferentes. Por isso temos de tentar perceber qual o grafico que nos
relaciona estes indicadores.”. Posteriormente, constituem-se como significados de grau 2 do
1.°nivel, signos indices que representam raciocinios indutivos, ou seja, que interligam os

raciocinios abdutivos anteriores, respostas dos alunos como as seguintes: i) “ ... a distancia

percorrida pelas duas amigas é a mesma por isso o grafico B nao pode representar a

[

situacao”, ou, ii) “ ... como se tratam de situacées que podem ser traduzidas por funcoes
representadas num grafico da distancia (que se inicia em 0) em funcao do tempo (que
também se inicia em 0), as duas semirretas que representam as respetivas funcées tém de
partir da origem do referencial, o que ndo ocorre nos graficos A e D”. Complementarmente,
constituem-se como exemplos de significados de grau 3 do 1.°nivel do método, signos
simbolos que representam raciocinios dedutivos, que estruturam, sistematizam e
complementam os significados anteriores, i) e ii), como por exemplo, o seguinte: “ ... por isso
o grafico C traduz que ambas as amigas percorrem a mesma distancia mas em tempos
diferentes, pois ambas as semirretas partem da origem do referencial e tém declives
diferentes, ou seja o grafico traduz que as duas amigas chegam ao destino, percorrendo a

mesma distancia em tempos diferentes”.

No 2.°nivel do método, constituem-se como significados de grau 1, raciocinios abdutivos
representados por signos como, por exemplo, o seguinte: “Se a Francisca demora 1 hora a
percorrer 5 km, entao temos de determinar quanto tempo demora a Francisca a percorrer 18
km e depois juntar 54 minutos para sabermos quanto tempo demora a Gabriela”. Constituem-

se como significados de grau 2, algumas concretizacdes dos significados de grau 1, como por

‘ 18

exemplo: “..entao x == 3,6 € o tempo que a Francisca demora”. E, posteriormente,

constituem-se como significados de grau 3 deste nivel, raciocinios dedutivos representados
por signos simbolos, que estruturam e sintetizam os anteriores, como por exemplo: “A
Francisca demora 3,6 h, ou seja, 3 horas e 36 minutos. Logo, a Gabriela demora 3 horas +
36 minutos + 54 minutos, ou seja demora 4 horas e 30 minutos a percorrer 18 km. A

velocidade da Gabriela é a distancia percorrida sobre o tempo gasto a percorrer essa

PPN . . , ~ . , 18
distancia, isto €, como ela demora 4,5 horas, entao a sua velocidade & i 4 km/h”.

No 3.°nivel do método, na questdo 3, é pedido aos alunos que admitam que uma das

amigas se deslocou a uma velocidade constante de r km/h e que a outra amiga também se
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deslocou a uma velocidade constante, mas demorou mais m minutos. Seguidamente é pedido
aos alunos que determinem a expressao algébrica que representa o tempo que uma das
amigas demora, em funcéo de r e de m e pede-se que os alunos designem essa fungao por tg e
testem tal funcdo com os valores concretos que admitiram anteriormente. Por Gltimo, pede-
se aos alunos que esbocem no mesmo referencial o grafico das funcdes que obtiveram no
passo anterior, explicando o que acontece a funcdo t a medida que a velocidade da amiga
aumenta ou diminui. De modo analogo, o professor pretende com esta questdo que os alunos
construam significados gradualmente estruturados, desde contextos concretos, até contextos
genérico. Assim, constituem-se como exemplo de significados de grau 1 do 3.° nivel do
método, representacdes que traduzem raciocinios abdutivos, que mostram estratégias que os
alunos intencionam concretizar, hipoteses de resolucdo, possiveis caminhos a seguir na
resolucdo, e por isso, constituem-se como signos icones, como por exemplo: “Numa hora a
Francisca percorre r km, como a Gabriela demora mais m minutos, temos de determinar a
funcao que representa o tempo que a Gabriela demora a partir da funcao que representa o
tempo que a Francisca demora”. Constituem-se como exemplo de significados de grau 2 do
3.° nivel do método, representacdes que traduzem raciocinios indutivos, que mostram
estratégias concretizadas, mostram a implementacao de caminhos de resolucdao que foram
intencionados em significados anteriores, e por isso, constituem-se como signos indices, como

por exemplo: “A Gabriela demora mais m minutos do que a Francisca, por isso, como o tempo

. , 18
que representa o que a Francisca demora em horas € —, convertemos m em horas e obtemos

. ~ 18 . . e g
a seguinte expressao +;"—0 “. E posteriormente, significados de grau 2 como este, ao

"
evoluirem para significados sintese, que estruturam os significados até ai construidos, dao

origem a significados de grau 3, como o seguinte exemplo que pode explicitar essa
~ . . . . 18
estruturacao: “... a medida que a velocidade r da Francisca aumenta, o tempo —+ ;"—0 que a

Gabriela demora diminui.”.

A tarefa “Funcgoes: composta e inversa” (Anexo 5) € uma tarefa que envolve funcoes
linear, afim e racional. Esta tarefa engloba apenas questdes referentes ao 2.° nivel (alineas
das questao 1) e ao 3.° nivel do método (alineas da questao 2 e 3). Inicialmente, e sob um 2.°
nivel, é pedido aos alunos que considerem duas funcdes reais f e h, uma afim outra linear,
dadas no enunciado por duas expressdes algébricas. E pedido aos alunos que caracterizem
uma funcao g(x) de modo que h e g sejam funcdes permutaveis e, em seguida, caracterizem
g(x) de modo que f e g sejam funcdes permutaveis. Nas questdes do 2.° nivel do método de
ensino, pretende-se que os alunos comecem por experimentar definir a funcao g(x) e, ao
atribuirem significados como por exemplo “vamos experimentar representar h(x) e f(x)
graficamente para sabermos que tipo de funcdo podera ser g(x)” estdo a raciocinar de forma
abdutiva, pois definem um caminho de resolucdao e por isso, significados como este

classificamo-los de grau 1, do 2.°nivel. Posteriormente, se este significado evoluir para um
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significado mais estruturado, em que os alunos estudam e relacionam o dominio e as
representacoes graficas das funcoes, o significado de grau 1 evolui para um significado de
grau 2. Posteriormente, se significados de grau 2 como este, evoluirem para significados
sintese, que estruturam os significados até ai construidos, constituem-se significados de grau
3, tais como “as fungbes g e h sao permutaveis porque goh=hog pois possuem igual
dominio e igual expressdo analitica”. O mesmo acontece nas questdes 2 e 3 da tarefa, nas
quais o professor pretende que o aluno demostre um conjunto de propriedades associadas a
composicao de funcdes. Como tal, é pedido aos alunos que considerem uma funcao p definida
por p(x)=ax+b,a, b, x IR e mostrem que duas funcdes constantes distintas nao sao
permutaveis e em seguida mostrem que duas funcdes lineares sao sempre permutaveis.
Depois, os alunos sao questionados se duas funcoes representadas graficamente por retas
paralelas com declive igual a 1 sdo ou ndo permutaveis e se duas funcbes representadas
graficamente por retas nao paralelas sdao ou nao permutaveis, sendo-lhes pedido que
argumentem as suas respostas. Nesta série de questdes pretende-se que os alunos construam
primeiramente conjeturas (significados de grau 1), implementem-nas (significados de grau 2)
e posteriormente sintetizem-nas (significados de grau 3). Por Gltimo é pedido os alunos que

definam uma funcdo g(x) de modo que p e g sejam funcdes permutaveis e mostrem que

qualquer funcao afim é permutavel com a sua inversa.

A tarefa “A caixa de volume madximo” (Anexo 6) é uma tarefa real que envolve
parametros em funcbes irracionais. Nesta tarefa pretende-se construir uma caixa com base

num pedaco de cartao quadrado, tal como se mostra na figura:

Figura 4.3: A representacdo esquematica da tarefa A caixa de volume mdximo

Para tal, cortam-se aos quatro cantos do cartao quadrados iguais. O que o professor pretende
nesta tarefa é que os alunos definam um modelo matematico que permita maximizar o
volume da caixa, dependendo do lado do quadrado cortado. Para tal, comeca por pedir aos
alunos que atribuam um valor concreto para o lado do cartao e que definam uma estratégia
que lhes permita relacionar as dimensoes da caixa (largura, comprimento e altura) com o seu

volume, ou seja que construam significados de grau 1, no 1.° nivel do método - é sugerido aos
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alunos que comecem por explorar a situacdo concretizando valores possiveis para o lado do
quadrado cortado, usando um esquema, uma tabela, ou explicitando a situacdao por meio de
linguagem natural. E quando os alunos relacionam tais esquemas constroem significados que
designamos por significados de grau 2 do 1.°nivel, por traduzirem o raciocinio de relacao, de
construcao, dos significados construidos anteriormente. E posteriormente, por exemplo,
quando os alunos fazem afirmacoes como a seguinte “se o cartao tiver 20 cm de lado e
cortarmos cantos quadrados com 5 cm de lado, obtemos uma caixa com 500 cm? de volume”
os alunos constroem significados que designamos por significados de grau 3, por sintetizarem

e estruturarem os significados até ai construidos.

Posteriormente, quando os alunos trabalham com um lado do quadrado cortado igual a x e
constroem a funcao que lhes permite determinar o volume da caixa, para um determinado
valor concreto do lado do quadrado inicial, os alunos estao a trabalhar no 2.°nivel do método
de ensino, com o parametro concreto. E se, por exemplo, conjeturarem acerca das
possibilidades para o valor do volume quando cortam quadrados nos cantos com dimensdes
concretas, os alunos estdao nesse instante a construir significados de grau 1 do 2.°nivel do
método. Posteriormente, ao construirem alguma funcdo associada e estudarem a sua
monotonia, por exemplo, estao nesse momento a construir significados de grau 2. E ao

relacionarem tal monotonia da fungao com o valor maximo constroem significados de grau 3.

Por ultimo, quando é pedido aos alunos que construam um modelo matematico que lhes
permita calcular o volume da caixa em funcao do lado do quadrado cortado e que
determinem as dimensdes da caixa de modo a que o seu volume seja maximo, considerando
que o cartao tem p cm de lado, o que o professor pretende é que os alunos trabalhem no 3.°
nivel do método. Analogamente, neste nivel pretende-se que os alunos também comecem por
conjeturar possibilidades de resolucao (significados de grau 1), implementem tais conjeturas
(significados de grau 2) e concluam/sintetizem/estruturem resultados associados as
possibilidades de corte dos cantos do cartao de modo a que o volume da caixa resulte

maximo.

A tarefa “O triangulo inscrito numa circunferéncia” (Anexo 7) - tarefa detalhada no
ponto 3.3 do capitulo 3 - que envolve parametros em funcdes irracionais. Nesta tarefa
pretende-se construir um triangulo inscrito numa circunferéncia cujo diametro é um dos seus

lados.

A tarefa “Parametros em fungées racionais” esta dividida em trés partes (Parte 1, Parte
2 e Parte 3, cujo enunciado esta respetivamente nos Anexo 8, Anexo 9 e Anexo 10). Na Parte
1 sao dadas as funcoes reais de variavel real f(x) =ax+ b e g(x) =cx+d, coma,b,c,d €R,

com ¢ e d nao cumulativamente nulos. Pede-se aos alunos que estudem, sob o 1.° nivel do
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método, as funcdes f(x), g(x) e %, considerando, respetivamente, a=c=0 A b=1 A

d=%;a=—2 Ac=1ANb=d=0;a=d=2Ab=1Ac=0;a=2Ab=1Ac=d =
0;a=3Ab=1Ac=2Ad =0;a= -3Ab=1Ac=2Ad=-1;¢c=0 Aab € R\ {0};
e, d=0Aab € RA c € R\ {0}. Na Parte 2 parte-se da representacao grafica da funcao

. 1 / . ~ s rs
real de variavel real f(x) = —ee pedido aos alunos que construam a representacao grafica da

=~ b . ~ . N N
funcao g(x) =a+ 7 fazendo concretizacées sucessivas dos parametros a,b,c,d a

semelhanca do que ocorreu na parte 1 e explicando de forma detalhada e explicita todos os
raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares, expressoes

simbolicas e graficos. Por Gltimo é pedido aos alunos que, partindo da representacao grafica
~ . 1 . ~ o

da funcao real de variavel real f(x) = - expliquem como constroem a representacao grafica
~ b ~ . I

da funcao g(x) =a+ - Na Parte 3 sao dados no enunciado alguns os graficos que se

s ~ ~ b ,
seguem e que representam uma familia de funcdes que se obtém de h(x) =a + — atraveés

variacao de um dos parametros a, b, d num intervalo de nimeros reais e da substituicao dos

restantes por valores reais numéricos.

)

)|\

Figura 4.4: As representacoes graficas da tarefa Pardmetros em funcoes racionais

Pede-se aos alunos que associem a cada grafico uma expressao algébrica e expliquem de
forma detalhada e explicita todos os raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem
natural, calculos auxiliares que necessitem realizar, expressoes simbdlicas e graficos que
construam. Tal como em todas as tarefas, o que se pretende é que os alunos atribuam
significados, com base na experiéncia que adquirem ao trabalharem situacdes concretas
(significados de grau 1 do 1.°nivel) e que tais significados evoluam, gradualmente, e se
estruturem e sintetizem (ou seja, evoluam para significados de grau 2 e 3), quer do 2.° nivel,

quer do 3.° nivel do método.

Na tarefa “Pardametros, funcoes e geometria” (Anexo 12) constitui a entrevista final e

envolve parametros em funcdes racionais, irracionais e maximizacdo de volumes. No
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enunciado desta tarefa esta representado o cilindro seguinte, de altura h e raio da base r, em

que A e B sao os centros das bases do cilindro.

h

Figura 4.5: O cilindro da tarefa Pardmetros, funcées e geometria

E pedido aos alunos que considerem que um ponto P se desloca ao longo do segmento
[AB], nunca coincidindo com o ponto A, nem com o ponto B. Cada posicao do ponto P
determina dois cones cujos vértices coincidem com o ponto P e cujas bases coincidem com as
bases do cilindro. Esta tarefa integra apenas questdes do 3.° nivel do método de ensino, pois
prevé que os alunos trabalhem com as variaveis e com o parametro genérico. Pretende-se
inicialmente que os alunos mostrem que a soma dos volumes dos dois cones é constante, isto
€, que nao depende da posicdo do ponto P. Sugere-se que os alunos comecem por designar
por a a altura de um dos cones (esta alinea foi adaptada de Tl Matematica A, 10.°ano, GAVE,
6/5/2011). Em seguida pretende-se que os alunos determinem para que valores do raio do
cilindro a soma dos volumes dos dois cones é menor que o triplo do valor da altura h e para
que valores da altura do cilindro a soma dos volumes dos dois cones € menor que o triplo do
valor do raio. Em seguida, pede-se aos alunos para suporem que vao embalar o cilindro, de
volume v, numa caixa paralelepipédica, como tal, e para minimizar o gasto de papel, é
pedido que determinem as dimensdes do cilindro para que a area total da caixa seja minima.
Por ultimo, é pedido aos alunos que construam um enunciado equivalente ao dado, seguindo
de uma série de questdes (como as anteriores ou outras), envolvendo outros solidos (por
exemplo, paralelepipedos e piramides, cubos, esferas, ...). Tal como em todas as tarefas,
pretende-se que os alunos desenvolvam a sua atividade signica ao longo dos trés dos niveis do
método de ensino, de forma mediada semioticamente pela professora. E que, em cada um
dos trés niveis, os alunos construam significados matematicos desde o grau 1 até ao grau 3,

quer de modo individual, quer de modo coletivo.

A tabela seguinte sintetiza o periodo de tempo em que decorreu o estudo, bem como o
que ocorreu nesse periodo de tempo quer nas aulas com tarefas descritas atras, nas quais
ocorreu a grande maioria da recolha de dados, quer nas aulas antes e depois das tarefas. A

tabela que se segue sintetiza assim a sequéncia das tarefas que integram a proposta
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pedagogica, o tema matematico em que cada tarefa se insere, bem como o tipo de tarefa

(problema, exercicio, investigacao) e os contextos temporais do estudo (o0 que ocorreu nesses

contextos, a data em que as tarefas foram implementadas, o modo como foram resolvidas e

discutidas nas aulas). As tarefas cuja sua implementacao proporcionou a grande maioria dos

dados recolhidos neste estudo, estao distinguidas na tabela que se segue com cor diferente.

Tabela 4.5: Sintese da proposta pedagodgica

Tarefa n.°18, pag.62
e tarefa n.°33,
pag.66, do livro
ALEPH'?, vol.2.

(Carvalho e Silva et
al., 2010).

Tarefa n.°4 e tarefa
n.°6, pag.123, do
livro ALEPH'®, vol.2.

(Carvalho e Silva et
al., 2010).

Tarefa n.°4, pag.103
e tarefa n.°4,
pag.123, do livro
ALEPH, vol.2.

(Carvalho e Silva et
al., 2010).

Tarefa n.°16, pag.28
do livro Matematica A
11.°ano, Fungées I,
vol.2.

(Neves et al., 2009).

Tarefa “A vedacao do
jardim”.
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Tarefas que envolvem parametros em
funcdes quadraticas. A funcao quadratica foi
estudado pelos alunos do estudo no 10.°ano

de escolaridade.

0 enunciado destas tarefas é dado em
contextos puramente algébricos e em
problemas semirreais, sob registos de
representacao algébrica, grafica e em
linguagem natural.

(ver ANEXO 1)

Tarefa que envolve parametros numa fungao
racional.

0 enunciado é dado em contexto de
problema semirreal, sob registos de
representacao algébrica e em linguagem
natural.

(ver ANEXO 2)

Tarefa construida de raiz para a proposta
pedagogica do estudo.

Esta tarefa envolve maximizacao de
perimetros e areas em funcoes racionais,
num contexto semirreal, dado sob registos de
representacao esquematica e em linguagem
natural.

(ver ANEXO 3)

Entrevista inicial ao grupo_l,
parte_A e pré-entrevista ao
grupo_ll, parte_A, no dia 3 de
fevereiro de 2011.

Entrevista inicial ao grupo_ll,
parte_B, no dia 10 de
fevereiro de 2011.

Entrevista inicial ao grupo_l,
parte_B, no dia 14 de
fevereiro de 2011.

Tarefa resolvida por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 21
de fevereiro de 2011.

Tarefa resolvida por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 22
de fevereiro de 2011.
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Tarefa “O passeio das
amigas”.

Tarefas e do livro
Matematica A
11.°ano, Funcdes I,
vol.2.

(Neves et al., 2009).

Tarefa “Funcoes:
composta e inversa”.

Tarefas e do livro
Matematica A
11.°ano, Func¢des Il,
vol.2.

(Neves et al., 2009).

Tarefa “A caixa de
volume maximo”.

Tarefa “O triangulo
inscrito numa
circunferéncia”.

Tarefa “Parametros
em fungoes
racionais”.

irracionais. O enunciado é dado em contexto

Tarefa adaptada de Itens/Teste Intermédio
10°ano, GAVE 2010 para a proposta .
pedagégica do estudo. Tarefa reso.lv1da' por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 24
de fevereiro de 2011.

Esta tarefa envolve parametros em funcoes
afim e linear, em contexto semirreal, sob
registos de representacao grafica e em
linguagem natural.

(ver ANEXO 4)

Tarefas abertas, problemas e
exercicios resolvidos por toda
a turma e discutidos com a
mediacao da professora, nas
aulas de matematica.

Tarefas que envolvem parametros em
funcdes racionais, irracionais, taxam média
de variacao e derivadas de funcgoes.

Trata-se de uma tarefa construida de raiz
para a proposta pedagogica. Tarefa resolvida por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 22
de marco de 2011.

Esta tarefa envolve parametros em fungoes
linear, afim e racional. O enunciado é dado
em contexto puramente algébrico, sob
registos de representacao algébrica e em
linguagem natural.

(ver ANEXO 5)

Tarefas abertas, problemas e
exercicios resolvidos por toda
a turma e discutidos com a
mediacao da professora, nas
aulas de matematica.

Tarefas que envolvem parametros em
fungodes racionais, irracionais, taxa média de
variacao e derivadas de funcoes.

Trata-se de uma tarefa construida de raiz
para a proposta pedagogica. Tarefa resolvida por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 28
de abril de 2011.

Esta tarefa envolve parametros em funcoes
racionais e maximizacao de volumes. O
enunciado é dado em contexto semirreal, sob
registos de representacdo esquematica e em
linguagem natural.

(ver ANEXO 6)

Trata-se de uma tarefa construida de raiz

para a proposta pedagogica do estudo. Tarefa resolvida por toda a

turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 2
de maio de 2011.

Esta tarefa envolve parametros em funcoes

semirreal, sob registos de representacao
geométrica e em linguagem natural.

(ver ANEXO 7)

Tarefa resolvida por toda a
turma e discutida com a
mediacao da professora, na
aula de matematica do dia 3
de maio de 2011.

Trata-se de uma tarefa construida de raiz
para a proposta pedagoégica do estudo.

Esta tarefa envolve parametros em funcoes
racionais. O enunciado é dado em contexto
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Tarefas e do livro
Matematica A
11.°ano, Funcdes I,
vol.2.

(Neves et al., 2009).

Questao 4.3 do teste
intermédio de
Matematica A do
11.°ano, de 24 de
maio de 2011.

Tarefa “Parametros,
funcées e
geometria”.

puramente algébrico.

(ver ANEXO 8, 9 e 10)

Tarefas que envolvem parametros em
fungodes racionais, irracionais, taxa média de
variacao e derivadas de funcoes.

Tarefas abertas, problemas e
exercicios resolvidos por toda
a turma e discutidos com a
mediacao da professora, nas
aulas de matematica.

Esta tarefa € um problema que envolve
operacoes com funcoes racionais e
polinomiais. O enunciado é dado em contexto
puramente algébrico.

Tarefa resolvida pelos alunos
no teste intermédio do
11.°ano de matematica, do
dia 24 de maio de 2011 e
discutida no grupo turma, com
mediacao pela professora no
dia 31 de maio de 2011.

(ver ANEXO 11)

Trata-se de uma tarefa construida de raiz

para a proposta pedagogica do estudo, em

que uma das alineas foi adaptada de Teste
Intermédio de Matematica A, 10.°ano, GAVE,

6/5/2011 Entrevista final aos grupo_| e

ao grupo_ll, no dia 7 de junho

Esta tarefa envolve parametros em funcoes de 2011

racionais, irracionais e maximizacao de
volumes. O enunciado é dado em contexto
semirreal, sob registos de representacao
geométrica e em linguagem natural.

(ver ANEXO 12)



5. O método em acao

A analise dos dados centrou-se pormenorizadamente nas sete unidades de analise
selecionadas: A vedacdo do jardim; O passeio das amigas; Funcbes, composta e inversa; A
caixa de volume mdximo; O tridngulo inscrito numa circunferéncia; Par@metros em funcées
racionais; Pardmetros, funcées e geometria. Apos a analise de primeira ordem, que constou
da compilacdo dos dados, fez-se a analise de segunda ordem. Nela foram distribuidos os
dados pelas duas dimensdes, doze categorias e vinte e quatro subcategorias, de acordo com o
problema do estudo, com o enquadramento teoérico e o proprio trabalho empirico

desenvolvido.

Neste capitulo apresenta-se a analise de segunda ordem referente as unidades de analise
“A vedacdo do jardim” (primeira tarefa do estudo), “A caixa de volume mdximo” (quarta
tarefa do estudo) e “Pardmetros, funcées e geometria” (sétima tarefa do estudo). Para a
investigadora, tal apresentacdo sera suficiente para enquadrar e compreender o todo, quer
na analise de terceira ordem, quer nas proprias conclusdes do estudo. Esta opcao também foi

motivada pela diminuicao da extensao da tese, tornando-a de mais facil leitura.

A anadlise de segunda ordem sera feita sob as duas dimensdes: i) a mediacdao semidtica do
professor; e ii) a representacao, transformacao e conversao de significados dos alunos

durante a aprendizagem dos parametros em funcoes.
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5.1. A vedacéo do jardim

5.1.1. A mediacgado semiotica do professor

A mediacdo semidtica do professor sera analisada segundo: i) o questionamento para
voltar atras na tarefa e a focalizacdo em aspetos particulares dos raciocinios dos alunos; e ii)

0 questionamento para sinteses e a realizacao de sinteses.

5.1.1.1. O questionamento para voltar atrds na tarefa e a focalizacGo em aspetos
particulares dos raciocinios dos alunos

Antes dos alunos iniciarem a resolucao da tarefa a professora leu, para toda a turma e em

voz alta, as recomendacdes iniciais, como as que estao apresentadas no extrato 5.1.

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos

os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressées simbolicas e graficos que construas (quer usando a tua
calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questdo).

Extrato 5.1: Focalizacdo do raciocinio dos alunos para aspetos particulares do enunciado comuns a todas as tarefas:
Significados N1S1D1,N251D1, N351D1, N1S2D1,N252D1, N352D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1

De modo idéntico, leu o enunciado apresentado no extrato 5.2, que foi apresentado aos
alunos de modo a que eles o considerassem em todas as fases da resolucao da tarefa (ver

extrato 5.3).

“Pretendemos construir uma cerca com um fio de arame para vedar um
pequeno jardim retangular com uma determinada area, dividido em dois
canteiros também vedados entre si por fio de arame. Que modelo matematico
nos permite minimizar a quantidade de arame gasto, dependendo da largura,
ou do comprimento, do jardim?”
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1. Comeca por considerar um valor concreto para a area do jardim:

1.1. Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensoes do jardim
(largura e comprimento) com a sua area - comeca por explorar a situacao
usando um esquema, uma tabela, ou explicitando-a por meio de linguagem
natural.

1.2. Constrdi um modelo matematico que permita calcular o valor da medida
do comprimento do arame gasto (que podes designar por c¢) em funcao da
largura e do comprimento do jardim.

1.3. Quais deverao ser as dimensdes do jardim de modo a gastar o minimo de
arame possivel na construcao da vedacao? (recorre a tua calculadora grafica
para explorares esta questao, explicando detalhadamente todos os teus
raciocinios).

2. Considera agora que o jardim tem a m® de area. Qual é a expressdo
algébrica que traduz a quantidade de arame em funcao da medida da largura
do jardim.”

Extrato 5.2: Enunciado que pretende promover a construcdo de raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos:
Significado N1S1D1,N2S1D1, N3S1D1, N1S2D1,N252D1, N3S2D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1, do enunciado da tarefa “A
vedagdo do jardim”

Trata-se de um enunciado sem valores concretos e que apela a experimentacao dos alunos. E
a professora, ao salientar esse facto, incentivou os alunos ao livre uso de esquemas, tabelas e
linguagem natural e a relacdo entre tais representacées. Por isso trata-se de um signo que
pertence aos niveis 1, 2 e 3 do método (N1, N2, N3), que tem o intuito de promover o
raciocinio abdutivo (S1), indutivo (52) e dedutivo (S3) dos alunos, tal como mostra o extrato

5.3, e que consta do enunciado da tarefa (classificado, por tal, como D1).

Miguel: Mas este enunciado nao tem valores!

Professora: Olhem para o esquema e tentem perceber o que acontece com valores

concretos.
Marco: Mas como é que fazemos?

Professora: Fazem como diz no enunciado, a sublinhado “Comeca por considerar um
valor concreto para a area do jardim”.

Miguel: Mas que valores concreto? 10?7 100? 1000?
Professora: Sim. O que quiserem e acharem ajustado a situacao.
Marco: Pois. Mas, depois como é que fazemos?

Professora: Explorem o esquema do enunciado e facam essa exploracao como
quiserem. Experimentem o que acontece com varios valores. Experimentem o que
acontece aos valores que obtém em consequéncia do valor concreto que fixam.
Experimentem sem medo. Acima de tudo, sem medo. Olhem para a recomendacao
que estda no retangulo: “Em cada alinea da tarefa que se segue explica
detalhadamente e de modo explicito todos os teus raciocinios - usando esquemas,
tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que necessites realizar, expressoes
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simbolicas e graficos que construas.” E isto pode e deve ser feito sempre ao longo de
toda a resolucao, em todas as alineas.

Extrato 5.3: Mediacdo semidtica da professora de significados matematicos de grau 1 dos alunos do grupo 3, na
tarefa “A vedacdo do jardim

Na fase de exploracao do enunciado, a mediacao da professora foi fundamental para que o
desenho/esquema que acompanha o enunciado se transformasse num signo promotor do

raciocinio abdutivo dos alunos, tal como mostra o extrato 5.4.

()

Marco: Sim, pois, mas o que é que € para resolver afinal?

Professora: Tém que responder a todas as alineas e pela ordem em que aparecem. A
primeira é “Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensoes do jardim
...”. Mas o objetivo da tarefa é o que vem no inicio, em destaque e vem acompanhado
pelo desenho, que, como podem constatar, esta tosco e sem valores. E esse sempre o
vosso principio e o vosso fim. Ou seja, sempre que estiverem perdidos, voltem ao
inicio, leiam e explorem este enunciado outra vez, e outra vez, tantas as vezes
quantas forem necessarias.

Marco: Podemos experimentar fazer o desenho mas com tamanhos diferentes?
Professora: Sim podem, com as dimensdes que quiserem.

Marco: Com as dimensdes que quisermos? Entao pode ser um quadrado?
Professora: Pode.

Marco: E também pode ser um retangulo com a largura muito mais pequena do que o
comprimento?

Professora: Pode. Pode ter as dimensdes que vocés quiserem que tenha.

(..)

Extrato 5.4: Focalizacdo do raciocinio dos alunos para aspetos particulares do enunciado: Significado N15S1D1, aos
alunos do grupo 3.

A representacao da figura 5.1 € um signo construido pelos alunos, em resultado da mediacao
semiotica da professora, e portanto classificado na dimensao 1 do estudo (D1), da questao 1.1
da tarefa (por isso pertencente ao nivel 1 do método de ensino, N1), no qual é requerido aos

alunos que concretizem quer o parametro quer as variaveis.

Figura 5.1: Signo icone resultante do raciocinio abdutivo dos alunos do grupo 3 em resultado da mediacado semidtica
da professora (N151D1), na questao 1.1 da tarefa “A vedacédo do jardim”
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)

Marco: Entao, se podemos dar as dimensdes que quisermos, o comprimento pode ser
x e a largura pode ser y?

Professora: Sim pode.

(...)

Extrato 5.5: Mediacdo semiética da professora do raciocinio dos alunos do grupo 3: significado N151D1.

Este signo € a representacao de um raciocinio abdutivo porque os alunos (neste caso, os do
grupo 3) iniciam uma estratégia de resolucdo. Este inicio de resolucao € comunicado através
de um signo que, por se tratar da representacdao de uma decisdao tomada no inicio da
resolucao, define uma estratégia, um inicio de algo que lhes vai permitir comecar a resolver a
questao. Constitui, em si, um signo icone, na qual as letras x e y funcionam como rétulos para
designar o comprimento e a largura do jardim, respetivamente, e marcam assim o inicio dos

raciocinios que se seguiram.

A representacao da figura 5.2 é um signo construido pelas alunas do grupo 2, também por

intermédio da mediacao semidtica da professora, tal como explicita o extrato 5.6.

4.3
» ~ - -
* T et OS tEnen ez €€ XIS © oe0Ee nclscl ol @idsl s e
Pr2xtdy
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!

P: 200 435
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Figura 5.2: Signo indice resultante do raciocinio indutivo das alunas do grupo 2, através da mediacéo semidtica da
professora, N252D1, na tarefa “A vedacdo do jardim”

Nesta questao 1.3 é requerido aos alunos que concretizem o parametro (o parametro foi a
area concretizada com o valor 100 no caso das alunas do grupo 2) e trabalhem com as
variaveis dependente e independente (neste caso, o perimetro P e o comprimento y,
respetivamente variaveis dependente e independente). O signo representado na resolucao da
questao 1.3 € a representacdao de um raciocinio indutivo (ver figura 5.2). Isto, porque as
alunas o constroem, passo a passo, € numa segunda fase (pois a primeira foi a definicao da
estratégia que foi feita de modo analogo a representada na figura 5.1) constroem a expressao
algébrica que lhes permitira definir a funcdo que posteriormente explorardo na calculadora
grafica por forma a determinarem o valor do comprimento do jardim. E, consequentemente,
o valor da largura, de modo a gastar o minimo de arame possivel na construcao da vedacao.
Este raciocinio indutivo foi mediado pela professora nos trés grupos de trabalho, quer através

de intervencoes analogas as dos extratos 5.4 e 5.5, como através de intervencdes como a do
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extrato 5.6. E, portanto, foi classificado na dimensao 1 do estudo (D1), da questao intermédia

da tarefa, questao 1.3, por isso pertencente ao nivel 2 do método de ensino (N2).

(...)

iris: Na questdo 1.3, para usarmos a calculadora gréafica, temos de construir uma
funcao?

Professora: Sim.
iris: Pois, sim, mas qual func&o? E como?
Silvia: O que é que queremos?

Professora: Exatamente ris, o que é que queremos? Voltem ao enunciado genérico, o
que é que diz? Diz que, queremos um modelo matematico que nos permita minimizar
a quantidade de arame gasto. E de que é que estamos a falar quando falamos de
quantidade de arame gasto para vedar o jardim como mostra o desenho?

Silvia: A volta do jardim!
Professora: Sim, a volta do jardim.
Silvia: E o perimetro!

Professora (srriy): Sim, e mais?

iris: Nao é s6 o perimetro! Temos de somar ao perimetro o valor da largura. “Valor”
que neste caso éy.

()

Extrato 5.6: Signo indice resultante do raciocinio indutivo das alunas do grupo 2, através da mediacdo semidtica da
professora, N2S2D1, na tarefa “A vedacédo do jardim”

Ao construirem a representacao da figura 5.2, as alunas estavam numa segunda fase do
seu pensamento, imergidas numa atividade com signos que designamos por indices, o que lhes
permitiu transformar a expressao algébrica tal como a figura mostra. Foram os significados de
grau 1 construidos numa primeira fase (quer os de grau 1 construidos neste nivel, quer os de
grau 1 construidos no nivel anterior), conjugados com os novos significados requeridos para a
construcdo da transformacao algébrica, que deram origem aos significados de grau 2, que a
ocorrerem nesta fase da resolucdo da tarefa, ainda num contexto com o parametro concreto,
que designamos por N252. Um exemplo de um significado de grau 1 construido neste nivel por
estas alunas, e que determinou a construcao da expressao algébrica representada na figura
5.2 e classificada como um significado de grau 2, € a frase inicial também representada na
figura 5.2, em que as alunas afirmam como vao proceder e escrevem essa intencao com o
signo icone “para sabermos, temos que colocar o modelo matemdtico seguinte”. Este icone,
gue mostra a intencao de uma estratégia de acdo, transformou-se num signo indice durante
uma discussao entre as alunas e a professora, como mostra o extrato 5.7. Nesta discussao, a
professora seguiu uma intervencao do tipo ‘voltar a representacdo feita pelas alunas’ de
modo a que estas recuperassem o significado que ja tinham trabalhado ao resolverem a
questao da tarefa, e, ao selecionar este aspeto que a professora pareceu relevante, as alunas

acabaram por construir significados de grau 2, como a seguir se mostra:
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)

Professora: O que é que vocés querem dizer com “para sabermos, temos que colocar

0 modelo matemdtico seguinte’?

iris: Temos de chegar a uma funcédo que dé para colocar na calculadora gréfica.
Professora: Para qué?

iris: Para sabermos o y minimo.

Professora: E tém que construir a funcao?

iris: Sim, porque ndo podemos por o retangulo na maquina! Quero dizer, ndo podemos
por as duas variaveis (comprimento e largura) na maquina, por isso é que tivemos que
construir a funcao.

Professora: E ao construirem a funcao o que é que tiveram de fazer a expressao?
iris: O que é que tivemos que fazer como?

Silvia: Entao tivemos que nos livrar do x .

Professora: “Livrar”?

Silvia: E uma maneira de dizer ... Para construir a funcao tivemos que substituir o x
100 ,
por > porque a area era 100.

iris: Pois foi.

)

Extrato 5.7: Mediacdo semidtica da professora, N252D1, de significados matematicos de grau 2, na questao 1.3, das
alunas do grupo 2, na tarefa “A vedacdo do jardim”

. P . ~ . PP 100
O significado da aluna “Para construir a funcdo tivemos que substituir o x por B porque
a drea era 100”, representado num registo oral, constituiu-se como significado de grau 2

formalizado matematicamente quando a aluna afirma “substituir o x por —” e em seguida

100
v
justifica a substituicdo matematica com a afirmacdo “porque a drea era 100”. Este
significado de grau 2 evoluiu do significado de grau 1 do nivel anterior ‘o valor 100 atribuido
a drea do jardim’ e do significado de grau 1 do presente nivel “para sabermos, temos que
colocar o modelo matemadtico seguinte”. Foi este tipo de significados construidos na questao
1.1 e na questdao 1.2 que conduziu os alunos a construcdao de significados de grau 2 e
posteriormente de grau 3 na questao 1.3 e em todas as restantes questdes da tarefa, porque
0 que aconteceu na questao 1.3 relativamente ao encadeamento de significados ocorreu nas

restantes questoes da tarefa.

Em determinados aspetos particulares dos raciocinios dos alunos, ocorreram erros
matematicos. Por exemplo, na definicdo dos intervalos das variaveis dependente e
independente, alguns alunos introduziram na janela de visualizacdo da calculadora grafica
intervalos para a variavel dependente entre -100 e 100, tal como mostra a representacao que

a seguir se apresenta.
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Figura 5.3: Signo ndo semidtico que ocorreu no decurso de um raciocinio dedutivo do 2.°nivel, na resolucdo da
questdo 1.3 da tarefa “A vedacdo do jardim”, do grupo 3, e que foi mediado pela professora N2SOD1

Como a variavel dependente representa o comprimento do arame, nao pode assumir
valores negativos e o valor -100 ndo € um valor razoavel para o raciocinio em causa. Este

significado foi classificado significado de grau 0.

A seguinte discussao evidencia a ocorréncia de um significado de grau 0:

(...)

Professora: Como € que vocés escolheram os valores que inseriram na janela
de visualizacado da calculadora grafica?

Marco: Entao pusemos o x a variar entre 0 e 100 e o y a variar entre -100 e
100.

Professora: Mas por que é que escolheram o0 0, o0 100 e o -100?

Miguel: Pusemos valores ao acaso. Mas o 100 foi porque esta na funcédo, entao
experimentamos a ver o que dava.

Professora: E esses valores, 0, 100 e -100, que significado tém nesta situacao?
Miguel: Hum, pois, nem pensamos nisso, se calhar nao tém.

Marco: O valor -100 nao faz sentido porque o comprimento do arame nao pode
ser negativo.

Professora: Pois.

()

Extrato 5.8: Mediac&o semiética da professora de significados matematicos, N2S0D1, face a significados nao
semidticos dos alunos, na tarefa “A vedacdo do jardim”, do grupo 3
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No grupo 3, nas resolucdes das questdes 1.2 e 1.3, a representacao grafica resultou de
uma conversao correta da representacdo algébrica durante um raciocinio indutivo. Porém a
representacao algébrica nao resultou correta pois teve origem em significados de grau 0
referentes a interpretacao da expressdao da funcdo que representa o perimetro do jardim,
como o exemplo que a seguir se mostra e que foi extraido da folha de respostas elaborada por
um aluno do grupo 3, que, perante a dificuldade que o grupo estava a apresentar em resolver

a tarefa, decidiu escrever sozinho a ‘resolucdo errada’ (como ele lhe chamou):
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Figura 5.4: Significado N2SOD1 mediado pela professora face ao signo nao semiotico que ocorreu num raciocinio
indutivo de um aluno do grupo 3, na resolucao da questao 1.3 da tarefa “A vedacdo do jardim”

Com os alunos do grupo 3, concretamente com o aluno que apresentou a resposta
representada na figura 5.4, a professora pediu-lhe que retomasse a expressao com o valor que
inicialmente no grupo tinham concretizado para a area, que neste caso era 50, apontando
para a folha de respostas e focalizando atencdo dos alunos desse grupo para a parte da

resolucao representada na figura 5.5:

Figura 5.5: Mediacdo semiética da professora de significados matematicos, N2S2D1, com base em raciocinios
indutivos representado por signos indices na resolucao da questéo 1 da tarefa “A vedacdo do jardim”, do grupo 3

Nesta mediacdo da professora, Eva e Llcia, do grupo 1, intervieram relativamente ao

trabalho desenvolvido pelos colegas do seguinte modo:

)

Professora: ... olha para aqui, retoma as expressoes que vocés aqui no grupo
construiram com o valor 50. Vamos reconstruir os raciocinios. Pode ser?
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Lucia: Pois a mim também ja me aconteceu o mesmo que a ele, eu as vezes
também tinha dividas em perceber bem o que significam as letras, mas se
pensar como fizemos nesta tarefa, torna-se mais facil. Aconteceu-me o
mesmo para saber o significado da letra a, mas como me lembrei do valor que
tinhamos dado, que no nosso caso era 400, foi mais facil.

Eva: Vocés deram o valor 50, ndo foi? Agora, vocés tém que fazer as contas
para tirar da expressdo x.y =50, 0 x ou 0 y., como nds fizemos para o valor
400, olha aqui como nos fizemos:

x X X
Figura 5.6: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos, das alunas do grupo 1
Eva: Nos resolvemos graficamente na calculadora. Mas precisamos ter em
atencdo uma coisa, como na calculadora sé podemos colocar a funcdo com
. . 400 . . ~
uma variavel tivemos que resolver y = — e substituirmos esta expressao na
outra do comprimento o arame. E depois foi facil.
iris (do grupo 2): Pois, nés consideramos o valor da area 100 e também
fizemos como a Eva e a Llcia e obtivemos um grafico e depois foi facil retirar
o valor do minimo. E assim, na questao seguinte, tudo fez mais sentido, e ja
foi facil resolver a questao porque fizemos assim:
2.
L EGIMCS € NCHMO (CCaane CC e 14 e 4.2 wiritvinde o cree pov o

Acee. = ¢
Af_l;y
C‘.'-ly
L=4G

1

Figura 5.7: Raciocinio indutivo representado por signos indices, das alunas do grupo 2
Professora: Muito bem.

Extrato 5.9: Mediac&o semiética da professora, N252D1, e dos alunos da turma de significados matematicos, na
construcao de raciocinios indutivos dos alunos do grupo3

107



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

Desta interacao, os alunos do grupo 3 construiram a representacao da figura 5.8, fruto do
raciocinio indutivo que resultou da discussao atras, aberta a toda a turma, ocorrida entre a
professora e as alunas dos grupos 1 e 2:

C - 2[9:;39+r5 g

Figura 5.8: Raciocinio indutivo do grupo 3, na questao 1.3 da tarefa “A vedacdo do jardim”

Sintese: A professora comecou por ler, para toda a turma e em voz alta, as recomendacoes

iniciais e o enunciado da tarefa. O enunciado nao tem valores concretos e a professora apelou
a experimentacao dos alunos. Complementarmente a este apelo, a professora pediu aos
alunos que usassem livremente esquemas, tabelas e linguagem natural, bem como,
relacionassem todas essas representacoes. Este procedimento da professora constituiu um
signo que pertence aos niveis 1, 2 e 3 do método (N1, N2, N3), que teve o intuito de
promover o raciocinio abdutivo (51), indutivo (52) e dedutivo (S3) dos alunos. No 1.°nivel do
método, aquando da exploracao do enunciado, a professora mediou a interpretacao que os
alunos fizeram do desenho/esquema que acompanha o enunciado. Com esta mediacao a
professora mostrou ter o intuito de promover o raciocinio abdutivo dos alunos. Os alunos
construiram representacées que marcaram o assumir de uma estratégia de resolucdo. Este
inicio de resolucdo foi comunicado através de signos, que, por se tratarem da representacao
de uma decisdo tomada no inicio da resolucao, definiram algo que lhes permitiu comecar a
resolver a questdo. Disto € exemplo o uso das letras x e y que o grupo 3 apresenta para
designar o comprimento e a largura do jardim, respetivamente, usadas no inicio da resolucao

da tarefa como rotulos.

Na questao referente ao 2.°nivel é requerido aos alunos que concretizem o parametro (a
area do jardim) e trabalhem com as variaveis dependente e independente (comprimento e
largura do jardim). Nesta fase os alunos construiram, passo a passo, a expressao algébrica que
lhes permitiu transformar e definir a funcao que posteriormente exploraram na calculadora
grafica por forma a determinarem o valor do comprimento e a largura do jardim, de modo a
gastar o minimo de arame possivel na construcao da vedacao. Este raciocinio dos alunos foi
classificado como indutivo e foi mediado pela professora nos trés grupos de trabalho, através
de intervencdes orais da mesma. Os significados de grau 1 que os alunos construiram na
questao 1.1 (referente ao 1.°nivel) e nas questoes 1.2 e 1.3 (referentes ao 2.° nivel),
conjugados com os novos significados construidos na transformacao algébrica da funcao,
deram origem aos significados de grau 2 do 2.° nivel do método. Posteriormente, os
significados de grau 2 deram origem a significados de grau 3. Por exemplo, um significado de

grau 1 que mostrou a intencdo de uma estratégia de acao dos alunos foi “para sabermos,
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temos que colocar o modelo matemadtico seguinte”. Com a mediacdo da professora as alunas

do grupo 2 ‘voltaram a representacdo feita’ e construiram o significado de grau 2 “para
. ~ . . . 100 .
construir a func@o tivemos que substituir o x por > porque a drea era 1007, e

posteriormente construiram o significado de grau 3 que foi a expressao do comprimento do

arame em funcao da largura do jardim.

Em determinados aspetos particulares dos raciocinios dos alunos, ocorreram erros
matematicos de duas naturezas distintas: i) erros matematicos que nao condicionaram o
decurso da resolucao da tarefa (como a definicao da janela de visualizacao da calculadora
grafica para intervalos da variavel dependente ndo razoaveis no contexto da situacao, tais
como os valores -100 e 100, que ocorreram no grupo 3); e ii) erros matematicos que
condicionaram o decurso da resolucdo da tarefa (como a representacdo grafica de um aluno
do grupo 3, que resultou de uma conversao correta da representacao algébrica, mas que, por
sua vez, nao tinha resultado correta da interpretacao que foi dada a expressao da funcao que
representava o perimetro do jardim). Os significados de grau 0 do tipo i) parecem ter sido
construidos ao acaso, sem consciéncia dos alunos e foram rapidamente mediados através de
curtas intervencoes da professora. Os significados de grau 0 do tipo ii) foram
consciencializados pelos alunos e requereram uma mediacao mais profunda da professora. Ao
longo da resolucédo da tarefa, perante a ocorréncia de significados de grau 0, quer perante os
que nao condicionaram a resolucao da tarefa, quer perante os que condicionaram a resolucao
da tarefa, a professora adotou a estratégia ‘do questionamento e do voltar atrds nos

raciocinios’, de modo a que tais significados convergissem para significados de grau 1, 2 ou 3.

As representacdes construidas pelos alunos que decorrem da resolucdo da tarefa com a
mediacdo da professora constituiram-se, em si, signos icones, indices e simbolos, em
resultado dos raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos construidos pelos alunos. Este
conjunto de signos e raciocinios deu origem a significados S1, S2 e S3 em cada um dos niveis
de ensino N1, N2, N3.
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5.1.1.2. O questionamento para sinteses e a realizacdo de sinteses

As representacdes que se seguem exemplificam a construcao de significados dos alunos na
questao 2 (figura 5.10) baseada na construcao de significados na resolucao da questao 1.3
(figura 5.9):

Figura 5.9: A mediacéo da tarefa, N25S2D1, na construcdo de um signo indice resultante do raciocinio indutivo das
alunas do grupo 1, na questao 1.3, da tarefa “A vedacdo do jardim”

Figura 5.10: A mediacdo da tarefa, N352D1, na construcdo de um signo indice resultante do raciocinio indutivo das
alunas do grupo 1, na questao 2, da tarefa “A vedacdo do jardim”

As representacbes das figuras 5.9 e 5.10, analisadas s6 por si, sdo signos indices
construidos pelas alunas, mas, por resultarem da forma como estao construidas as questoes
do enunciado, sao significados da primeira dimensao (D1). No 2.° nivel é requerido aos alunos
que trabalhem com o parametro e com as variaveis dependente e independente procedendo a
concretizacdo do parametro. No 3.° nivel é requerido aos alunos que trabalhem com o
parametro e com as variaveis dependente e independente sem procederem a concretizagao
do parametro. Neste caso, o parametro era a area, inicialmente considerada 400 e na questao
2 considerada com um valor genérico designado por a. O comprimento da vedacdo C e o
comprimento do jardim y eram, respetivamente, as variaveis dependente e independente.
Estes signos que constituem as figuras 5.9 e 5.10 sdo as representacdoes de raciocinios
indutivos do nivel 2 e 3 do método porque os alunos (neste caso, as alunas do grupo 1)
constroem, em consequéncia dos significados ja construidos e trabalhados anteriormente, a
expressao algébrica que lhes permite definir a funcao por forma a determinacao do valor do
comprimento do jardim, e consequentemente a determinacao do valor da largura, de modo a
gastar o minimo de arame possivel na construcdo da vedacdo em causa, inicialmente com

area 400 e posteriormente com area a.

A representacdo da figura 5.11 explicita um raciocinio dedutivo do nivel 3 do método,
porque os alunos (neste caso, as alunas do grupo 1) constroem, em consequéncia dos
significados ja construidos e trabalhados anteriormente, a expressdo algébrica que lhes

permite definir a funcdo por forma a determinacao do valor genérico do comprimento e da
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largura do jardim, de modo a gastar o minimo de arame possivel na construcdo da vedacao
em causa, assumindo a area um valor genérico representado por a. Por isso, a representacao

da figura 5.11 € um signo simbolo.
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Figura 5.11: A mediacdo da tarefa, N353D1, signo simbolo resultante do raciocinio dedutivo das alunas do grupo 1,
na questao 2 da tarefa “A vedacdo do jardim”

O signo representado na figura 5.10 distingue-se do signo representado na figura 5.11,
porque, na figura 5.10 o signo indice construido pelas alunas resulta da substituicao do valor
100 pelo valor genérico a, sucedido por transformacdes algébricas que também constituem
em si signos indices, mas que conjuntamente dao origem ao signo indice da figura 5.10 e por
ainda nao ter mais signos que sintetizem e estruturem os antecedentes de modo a que haja
completude na resposta, constituem-se significados de grau 2. No caso do signo representado
na figura 5.11, que sucedeu o representado na figura 5.10, além da substituicdo pelo valor
genérico a, as alunas mostram estar numa fase posterior do seu pensamento. No raciocinio
geral representado na figura 5.11, as alunas relacionam os significados de grau 1 e 2
construidos nas alineas anteriores e na propria alinea, com os novos significados construidos,
dando, por isso, origem a significados de grau 3. De facto, o significado de grau 1
“Area (am?), a = xy”, onde x é a largura e y é o comprimento, que é um signo que nos

- 3y%+2a ,
mostra como as alunas comecaram a pensar. E, a expressao C = T, construida

dedutivamente, mostra como obtém e usam para tal signos indices que interligados resultam
no signo simbolo representado na figura 5.11. Tais signos indices funcionam como pontes para

“

o pensamento das alunas e sao representados por: “.. a quantidade de arame gasto é dada

”

pela expressdo ...” e “...pretende-se calcular a quantidade de arame C em funcdo de y”. Tais
signos indices estdo conjugados e interligados de modo a que, no seu todo, sintetizem e

estruturem o raciocinio dedutivo resultante (que € a representacdo toda da figura 5.11).

O encadeamento e a ordem como as questdes sao apresentadas na tarefa (ver extrato
5.11), de acordo com o método de ensino e com a mediacao da professora (ver extrato 5.10),
promoveu nos alunos a construcao sucessiva de significados e raciocinios que se sumariam na

resposta a questao 2 (ver figuras 5.12 e 5.13). Por este tipo de raciocinios induzimos que as
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questdes da tarefa, conjuntamente com a mediacao da professora (ver extrato 5.10),
promoveram raciocinios sintese que resultam do encadeamento de significados. Porque na

questao 2 as alunas revisitaram e desenvolveram os raciocinios que construiram na questao 1.3.

()

Professora: Escrevam por favor todos os raciocinios na resolucdo de cada
questao.

Eva: No fim das questdes nds estamos a por as conclusdes. Pode ser assim? Ou
temos que explicar mais alguma coisa?

iris: No fim nos também pomos. E no meio também.

Professora (isos: Pois. Podem explicar o raciocinio usando a linguagem
algébrica e em linguagem natural, por exemplo. Registem também a sintese
do que fizeram na calculadora.

()

Extrato 5.10: Mediacado semidtica da professora para promover a elaboracédo de sinteses nos alunos

“1. Comeca por considerar um valor concreto para a area do jardim:

1.1. Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensdes do jardim
(largura e comprimento) com a sua area - comeca por explorar a situacdo
usando um esquema, uma tabela, ou explicitando-a por meio de linguagem
natural.

1.2. Constréi um modelo matematico que permita calcular o valor da medida
do comprimento do arame gasto (que podes designar por ¢) em funcao da
largura e do comprimento do jardim.

1.3. Quais deverao ser as dimensdes do jardim de modo a gastar o minimo de
arame possivel na construcao da vedacao? (recorre a tua calculadora grafica
para explorares esta questdao, explicando detalhadamente todos os teus
raciocinios).

2. Considera agora que o jardim tem am? de area. Qual é a expressao
algébrica que traduz a quantidade de arame em funcao da medida da largura
do jardim.”

Extrato 5.11: Enunciado que pretende promover a construcdo de raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos:
Significado N3S1D1, N3S2D1, N3S3D1, do enunciado da tarefa “A vedacdo do jardim”
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Figura 5.12: A mediacdo da tarefa no raciocinio dedutivo representado por signos simbolos (N353D1) pelas alunas do
grupo 2 na tarefa “A vedacdo do jardim”
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Figura 5.13: A mediacdo da tarefa N353D1, no raciocinio dedutivo representado por signos simbolos pelas alunas do
grupo 1, na questao 3 da tarefa “A vedacdo do jardim”

As resolucdes apresentadas nas figuras 5.12 e 5.13 evidenciam uma sequéncia de
significados e raciocinios que se estrutura na resolucao da Ultima questao da tarefa, através
de significados de grau 3, ou seja, signos simbolos que sintetizam raciocinios dedutivos que
sdao estruturadores dos outros significados anteriormente construidos. Em todas as questoes
da tarefa os trés grupos procederam em conformidade com o que a professora pediu, exceto
o grupo 3 na questao 2, que se recusou a tentar resolver a questao, tal como explicita o

seguinte extrato:

()

Professora: Escrevam por favor todos os raciocinios.
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Miguel (durante a resolugdo da questao 1.3, figura 5.4): ESté bem: entao aqui eu vou chamar
a este raciocinio “resolucéo errada”.

Professora: Isso mesmo.

Miguel: E digo porqué. Vou escrever “ndo posso calcular o minimo porque dad
uma reta”.

Professora: E fazes bem em escrever exatamente o que pensaste. Mas agora,
olha para aqui, retoma as expressdes que vocés aqui no grupo construiram
com o valor 50. Vamos reconstruir os raciocinios. Pode ser?

()
Professora: Vamos la tentar perceber o que é pedido na questao 2.

Marco: Isso é que era bom! Eu ndo gosto de trabalhar s6 com letras. Isto nao
tem valores!

Tiago: Ja fizemos muito. Fizemos tudo até a pergunta 1.3.

Professora: Pois. E vocés? Silvia, iris, Eva e Lcia? Estdo a escrever tudo na
folha de respostas?

Eva: Sim.
iris: Nés também.

()

Extrato 5.12: Mediacado semidtica da professora para promover a elaboracéo de sinteses, do grupo 3

Sintese: A ultima questdo da tarefa foi a que mais se proporcionou a construcao de sinteses

dos significados até ai construidos. O enunciado da Ultima questdo da tarefa que prevé um
contexto algébrico com todos os valores da funcdo e do parametro genéricos, ou seja, do
terceiro nivel do método, promove a construcdo de raciocinios dedutivos, que sado, por si,
estruturadores e sintetizadores dos significados construidos ao longo da tarefa. Disto sao

exemplos as representacoes que mostram dedutivamente como os alunos construiram a
~ 2 . ~ .
expressao ;a+3y que traduz a quantidade de arame em funcdo da medida da largura do

jardim, e, na qual, os alunos fazem referéncia a significados que recuperam das alineas

anteriores.

No decurso da resolucao da tarefa, o questionamento para a elaboracao de sinteses foi
feito quer através das questdes do enunciado (principalmente das Ultimas questdoes de cada
tarefa), quer através dos alunos ao longo da resolucao das tarefas (principalmente quando
fizeram referéncia aos raciocinios que tinham construido nas alineas anteriores), quer através
da mediacao da professora. Esta mediacao evidenciou-se fortemente na fase final de cada
questao em que a professora pedia aos alunos para apresentarem a resposta, fazendo uma
sintese dos principais raciocinios que haviam feito até ao momento, exceto o grupo 3 que nao
fez a questao 2, pois alegaram que se tratava de uma questao muito dificil e face a qual nao

conseguiam atribuir nenhum significado.
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5.1.2. A representacao, transformacao e conversao de significados dos
alunos durante a aprendizagem dos parametros em funcées

A representacao, transformacao e conversao de significados dos alunos durante a
aprendizagem dos parametros em funcdes é analisada segundo: i) a interpretacdao do
enunciado; ii) o parametro e as variaveis dependente e independente; iii) o parametro e a
incognita; iv) o parametro na transformacdo de representacdes; e v) o parametro na

conversao entre registos de representacao.

5.1.2.1. A interpretacdo do enunciado

Na interpretacao do enunciado, os alunos comecaram por usar significados que evidenciam o
inicio de uma estratégia de resolucdo. Esta significacdo ocorre apds o contacto com o
enunciado e sao estes raciocinios que, por serem os primeiros, geram a hipotese de resolucao.
Por isso sao designados por raciocinios abdutivos. Disto sao exemplos as figuras 5.14 e 5.15, que
foram identificadas como pertencendo ao primeiro nivel do método (N1) devido ao contexto
matematico em que ocorreram, com o parametro concreto e com variaveis fixas num intervalo

de valores.
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Figura 5.14: Raciocinio abdutivo representado por signos icones: Significado N151D2, na questdo 1 da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1
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Figura 5.15: Raciocinio abdutivo representado por signos icones: Significado N151D2, na questdo 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Na resolucao da tarefa, na exploracdao do esquema inicial e na questao que o acompanha, os
alunos tendem a usar as letras como rotulos para a designacao de algo e para iniciarem alguma

estratégia que desenvolvem no decurso da resolucao, tal como mostra a figura 5.16:
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Figura 5.16: Raciocinio abdutivo representado por signos icones: Significado N151D2, da quest&o 1.1 da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 3

i

Os alunos, ao afirmarem “seja a drea = 50 m?”, “seja x a largura e y o comprimento”, mostram
que raciocinaram, de modo abdutivo, porque iniciam um caminho de resolucao ao
interpretarem o enunciado e mostram tal interpretacdo através da representacdao que

constroem (significados de grau 1).

Na primeira questdao da tarefa, apesar dos alunos relacionarem o comprimento com a
largura do jardim, o que era pedido no enunciado (que era “define uma estratégia”) nao foi,
em certos casos, precedido de experimentacao. E nesses casos, os alunos fizeram depender a
sua resposta do valor concreto que atribuiram a area do jardim, como mostra a resolucao da

figura 5.17.
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Figura 5.17: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N2S3D2, na questdo 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Na resolucdo da figura 5.17, as alunas respondem ao que é pedido na alinea e por isso o
significado que constroem é classificado como sendo de grau 3. As alunas, ndo completam as
suas representacdes com significados genéricos para o valor da area, porque tal nao era
pedido no enunciado, mas evidenciam a compreensao da situacao para o exemplo do valor
concreto atribuido, pois afirmam “ ... a drea do jardim considerada ... é ...” e transformam a
expressao da proporcionalidade inversa do comprimento do jardim e da sua largura para a

area fixa no valor 400, tal como mostra a resolucao.

Porém, nos grupos em que houve maior experimentacao na resolucao desta questao, fruto
da mediacao de significados entre os alunos e a professora, proporcionou-se a generalizacao
do que era pedido na primeira questdao. Ou seja, no inicio da resolucdo da questdo 1.1 o
trabalho iniciou-se no nivel 1 do método, mas com a interacdo dos alunos com a professora e

da professora com os alunos evoluiu-se para um contexto totalmente genérico, mesmo na
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primeira questdo da tarefa. Tal experimentacdo traduz-se inicialmente por raciocinios
indutivos representados pela concretizacao do valor da largura e do comprimento do jardim,

como por exemplo:

(...)
Professora: O que acontece se a area for 120 m?? E se for 100? E se for 50?

iris: Se a area for 120, podemos ter, por exemplo, um jardim com 12 metros
de comprimento e 10 de largura.

Silvia: Pois, e se for 100, podemos ter, por exemplo, um jardim quadrado com
10 metros de lado.

iris: E se for outra area qualquer?

Professora: Entao, nesse caso, podemos construir um jardim de muitas
dimensoes, dependendo dessa “outra area qualquer”

(...)

Extrato 5.13: Mediacdo semidtica de significados matematicos entre alunos, na construcdo de raciocinios indutivos,
do grupo 2

Tais raciocinios indutivos foram sucedidos por raciocinios que traduzem uma sintese de
significados, por isso classificAmos de dedutivos, tais como os que sao traduzidos na seguinte
afirmacao: “Como a figura é um retangulo a sua area é dada por comprimento X largura.

Comprimento: x, largura:y, Area = xy“ (ver figura 5.18).
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Figura 5.18: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N153D2, na questdo 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 2

Sintese: Na interpretacao do enunciado, no primeiro nivel do método (N1) devido ao
contexto matematico em que ocorreu, com o parametro concreto e com variaveis fixas num
intervalo de valores, os alunos comecaram por usar significados que evidenciam o inicio de
uma estratégia de resolucao. Esta significacdo ocorre apds o contacto com o enunciado e sdo

estes raciocinios que, por serem os primeiros, geram a hipotese de resolucao (raciocinios
abdutivos).
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Na primeira questao da tarefa, apesar dos alunos relacionarem o comprimento com a largura
do jardim, o que era pedido no enunciado (era “define uma estratégia”) nao foi, em certos
casos, precedido de experimentacao. E nestes casos, os alunos fizeram depender a sua
resposta do valor concreto que atribuiram a area. Se, no enunciado da tarefa, tivesse sido
pedido aos alunos para relacionarem os valores da largura e do comprimento do jardim,
experimentando varios valores para a area, ter-se-iam registado mais significados construidos
no 1.° nivel, sem ter sido necessaria a mediacao da professora para esse efeito. De facto, nos
grupos em que houve maior experimentacao na resolucdo da primeira questao, fruto da
mediacao de significados entre os alunos e a professora, proporcionou-se a generalizacao em
linguagem natural do que era pedido na primeira questdo. Na resolucao da tarefa, na
exploracao do esquema inicial e na questao que o acompanha, os alunos tendem a usar as
letras como rotulos para a designacdao de algo e para iniciarem alguma estratégia que
desenvolvem no decurso da resolucdo. Na resolucao das questdes os raciocinios indutivos (que

originam S2) foram sucedidos por raciocinios que traduzem uma sintese de significados (53).
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5.1.2.2. O pardmetro e as varidveis dependente e independente

No que refere ao parametro e as variaveis dependente e independente, no grupo 1, as
alunas basearam-se no que ja sabiam acerca da area de um retangulo e, através da partilha
de raciocinios encadeados, como os representados nas figuras 5.19 e 5.20, constroem as
expressoes que lhes permitem representar algebricamente o comprimento em funcao da
largura e a largura em funcao do comprimento.
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Figura 5.19: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questao 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1
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Figura 5.20: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questao 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

A figura 5.21 explicita o significado de grau 3 que resulta do encadeamento de significados
de grau 2, representa o raciocinio dedutivo das alunas, que lhes permitiu construir
algebricamente o comprimento em funcao da largura e a largura em funcao do comprimento,
num jardim retangular de area 400.

Figura 5.21: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N25S3D2, na questéo 1.1, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Nas representacoes que se seguem, construidas pelos grupos 2 e 3, os alunos completam a
representacao com significados que, em conjunto e em complementaridade, evidenciam a

compreensao da situacao para quaisquer valores do comprimento e da largura, tal como
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mostra a figura 5.22:
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Figura 5.22: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N253D2, na questao 1.2 da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 2

Por se tratar de um signo construido pelos alunos que revela completude relativamente a

questao referente ao 2.°nivel que é feita no enunciado, foi classificado por N2S3D2.

No que refere ao uso da calculadora grafica, no 2.° nivel, que prevé o uso do parametro
concretizado com valores, as alunas constroem raciocinios indutivos, em torno da funcao que

introduziram na calculadora, tal como mostra a figura 5.23.
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Figura 5.23: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questao 1.3 da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Esta representacao vem acompanhada de outras representacdes que sao em si signos indices e
que em complementaridade vao originar signos simbolo, pois relacionam significados que
conduzem e constroem, de forma indutiva, a resolucao da questao, tal como a justificacao “o
valor de X, e de ynmi, € 0 porque se trata de um problema aplicado ao real” e “ndo hd
comprimentos de valor negativo”, relativa aos valores minimos que selecionaram na maquina

para x e para y (ver figura 5.24).
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Figura 5.24: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questdo 1.3, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 1

De igual modo, as alunas atribuem significados, também no ambito de raciocinios
indutivos, aos valores maximos que as variaveis, dependente e independente, podem assumir,
justificando o raciocinio que fazem através de afirmacdes como a seguinte: “o valor de Xmg €
de Ymax é 400 porque a drea do jardim é 400 m? e o seu comprimento e a sua largura nunca
poderdo ser maiores que esse valor” (ver figura 5.25).

Figura 5.25: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questéo 1.3, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 1

Na resolucao da questao 2, os significados construidos com base em conceitos conhecidos,
como o da area de um retangulo e o de equacdes literais, foram usados para os alunos
transformarem representacoes algébricas em contextos em que o parametro € usado de forma

genérica (no nivel 3 do método), como explicita a seguinte resolucao:
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Figura 5.26: Raciocinio dedutivo representado por um signo simbolo: Significado N353D2, na questao 2, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 2

Sintese: No que refere ao pardmetro e as variaveis dependente e independente os alunos

basearam-se no que ja sabiam acerca da area de um retangulo e, através da partilha de
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raciocinios encadeados, constroem as expressoes que lhes permitem representar
algebricamente o comprimento em funcao da largura e a largura em funcao do comprimento.
Nas representacdes em que os alunos constroem significados de grau 3 ha completude nas
respostas, porque os alunos completam a representacao com significados que, em conjunto e
em complementaridade, evidenciam a compreensao da situacao para quaisquer valores do

comprimento e da largura.

No que refere ao uso da calculadora grafica, no segundo nivel, que prevé o uso do
parametro concretizado com valores, os alunos construiram raciocinios indutivos, em torno da
funcao que introduziram na calculadora. As representacoes na calculadora sao acompanhadas
de outras representacées que sdo em si signos indices e que em complementaridade vao
originar signos simbolo, pois relacionam significados que conduzem e constroem de forma
indutiva a resolucao da questao, tal como a justificacao “o valor de x, e de yni, € 0 porque

[

se trata de um problema aplicado ao real” e “ndo hd comprimentos de valor negativo”, “o
valor de X4 e de ynax € 400 porque a drea do jardim é 400 m? e o seu comprimento e a sua

largura nunca poderéo ser maiores que esse valor”.

Na questao 1.1 foram usadas pelos alunos as variaveis dependente e independente de uma
funcao de proporcionalidade inversa, aquando da construcao das expressdes que permitem
representar algebricamente o comprimento em funcao da largura e a largura em funcao do
comprimento, num jardim retangular de area concreta. No que refere a questdo 1.2 e 1.3,
bem como a questdo 2 da tarefa, o parametro e as variaveis estiveram envolvidos no
raciocinio dos alunos essencialmente em raciocinios indutivos (52) e dedutivos (S3). Estes
significados foram construidos com base em conceitos conhecidos, como o da area de um
retangulo e o de equacdes literais (que constituem os raciocinios abdutivos que lhe dao
origem), para os alunos transformarem as representacdes algébricas, quer em contextos que
envolvem o parametro concreto (nivel 2 do método), como em contextos em que o parametro

€ usado de forma genérica (no nivel 3 do método).
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5.1.2.3. O par@metro e a incognita

No que refere ao parametro e a incognita, a figura 5.27 explicita que os alunos (neste caso
os do grupo 2) calculam o valor que x assume nas circunstancias que eles préprios definiram,
ou seja, para o valor concreto do parametro (no caso da questao 1.1 os alunos atribuiram um
valor concreto a area do jardim). Apos essa concretizacdo, atribuem um novo significado
matematico a expressao, considerando-a como uma equacao literal que resolvem em ordem a
uma das incognitas. Esta sequéncia de significados, construidos passo a passo, constitui-se

como um signo indice e traduz um raciocinio construtivo/indutivo.
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Figura 5.27: Raciocinio indutivo representado por um signo indice: Significado N152D2, na questao 1.1, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 2

Essa equacao literal (construida como o apresentado na figura 5.27) na questao 1.1 é
interpretada pelos alunos, na questao 1.2, como uma funcao, na qual cada uma das incognitas
dessa equacdo literal passa a ser interpretada como variavel dependente ou variavel

independente de uma funcao de proporcionalidade inversa.

[

Em afirmagbes como: . com a maquina calculadora calculdmos o minimo da funcao
obtida anteriormente e dai podemos retirar o valor de x,ou sejax =~ 24,5 e o valor de ¢, que

na maquina vem representado por y, entdo ¢ ~ 98. Assim o comprimento minimo é 24,5m e a

largura minima vai ser obtida por y = :ﬂ <=>y= % <=>y =~ 16,3 m “(ver figura 5.28),

verifica-se que os significados que sao atribuidos inicialmente evoluem para significados
posteriores e mais estruturados (significados de grau 3) na resolucao da questao 1.3, aquando
do estudo das dimensdes do jardim que minimizam o comprimento de arame necessario para

fazer a vedacao.
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Figura 5.28: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N2S3D2, na questdo 1.3, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 1

[

As representacoes construidas como a da figura 5.28 “..calculamos o minimo e dai
podemos determinar o valor de x”, ou “... o comprimento minimo é ... e a largura minima vai
ser obtida por ...” evidenciam um raciocinio dedutivo com base numa cadeia de significados
construidos, percetivel através do encadeamento de signos envolvidos na resposta dos alunos.
Frise-se também que estes signos simbolo além de traduzirem uma deducédo de significados
vém ainda acompanhados pela respetiva transformacao algébrica que reforca ainda mais a

estrutura de significados que os alunos possuem nesta argumentacdo matematica.

Sintese: No que refere ao parametro e a incognita, os alunos calcularam o valor que x

assume para o valor concreto do parametro. Apds essa concretizacdo, atribuem um novo
significado matematico a expressao, considerando-a como uma equacao literal que resolvem
em ordem a uma das incognitas. Este tipo de sequéncia de significados, construidos passo a

passo, constitui-se como um signo indice e traduz um raciocinio construtivo/indutivo.

As equacoes literais que os alunos constroem sao interpretadas como uma funcao, na qual
cada uma das incognitas passa a ser interpretada como variavel dependente ou independente

de uma funcao de proporcionalidade inversa.

Os significados que sdo atribuidos inicialmente, aquando do estudo das dimensdes do
jardim que minimizam o comprimento de arame necessario para fazer a vedacao, como: “...
com a mdquina calculadora calculdmos o minimo da funcdo obtida anteriormente e dai
podemos retirar o valor de x,ousejax =~ 24,5 e o valor de ¢, que na mdquina vem

representado por y, entdo ¢ ~ 98. Assim o comprimento minimo é 24,5 m e a largura minima

vai ser obtida por y = % <=>y= % <=>y =~ 16,3m “, constatam a evolucao de

significados de grau 1 para significados posteriores e mais estruturados (significados de grau
3).
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Os alunos construiram representacdes que evidenciam um raciocinio dedutivo com base
numa cadeia de significados. Estes signos simbolo além de traduzirem uma deducado de
significados vém ainda acompanhados pela respetiva representacao algébrica que reforca
ainda mais a estrutura de significados que os alunos possuem na argumentacdao matematica.
Nas questoes 1.1, 1.2 e 1.3, os significados estao claramente interligados e conjugados por
forma a constituirem uma sintese da situacdo. Esta sintese serviu como ponto de partida para

a generalizacao que foi posteriormente iniciada nos raciocinios do terceiro nivel do método.
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5.1.2.4. O parametro na transformacdo de representacées

Afirmacdes como as seguintes: “o comprimento de todo o arame gasto é o perimetro do
retdngulo (pois é a soma de todos os lados)”, “o fio que separa os dois canteiros é igual a
largura do jardim” mostram como os alunos relacionam, sucessivamente, cada significado
com outro, construindo uma cadeia de significados sob um raciocinio indutivo. Todos os
grupos apresentaram resolucdes equivalentes a que se apresenta na representacdo da figura
5.29:
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Figura 5.29: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questao 1.2, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 1

No que refere a primeira questdo, o grupo 1 apresentou a turma a sua resolucdo, com o
valor concretizado para a area igual a 400 m%. A resolucdo do grupo 1, apresentada na figura
5.30 foi classificada como um significado de grau 3, porque €, em si, um signo simbolo por
traduzir o raciocinio dedutivo das alunas na resolucdo desta questao, aquando da exploracao
da funcéo construida na calculadora grafica. As afirmacdes “o x e o y minimo s@o 0 porque ¢é
um problema ligado ao real e nGo hd comprimentos de valor negativo” e “o x e o y mdximo
s@o 400 porque a drea do jardim é 400 m* e o seu comprimento e a sua largura nunca poderdo
ser maiores que esse valor” sdao em si signos simbolo, que resultam da transformacado de
significados, na qual as alunas mostram o encadeamento dos varios signos indices e icones
que construiram. O encadeamento do signo indice “o x e o y mdximo sdo 400 porque a drea

2 com o signo indice “o seu comprimento e a sua largura nunca poderdo

do jardim é 400 m
ser maiores que esse valor” da origem ao signo simbolo explicitado na figura 5.30 - apesar da
ocorréncia do significado de grau 0 “o seu comprimento e a sua largura nunca poderdo ser
maiores que esse valor”, porque bastaria que a largura fosse menor que 1 m? para que o
comprimento resultasse maior que 400 m?. O mesmo acontece com a Ultima frase da
resolucao destas alunas que mostra a sintese de significados que foram sendo atribuidos ao

[

longo da resolucao. Durante o raciocinio das alunas, frases como “... assim o comprimento é

. e a largura vai ser obtida por ...” e “para conferir o resultado ...” mostram um grande
dominio dos significados previamente transformados e representados na resolucao, o que lhes
permite estruturar e sintetizar signos simbolo nas suas resolucdes por forma a representarem

eficazmente o raciocinio dedutivo que fizeram (ver figura 5.30).
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Figura 5.30: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolo: significado N25S3D2, na questao 1.3, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

As alunas do grupo 2, durante a resolucdo da questdo 2 da tarefa, apos fazerem
verificacoes com valores concretos e transformarem algebricamente a expressao com valores

genéricos, tiveram o seguinte didlogo, em torno do significado da letra que representa o

parametro.

Lacia: Penso primeiro com nimeros e assim sei sempre o que significa a letra
a. A letra a é como se fosse um numero qualquer. Mas fazendo como fizemos

neste problema ja sei o que a quer dizer.

Eva: Pois, quando nos perdermos com as letras pensamos no raciocinio que
fizemos com nUmeros.

Extrato 5.14: Mediacao semidtica de significados entre as alunas do grupo 1, na questéo 2 da tarefa “A vedacdo do
jardim”

Esta abordagem de parametro foi partilhada com os restantes alunos da turma na discussao
dos resultados da tarefa e resultou da experiéncia matematica que as alunas tiveram na

resolucao das questdes 1.1, 1.2 e 1.3.
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Sintese: No que refere ao pardmetro na transformacdo de representacdes, os alunos
construiram uma cadeia de significados sob raciocinios indutivos e dedutivos que resultam da
transformacao de significados. Um exemplo de uma cadeia de significados de grau 2 é: “o
comprimento de todo o arame gasto é o perimetro do retdngulo (pois é a soma de todos os
lados)”; “o fio que separa os dois canteiros é igual a largura do jardim”. Um exemplo de uma
cadeia de significados de grau 3 é: “o x e 0 y minimo sdo 0 porque é um problema ligado ao
real e ndo ha comprimentos de valor negativo” e “o x e o y mdximo sdo 400 porque a drea do
jardim é 400 m* e o seu comprimento e a sua largura nunca poderdo ser maiores que esse
valor” - apesar da imprecisao “o seu comprimento e a sua largura nunca poderdo ser maiores

que esse valor”.

Os alunos, apo6s fazerem verificacoes com valores concretos e transformarem
algebricamente a expressdao com valores genéricos, tiram a seguinte ilacdo em relacdo ao
significado da letra que representa o parametro: “a letra a é como se fosse um numero

qualquer”.
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5.1.2.5. O par@metro na conversdo entre registos de representac@o

As alunas do grupo 1 comecam por representar a situacao em linguagem natural, tal como
explicita a figura 5.31, onde afirmam: “o comprimento de todo o arame gasto é o perimetro
do reténgulo considerado sendo este perimetro dado pela expresséo 2y + 2x (pois é a soma
de todos os lados) adicionado ao comprimento do fio que separa os dois canteiros (sendo esta

medida igual a largura do jardim, ou seja y)”.
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Figura 5.31: Raciocinio indutivo representado por signos indices: significado N252D2, na questdo 1.2, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Depois, o mesmo grupo de alunas converte essas representacoes para linguagem algébrica,
como explicita a figura 5.32, construindo o seguinte significado: “o valor da medida do

“

comprimento do arame gasto (c¢) terd a express@o ¢ =2y +2x+y <=>c =3y + 2x “ (ver

figura 5.32).
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Figura 5.32: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na questao 1.2, da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 1

Na questdo 1.2, resolucées como as apresentadas nas figuras 5.31 e 5.32 foram comuns em
todos os grupos de alunos. Ou seja, os alunos construiram significados num registo de
representacao em linguagem natural e num registo algébrico. Depois, fazem uso da
calculadora grafica para converterem representacoes algébricas em graficas. As alunas do
grupo 1, por exemplo, constroem sob um raciocinio dedutivo a funcdo com apenas uma
variavel independente, ao substituirem na expressao do comprimento uma outra expressao,
de modo a fazerem uso da calculadora para posteriormente obterem o valor do extremo dessa
funcao. Esta interligacdo intencional de significados, como se pode perceber pela
representacao da figura 5.33, mostra uma ampla compreensao da situacao que era pedida na

questao 1.3 - e por isso este significado € agora classificado como sendo de grau 3.
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Figura 5.33: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N253D2, na questao 1.3, da tarefa “A
vedagdo do jardim”, do grupo 1

Os alunos do grupo 3, tal como mostra a figura 5.34, usam varios registos de representacao
para atribuirem significados matematicos nas varias fases da resolucdo da questdo 1.3.
Primeiro, recuperam a expressao algébrica ¢ =3x + 2y que construiram na questdo 1.2.

Depois, através da substituicdo de uma das variaveis, ou seja através da substituicdo de y por
50 . P , . . . ~
- significado que também é recuperado da primeira questao da tarefa, constroem a

expressao algébrica da funcao que representa o comprimento de arame gasto para vedar o

3x2+100

jardim em funcao do valor da sua largura, ou seja constroem a expressao ¢ = ,x>0. A

seguir, fazendo uso da calculadora grafica, representam a funcdo e escolhem um intervalo de
valores da abcissa adequado, por forma a deixarem evidente o ponto em que a funcéo tem o

valor minimo.
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Figura 5.34: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na quest&o 1.3 da tarefa “A
vedacdo do jardim”, do grupo 3

Sintese: Todos os grupos de alunos construiram significados em varios registos de

representacao. Em linguagem natural, como por exemplo: “o comprimento de todo o arame
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gasto é o perimetro do retdngulo considerado com o valor do comprimento do fio que separa
os dois canteiros”. Depois, convertem essas representacées para linguagem algébrica, tal
como: “o valor da medida do comprimento do arame gasto (c) tera a expressao ¢ = 2y + 2x +
y <=>c=3y+2x “. Posteriormente, constroem a funcdo com apenas uma variavel
independente e usam a calculadora grafica para obterem o valor do extremo dessa funcao,
escolhendo um intervalo de valores da abcissa adequado, por forma a deixarem evidente o
ponto em que a funcdo tem o valor minimo. Esta interligacao intencional de significados,
mostra uma ampla compreensdo da situacdao - e é por isso que foram classificados como

significados de grau 3.

A sequéncia das questdes da tarefa despertou nos alunos a necessidade de atribuirem
significados em varios registos de representacdo como modo de fundamentarem e

contextualizarem os seus raciocinios.
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5.2. A caixa de volume maximo

Na analise que se segue é feita a descricao dos dados mais representativos conjuntamente
com a classificacdo dos respetivos significados referentes a tarefa “A caixa de volume

mdximo”, que foi a quarta tarefa implementada.

5.2.1. A mediacdo semiotica do professor

A mediacao semiodtica é analisada segundo: i) o questionamento para voltar atras na tarefa
e a focalizacdo em aspetos particulares dos raciocinios dos alunos; e ii) o questionamento

para sinteses e a realizacdo de sinteses.

5.2.1.1. O questionamento para voltar atrds na tarefa e a focalizacGo em aspetos
particulares dos raciocinios dos alunos

Antes dos alunos iniciarem a resolucao da tarefa “A caixa de volume mdximo” a professora
leu, para toda a turma e em voz alta, o enunciado genérico (ver extrato 5.17) e as
recomendacdes que apelam ao aluno para detalhar explicitamente todos os raciocinios que

constroéi (tal como mostra o extrato 5.15).

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos
os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressées simbolicas e graficos que construas (quer usando a tua

calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questdo).

Extrato 5.15: Focalizacao do raciocinio dos alunos para aspetos particulares do enunciado comuns a todas as tarefas:
Significados N1S1D1,N251D1, N3S1D1, N1S2D1,N252D1, N352D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1

Por explicitar “Em cada alinea da tarefa que se segue ..”, esta recomendacao tem o
intuito de ser considerada pelos alunos em todas as fases da resolucao da tarefa, por isso
trata-se de um signo que pertence aos niveis 1, 2 e 3 do método (N1, N2, N3), que pretende
promover o raciocinio abdutivo (S1), indutivo (52) e dedutivo (S3) dos alunos, por isso

pertence a primeira dimensao (D1).

Nesta tarefa, os alunos nao questionaram a professora acerca do esquema sem valores no
enunciado, dado que, a nao existéncia de valores concretos, ja ndo constituiu novidade por ja

terem resolvido tarefas com enunciados deste género.
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Por outro lado, em relacdo ao enunciado do extrato 5.15, a professora frisou no inicio da

aula de resolucao da tarefa que (ver extrato 5.16):

Professora: Mais uma vez, o enunciado da tarefa nao tem valores concretos,
por isso vocés devem experimentar os valores que entenderem ser adequados
a situacdo. E devem justificar sempre os vossos raciocinios. Nao esquecam
também que devem (re)visitar o esquema sempre que entenderem, quer seja
no inicio, no meio ou no fim da tarefa. Devem também ter sempre presente ao
longo da vossa resolucdo, a questao central que acompanha o esquema do
cartao.

Extrato 5.16: Mediacao semiotica da professora que pretende promover a construcdo de raciocinios abdutivos,
indutivos e dedutivos: Significado N15S1D1,N251D1, N3S1D1, N1S2D1,N252D1, N3S2D1, N1S3D1,N253D1, N3S3D1, da
tarefa “A caixa de volume mdximo”

“Pretendemos construir uma caixa e dispomos de um peda¢o de cartao
quadrado. Para tal, cortamos aos quatro cantos do cartao quadrados iguais.
Que modelo matematico nos permite maximizar o volume da caixa,
dependendo do lado do quadrado cortado?”

“1. Comeca por atribuir um valor concreto para o lado do cartao.

1.1. Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensdes da caixa
(largura, comprimento e altura) com o seu volume - comeca por explorar a
situacao concretizando valores possiveis para o lado do quadrado cortado,
usando um esquema, uma tabela, ou explicitando a situacao por meio de
linguagem natural.

1.2. Constréi um o modelo matematico que nos permita calcular o volume da
caixa em funcao do lado do quadrado cortado?

1.3. Quais deverao ser as dimensdes da caixa de modo a que o seu volume seja
maximo? (recorre a tua calculadora grafica para explorares esta questao,
explicando detalhadamente todos os teus raciocinios).

2. Considera agora que o cartdo tem P cm de lado. Qual é a expressao

algébrica que traduz o volume da caixa em funcdo do lado do quadrado
cortado?”

Extrato 5.17: Enunciado que pretende promover raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos nos alunos e respetivas
representacoes: Significado N1S1D1,N2S1D1, N3S1D1, N152D1,N252D1, N352D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1, da tarefa “A
caixa de volume mdximo”

A construcao de cada uma das representacoes, das figuras 5.35 e 5.36, ocorreu no grupo 1,
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por intermédio da mediacdo semidtica da professora, em fases distintas da resolucao da
tarefa. No inicio da resolucao da questdo 1.2 da tarefa, as alunas chamaram a professora e
ocorreu a seguinte discussao:

Eva: Professora, nos consideramos que o cartdo tem 12 cm de lado. E

experimentamos calcular o volume da caixa se os quadrados dos cantos
tiverem 2 cm de lado.

Professora: Sim.
Lucia: E depois experimentamos se tivesse 10 cm de lado.

Eva: E também fizemos com outros valores, mas se tiver 12 cm, percebemos
que o corte nao pode ter 6cm, senao deixamos de ter caixa.

Professora: Sim, muito bem. E entao?

Eva: Entao se o lado do quadrado cortado for x, esse x nao pode ser um
nimero qualquer.

Professora: Pois nao. Entao vamos com calma. Primeiro, construam um
esquema que mostre o que vocés acabaram de dizer. Depois vao ver que, com
0 esquema, é-vos mais facil construir as restricées que a Eva comecou a dizer
que havia. ’
Extrato 5.18: Mediacdo semidtica da professora que pretende promover a construcao de raciocinios abdutivos,

indutivos e dedutivos: Significado N1S1D1,N251D1, N3S1D1, N1S2D1,N252D1, N3S2D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1, da
tarefa “A caixa de volume mdximo”

E em continuidade desta discussao, as alunas construiram signos, que, no momento em que
ocorrem, constituem-se respetivamente signos icones e signos indices em continuidade da
estratégia de resolucdo iniciada na discussdo. A primeira figura antes de ser um signo indice,
foi um signo icone no momento em que as alunas construiram a seguinte representacao (ver
figura 5.35):

Figura 5.35: Mediacdo semidtica da professora na construcao de um signo icone, N151D1, na resolucdo da questao
1.1 da tarefa “A caixa de volume mdximo”, no grupo 1

Apdés a construcdo do esquema representado na figura 5.35, a professora interveio,

retomando a discussao que a antecedeu (ver extrato 5.19).

Professora: Entao e agora?

Eva: Agora x tem de ser menor do que 6.
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Professora: Sim, muito bem. E porqué?

Eva: Entao, se o lado do quadrado cortado for x, esse x nao pode ser metade
do valor do lado, porque se for nao temos caixa.

Professora: Pois ndo. Entdo e como é que isso se escreve em linguagem
simbdlica?

Eva: Pois, isso é que eu lhe estava a perguntar a si.

Professora: Entao, quando mede o lado do cartao?

Eva: Mede 12 cm.

Professora: Quanto mede o lado de cada quadrado cortado?

Eva: Mede x cm.

Professora: x cm em cada um dos cantos.

Eva: Ja sei! Como a cada lado correspondem dois cantos, entao é 12 — 2x.
Professora: Sim, e o que é que representa 12 — 2x?

Eva: O que ‘representa’, como?

Professora: A que dimensdo da caixa corresponde essa expressao? A altura?
Eva: Nao, ao lado da base, que também é um quadrado.

Lucia: A altura da caixa € x cm.

Extrato 5.19: Mediacao semidtica da professora na construcao de signos indices das alunas do grupo1: Significado
N152D1, na resolucao da questdo 1.1, da tarefa “A caixa de volume mdximo”

Neste instante da discussdo, a representacao da figura 5.35 passou a ser um signo indice,
quando as alunas relacionaram o valor 12 com x , ou seja, quando atribuiram um novo
significado relacionado ao lado do quadrado com os cantos cortados e atribuiram significado a

expressao 12 — 2x, construindo a seguinte representacao:

.
| (4

Figura 5.36: Signo indice construido pelas alunas do grupo 1, na resolucdo da questéo 1.1, da tarefa “A caixa de
volume mdximo”, no decurso da mediacdo semidtica da professora: significado N152D1.

Este signo indice, representado na figura 5.36, foi recuperado pelas alunas na resolucao da
Ultima questao da tarefa. Os significados de grau 2 dos niveis 1 e 2 foram estendidos ao valor
genérico p (na questao 2). E este raciocinio é representado através de um signo que, por
interligar os significados que foram construidos atras, constitui um signo indice. Nesta

representacao as letras x e p para além de funcionarem como rétulos para designar o valor do
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lado do quadrado cortado e o valor do lado do cartao, sao relacionadas entre si pela
expressdo p —2x. E esta relacdo que transforma o signo icone inicial no signo indice

representado na figura 5.37.

Figura 5.37: Signo indice construido pelas alunas do grupo 1, na resolucdo da questdo 2, da tarefa “A caixa de
volume mdximo”, em resultado da mediacéo semidtica da professora: significado N352D1.

A resolucao que a seguir se apresenta, na qual as alunas justificam detalhadamente como
chegam a expressao % para o valor do lado dos quadrados cortados no cartao com lado p, de

modo a que a caixa tenha volume maximo, evidencia a importancia de voltar atras aos
raciocinios ja construidos para definir procedimentos posteriores na resolucdao. O
questionamento para voltar atras e a focalizagdo em aspetos particulares do raciocinio foi
feito, por vezes, pelos proprios alunos que sentiram a necessidade de justificar os
procedimentos e as estratégias que assumiam com os significados que tinham construido na
resolucao de questoes anteriores. Na resolucao apresentada na figura 5.38, as alunas referem
que, nas questoes iniciais da tarefa, o valor do lado do canto cortado era x cm, e, como o
valor para o lado do cartdao que concretizaram era 12 cm, resultou a funcdo y = 4x3 — 48x? +
144x para a representacao do volume da caixa, da qual determinaram o maximizante que era
a sexta parte de 12 cm, ou seja, que era 2 cm. Nesta resolucao, que resultou da interacao
entre as alunas, na fase final da resolucao da tarefa, as alunas afirmaram que

experimentaram varios valores como forma de testarem o resultado S. E comunicam todos

estes raciocinios, usando um registo de representacao em linguagem natural, de forma muito
clara e estruturada, ou seja, através de um signo simbolo que € a representacdo que se

segue:
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Figura 5.38: Raciocinio dedutivo, mediado entre as alunas do grupo 1, representado por signo simbolo: significado
N3S3D1, da tarefa “A caixa de volume mdximo”

A natureza da tarefa que, por ser aberta, por nao ter valores concretos iniciais e por
promover a constru¢ao de significados encadeados nos alunos, promoveu a construcao e a
interacao de significados no grupo. O que aconteceu com o grupo 1, aconteceu com os outros
dois grupos. Nos trés grupos verificou-se que, na primeira questao sao os alunos quem define
o valor concreto a experimentar. Por incentivo da professora (tal como mostra o excerto
5.16) todos os grupos, na questao 1.1, experimentaram concretizar o lado do cartao com mais
do que um valor. Verificaram-se, em todos os grupos, didlogos mediadores semelhantes aos
dos extratos 5.18 e 5.19. E registou-se que, apos os alunos terem atribuido significados de
grau 2 e 3 na questao inicial da tarefa, facilmente generalizam esse valor para um outro valor

qualquer, concreto ou genérico.

Sintese: Antes dos alunos iniciarem a resolucao da tarefa a professora leu, para toda a
turma e em voz alta, o enunciado genérico e as recomendacdes que apelam ao aluno para
detalhar explicitamente todos os raciocinios que constréi. Esta recomendacdo tem o intuito
de ser considerada pelos alunos em todas as fases da resolucao da tarefa, por isso trata-se de
um signo que pertence aos niveis 1, 2 e 3 do método (N1, N2, N3), que pretende promover o
raciocinio abdutivo (S1), indutivo (52) e dedutivo (S3) dos alunos. Nesta tarefa, os alunos nao
questionaram a professora acerca do esquema sem valores no enunciado, porque esse facto,

ja nao constituiu novidade.
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0 questionamento para voltar atras e a focalizacdo em aspetos particulares do raciocinio
foi feito, por vezes, pelos proprios alunos que sentiram a necessidade de justificar os
procedimentos e as estratégias que assumiam com os significados que tinham construido na
resolucao de questoes anteriores. Outras vezes, foi feito pela professora, que mediou os

significados dos alunos durante a resolucao da tarefa.

Nos trés grupos verificou-se que, na primeira questao sao os alunos quem define os valores
concretos a experimentar. Registou-se que, apds os alunos terem atribuido significados de
grau 2 e 3 na questao inicial da tarefa, facilmente generalizam esse valor para um outro valor
qualquer, concreto ou genérico, e facilmente recuperam e estendem esses significados na
questao final da tarefa. Como por exemplo, as alunas do grupo 1 referem que, nas questoes
iniciais da tarefa, o valor do lado do canto cortado era x cm, e, como o valor para o lado do
cartdo que concretizaram era 12 cm, resultou a funcdo y = 4x>® — 48x?% + 144x para a
representacao do volume da caixa, da qual determinaram o maximizante que era a sexta
parte de 12 cm, ou seja, que era 2 cm. Nesta resolucao, que resultou da interacao entre as

alunas, na fase final da resolucao da tarefa, as alunas afirmam que experimentaram varios
valores como forma de testarem o resultado Z. E comunicam todos estes raciocinios, usando

um registo de representacao em linguagem natural, de forma muito clara e estruturada, ou

seja, através de um signo simbolo.

Os significados construidos pelos alunos, ao longo das questbes da tarefa e fruto da
interacdo entre os alunos no grupo com a professora, resultaram numa sequéncia de
significados encadeados uns nos outros, porque os alunos justificam os resultados genéricos a

que chegam na questdo 2 com sistematicas concretizacdes que atribuiram na questéo 1.

As representacdes construidas pelos alunos que decorrem da resolucdo da tarefa
constituem, em si, signos icones, indices e simbolos, em resultado dos raciocinios abdutivos,
indutivos e dedutivos construidos pelos alunos. O conjunto de signos e raciocinios construidos
pelos alunos, com a mediacdo semidtica da professora, deu origem a significados S1, 52 e S3

em cada um dos niveis de ensino N1, N2, N3.
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5.2.1.2. O questionamento para sinteses e a realizacdo de sinteses

Tal como se pode constatar nas resolucoes das figuras 5.39 e 5.40, os alunos desenvolvem
a sua atividade signica em torno da liberdade que lhes é dada no enunciado, construindo
significados matematicos encadeados e sucessivos, e, por isso, estruturados e sintetizadores,

optando por estratégias de resolucao diversas.
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Figura 5.39: A construcéo de significados desde S1 até S3, na resolucao das questdes 1.2 e 1.3 (N2) da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, dos alunos do grupo 2
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Figura 5.40: A construcéo de significados desde S1 até S3, na resolucao das questdes 1.2 e 1.3 (N2), da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, dos alunos do grupo 3
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questao, derivando a funcao que representa o volume da caixa e construindo a tabela de
variacao da monotonia de tal funcao, através da respetiva variacdao do sinal. Este grupo de

alunas chamou a professora, aquando da conclusao que apresentam, “o valor do x mdximo é

Na resolucao apresentada na figura 5.39, o grupo 2 optou por resolver analiticamente a

2, pois se fosse 6 ndo iriamos obter caixa”, e decorreu a seguinte discussao:

Extrato 5.20: Mediacao semiética da professora na construcdo de signos simbolos das alunas do grupo2: Significado

Com a mediacao apresentada no extrato 5.20, a professora quis conduzir as alunas do grupo 2

a compreensdao de que, a escrita algébrica é uma forma de comunicar resultados, de

Silvia: Nos também demos o mesmo valor, 12 cm para o lado do cartdo, como
a Eva e a Lucia.

Professora: Sim. E o que é que concluem?

Silvia: Concluimos que nao é preciso fazer tantas contas para saber que a
caixa tem volume zero se o lado do quadrado cortado for 6!

Professora ises): Ai sim? Expliquem la!

Silvia: O valor x = 6 é um zero da primeira derivada da funcdo que representa
o volume. Mas isso nds ja sabiamos desde o principio! Se o lado fosse 6 nao
teriamos caixa!

Professora: Ja sabiam e agora com os calculos algébricos confirmam. Agora
podem dar um significado mais estruturado a vossa hipotese. Agora conseguem
perceber com mais clareza o papel que desempenha o estudo da funcao que
representa o volume da caixa e constatam a vossa hipotese inicial. Ou melhor,
demonstraram matematicamente a vossa hipotese.

N152D1, na sintese da questao 1.3, da tarefa “A caixa de volume mdximo”

demonstracao de hipoteses matematicas e de validar conjeturas.

volume maximo e o respetivo valor do lado do quadrado cortado, como resultado da

utilizacao da calculadora grafica. Ou seja, através da calculadora grafica os alunos do grupo 3

Por sua vez, o grupo 3 optou por resolver a questao graficamente, extraindo o valor do

obtiveram a seguinte representacao:
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Figura 5.41: Mediacao semidtica da calculadora grafica, N252D1, através da representacéo grafica da funcao

4x% — 48x? + 144x, na resolucdo da questdo 1.3 da tarefa “A caixa de volume maximo”, do grupo 3
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A exploracdo da funcdo na calculadora grafica, quer através do uso do cursor de
movimentacdo da janela de visualizacdo, quer através da determinacdo do valor do
maximizante e do respetivo valor do maximo, permitiu-lhes definir uma janela de
visualizacao coerente com o volume da caixa em causa, fixando a janela para valores da
variavel independente entre 0 e 5, e para valores da variavel dependente entre 0 e 144,

obtendo o seguinte excerto de grafico:

Yi1=dk™3I—qane+ 144

n=g =128

Figura 5.42: Mediacdo semidtica da calculadora grafica, N252D1, através da representacao grafica da funcao
4x% — 48x?% + 144x, na resolucdo da questdo 1.3, na tarefa “A caixa de volume maximo”, do grupo 3

Estas exploracdes na calculadora grafica (significados de grau 2 por serem resultados de
raciocinios construtivos e por isso indutivos), representadas através de signos como os das
figuras 5.41 e 5.42, mediaram o raciocinio dos alunos do grupo 3, conduzindo-os a significados
de grau 3 na questao seguinte. Tal é explicitado pelo signo simbolo da figura 5.43, construido
por estes alunos na questdo 2 (ou seja, na questdo do nivel 3 do método). Os alunos definem
a variavel independente num intervalo de valores que integra o parametro p, atribuindo-lhe

um significado que revela estruturacdo do raciocinio quando afirmam que o dominio da
funcao é o intervalo aberto ]0,%[ e acrescentam que ‘ndo pode ser zero porque ndo haveria

medidas e ndo pode ser f porque se se cortar metade do cartdo ndo dd para fazer a caixa’.

Estes resultados foram discutidos na aula, entre os varios grupos, foram sintetizadas as varias
resolucoes e ocorreram algumas discussoes mediadas pela professora, como as que se seguem

relativas ao nivel 3 do método (ou seja, referente a discussao da ultima questao):

Professora: Expliqguem-me como é que, na Ultima questdao, chegaram ao
intervalo ]0,2[ para o valor que o corte nos cantos do cartao pode assumir?

Marco: Nao foi dificil porque nas alineas anteriores ja tinhamos
experimentado o que é que acontecia a caixa quando o valor do lado era 12,
20, etc. E percebemos que nao pode ser zero porque se fosse nao
construiamos caixa porque nao teria altura.

Miguel: Pois, e nao pode ser S porque, se se cortar metade do cartdo, nao da

para fazer a caixa. Por exemplo, se o lado do cartao for 12 cm, nao podemos
cortar 6 cm.

Professora: Muito bem. E o esquema do enunciado ajudou-vos?

Miguel: Sim, claro que sim. Eu sem esquema nao conseguia perceber bem o
enunciado e o que é que podiamos experimentar com o cartao.
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()
Professora: E como é que derivaram a funcao 4x3 — 4x?p + p?x ?

Marco: Quando estavamos a resolver essa questdo eu pensava que nao iriamos
ser capazes de resolver com p e x tudo misturado. Mas nao foi dificil, porque
nessa funcdo o p é como se fosse um nimero e portanto basta pensarmos
como pensamos para um numero qualquer como o 2 ou o 3. E pensando assim
nao foi dificil.

Extrato 5.21: Mediacdo semiética de significados entre a professora e os alunas do grupo 3, na tarefa “A caixa de
volume maximo”

Figura 5.43: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolo: significado N353D1 discutido apds a resolucéo da
questdo 2 da tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 3

No extrato 5.21 e nas representacoes das figuras 5.44 e 5.45, os alunos do grupo 3 e do

grupo 2 mostram como maximizam o volume da caixa e determinam o maximizante E ,

apresentando uma sintese algébrica dos seus raciocinios, que constitui, por isso, um signo
simbolo, face a Gltima questao da tarefa (extrato 5.22), apesar da imprecisao das tabelas das

figuras.
“2. Considera que o cartao tem p cm de lado. Qual é a expressao algébrica que
traduz o volume da caixa em funcao do lado do quadrado cortado?”

Extrato 5.22: Enunciado que pretende promover a construcdo de raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos:
significado N3S1D1,N352D1, N35S3D1, do enunciado da tarefa “A caixa de volume mdximo”
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Figura 5.44: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: sintese da tarefa “A caixa de volume mdximo”,
do grupo 3

142



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

Accixc Nce pede e Aivereates, &€ \72» , PO MO EXIBLIC Ca i
tl\aome ccontecer e 12 (i\,( O O X T6

B oo Aetesmimex @ Gllore, A CQlixe ) BTRC e © Vol e SESC
MmCxine fCCoTWens A Yesoulagoe antetict e okl 2ames civx
chelke. 46 noOtonc

I 1
| | ® P L%
! ( | % e
IV | #l o] . Jo ]| &

| | | |

l Vix) » IN L SR o) x
| ) i | | =

A altoce &c. caxe de mede « e ONVC loMME e mexinNne € Ple -

Poce: besicr VoS corndiAaTOs e=le
O rmaximo e &C.de Pes 12 ¢ CCl G2 MM JG tnhomecs, Asoeo(Sad
¢

M exesc o A. Se ohlizaesencs P- R Vormes ebiec omc &x(re—fix:@

PocCc & mGxX\ MmO Qe 2& C gue Jvca ACK 3.(3) coom eskes <esultcdes
G
ceme e Ut Aizinne (inikc. ace e cconcelhavel  recostec @ ek Lo
Qe W eTes., oo OO0 CoreX <y TC SEE CIGORTo0 OO B IS AC COIXT

Figura 5.45: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: sintese da tarefa “A caixa de volume mdximo”,
do grupo 2

As alunas do grupo 2, no fim da resolucao, verificam o resultado que obtiveram com o valor
genérico p e fazem essa verificacdo com o valor que inicialmente consideraram, que era 12.
Retomam as alineas anteriores como forma de atribuirem significados de sintese (ou seja
significados de grau 3) no raciocinio dedutivo que fazem no final da sua resolucgao.
Classificamos tal raciocinio por dedutivos porque as alunas fazem afirmacoes do género ‘Para

testar vamos considerar ..." e porque depois de obterem o resultado g deduzem o significado

20,

de grau 2 ‘o mdximo é dado por e deduzem também o significado de grau 2 ‘se

eps_ 1 . s ~ 1. 20 .
utilizassemos p = 20 iriamos obter uma expressd@o para o mdximo de ~» 0 que vai resultar

3,(3) e como é uma dizima infinita ndo é aconselhdvel pois dificultaria a construcdo da
caixa’. As alunas para além de usarem significados de grau 2 ja construidos das alineas
anteriores, estruturam tais significados de grau 2 para validarem o significado de grau 3 a que
chegam (que neste caso € a resolucdo com o parametro p genérico). E esta estruturacao, ao
aparecer no final da resolucéo, evidencia o raciocinio dedutivo das alunas e a interligacao dos
significados de grau 2. Se, ao invés deste raciocinio de teste com valores concretos aparecer
no final da resolucdo como modo de testar e evidenciar resultados, aparecesse no inicio como
estratégia para induzir algum tipo de generalizacao, este raciocinio seria considerado indutivo

e os significados de grau 2 evidenciariam a construcao para a generalizacao.
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Sintese: Os alunos desenvolvem a sua atividade signica em torno da liberdade que lhes é
dada no enunciado. Isto deve-se a natureza aberta das tarefas, construindo significados
matematicos encadeados e sucessivos, e, por isso, estruturados e sintetizadores e optando
por estratégias de resolucdo diversas. Com a mediacao, a professora conduziu os alunos a
compreensdao de que, a escrita algébrica € uma forma de comunicar resultados, de

demonstrar hipoteses matematicas e de validar conjeturas.

Alguns alunos optam por resolver a questao graficamente, extraindo o valor do volume
maximo e o respetivo valor do lado do quadrado cortado, como resultado da utilizacao da
calculadora grafica. A exploracao da funcdo na calculadora grafica, quer através do uso do
cursor de movimentacao da janela de visualizacdo, quer através da determinacdo do valor do
maximizante e do respetivo valor do maximo, permitiu-lhes definir uma janela de
visualizacao coerente com o volume da caixa em causa. As exploracoes na calculadora grafica
mediaram o raciocinio dos alunos, quer em raciocinios feitos no nivel 2, quer em raciocinios

feitos no nivel 3.

Na dltima questao os alunos verificam o resultado que obtiveram com o valor genérico p e
fazem essa verificagdo com o valor que inicialmente consideraram. Retomam as alineas
anteriores como forma de atribuirem significados de sintese (ou seja significados de grau 3).

As seguintes afirmacdes sao um exemplo disso: ‘Para testar vamos considerar ... e depois de
obterem o resultado % deduzem o significado de grau 2 ‘o mdximo é dado por %’ e deduzem
também o significado de grau 2 ‘se utilizdssemos p = 20 iriamos obter uma expressdo para o
mdximo de % , 0 que vai resultar 3, (3) e como é uma dizima infinita néo é aconselhdvel pois

dificultaria a construcéo da caixa’.

No nivel 3, os alunos definem a variavel independente num intervalo de valores que

integra o parametro p, atribuindo-lhe um significado que revela estruturacao do raciocinio
quando afirmam que o dominio da funcao é o intervalo aberto ]O,g[ e acrescentam que ‘nao

pode ser zero porque nao haveria medidas e nao pode ser g porque se se cortar metade do

cartdao nao da para fazer a caixa’. Os resultados foram discutidos na aula, entre os varios
grupos, foram sintetizadas as varias resolucoes e ocorreram algumas discussdes mediadas pela

professora com o intuito de construir sinteses de estratégias usadas.

No decurso da resolucdo da tarefa, o questionamento para a elaboracao de sinteses foi
feito quer através das questdes do enunciado (principalmente das Ultimas questdoes de cada
tarefa), quer através dos alunos ao longo da resolucao das tarefas (principalmente quando
fizeram referéncia aos raciocinios que tinham construido nas alineas anteriores), quer através
da mediacdo da professora, nomeadamente na fase final da questao em que ela pedia aos
alunos para apresentarem a resposta, fazendo uma sintese dos principais raciocinios que
haviam feito até ao momento. A (re)visita dos alunos a questdo inicial que acompanha o

enunciado geral foi um procedimento importante para que os alunos (re)definissem os seus
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raciocinios durante a resolucao de cada uma das alineas da tarefa por forma a caminharem
para a resolucao da Ultima questado - dado que a Ultima questao é a que pretende promover

mais raciocinios sintéticos e estruturantes de todos os outros raciocinios anteriores.
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5.2.2. A representacao, transformacao e conversao de significados dos
alunos durante a aprendizagem dos parametros em funcées

A representacao, transformacao e conversao de significados dos alunos durante a
aprendizagem dos parametros em funcdes € analisada segundo: i) a interpretacao do
enunciado; ii) o parametro e as variaveis dependente e independente; iii) o parametro e a
incognita; iv) o parametro na transformacdo de representacdes; e v) o parametro na

conversao entre registos de representacao.

5.2.2.1. Ainterpretacdo do enunciado

A figura 5.46 mostra que os alunos comecaram por usar significados que evidenciam o
inicio de uma estratégia de resolucdo. Esta significacdo ocorreu apds o contacto com o
enunciado e sao estes raciocinios que, por serem os primeiros, geram a hipotese de
resolucao. Por isso sdao designados raciocinios abdutivos. Os alunos iniciam uma intencdo, um
caminho de resolucao, em que a letra x e a concretizacao do valor para o lado do quadrado

cortado num dos cantos do cartao sao signos icones.

1
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Figura 5.46: Raciocinio abdutivo representado por signos icones: significado N151D2, na questao 1.1, da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, do grupo 1.

A este tipo de signos e raciocinios classificamos por significados de grau 1, porque
pertencem ao primeiro nivel do método devido ao contexto matematico em que ocorreram -
com o parametro concreto e as variaveis fixas num intervalo de valores - e foram classificados

como pertencendo a dimensao 2 (D2), por se tratarem de significados construidos pelos alunos.

Ha ainda aspetos relativos a interpretacao do enunciado que importa referenciar e que
ocorreram na resolucdao de questdes posteriores a primeira e se referem a compreensao do
conceito de parametro em funcdes através da exploracdao de outras vertentes do enunciado,
concretamente através da (re)exploracao do esquema que acompanha o enunciado, como € o
caso da (re)exploracdo do esquema que as alunas do grupo 1 fazem na resolucdo da ultima
questao da tarefa (ver figura 5.47). Nesta resolucao, as alunas mostram que compreendem a
variacdo do parametro (altura da caixa), entre ]0,2[ para um cartao com pcm de lado. E
explicam o raciocinio dedutivo que fazem, em linguagem natural e através da representacdo

€«

esquematica, quando afirmam “... a altura da caixa nunca pode ser gcm porque a caixa

deixaria de existir, pois seria cortada na sua totalidade” e apresentam um esquema com a
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situacdo hipotética na qual colocam um corte de g cm. Complementarmente, referem-se ao

infimo do intervalo como “um valor infinitamente proximo de 0, mas que seja superior a 0,
pois caso contrdrio a caixa também deixaria de existir porque ndo possuiria altura”. Este
raciocinio, que classificamos de dedutivo e cuja representacao classificamos como um
significado de grau 3 do terceiro nivel do método (N3), mostra a compreensao do conceito de
parametro a variar num intervalo de valores e que ndo pode assumir nenhum dos dois extremos
desse intervalo, pois a situacao em causa (a construcao da caixa) deixaria de ter significado.
Nesta exploracao, o esquema inicial, sem dados concretos, foi usado pelas alunas deste grupo
de trabalho para a compreensao da variacdao do parametro (neste caso a altura da caixa) num

intervalo de valores genéricos. A resolucao em causa € a seguinte:
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Figura 5.47: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N35S3D2, da questao 2, da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, do grupo 1

Sintese: Os alunos comecaram por usar significados que evidenciam o inicio de uma

estratégia de resolucao. Esta significacdao ocorre apds o contacto com o enunciado e sdo estes
raciocinios que, por serem os primeiros, geram a hipotese de resolucao. Por isso sao
designados raciocinios abdutivos. Os alunos mostram tal hipdtese através da representacao
que constroem em que a letra x e concretizacao do valor para o lado do quadrado cortado
num dos cantos do cartao sdo signos icones. A este tipo de signos e raciocinios classificamos
de significados de grau 1, porque pertencem ao primeiro nivel do método devido ao contexto
matematico em que ocorreram, com o parametro concreto e as variaveis fixas num intervalo
de valores, e foram classificados como pertencendo a dimensao 2 (D2), por se tratarem de

significados construidos pelos alunos.
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No que refere a compreensao do conceito de parametro em funcdes os alunos
(re)exploram o enunciado e mostram que compreendem a variacao do parametro (altura da
caixa), entre ]O,S[ para um cartdo com p cm de lado. Explicam o raciocinio dedutivo que
fazem, em linguagem natural e através da representacdo esquematica, quando afirmam “... a
altura da caixa nunca pode ser g cm porque a caixa deixaria de existir, pois seria cortada na
sua totalidade” e apresentam um esquema com a situacao hipotética na qual colocam um
corte de g cm. Complementarmente, referem que o valor minimo que a altura pode ter é um
valor “infinitamente préximo de 0, mas que seja superior a 0, pois caso contrdrio a caixa
também deixaria de existir porque ndo possuiria altura”. Este raciocinio, que é classificado
de dedutivo e cuja representacao é classificada como um signo de grau 3 do terceiro nivel do
método (N3), mostra a compreensao do conceito de parametro a variar num intervalo de
valores, nao podendo assumir nenhum dos dois extremos desse intervalo, pois a situacao em
causa (a construcao da caixa) deixaria de ter significado. Nesta exploracao, o esquema
inicial, sem dados concretos, foi um artefacto de mediacdo semidtica de significados
matematicos usado pelas alunas deste grupo de trabalho que promoveu a compreensao da

variacao do parametro (neste caso a altura da caixa) num intervalo de valores genéricos.
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5.2.2.2. O pardmetro e as varidveis dependente e independente

No que refere ao parametro e as variaveis dependente e independente, nos niveis N1 e N3
do método, ou seja, nas primeira e Ultima questao da tarefa, os alunos, primeiro (em N1),
atribuem um valor concreto ao parametro e depois identificam-no com uma letra, x,p ou

outra, tal como mostra a figura 5.48:

\a , 1 |

Figura 5.48: Signos indices construidos pelas alunas do grupo 1, na resolucao da questéo 1.1 (as duas primeiras
construcdes) e na resolucao da questdo 2 (a ultima construcédo), da tarefa “A caixa de volume mdximo”.

No 1.°nivel do método, os alunos, ao fixarem o valor do lado do cartdo em 12 cm e ao
obterem a condicao 12 — 2x, que define o valor da variavel x entre 0 e 6, compreenderam
que a concretizacdo do valor do lado do cartdo em 12 cm condicionou o valor da variavel x.
Do mesmo modo, no 3.° nivel do método, a designacdo de p cm (para o lado do cartdo)
originou a condicdo p — 2x, que define o valor da variavel x entre 0 eg. Esta compreensao
esta explicita nas resolucbes dos alunos, como exemplifica o raciocinio apresentado no

extrato 5.23.

(...)

Marco: Nao foi dificil perceber o intervalo ]0,2[ que obtivemos porque nas

alineas anteriores ja tinhamos experimentado o que é que acontecia a caixa
quando o valor do lado era 12, 20, etc. E percebemos que nao pode ser zero
porque se fosse zero ndo construiamos caixa porque nao teria altura.

Miguel: Pois, e nao pode ser g porque, se se cortar metade do cartado, nao da
para fazer a caixa. Por exemplo, se o lado do cartao for 12 cm, nao podemos
cortar 6 cm.

Extrato 5.23: Construcéo do significado de parametro como algo que pode determinar o resultado de alguma
varidvel, pelos alunos do grupo 3, na resolucao da questao 2 da tarefa “A caixa de volume mdximo”

Registaram-se ainda situacdes em que os alunos constroem representagdes nas questoes 1.2 e
1.3 (N2) e na questao 2 (N3), de modo a comunicar quais os valores minimos e maximos que

as variaveis, dependente e independente, podem assumir, na situacdo trabalhada,
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justificando o raciocinio que fazem através de representacoes esquematicas das figuras 5.49 e
5.50. Estas figuras sao signos construidos pelos alunos, nas questdes 1.3 e 2 da tarefa (por isso
pertencentes respetivamente ao nivel 2 (N2) e ao nivel 3 (N3) do método de ensino). No nivel
2 é requerido aos alunos que concretizem apenas o parametro e trabalhem com as variaveis e

no nivel 3 é requerido aos alunos que nao concretizem nem o parametro nem as variaveis.
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Figura 5.49: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N252D2, na resolucdo da questao 1.3 da
tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 2
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Figura 5.50: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N352D2, na resolucéo da questao 2 da
tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 2

Nestas resolucdes, o grupo 2 optou por resolver analiticamente a questao, derivando a funcao
que representa o volume da caixa e construindo a tabela de variacdao da monotonia de tal
funcao, através da respetiva variacdao do sinal. Posteriormente, atribuiu significado ao

maximizante g, ao minimizante % , ao sinal da funcdo derivada genérica dentro e fora do

intervalo compreendido entre o minimizante e o maximizante, bem como a respetiva
monotonia da funcao que representa o volume de uma caixa de cartao, formada a partir de
um quadrado de cartdao com lado p. Estas duas resolugdes em conjunto formam um raciocinio
indutivo, por traduzirem a generalizacdo que é feita da questdo 1.3 para a questdo 2 da

tarefa.

Sintese: Registaram-se, quer na primeira, quer na Ultima questao da tarefa, situacées em
que os alunos, primeiro, atribuem um valor concreto ao parametro e depois identificam-no
com uma letra, x, p ou outra. No 1.°nivel do método, os alunos, ao fixarem o valor do lado do
cartdo em 12 cm e ao obterem a condicdo 12 — 2x, que define o valor da variavel x entre 0 e
6, compreenderam que a concretizacao do valor do lado do cartao em 12 cm condicionou o

valor da variavel x . Do mesmo modo, no 3.° nivel do método, a designacdo de p cm (para o

lado do cartao) originou a condicao p — 2x, que define o valor da variavel x entre 0 eg.
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Registaram-se ainda situacdes em que os alunos constroem representacées nas questoes
1.2 e 1.3 (N2) e na questao 2 (N3), de modo a comunicar quais os valores minimos e maximos
que as variaveis, dependente e independente podem assumir, na situacdo trabalhada. No
nivel 2 é requerido aos alunos que concretizem apenas o parametro e trabalhem com as
variaveis e no nivel 3 é requerido aos alunos que nao concretizem nem o parametro nem as

variaveis.

Um grupo de alunos optou por resolver analiticamente a questdo, derivando a funcao que
representa o volume da caixa e construindo a tabela de variacao da monotonia de tal funcao,
através da respetiva variacdo do sinal. Posteriormente, atribuiu significado ao maximizante S,

ao minimizante g, ao sinal da funcao derivada genérica dentro e fora do intervalo

compreendido entre o minimizante e o maximizante, bem como a respetiva monotonia da
funcao que representa o volume de uma caixa de cartao formada a partir de um quadrado de
cartdo com lado p. Estas duas resolucdes consecutivas formam um raciocinio indutivo, por

traduzirem a generalizacao que ¢é feita da questdo 1.3 para a questao 2 da tarefa.

A possibilidade que é dada aos alunos, que resulta da estrutura da tarefa, de prolongarem
os raciocinios que eles préprios vao construindo de umas alineas para as outras promoveu a
compreensao do conceito de variavel e de parametro numa funcao durante a resolucdo da

tarefa.

Os alunos experimentaram ao longo da resolucao das questdes desta tarefa,
nomeadamente das questdes que se referem ao nivel 1 e ao nivel 3 o pardmetro como algo

que pode determinar o intervalo de variacdo de alguma varidvel.
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5.2.2.3. O par@metro e a incognita

No que refere ao parametro e a incognita, os trés grupos calcularam o valor que o lado do
cartdo assume nas circunstancias que eles préprios definiram, ou seja, para o valor concreto

do parametro, e relacionam-no com o respetivo valor do volume.

No nivel N1 do método, os alunos, ao atribuirem um valor concreto ao parametro,
identificam-no com um valor e posteriormente com uma letra, x,p ou outra, que tem um

valor concreto definido, como explicita a figura 5.51:

~e

P O
L

Figura 5.51: Signos indices construidos pelas alunas do grupo 1, na resolucdo da questéo 1.1 e na resolucéo da
questdo 2, respetivamente, da tarefa “A caixa de volume mdximo”.

Esta interpretacdao de parametro resulta da representacdao que é dada no 1.°nivel do
método, que é semelhante a que usualmente os alunos fazem para uma incégnita quando
resolvem uma equacao. Pois, por um lado, a escrita algébrica é a mesma, isto €, p = 12 (por
exemplo); por outro lado, quando se fixa algo desconhecido num valor concreto, como
aconteceu com o lado da caixa (por exemplo), resolve-se o problema e constréi-se a caixa e
determina-se o seu consequente volume - o que ndo € possivel fazer-se sem que o
desconhecido se torne conhecido/definido/determinado, o mesmo acontece com a
determinacdo da incognita na resolucao de um problema ou de uma equacao. Este significado
que alguns alunos deram fica explicito nas observacoes que ocorreram durante a resolucao da

questao 1.2 da tarefa, tal como explicita o extrato 5.24.

(...)

Marco: ... queremos é determinar este x aqui, com o lado do cartado fixo e
igual a 12 cm. E queremos que esta caixa tenha o maior volume possivel. As
contas que fizermos com cartoes com outras dimensoes serao parecidas.
Vamos ter de construir uma funcao para o volume e depois ir a maquina para
calcular o maximo.
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{
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Extrato 5.24: Construcéo do significado de parametro como algo que pode ficar definido e que permite resolver os
problemas matemadticos quando se lhe atribui um valor concreto, na resolucao da questao 1.1 da tarefa “A caixa de
volume maximo”, do grupo 3

No N3 do método, ou seja na questdo 2 da tarefa, registam-se episodios em que os alunos
trabalharam com as variaveis e com o parametro nao concretizados (ou seja, com o valor do

lado do cartdo nao concretizado numericamente) e em seguida derivam em ordem a variavel

x, tal como se mostra na figura 5.52.

Figura 5.52: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N352D2, da tarefa “A caixa de volume
mdximo”, do grupo 3

Depois, registam-se episodios em que os alunos calculam os zeros dessa funcdo derivada
obtida, envolvendo o parametro p. Tal, revela uma clara compreensdo da letra enquanto

variavel, enquanto parametro e enquanto incognita, como se mostra na resolucdo da figura

5.53.
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Figura 5.53: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N3S3D2, na resolucao da questéo 2 da
tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 3
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Sintese: No que refere ao pardmetro e a incdgnita, os trés grupos comecaram por atribuir
um valor concreto ao parametro e posteriormente com uma letra, x,p ou outra. Esta
interpretacdo de parametro resultou da representacdo que foi dada no 1.°nivel do método,
que foi semelhante a que usualmente os alunos fazem para uma incognita quando resolvem
uma equacao. Pois, por um lado, a escrita algébrica é a mesma, isto &, p = 12 (por exemplo);
por outro lado, quando se fixa algo desconhecido num valor concreto, como aconteceu com o
lado da caixa (por exemplo), resolve-se o problema e constroi-se a caixa e determina-se o seu
consequente volume - o que ndo é possivel fazer-se sem que o desconhecido se torne
conhecido/definido/determinado, o mesmo acontece com a determinacdo da incognita na

resolucao de um problema ou de uma equacao.

No N3 do método, ou seja na questao 2 da tarefa, registam-se episdédios em que os alunos
trabalharam com as variaveis e com o parametro nao concretizados (ou seja, com o valor do
lado do cartao nao concretizado numericamente) e em seguida derivam em ordem a variavel
x. Depois, registam-se episodios em que os alunos calculam os zeros dessa funcado derivada

obtida, envolvendo o parametro p.

A exploracao que os alunos fizeram ao longo da resolucao da tarefa promoveu a
compreensao da nocao de letra enquanto incognita, de letra enquanto variavel de uma funcao
e de letra enquanto parametro. Os alunos experimentaram o pardmetro como algo que pode
ficar definido e que permite resolver os problemas matemdticos quando se lhe atribui um

valor concreto.
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5.2.2.4. O parametro na transformacdo de representacéoes

A resolucao da figura 5.54 os alunos comecam por estudar a situacao com o valor do lado
do cartao fixo em 12 cm. Constroem a expressao que lhes permite determinar o volume e
exploram-na na calculadora grafica, detalhando todos os raciocinios que fazem. Depois
representam por escrito a estratégia que seguiram e justificam os passos da estratégia com
significados que classificamos de grau 3 do segundo nivel do método (N2), por traduzirem um

raciocinio dedutivo, sintético, como o que a seguir apresentamos:
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Figura 5.54: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N25S3D2, na quest&o 1.3 da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, do grupo 1

Nesta representacao as afirmacdes “Xmin:0 (pois ndo hd medidas negativas)”,.” Xmax:6
(pois o comprimento do quadrado que se cortou ndo pode ser maior que metade do lado do
quadrado que foi cortado)“, “Ymin: 0 (porque ndo hd volumes negativos)” e “Yméax: 250 (pois
com este valor conseguimos observar no ecrd da calculadora todo o grdfico” constituem
significados que conjuntamente formam uma estrutura e sdao genéricos, tal como: ‘nao ha
volumes negativos’, ou ‘o comprimento do quadrado que se cortou nao pode ser maior que

metade do lado do quadrado que foi cortado’.

A transformacao de significados ocorreu dentro da mesma resolucao e do mesmo registo

de representacao. Também foi usada a mesma estratégia em situacdes diferentes. Por
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exemplo, a estratégia usada pelas alunas do grupo 1 e atras apresentada na figura 5.54, que
foi definir o lado do cartao 12 cm e explorar a situacao graficamente, foi novamente repetida
nas mesmas alineas com um lado de cartdao 10 cm. As alunas reiteram a estratégia e afirmam
que “quando, por exemplo, o cartdo antes de ser cortado tem 10 cm de lado”, “colocamos na
calculadora a express@o que nos dd o volume mdximo da caixa, neste caso: (10 — 2x)(10 —

2x)x”, “calculando o mdximo da funcdo”, tal como mostra a figura e concluindo do mesmo

modo que o resultado é % de 10, tal como no teste anterior era % de 12.
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Figura 5.55: Raciocinio indutivo e dedutivo, representado por signos indices e simbolo: Significados N252D2 e
N2S3D2, da tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 1

Em complementaridade visualizam na calculadora grafica o seguinte grafico:

M1=C1B=-200 C1BE=2x 05

] HMan"
n=l.B6BBBEEEY  'Y="U4. 0UOTHOT

Figura 5.56: Raciocinio dedutivo, representado por signos simbolo: Significado N253D2, na resolucao da questao 1.3
da tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 1

“

sl . ~ ;1 ~ .
Na ultima afirmacao que as alunas fazem, “.., que é A de 10” mostram que estao a relacionar

o valor que atribuiram a dimensao do cartao, com o resultado a que chegaram para o valor do
corte que maximiza o volume da caixa. Este significado final, relaciona e estrutura os
significados anteriores e prepara as alunas para a ultima questdo da tarefa, na qual
relacionam estas dimensdes, mas para valores genéricos da dimensao do cartdo, como mostra

a resolucdo da figura 5.57. Esta resolucdo € a reiteracdo da estratégia que as alunas
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aplicaram as situacdes concretas da questao 1.1, tal como as proprias alunas reconhecem e

afirmam.
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Figura 5.57: Raciocinio dedutivo, representado por signos simbolo: Significado N3S3D2, na resolucdo da questdo 2 da
tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 1

Sintese: No que refere ao pardmetro na transformacdo de representacdes, os alunos

relacionam, sucessivamente, cada significado com outro, construindo uma cadeia de
significados sob um raciocinio indutivo, estruturando-os depois sob um raciocinio dedutivo.
Comecam por estudar a situacao com o valor do lado do cartao fixo. Constroem a expressao
que lhes permite determinar o volume e exploram-na na calculadora grafica, detalhando
todos os raciocinios que fazem. Depois, representam por escrito a estratégia que seguiram e
justificam os passos da estratégia com significados de grau 3 do segundo nivel do método
(N2).

”

Afirmacdoes como “Xmin:0 (pois ndo hd medidas negativas)”,.” Xmax:6 (pois o
comprimento do quadrado que se cortou ndo pode ser maior que metade do lado do
quadrado que foi cortado)“, “Ymin:0 (porque ndo hd volumes negativos)” e “Ymax: 250 (pois
com este valor conseguimos observar no ecrd da calculadora todo o grdfico” constituem
significados que conjuntamente formam uma estrutura, respondem a intencionalidade da
questao, e sao dedutivos porque sao justificados com argumentos matematicos que sao por si
estruturadores e validos para qualquer situacdo, por isso genéricos, tal como: ‘ndo hd
volumes negativos’, ou ‘o comprimento do quadrado que se cortou ndo pode ser maior que
metade do lado do quadrado que foi cortado’. Estas justificacdes constituem-se como
argumentos matematicos para todo e qualquer sdlido geométrico ou para todo e qualquer

quadrado cortado nos cantos por quadrados.
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A transformacao de significados ocorreu nao apenas dentro da mesma resolucao e do
mesmo registo de representacdo, ocorreu também como forma de reiterar estratégias, ou
seja, a mesma estratégia aplicada a situacoes diferentes, como modo de testar e de
consolidar quer as proprias estratégias quer os raciocinios usados em tais estratégias. Por
exemplo, a estratégia usada por um dos grupos de alunas, que foi definir o lado do cartao 12
cm e explorar a situacdo graficamente, foi novamente repetida nas mesmas alineas com um
lado de cartdao 10 cm. As alunas reiteram a estratégia e afirmam que “quando, por exemplo,
o cartdo antes de ser cortado tem 10 cm de lado”, “colocamos na calculadora a expressdo

que nos dd o volume mdximo da caixa, neste caso: (10 — 2x)(10 — 2x)x”, “calculando o

1

mdximo da funcao”, e concluindo do mesmo modo que o resultado é - de 10, tal como no

teste anterior era % de 12.

“«

. ~ ;1 ~ .
Na afirmacao “..., que é - de 10” as alunas mostram que estao a relacionar o valor que

atribuiram a dimensao do cartdo, com o resultado a que chegaram para o valor do corte que
maximiza o volume da caixa. Este significado final, relaciona e estrutura os significados
anteriores e prepara as alunas para a ultima questdao da tarefa, na qual relacionam estas
dimensbes, mas para valores genéricos da dimensao do cartao. Esta resolucdo é a reiteracao

da estratégia aplicada as situacoes concretas.

Esta sequéncia de significados e esta transformacdo de significados e de estratégias
promoveu a construcdo e transformacdao de estratégias e significados matematicos

estruturados.
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5.2.2.5. O par@metro na conversdo entre registos de representac@o

No que refere ao parametro na conversao de representacdes, os trés grupos de alunos
comecam por construir, nas questées 1.1, 1.2 e 1.3 da tarefa, significados em torno da
situacdo que a seguir representam em linguagem natural e em esquema. Depois, os alunos
convertem essas representacdes para linguagem algébrica e para um registo de representacao
grafica, como mostra o exemplo da figura 5.58.
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Figura 5.58: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N2S3D2, na resolucao da questéo 1.3
da tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 3

Esta representacdo mostra o uso de varios registos de representacdo para a resolucao das
questodes e a conversao de significados matematicos entre esses registos de representacao. Na
resolucao que se segue, referente ao segundo nivel (N2) do método de ensino, na tarefa “A
caixa de volume mdximo”, os alunos constroem a funcao que permite determinar o volume da
caixa num registo algébrico, transformam a funcdo num registo algébrico, estudam a funcédo
na calculadora num registo grafico, constroem a tabela de variacdo de monotonia da funcao
em causa, relacionam a monotonia da funcao com o sinal da funcao derivada correspondente

num registo em tabela e localizam o valor do maximizante e do respetivo maximo da funcao
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novamente usando um registo grafico.

O mesmo aconteceu na ultima questdao da tarefa, em que os trés grupos de alunos
apresentam em varios registos de representacao a resposta ao pedido ‘Considera agora que o

cartdo tem p cm de lado. Qual é a expressdo algébrica que traduz o volume da caixa em

funcdo do lado do quadrado cortado?’, a semelhanca da resolucao que a seguir se apresenta:

n;\".'l.::, O {.,."—t"-"‘ﬂ:.f'f_{_{'_f’_ -'.._‘-C'_"_-.. Oleves f.l'."'..i::n.;{v-q‘:u e S luve de Snlive
Cfbeancss e W ol &&TWCAs foolocict om On s Fun e e
vitad ziza?y pteap
Wilx) o &1 a4 o - o

— ——
=) x=1%p2 Ji%p)-4(12ap?) 6) X Bpd J €6 of -4
Py P o3 ‘q

o cBprtilepy ) x:9pthp ) % = 2p = he
=24 el ks el

o I Iﬂi@a‘_: 2
a e

T
k‘*«-‘.r_ € L% o ¢].;)

— e
Accire nee pode (e dimeraces & = Y | oo rre exmtic coive
cleemie coorlEcse e 12 C}LC—:‘;:‘-::- e e TE,

Figura 5.59: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N3S3D2, na resolucao da questéo 2 da
tarefa “A caixa de volume mdximo”, do grupo 2

No que refere a resolucdo da figura 5.59 ocorreram significados de grau 0 que nao

condicionaram a resolucédo da situacdo, referentes a representacao do signo "x = g AX = % “

e do signo “|E,E| “. Estas situacoes foram mediadas pela professora, nas quais as alunas
6" 2 >

alegaram que “Foi distrac@o. N6s sabiamos que, na resolucdo de equacbes do segundo grau é

um ‘ou’ e ndo um ‘e’. E também sabiamos que o intervalo é aberto quer em g, quer em g,

até porque esta conclusdo jd a tinhamos tirado na alinea 1.2.” Estes significados de grau 0
(50), ocorreram no nivel 3, na Gltima questao. Significados como este ocorreram em varias
fases de resolucao da tarefa, em algum dos grupos. Sao significados ndao semidticos que
ocorreram fruto da desconcentracao pontual dos alunos. Contudo, significados de grau 0
referentes a raciocinios matematicos errados, que condicionassem a resolucdao da tarefa,
registaram-se por escrito com pouca frequéncia, pois a grande maioria das situacdes que, ao
longo da resolucdo da tarefa causaram dlvidas e provocaram significados de grau 0
condicionadores da resolucao foram representados num registo oral, e foram mediados, quer

pelos colegas dentro do grupo de trabalho, quer pela professora. Tal como aconteceu com o
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grupo 2. Estas alunas, na transformacao algébrica da equacao do segundo grau, adicionaram
erradamente dois valores. Esta situacdo resultou num binémio discriminante com valor
negativo que lhes impossibilitou a determinacao dos zeros da primeira derivada da funcao que

representa o volume da caixa. Este significado de grau 0 foi mediado dentro do grupo.

Sintese: No que refere ao parametro na conversao de representacdes, a maioria dos alunos

comecou por construir, nas questoes 1.1, 1.2 e 1.3 da tarefa, significados em torno da
situacdo que a seguir representam em linguagem natural e em esquema. Depois, os alunos
convertem essas representacoes para linguagem algébrica e para um registo de representacao
grafica.

As resolucdes dos alunos mostram o uso de varios registos de representacdao para a
resolucao das questdes e a conversao de significados matematicos entre esses registos de
representacao, nomeadamente no 2.° nivel. Como por exemplo, quando os alunos constroem
a funcdo que permite determinar o volume da caixa num registo algébrico, transformam a
funcdo num registo algébrico, estudam a funcdo na calculadora num registo grafico,
constroem a tabela de variacao de monotonia da funcao em causa, relacionam a monotonia
da funcao com o sinal da funcao derivada correspondente num registo em tabela e localizam
o valor do maximizante e do respetivo maximo da funcdo novamente usando um registo

grafico.

O mesmo aconteceu na Ultima questdo da tarefa, em que os trés grupos de alunos
apresentam em varios registos de representacao a resposta ao pedido ‘Considera agora que o
cartdo tem p cm de lado. Qual é a expressdo algébrica que traduz o volume da caixa em

funcédo do lado do quadrado cortado?’

Na ultima questdo ocorreram significados de grau 0 que nao condicionaram a resolucdo da
questdo, referentes a representacdo do signo “x =§ AX ZZ " e do signo “ E,g[" . Estas
situacdes foram mediadas pela professora, nas quais as alunas alegaram que “Foi distracdo.
No6s sabiamos que, na resolucdo de equacbes do segundo grau é um ‘ou’ e ndo um ‘e’. E
também sabiamos que o intervalo é aberto quer em Z, quer em 2, até porque esta conclusdo
ja a tinhamos tirado na alinea 1.2.” Estes significados de grau 0 (S0), ocorreram nalguma fase
de resolucdo da tarefa em algum dos grupos. Sao significados ndao semioticos, que nao
condicionaram a resolucao da tarefa e que ocorreram fruto da desconcentracao pontual dos
alunos. Contudo, significados de grau 0 referentes a raciocinios matematicos errados
registaram-se por escrito com pouca frequéncia, pois na grande maioria das situacdes foram

mediados oralmente, quer pelos colegas dentro do grupo de trabalho, quer pela professora.
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Saliente-se que, no que refere a ocorréncia de significados de grau 0 que condicionaram o
processo de significacdo, nas questdes 1.3 e 2 da primeira tarefa da proposta pedagogica, os
alunos do grupo 3 tiveram muita dificuldade em atribuir significados. Porém, nas questoes 1.3
e 2 da tarefa “A caixa de volume madximo”, os mesmos alunos construiram significados de

grau 3, tal como explicitam as resolucdes das figuras 5.58 e 5.59.

Na resolucdo da tarefa “A caixa de volume mdximo” a atividade matematica de
transformacao e conversao de representacdes no 2.° nivel intensificou-se, comparativamente
a esta atividade no inicio do estudo. Esta intensificacdo também se registou no 3.° nivel
(questao 2). Esta constatacao remete-nos para a seguinte questao: a intensificacao da
atividade matematica dos alunos, no que refere a construcdo de significados nas
transformacoes e conversdes de representacodes, esta relacionada com o tipo de tarefas que

tém vindo a resolver?
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5.3. Parametros, funcdes e geometria

Na analise que se segue é feita a descricao dos dados mais representativos conjuntamente
com a classificacdo dos respetivos significados referentes a tarefa “Pardmetros, funcées e

geometria”, que foi a sétima e Ultima tarefa implementada.

5.3.1. A mediacdo semiotica

A mediacao semiodtica é analisada segundo: i) o questionamento para voltar atras na tarefa
e a focalizacdo em aspetos particulares dos raciocinios dos alunos; e ii) o questionamento

para sinteses e a realizacdo de sinteses.

5.3.1.1. O questionamento para voltar atrds na tarefa e a focalizacGo em aspetos
particulares dos raciocinios dos alunos

A professora leu, para toda a turma e em voz alta, o enunciado geral que acompanha o
esquema do cilindro e leu também o enunciado da questdo 1.1 (ver extrato 5.27). Com este
procedimento a professora quis assegurar que alguns aspetos relevantes do enunciado fossem

explicitados, tal como a recomendacao inicial (ver extrato 5.25).

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos
os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressées simbolicas e graficos que construas (quer usando a tua

calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questdo).

Extrato 5.25: Focalizacao do raciocinio dos alunos para aspetos particulares do enunciado comuns a todas as tarefas:
Significados N3S1D1, N3S2D1, N3S3D1

A professora quis assegurar-se, também, que os alunos compreendiam que o ponto P varia
ao longo do eixo central do cilindro, dando origem a dois cones cujos vértices coincidem com
o ponto P e cujas bases coincidem com as bases do cilindro, tal como explicita o extrato 5.26.

Professora: Temos de considerar que um ponto P se desloca ao longo do

segmento [AB], nunca pode coincidir com o ponto A, nem com o ponto B. O
que é que isto origina na figura?

Ldcia: Vai originar sempre dois cones.
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Professora: Exatamente. Cada posicao do ponto P determina dois cones cujos
vértices coincidem com o ponto P. E em relacado as bases de cada cone, o que
podemos dizer?

iris: As bases dos cones sao as bases do cilindro
Extrato 5.26: Mediacdo semidtica da professora que pretende promover a construcdo de raciocinios abdutivos,

indutivos e dedutivos: significado N1S1D1,N2S1D1, N3S1D1, N152D1,N252D1, N3S2D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1, da
tarefa “Parametros, funcées e geometria”

h

“Na figura esta representado um cilindro de altura h e raio da base r. Sejam A e
B os centros das bases do cilindro. Considera que um ponto P se desloca ao
longo do segmento [AB], nunca coincidindo com o ponto A, nhem com o ponto B.
Cada posicao do ponto P determina dois cones cujos vértices coincidem com o
ponto P e cujas bases coincidem com as bases do cilindro. Que relacdes
matematicas podemos estabelecer com as dimensoes h,r e p ?”

“1.1. Mostra que a soma dos volumes dos dois cones nao depende da posicao
do ponto P. Sugestdo: Designa por a a altura de um dos cones.

1.2. Para que valores do raio do cilindro a soma dos volumes dos dois cones é
menor que o triplo do valor da altura h.

1.3. Para que valores da altura do cilindro a soma dos volumes dos dois cones
€ menor que o triplo do valor do raio.

2. Supoe que queremos embalar o cilindro, de volume v, numa caixa
paralelepipédica. Como determinamos as dimensdes do cilindro para que a
area total da caixa seja minima?”

Extrato 5.27: Enunciado que promove raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos nos alunos e respetivas
representacoes: Significado N3S1D1, N3S2D1, N3S3D1, da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria.

A resolucao da questao 1.1 da tarefa, na qual os alunos (neste caso as alunas do grupo 2)
trabalham com as expressoes algébricas dos volumes dos cones nas quais h representa,
primeiro a altura de um cone, e, a seguir, a altura do cilindro, passando a altura de um dos
cones a ser representada por a e a altura do outro cone por h —a, mostra que as alunas

atribuiram distintos significados algébricos a mesma letra (neste caso h), (ver figura 5.60).
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o e )

Figura 5.60: Raciocinio indutivo representado por signos indices: Significado N352D1 que decorrem da interpretacao
do enunciado da questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 2

Esta representacao € um signo indice porque as alunas relacionaram a letra A com a letra
a, quando atribuiram um novo significado a relacdo da altura do cilindro com a altura dos
cones e constroem as expressdes h —a e a. Contudo, apesar do raciocinio abdutivo que
antecedeu o indutivo da figura 5.61 estar implicito nas expressoes que as alunas constroem, a
professora, na fase de discussdo, focalizou a atencdo das alunas para que esse raciocinio
implicito se tornasse explicito na resolucdo escrita da tarefa. E necesséario representar o que
designa cada uma das letras nas expressdes e esta necessidade foi mediada através da
discussao de significados de grau 2 que ocorreu com o grupo 2 na entrevista final do estudo,

tal como mostra o extrato 5.26.

)

Professora: Vocés apresentam a seguinte resolucao, mas o que significa cada
uma das letras?
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Figura 5.61: Significado de grau 2 da resolucao da questao 1.1 da tarefa “Parametros, funcées e geometria”, do
grupo 2

Silvia: Mas, ja se sabe o que é cada letra, o h é a altura do cilindroe o a é a
altura de um cone (¢ dito para fazermos isso na sugestao dada no enunciado).

Professora (apontando para a resoluciio das alunas): ENta0, que h € este aqui? O que € que
ele representa?
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Figura 5.62: Discussao da resolucdo da questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”,
do grupo 2

Silvia: Esse é a altura do cone.

Professora: Entdo em que é que ficamos? Este h representa a altura do
cilindro ou a do cone?

Silvia: Primeiro representa a altura do cone, depois a do cilindro.
Professora: E isso esta claro na vossa resolucao?

Silvia: Hum, se calhar nao.

iris: Nao, temos que o clarificar.

Professora: Pois tém. Reparem numa coisa, nas tarefas que tém vindo a fazer
até aqui, vocés, na primeira questdao comecavam por atribuir um valor
concreto a algo, nao era? Se nao o fizessem seria possivel resolver a tarefa?

iris: Ndo. Se ndo o fizéssemos ndo conseguiamos resolver as questoes.

Professora: E quem leia a vossa resolucdao fica com a certeza que vocés
sabiam o que significa cada letra na vossa resolucao?

iris: Fica porque resolvemos bem, mas pode ter dividas e por isso temos que
fazer como faziamos nas outras tarefas. Dizer o que é que cada letra significa.
Assim, nao ha dividas para ninguém. E para o ano no exame também temos
que ter esta preocupacao.

Professora: Sim tém. Sempre. No exame e fora do exame. O leitor ndo pode
ter dlvidas sobre o que aconteceu em todas as fases do vosso raciocinio.

Silvia e iris: Mas aqui isso é facil.

iris: Basta pensarmos como se fossem nimeros quando tivermos duvidas e ver
0 que é que acontece quando variamos esses numeros e depois no fim
pensamos com a letra.

(...)

Extrato 5.28: Mediacdo semidtica da professora na construcdo de signos indices durante um raciocinios indutivo, na
resolucao da questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 2

Na resolucao da questao 1.1, a resolucao que se segue foi classificada como significado de
grau 2 representado por signos indices que nao foram estruturados num signo simbolo. Por um
lado, as alunas cometeram um erro, significado de grau 0, na transformacao da expressao do

volume do cone, pois “esqueceram-se” do valor > Este significado de grau 0 foi discutido com

as alunas na entrevista e, a semelhanca de outros significados de grau 0 ocorridos ao longo do
estudo, justificam que este ocorreu devido a sua desconcentracdo pontual, ndo sendo tal

significado indicador de desconhecimento ou dificuldade, mas de descontinuidade na
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concentracao que originou o significado de grau 0. O significado de grau 0 em causa é

apresentado da figura 5.63.

Ve JAbix N ) VA @*ﬂh 'C')

Figura 5.63: Significado de grau 0 da questdo 1.1 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”, do grupo2

No entanto a mediacdo intencionada pela professora nao se prendeu a este significado de
grau 0, mas sim com a resposta final dada pelas alunas. A intencao da questao era ‘Mostra
que a soma dos volumes dos dois cones ndo depende do ponto P’ e essa intencao nao foi
concretizada, no caso das alunas do grupo 2. Ou seja, esse raciocinio dedutivo nao foi
concluido pelas alunas, porque elas construiram a expressao que designa a soma dos volumes,
transformaram algebricamente essa expressao, mas nao estruturaram tais significados com
uma conclusao que traduzisse e sintetizasse o significado ‘a soma dos volumes dos dois cones
ndo depende do ponto P'. A seguinte discussao apresenta a mediacao feita pela professora,
ndo apenas a necessidade de tornar explicito na resolucdo o raciocinio abdutivo que deu
origem a resolucdo que apresentam, mas também o significado sintese, final, que suporta,

liga, estrutura e legitima toda a resolucao, ou seja a conclusao.

(...)
Professora: O que é que se conclui do resultado mwhr??

Silvia: Significa que nao depende do ponto P, porque nao precisamos de saber
nada acerca do ponto P

Professora: E isso é dito na vossa resolucdo?

Silvia: Pois, também nao dizemos, temos de dizer.

Extrato 5.29: Focalizacdo da professora para aspetos particulares dos raciocinios indutivos das alunas do grupo 2,
relativos a questdo 1.1 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”: Significado N352D1

Nesta mediacdo as alunas perceberam a importancia de tornarem explicitos, nas
representacoes que fazem (ou seja, nas resolucbes que apresentam, nomeadamente as
escritas), todos os significados que atribuem a cada letra das expressdes algébricas quando
afirmam ‘temos que dizer na resolucdo o que é que cada letra significa’. Ou seja, importa
que, na representacao de um raciocinio dedutivo fique explicito o raciocinio abdutivo que lhe
deu origem, bem como os raciocinios indutivos necessarios que suportam, ligam e estruturam
tal deducado. Importa portanto que, na representacdo de um raciocinio dedutivo fiquem
representados os signos icones e os signos indices que definem e estruturam o signo simbolo
resultante. Por outro lado, na entrevista final, também ficou evidente a aprendizagem que os

¢

alunos fizeram das etapas do préprio método, afirmacdes como ‘... basta pensarmos como se
fossem numeros e quando tivermos duvidas temos de ver o que é que acontece quando

variamos esses numeros e depois no fim pensamos com a letra’ mostram que as alunas
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aprenderam uma forma de raciocinio que é, em si, construtivo, desde o nivel 1 até ao nivel 3
e que lhes permite interpretar, definir estratégias de resolucdo e resolver problemas que

envolvam o parametro generalizado e as variaveis numa funcao.

A representacdo que a seguir se apresenta, relativa a questao 1.2, que foi classificada de

significado de grau 3, na qual as alunas do grupo 1 dao continuidade a expressdao que
construiram r? < % para determinarem os valores do raio da base do cilindro que transforma
o valor da soma dos volumes dos dois cones menor que o triplo do valor da altura do cilindro.
Para tal construiram a funcdo y = x? —3 e representaram-na graficamente, sem recurso a

calculadora grafica, e fazem referéncia aos valores que esse raio pode e nao pode ter, como

mostra a representacdo que se segue:

I TV —=

Figura 5.64: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolo: significado N353D1 resultante da interpretacao do
enunciado da questao 1.2 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1.

Esta situacao evidencia uma clara compreensao do parametro em fungdes no final do estudo.

Sintese: A professora leu, para toda a turma e em voz alta, a recomendacao, o enunciado
geral que acompanha o esquema do cilindro e o enunciado da questao 1.1. Com este
procedimento quis assegurar-se que alguns aspetos relevantes do enunciado eram
explicitados. Quis assegurar-se, também, que os alunos compreendiam que o ponto P varia ao

longo do eixo central do cilindro, dando origem a dois cones cujos vértices coincidem com o

ponto P e cujas bases coincidem com as bases do cilindro.

0 enunciado desta tarefa foi intencionalmente construido apenas com questdes do nivel 3
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do método de ensino. Pretendeu-se perceber o desempenho dos alunos, apos a

implementacao do estudo, face a questdes que integrem apenas o 3.° nivel do método.

As representacoes construidas pelos alunos que decorrem da resolucdo da tarefa
evidenciam destreza na construcao e na transformacao de significados que envolvem
expressdes apenas com letras para representar algo com que é necessario trabalhar
matematicamente. Por exemplo, na resolucao da questao 1.1, os alunos trabalham com as
expressoes algébricas dos volumes dos cones nas quais h representa, primeiro a altura de um
cone, e, a seguir, a altura do cilindro, passando a altura de um dos cones a ser representada
por a e a altura do outro cone por h — a. Isto significa que atribuiram distintos significados
algébricos a mesma letra (neste caso h). Esta representacdo é um signo indice porque as
alunas relacionaram a letra h com a letra a, quando atribuiram um novo significado a relacao
da altura do cilindro com a altura dos cones e constroem as expressdes h —a e a. Contudo,
apesar do raciocinio abdutivo que antecedeu o indutivo estar implicito nas expressdes que as
alunas constroem, a professora, na fase de discussao, focalizou a atencao das alunas para que
esse raciocinio implicito se tornasse explicito na resolucdo escrita da tarefa, frisando que, é

necessario representar o que designa cada uma das letras nas expressoes.

Nesta resolucao, estas alunas cometeram um erro, significado de grau 0, aquando da
~ ~ . 1
transformacao da expressao do volume do cone, pois esqueceram-se do valor T Este

significado de grau 0 foi discutido na entrevista, na qual justificam ter ocorrido devido a sua
desconcentracao pontual, nao foi indicador de desconhecimento ou dificuldade, mas de
desconcentracao. A mediacao da professora nao se prendeu com o significado de grau 0, mas
sim com a resposta final dada pelas alunas. A intencao da questao era ‘Mostra que a soma dos
volumes dos dois cones ndo depende do ponto P’ e, no caso das alunas do grupo 2, essa
intencdo nao foi concretizada. O raciocinio dedutivo ndo foi concluido pelas alunas, porque
elas construiram a expressao que designa a soma dos volumes, transformaram algebricamente
essa expressao, mas nao estruturaram tais significados com uma conclusao que traduzisse e
sintetizasse o significado ‘a soma dos volumes dos dois cones ndo depende do ponto P'. Na
mediacdo da professora as alunas perceberam a importancia de tornarem explicitos, nas
representacdes que fazem (ou seja, nas resolucdes que apresentam, nomeadamente as
escritas), todos os significados que atribuem a cada letra das expressoes algébricas quando
afirmam ‘temos que dizer na resolucGo o que é que cada letra significa’. Ou seja, importa
que, na representacao de um raciocinio dedutivo fique explicito o raciocinio abdutivo que lhe
deu origem, bem como os raciocinios indutivos necessarios que suportam, ligam e estruturam
tal deducdo. Importa portanto que, na representacdo de um raciocinio dedutivo fiquem
representados os signos icones e os signos indices que definem e estruturam o signo simbolo
resultante. Por outro lado, na entrevista final, também ficou evidente a aprendizagem que os

¢

alunos fizeram das etapas do proprio método, afirmacdes como ‘... basta pensarmos como se
fossem numeros e quando tivermos duvidas temos de ver o que é que acontece quando

variamos esses numeros e depois no fim pensamos com a letra’ mostram que as alunas
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aprenderam uma forma de raciocinio que é, em si, construtivo, desde o nivel 1 até ao nivel 3
e que lhes permite interpretar, definir estratégias de resolucdo e resolver problemas que

envolvam o parametro generalizado e as variaveis numa funcao.

Contudo, alguns aspetos particulares do raciocinio dos alunos e que evidenciam uma clara
compreensao do parametro em funcdes no final do estudo sdo postos em evidéncia pelos
proprios alunos nas representacdes que eles constroem durante a resolucao da Ultima tarefa.
Por exemplo, na questdao 1.2, as alunas do grupo 1 dao continuidade a expressdao que
construiram r? <% para determinarem os valores do raio da base do cilindro que transforma
o valor da soma dos volumes dos dois cones menor que o triplo do valor da altura do cilindro.
Para tal, construiram a funcao y = x? —% e representaram-na graficamente, sem recurso a

calculadora grafica, e fazem referéncia aos valores que esse raio pode e ndo pode ter.

A intervencao da professora ao longo da resolucao da tarefa foi feita, no decurso da
entrevista, para aspetos particulares dos significados construidos pelos alunos para que
promovam a representacdo de raciocinios, nomeadamente a representacdo de raciocinios
dedutivos, bem como dos raciocinios iniciais e intermédios, os abdutivos e os indutivos, que

fundamentam a estratégia usada na resolucao e estruturam os significados construidos.
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5.3.1.2. O questionamento para sinteses e a realizacdo de sinteses

As alunas do grupo 1 mostram como na primeira questao da tarefa a soma dos volumes dos
dois cones nao depende do ponto P, apresentando uma sintese algébrica dos seus raciocinios,
face a uma questao que, embora nao sendo a Ultima da tarefa, € uma questao do nivel 3. Esta
representacao do grupo 1 foi classificada com um signo simbolo porque as alunas designam
cada uma das letras, constroem as expressoes e chegam a uma conclusao estruturada. De
facto, a intencao da questao era ‘Mostra que a soma dos volumes dos dois cones ndo depende
do ponto P’ e essa intencao foi concretizada. Ou seja, o raciocinio dedutivo que foi
intencionado no enunciado, foi conseguido por estas alunas, porque elas construiram a
expressao que designa a soma dos volumes, transformaram algebricamente essa expressao e
estruturaram tais significados com uma conclusao que traduz e sintetiza o significado ‘a soma

dos volumes dos dois cones é constante’, como a seguir se apresenta na figura 5.65:
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Figura 5.65: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N3S3D1 resultante da resolucdo da
questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

De forma equivalente a questao 1.1, as alunas do grupo 2 mostram, na segunda questao da
tarefa (ver figura 5.66), como definem os valores do raio do cilindro para os quais a soma dos
volumes dos dois cones é menor que o triplo do valor da altura h. Apesar de, por lapso, as
alunas nao considerarem a terca parte de mr2h, constroem um raciocinio estruturado que
comunicam por escrito através de uma representacdo que classificamos também por
significado de grau 3, pelos mesmos motivos que classificamos por significado de grau 3 a
resolucao da figura 5.65.
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Figura 5.66: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N3S3D1 resultante da resolucdo da
questdo 1.2 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”, do grupo 2

E analogamente para as questdes 1.3 da tarefa, tal como mostra a figura 5.67:
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Figura 5.67: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N3S3D1, resultante da resolucdo da
questdo 1.3 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”, do grupo 2

Contudo, a resolucao apresentada pelas alunas do grupo 2 a questdo 1.3 apresenta uma
caracteristica que se prende com a formalizacdo dos resultados em matematica num registo
de representacao em linguagem natural versus registo de representacdao em linguagem
algébrica. Apesar da representacdo da figura 5.67 ter sido classificada como um significado de
grau 3, foi necessario mediar, durante a entrevista, a importancia e a adequacdo da escolha
dos registos de representacao para cada tipo de resposta, de modo a que a escolha do registo

para responder a questdo resulte apropriada ao tipo de resolucdo. De facto, a resposta dada

pelas alunas ‘o h pode variar entre 0 e % ‘ nao explicita devidamente o que acontece quando
h =0 ou quando h = % No entanto, como na transformacao algébrica € usado o simbolo <,
fica claro que h # %, 0 mesmo nao se pode dizer para o valor 0. Uma outra situacao mediada
pela professora foi a simplificacdo da fracao % = % que implica a explicitacdo de r > 0. E

tal foi omitido pelas alunas. A imprecisdo r2 =3<=>r=\/§ foi também mediada pela

T
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~ . . P 3
professora e a representacao foi rapidamente corrigida pelas alunas para r? =—<=>r=

i\/%. Estas imprecisdes/omissdes foram considerados significados de grau 0 (SO) que nao

condicionaram a resolucao da tarefa.

(...)

N . 3
Professora: Vocés escreveram ‘o h pode variar entre 0 e — ‘. Comentem esta
afirmacao por favor.

i. ~ . 3
Iris: Entdo, o h tem de ser maior que 0 e menor que — .

Professora: Muito bem. Mas na resposta que vocés dao nao fica claro para
guem lé o que acabaste de dizer, ou fica?

P P . . 3
Iris: Deveriamos ter posto na resposta, excluindo 0 e excluindo —.

Professora: Ou escrito a resposta de outra forma, ou nao?

Silvia: Pois, & bem mais facil responder com um intervalo aberto.
£ . .1 , . 3
Iris: Pois €, e € mais curta a resposta h € ]0,;[.

Professora: Pois, assim nao ha dividas.

Silvia: E que, quando estamos explicar oralmente é uma coisa, por escrito é
outra. E melhor usar simbolos quando se tratam de resolucdes sé com
expressoes simbolicas, acho eu.

Professora: Pois é. Por dois motivos, conseguimos mais precisdo e é uma
resposta mais coerente com o registo de representacao usado. Isto é, quando
usamos sé simbolos na resolucdo é mais coerente usarmo-los, sempre que
possivel, na resposta.

()
3r

. 3
Professora: Outra coisa. Como garantem que —= —7?

r2 nr

Silvia: Estamos a vontade porque r representa o valor do raio, por isso é
positivo.

Professora: Mas, temos de ser precisos na escrita. Nessa equivaléncia vocés
deveriam ter explicitado que r > 0.

(...)
~ ~ 3 ~ .
Professora: E na resolucdo da equacéo r? = — Nao vos falta nada na raiz?

iris: Sim, o +. Foi distracdo, porque nds sabiamos bem que tinha de ser +, por
sabermos é que fizemos o esquema da parabola e concluimos o intervalo.

Professora: Mas é necessario haver o maximo de rigor possivel nas respostas,
seja em linguagem algébrica, seja por palavras, doutra forma.

Extrato 5.30: Focalizacado para aspetos particulares dos signos simbolos das alunas do grupo 2, relativos a questao
1.3 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”: Significado N2S3D1
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Sintese: Na primeira questdo da tarefa, um dos grupos mostra como a soma dos volumes dos

dois cones nao depende do ponto P, apresentando uma sintese algébrica dos seus raciocinios,

sob raciocinio dedutivo e através de um signo simbolo.

Na segunda questao da tarefa os grupos de alunas mostram como definem os valores do
raio do cilindro para os quais a soma dos volumes dos dois cones é menor que o triplo do valor
da altura h. Apesar de, por lapso (S0), as alunas nao considerarem a terca parte de mr2h,

constroem um raciocinio estruturado (significado de grau 3).

A resolucdo da questdo 1.3 apresenta uma caracteristica que se prende com a
formalizacdo dos resultados em matematica num registo de representacdo em linguagem
natural versus registo de representacdo em linguagem algébrica. Apesar da representacao da
figura 5.67 ter sido classificada como um significado de grau 3, foi necessario mediar, durante
a entrevista, a importancia e a adequacao da escolha dos registos de representacdo para cada
tipo de resposta, de modo a que a escolha do registo para responder a questdo resulte

apropriada ao tipo de resolucao. De facto, a resposta dada pelas alunas ‘o h pode variar

entre 0 e % ‘ nao explicita devidamente o que acontece quando h = 0 ou quando h = % No

~ , . , , . 3
entanto, como na transformacao algébrica € usado o simbolo <, fica claro que h #—, 0

mesmo nao se pode dizer para o valor 0. Esta situacao foi mediada pela professora, assim
também como outras imprecisdes associadas a simplificacdo de uma fracao e a resolucao de

uma equacao de 2.° grau.

No decurso da resolucdo da tarefa, o questionamento para a elaboracdo de sinteses foi
feito através das questdes do enunciado e durante a mediacdo da professora, na entrevista,
quando as alunas fizeram referéncia aos raciocinios que tinham construido quer na tarefa,
nomeadamente na fase final de cada questdao em que a professora pediu as alunas para
apresentarem a resposta, fazendo uma sintese dos principais raciocinios que haviam feito até

ao momento e usando um registo de representacdo apropriado a representacao usada.
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5.3.2. A representacao, transformacao e conversao de significados dos
alunos durante a aprendizagem dos parametros em funcées

A representacao, transformacdo e conversao de significados dos alunos durante a
aprendizagem dos parametros em funcdes é analisada segundo: i) a interpretacdao do
enunciado; ii) o parametro e as variaveis dependente e independente; iii) o parametro e a
incognita; iv) o parametro na transformacdo de representacdes; e v) o parametro na

conversao entre registos de representacao.

5.3.2.1. Ainterpretacdo do enunciado

Em relacao a interpretacao do enunciado na tarefa, os alunos recorrem a esquemas para
iniciar uma estratégia de resolucao. Tais esquemas funcionaram primeiramente como signos
icones de um raciocinio inicial, que, por isso, classificamos de significados de grau 1 (S1) do
terceiro nivel do método (N3), dado que esta tarefa contém apenas questoes com as variaveis
e com o parametro genérico. Foi com estes significados que os alunos comecaram a construir
uma estratégia para resolverem as questdes das alineas, apesar de serem questdes genéricas.
Disto € exemplo a representacao que se segue, na qual as alunas do grupo 1 mostram como
iniciam o seu raciocinio para construirem a expressao que lhes permitiu embalar o cilindro,

de volume v, numa caixa paralelepipédica (ver figura 5.68).

N

Figura 5.68: Raciocinio abdutivo representado por signos icones: significado N3S1D2, da questdo 2 da tarefa
“Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Numa segunda fase, os alunos relacionam as representacdes que ja construiram com novos
significados. Disto é exemplo a representacdo que se segue, na qual as alunas do grupo 1
relacionam as dimensdes da base da caixa paralelepipédica com o raio da base do cilindro
(ver figura 5.69). Classificamos estes novos significados como significados de grau 2, que tém

inicio nos de grau 1 construidos e permitem estender o raciocinio a significados seguintes.
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Figura 5.69: Raciocinio indutivo representado por signos indices: significado N352D2, da questdo 2 da tarefa
“Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Posteriormente, os alunos continuam a relacionar as representacdes que ja construiram
com novos significados. Disto é exemplo a representacao que se segue, ver figura 5.70, na
qual as alunas do grupo 1 relacionam as dimensdes da base e da altura da caixa
paralelepipédica e convertem a representacdo em esquema numa expressao algébrica que
representa a area total da caixa. Classificamos estes novos significados como significados de
grau 2, pois eles continuam a permitir construir e interligar o raciocinio a significados
seguintes e que na fase final da resolucao da questao permitem construir significados de grau
3. Tais significados sao representados por signos indices, ou seja, o esquema da caixa como
em baixo se apresenta é um signo indice, a expressdao construida é um signo indice, a
transformacdo dessa expressao € um signo indice e a representacao da figura também é um

significado de grau 2.

A= f?l»t{:,?v}‘i Y Q}a Ql-xerr}

— o

N A- €0+ SV
| \‘-‘ 4\ f ‘T:) ) Eg:_—“ - 9
; i K
f [ |h VRN el
N [ | h=y

3

C L

|

Figura 5.70: Raciocinio indutivo representado por signos indices: significado N352D2, da questdo 2 da tarefa
“Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Sintese: Em relacao a interpretacdo do enunciado na tarefa, os alunos recorrem a esquemas

para iniciar uma estratégia de resolucao. Tais esquemas funcionaram primeiramente como

signos icones de um raciocinio inicial, que, por isso, classificamos de significados de grau 1.
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Numa segunda fase, os alunos relacionam as representacdes que ja construiram com novos
significados. Classificamos estes novos significados como significados de grau 2, que tém

inicio nos de grau 1 construidos e permitem estender o raciocinio a significados seguintes.

Os alunos por um lado exploraram o esquema do enunciado, mas por outro lado também
construiram esquemas que os ajudaram a raciocinar num contexto algébrico com todos os

valores genéricos.
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5.3.2.2. O pardmetro e a varidvel dependente e independente

No que refere ao parametro e a variavel dependente e independente, os alunos mostraram
compreender o conceito de variavel, ndo apenas pelo uso que fizeram das letras nas
expressdes que construiram e transformaram, mas pela interpretacdo que fizeram de tais
expressoes. Disto € exemplo a resolucédo da figura 5.71, relativa a questao 1.3 do grupo 2, na

qual as alunas respondem ‘O h pode variar entre ...".

S0 h pede wonies entt e C e 3
mwe

Figura 5.71: Significado de grau 2, N352D2, da questao 1.2 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”, do grupo 2

Naquele contexto algébrico, o h foi obtido da seguinte inequacdo que as proprias alunas
construiram e resolveram, com a posterior mediacdo da professora relativamente a
equivaléncia da desigualdade que implica uma referéncia a r >0 e que as alunas nao

explicitaram.
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Figura 5.72: Significado de grau 2, N352D2, da questéo 1.3 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”, do grupo 2

Também o grupo 1 mostra ter compreendido o conceito de variavel em representacoes
como as que fizeram e onde justificam ‘como h é sempre constante, o volume total da soma
dos dois cones ndo depende do ponto P’.
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Figura 5.73: Excerto da resposta das alunas do grupo 1, a questdo 1.1 da tarefa “Parametros, funcoes e geometria”
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Contudo, este significado do grupo 1 foi discutido com o auxilio do esquema do enunciado
durante a entrevista, onde a professora teve a intencao de que as alunas sintetizassem o
raciocinio que fizeram na afirmacao da figura 5.73, e confrontassem a resolucao que fizeram
num registo de representacdo em linguagem algébrica (figura 5.74) com o registo de
representacao em linguagem natural que apresentam no final como resposta, por forma a

corrigirem o seguinte significado de grau 0 que ocorreu nessa resposta.

Cont A Cone I?__
obhoron 7 Me-ou CAYurs = G
—_— ) . /«I I
e _‘?_ WR xih-o) e : o = N #
L - B
Jpoiol l.- et {h-0 1 l_J TR O

5 e - e gD e
SE T (2AE [
L.ﬂ}_ : Lomo I € 56 N ¢
W oo o Tome et
e y _ w } - eTeT
D OO0 D aE = L

Figura 5.74: Significado N350D2, da questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

No decurso da entrevista, e ao serem confrontadas pela professora com o significado de
grau 0 (assinalado na figura 5.74), as alunas corrigem o significado e argumentam que o ponto
P se move, e ao mover-se, vai fazer com que “a altura de um dos cones aumente e a do outro
diminua, de forma direta”, ou seja, “o valor que a altura de um dos cones diminui é o valor
que a altura do outro aumenta”, porque “as bases sGo sempre iguais e as alturas de cada um

dos dois cones variam com o ponto P, mas a soma dessas alturas é sempre igual”.

Sintese: No que refere ao pardmetro e a variavel dependente e independente, os alunos

mostraram compreender o conceito de variavel, ndo apenas pelo uso que fizeram das letras
nas expressoes que construiram e transformaram, mas pela interpretacao que fizeram de tais

’

expressdes, como por mostram afirmacées como ‘o h pode variar entre ..’ e ‘como h é

sempre constante, o volume total da soma dos dois cones néo depende do ponto P’.

Estes significados foram discutidos com o auxilio do esquema do enunciado durante a

entrevista, onde a professora teve a intencao de que as alunas sintetizassem o seu raciocinio
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e confrontassem a resolucao que fizeram num registo de representacao em linguagem
algébrica com o registo de representacdo em linguagem natural que apresentam no final
como resposta, por forma a corrigirem o significado de grau 0 “a altura de um dos cones
aumente e a do outro diminua, de forma direta”, corrigido para, “o valor que a altura de um
dos cones diminui é o valor que a altura do outro aumenta”, porque “as bases sGo sempre
iguais e as alturas de cada um dos dois cones variam com o ponto P, mas a soma dessas

alturas é sempre igual”.

No que refere ao parametro e a variavel dependente e independente, os alunos mostraram
compreender o conceito de variavel e de constante em contextos algébricos em que
trabalham com expressdoes que contém apenas letras e que a cada letra é requerida a

construcao de um significado.

180



UM METODO DE ENSINO COM TAREFAS PARA MEDIAR SIGNIFICADOS EM MATEMATICA

5.3.2.3. O par@metro e a incognita

Os alunos usam a letra enquanto incdgnita no decurso da resolucao da tarefa. Exemplo
disso é a transformacao algébrica que se segue, em que as alunas resolvem a equacéao literal
construida em ordem a h, ou seja, em ordem a altura do cilindro:
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Figura 5.75: Extrato da resolucdo da questdo 1.2 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Um outro exemplo do uso da letra enquanto incognita € o que a seguir apresentamos, relativo
a resolucdo das inequacdes construidas pelas alunas na questdo 1.3 como a seguir se
apresenta na figura 5.76 e que foi mediada pela professora relativamente a equivaléncia da

desigualdade que implica uma referéncia a r > 0 e que as alunas ndo explicitaram :

Figura 5.76: Resolucdo da questao 1.3 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Sintese: A exploracao que os alunos fazem ao longo da resolucdo da tarefa promoveu a
compreensao da nocdo de letra enquanto incégnita, quer numa equacao literal, quer numa

inequacao literal.
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5.3.2.4. O parametro na transformacdo de representacées

No que refere ao parametro na transformacao de representagdes, apresentamos exemplos
qgue mostram a simplificacao algébrica de expressdes que ocorreram no decurso da resolucao

da questao 1.1 da tarefa, como o apresentado na figura 5.77.

Figura 5.77: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos na transformacao de representacdes algébricas:
significado N3S3D2, na resolucao da questdo 1.1 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”, do grupo 1

Um outro exemplo da transformacdo de representacoes, envolvendo o parametro, € o que
a seguir apresentamos, na resolucao da questdao 2, as alunas constroem uma caixa
paralelepipédica, constroem a expressdao da funcdo que define a area total da caixa, em
funcao da altura (h) e do diametro da base (2r) que sirva para embalar o cilindro, tal como
mostra a figura 5.78.
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Figura 5.78: Raciocinio indutivo representado por signos indices na construcao de uma expresséo algébrica:
significado N352D2, na resolucao da questdo 2 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”, do grupo 1

Na sequéncia da construcao da expressao algébrica da funcao que define a area total da
caixa paralelepipédica em funcdo das dimensdes do cilindro (raio da base e altura do
cilindro), o grupo 1, procede com novos significados, associados a determinacdo do valor do

minimo dessa funcdo que construiu. Assim, as alunas explicam ‘como determinar as
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dimensdes do cilindro para que a area total da caixa seja minima’. Nesta fase da resolucao,
tal significado das alunas foi classificado de grau 3, porque, através de uma sequéncia
concertada e estruturada de significados que antecederam a este (ver figura 5.78),
respondem ao que era intencionado na questao 2 da tarefa, tal como mostra a resolucao da
figura 5.79.
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Figura 5.79: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolo na construcao de uma expressao algébrica:
significado N3S3D2, na resolucao da questdo 2 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”, do grupo 1

Um outro exemplo de tratamento algébrico e de conversdao do enunciado em linguagem
natural para a linguagem algébrica na tarefa, realizada em resposta a questao 1.3 da tarefa,
na qual é pedido aos alunos que determinem os valores da altura h do cilindro, para os quais
a soma do valor dos volumes dos dois cones € menor que o triplo do valor do raio da base, é o

seguinte, e ja referido anteriormente:
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Figura 5.80: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N353D2, da tarefa “Pardmetros,
funcées e geometria”, do grupo 1

Frise-se que, esta resolucdo foi mediada pela professora, relativamente a equivaléncia da

desigualdade e da referéncia a r > 0.
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Sintese: No que refere ao pardmetro na transformacdo de representacdes, os alunos
simplificaram expressoes algébricas que resultaram da resolucdo das questdes da tarefa. Na
resolucao da ultima questdo, as alunas constroem uma caixa paralelepipédica, constroem a
expressao da funcao que define a area total da caixa, em funcao da altura (h) e do diametro
da base (2r) que sirva para embalar o cilindro. A sequéncia dessa construcdo procedem com
novos significados, associados a determinacdo do valor do minimo dessa funcdo que
construiram. Assim, as alunas explicam ‘como determinar as dimensées do cilindro para que a
drea total da caixa seja minima’. Nesta fase da resolucao, tal significado das alunas foi
classificado de grau 3, porque, através de uma sequéncia concertada e estruturada de
significados que antecederam a este, respondem ao que era intencionado na questao 2 da

tarefa.

Apesar da tarefa “Parametros, funcoes e geometria” ter apenas questoes que se referem
ao nivel 3 do método de ensino, a forma como as questdes sdo apresentadas na tarefa leva a

construcao de significados de transformacao de representacoes.
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5.3.2.5. O pardmetro na conversdo entre registos de representac@o

Mesmo sem recurso a calculadora, os alunos usaram varios registos de representacdo nas
suas resolucdes, mesmo em contextos genéricos, como € o caso das resolucdes das questdes
da tarefa, em que as alunas estudam a variacao da funcdo quadratica obtida através e um

grafico e constroem-na manualmente e usando o parametro genérico:
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Figura 5.81: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: Significado N3S3D2, da tarefa “Pardmetros,
funcées e geometria”, do grupo 1

Constitui também um exemplo de conversao de significados entre registos de
representacao a conversao do significado de linguagem natural para a linguagem algébrica

que as alunas do grupo 1 apresentam na Ultima questao do estudo.
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Figura 5.82: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolo na conversao entre registos de representacgao:
significado N353D2, na resolucdo da questao 2 da tarefa “Pardmetros, funcoes e geometria”, do grupo 1

Sintese: Os alunos usaram varios registos de representacdo em contextos genéricos, sem

recorrerem a calculadora, como é o caso do estudo da variacdo da funcdo quadratica,
construida a partir do parametro genérico e da conversao dos significados de linguagem

natural para a linguagem algébrica e vice-versa.

No enunciado da tarefa, a seguinte informacao “... comeca por explorar a situacdo usando
um esquema, uma tabela, ou explicitando-a por meio de linguagem natural ...” promoveu a

construcao de signos e a sua conversao entre registos de representacdo semiotica.

No final do estudo regista-se maior construcao de significados de grau 3 em contextos de
transformacdo e conversao de representacdes no 3.° nivel, comparativamente ao registado no
inicio do estudo (Tarefa A Vedacdo do Jardim). Tudo indica que a experiéncia matematica dos
alunos com tarefas construidas segundo o método de ensino enriqueceu o significado que eles

atribuem a um parametro numa funcao.
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6. A mediacao pelo método e pelas tarefas

Neste capitulo apresenta-se a analise de terceira ordem referente as sete unidades de
analise selecionadas e analisadas: A vedacdo do jardim; O passeio das amigas; Funcées,
composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O triGngulo inscrito numa circunferéncia;

PardGmetros em funcées racionais; Pardmetros, funcbes e geometria.

A analise de terceira ordem sera feita sob: i) o método; e ii) as tarefas.
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6.1. O método

0 método deste estudo integra trés niveis de ensino e quatro graus de significado que
funcionaram como contextos de ensino para a atuacao didatica da professora e como
contextos algébricos para a aprendizagem dos alunos. A sua analise vai ser realizada segundo

os niveis e os significados.

6.1.1. Os niveis de ensino

0 1.° nivel do método foi definido por contextos matematicos que requereram dos alunos a
construcao de significados entre as correspondéncias das varidveis (dependente e
independente), fixando ou concretizando numericamente o(s) parametro(s) e as variaveis (ver

como exemplo a figura 6.1).

Cada um dos seguintes graficos representa uma familia de fungdes que se obtém da

funcao h(x)=a+ através variacdo de um dos parametros a,b,d num

X +
intervalo de nUmeros reais e da substituicdo dos restantes por valores reais
concretos. Associa a cada grafico uma expressdo algébrica. Explica de forma
detalhada e explicita todos os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas,
linguagem natural, calculos auxiliares que necessites realizar, expressdes simbdlicas
e graficos que construas usando a tecnologia grafica de que dispoes.

\\

Figura 6.1: Enunciado que pretende promover a construcao de raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos:
Significado N1S1D1,N2S1D1, N3S1D1, N1S2D1,N252D1, N352D1, N1S3D1,N2S3D1, N3S3D1, da tarefa “Pardmetros em
funcées racionais (parte 3)”
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Nele, a professora apelou, em todas as tarefas [A vedacdo do jardim; O passeio das
amigas; Funcées, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O tridngulo inscrito numa
circunferéncia; Pardmetros em funcdes racionais; Pardmetros, funcbées e geometria], a
experimentacao, incentivando os alunos ao livre uso de esquemas, tabelas e linguagem
natural e a relacao entre tais representacdes. Nesta fase, a mediacdo semiotica feita pela
professora aos significados matematicos dos alunos foi determinante para que estes
explorassem os enunciados propostos, e concretizassem os esquemas que os acompanhavam e

gue nao continham, a partida, valores concretos.

Apds esta mediacao, os alunos comegaram por usar significados que evidenciam o inicio de
uma estratégia de resolucao. Esta mediacdo foi mais recorrente e intensa no inicio do estudo,

nomeadamente na primeira tarefa da proposta pedagogica (A vedacdo do jardim).

Com o decurso do estudo, os alunos evidenciaram mais autonomia no que refere a
exploracao do enunciado das tarefas e ja nao questionaram a professora acerca do esquema
sem valores no enunciado, porque esse facto ja nao constituiu novidade, como se verificou a
partir da segunda tarefa proposta [O passeio das amigas; Funcdes, composta e inversa; A
caixa de volume mdximo; O triGngulo inscrito numa circunferéncia; Pardmetros em funcées
racionais; Pardmetros, funcées e geometria]. Apesar desse crescendo de autonomia, a
professora no inicio da resolucao de cada tarefa da proposta pedagogica focalizou, e em todas
elas, a atencao dos alunos para os aspetos que considerou mais importantes. Entre os quais, a
recomendacao inicial que consta do enunciado de todas as tarefas [A vedacdo do jardim; O
passeio das amigas; Funcédes, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O tridngulo
inscrito numa circunferéncia; Parametros em funcbes racionais; Pardmetros, funcées e
geometria]l e que apelava a experimentacdo e a respetiva justificacdo, fazendo uso de
quaisquer tipos de representacao que os alunos considerassem pertinentes para justificar os

seus raciocinios.

A mediacao da professora no inicio da atividade matematica dos alunos (no 1.° nivel) foi
fundamental para a construcao de raciocinios abdutivos. O que permitiu aos alunos iniciar a
resolucao das tarefas propostas. Ao longo da resolucdao de todas as tarefas [A vedacdo do
jardim; O passeio das amigas; Fungbes, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O
triGngulo inscrito numa circunferéncia; Pardmetros em funcbes racionais; Pardmetros,
funcées e geometria], as intervencdes da professora, tais como: “olhem para o esquema e
tentem perceber o que acontece com valores concretos”, “explorem o esquema do enunciado
e facam essa exploracdo como quiserem mas considerem-no como um inicio e um fim para a

vossa resolucdo”, promoveram a construcao de raciocinios abdutivos pelos alunos.

No 1.° nivel do método registou-se uma grande interacao de significados, entre os alunos e
a professora, em consequéncia do enunciado da tarefa e estimulo da professora para a
experimentacao de varios valores concretos para o parametro. Nos grupos de alunos em que

tal experimentacao ocorreu com mais intensidade, registou-se alguma atividade matematica
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com o parametro generalizado no 1.° nivel, apesar deste método prever a atividade
matematica com o parametro generalizado apenas no 3.° nivel. Embora a ordem das questodes
das tarefas promova a atividade matematica desde o 1.° nivel até ao 3.° nivel, por que as
tarefas foram concebidas segundo o método, a mediacao da professora foi muito importante
para que os alunos atribuissem significados entre cada um dos niveis. Foi esta mediacao que
promoveu a atribuicao de significados no 1.° nivel para distintas concretizacées do parametro
que permitiu aos alunos alguma significacdo com o parametro genérico logo no primeiro nivel.
Como por exemplo, no 1.° nivel da tarefa “A vedacdo do jardim”, foi construida a funcao de
proporcionalidade inversa, aquando da construcao das expressdes que permitem representar
algebricamente o comprimento em funcao da largura e a largura em funcao do comprimento,
num jardim retangular de area concreta. Houve significados dos alunos, representados

1

oralmente, tais como “..se o jardim tiver uma drea qualquer, o comprimento é sempre
obtido através desse valor a dividir pela largura”. Porém, tais significados nao foram
convertidos em linguagem algébrica no 1.° nivel, nem tdo pouco foi estudada a funcdo de
proporcionalidade inversa com o parametro genérico no 1.° nivel, embora tais significados
tenham sido recuperados pelas alunas que os construiram nos niveis seguintes. O que ocorreu
na implementacdao do método de ensino foi que, de facto, no 1.° nivel sdo os alunos quem
define o(s) valor(es) concreto(s) a experimentar. No 1.° nivel, o estimulo a experimentacao
de diferentes valores concretos foi feito pela professora pois o enunciado das tarefas nao
pede aos alunos diversidade de concretizacbes na primeira questao. Contudo, apos alguns
raciocinios construtivos efetuados no 1.° nivel, os alunos facilmente iniciam a generalizacao

do valor do parametro e continuam-na nos niveis seguintes (no 2.° e no 3.° nivel).

No 2.° nivel, os alunos construiram significados sobre a variacdo das variaveis e do(s)
parametro(s) envolvidos na(s) funcao(des), para valores fixos ou numéricos do(s) parametro(s)
e valores nao concretizados das variaveis dependente e independente. Construiram, passo a
passo, € numa segunda fase, transformacdes e conversdes algébricas que exploraram, em
todas as tarefas da proposta pedagdgica. Tal aconteceu, quer analiticamente, quer
graficamente, quer em linguagem natural, construindo esquemas e retomando o esquema sem
valores concretos proposto no inicio das tarefas. No 2.°nivel do método foi onde se registou
maior atividade matematica dos alunos no que refere a transformacdo e conversao de
significados. Uma explicitacao dessa intensa atividade matematica dos alunos registada no 2.°
nivel, pode ser vista na figura 6.2, relativa a resolucdo da questao 2 da tarefa “O passeio das
amigas”. Nesta resolucdao, as alunas (neste caso as do grupo 2) atribuem significados e
representam-nos em linguagem natural, em linguagem algébrica e em linguagem grafica.
Tudo na resposta a mesma questdo. Esta resolucdo constitui, em si, um signo simbolo, por
responder a intencionalidade da questao do enunciado de forma estruturada. Nela, as alunas
constroem o grafico da situacao, convertem as funcdes lineares que traduzem o percurso das
duas amigas de um registo grafico para um registo algébrico, constroem e resolvem o sistema
de equacoes lineares. Por ultimo, transformam significados apos a resolucao desse sistema ao

concluirem a distancia pedida no enunciado.
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Figura 6.2: A resolucdo do grupo 2 da questdo 2 da tarefa “O passeio das amigas™: Significado N2S3D2

Este encadeamento de significados é provocado, por um lado pelas tarefas que induzem o
aluno, em cada questao, a recuperar significados que construiu nas questoes anteriores. Por
outro lado, pelos significados que se constroem na conversao entre registos de representacao
(como exemplifica a resolucdo da figura 6.2). E, complementarmente, pelo uso da
calculadora grafica que permitiu aos alunos construirem significados novos e sintetizarem
significados ja construidos. Disto € exemplo a resolucdao dos alunos do grupo 3 a mesma
questdo. Estes alunos nao construiram o sistema de equacgdes, mas recorreram a calculadora

grafica para determinar o ponto de intersecao das duas retas. Neste caso, como em todas as
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questdoes do 2.° nivel das tarefas [A vedacdo do jardim, O passeio das amigas, Funcoes,
composta e inversa, A caixa de volume mdximo, O tridngulo inscrito numa circunferéncia, e,
Pardmetros em funcées racionais], a resolucdo através da calculadora grafica mediou os
significados dos alunos. E aquando da fase de discussao de resultados na turma, esta
conjuncdo de resolucdes resultou em sinteses que estruturaram, nao apenas a resolucdo
matematica das questdes das tarefas, mas também as diferentes estratégias de resolucdo. As
usadas pelos grupos para a resolucao desta questdo foram discutidas pelos alunos com a

mediacao da professora (ver extrato 6.1).

O objetivo da professora com a mediacao apresentada no extrato 6.1 foi que fossem
criados novos significados inerentes a complementaridade que existe nas diferentes
estratégias de resolucdo, ou seja que fosse criado um novo significado de grau 3 que
sintetizasse os significados de grau 3 anteriores e que ficasse explicita, também, a
complementaridade que pode existir em relacao aos artefactos de mediacdo usados na
resolucdo. Neste caso, a calculadora grafica funcionou como um artefacto de mediacao
semiotica de significados matematicos dos alunos do grupo 3 porque os ajudou a interligar
significados que, sem a calculadora, nao seriam capazes de os interligar (como também se
constata no extrato 6.2). Por sua vez, as alunas do grupo 2 usaram o sistema de equacées
como meio para atribuir significado matematico, ou seja, o sistema de equacdes funcionou

como estratégia para construcao de significados (ver figura 6.2).

(...)

Professora: A Eva e a Lucia resolveram a questdo através de um sistema de
equacbes. Mas o Miguel, o Tiago e o Marco, usaram a calculadora grafica, nao
foi?

Marco: Foi, porque o que queriamos era o ponto em que as duas retas se
cruzavam.

Professora: E como é que “introduziram as retas na calculadora”?
Marco: Entao, as retas sao funcodes.

Eva: Pois, nds também queriamos o ponto em que as duas retas se cruzavam,
mas usamos um sistema.

Miguel: Eu ca, sistemas de equagdes, fujo sempre disso porque me engano
sempre nos calculos! E a calculadora resolve muito os sistemas.

Professora: A calculadora resolve bem sistemas se tivermos as funcoes
definidas com valores concretos para o declive e para a ordenada na origem,
que é o caso aqui nesta questao. Mas se tivermos valores genéricos ja nao é
assim, ou é?

Eva: Nao, com valores genéricos até podemos perceber o que esta a
acontecer, mas para o justificarmos numa resposta escrita € mais facil
justificarmos com os calculos do sistema do que por palavras.

Marco: Nao é nada. Na questdo 4 também nado fizemos muitos calculos e
justificamos o que estava a acontecer com um grafico.

Eva: Nos na questao 4 também fizemos um grafico para justificar.
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Professora: Entdao podemos usar todas as estratégias na mesma resposta?
Eva: Podemos, claro.
Marco (isos) : Para qué? Isso é um desperdicio de tempo.

Professora: Nao. Isso é estudar. Isso é aproveitar ao maximo cada questao
para relacionar conhecimentos. E, quem o faz, ‘atalha’ caminhos no seu
estudo e na sua caminhada de aprendizagem, porque aproveita cada situagao
para estudar o maximo de relacbes matematicas que consegue. E ou ndo é
uma eficiéncia de tempo?

Marco: Hum, bem, vistas assim as coisas, é.
Extrato 6.1: Mediacdo da professora na construcdo de significados inerentes a complementaridade de estratégias de

resolucdo e a complementaridade de artefactos de mediacao, relativos a tarefa “O passeio das amigas”: Significado
N1S1D1, N1S2D1, N1S3D1, N2S1D1, N252D1, N3S1D1, N352D1, N3S3D1

E de registar da implementacdo do método de ensino que os raciocinios abdutivos e
indutivos construidos no 2.° nivel resultam dos raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos
construidos no inicio da tarefa. Ou seja, construidos no 1.° nivel. Este encadeamento de
significados ocorreu ao longo da implementacdo de todas as tarefas da proposta pedagogica
[A vedacdo do jardim; O passeio das amigas; Funcbes, composta e inversa; A caixa de volume
mdximo; O tridngulo inscrito numa circunferéncia; ParGmetros em funcbes racionais;

Pardmetros, funcées e geometrial.

Os significados de grau 0 ocorreram, quer em resultado de erros matematicos, quer em
resultado de desconcentracdes pontuais dos alunos. Porém, sempre que tais significados
foram detetados pela professora, foram mediados por forma a convergirem para significados
semioticos. A estratégia recorrentemente usada pela professora foi questionar os alunos e
incentivd-los a voltarem atrds nos seus raciocinios, quer no mesmo nivel, quer em niveis
antecedentes. O incentivo a “voltar atrds” registou-se nao apenas na mediacao de
significados de grau 0, mas em todas as questdes das tarefas da proposta pedagogica [A
vedacdo do jardim; O passeio das amigas; Funcées, composta e inversa; A caixa de volume
mdximo; O tridngulo inscrito numa circunferéncia; Par@metros em funcbes racionais;
Pardmetros, funcées e geometria], o que se traduziu em sistematicas sinteses que resultaram
do encadeamento de significados de umas alineas para as seguintes, quer por iniciativa dos

alunos, quer por iniciativa da professora.

Contudo, algumas vezes essa mediacao fez-se também com questdes que nao apontam
nenhum caminho ao aluno, mas antes o levam a fazer uma pausa no seu raciocinio,
nomeadamente em significados de grau 0 que sao imprecisdes/incorrecées, que nao
condicionaram a resolucao das tarefas. Tais como, “vamos retomar os raciocinios que
construiram, pode ser?”. Um exemplo de um significado de grau 0 que ocorreu no decurso da
construcao de um significado de grau 3 e que nao condicionou o processo de significacao foi a
resolucao da questdo 1.3 da tarefa “Pardmetros, funcées e geometria”. Nela, a professora

provocou uma discussdao mediadora em torno da formalizacao dos resultados em matematica
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num registo de representacao em linguagem natural versus registo de representacao em
linguagem algébrica. Na qual também foi necessario mediar, durante a entrevista, a
importancia e a adequacdao da escolha dos registos de representacao para cada tipo de
resposta. O objetivo foi conduzir as alunas para compreensao da importancia da escolha do

registo adequado para uma determinada resposta, de modo que resulte apropriada ao tipo de

~ . . 3 ~
resolucao. Nesse exemplo, a resposta dada pelas alunas foi ‘o h pode variar entre 0 e — ‘ nao
.. . 3
explicita devidamente o que acontece quando h = 0 ou quando h = —. No entanto, como na

~ s, . , ’ . 3 ~ .
transformacao algébrica € usado o simbolo <, fica claro que h # —. 0O mesmo nao se podia

dizer para o valor 0. Com a mediacao da professora, estas imprecisoes/incorrecdes foram

discutidas, corrigidas e ultrapassadas.

No 2.° nivel do método, nos raciocinios construidos pelos alunos, o de voltar atrds e parar
em aspetos particulares da resolucdo foi decidido, muitas vezes, pelos proprios alunos. Estes
sentiram necessidade de justificar e confrontar os procedimentos atuais, e as estratégias que
estavam a assumir, com os significados que ja tinham construido na resolucdo das questdes
anteriores, bem como em confronta-los com os resultados e com as estratégias que os colegas
dos outros grupos adotaram. Um exemplo deste confronto foi a construcao da expressao que
traduz a quantidade de arame gasto em funcao da largura ou do comprimento do jardim, na
tarefa “A vedacdo do jardim”. Nesta tarefa, na discussao das questdes 1.2 e 1.3 foram as
alunas do grupo 1 que mostraram a sua resolucao aos seus colegas do grupo 3. Mostraram-lhes
também as duvidas que tiveram durante a resolucdo, para que eles ultrapassassem as

dificuldades que estavam a sentir na resolucao da tarefa.

A justificacdo dos procedimentos atuais com os raciocinios construidos nas questdes
anteriores foi feita pelos alunos quer em questdes do 2.° nivel, quer em questdes do 3.° nivel.
Por exemplo, na questao 2 da tarefa “A caixa de volume mdximo”, as alunas do grupo 2
verificaram o resultado que obtiveram com o valor genérico p. E fazem essa verificacao com o
valor que inicialmente consideraram. Retomaram as alineas anteriores como forma de

atribuirem significados de sintese (ou seja significados de grau 3) e, na questdo 2 (referente
ao 3.° nivel), depois de terem obtido o resultado Z, fizeram afirmacOes baseadas em
significados atribuidos no 1.° nivel. Tais afirmacdes foram: ‘se utilizdssemos p = 20 iriamos
obter uma expressGo para o mdximo de ?, 0 que resultaria 3,(3). Como é uma dizima

infinita, ndo é aconselhdvel pois, dificultaria a construcdo da caixa’.

No 3.° nivel, os alunos construiram significados, transformaram e converteram
representacoes do(s) parametro(s) envolvidos na(s) funcdo(des), para valores nao
concretizados do(s) parametro(s) e das variaveis dependente e independente. Em todas as
questoes das tarefas referentes ao 3.° nivel do método ocorreram significados que
estruturaram e sintetizaram os anteriores. Eles resultaram, por um lado, do encadeamento de

significados que se construiu de umas alineas para as seguintes; por outro lado, da (re)visita
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aos raciocinios desenvolvidos nas questdes relativas ao 1.° e 2.° nivel do método. Isto deu
origem a significados que, na fase final das tarefas, facilitaram e tornaram naturais as
sinteses que estruturaram os principais significados construidos na tarefa. Tal é explicitado na
resolucdo da Ultima questdo da tarefa “Pardmetros em funcées racionais (parte 3)” (ver

figura 6.3).
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Figura 6.3: Sintese de significados que ocorreu na Ultima questao da tarefa “Pardmetros em funcées racionais (parte
3)”, do grupo 1

A passagem de um nivel para outro dependeu da ordem, e do proprio encadeamento, em que
as questdes eram apresentadas nas tarefas. Também dependeu, e muito, da mediacdo da
professora. A estruturacdo das tarefas, resultante do método concebido, permitiu que os
alunos tivessem partido do nivel 1, transitassem para o nivel 2, e, a seguir, alcancassem o

nivel 3 (que é o nivel mais elevado e o mais desejado para ser alcancado pelos alunos).
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6.1.2. Os graus de significados

Ao consciencializar as fases de significados (51, S2 e S3) preconizadas na resolucao de cada
uma das questdes da tarefa, a professora parte do pressuposto que um significado de grau 1
pode (e deve) evoluir para significados de grau 2 e de grau 3. E sabendo o que pretende da
atividade matematica do aluno em cada contexto algébrico, ela propria, foi conduzida a
mediar os significados dos alunos de um modo organizado, dirigindo a sua mediacao, para que
os significados dos alunos convergissem para significados de grau 3. Com este método de
ensino, a atividade algébrica dos alunos preconizou-se em trés niveis algébricos e, cada um
deles, em trés graus de significados. Havendo a possibilidade de um quarto grau de
significado ocorrer em qualquer fase do método, de forma nado hierarquizada, que é o
significado de grau 0 (S0). Usualmente o SO esta associado a erros matematicos e a
desconcentracdes pontuais dos alunos num determinado raciocinio. Contudo, ao ocorrerem
erros matematicos ou significados que nao se complementam com os de grau 1, 2 ou 3 ja
construidos, a professora mediou-os para que se convertessem em significados de grau 1, 2 e
3. O mesmo aconteceu quando ocorreram significados de grau 1 ou de grau 2 e que o aluno
nao completa com significados de grau 3. A forma desta mediacdo acontecer é
promovida/facilitada pela implementacdo do método, porque a professora, ao
consciencializar/classificar o grau de significado que o aluno esta a atribuir numa
determinada situacao, sabe (porque o método o preconiza) em que fase esta o raciocinio do
aluno. E sabe, também, para que fase tem de ser conduzido tal raciocinio. Esta questao
remete-nos para a importancia da definicdo clara do que se pretende que o alune signifique
em cada mediacao provocada pela professora. Por exemplo, na questdao 2.1 da tarefa

“Funcées: composta e inversa”, os alunos do grupo 3, apresentaram a seguinte resolucao:

Figura 6.4: Resolucao da questao 2.1 da tarefa “Funcées, composta e inversa”, do grupo 3

Nesta questdao era pedido aos alunos o seguinte: “Mostra que duas funcbes constantes
distintas ndo sdo permutdveis”. A resolucao dos alunos apresentada na figura 6.4 tem
significados que requereram a mediacao da professora. Ela identificou-os e classificou-os, de

acordo com o método, para planificar a sua mediacdo. Tais significados e classificacdes sao:
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i) A omissao da restricao a # b que definiria a distincao entre as funcoées f e h, mas
que os alunos nao explicitam na sua representacao. A professora, sem perceber o
significado que deu origem a este signo, nao consegue classifica-lo, por nao saber
se é de grau 0, ou de grau 1. E, ao ser confrontada com este signo dos alunos,
colocou a si mesma as seguintes questdes: “Os alunos ndo especificam a restricdo
a # b porque ndo pensaram nela? (em caso afirmativo este significado é de grau
0). Ou, “os alunos pensaram na restricdo mas consideraram que basta usar letras
diferentes para definir as funcbées para que essa distincdo fique garantida?” (em

caso afirmativo, tal significado ndo é de grau 0, mas sim de grau 1).

ii) O resultado algébrico da transformacao foh e hof, que foi classificado como um
significado de grau 0, porque os alunos nao transformaram corretamente a
composicdo de funcdes. A professora importa saber “porqué?”. E constrdi, ela
propria, uma hipotese desse porqué. Ou seja, ela constroi um significado de grau
1 que lhe servira para iniciar a mediacdo com os alunos. Esse significado de grau 1
da professora é: “os alunos, provavelmente, confundiram, na transformacdo
algébrica, as letras a e b com a varidvel x, por isso é necessdrio partir desses
significados para conduzir os alunos a compreensGo da letras a e b como
constantes e da letra x como varidvel, assim como das consequentes repercussées

algébricas desses distintos significados.”

iii) A frase que os alunos escrevem no fim da sua resolucao “sdo iguais, por isso, ndo
se podem permutar” foi classificada como um significado de grau 0 que a
professora mediou com: 1.°) optou por confrontar os alunos com o seguinte
significado de grau 1, trabalhado num nivel algébrico com os parametros a e b
concretos (ou seja, significado N2S1D1): “Considerem que tém duas funcées
j(x) =2ek(x) =2, elas sGo permutdveis, ou nGo?”. E em seguida com: 2.°) um
significado de grau 2, significado N252D1: “E agora, considerem as duas funcées

j(x) = xe k(x) = x , elas sGo permutdveis, ou ndo?”

Depois, consoante os significados que os alunos deram, assim a mediacao avancou para
significados de grau 2 (ao transformarem corretamente a funcao composta). E depois, para
significados de grau 3 (ao concluirem que, por a e b serem constantes reais distintas, e nao

serem variaveis, as funcoes f(x) = (foh) (x) = a e h(x) = (ho f)(x) = b).

Frise-se que os significados foram mediados em todas as tarefas [A vedacdo do jardim; O
passeio das amigas; Funcées, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O tridngulo
inscrito numa circunferéncia; Par@metros em funcbes racionais; Pardmetros, funcées e

geometria], para que tivesse havido, no mesmo nivel ou entre varios niveis, o seguinte:
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A construcao de significados entre os alunos, tal como aconteceu na discussao que
ocorreu entre os alunos do grupo 3 durante a resolucao da tarefa A caixa de
volume mdximo, em resultado do seguinte incentivo provocado pela professora

(ver extrato 6.2):

Professora: Mais uma vez, o enunciado da tarefa nao tem valores concretos,
por isso vocés devem experimentar os valores que entenderem ser adequados
a situacao. E devem justificar sempre os vossos raciocinios. Nao esquecam
também que devem (re)visitar o esquema sempre que entenderem, quer seja
no inicio, no meio ou no fim da tarefa. Devem também ter sempre presente ao
longo da vossa resolucao, a questao central que acompanha o esquema do
cartao.

)

Tiago: Temos que ter o valor do lado do quadrado que vamos cortar nos
cantos do cartao para experimentarmos construir a caixa. Dissemos que o
cartao tinha 12 cm de lado. E se nao tiver 12 cm? Se tiver 14 cm a caixa vai
ser maior!

Miguel: Oh esperto, se tiver 1400 cm também vai ser maior, claro!!! Tu nao
estas a ver que se nao tiver 12 cm ja vamos ter outra caixa! Com 14 cm ja nao
vamos obter o mesmo valor para o lado dos cantos a cortar porque ja nao é o
mesmo cartdo, sera outro.

Tiago: Mas ndo sabiamos quanto é que media o cartdo. Nos é que dissemos
que era 12 cm. Mas e se nao for?

Miguel: Se nado for é claro que vao resultar valores diferentes, porque se nao
for 12 vamos ter outra caixa, logo vamos ter outro problema com outros
calculos para fazer e com outra solucao!

Marco: O Miguel tem razao! Se nao for 12 cm é outra caixa, ndo esta. Agora
qgueremos é determinar este x aqui, com o lado do cartao fixo e igual a 12 cm.
E queremos que esta caixa tenha o maior volume possivel. As contas que
fizermos com cartées com outras dimensoes serao parecidas. Vamos ter de
construir uma funcao para o volume e depois ir a maquina para calcular o
maximo.

|
L W —_y %

Extrato 6.2: Mediac&o semiética da professora de modo a que se construam significados entre os alunos, na primeira

questao da tarefa “A caixa de volume maximo”: construcao do significado N151D2, do grupo 3

A construcao de significados de grau 3, a partir de significados de grau 0, de grau
1 e de grau 2, tal como aconteceu na discussao do extrato 6.3, em que a
professora pretendeu que as alunas do grupo 2 atribuissem significados acerca da

escolha adequada entre o registo de representacao em linguagem natural e o
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registo de representacdo em linguagem algébrica, conduzindo-as a atribuicdao de

significados de grau 3:

(...)

A . 3
Professora: Vocés escreveram ‘o h pode variar entre 0 e — ‘. Comentem esta
afirmacao por favor.

i ~ . 3
Iris: Entdo, o h tem de ser maior que 0 e menor que — .

Professora: Muito bem. Mas na resposta que vocés dao nao fica claro para
guem lé o que acabaste de dizer, ou fica?

£ . . . . . 3
Iris: Pois. Deveriamos ter posto na resposta, excluindo 0 e excluindo —

Professora: Ou escrito a resposta de outra forma, ou nao?

Silvia: Pois, € bem mais facil responder com um intervalo aberto.
ie .1 , . 3
Iris: Pois €, e € mais curta a resposta h € ]0,;[.

Professora: Pois, assim nao ha dividas.

Silvia: E que, quando estamos explicar oralmente é uma coisa, por escrito é
outra. E melhor usar simbolos quando se tratam de resolucdes s6 com
expressoes simbdlicas, acho eu.

Professora: Pois é. Por dois motivos, conseguimos mais precisdo e é uma
resposta mais coerente com o registo de representacdo usado. Isto é, quando
usamos sO simbolos na resolucdo é mais coerente usarmo-los, sempre que
possivel, na resposta.

()
3r

. 3
Professora: Outra coisa. Como garantem que —= —7?

nr

Silvia: Estamos a vontade porque r representa o valor do raio, por isso é
positivo.

Professora: Mas, temos de ser precisos na escrita. Nessa equivaléncia vocés
deveriam ter explicitado que r > 0.

()

Extrato 6.3: Mediacdo semidtica da professora de modo a que se construam significados de grau 3, relativos a
questao 1.3 da tarefa “Parametros, funcdes e geometria”: construcao do significado N2S3D1, do grupo 2

iii) A construcao de um novo significado de grau 3 que sintetize os significados de

grau 3 ja construidos, tal como o ocorrido na discussao do extrato 6.2, em que a
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professora tinha a intencao de que os alunos construissem significados no nivel 3,

com base em significados ja construidos pelos alunos no nivel 1:

()]

Professora: Expliquem-me como é que, na ultima questdao, chegaram ao
intervalo ]O,S[ para o valor que o corte nos cantos do cartao pode assumir?

Marco: Nao foi dificil porque nas alineas anteriores ja tinhamos
experimentado o que é que acontecia a caixa quando o valor do lado era 12,
20, etc. E percebemos que nao pode ser zero porque se fosse nao
construiamos caixa porque nao teria altura.

Miguel: Pois, e nao pode ser g porque, se se cortar metade do cartdo, nao da

para fazer a caixa. Por exemplo, se o lado do cartao for 12 cm, nao podemos
cortar 6 cm.

Professora: Muito bem. E 0 esquema do enunciado ajudou-vos?

Miguel: Sim, claro que sim. Eu sem esquema nao conseguia perceber bem o
enunciado e o que é que podiamos experimentar com o cartéo.

()
Professora: E como é que derivaram a funcao 4x3 — 4x?p + p?x ?

Marco: Quando estavamos a resolver essa questdo eu pensava que nao iriamos
ser capazes de resolver com p e x tudo misturado. Mas nao foi dificil, porque
nessa funcdo o p € como se fosse um nUmero e portanto basta pensarmos
como pensamos para um ndmero qualquer como o 2 ou o 3. E pensando assim
nao foi dificil.

Extrato 6.4: Mediacdo semidtica de significados construidos no nivel 1 e no nivel 3, do grupo 3, na tarefa “A caixa de
volume mdximo”: construcdo de significados de grau 3, do grupo 3

E é neste ambito que a preconizacao do método de ensino foi um fator confortavel para a
propria atividade de mediacdo da professora ao longo da implementacdo do estudo. Pois,
durante a implementacdo do método, em cada mediacdo semiotica, a professora teve um
referente diretamente associado a intencionalidade da questao que quis ver trabalhada pelos
alunos, conduzindo-os de forma sequencial e encadeada até a essa intencdo. Neste método,
essa intencao define-se por cada um dos trés graus de significado em cada nivel e limita-se
pelo significado de grau 3 no nivel 3, renovando-se o ciclo em cada novo episédio de
mediacdo. O que, pragmaticamente, resultou nas tarefas do estudo, quer pelos niveis
algébricos que tém a intencdo de conduzir os alunos desde contextos algébricos concretos até
contextos algébricos genéricos, como pelos graus de significado mediados pela professora,
que tém a intencao de conduzir os alunos desde significados de grau 1 até significados de grau
3.

Tendo sido por isso necessario, em cada episodio de mediacao, ter claramente identificado
nao apenas o grau de significado em que o aluno se encontra, mas também, o significado de
grau 3 que se intenciona que o aluno signifique. Assim, cada episodio de mediacao decorreu

de trés formas distintas, para que tivesse havido, no mesmo nivel ou entre varios niveis: 1)
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Construcao de significados entre os alunos; 1) Construcao de significados de grau 3, a partir

de significados de grau 0, de grau 1 e de grau 2; Ill) Construcao de um novo significado de

grau 3 que sintetize os significados de grau 3 ja construidos.

ter definido o propdsito/a intencdo da mediacdo e conduzir a mediacdo até significados de
grau 3, ou seja, ter definido o grau de significado 3 que pretendeu que os alunos

significassem. Este resultado elucida-se com a ilustracdo que se segue e que completa, apos o

Neste estudo, a professora mediadora coube a funcao de, em cada episodio de mediacao,

estudo, a tabela 3.1 apresentada no capitulo 3.
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Tabela 6.1: Desenvolvimento do método de ensino: o propdsito de cada mediacao

Identificacdo do grau de significado em que se encontra o mediado no inicio do episodio
de mediacdo

Significados de Significados de Significados de Significados de
Grau 1 construidos | Grau 2 construidos Grau 3 construidos Grau 0 construidos
pelo aluno pelo aluno pelo aluno pelo aluno
S1 52 s3 SO
INTE NCIONALIPADE
DA MEDIACAO

o N

MEDIAGAO SEMIOTICA DO PROFESSOR: CICLO DIDATICO
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6.2. As Tarefas

As tarefas foram construidas de raiz para a proposta pedagdgica deste estudo de modo
concordante com os trés niveis definidos no método de ensino aplicado ao caso dos

parametros em funcoes. A sua analise vai ser apresentada segundo os niveis e os significados.

6.2.1. Os niveis de ensino

A ordem das questoes das tarefas, concertada com os trés niveis algébricos, desde
contextos concretos até contextos genéricos, ensinou aos alunos uma forma de raciocinar
(desde o concreto até ao genérico). Um exemplo revelador de tal aprendizagem é a
estratégia alternativa das alunas do grupo 1 na tarefa “A caixa de volume mdximo”, onde as
alunas referem que, nas questdes iniciais da tarefa, o valor do lado do canto cortado era x
cm. Como o valor para o lado do cartao que concretizaram era 12 cm, resultou a funcao
y = 4x3 — 48x? + 144x para a representacdo do volume da caixa. Desta funcdo determinaram

0 maximizante que era a sexta parte de 12 cm, ou seja, 2 cm. Em seguida, as alunas
afirmaram que experimentaram varios valores como forma de testarem o resultado Z, que

obtiveram posteriormente quando trabalharam com o parametro p. E comunicam todos estes
raciocinios, usando um registo de representacdo em linguagem natural, de forma muito clara
e estruturada. Esta resolucao explicita a aprendizagem do método desde o concreto até ao

genérico e o uso que as alunas sabem fazer do mesmo.

Nesta perspetiva, as tarefas funcionaram como artefactos de mediacdo semidtica de
significados matematicos construidos pelos alunos. Esta aprendizagem permitiu-lhes atribuir
significado, sempre que o requereram, aos contextos genéricos do 3.°nivel, isto é, ao
parametro genérico trabalhado na ultima questdo das tarefas. Para a atribuicao de tal
significado, o que aconteceu com as alunas do grupo 1 foi frequente acontecer com a
mediacdo da professora aos alunos dos restantes grupos na fase de discussdo e sintese dos
resultados e das estratégias usadas. Um outro exemplo disso foi, também, a resolucao da

Ultima questao da tarefa “Pardmetros em funcbes racionais (parte 2)”. Nesta questao, as
1
)

alunas, para construirem a funcao g(x) = a+ﬁ,a,b,d € IR a partir da funcaof(x) ==

)

. eps . , \ ~ 2 0,9 ~ .
recorrem aos significados que atribuiram as fungées ~ e — nas questdes anteriores. E, para

. ops ~ b . ~ . .
justificarem as transformacodes de a + —p recorrem a concretizagoes de a,b e d, e sO depois

dessa concretizacao é que respondem ao que € pedido com valores genéricos dos parametros

(ver figura 6.5).
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Figura 6.5: A resolucao do grupo 1 da questdo 9.3 da tarefa “Pardmetros em funcées racionais (parte 2)”:
Raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos, do 3.° nivel do método: Significados N351D2, N352D2 e N3S3D2

Da (re)exploracao do enunciado que ocorreu na resolucdo da Ultima questdo da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, onde: 1.°) as alunas do grupo 1 mostram que compreenderam a
variacao do parametro (altura da caixa), entre ]0,2[ para um cartao com p cm de lado; 2.°)
explicam o raciocinio dedutivo que fazem, em linguagem natural e através da representacao
esquematica, quando afirmam “... a altura da caixa nunca pode ser g cm porque a caixa
deixaria de existir, pois seria cortada na sua totalidade” e apresentam um esquema com a
situacdo hipotética na qual colocam um corte de f cm; e, 3.°) referem que o valor minimo

que a altura pode ter é um valor “infinitamente préximo de 0, mas superior a 0, pois caso
contrdrio a caixa também deixaria de existir porque ndo possuiria altura”. Por tudo isto
podemos inferir que as alunas aprofundaram o significado de parametro. O aprofundamento
que as alunas do grupo 1 fizeram foi estendido aos restantes grupos aquando da discussao dos
resultados em toda a turma, na qual as alunas explicaram detalhadamente aos colegas,

fazendo uso do esquema do cartdo como se apresenta na figura 6.6, o porqué do corte nao

poder assumir nenhum dos dois extremos do intervalo ]0,2[.
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Figura 6.6: Raciocinio dedutivo representado por signos simbolos: significado N3S3D2, da questao 2, da tarefa “A
caixa de volume mdximo”, do grupo 1

No nivel 1 e no nivel 2 do método, os alunos fixaram o valor do parametro e, em
consequéncia dessa concretizacdo, ao obterem condicdes que definem o valor das variaveis,
compreenderam que a concretizacao do parametro condiciona os valores das variaveis. Essa
compreensao estende-se a contextos em que o parametro é genérico. Ou seja, ao 3.° nivel.
Este raciocinio dedutivo, e cuja representacao foi classificada como um significado de grau 3
do terceiro nivel do método (N3), mostra a compreensdo do conceito de parametro a variar
num intervalo de valores, nao podendo assumir nenhum dos dois extremos desse intervalo,
pois a situacao em causa (a construcao da caixa) deixaria de ter significado. Deste tipo de
exploracdo, podemos inferir que os alunos experimentaram que, pardmetro é algo que pode

determinar o intervalo de variacdo de alguma varidvel.

A interpretacdo que é dada a uma letra (x,y,p, ...) no 1.° nivel do método é semelhante a
que usualmente os alunos fazem para uma incognita quando resolvem uma equacao. Pois, por
um lado, a escrita algébrica é a mesma, isto é, p = 10 (por exemplo). Por outro lado, quando
se fixa algo desconhecido num valor concreto, como aconteceu com o lado da caixa de
volume maximo (por exemplo), resolve-se o problema e constroi-se a caixa e determina-se o
seu consequente volume. O que, em problemas da vida real (como o da caixa), nao é possivel
fazer-se sem que o desconhecido se torne conhecido/definido/determinado. O mesmo
acontece com a determinacdo da incognita na resolucdo de um problema ou de uma equacao.
Desta interpretacdo que é dada a letra (x,y,p, ...) no 1.°nivel do método [letra (x,y,p,...) que
usualmente representou o parametro nas tarefas da proposta pedagogica], podemos inferir
que o significado de parametro, que os alunos experimentaram ao longo do estudo foi:
pardmetro é algo que pode ficar definido e que permite resolver os problemas matemadticos

qguando se lhe atribui um valor concreto.
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Ao longo do estudo o que se registou em relacao ao uso das letras foi que, na resolucao
das primeiras questdes de todas as tarefas [A vedacdo do jardim; O passeio das amigas;
Fungbes, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O triGngulo inscrito numa
circunferéncia; Pard@metros em funcbes racionais; Pardmetros, funcoées e geometria], os
alunos tenderam a usar as letras como rétulos, que, nas questdes seguintes assumiram o
papel de variaveis, ou de parametros, para a designacao de algo no esquema inicial e como
inicio de alguma estratégia que desenvolvem no decurso da resolucdo. Esta sequéncia de
significados promoveu a compreensao da nocdao de letra enquanto incégnita, enquanto

variavel de uma funcédo e enquanto parametro.

A exploracao que os alunos fizeram ao longo da resolucao das tarefas do estudo promoveu
a compreensdo da nocao de letra enquanto incognita, quer numa equacao literal, quer numa
inequacao literal. No que refere ao parametro e a incégnita numa equacao literal, os alunos
calcularam o valor que x assume para o valor concreto do parametro. Apds essa
concretizacdo, atribuem um novo significado matematico a expressao, considerando-a como
uma equacao literal que resolvem em ordem a uma das incognitas. Em seguida, as equacdes
literais que os alunos construiram foram interpretadas como funcdes, nas quais cada uma das
incognitas passa a ser interpretada como variavel dependente ou independente dessa funcéo.
Por exemplo, na tarefa “A vedacdo do jardim” apds a experimentacao para varios valores da

area, os alunos fixam-na num valor e constroem a equacao resolvendo-a em ordem a uma das

. , . 100 . ~
duas incognitas, tal como x.y =100 <=>x:7. A seguir constroem a expressao que

representa o comprimento do arame da vedacdo P = 2x + 3y e, apds a substituicao de x por

)+3y.

100

o obtém a funcao C(x) = 2 (100

v

No final do estudo, os alunos mostraram compreender o conceito de variavel, de
constante, de incognita e de parametro em contextos algébricos em que trabalham com
expressoes que contém apenas letras. E em que, a cada letra, é requerida a construcao de um
significado. Tal como aconteceu com as Ultimas questdes das tarefas da proposta pedagogica
e nas tarefas que nao foram construidas com base no método de ensino. Exemplo disto sao as
resolucbes a questdo que envolveu funcbes e parametros do teste intermédio que foi
realizado na fase final do estudo (ver figura 6.7), das quais apresentamos a resolucao da Silvia
(aluna que integrou o grupo 2).
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Figura 6.7: Resolucdo da Silvia a quest&o 4.3 do teste intermédio de matematica A do 11.°ano realizado no dia 24 de
maio de 2011: Significado de grau 3

A excecdo do significado de grau 0 que ocorreu no raciocinio indutivo (aquando da
transformacao algébrica, na resolucdo da equagao), a aluna, na determinacao do valor de k,
evidencia um conhecimento estruturado acerca do que cada letra representa em cada
situacao. Resolve a questao e representa a resolucdo através de um signo simbolo que traduz

0 seu raciocinio dedutivo.

No final do estudo registam-se alguns aspetos particulares do raciocinio dos alunos e que
evidenciam uma clara compreensdao do parametro em funcdes, postos em evidéncia pelos
proprios alunos nas representacoes que constroem. Como, por exemplo, durante a resolucao

da tarefa Pardmetros, funcées e geometria, na questao 1.2, as alunas do grupo 1 dao
. . \ ~ . 9 ~ cps .
continuidade a expressdo que construiram r? < - Tal expressao permitiu-lhes determinar os

valores do raio da base do cilindro que transformam o valor da soma dos volumes dos dois

cones menor que o triplo do valor da altura do cilindro. Para tal, construiram a funcao
9 . . o
y = x? —_ e representaram-na graficamente, sem recurso a calculadora grafica, e fazem

referéncia aos valores que esse raio pode e nao pode ter.

A construcao de significados que ocorreu em cada nivel foi mediada através das tarefas
matematicas elaboradas e das discussoes entre os alunos e a professora. Nas resolucdes das
questodes relativas ao 2.° nivel, os alunos transformaram e converteram mais representacoes
comparativamente as questoes do 1.° e do 3.° nivel. Ao longo da implementacao da proposta
pedagogica, as respostas dos alunos as questdoes referentes ao 1.° nivel e ao 3.° nivel

tenderam a ser menos extensas e menos detalhadas do que as respostas relativas ao 2.° nivel.
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Tal aconteceu em todas as tarefas da proposta pedagogica, excetuando a ultima tarefa que
continha apenas questdes relativas ao 3.° nivel [A vedacdo do jardim; O passeio das amigas;
Fungées, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O triGngulo inscrito numa
circunferéncia; PardGmetros em funcées racionais]. Ou seja, retomando o esquema da figura
3.1 do capitulo 3, a atividade matematica dos alunos na implementacdo do método neste
estudo foi mais intensa no 2.° nivel do que no 1.° nivel e no 3.° nivel e pode ilustrar-se como a
seguir se apresenta:

1.°: Nivel (N1)

2.°: Nivel (N2)

3.°: Nivel (N3)

Figura 6.8: Distribuicdo da atividade de representacao e converséo de significados matematicos dos alunos pelos trés
niveis na implementacao do método

0 que aconteceu na implementacdo do método no que refere a intensidade da atividade
matematica do aluno, relativa a transformacao e conversao de representacoes ao longo dos

trés niveis foi que tal atividade resultou ndo equitativa nos trés niveis do método.
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6.2.2. Os graus de significados

As tarefas iniciam-se a partir de um enunciado sem valores concretos e que apelam a
concretizacdo dos alunos. Porém, a experimentacdo com diversos valores concretos foi
requerida pela professora e nao pelo enunciado. Este pedido da professora foi uma estratégia
de mediacao de significados construidos pelos alunos. Porque, ao experimentarem concretizar
0 parametro para varios valores, os alunos mostraram ganhar mais capacidade de atribuir
significado ao parametro genérico. Tal foi o que a professora reteve logo na primeira questdo
da primeira tarefa. Na qual os alunos que experimentaram concretizar o parametro com
diversos valores acabaram por construir significados de grau 1 e de grau 2 em linguagem
natural, sobre o que era pedido na primeira questdao, mas para “uma area qualquer” (como os
alunos lhe chamaram). Iniciaram também a escrita algébrica com valores genéricos
resultando a expressdo A = x.y, y:largura e x: comprimento. Porém, os alunos que néao
concretizaram o valor da area com diversos valores, fizeram depender a sua resposta de
apenas um valor concreto que atribuiram a area do jardim e ndo extrapolaram para “um valor
qualquer”. A mediacao da professora nesta fase do enunciado foi fundamental, pois sem ela,
os alunos teriam concretizado o parametro para apenas um valor o que condicionaria o
processo de significacdo. Logo, apds a implementacao do estudo, urge-nos a necessidade de
melhorar a eficiéncia do proprio enunciado das tarefas, corrigindo-o para a seguinte redacao

(ver extrato 6.2):

1. Comeca por considerar varios valores concretos para ... :

1.1. Com cada um desses valores, define uma estratégia que te permita ... -
comeca por explorar a situacao usando um esquema, uma tabela, ou

explicitando-a por meio de linguagem natural.

(...)

Extrato 6.5: Melhoria da eficiéncia da primeira questao do enunciado das tarefas do método de ensino

A interpretacao do enunciado das tarefas da proposta pedagdgica [A vedacdo do jardim; O
passeio das amigas; Funcées, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O tridngulo
inscrito numa circunferéncia; Par@metros em fungbes racionais; Pardmetros, funcbes e
geometria] foi feita em cada grupo de trabalho, e ao longo do estudo, essencialmente através
da exploracao da representacdo esquematica que acompanhava o texto escrito em linguagem
natural. Essa interpretacédo foi feita por meio de raciocinios abdutivos (S1), indutivos (S2) e
dedutivos (S3). Na interpretacdao do enunciado, os alunos comecaram por usar significados
que evidenciam o inicio de uma estratégia de resolucdo, que, por serem os primeiros,

geraram a ‘hipotese’/’a intencao’/’o caminho a seguir’. Foram estes raciocinios que lhes
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permitiram definir as estratégias que implementaram nos raciocinios indutivos e dedutivos
que se seguiram em complementaridade com os abdutivos que construiram. Como exemplo,
apresentamos a seguinte resolucdo relativa a tarefa “O tridngulo inscrito numa

circunferéncia”.
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Figura 6.9: A resolucdo do grupo 1 da questdo 1.1 da tarefa “O tridngulo inscrito numa circunferéncia”: Raciocinios
abdutivos, indutivos e dedutivos, do 1.° nivel do método: Significados N1S1D2, N152D2 e N153D2

Frise-se que os raciocinios abdutivos também foram, por sua vez, antecedidos por raciocinios
dedutivos (que o sao em contextos que antecedem a tarefa). Por exemplo, na resolucdo da
figura 6.9 as alunas partem de uma série de raciocinios dedutivos [ou seja, partem de
conhecimentos prévios ja estruturados e que nesta questdo lhes servem como base para a
construcao de novos significados] quando comecam por afirmar: i) “O tridngulo inscrito na
figura é retdngulo (pois tem um dngulo de 90°, angulo reto formado pelos lados a e b do
triangulo)”, ii) “Para além do dngulo reto, o tridngulo também possui dois Gngulos agudos

“«

(menores que 90°)”, iii) um tridangulo inscrito numa semicircunferéncia é sempre
retdngulo”. Estes raciocinios i), ii) e iii), vistos fora do contexto da questdo da tarefa, sdo
dedutivos e genéricos. Constituem-se como argumentos matematicos, que fora do contexto
da questdo 1.1 da tarefa, sdo representados, por se constituirem como tal, por signos
simbolos. Neste caso, estes simbolos antecedem a resolucao que se pretende. Ou seja, face a
intencionalidade da questao 1.1 da tarefa “O tridngulo inscrito numa circunferéncia”, os
signos i), ii) e iii) ndo se constituem signos simbolo da resolucdo da questdo, pois a

3

intencionalidade da questao é ‘...determinar relacdes possiveis entre os lados do triangulo’,
apesar de num contexto prévio ao da resolucao da tarefa o serem. Contudo, tais raciocinios
i), ii) e iii) sdo sucedidos pelo raciocinio iv) “Atribuimos o valor 10 para o didmetro da
circunferéncia” que em complementaridade com a informacdo de que o tridangulo é
retangulo, ou seja, em complementaridade com um dos trés raciocinios i) ou ii) ou iii), é o
gue marca o inicio da estratégia que as alunas definiram que vao seguir para a resolucao da

questdo. E esta complementaridade que da origem & abducdo que marca o inicio da resolucéo
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das alunas. Ou seja, esta complementaridade € o significado de grau 1 da resolucao das
alunas. Este significado de grau 1 é sucedido por um raciocinio indutivo. Tal raciocinio
indutivo é a transformacao algébrica da equacdo de 2.° grau resultante da aplicacdao do
Teorema de Pitagoras e que permite obter, a altura do triangulo em funcdo de um dos seus
lados menores. Este é o significado de grau 2 da resolucao das alunas. Por ultimo, a resolucao
toda da questdao que é representada na figura 6.9 constitui-se em si um signo simbolo da
resolucao das alunas, pois responde de forma estruturada e sintética, a intencao da questao.
A figura 6.9 representa, por tudo isto, um raciocinio dedutivo no contexto da questdao com a
intencionalidade definida por ‘...determinar relacoes possiveis entre os lados do triangulo’. A

figura 6.9 é o significado de grau 3 da resolucao das alunas.

A experimentacao de varios valores concretos na questdo inicial das tarefas promoveu a
construcao de significados em torno dos valores genéricos da sua ultima questdo. Porém, o
estimulo a experimentacéo foi feito maioritariamente pela professora, porque no enunciado
esse estimulo consta apenas implicito na recomendacéao inicial e ndo consta explicitamente
no enunciado das primeiras questoes. A exploracao que os alunos fazem do enunciado da
primeira questdo das tarefas, usando um valor concreto para o parametro, tende a ser a
mesma que é usada na resolucao da ultima questao da tarefa. Como, por exemplo, na tarefa
“A vedacdo do jardim”, os alunos construiram primeiramente, uma funcdo em ordem a duas
variaveis (em ordem ao comprimento e a largura do retangulo). Depois, construiram, por
substituicdo de uma dessas variaveis, uma funcdo em ordem a apenas uma variavel (ou ao
comprimento, ou a largura). Posteriormente, na Gltima questdo, em resultado dos significados
que construiram nas questdes anteriores, constroem uma funcdo que permite determinar o

que é pedido, mas para um valor genérico do parametro.

Ao iniciarem a resolucao das tarefas, os alunos, por um lado, exploraram o esquema do
enunciado, mas, por outro, lado também construiram esquemas que funcionaram como
artefactos de mediacdo, que (re)visitaram, para os ajudar a raciocinar num contexto
algébrico com todos os valores genéricos, como o que lhes foi requerido na Ultima questao
das tarefas. Exemplo disso foi o que aconteceu com os esquemas que os alunos construiram
na tarefa “A caixa de volume mdximo”, que lhes permitiu construir significados acerca do

tamanho do corte nos cantos do cartao. E que lhes permitiu recuperar tais significados, na
Gltima questao da tarefa, ao atribuirem significado ao intervalo Eg[ para o valor genérico p

do lado do cartao. Este reaproveitamento/reconversao dos significados e das estratégias
construidas nas questdes anteriores ocorreu na resolucao de todas as tarefas da proposta
pedagdgica [A vedacdo do jardim; O passeio das amigas; Funcées, composta e inversa; A caixa
de volume mdximo; O trigngulo inscrito numa circunferéncia; Par@metros em funcées
racionais; ParGmetros, funcbes e geometria]. O esquema inicial do enunciado da tarefa, sem
dados concretos, complementado pela mediacao da professora, foi um artefacto de mediacao
semidtica de significados matematicos que promoveu a compreensdao da variacao do

parametro num intervalo de valores genéricos.
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Os significados de grau 0 ocorreram em todas as tarefas [A vedacdo do jardim; O passeio
das amigas; Funcbes, composta e inversa; A caixa de volume mdximo; O tridngulo inscrito
numa circunferéncia; ParGmetros em funcbes racionais; Par@metros, funcées e geometria],
em algum dos grupos de alunos. Tais significados ocorreram quer em resultado de erros
matematicos que condicionaram a resolucao das tarefas e que requereram mais da mediacao
da professora [como aconteceu com o grupo 3, nas resolucoes das questoes 1.2 e 1.3 da
tarefa A vedacdo do jardim], quer em resultado de imprecisdes/incorrecdes matematicas que
resultaram de desconcentracdes pontuais dos alunos, que nao condicionaram a resolucao das

tarefas e que foram rapida e facilmente ultrapassadas com uma breve intervencdao da

. .~ 3 3 . . ..
rofessora [como a imprecisdo r? == <=>r = |- mediada e rapidamente corrigida pelas
Vs T

alunas do grupo 2 para r2 = > <=>r = i\E 1.

s

O facto de se terem registado ao longo do estudo dois tipos distintos de significados de
grau 0, os que condicionam o processo de significacao e os que nao o condicionam, conduz-
nos a necessidade de redefinir o préprio método no que refere a tipologia dos significados de
grau 0, dando origem a redefinicdo do esquema da figura 3.1 do capitulo 3. Complementando
esta redefinicdo com o desenvolvimento do método inerente a mediacao do professor,
explicitado em 6.1.1 e sintetizado na tabela 6.1, obtém-se a seguinte sintese do método de

ensino:
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Significados de

Grau 1

Significados
construidos,
em cada um
dos niveis N1,
N2, N3 do
método,
resultantes de
um primeiro
impulso
gerador de
uma hipotese
ou estratégia
matematica.

icones em
raciocinios
abdutivos,
indutivos e
dedutivos
construidos em
N1, N2, N3.

ON®
@)

S1

Tabela 6.2: Método de Ensino para Mediar Significados em Matematica

Significados de
Grau 2

Significados
construidos,
em cada um
dos niveis N1,
N2, N3 do
método,
resultantes da
prescricao de
uma relacao
matematica.

indices em
raciocinios
indutivos e
dedutivos
construidos em
N1, N2, N3.

-0
90
©)

S2

Significados de

Grau 3

Significados
construidos,
em cada um
dos niveis N1,
N2, N3 do
método, que
anteveem,
englobam,
legitimam e
sintetizam
relacées
matematicas.

Simbolos em
raciocinios
dedutivos,

construidos em

N1, N2, N3.

9

(Y12 |
i)

S3

Intencionalidade

da mediacao

Significados de
Grau 0 do Tipo1

Imprecisées ou
incorrecées
matematicas em
cada um dos niveis
N1, N2, N3, que nao
blogueiam o
processo de
significacdo no
contexto
matematico em que
ocorrem.

S04

Significados de
Grau 0 do Tipo2

Imprecisées ou
incorrecoes
matematicas em cada
um dos niveis N1, N2,
N3, que bloqueiam o
processo de
significacdo no
contexto matematico
em que ocorrem.

S0,

1.°) IDENTIFICAGAO DO NIVEL E DO GRAU DE SIGNIFICADO EM QUE SE ENCONTRA O ALUNO NO INiCIO

DO EPISODIO DE MEDIACAO

2.°) MEDIAGAO SEMIOTICA DO PROFESSOR DE ACORDO COM A INTENCIONALIDADE DO S3
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7. Conclusdes e recomendacdes

Neste capitulo apresenta-se uma sintese dos objetivos do estudo, da sua fundamentacéo tedrica e
da metodologia de investigacao utilizada. Apresentam-se e discutem-se igualmente as conclusoes
do estudo relativamente a mediacdo, quer do método de ensino, quer das tarefas como um

artefacto. Por fim, sao feitas algumas recomendacdes relativas a trabalhos futuros.
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7.1. Sintese

O que os alunos transmitem na solucao de um problema e as questdes que colocam a si
proprios sobre a sua experiéncia nas aulas de Matematica (Evans & Sawm, 2015) e sobre as
experiéncias que trazem da resolucdo de problemas (Tirosh et al., 2015) constitui fundamento
para que adquiram conhecimento matematico, conjeturando e reconhecendo o significado de

cada resolucéo e de cada experiéncia.

De acordo com Bingolbali e Bingolbali (2015), o ensino da matematica centrado no aluno
exige do professor: i) ter conhecimento prévio do aluno e ensina-lo em conformidade; ii) gerir
com métodos adequados as aprendizagens e as suas dificuldades, percebendo as concecoes
implicitas que causam os erros, diagnosticando-os e elaborando um plano para ultrapassar as
dificuldades; iii) desenvolver no aluno capacidades de raciocinio, de observacdo, de
comunicacao, de classificacao, de estabelecimento de conexdes, entre outras; iv) fornecer
um feedback ao aluno, de modo a que ele saiba onde tem bom e mau desempenho; v) criar
um ambiente de sala de aula comunicativo, onde haja liberdade de expressao, ajudando o
professor a ter uma visao global do ensino e uma melhor percecao das dificuldades dos
alunos; e vi) integrar a avaliacao formativa no processo de ensino, pelo retorno que este tipo

de avaliacao devolve ao aluno sobre o seu desempenho.

No que refere a aprendizagem da algebra, uma parte da estrutura algébrica e dos
significados podem ser construidos partindo da experiéncia dos alunos em contextos
operacionais aritméticos (Gravemeijer, 2005), dos quais ressalta a intuicdo (NCTM, 2000), e
nos quais o aluno é conduzindo a construcdo de expressdes algébricas genéricas e
estruturadas (Sfard, 2008). A comunicacdo em matematica nao pode reduzir-se a linguagem
técnica (Steinbring, 2006), mas sim a conducao do aluno na construcdo do seu proprio
raciocinio bem como da comunicagao que faz desse raciocinio (Bussi & Mariotti, 2008), onde
os signos e a atividade signica (Peirce, 1978) criam dificuldades na aprendizagem (Rojano,
2002; Sfard & Linchevski, 1994).

Relativamente as funcdes, as tabelas, os graficos e os problemas em linguagem natural
constituem um meio de tratamento algébrico (Ursini & Trigueros, 2004). Por sua vez, um
pardmetro numa funcdo é um objeto matematico que, quando substituido por valores
numéricos, identifica cada um dos elementos de uma determinada funcdo ou familia de
funcées. Um parametro numa funcdo pode ser representado por uma letra que assume
diferentes significados, dependendo do contexto algébrico em que se insere (Arcavi, 2006;
Pereira & Saraiva, 2008; Ursini & Trigueros, 2004).

Os signos tém extrema importancia na razao e na comunicacdo matematica (Peirce, 1978),
porque a matematica depende de um uso intensivo de diferentes signos, tais como letras,
diagramas, termos, expressdes, notacdes, registos orais, gestuais e escritos, algoritmos,

procedimentos, operacoes (D'Amore, 2006; Radford, 2006), bem como da sua representacao
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em diferentes registos de representacdo (Duval, 1995, 2006). Na atividade signica, a
experiéncia algébrica dos alunos com tarefas de natureza aberta é essencial - elas permitem-
lhes compreender cada experiéncia e considera-la como preparacdao para um trabalho
algébrico profundo. Quando, na resolucdo de uma tarefa matematica, se extrapolam os dados
iniciais e se tornam explicitos novos desconhecidos, que passam a ser novos objetivos da
tarefa, desencadeia-se um novo conjunto de estratégias que relaciona esses desconhecidos
entre si por meio de condicbes e procedimentos algébricos que se podem aplicar a familias de
problemas similares (Filloy et al., 2007); evoluindo-se gradualmente em generalizacdo, até a
criacdo de modelos formais independentes dos dados da tarefa inicial (Gravemeijer, 2005),
adquirindo-se uma nocao estrutural dos mesmos. Quando este processo € mediado pelo
professor, através da promocao de raciocinios que levam o aluno a focalizar-se em aspetos
particulares da tarefa, a recorrer a experiéncias matematicas anteriores, a elaborar sinteses
do raciocinio (Bussi & Mariotti, 2008; Sfard, 2008), facilitam-se os proprios processos

cognitivos envolvidos, tais como o processo de aprendizagem e de resolucao de problemas.

Com este estudo pretendia-se promover e conduzir a construcao dos significados e dos
raciocinios matematicos dos alunos na aprendizagem da matematica de alunos do 11.°ano de
escolaridade, concretamente na aprendizagem dos parametros em funcoes. Partindo de um
método de ensino construido para mediar os significados matematicos dos alunos desde
contextos matematicos concretos até contextos matematicos genéricos e estruturados,
pretendiamos responder as seguintes questoes: /) Como é que o método de ensino construido
funciona como um mediador da atividade do professor? Il) Como é que as tarefas
matemdticas elaboradas e implementadas com base no método de ensino construido
funcionam como artefactos de mediacdo semidtica de significados matemadticos dos alunos?
Para atingir este objetivo e responder a estas questdes, construimos e implementamos um
método para ensinar matematica que aplicamos aos parametros em funcoes com tarefas

especificas, construidas segundo o método.

Este método integra trés niveis de ensino e quatro graus de significados. Os trés niveis
foram construidos sob um crescendo de independéncia e estrutura algébrica em concordancia
com os fundamentos tedricos do estudo. No 1.° nivel o aluno atribui significado e representa
em multiplos registos de representacdo, num contexto aritmético em que as variaveis
dependente e independente e o(s) parametro(s) sao concretizados por valores numéricos
concretos, por um conjunto de valores numéricos ou por um intervalo de valores numéricos.
No 2.° nivel o aluno trabalha com significados e representacdoes com que ja trabalhou no
1.°nivel e constréi novos significados e novas representacoes em multiplos registos de
representacao, num contexto algébrico em que as variaveis dependente e independente nao
sdo concretizadas numericamente e o(s) parametro(s) sdo concretizado(s) por valores
numeéricos concretos, por um conjunto de valores numéricos ou por um intervalo de valores
numéricos. No 3.° nivel o aluno trabalha com significados e representacdes com que ja

trabalhou nos 1.° e 2.° niveis e constrdi novos significados e novas representacdes em
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multiplos registos de representacao, num contexto algébrico em que as variaveis dependente
e independente e o(s) parametro(s) ndo sao concretizados numericamente. No 3.° nivel, o
trabalho do aluno torna-se independente das situacdes especificas concretas com que
trabalhou nos 1.° e 2.° niveis; o aluno significa e representa, quer com base nos significados
que ja construiu, quer com os novos significados e novas representacoes. As tarefas da

proposta pedagodgica deste estudo foram construidas de acordo com esta estrutura.

Para a construcao dos graus de significados do método de ensino aplicado aos parametros
em funcdes foi considerada a atividade signica dos alunos sob as etapas de primeiridade,
secundidade e terceiridade definidas por Peirce (associadas, aos signos icone, indice e
simbolo e ao raciocinio abdutivo, indutivo e dedutivo) e a mediacao semidtica do professor,
associada ao conceito de ciclo didatico, definido por Bussi e Mariotti. Em cada um dos trés
niveis (N1, N2, N3), o aluno constroi significado de grau um, dois e trés (S1, S2, S3). Pode
construir ainda significados de grau zero, em resultado da construcao de significados que nao
se enquadram no sistema de evidéncias e verdades definidas na propria matematica (erros,

imprecisées/incorrecoes).

A metodologia de investigacao usada neste estudo foi qualitativa. A investigadora foi a
professora. O método de ensino foi implementado em sala de aula numa turma com doze
alunos do ensino secundario, do 11.°ano, em que sete desses doze alunos eram internos a
disciplina e frequentavam as aulas assiduamente. Os dados foram recolhidos durante trés
meses, aquando do estudo do tema Funcées. Foram constituidos, dentro da turma, trés
grupos, dois grupos com dois alunos e um grupo com trés alunos. Foram recolhidos dados dos
trés grupos. Antes da implementacdo do estudo foram feitas entrevistas para melhor
compreender os significados que os alunos traziam dos anos letivos transatos relativamente
ao parametro em funcgdes. A recolha dos dados foi feita através de gravacdes audio, de
transcricoes e de registos da investigadora. As gravacdes audio e as transcricdes foram usadas
nas entrevistas realizadas. Todas as entrevistas foram gravadas e posteriormente transcritas.
A tarefa da entrevista feita no final do estudo [Parametros, fungdes e geometria] que foi
construida sob o 3.° nivel do método de ensino aplicado aos parametros em funcdes, com o
propésito de compreender os significados matematicos que os alunos constroem em contextos

que envolvem parametros em funcées apds o estudo.

Para dar resposta as questdes de investigacdo, foram identificadas unidades de analise
resultantes das intervencdes escritas e orais que os alunos e a professora investigadora
realizaram, durante as aulas em que o método de ensino foi implementado. Foram
selecionadas sete unidades de analise: ‘A vedacdo do jardim’, ‘O passeio das amigas’,
‘Funcées: composta e inversa’, ‘A caixa de volume mdximo’, ‘O triangulo inscrito numa
circunferéncia’, ‘Pardmetros em fungbes racionais’ e ‘ParG@metros, funcdes e geometria’.
Sobre estas unidades de analise fizeram-se trés tipos de analise: a de primeira ordem, a de
segunda ordem e a de terceira ordem. A analise de primeira ordem é uma compilacdo do que

se observou e registou, o que inclui os registos escritos pelos alunos, a transcricao das
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gravacoes das aulas e das entrevistas e os registos da professora investigadora. Esta fez ainda
uma selecdo dos momentos que considerou mais relevantes para o estudo. Para a analise de
segunda ordem selecionaram-se os dados mais representativos de cada unidade de analise que
foram analisados segundo as dimensdes, categorias e subcategorias. A analise de terceira
ordem baseia-se numa leitura transversal dos resultados da analise de segunda ordem,

permitindo colocar questdes e relaciona-las, de onde resultaram as respostas as questoes do
estudo.
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7.2. Apresentacao das conclusées

Nesta seccao sao apresentadas as conclusdes do estudo respeitantes ao método de ensino

e as tarefas como um artefacto.

7.2.1. A mediagao pelo método de ensino

Durante a implementacdo do método, a professora teve um referente diretamente
associado aquilo que ela, em cada momento, quis ver trabalhado pelos alunos. Conduzindo-os
de forma sequencial e encadeada, até a essa intencdo. Neste método, essa intencéao definiu-
se pelo S3 em cada nivel, que correspondeu ao que era pedido em cada questao do enunciado
das tarefas, e tinha como meta atingir o significado de grau 3 no nivel 3, que correspondeu ao

que se pretendia na Ultima questao das tarefas. Renovando-se o ciclo, em cada nova tarefa.

Durante a resolucao de cada questdo da tarefa foi necessario a professora identificar com
o0 maximo de clareza quais os significados que os alunos estavam a atribuir em cada momento.
Foi por isso necessario a professora estar atenta as ddvidas que os alunos lhe colocavam
perante a interpretacdo do enunciado, as ideias que verbalizavam quando comecavam a
trabalhar sobre o esquema que acompanhava o enunciado de cada tarefa, aquilo que
comecavam a escrever na folha de respostas, as hipoteses de resolucdao que discutiam no
grupo e as discussdoes que surgiram acerca da escolha dos valores para concretizarem o
parametro na primeira questdo. Todos estes indicadores permitiram a professora saber quais
eram os significados de grau 1 que estavam a ser construidos pelos alunos nos grupos de
trabalho. Nesta fase, foi fundamental deixar que os alunos discutissem, trocassem
significados entre eles, e que definissem quais os caminhos de resolucdao que, depois da
discussao, iam seguir. Também foi fundamental incentivar os alunos a fazerem concretizacoes
com varios valores, pedir-lhes que nao tivessem pressa em avancar para as questdes seguintes
e que empreendessem algum tempo na experimentacao, promovendo o livre uso de
esquemas, tabelas e linguagem natural e a relacdo entre tais representacdes. Nesta fase a
mediacdo semidtica da professora aos significados matematicos dos alunos foi determinante
para que estes tivessem explorado os enunciados propostos, e tivessem concretizado os
esquemas que os acompanhavam e que nao tinham, a partida, valores concretos, o que lhes
permitiu iniciar a resolucao das tarefas propostas. Estas concretizacées revelaram-se

fundamentais porque promoveram a generalizacao nos niveis seguintes.

Complementarmente, ao prosseguirem com a(s) estratégia(s) que definiram na fase da
discussao, os alunos entraram na representacao escrita dos significados e comecaram a
relacionar significados associados a exploracdo do esquema da tarefa. Estas associacoes
permitiram a professora perceber quais eram as relacdes matematicas que os alunos estavam

a construir sobre o esquema. Ou seja, quais eram os significados de grau 2 que estavam a ser
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construidos pelos alunos no primeiro nivel. Em seguida, quando os alunos responderam a

primeira questao das tarefas foram construidos os significados de grau 3 do primeiro nivel.

Nas questbes seguintes, as referentes ao 2.° nivel, os alunos iniciaram um ciclo idéntico.
Primeiro discutiram o enunciado, acerca do que € que a questdao pede, como é que podem
responder a questdo, o que tém de fazer e usar (se vao resolver a questdao usando ou nao a
calculadora para determinar maximos/minimos), o que é que necessitam matematicamente
para determinarem o que é pedido no enunciado (a construcdo de uma funcao, o estudo dessa
funcao). Ao estar atenta a estes significados construidos pelos alunos, a professora tomou
conhecimento de quais foram os significados de grau 1 que foram atribuidos no nivel 2. Depois
da discussao do enunciado, os grupos iniciaram as representacoes escritas e, ao associarem
significados, entram na significacdo de grau 2. Nesta fase, a atividade dos alunos foi muito
mais intensa do que nas restantes. Na fase N2S2 os alunos trataram e converteram muitas
representacoes, através da construcdao algébrica de funcdes, do seu tratamento, da
consequente conversao grafica, da resultante interpretacdo em linguagem natural, do retorno
aos significados construidos no primeiro nivel como forma de justificar o que estava a
acontecer a funcdo construida no 2.° nivel, entre outros significados. E, quando estes
significados se estruturavam na resposta, a professora tomou conhecimento de quais os
significados de grau 3 que estavam a ser atribuidos no nivel 2.

Contudo, apos a fase de discussao entre os alunos do grupo, quando algum aluno, ou algum
grupo, nado havia conseguido relacionar significados matematicos a partir do esquema da
tarefa, a professora entendia que estes alunos ainda nao estavam a conseguir construir
significados de grau 2. Sempre que isso aconteceu foi necessaria a mediacao da professora. A
forma de mediacao foi a seguinte. Primeiro, levar o aluno (ou o grupo) a fazer uma
reconstrucdo dos significados que tinham sido construidos até essa dificuldade ser
consciencializada pelos alunos e/ou ter sido percecionada pela professora. Com este
procedimento, a professora tomou consciéncia da fase em que o raciocinio dos alunos se
encontrava e o aluno fez uma sintese dos significados que construiu até esse momento.
Perante isto, foi necessario a professora compreender: i) se os alunos ndo conseguiam
relacionar significados porque ainda nao tinham entendido o enunciado e por isso nao tinham
construido significados de grau 1; ou se ii) os alunos ndo conseguiam relacionar os significados
que tinham construido por ndo saberem matematicamente como fazé-lo e, apesar de terem
construido significados de grau 1, nao os conseguiam transformar em significados de grau 2.
Nestes dois casos foi necessaria a mediacao da professora. Quando a causa da dificuldade foi
do tipo i), a professora retornou ao enunciado, promoveu e guiou uma nova discussao sobre o
enunciado, para que houvesse construcao de significados S1. Quando a causa da dificuldade
foi do tipo ii), a professora conduziu o(s) aluno(s) a fazer(em) uma retrospetiva dirigida aos
conhecimentos matematicos especificos requeridos para a associacao dos significados de grau

1 construidos.
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Na ultima questao da tarefa, a referente ao 3.° nivel, os alunos iniciaram um ciclo
idéntico. Primeiro discutiram o enunciado, acerca do que é pedido, e de como é que podem
responder a questdo, o que tém de fazer (mas nesta fase com todos os valores da funcao
genéricos). Ao estar atenta a estes significados construidos pelos alunos, a professora tomou
conhecimento de quais foram os significados de grau 1 que foram atribuidos no nivel 3. Depois
da discussao do enunciado, os grupos iniciaram as resolucdes e entraram na significacao de
grau 2. Nesta fase, a atividade dos alunos baseou-se muito no que tinham construido no nivel
2. Na fase N3S2 os alunos trataram e converteram algumas representacdes da funcao com os
valores genéricos para o parametro e para as variaveis. Mas, para construirem tais
representacoes e conversdes do N3S2, os alunos retornaram com muita regularidade aos
significados N2S3 que construiram nas questdes anteriores. A fase mais dificil para a maioria
dos alunos foi a atribuicao de significados S3 no nivel 3, que dependeu da estruturacao e das
relacoes que se deduziam do que tinham construido na questdo com todos os valores
genéricos. Contudo, quando estes significados se estruturavam na resposta final, a professora
tomou conhecimento de quais os significados de grau 3 que estavam a ser atribuidos no nivel
3. Foi frequente acontecer o seguinte: os alunos que alcancaram no grupo o significado N353

retornaram ao N1S3 para validarem o significado N353 que construiram.

Nesta fase do nivel 3, sempre que os alunos ndo conseguiam atribuir significados N3S3, a
professora optou por abrir a discussdao a turma, para que a sua mediacdo pudesse ser
enriquecida com os significados N3S3 dos alunos que os conseguiram alcancar. Esta fase
marcou a iniciacdo a mediacdo para a construcdo de N3S3 e constituiu o inicio da discusséao
coletiva e da partilha dos resultados e das estratégias usadas pelos varios grupos na turma. A
intencao da professora nesta fase foi conduzir todos os alunos para o N3S3 porque foi este
significado que marcou a sintese dos significados. A mediacdo que a professora usou teve
sempre 0os mesmos propositos e foi a seguinte: 1.°) conduzir em discussao coletiva os alunos a
fazerem uma retrospetiva dos significados que construiram no nivel 1 e no nivel 2,
essencialmente, uma retrospetiva dos N1S3 e dos N2S3; 2.°) Com base nos N1S3 e nos N2S3

conduzir os alunos aos N3S3.

Durante a implementacdo do método, que se traduz na implementacao das tarefas e na
mediacéo a resolucao que os alunos constroem, também ocorreram significados de grau zero,
em varias fases do método e de forma irregular. Tais significados, sempre que foram
consciencializados pela professora foram mediados para que se tornassem semibticos.
Usualmente o SO esteve associado a erros matematicos que condicionaram a resolucao das
questdes ou a pequenas imprecisdes/incorrecées que nao condicionaram a continuidade da
resolucao da tarefa. Mas por vezes as imprecisoes tiveram origem, nao em desconhecimento
matematico, mas, em desconcentracdes pontuais dos alunos, e que a causa nao foi possivel
apurar neste estudo. Porém, este segundo tipo de SO foi facil de mediar porque, como a causa

foi a desconcentracdo e ndao o desconhecimento matematico, normalmente bastou uma
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pequena focalizacao da professora para que o aluno o transformasse em significado

semiotico.

Os SO que tiveram origem em desconhecimento matematico foram mediados sempre de
forma organizada e do seguinte modo: 1.°) Levar o aluno a fazer uma retrospetiva dos
significados que construiu até esse SO; 2.°) Isolar o SO, ou seja, no momento que que aluno
comete o erro, durante a reconstrucao que faz, o raciocinio dele deve parar nesse instante, e
a professora deve desfazer o conceito matematico errado que levou ao erro, promovendo a
reiniciacdo do raciocinio do aluno a partir desse instante, retomando-se os significados

semioticos.

Durante o estudo, sempre que a professora consciencializou o significado (SO, S1, S2 ou S3)
que o aluno estava a atribuir em cada fase da resolucao das tarefas, conduziu-o de um
significado de grau 0, ou de grau 1, até a um significado de grau 3. E partindo do que
pretendia da atividade matematica do aluno em cada contexto algébrico, mediou-a de um
modo organizado. Neste ambito, cada episodio de mediacdo decorreu de trés formas
distintas, para que houvesse: i) construcao de significados entre os alunos; ii) construcao de
significados de grau 3, a partir de significados de grau 0, de grau 1 e de grau 2; e iii)
construcao de um novo significado de grau 3 que sintetizasse os significados de grau 3 ja
construidos. Foi a construcdo de um novo significado de grau 3 (que sintetize os significados
de grau 3 ja construidos) que promoveu a criacdo de significados de grau 1 no episddio de
mediacao seguinte - quer esse episddio de mediacdo seguinte tivesse sido uma nova tarefa,
quer tivesse sido um problema usual implementado nas aulas que intermediavam as de

implementacao das tarefas.

Neste ambito, este método de ensino foi um instrumento confortavel para a propria
atividade de mediacao da professora. De facto, durante a sua implementacao, em cada
mediacdo semidtica, a professora teve um referente diretamente associado a
intencionalidade da questao que quis ver trabalhada pelos alunos. Conduzindo-os de forma
sequencial e encadeada até essa intencdo. Essa intencionalidade foi o S3. A forma como os
significados S1, S2 e S3 do método funcionou no raciocinio dos alunos, mediados através da
professora e das tarefas construidas sob o método, foi uma implementacao da teoria de
Peirce (1978) [no que refere aos signos e aos raciocinios] e da teoria de Bussi e Mariotti (2008)
[no que refere a mediacdo]. Contudo, para a construcao de uma metodologia de mediacao
dos significados de grau 0 deste método, nao encontramos resposta na teoria de Peirce.
Embora Peirce tenha feito referéncia a signos que ndo sao representamen, a sua ocorréncia
no raciocinio dos alunos impossibilitou a professora de os prever no encadeamento $1->S2-
>53. Apesar destes signos (ndo representamen) constituirem uma excecao que os professores
nao desejam ver no raciocinio dos alunos, por representarem erros/imprecisdes/incorrecoes
no sistema de evidéncias e verdades matematicas, eles ocorrem. Acresce ainda que, muitas
vezes, neste estudo, a ocorréncia de SO gerou contextos matematicamente muito ricos, pela

mediacao que a professora lhes fez e que conduziu os alunos a significados estruturados e a
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consequentes recapitulacoes e sinteses, que, comprovadamente, auxiliaram a resolucao das
tarefas e promoveram a aprendizagem do conceito de parametro. Por isto, a inexplicabilidade
da ocorréncia de muitos dos signos que nao sdo representamen no raciocinio humano
impossibilitou-nos de contemplar os S0 na construcao dos instrumentos destinados a promocao
da mediacao - as tarefas. Foi nesta vertente que a mediacao da professora se revelou
fundamental no decurso do estudo. Donde inferimos que a complementaridade
tarefas/professora, constitui, em si, um artefacto de mediacao de significados matematicos
construidos pelos alunos. Deste estudo, concretamente da constatacdo da ocorréncia de
signos que nao se enquadraram no sistema de evidéncias e verdades matematicas, inferimos
também a validade dos argumentos que fundamentaram a triangulacdo (Schoenfeld, 2002) da
teoria de Peirce (1978) com a de Bussi e Mariotti (2008), aquando da construcao deste método

de ensino.

Ou seja, o método conduziu a professora a forma como mediou os significados dos alunos
localizando em que fase esta o raciocinio do aluno e conduzindo-o sequencialmente até ao
S3, através da retrospetiva/reconstrucao dos significados que foram construidos, através das
sinteses e através das tarefas que promoviam essas retrospetivas e essas sinteses. Porém, a
imprevisibilidade da ocorréncia de muitos dos significados de grau 0 no raciocinio dos alunos,

sendo um fator ndo controlavel, constituiu-se uma dificuldade na construcéo das tarefas.

No que refere a mediacdo, os resultados deste estudo corroboram a teoria de Bussi e
Mariotti (2008), estendendo-a em relacao a ordem de ocorréncia dos significados (51->52->53)
que este método contempla, bem como ao proprio método, porque este funciona como um
artefacto da propria atuacao mediadora do professor. De facto, neste estudo, a teoria de
Bussi e Mariotti (2008) € afirmada com a forma de mediacdo da professora aos significados
dos alunos, que neste estudo também resultou em retrospetivas e sinteses, mas, organizadas
segundo significados que ocorrem sequencialmente e que funcionam em dois sentidos. Por um
lado sdao um instrumento de mediacdo para o aluno através das tarefas, por outro lado sao um

instrumento de mediacao da propria atividade do professor.
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7.2.2. A mediacao pelas tarefas

As tarefas iniciaram-se a partir de um enunciado sem valores concretos que apelava a
concretizacdo dos alunos. Na implementacdo das tarefas, a professora apelou a
experimentacao, incentivando os alunos ao livre uso de esquemas, tabelas e linguagem
natural e a relacao entre tais representacoes. Nessa fase, a mediacao semiotica da professora
aos significados matematicos dos alunos foi determinante para que eles explorassem os
enunciados propostos, e concretizassem os esquemas que os acompanhavam e que nao
tinham, a partida, valores concretos, o que lhes permitiu iniciar a resolucao das tarefas

propostas.

Na interpretacao do enunciado, os alunos comecaram por usar significados que
evidenciaram o inicio de uma estratégia de resolucao, que, por serem os primeiros, geram ‘a
hipdtese’/’a intencao’/’o caminho a seguir’ (significados de graut). Foram estes significados
que lhes permitiram definir as estratégias que implementaram nos raciocinios indutivos e

dedutivos que se seguiram em complementaridade com os abdutivos que construiram.

As tarefas induziram o aluno, em cada questdo, a recuperar significados que construiram
nas questdes anteriores. A calculadora grafica, bem como outros artefactos, entre os quais o
proprio esquema que acompanha o enunciado que foi (re)explorado ao longo da resolucao das
questdes, permitiu aos alunos construirem significados novos e sintetizarem significados ja
construidos, essencialmente nos 2.° e 3.° niveis do método. Na fase de discussao de
resultados na turma, a conjuncao de resolugdes resultou em sinteses (concordantemente com
Bussi e Mariotti, 2008) que estruturaram, ndo apenas a resolucdo matematica das questdes
das tarefas, mas também as diferentes estratégias usadas pelos grupos para a resolucao das
questoes. Estes resultados convergem para o conceito de tarefa defendido por Rezat e
Straber (2012), bem como larke, Stremskag, Johnson, Bikner-Ahsbahs, & Gardner (2014), em
que as tarefas podem ser vistas como tendo um papel mediador no ensino e na aprendizagem

da matematica.

Da resolucao das tarefas é de registar os raciocinios abdutivos e indutivos construidos nos
2.° e 3.° niveis resultantes dos raciocinios abdutivos, indutivos e dedutivos construidos no
inicio da tarefa. Ou seja, construidos no 1.° nivel. Este encadeamento de raciocinios ocorreu
ao longo da implementacao de todas as tarefas. Nos raciocinios construidos pelos alunos, a
decisao de voltar atrds e parar em aspetos particulares da resolucéo foi feito, muitas vezes,
pelos proprios alunos (concordantemente com Bussi e Mariotti, 2008), ao sentirem
necessidade de justificar e confrontar os procedimentos atuais e as estratégias que assumiram
em cada momento da resolucao da tarefa, com os significados que tinham construido na
resolucao das questdes anteriores. Assim como, em confronta-los com os resultados e com as
estratégias dos outros grupos. A justificacdo dos procedimentos atuais com os raciocinios
construidos nas questoes anteriores foi feita pelos alunos quer em questdes do 2.° nivel, quer

em questdoes do 3.° nivel. Estes resultados convergem para os conceitos de aprendizagem
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centrada no aluno em que o proprio aluno coloca a si mesmo questdes que o induz a reflexao
sobre a propria aprendizagem, de acordo com o defendido por Evans e Sawm (2015) e
Bingalbali e Bingalbali (2015).

Na ultima questdao das tarefas os alunos construiram significados, transformaram e
converteram representacdes em contextos genéricos. Em todas as questdes das tarefas
referentes ao 3.° nivel do método, ocorreram significados que estruturaram e sintetizaram os
anteriores, quer por resolucao dos alunos, quer por discussao na turma com mediacao da
professora. Estes resultam, por um lado, do encadeamento de significados que se constroi de
umas alineas para as seguintes; por outro lado, da (re)visita aos raciocinios desenvolvidos nas
questoes relativas ao 1.° e 2.° nivel do método. Isto deu origem a significados que, na fase
final das tarefas, facilitaram e tornam naturais as sinteses (concordantemente com Bussi e
Mariotti, 2008) que no fim da Ultima questao da tarefa estruturaram os principais significados
construidos. De facto, a ordem das questdoes das tarefas, concertada com os trés niveis
algébricos, desde contextos concretos até contextos genéricos, ensinou aos alunos uma forma

de raciocinar (desde o concreto até ao genérico).

A passagem de um nivel para outro dependeu da ordem e do proprio encadeamento em
que as questdes foram apresentadas nas tarefas. Tal estruturacao das tarefas resultou do
método concebido e permitiu que os alunos tivessem partido do nivel 1, transitassem para o
nivel 2, e, a seguir, alcancassem o nivel 3. No nivel 1 e no nivel 2 do método, os alunos
fixaram o valor do parametro e, em consequéncia dessa concretizacao, obtiveram condicoes
que definiam o valor das variaveis e compreenderam que a concretizacao do parametro
condicionava os valores das variaveis. Esta compreensao estendeu-se a contextos em que o
parametro é genérico. Ou seja, ao 3.° nivel. Este raciocinio dedutivo mostrou a compreensao
do conceito de parametro como algo que pode determinar o intervalo de variacdo de alguma
varidvel. Este resultado remete-nos para o parametro visto como a composicdo de
generalizacoes, pois 0 2.° nivel pode ser considerado como uma 1.2 generalizacédo e o 3.° nivel
pode ser considerado como uma generalizacdo da 1.? generalizacdo, a semelhanca do que

defendem Trigueros e Ursini (2003).

A interpretacdo que foi dada a uma letra (x,y,p,...) no 1.°nivel do método foi semelhante
a que usualmente os alunos fazem para uma incdgnita quando resolvem uma equacgdo. Por um
lado, a escrita algébrica é a mesma, isto €, p = 10 (por exemplo), por outro lado, quando se
fixa algo desconhecido num valor concreto, resolve-se o problema. O mesmo acontece com a
determinacdo da incégnita na resolucdo de um problema ou de uma equacdo. Desta
interpretacao que foi dada a letra (x,y,p,..) no 1.°nivel do método [letra (x,v,p,..) que
usualmente representou o parametro nas tarefas], é possivel inferir que o significado de
parametro que os alunos experimentaram ao longo deste estudo foi: pardmetro é algo que
pode ficar definido e que permite resolver os problemas matemdticos quando se lhe atribui
um valor concreto. Este resultado converge para o que os autores Trigueros e Ursini (2003)

defendem acerca da construcao do conceito de parametro.
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O que se registou em relacdao ao uso das letras foi que, na resolucao das primeiras
questdes de todas as tarefas, os alunos tenderam a usar as letras como rétulos, que, nas
questdes seguintes assumiram o papel de variaveis, ou de parametros, para a designacdo de
algo no esquema inicial e como inicio de alguma estratégia que desenvolveram no decurso da
resolucdo. Esta sequéncia de significados promoveu a compreensdao da nocdo de letra
enquanto incognita, enquanto variavel de uma funcdo e enquanto parametro, na
transformacao e conversao de representacoes em registos graficos, algébricos, esquematicos
e em linguagem natural. Este resultado corrobora conceito de aprendizagem matematica
defendido por Duval (2006).

A exploracao que os alunos fizeram ao longo da resolucao das tarefas do estudo promoveu
a compreensao da nocao de letra enquanto incégnita numa equacao literal e numa inequacao
literal. No que refere ao parametro e a incognita numa equacdo ou inequacao literal, os
alunos calcularam o valor que x assume para o valor concreto do parametro. Apds essa
concretizacao, atribuiram um novo significado matematico a expressao, considerando-a como
uma equacao/inequacao literal que resolvem em ordem a uma das incognitas. Em seguida, as
equacdes e inequacoes literais que os alunos construiram foram interpretadas como funcgdes,
nas quais cada uma das incognitas passou a ser interpretada como variavel dependente ou

independente dessa funcao.

No final do estudo, os alunos evidenciaram uma compreensao bastante clara do conceito
de parametro em funcdes, mostraram compreender o conceito de variavel, de constante, de
incognita e de parametro em contextos algébricos em que trabalharam com expressoes que
continham apenas letras. Atribuiram significados na transformacdo e conversdo de
representacoes, em registos graficos, algébricos, esquematicos e em linguagem natural
(concordantemente com Duval, 2006), em que, a cada letra, era requerida a construcao de
um significado. Esta compreensdo concorda com a teoria de Sfard (2002), no que refere a

nocao estrutural que os alunos adquirem de funcao.
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7.3. Recomendacgodes

A construcao de significados que ocorreu em cada nivel na implementacao deste estudo foi
mediada através das tarefas matematicas elaboradas e das discussoes entre os alunos e a
professora. Ao longo da implementacao da proposta pedagogica, as respostas dos alunos as
questdes referentes ao 1.° nivel e ao 3.° nivel tenderam a ser menos extensas e menos
detalhadas do que as respostas relativas ao 2.° nivel. Em futuras implementacdes do método,
importa compreender se a distribuicdo desta atividade dos alunos pelos niveis resulta
novamente nao equitativa, bem como que fatores influem nessa distribuicao. Importa ainda
compreender como é que a distribuicdo da atividade matematica pelos niveis depende da

atividade de mediacado semiética do professor e das tarefas propostas aos alunos.

Da implementacao deste estudo verificou-se que, na resolucao das questdes referentes ao
3.° nivel, os resultados obtidos com o valor genérico do parametro foram, recorrentemente,
testados pelos alunos com os valores concretos experimentados no 1.° nivel. Esta constatacao
permitiu-nos induzir que a passagem de um nivel para o seguinte depende da ordem e do
encadeamento em que as questdes sao apresentadas nas tarefas. Tal estruturacao das tarefas
resulta do método concebido, e permitiu aos alunos partirem do nivel 1, transitarem para o
nivel 2, e, a seguir, alcancarem o nivel 3 (que € o nivel mais elevado e o mais desejado que os
alunos alcancem). Mas, como tema para trabalhos futuros, parece-nos ser fundamental para
compreendermos melhor a atividade matematica do aluno em processos de generalizacao,
investigar se durante a transicdo de contextos matematicos concretos para genéricos, o aluno
depende do retorno aos significados que construiu no nivel concreto para construir

significados estruturados no nivel genérico.

Este estudo teve como objetivo promover e conduzir a construcao dos significados e dos
raciocinios matematicos dos alunos na aprendizagem da matematica, concretamente na
aprendizagem dos parametros em funcdes em alunos do 11.° ano de escolaridade. E partiu de
um método de ensino construido para mediar os significados matematicos dos alunos desde
contextos matematicos concretos até contextos matematicos genéricos e estruturados. Em
futuros estudos, importa implementar o método com o objetivo de promover e conduzir a
construcao dos significados e dos raciocinios matematicos dos alunos na aprendizagem

doutros temas matematicos, quer dentro da algebra ou noutro dominio da matematica.
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Anexo 1: Tarefas das Entrevistas Iniciais

Dia 3 de fevereiro de 2011: parte A
Tarefa n.°18, pag. 62, do livro ALEPH, vol.2. (Carvalho e Silva, Pinto, & Vladimiro, 2010)

Considera a funcao real de variavel real definida por f (x) =2x- 1. Determina todos os

valores reais m para os quais € valida a igualdade f(m?) — 2 f(m) + f(2m) = % .

Tarefa n.°33, pag. 66, adaptada do livro ALEPH', vol.2. (Carvalho e Silva et al., 2010)

Uma funcdo da familia de funcdes quadraticas definida por f (x) = 3x? + 6x —m tem um

minimo igual a 4. Determina o valor de m.

Dia 14 de fevereiro de 2011: parte B

Tarefa n.°4, pag. 103, adaptada do livro ALEPH', vol.2. (Carvalho e Silva et al., 2010)

Os zeros de uma funcdo quadratica da familia f(x) = x2+bx+c sdao p=-7 e q = —1.

Obtém o vértice da parabola que representa o grafico dessa funcéo.
Tarefa n.°4, pag. 123, do livro ALEPH', vol.2. (Carvalho e Silva et al., 2010)
Considera os polinomios:

P(x)=(a?—-3a+2)x3+5x>—-3ax+1 ;0(x)=(a—7x*+ax+3

Determina o conjunto solucao de todos os valores reais de a , para os quais a soma P(x) +

Q(x) € um polindmio do 2.°grau.
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Anexo 2: Uma das tarefas da aula de matematica

Tarefa da aula do dia 21 de fevereiro de 2011 (Neves, Guerreiro, & Moura, 2009)

Tarefa n.°16, pag. 28, do livro Matematica A 11.°ano, Fungdes I, vol.2. (Neves et al., 2009)

Numa cuba foram colocados dois tipos de vinho com percentagens de alcool diferentes.
Tipo A - com 10% de alcool

Tipo B - com 13% de alcool

Sabemos que do tipo A foram colocados 100 litros e do tipo B x litros.

+b , .
j;d, com a,b,c,d nimeros reais e cxd #0 que

represente a percentagem final de alcool da mistura.

1. Escreve uma expressao C =

2. Determina quantos litros foram colocados do vinho tipo B, se a mistura tem 11,5% de
alcool.
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Anexo 3: Tarefa A vedacao do Jardim

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos

os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressoes simbolicas e graficos que construas (quer usando a tua
calculadora gréfica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questao).

Tarefa 1: A vedagado do jardim

“Pretendemos construir uma cerca com um fio de arame para vedar um pequeno jardim
retangular com uma determinada area, dividido em dois canteiros também vedados entre si
por fio de arame. Que modelo matematico nos permite minimizar a quantidade de arame

gasto, dependendo da largura, ou do comprimento, do jardim?”

1. Comeca por considerar um valor concreto para a area do jardim:

1.1.Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensoes do jardim (largura e
comprimento) com a sua area - comeca por explorar a situacao usando um esquema,
uma tabela, ou explicitando-a por meio de linguagem natural.

1.2.Constroi um o modelo matematico que nos permita calcular o valor da medida do
comprimento do arame gasto (que podes designar por ¢) em funcao da largura e do
comprimento do jardim?

1.3.Quais deverao ser as dimensdes do jardim de modo a gastar o minimo de arame
possivel na construcao da vedacao? (recorre a tua calculadora grafica para explorares

esta questao, explicando detalhadamente todos os teus raciocinios).

2. Considera agora que o jardim tem a m” de area. Qual é a expressdo algébrica que

traduz a quantidade de arame em funcao da medida da largura do jardim?
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Anexo 4: Tarefa O passeio das amigas

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos

os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressoes simbolicas e graficos que construas (quer usando a tua

calculadora gréfica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questéao).

Tarefa 2: O passeio das amigas

A Francisca e a Gabriela sao amigas. A Francisca mora em Vilabonita e a Gabriela mora
em Vilabela. Existe apenas uma estrada que liga as duas localidades. Numa manha de Verao
as duas amigas sairam das suas casa a mesma hora. A Francisca deslocou-se de Vilabonita para
Vilabela, e a Gabriela de Vilabela para Vilabonita. Ambas fizeram os 18 km que separam as
duas localidades de bicicleta.

Seja f a funcdo que da, em quildometros, a distancia percorrida pela Francisca, t minutos
depois de ter saido de Vilabonita.

Seja g a funcdo que da, em quilémetros, a distancia percorrida pela Gabriela, t minutos
depois de ter saido de Vilabela. Em qual das opgdes seguintes podem estar representadas
graficamente as funcoes f e g?

1. Numa pequena composicao, explica por que é que as outras trés opcoes sao incorrectas,

apresentando, para cada uma delas, uma razao pela qual a rejeitaste.

(A) (B)
d 'y du
f g g |
’o
1 7
(C) (D)
ﬂt 'y d 'y
AR o

N 4
™~
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2. Admite agora que:
e a Francisca se deslocou a uma velocidade constante de 5 km/h.
e a Gabriela também se deslocou a uma velocidade constante e demorou mais
54 minutos do que a Francisca a chegar ao seu destino.
2.1.Qual foi a velocidade da Gabriela?

2.2.A que distancia estava a Francisca de Vilabela, quando se cruzou com a Gabriela?

3. Admite agora que:
e a Francisca se deslocou-se a uma velocidade constante de r km/h.
e a Gabriela demorou mais m minutos do que a Francisca a chegar ao seu
destino.
3.1.Exprime o tempo que a Gabriela demora de Vilabela a Vilabonita, em funcao de r e
de m. Designa essa funcéo por t,.
3.2.Testa a funcao t, que construiste, com os dados que admitiste na questéo 2.
3.3.0 que acontece a funcao t, a medida que a velocidade da Francisca aumenta?

Sugestdo: Para responderes a esta questao podes comecar por:

1°) definir cada funcdo t(r) através da concretizacdo de m em t, por valores

especificos, por exemplo:

a. m=1.
b. m = 30.
c. m=60.

Obtiveste assim, para cada concretizacdo de m uma fun¢ao que, para cada valor da
velocidade da Francisca, nos da o tempo que a Gabriela demorou a fazer o percurso

de Vilabela a Vilabonita.

2°) Esbogca, no mesmo referencial, o grafico das funcdes que obtiveste no passo
anterior. Explica o que acontece a funcao t a medida que a velocidade da Francisca

aumenta.

3°) Explica o que acontece a funcdo t, a medida que a velocidade da Francisca

aumenta.

. . 3
4. Para que valores r da velocidade da Francisca se tem tg>5m ? Interpreta o resultado,

explicando o que acontece ao tempo que a Gabriela demora a mais que a Francisca: i) a
medida que a velocidade da Francisca aumenta; ou ii) a medida que a velocidade da

Francisca diminui.
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Anexo 5: Tarefa Funcdes: composta e inversa

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos

os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que
necessites realizar, expressdoes simbodlicas e graficos que construas (quer usando a tua
calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questao).

Tarefa 3: Fungoes: composta e inversa

1. Considera as funcoées reais f e h definidas respetivamente por:
f(xX)=x-1, xe€lR;

h(x)=2x,xe€IR.

1.1. Caracteriza g(x) de modo que: (ho g)(x)=(goh)(x), ou seja, de modo que h e g sejam
funcdes permutaveis.
1.2. Caracteriza g(x) de modo que: (fog)(x)=(gof)(x), ou seja, de modo que f e g sejam

funcdes permutaveis.

2. Considera uma funcao p definida por p(x) =ax+b,a, b, x € IR.
2.1. Mostra que duas funcdes constantes distintas nao sdo permutaveis.
2.2. Mostra que duas fungdes lineares sao sempre permutaveis.
2.3. Duas funcOes representadas graficamente por retas paralelas com declive igual a 1 sao
permutaveis? E com declive diferente de 1? Argumenta a tua resposta.
2.4. Duas funcdes representadas graficamente por retas nao paralelas sdao permutaveis?
Argumenta a tua resposta.

2.5. Define g(x) de modo que p e g sejam funcdes permutaveis.

3. Mostra que qualquer funcao afim é permutavel com a sua inversa.
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Anexo 6: Tarefa A caixa de volume maximo

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito todos

os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que

necessites realizar, expressdes simbdlicas e graficos que construas (quer usando a tua
calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam informalmente o raciocinio

matematico que usaste para resolver a questao).

Tarefa 4: A caixa de volume maximo

“Pretendemos construir uma caixa e dispomos de um pedaco de cartdo quadrado. Para tal,
cortamos aos quatro cantos do cartdo quadrados iguais. Que modelo matematico nos permite

maximizar o volume da caixa, dependendo do lado do quadrado cortado?”

1. Comeca por atribuir um valor concreto para o lado do cartao:

1.1.Define uma estratégia que te permita relacionar as dimensdes da caixa (largura, comprimento
e altura) com o seu volume - comeca por explorar a situacao concretizando valores possiveis
para o lado do quadrado cortado, usando um esquema, uma tabela, ou explicitando a situacao
por meio de linguagem natural.

1.2. Constroi um o modelo matematico que nos permita calcular o volume da caixa em funcao do
lado do quadrado cortado?

1.3. Quais deverao ser as dimensdes da caixa de modo a que o seu volume seja maximo? (recorre a
tua calculadora grafica para explorares esta questao, explicando detalhadamente todos os teus

raciocinios).

2. Considera agora que o cartdao tem p cm de lado. Qual é a expressao algébrica que traduz o

volume da caixa em funcao do lado do quadrado cortado.
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Anexo 7: Tarefa O triangulo inscrito numa circunferéncia

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo explicito

todos os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos

auxiliares que necessites realizar, expressdes simbolicas e graficos que construas (quer

usando a tua calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que traduzam

informalmente o raciocinio matematico que usaste para resolver a questao).

Tarefa 5: O tridngulo inscrito numa circunferéncia

“Considera um tridngulo inscrito numa circunferéncia cujo didmetro é
um dos seus lados. Constréi um modelo matematico que nos permita
maximizar a area desse tridngulo em funcdo de um dos seus lados

menores.”

1. Comeca por considerar um valor concreto para o diametro da /
circunferéncia: -

1.1.Usando um softwere de geometria dinamica ou alguma propriedade
dos triangulos que conhecas, comeca por explorar a situacdo determinando relacdes
possiveis entre os lados do triangulo e explica-as por meio de calculos, usando um
esquema, uma tabela, ou explicitando-as por meio de linguagem natural.

1.2.Define uma estratégia que nos permita relacionar as dimensées dos dois lados menores do
triangulo com a medida do diametro da circunferéncia considerado.

1.3.Considerando os dois lados menores do triangulo, constréi um modelo matematico que
nos permita calcular a medida de um desses dois lados, em funcao da medida do outro.

1.4.Constroi um modelo matematico que nos permita calcular a area do triangulo, em funcao
da medida de um dos dois lados menores do triangulo.

1.5. Determina as dimensdes do triangulo de modo a que a sua area seja maxima? (recorre a
tua calculadora grafica para explorares esta questao, explicando detalhadamente todos
os teus raciocinios).

2. Considera agora um valor qualquer para o diametro da circunferéncia. Seja d esse valor:

2.1.Define uma estratégia que nos permita relacionar as dimensoes dos dois lados menores do
triangulo com a medida do diametro da circunferéncia considerado.

2.2.Considerando os dois lados menores do triangulo, constr6i um modelo matematico que
nos permita calcular a medida de um desses dois lados, em funcao da medida do outro.

2.3.Constréi um modelo matematico que nos permita calcular a area do triangulo, em funcao
da medida de um dos seus lados menores.
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Anexo 8: Tarefa Parametros em funcées racionais (parte1)

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo
explicito todos os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural,
calculos auxiliares que necessites realizar, expressées simbélicas e graficos que

construas (quer usando a tua calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que

traduzam informalmente o raciocinio matematico que usaste para resolver a

Tarefa 6: Parametros em fungées racionais

“Dadas as funcdes reais de variavel real f(x)=ax+b e g(x)=cx +d,com a, b,c,d IR
, com ¢ e (I ndo cumulativamente nulos. O que podes dizer acerca da funcio f(x) acerca

19,

da funcao g(x)? E o que podes dizer acerca da funcao 20
X

1. Consideraa=c=0 A b=1 A d =§. Deste modo:
1.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?
1.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?
1.3.0 que podes dizer acerca da funcao %?
g(x

2. Consideraa=-2 A ¢=1 A b=d = 0. Deste modo:
2.1.0 que podes dizer acerca da fungao f(x)?

2.2.0 que podes dizer acerca da fungao g(x)?

2.3.0 que podes dizer acerca da funcao %?

3. Consideraa=d=2 Ab=1 Ac=0. Deste modo:
3.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?

3.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?
),
(x)

3.3.0 que podes dizer acerca da funcao

4. Consideraa= 2 Ab=1 Ac=d = 0. Deste modo:
4.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?

4.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?

4.3.0 que podes dizer acerca da funcao %?
g(x

5. Consideraa= 3 Ab=1Ac=2 A d = 0. Deste modo:
5.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?

5.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?
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£,

5.3.0 que podes dizer acerca da funcao m

6. Consideraa= -3 Ab=1Ac=2 A d =—1. Deste modo:
6.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?

6.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?

f0,

6.3.0 que podes dizer acerca da funcao m

7. Considerac= 0 Aa,b € IR\ {0}. Deste modo:
7.1.0 que podes dizer acerca da fungao f(x)?

7.2.0 que podes dizer acerca da fungao g(x)?

7.3.0 que podes dizer acerca da funcao %?

8. Considerad= 0 Aa,b € IRA ¢ € IR\ {0}. Deste modo:
8.1.0 que podes dizer acerca da funcao f(x)?

8.2.0 que podes dizer acerca da funcao g(x)?
fx,

8.3.0 que podes dizer acerca da funcao <00
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Anexo 9: Tarefa Parametros em funcées racionais (parte2)

. ~ o ~ e 1 7.
9. Partindo da representacao grafica da funcao real de variavel real f(x) =~ constroi a

representacao grafica da funcao g(x) = a + . Explica de forma detalhada e explicita

b
x+d
todos os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos
auxiliares que necessites realizar, expressoes simbdlicas e graficos que construas usando a

tecnologia grafica de que dispoes.

9.1. Considerando:

9.1.1. a=0Ab=1Ad=1.
9.1.2. a=1Ab=1Ard=1.
9.1.3. a=—1Ab=1Ard=-1.
9.1.4. a=1Ab=1Ad=-1.
9.1.5. a=—1Ab=1Ard=1.

9.2. Considerando:

9.2.1. a=0 A b,deIR".
9.2.2. a,b,de R,
9.2.3. a,delR™ ,belR".
9.2.4. a,belR" ,deIR™.
9.2.5. aclR™ ,b,decIR".

9.3. Partindo da representacéo grafica da funcao real de variavel real f(X)= P

s < - ~ b
como constrois a representacao grafica da funcao g(x)=a + ~1d’ a,b,deIR?
X +
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Anexo 10: Tarefa Parametros em func¢ées racionais (parte3)

Cada um dos seguintes graficos representa uma familia de funcdes que se obtém da funcdo

h(x)=a+ através variacdo de um dos parametros a,b,d num intervalo de nimeros

X +

reais e da substituicao dos restantes por valores reais concretos. Associa a cada grafico uma
expressao algébrica. Explica de forma detalhada e explicita todos os teus raciocinios - usando
esquemas, tabelas, linguagem natural, calculos auxiliares que necessites realizar, expressoes

simbolicas e graficos que construas usando a tecnologia grafica de que dispoes.

10.1.

10.2.

10.3.
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Anexo11: Tarefa do Teste Intermédio, 24 de maio de 2011

Questdo 4.3 do Teste Intermédio de Matematica A do 11.°ano, de 24 de maio de 2011

Considera
- a funcao f, de dominio IR definida por f(x) = x3 —3x%2—9x —5

- a funcao g, de dominio IR \{—1}, definida por g(x) = %

Seja P o ponto de intersecao das assintotas do grafico da funcao g.

Para um certo nimero real k, o ponto P pertence ao grafico da funcao h, de dominio IR,
definida por h(x) = f(x) + k.

Determine o valor de k.
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Anexo 12: Tarefa Parametros, funcoes e geometria (ntrevista final)

Em cada alinea da tarefa que se segue explica detalhadamente e de modo

explicito todos os teus raciocinios - usando esquemas, tabelas, linguagem natural,

calculos auxiliares que necessites realizar, expressdes simbolicas e graficos que

construas (quer usando a tua calculadora grafica, quer recorrendo a graficos que

traduzam informalmente o raciocinio matematico que usaste para resolver a

Tarefa 7: Parametros, funcoes e geometria

Na figura esta representado um cilindro de altura h e raio
da base r. Sejam A e B os centros das bases do cilindro.
Considera que um ponto P se desloca ao longo do
segmento [AB], nunca coincidindo com o ponto A, nem
com o ponto B. Cada posicao do ponto P determina dois
cones cujos vértices coincidem com o ponto P e cujas
bases coincidem com as bases do cilindro. Que relacdes
matematicas podemos estabelecer com as dimensoes h,r
ep? SN

1. Considera que um ponto P se desloca ao longo do

segmento [AB], nunca coincidindo com o ponto A, nem com o ponto B. Cada posicao do ponto
P determina dois cones cujos vértices coincidem com o ponto P e cujas bases coincidem com
as bases do cilindro.

1.1. Mostra que a soma dos volumes dos dois ndo depende da posicao do ponto
P. Sugestdo: Designa por a a altura de um dos cones.

1.2. Para que valores do raio do cilindro a soma dos volumes dos dois cones é
menor que o triplo do valor da altura h.

1.3. Para que valores da altura do cilindro a soma dos volumes dos dois cones
€ menor que o triplo do valor do raio.

2. Supde que queremos embalar o cilindro, de volume v, numa caixa paralelepipédica. Como
determinamos as dimensdes do cilindro para que a area total da caixa seja minima?
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