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Prefacio

A inferéncia estatistica € um ramo da Estatistica moderna que é constituida por duas

vertentes, a classica e a Bayesiana, com metodologias distintas.

A inferéncia classica, defendia por Karl Pearson, utiliza o método ou informacao da
amostragem, analisando os dados resultantes de inquéritos, experiéncias repetidas em

condicdes mais proximas quanto possivel, ou sucessoes cronoldgicas.

A inferéncia Bayesiana utiliza o0 método ou informacao a priori, servindo-se da intuicdo e/ou
conhecimentos adquiridos pelo investigador, que sao anteriores a experiéncia ou amostra.

Resulta assim tanto de dados objectivos como subjetivos. Tem assim um influéncia dedutiva.

A influéncia classica origina uma inferéncia do tipo indutiva, na qual a observacao dos
resultados se estende da amostra para a populacao e onde se adquirem novos conhecimentos.
Rejeita a inferéncia Bayesiana por esta ser subjetiva. Com o teorema de Bayes, a inferéncia

Bayesiana combina a inferéncia a priori com a informacao obtida por amostragem.

No desenvolvimento dos métodos da estatistica moderna, as primeiras técnicas de inferéncia
que apareceram foram as que faziam diversas hipoteses sobre a natureza da populacado da
qual se extrairam os dados. A primeira grande conquista da inferéncia estatistica € o bem

conhecido teste do qui-quadrado de Pearson.

Para se chegar a conclusdo que uma determinada hipotese devera ser rejeitada ou nao
rejeitada, baseado em um particular conjunto de dados, € necessario dispor de um processo

objetivo que permita decidir sobre a veracidade ou a falsidade de tal hipotese.

A objetividade desse processo deve ser baseada na informacao proporcionada pelos dados, e
como estes dados, em geral, envolvem apenas parte da populacao que se pretende atingir, no
risco que se esta disposto a correr de que a decisdo tomada nao esteja correta. A decisao

sobre a hipdtese pode levar a rejeicao, revisdo ou aceitacdo da teoria que a originou.

Desta forma, pretende-se com este estudo, compilar alguns fundamentos da teoria dos testes
de hipdteses. Para isso foi necessario estudar testes de hipoteses simples e compostas,
unilaterais e bilaterais. O Lema de Neyman-Pearson deu um importante contributo para a
grande maioria dos testes, pois o recurso a razdo de verosimilhanca € usual na maioria dos
testes de hipoteses para determinar os testes mais potentes e os testes uniformemente mais

potentes.
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Resumo

A fundamentacao teorica dos testes de hipoteses é excecionalmente analisada em estudos
estatisticos, dai o objetivo deste estudo ser a recolha de alguns dos mais importantes
pressupostos teoricos dos testes de hipoteses. A obtencdo de resultados como testes Mais
Potentes (MP), testes Uniformemente Mais Potentes (UMP) e testes Uniformemente Mais
Potentes Nao Enviesados (UMPU) é comum nos estudos estatisticos, mas é necessario o

conhecimento das condicoes que satisfazem esses testes.

Palavras - chave

Testes de Hipoteses, Testes de Hipoteses Mais Potentes (MP), Testes de Hipoteses
Uniformemente Mais Potentes (UMP), Testes de Hipdteses Uniformemente Mais Potentes Nao

Enviesados (UMPU), Lema Neyman-Pearson, Razao de Verosimilhancas, Valor de Prova.
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Abstract

The theoretical basis of hypothesis testing is exceptional analyzed in statistical studies. The
purpose of this study is the collection of some of the most important theoretical premises of
the hypotheses tests. Obtaining results such as Most Powerful test (MP), Uniformly Most
Powerful tests (UMP), Uniformly Most Powerful Unbiased tests (UMPU) are common in

statistical studies but it is necessary to know the conditions that satisfy those tests.

Keywords

Hypotheses tests, Most Powerful test (MP), Uniformly Most Powerful tests (UMP), Uniformly

Most Powerful Unbiased tests (UMPU), Neyman-Pearson Lemma, Likelihood Ratio, P-Value.
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Parte |

CAPITULO 1
Generalidades acerca dos Testes de

Hipoteses

1.1 Conceitos basicos

Um dos objetivos principais da analise estatistica é derivar (ou inferir) conclusées validas
acerca de uma populacdo ou populacées através do exame de amostra(s) dessa populagdo ou
populacdes. A inferéncia estatistica pretende responder a dois tipos de questdes:

1) Qual é o valor de um certo parametro de uma populacao? (Estimacao de parametros).

2) Pode considerar-se que um dado parametro de uma populacdo tem determinado valor?

(Prova ou teste de hipoteses).

Os testes de hipoteses sdo um método inferencial, o qual constitui uma outra analise de um
problema inferencial na estimacdo paramétrica com base na informacdo contida numa
amostra. Todos os dias temos de tomar decisbes respeitantes a determinadas populacoes,
com base em amostras das mesmas (decisoes estatisticas). Nesta tomada de decisbes, é (til
formular hipoteses sobre as populacdes, hipoteses essas que podem ou nao ser verdadeiras. A
essas hipoteses chamamos hipdteses estatisticas, as quais geralmente se baseiam em
afirmacodes sobre as distribuicoes de probabilidade das populacdes ou sobre alguns dos seus
parametros. Quando a forma da distribuicilo ou a forma da funcdo densidade de
probabilidade é conhecida e as afirmagdes dizem respeito a um determinado parametro, fala-
se em testes paramétricos. Caso contrario, dizem-se testes nao-paramétricos. O uso tanto
dos testes paramétricos como dos nao-paramétricos esta condicionado a dimensao da amostra

e a respectiva distribuicdo da variavel em estudo.

Definicao 1.1.1 Uma hipdtese estatistica é uma afirmagdo ou conjetura sobre pardmetros,
distribuicoes de probabilidades, ou outras propriedades probabilisticas de varidveis

aleatorias.



Uma hipdtese pode entdo ser definida como uma conjetura acerca de uma ou mais
populacoes. Desta forma, os testes de hipoteses podem considerar-se uma segunda vertente
da inferéncia estatistica, tendo por objectivo verificar, a partir de dados observados numa
amostra, a validade de certas hipdteses relativas a populacdo. O resultado do teste
corresponde inevitavelmente a uma das duas respostas possiveis para cada questao:
afirmativa ou negativa. Em ambos os casos corre-se o risco de errar. Uma das caracteristicas

do teste de hipoteses €, justamente, a de permitir controlar ou minimizar tal risco.

Definicdo 1.1.2 Um teste de uma hipdtese estatistica é o procedimento ou regra de decisdo
que nos possibilita decidir entre rejeitar ou ndo rejeitar essa hipotese, com base na

informacdo proveniente de uma amostra observada.

Nos testes de hipoteses, e ao contrario dos intervalos de confianca, em vez de procurar uma
estimativa ponual ou um intervalo para um parametro, admite-se ou avanca-se um valor
hipotético para o mesmo, utilizando depois a informacdo da amostra para rejeitar ou nao
rejeitar esse mesmo valor. A hipotese a testar denomina-se por hipotese nula e representa-se

por A, . O objectivo ¢ verificar se os factos observados a contradizem, levando a optar pela

hipotese alternativa, representada por H,.

No que se segue aborda-se os testes de hipoteses sobre um parametro. Assim, seja X uma

variavel aleatéria com funcao de densidade (ou de probabilidade) representada por f(x | 9) ,

em que O é um parametro desconhecido com espaco parametro ® CIR . Pretende-se testar

uma certa hipdtese nula, H, , contra a hipotese alternativa, H, . Qualquer conjetura sobre o
parametro 6 estabelece uma particao,

0,U0,=0 e 0,N0,=J
Assim, temos a seguinte formulacao:

HO:BEG)O contra /7'1:96(91.

Um teste de hipdteses deve basear-se no comportamento probabilistico de uma populacao e
estabelecer um critério para determinar quais as amostras que levam a rejeicao da hipdtese

nula.

. L o o Ko Xypiis X,
Este procedimento leva-nos a definir a regido critica ou regidao de rejeicao: se ( vt

é uma amostra aleatéria no espaco amostra IR", considere-se um subconjunto W CIR" | tal
que:
1)

e se (X Xz,...,X”)EW , rejeita-se A, ;



. se (X

1’X

PEARE)

Xn) & W , ndo se rejeita A, .
em que (X1,X2,...,Xn) uma realizacdo (uma amostra observada) da amostra aleatoria
(Aﬂ,x\’z,...,/\’n) . Ao subconjunto W da-se o nome de regiao critica ou regido de rejeicao.

A regido critica (RC) é o conjunto de valores assumidos pela variavel aleatdria ou estatistica

de teste para os quais a hipotese nula é rejeitada.

O teste é feito considerando uma regiao critica (RC) que permite rejeitar H, , ou seja, se o

valor da estatistica de teste, obtido a partir de uma amostra observada, pertencer a RC

rejeita-se H, , €aso contrario, nao se rejeita H, - Naturalmente, uma estatistica de teste é

uma estatistica (funcdo de uma amostra aleatoria) que normalmente especifica um teste de
hipoteses e cuja distribuicdo amostral resulta do comportamento probabilistico da populacao

(variavel aleatoria X ), do tamanho da amostra e/ou da hipotese nula.

Em geral, num teste de hipoteses, qual a decisdo a tomar? Temos quatro situacdes possiveis:

1°- H, é verdadeira e nao se rejeita H, : decisdo correta;
2°- H, é falsa e rejeita-se H, : decisdo correta;
3¥-H, é verdadeira e rejeita-se H, @ erro tipo I

4 - A, é falsa e nao se rejeita H, : erro tipo Il

Resumindo-se na seguinte tabela:

_ Situacao real
DECISAO
H, Verdadeira H, Falsa
Rejeitar H, ERRO TIPO | Decisao correta
Nao rejeitar H, Decisao correta ERRO TIPO II

Tabela 1.1.1 Representacao das decisdes corretas e dos possiveis tipos de erros.

A probabilidade do erro do tipo | (ou de 12 espécie) é representado por o e denomina-se de

nivel de significancia do teste:
a= P(Erm ao tipo/ )= P(reje/'tar H, | H, Verdaa’eira) .

A probabilidade do erro do tipo Il (ou de 2® espécie) é representado por f3:




= P(Erm ao tipo /! ) = P(ndo rejeitar H,| H, fa/sa) .

Chama-se poténcia do teste a probabilidade de se rejeitar a hipotese nula quando a hipotese
alternativa é verdadeira, ou seja, a probabilidade de se rejeitar corretamente a hipdtese

nula:

7-B=17- P(Erm tipo // ) = P(rejeitar H, | A, Vera’ade/'ra).

Poténcia do teste = 1-f

Figura 1.1.1 Representacdo de o e [3 para o caso de um teste

de hipoteses sobre a média de uma populacao

normal.

1.2. Lema de Neyman-Pearson

A teoria dos testes de hipoteses sistematizada por Neyman e Pearson (1933) consiste em
definir uma regiao critica, tal que, se a amostra observada pertencer a esta regido, a

hipotese nula é rejeitada.

Desta forma, para um teste de dimensao o apresenta-se a mesma probabilidade de erro na
rejeicao se os dados estao muito proximos do valor critico. A maior critica a teoria dos testes
de hipoteses de Neyman-Pearson é devida ao facto de os erros Tipo | e Tipo Il nao refletirem

a evidéncia dos dados observados.

Numa populacao X com funcao densidade f(x | 0) , pretende-se agora testar uma hipotese

simples contra uma hipotese alternativa simples, com espaco parametro © = {00,61}



H,:0=06, contra H, :0=6, .
O objetivo € encontrar a melhor regido critica, 4/, de dimensdao a, com 0<a<1, que

satisfaz as seguintes condicoes:

+ Plrewmio)-riw10,}= [, 7(x16,)=c

< Plxewmiol-riw,16,}- f%f(x |6,) = maxima .

Para encontrar i/ € bom recordar que cada seu elemento é avaliado segundo dois critérios:
o da probabilidade de rejeitar #, quando /4, € verdadeira, e o da probabilidade de nao
rejeitar #,, quando #, é falsa.

0O Lema de Neyman-Pearson recorre a razao de verosimilhancas para encontrar a regido w,,

que é dada por:

)L(X|00,61)=M,

r(x1a,)

a partir da qual € o conjunto de todos os pontos x tais que }L(Xleo,@)zc , com ¢
determinado pela condicao,
P10} = I, 7 (10,) -

Contudo, a condicao anterior pode ser melhorada, considerando nao s6 para valores iguais a

a como também incluir os valores inferiores a «, em particular para o caso de variaveis

aleatorias discretas, i.e.,

P{W, |60}=f%f(,\'|00)sa

Lema de Neyman-Pearson 1.2.1 Seja (/\’1,/\’2,...,/\’/7) uma amostra aleatéria de uma
populacdo com funcdo densidade, f (Xl@), 96{90,61},

Seja ¢ é um numero real positivo e W o subconjunto do espaco amostra IR" , tal que,

n

i >c¢ para (X1,X2,...,X )EW , (1)



= <c para (X1,X2,...,X )EW , (2)

P{(X1,X2,...,X”)EW|9=30}=O‘- 3)

Entdo W é a melhor regido critica de dimensdo o para ensaiar a hipotese simples

H,:0 =0, contra a alternativa simples H :60=6, .

Demonstracao: Considere-se a regido critica W de dimensdo a nas condicdées do Lema e
seja W’ outra regido critica arbitraria da mesma dimensao.

A representacdo geométrica da regido critica W e W’ é reproduzida, na figura 1.2.1,

supondo que n=2 (W W= WﬂW') .

I:,‘

W-ww

S ——— - -

O‘ Xy

Figura 1.2.1 Representacao das regioes W e W' para amostras de tamanho 2.

Dado que as hipoteses H, e #, sao simples, a funcao densidade fica especificada,

completamente, em ambos os casos.

n
- Se A, € verdadeira, a amostra tem funcdo densidade, L, = Hf(x,. IHO) ;

i=1
n
- Se A, é falsa, H, é verdadeira e a amostra tem funcao densidade, L, = Hf(x,. |91);
i=1
Sendo W e W’ regibes criticas da mesma dimenséo, tem-se,

P{(XHoers X, ) EW 16 =6,} = P{(X, X X, ) EW 16 - 6,} -



O que equivale a,

f...fwﬁf(xi IHO) dx,,dx,,...,dx_ =f...fw,ﬁf(x,. IGO) dx,,dx,,...,dx .
it it

Ou ainda, de forma abreviada,
S Lydx =[ L dx (dx=dx,,dx,,...,dx,).
Observe-se que,
w=(w-waw)uwnw) e w=w-wnw)uwnw),
onde
Ww-wawnwnw)-a e (w-wnwnwnw)-o.
Usando-se as igualdades anteriores, pode escrever-se,

L dx= L dx 4)

f w-wnw’ 0 f W -wnw’' 0 ’

depois de reduzir em ambos os membros o integral sobre o dominio comum W NW".

Considerando que a regido critica W’ é arbitraria, o lema fica demonstrado caso se prove
que para a regiao W a probabilidade de se cometer um erro do tipo Il é inferior ou quando

muito igual a probabilidade obtida quando se toma a regidao W', isto €, caso se prove que
PAX Xy X, ) EW10-0f < PL(X, Ky X, ) EW 10 -0,

ou, equivalente,
P{(XXpees X, ) EW 10 =0} = P{(X, X,y X, ) EW 10=0} =1-5 .
Considere-se entao a diferenca,
P XKy X, ) EW 10 =0} - P{(X, X,y X, ) EW 16 =6, -

17772

=fw[‘1 al)(_fw’[‘1 alX:fw-wrw'LI dX_fW'—WﬁW'LI ax .

Como,
w-wawnwnw)-o
e dado que
(X Xoppens X, ) E(W -WNOW') = Lz ¢ L, por (1),
(X Xppes X, )E(W'WNOW )= L= 4, por (2),
efetuando as necessarias substituicdes, resulta que

P{(Xp Xy X, ) EW IO =6} -P{(X, X, X, ) EW 6=} =

= C[fw,wmw'l‘o dx - fW'—WﬁW' L, dx] =0.



A igualdade a zero resulta da igualdade apresentada em (4). A demonstracao fica completa,
pois para a regiao critica W , definida pelas desigualdades (1) e (2), a poténcia resultante
nunca é inferior a de qualquer outra regido critica da mesma dimensao. A regido critica W é

a mais potente (MP). =

Observacoes 1.2.1:

1. A constante ¢ referida em (1) deve ser escolhida de forma a que a regiao critica tenha
dimensao o . Contudo, em algumas situacdes, consegue-se determinar a regiao critica
sem ser necessario determinarc .

2. Caso a distribuicao da populacao seja discreta, a condicao (3) é substituida por:

p{(/\q’XZ""’Xn) EWIio= 90} <a.

Facilmente se conclui que o teste MP é aquele que, quando é fixada a probabilidade de se

rejeitar a 4, , maximiza a poténcia quando H, € verdadeira, ou a capacidade de rejeitar a

mesma hipotese quando é falsa [2].

As aplicacdes do Lema de Neyman-Pearson ultrapassam o ensaio de hipoteses simples contra
a alternativa também simples, ficando para o proximo capitulo o estudo de outros tipos de

testes.

1.3. Razéao de verosimilhancas

0 método da razdo de verosimilhancas esta relacionado com os estimadores de maxima
verosimilhanca [2]. Tem ainda a vantagem de resultar em testes a que correspondem regioes
criticas intuitivas, embora ndo conduza necessariamente a testes uniformemente mais
potentes (UMP), que abordaremos no proximo capitulo. Podem ainda estar definidos no caso

multi-paramétrico [8].

Seja X uma variavel aleatdria com funcdo densidade (ou de probabilidade) /,(.16), onde 6

€ um parametro desconhecido, e x = (x1,xz,...,xn) uma amostra observada proveniente de

X . Recorde-se que a funcao de verosimilhanca, definida para todo o espaco paramétrico ©,

é dada por

L(x16)=T1f.(x16)-

i=1

Definicao 1.3.1 A razdo de verosimilhangas para testar H, :6 € ®, contra /‘/1:966_0

baseada numa amostra (X1,X2,...,X ) é dada por

n



l(x) _SUp,e, L((X1,x2,...xn) | g)
- SUP, L((X1,Xz,...xn) | 3)

Um teste da razdo de verosimilhancas é um teste cuja regido de rejeicdo W é dada por

{X : )L(x) < c} ,onde c € [0,1}.

Exemplo 1.3.1 Seja (X1,X2,...,Xn) uma amostra aleatoria e (x1,x2,...,xn) uma realizacao

desta amostra, de uma populacao N(‘u,oz), com o’ desconhecido. Pretende-se testar as
hipoteses:

Hy:u=pu, contra H:u=u,,
utilizando-se o teste da razao de verosimilhancas. Temos que

AT = i
L((x1,x2,...,xn);u,a )=(\/ﬁo) e ‘o .

Para este caso, © ={(u,az):—oo< u<owo; o’ >0} e o, ={(M,02)2M=M0; o’ >0},

Sup(u,oz)eeo L((XVXZ""’Xn);MrOJ) = (\/i *) e 2(5*)2 ’

1
onde s*= |—
n*

n
i=1

2 I . . . . ~ . .
(X,- ‘Mo) € uma estimativa de 0 que maximiza a funcao de verosimilhanca
se u=u,.

Assim, tem-se sucessivamente que




n %
E(xi—x)2
_ =1
2(X1—7)2+2(7—M0)2
i=1 i=1
%
_ 1
1+ nn()_(_yo)z
(x5
i=1
n()?—‘uo)2

>C.

Rejeita-se H,, se A <A, o que implica que exista c tal que

Mas

em que s'= /ﬁg(x, —)‘()2 .

Como a estatistica

a regiao critica fica definida por:

RC = {(x1,x2,...,xn): \/;()_(—M")

I

> t1%,n1}

= s’ = s
=(xx ...x):x>u +—t X<u ——t
172000 0 1-¢/,n-1’ 0 -2/ n-1( 2
{ ! \n 7 \n 7

para um dado nivel de significancia o .
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Em geral, os testes de razao de verosimilhancas nao sao testes UMP, como veremos no
Capitulo 2. Contudo, estes testes sao bastante intuitivos e, sob algumas condicbes de

regularidade, apresentam boas propriedades assintoticas [13].

1.4. Valor de Prova (P-Value)

Quando é realizado um teste de hipoteses é possivel apresentar as conclusdes de diversas
formas. Uma dessas possibilidades consiste em adotar um nivel de significancia a e a decisdo
sera tomada para esse nivel de significancia. E claro que, quando a tomada de decisao é a de

rejeitar 4, e o nivel de significancia é pequeno, temos um resultado convincente, pois a

probabilidade de se cometer um erro do tipo | é pequena.

Por outro lado, se o nivel de significancia adotado € grande e decide-se por rejeitar /4, , ha

uma grande probabilidade de tomar a decisao errada. Assim, outra maneira de reportar o
resultado de um teste de hipdteses é apresentando o valor de uma estatistica denominada

valor de prova (p-value, em inglés), sugerida por Fisher [16].

O valor de prova constitui uma medida do grau com que os dados amostrais contrariam a
hipotese nula, isto é, o valor de prova corresponde a probabilidade de a estatistica de teste
tomar um valor igual ou mais extremo do que aquele que de facto é observado. O valor de

prova é calculado, tal como a estatistica de teste, admitindo que H, ¢é verdadeira.

Quanto menor for o valor de prova maior sera o grau com que os dados amostrais contrariam

a hipétese nula. Assim deve incluir-se o valor de prova nos resultados dos testes de hipoteses.

Quando o teste é bilateral, no calculo do valor de prova deve ter-se em consideracdo ambas

as caudas da distribuicao da estatistica de teste.

Em vez de fixar o, determinar a regiao critica e, em seguida, verificar se o valor observado
pertence a regiao critica, pode olhar-se diretamente para o valor observado da estatistica de
teste e determinar para que nivel de significancia a decisdao muda. Quanto mais baixo for o

valor de prova (p-value) maior é a evidéncia contra a hipotese nula.
Definicdo 1.4.1 Dado o valor observado da estatistica de teste, o valor de prova (p-value) é

o maior nivel de significdncia que conduz a ndo rejeicdo da hipétese nula (ou o menor que

conduz a rejeigéo).

11



Definicdo 1.4.2 Um valor de prova p=p(X1,X2,...,/\’n) é uma estatistica de teste

satisfazendo 0= p <1, com (A/VXZ’”"XN) uma amostra aleatoria proveniente de X . Um

valor de prova é vdlido se, para todo 6 € ®, e para todo o € [0,1] ,

P(p(/\’ X ,Xn)sala)sa.

ITRAPEREE

Muitos autores contemporaneos nao deixam claro a distincdo entre o testes sugeridos por
Neyman-Pearson e os testes baseados no valor de prova, sugeridos por Fisher e comumente
chamados de testes de significancia. Diferentemente da abordagem de Neyman-Pearson, os
testes de significancia propéem o uso de uma medida de “forca de evidéncia contra a

hipotese (nula)” [16].

O valor de prova é calculado, em geral, com auxilio de uma estatistica de teste 7'()(). Na

sequéncia temos o teorema que especifica a definicao 1.4.2 .

Teorema 1.4.1 Seja T(AQ,XZ,...,/\’H) uma estatistica de teste, tal que, grandes valores de
7 fornecem evidéncia contra a hipotese H,:0€0, . Para cada amostra observada
X = ()(1,,\'2,...,,\'”) defina-se

P(X)=5up,c, P(T (X Xpsoes X, )2 T (X, Xy X, )) -

17

Entdo, p(/\’1,/\’2,...,)(”) é um valor de prova vdlido.

Demonstracdo: Considere-se #€©, . Seja /-'g(t) a funcdo de distribuicao de

=T (X, Xyper X, ) Defina

Py (X Kypenis X, ) = P(T (X X,

p Ay

.,)(”) > 7'(,\'1,)(2,...,,\/ )|0) -

n

X

)

- p(_r(,\q,)(z,...,)( )s —T(x ---,Xn) | 9) = Fe(‘r("'

17

17 272 n 12 2’

A variavel aleatoria p(/\’ X X )=F(—T(/\’ X ...,)(n)) € estocasticamente maior ou

igual a uma variavel com distribuicdo uniforme no intervalo ]0,1[ [14], ou seja,

P(p(X X

p Ay

.,Xn)sale)sa , a€[0,1].
Mas
p()(1,)(2,...,)(”)=supe.E®0 pe,(xv)(z,...,xﬂ)z pe()q,xz,...,xn),

12



X, E (X Kot X)) = PP (X Xy X, ) s @) 0) < P( 5, (X X X, ) s 1 6) <

Como isso é verdade para todo 6 € 0, e para todo a € [0,1] , p(/\q,/\’z,...,/\’”) € um valor de

prova valido. =

Como interpretacao do teorema, considere )(=()( X, oo X

X, ”) um vetor aleatorio,

X=(X1,X2,...,Xn) uma realizacdo de X e 7 uma estatistica de teste. Entdo, se um teste
tem valor critico ¢, ao observar x =(x1,x2,...,xn) decide-se por rejeitar //, se, e somente

se, 7'()() = ¢ . Dessa forma, o valor ¢ = 7'()() € o maior valor de ¢ que conduziria a rejeicao

de A, com base na observacao x =(X1,

Xz,...,Xﬂ). Mas, pelo teorema 1.4.1, o tamanho de
um teste com valor critico ¢ é a(c) e a funcao a(c) € decrescente em ¢ . Sendo assim, o

menor a que conduziria a rejeicao de /4, € a(T(X)) .

1.5. Estatistica suficiente

Tendo em conta a necessidade de utilizar uma estatistica suficiente em posteriores
resultados, tornou-se conveniente introduzir algumas propriedades deste tipo de estatistica.

A partir de uma amostra da aleatéria (X, X,,...,X,) , proveniente de uma dada populacao,
pode-se fazer inferéncia sobre um parametro 6 da populacdo. Para este fim, em geral,

construimos uma estatistica 7'(/\’1,/\’2,...,X ) .

n

Portanto, é fundamental saber dizer o qudao boa é uma estatistica no tocante a sua
capacidade de sintetizar as informacdes que a amostra gera sobre o parametro populacional
de interesse. Em sintese, avaliamos uma estatistica em duas dimensoes:

1. A estatistica desperdica informacgoes relevantes sobre 6? Se a resposta for negativa, diz-
se que a estatistica é suficiente para 6.

2. A estatistica ignora informacao irrelevante? Se a resposta for afirmativa, diz-se que a

estatistica é suficiente minima.

Definicdao 1.5.1 Seja (/\’1,/\’2,...,/\’”) uma amostra aleatéria da populacdo com funcao

probabilidade ou fungdo densidade na classe f, ={fx (xl 9); 0 e ®}. Uma estatistica T diz-se

13



suficiente para 6 se e somente se a distribuicdo de (X1,/\’2,...,/\’”) condicionada por T=t néo

depender de 0 , para qualquer que seja o valor t do dominio de T, isto é,

n

@((,\q,,\/z,...,,\/n) |7 (X Koo X, ) = t) - F(()q,,\fz,...,)(”) |7 (X Ko X)) = t),

sendo F a funcdo de distribuic@o conjunta de (/\’1,)(2,...

,)(ﬂ) condicionada por 7 =¢ .

Teorema 1.5.1 Seja (X1,/\’2,...,/\’”) uma amostra aleatéria de uma populacdo X com
funcdo densidade (fungdo probabilidade) na familia f, = {fx (x | 6);0 € G)} , a estatistica

T (X Xy X,)
é suficiente se, e somente se, existem duas fun¢ées ndo negativas G e H tais que,

ll[f(x]. IH) = G[T(X1,X2,...,Xn),H]H(){1,XZ,...,Xn) ,
=1

onde, para cada valor fixode ¢ =T (,\'1,,\'2,...,,\'”) , a funcdo H néo depende de 0 .
Demonstracgao: Ver demonstracdo do teorema em [2], paginas 107-108 . =

Teorema 1.5.2 Se 7 = 7'(/\’1,/\’2,...,/\’”) é estatistica suficiente, a regido critica dada pelo

Lema de Neyman-Pearson pode exprimir-se em termos de T.

Demonstracdo: Consequéncia imediata da fatorizacdo de, G(z‘,@)-/‘/(,\'

1,,\'2,...,,\') ,

n

estabelecida pelo teorema 1.5.1. Portanto,

Exemplo 1.5.1 Considere-se uma populacao N(H,a) , com o conhecido e o teste de uma

hipotese simples contra uma hipotese alternativa simples,

HO:H=00contra /7’1:6=491, 0, >0,

a partir de uma amostra de dimensao n. Tem-se que,

14



Lj=(%noz)%exp _Z— , /=0,1.

De acordo com o Lema 1.2.1, a regido critica 6tima W é definida pela desigualdade,

/L _1 n n
1_1 = exp{ﬁ 2(){/ _31)2 _E(Xf _90)2 } =C,
0 7= i=1
ou seja,
B o’ lnc+(’27)(012—03)
Sx, = ,
=1 01 _60
ou ainda,

A constante ¢’ pode determinar-se em funcao da dimensao desejada «:

P{/\72C"|0=0}=P{A7_60 "'-90}=a’

’ % Y
donde,

¢ = 90"'2(1(7&)’ @(za)=1—a,

onde ® representa a funcao de distribuicao da distribuicao normal reduzida.
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CAPITULO 2
Testes de Hipéteses Uniformemente
Mais Potentes (UMP)

2.1. Teste de hipéteses simples contra hipoéteses compostas

Anteriormente estudaram-se os testes de hipdteses numa situacdo pouco comum, na qual o

espaco parametro € constituido apenas por dois pontos, G)={00,61}. Ao generalizar os

procedimentos para situacdes quotidianas, torna-se necessario caraterizar as hipoteses

paramétricas considerando duas situacdes: hipoteses simples e hipoteses compostas.

Definicdo 2.1.1 Uma hipotese estatistica diz-se simples quando o respetivo subconjunto do

espaco pardmetro é formado por apenas um elemento; diz-se composta no caso contrdrio.

A primeira generalizacdo consiste em estudar o teste de hipdteses nulas simples contra

hipoteses alternativas compostas mas unilaterais, ou seja, testes do tipo

* H :0=6, contra H :0€06,C O, emque §, nao pertencea O,

onde ®0={60} e ®1={0:6<490},ou ®1={9:9>60}.

A perspectiva inferencial continua a ser a determinacdo de uma regiao critica, no espaco
amostra IR", controlando a probabilidade de cometer um erro do tipo |, dada pela condicéo,

a= P(reje/tar H, I H, vera’ade/'m) .

Contudo, nao se pode falar agora em poténcia do teste, visto que a probabilidade de rejeitar

a hipotese nula quando esta é falsa varia quando 6 percorre o conjunto o, . E entdo

necessario substituir o conceito de poténcia do teste pelo de funcdo poténcia do teste e

introduzir um novo conceito de teste uniformemente mais potente (UMP).

Definicdo 2.1.2 A funcdo poténcia do teste H,:6 =6, contra H,:6>6, ou contra H,:6<86,,
com regido critica W , é dada por
/5(6)= P(rejeiz‘ar H, |0)=P{(/\’ X ,xﬂ)eww} , para g€®,,

P Agreee
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onde 0, = {0 10> 60} ,ou @, = {0 10< 490} , respetivamente.

A funcao /3(0) , definida para todo § €© , tal como foi introduzida na seccao 1.1, deveria

ser zero para todo 6 & 0,- Porém, s6 em casos triviais € que se regista esta situacao. Um
bom teste deve ter funcdo poténcia proxima de 0 para quase todo 6 € 9,, e proxima de 1

para quase todo § € ®, . Nessa situacao é facilmente discernivel qual a decisdo a adoptar

face a veracidade das hipoteses.

Tipicamente a funcdo poténcia depende da dimensao amostral n, uma vez que a distribuicao
da estatistica de teste depende igualmente da dimensdao amostral. Para um tamanho
amostral fixo, € virtualmente impossivel fazer ambas as probabilidades de erro
arbitrariamente pequenas. Geralmente, da-se primazia aos erros do tipo I, pelo que neste
sentido os testes ndao sdo simétricos, isto &, tende-se a minorar a probabilidade de erro do
tipo I. Assim sendo, a estratégia mais usual é fixar um nivel para a probabilidade de erro tipo
| e, de entre todos os testes que obedecem a esta restricao, escolher aquele que minimiza a

probabilidade de erro tipo Il.

Definicdo 2.1.3 Para O=<a =1, um teste com fungdo poténcia (6) diz -se ser um teste de

dimensGo « se sup,, B(O)=ca . Um teste com nivel o € um teste para o qual
0

SUPcq, pO) =< .

Assim, o conjunto de testes de nivel a contém o conjunto de testes de dimensdao o . A
distincao entre estes dois conceitos nem sempre € clara, mas € importante quando nao é
possivel construir testes com dimensao «, pelo que nessas situacdes ha um compromisso que

leva a aceitar testes de nivel «.

Definicdo 2.1.4 Ao testar a hipotese H,:0=6, contraa hipétese alternativa H,:6>6, (ou

contra #H,:6 <06, ), considerem-se dois testes com a mesma dimensdo, «, mas com regioes

criticas W e W', respetivamente. As correspondentes funcées poténcias sdo

ﬁ(0)=P(reje/‘tar H, |0) - P{(X1,X2,...,X”)EW|0} para o €@,,
/3*(9)= P(rejeitar H, |0)=P{(/\’1,X2,...,/\’n) ew' |¢9} para 6 €@,,
onde ©, ={0:0>00} , ou 0, ={9:9<90} . Diz-se que o teste com regido critica W é

uniformemente mais potente do que o teste com regido critica W' se e somente se
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/3(9)>/5*(9), VoE®,.

Se o teste com regido critica W é uniformemente mais potente do que qualquer outro teste,

diz-se que é o teste uniformemente mais potente.

Tendo em conta esta definicao, pode-se concluir que em condicoes suficientemente gerais, a
determinacdo da regiao critica de um teste UMP em que a hipotese nula é simples e a
hipotese alternativa é composta mas unilateral pode ser feita com base no Lema de Neyman-
Pearson, uma vez que aquela regidao ¢ a mesma qualquer que seja o valor escolhido como

alternativo.

O comportamento da funcdo poténcia do teste €, mediante o tamanho da amostra, quanto
maior é a dimensao da amostra mais elevada é a poténcia. Embora para variaveis aleatorias
continuas se possa fixar arbitrariamente a dimensao do teste, o mesmo ndo acontece com a

variavel aleatoria discreta.

Note-se ainda que a regido critica W ¢é independente de 0, , desde que este seja maior que
6, - Logo o Lema de Neyman-Pearson serve nao s6 para determinar o teste UMP para o par de
hipoteses H,:0=0, contra A :0=6, , mas também para determinar o teste UMP para

H,:0=6, contra f :0>6,, passando assim a ser um teste de hipétese simples contra

hipotese composta unilateral.

Uma grande classe de problemas que admitem testes UMP de dimensao « envolvem testes de
hipoteses unilaterais e funcao densidade (ou probabilidade) com funcao de verosimilhanca

monotona.

Como veremos mais a frente, existe sempre um teste UMP para os casos de testes unilaterais.
No entanto, para testes bilaterais é dificil encontrar testes UMP. Para observar esta
dificuldade, iremos recorrer a analise de Kendall e Stuart [4].

Assim, tomemos um teste bilateral, ou seja, #, =6, contra # =6, , e seja §, um valor

alternativo. Tem-se que,

L(X,Xype0X, 16,) = ﬁf(xi 16,), j=0,1, j=0,1.
i=1

Admitindo que a derivada desta funcao de verosimilhanca em relacdo ao parametro existe e é

continua, considerando o desenvolvimento em série de Taylor, resulta que,

L((x1,x2,...,xn) | 0}.) = L((x1,xz,...,xn)|490)+(c91 —HO)L'((X1,X2,...,XH) | 0*) ,
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onde 6 6}90,61[ , com §,>6,,0u 6 € ]01,00[ , com 6, <6, .

Pelo Lema de Neyman-Pearson, a melhor regiao critica de dimensao ¢ ¢ da forma,

L((x1,x2,...,xn)|01) _1+(91—HO)L'((X1,XZ,...,XH)IH*)

L((x1,x2,...,xn)|00) L((x1,x2,...,xn)|90)

=c,(6,)

Note-se que no caso geral ndo se pode excluir a possibilidade de ¢ depender também de 0,,

pois de o depende sempre.

Consequentemente, obtém-se que a melhor regiao critica é,

L'((x1,x2,...,xn) | 6*)
|

=a se g >0
a 1 0
'

n

00
o

)16)
3 Xypeeer X )
i x)) ))sbase91<90.

X )16

n 0

Quando 6, — 6, também, pela continuidade, 0 — 6, , donde,

)=[6lnL] za se 49>60
00 et

Em conclusdo, se o intervalo que define a alternativa contém valores do parametro que

tornam positiva e negativa a diferenca ¢ -6, , as condigbes anteriores nao se verificam a nao

ser que,

M:| = constante.
=6,

00

Caso contrario nao existe regiao critica 6tima quando a hipotese alternativa é bilateral.

O tratamento dos testes de hipoteses compostas contra alternativas compostas unilateral,
H,:0=6, contra # :0>6,, ou,
H,:0=0, contra A :0<6,,
nao difere praticamente do que se passa com o0s casos acima descritos, pois, nas condicoes

gerais consideradas,
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P(rejeitar H, | HOJ =a= P(rejei[ar H, | 6] sa, VO<0,.

Do mesmo modo, no teste 4, :6=6, contra #,:60<6,, tem-se

P(rejeitar H, |90) =a= P(rejeitar H, | 9) <a, V0=z0,.

Existem testes UMP quando a populacao tem funcao densidade (funcao probabilidade) que

pertencem a familia de distribuices com razdo de verosimilhanca mondtona (RVM).

A familia,
F={f(x|9):ee®}, 0E /R

tem RVM na estatistica T quando, para qualquer par de valores admissiveis do parametro,

62>91,

n
[1/x,16,)
£ € uma funcdo mondtona em £ =7(x,, X,,....,X,) .

[T/, 16)

7=

Teorema 2.1.1 (Karlin-Rubin) Se (X,,X,...,X,) € uma amostra aleatéria proveniente de
uma populacdo com funcdo densidade (funcGo probabilidade) com RVM na estatistica T,

ent@o, para ensaiar H,:0=06, contra H :0>06,, 0 testes da forma,

7(x

1 Xyeees X )> L

n 0

onde ¢, € determinado em funcdo da dimensdo desejada a , sGo UMP.

Demonstracédo: Seja X=(X1,X2,...,X) e comece-se por considerar H,:0=06, contra

n

H, :6>6,. Os pontos desejaveis que permitem a rejeicao de H, sao aqueles em que

r(x) == = g[T (x)] é suficientemente grande.

Se 7'(,\') s7'()( *) entao f()()sf()( *) e x* é uma amostra pelo menos tao desejavel quanto

X . Assim, o teste que rejeita /4, para grandes valores de T(X) € 0 mais poderoso. =
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Exemplo 2.1.1 Seja (X X Xn) uma amostra aleatoria e (x X ,xn) uma realizacao

IERAVELIEES) 1Ry

desta amostra, de uma populacao N(u,oz) com u =y, conhecido. Suponhamos que

pretendemos testar as hipoteses
. 2 2 . 2 2
H,:0" <o, contra H,:0" >0y,
O modelo estatistico associado pertence a familia exponencial e, além disso, a razdo de

verosimilhanca é monotona, uma vez que, Vo,o, € ]0,+oo[ , com o, <o, , tem-se

LT WA PR T

L((x1,x2,...,xn)|o1) o,

s ~ . 4 . 2
que e uma funcao estritamente crescente da estatistica T(X1,X2,...,Xn) = E(X,. - P‘o) .0

i=1
teorema 2.1.1 (Karlin-Rubin) garante que, dado « € ]0,1[ , 0 teste de regiao critica

RC = {(x1,x2,...,xn) eIR" :i(xi —‘u)z > c},

i=1

é o teste uniformemente mais potente de dimensao «, com c , tal que,

P(H(Xi—u0)2>c|oz=oé)=a.
i=1

2

NX - c :

A variavel aleatoria E( ! MOJ segue uma distribuicao sz’ , Voze]0,+oo[. Assim a
i=1 o

condicao

P(n(Xi—uo)2>CIUZ=U§)=a,
i1

I

é equivalente a

B
I
v
3
Il
OQN
Il
S
0
>;'1

O teste tem entao como regiao critica definida por:

RC = {(x1,x2,...,xn) EIR" :i(xi —M)Z > oéF;2 (1—0:)} .

i=1

Se u € desconhecido, a regido critica é da forma

RC = {(x1,xz,...,xn) EIR" :i(xi —)‘()Z > c}.

i=1
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i —_

—\2
. o X=X c o9
Neste caso a variavel aleatoria E —_| segue uma distribuicao x
(o}

n-1°
i=1

Considerando a familia exponencial, em condicdes mais restritas do que as de Karlin-Rubin,

Lehmann, [6] e [7], conseguiu demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.1.2 Seja (X, AX,,...,X)) uma amostra aleatoria de uma populagdo com

distribuicdo da familia exponencial. Se 7 = T(/\Q,XZ,...,X”) é uma estatistica suficiente para

ensaiar
H,:0<6, OU 0=0,,(com 6 =6,),contra #H,:0,<0<0,,
entdo existe um teste UMP da forma t,<T <t,,com¢,, ¢t determinados pela condicéo,
B(6,)=P{t,<T <410-0,}-a,
B(6,)=P{t,<T <£,16-0,}-a,

onde o é a dimensdo desejada.

Demonstragao: Ver demonstracdo do teorema 2.1.2 em [6], pagina 81-82. =

Exemplo 2.1.1 Seja (X X, X

X, ”) um amostra aleatéria de uma populacdao X com
distribuicao N(H,az) , sendo o conhecido. Considere-se as hipoteses

H,:0=0,contra A :0=0,.
Para um dado valor «, um teste de nivel a satisfaz a seguinte condicao:

P(reje/'[ar H,16 = 00) =a.

Supondo que consideramos primeiro um ponto 6, <6, , entao é possivel deduzir, com a ajuda

do Lema de Neyman-Pearson, que o teste a que corresponde a regiao

W1={A_’<—o ¢1(1-%)/J;+90}

tem a poténcia maxima em ¢, .

Logo, trata-se de um teste UMP e que, define a Unica regidao UMP, a menos de uma regiao de

probabilidade nula.

Suponha-se agora que consideramos outro teste para o qual a regiao de rejeicao é
{/\’>0 cp-1(1-0%)/&+90} ,
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o qual é igualmente um teste com nivel «.

Seja B(.) a funcao poténcia para o i-ésimo (i=1,2). Para qualquer 0,>6,

/3’2(92)=P[X>0 q>-1(1-%)/\/;+00|9=02)

X-6 6, -6
=P 2><1>-1(1-%)+—0 216=6,

75 %

@
>P(Z>¢“(1—%)|Z~N(O,1)), pois 6, -6, <0
=p(

(o)

N <-q>-1(1-%)+90_92 16=6,

_P(X <0 q>-‘(1-%)/ n+6,10=0)

=/32(02).

0 segundo teste tem poténcia superior a do primeiro teste pelo menos para um dos pontos

6e 8_0 Assim, obviamente, nao existe nenhum teste UMP de nivel o para este problema.

Na verdade, quando se testam hipoteses compostas bilaterais, impor restricées a familia de
distribuicdes, nao permite estabelecer a existéncia, em termos gerais, de testes UMP, sendo

particularmente importante neste caso restringir a classe de testes de determinado nivel.

2.2.Testes Nao Enviesados e Testes Similares

O enviesamento nos testes de hipotese é a propriedade perante a qual é mais provavel
rejeitar a hipdtese nula em qualquer ponto no espaco de parametro especificado pela
hipotese alternativa do que em qualquer ponto no espaco de parametro especificado pela

hipotese nula.

Uma condicao que se pode querer impor aos testes das hipdteses é que, para qualquer valor
da hipotese alternativa, a probabilidade de rejeicdo é menor que a dimensdo do teste. Se
esta condicdo nao for satisfeita, ndo havera hipdteses alternativas em que a nao rejeicao é

mais provavel que a hipétese nula.
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Definicdo 2.2.1 Um teste diz-se ndo enviesado se a probabilidade de rejeitar a hipétese nula
sabendo que é verdadeira ndo é superior a probabilidade de rejeitar a hipotese nula sabendo

que ela é falsa. Formalmente, se o teste é de dimensGo o, serd ndo enviesado se

1—/3’(0)20:,‘0’66@)1,

sendo a = SUP e, 1- /3(0) .

Os testes de hipoteses nao enviesados nao dependem apenas das hipdteses, mas também do
nivel de significancia. Se um teste UMP de nivel a existe, entdo é nao enviesado, porque a

sua poténcia é pelo menos tao grande quanto a dimensao do teste.

Definicdo 2.2.2 Um teste diz-se uniformemente mais potente ndo enviesado (UMPU) de nivel

a para testar as hipoteses
H,:06 €0, contra H :6€0,,
quando,

o /J’W(H)sa,seeee)o;
. ﬂW(Q)ZO!,SE’HE@1,
em que, se W ¢é um teste de dimens@o o ndo enviesado, a probabilidade de se rejeitar H,

quando falsa nunca é inferior a probabilidade de se rejeitar #, quando verdadeira.

O teorema seguinte ilustra um caso particular para alguns testes bilaterais, como por

exemplo o caso da familia de fungdes exponenciais.

Teorema 2.2.1 Seja (/\Q,XZ,...,XH) uma amostra aleatéria de uma populacGo com
distribuicdo da familia exponencial. Se T = T(/\Q,XZ,...,)(”) € uma estatistica suficiente para
ensaiar

H,: 6,<0<06, contra H,: 6<6, ou 6>0,,

com 6, <6, , entdo existe um teste UMPU da forma: 7 <t ou 7>t , com ( , (

determinados pelas condicées,

a,

B(6)=P(T <tiouT>t10-0))

B(6,)=P(T <t0uT>410-6,)-a,

onde o é a dimensdo desejada.
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Demonstracgao: Ver demonstracdo do teorema em [8], pagina 406-407. =

Uma vez que um teste UMP é UMPU, a discussao sobre o enviesamento de testes é (til apenas
quando um teste UMP nao existe. Em grande parte dos problemas onde nao existam testes
UMP, existem testes UMPU [8].

Recordando que apenas se tem analisado casos em que o parametro é um escalar, é

importante analisar os casos de quando o parametro é multi-dimensional. Por exemplo, para

um parametro bidimensional (n,v)EG), no ensaio de uma hipotese nula composta contra
uma hipotese alternativa composta, em que n é o parametro que esta diretamente “ligado”
ao teste, e a presenca de v “embaraca” o processo inferencial. Se W a regido critica
proposta, tem-se que P{W | no,v} depende de v . Se,

P{Wlno,v}=a , Vv
a regiao critica diz-se similar, ou seja, W é similar na fronteira comum entre a hipotese nula

e a hipotese alternativa, 9, € O,, isto € na interseccao dos respetivos fechos (@0(]@)1).

Resultando um teste UMP similar.

Os testes semelhantes aos UMP ou testes similares existem para importantes classes de
problemas, relativo a um Unico parametro de valores reais, estando na presenca ou nao de

parametros de incomodidade, mas n&o para as hipoteses do tipo #:6, =....= 6, sobre varios

parametros.
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3. Conclusao

Para Neyman e Pearson o teste de hipoteses de uma determinada situacdo tem a maxima
poténcia quando é controlada a funcdo probabilidade da falsa rejeicdo a um determinado
nivel o e, portanto, o minimo quando a funcao probabilidade da falsa aceitacdo. Para testar
uma hipotese simples contra uma alternativa simples, Neyman e Pearson encontraram a
solucao no teste da razao de verosimilhanca, sendo esta solucdo matematicamente bastante
elementar, mas tem consequéncias cruciais na Estatistica, tornando-se conhecido como o
Lema Neyman-Pearson.

Contudo, acontece que em alguns casos (muito raros), o mesmo teste € mais potente contra
todas as alternativas em analise, tornando os testes uniformemente mais potentes (UMP) a
melhor solucdo. Sempre que um teste UMP nao existe, prevalecem os outros critérios. As
regides de rejeicao sao chamadas regides similares. Como exemplo importante, Neyman e
Pearson mostraram que o teste t-student unilateral € UMP entre todas as regides semelhantes
[6]. Para as alternativas dos dois lados, nao se pode esperar que existam testes UMP mesmo
sem parametros de incomodidade. Para esses casos, Neyman e Pearson, impuseram uma
condicdo imparcial adicional, em que o poder do teste é no minimo o para todas as
alternativas, mostrando mais tarde que os dois lados dos testes t-student sao UMP entre todos

os testes similares [6].

Segundo Lehmann, [6, 7], um teste de hipoteses é um procedimento de decisdao entre a
veracidade ou ndao de uma questionada hipdtese. Tal decisao esta baseada nas observacoes

de uma variavel aleatoria X, cuja distribuicao A2 pertence a uma familia de distribuicdes. A

hipotese em teste esta associado um subconjunto dos possiveis valores de 6 , 6,CoO.

A tomada de decisdao de um teste é dito nado aleatodrio [6] se, para cada possivel valor da
variavel aleatoria X , uma das duas decisdes é tomada: rejeita-se ou nao a hipotese em
teste. A eficiéncia do teste é dada pala capacidade, medida por intermédio de probabilidades,
de nao realizar uma decisao incorreta: rejeitar a hipotese, quando esta é verdadeira ou nao
rejeita-la, quando é falsa. Devido basicamente a restricao do tamanho amostral, é impossivel
controlar simultaneamente os dois possiveis erros de decisdo. Assim, limita-se a incorreta
rejeicao da hipotese em teste a um pequeno valor preestabelecido o, que é denominado por
nivel de significancia do teste, buscando-se por um minimo possivel de erro da decisdo, de

nao rejeicdo de tal hipotese, quando esta é falsa.

Ainda segundo Lehmann, [6, 7], em uma situacdo cujo espaco paramétrico ® possui somente

dois elementos, um caracterizando a hipotese em teste e outro a sua negacao, é aplicavel o
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Lema de Neyman-Pearson, que consiste em construir um procedimento de decisao que
relacione a razao de verosimilhanca das duas possiveis distribuicdes, sob consideracdo da
hipotese em teste como verdadeira e sob consideracao da hipotese em teste como falsa. Aos
pontos de maior razao, associa-se a decisdo de nao rejeicao da hipdtese em teste, e aos
pontos de menor razdo a decisdo de rejeitar tal hipotese. A especificacdo do nivel de

significancia é o procedimento com melhor eficiéncia.

No caso mais geral, o conjunto ® possui bem mais que dois elementos e, de modo analogo,
os subconjuntos associados a hipotese em teste. Assim, permanecendo o controle de rejeicdo
erronea da hipotese em teste, busca-se por procedimentos de decisdao que apresentam
valores razoaveis de probabilidade para rejeitar a hipotese em teste, sob a condicao de esta

ser falsa.
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Parte Il

1.1 Planificacdo de subunidade

Ano lectivo: 2010/11 - 3° Periodo

Nivel de ensino: 12° ano de Matematica
Tema llI: Trigonometria e Nimeros Complexos
Topicos:

Numeros Complexos - Generalidades
— Introducao elementar de problemas de resolubilidade algébrica e de modo
como se forma considerando novos nimeros.
— Apropriacdo de um modo de desenvolvimento da Matematica, através da
evolucéo do conceito fundamental de nimero.
— Experimentacdao da necessidade de i, a semelhanca da aceitacdo da
necessidade dos nimeros negativos e fraccionarios.

— Conjunto dos niUmeros complexos.

Forma Algébrica:
— Operacdes com complexos na forma algébrica.
— Representacao geométrica e vectorial de um nUmero complexo na forma

algébrica.

Forma Trigonométrica:
— Operacdes com complexos na forma trigonométrica.

— Representacao geométrica de um nimero complexo na forma trigonométrica.

Dominios planos e condicées em variavel complexa:
— Circunferéncia, circulo, semirecta, recta semiplano e mediatriz de um

segmento.

Objectivos gerais:
— Complementar a consolidar o estudo da trigonometria
— Desenvolver a capacidade de matematizar situacdes da vida real para melhor

compreender o mundo em que vivemos.
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Estimular a capacidade de estabelecer relacoes com a geometria.
Incentivar a compreenséo e aplicacdo de procedimentos algébricos a par da
utilizacao da calculadora e computador.

Desenvolver a capacidade de validar conjecturas através de processos
demostrativos.

Integrar o estudo dos niUmeros complexos numa perspectiva historica.

Objectivos Especificos:

—

—

Identificar propriedades e caracteristicas das funcdes trigonométricas.
Utilizar as funcdes trigonométricas na resolucao de problemas de geometria e
na modelacao de outras situagcdes concretas.

Compreender a necessidade e vantagem de aceitar os nimeros complexos.
Representar nimeros complexos na forma algébrica, na forma trigonométrica e
no plano complexo.

Efectuar operacdoes com nimeros complexos na forma algébrica, na forma
trigonomeétrica, reconhecer e aplicar propriedades das operacdes.

Interpretar geometricamente as operacdes com nimeros complexos.
Representar, no plano, conjuntos definidos por condicées numa variavel
complexa e definir conjuntos de pontos do plano por meio e condicées no

conjunto dos nimeros complexos.

Capacidades transversais:

—

resolver problemas em contextos matematicos e ndo matematicos, adaptando,
concebendo e pondo em pratica estratégias variadas e discutindo as solugdes
encontradas e os processos utilizados.

raciocinar matematicamente, formulando e testando conjecturas e
generalizacdes, e desenvolvendo e avaliando argumentos matematicos relativos
a resultados, processos e ideias matematicos.

comunicar oralmente e por escrito, recorrendo a linguagem natural e a
linguagem matematica, interpretando, expressando e discutindo resultados,
processos e ideias matematicos.

Sensibilizar para um “ dialogo inteligente” com as tecnologias de informacao,
considerando o seu uso como facilitar de uma participacao activa do estudante
na sua aprendizagem.

Resolver problemas em dominios diversificados.

Revelar consciéncia critica para uma cidadania activa e participativa.

Blocos previstos: 7 aulas de 90 minutos

31



\'L) I Ministério~ da

Fducacao

Direccdo Regional de Educacdo Centro
401092 - Escola Secundaria Campos Melo

Plano de Aula

Matematica A 12° Ano - Turma A

Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 1
Duracao: 90 minutos

Sumario:
Introducado aos nimeros complexos.
Representacao de um nimero complexo na forma algébrica.
Operacoes e propriedades de nUmeros complexos na forma algébrica.
Conjugado, simétrico e inverso de um nimero complexo.

Contelidos Matematicos:

- Perspectiva historica do conceito de niumero;

- Perspectiva historica do aparecimento do conjunto dos niUmeros complexos;
- Nimero i ; nGmeros complexos; o conjunto C ;

- Operacdes com complexos;

- Propriedades de complexos;

- Complexos conjugados, complexos simétricos e complexos inversos.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

-Conjuntos numéricos
-Representar num referencial o.m. um par ordenado;
-Operacgoes com polinomios em R.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Definir i e nimero complexo;

- Representar graficamente um nimero complexo na forma algébrica;
- Indicar o simétrico, inverso e o conjugado de um complexo;

- Efectuar operacées com nimeros complexos na forma algébrica.

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;



- Video projector;
- Computador;
- Quadro interactivo.

Estratégia:
- Exposicao tedrica dos conteldos;

- Resolver exercicios;
- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .

- Seguidamente, o professor iniciara pela analise do texto entregue no final da aula anterior.
O texto referido é retirado do capitulo 8 “ os Imaginarios”, paginas 161-171 do livro
“Matemética ou mesas, cadeiras e canecas de cerveja” , fazendo uma breve introducao
sobre a Histéria dos Numeros Complexos. De seguida, o professor introduz a unidade
imaginaria ja referida na parte historica e leva-os a compreender a necessidade e vantagem

de aceitar os nUmeros complexos.

O facto de nao existirem raizes quadradas reais de nlimeros negativos torna impossivel

muitas das expressoes algébricas, nomeadamente algumas polinomiais. Por exemplo, a
~ 2 ~ ~ ~ , . .

equacao x° +1=0 nao tem solucao real, porque nao ha nenhum nimero real cujo quadrado

seja — 1. Entao para resolver este problema considere-se que existe pelo menos um numero

cujo quadrado é —1 e represente-se esse nimero por i.

Entao

i=\/—_10U i2=—1

Definicdao de unidade imaginaria:

A unidade imaginaria ¢ a raiz quadrada de -1 e representa-se por i, j =+/—1i> = -1

Se ao conjunto R se juntar o conjunto dos nimeros imaginarios obtém-se o conjunto C
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- O professor apresenta depois aos alunos um exercicio para introduzir o conceito de nimero

complexo.
Exercicio:
“Determinar dois nimeros cuja soma seja 10 e o produto seja 40.”

Resposta:

De acordo com o enunciado, retira-se a seguinte informacao:
x+y=10 e xxy=40

Para encontrar a solucao € necessario recorrer a resolucao do sistema

x+y=10 x=10-y
<> <> 2
xxy=40  |(10-y)xy=40 ]3> -10y-40=0

Aplicando a formula resolvente:

)= —-b++b* -4ac

2a

vem

10 x/100-4x1x40

2
o5 100-160
YERETT
V=60
< y=5=
2
2+/-15
< y=5= 5

< y=5x+-15

Entdo: y=5++/-15

Podendo-se considerar: {

y=5+3-15 | y=5-y-15
X =5-+-15 X =5+-15
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Assim, considerando o primeiro caso e a definicao de unidade imaginaria resulta

que y=5++/-1x \/E =5+ \/Ei ex=5- \/Ei que se trata de numeros complexos.

Definicdo de Numero Complexo:

Chama-se nimeros complexos a todos os niUmeros que tém, a forma z = a + bi sendo

a e b numeros reais e i a unidade imaginaria.

Nota:

Seja z = a + bi um complexo:
* a éapartereal e escreve-se: g = Re(z);
e bi é a parte imaginaria;
e b é o coeficiente da parte imaginaria e escreve-se b = Im(z);

* b =0, ondmero complexo é um namero real;
e b =0, 0nlmero complexo € um niumero imaginario;

e b=0 e a=0, ondmero complexo imaginario puro.
z=a+bi éaforma algébrica.

Entdo de acordo com o que foi citado e voltando ao problema anterior, y e x sao dois

numeros imaginarios onde a parte imaginaria de cada um é /15 e —+/15 respectivamente,

e a parte real de ambos é 5.

- De seguida, o professor ira pedir aos alunos alguns exemplos de numeros imaginarios,

imaginarios puros e reais e serdo introduzidos novos conceitos.

Exemplos (sugerido pelo professor):

Escreva exemplos de niUmeros imaginarios, imaginarios puros e reais.

. . 7 . , ,
3-3j, -4+ ,——— 4+ —i —» nlmeros imaginarios;
—6i, 2i —» nlmeros imaginarios puros;

%, J§, 21 —— nlmeros reais.
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Um ndmero real x é definido como sendo o valor da distancia (numa determinada unidade
de medida) que o nimero x se encontra ao zero no eixo da recta real, atribuindo-se o sinal

positivo ou negativo caso x se encontre a direita ou a esquerda respectivamente do zero.

» Eixoreal

De forma idéntica, define-se os ndmeros imaginarios puros como os numeros que se
encontram sobre o eixo perpendicular ao eixo dos nimeros reais (eixo imaginario), tendo
ambos os eixos como ponto de interseccao o zero, sendo i o valor da unidade de medida do
eixo imaginario.

Eixo imagindrio

Considerando no plano o referencial o.m. xQy,

),
| S I
>

a cada ponto do plano de coordenadas (a, b) corresponde o nimero complexo z = a + bi ,

onde a,b € R . Ao ponto A (da figura em cima) chama-se afixo ou imagem geométrica do

complexo z, ao plano chama-se plano de Argand ou plano complexo z, e ao vector 04

chama-se imagem vectorial do nimero complexo z.

Definicdao de conjugado:

Seja z = a + bi um nimero complexo, chama-se ao conjugado de z ao niUmero z tal que

z=q—-bi,com ab€eR.
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YN
» z=a+bi

W\

Exemplo:
O conjugado de 1+ 2ié 1-2i.

Definicao de igualdade:

Dois numeros complexos z,=a+bi e z,=c+di dizem-se iguais se e s6 se tém partes reais

iguais e o coeficientes das partes imaginarias também iguais:

a+bi=c+diesa=canb=d,coma,b,c,deER.

Definicao de simétrico:

O simétrico de é o nUmero complexo — z = —a — bi pois

(a+bi)+(—a—bi)=(—a—bi)+(a+bi)=0, coma,b€ER.

Exemplo:

O simétricode —2+5i é 2-5i.

Definicao de inverso:

. , 1
Oinverso de z = a + bi é o nimero complexo — = -
z a+bi

, pois

11

a + bi).
( )a+bi a+ bi

(a+bi)=1,comabeR.

Exemplo:
1 _ 1(6 + 4i) 3 6+4i _7+2i
6-4i (6-4i)6+4i) 36-16i° 52

Oinversode 6 -4i é

- Nos conteldos anteriores deu-se bastante atencao as formas de representacao dos nimeros
complexos e as relacoes entre elas. Seguidamente, o professor deve tratar as operagées com

numeros complexos na forma algébrica.

Adicdao de numeros complexos:
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A adicao de dois nimeros complexos € um nimero complexo cuja parte real é igual a
soma das partes reais e cuja parte imaginaria é igual a soma das partes imaginarias das
parcelas:

(a+b)+(c+di)=(a+c)+(b+d) Va,b,c,d EN

A adicao de nimeros complexos corresponde a adicao de vectores,

T
: oz
.
.

~

Considerando a representacao vectorial dos nimeros complexos, a soma de complexos

nao passa da soma dos vectores que os representam pela "regra do paralelogramo”.

Subtraccdo de numeros complexos:

A subtraccao de dois nimeros complexos € um numero complexo cuja parte real é
igual a subtraccao das partes reais e cuja parte imaginaria é igual a subtraccao das partes

imaginarias das parcelas:

(a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i Va,b,c,dEN

Produto de niumeros complexos:

O produto de dois nimeros complexos z =a + bi e w=c + di é um nimero

complexo na forma:
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zw =(ac-bd) + (ad +cb)i Va,b,c,dER

Divisdo de niumeros complexos:

A divisao de dois nUmeros complexos € igual a multiplicacdo do numerador e do

denominador pelo conjugado do segundo, isto é

a+bi\ ((a+di)c-di)\ ((ac+bd)+(bc-ad)i
(c+dz')_((c+dz')(c—di))_( (> +d?)

- De seguida serao dadas aos alunos propriedades dos niumeros complexos.

Propriedades:

Para quaisquer complexos z,, z, e z,temos:
a) z,+z,=z,+z, - Propriedade comutativa da adicdo em C;
b) z, +0=0+ z, = z, - 0 é o elemento neutro da adicao em C;
¢) (z,+z,)+ zy = z, +(z, + z;) - Propriedade associativa da adicdo em C;
d) z,.z, = z,.z, - Propriedade comutativa da multiplicacdo em C;
e) z,.1=1.z,= z, - 1 é o elemento neutro da multiplicacdo em C;
f) (z,.2,) .2y = z,. (2,.z,) - Propriedade associativa da multiplicacdo em C;
8) (z,+2,) .2y =2,.2y + Z,.2, € Zz,. (zZ,+z;) = z,.2, + Z,.Z, -propriedade

distributiva da multiplicacdo em relacao a adigao.
- Por fim serao propostos aos alunos os seguintes exercicios.

Exercicios:

1) Calcule:

a) i’

b) i*
c)i”
Resposta:

1)
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by i*=i?xi*=(-1) x(-1)=1

c) 1°- Caso n seja multiplo de quatro, entdo n =4k parak € Z.

Logo

2°- Caso n seja da forma 4k + 3
i"= % = () xi® =18 x (i) = =i
3°- Caso n seja da forma 4k + 2
i"= i 2 () X2 =1 (=l = -1 7= = () < =1 x () =
4°- Caso n seja da forma 4k+1

. Ak+l .4 .1 k . .
"= =(1 sz =1"x()=1
2) Efectue os seguintes operacdes e de seguida indica a parte real, a parte imaginaria e o

conjugado de cada um dos nimeros complexos obtidos:

a) A= (5-2i) + (7+3i)
b) B=(8-3i). i

0 C- 1+2/.
3+4/
d) D= 2_\/_'73+7—3i
+7
Resposta:

a) (5-2i) + (7+3i) = (5-2i) + (7+3i) =5+ 7 + (-2+3)i =12 +i

Re (A)=12; Im (A)=1; A = (12 - i)

by (8-3i). i’ =(8-3i). i =(8- 3i). (-i)=-8i + 3i” = -8i -3

Re (B)=-3;Im (B) =-8; B =8i-3

142/ _(142/).3-4/) _3-4/+6/-87 3+42/+8 1142/ _11_2

3447 (3+47).(3-47) 9-1672 9+16 25 25 25
Re (C)= M iim@)=2;C=-1_2;
25 25 25 25
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] . P MY
2-V-3 L 5 @eB3@-D o 4-2VE-2ieN3E L

d) - X ; 2
2+i) Q2+1)(2-i) i —4
_44V34(2-23) o 5. 44\3-35 (:2-2V3)-15. 31443 (-2-23)-15,
5 5 5 5 5
_-314\3 2317,
5 5
Re (D) = 4+‘B+7; Im(D) = m-m
5 5
5=_31;ﬁ_-2ﬁ5-17l..

3) Sejam z=a+bi, z, =c+di e z, =e+ ginimeros complexos, com a, b, ¢, d, e, e f

eR.

Mostre as seguintes propriedades:

a)z, +z,=2 +2z,

Resposta:
a)

z,+z,=c+di+e+gi=c-dite-gi=z +z,

b)

z,.z, =(c+di)e+gi)=ce+cgi+edi—gd =ce—-cgi—edi-gd

Z_lz =(c+di)e+gi)=(c-di)e-gi)=ce-cgi-edi-dg

<)
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. zi | (c+di) ((c+di)e-gi)) _
(zz)_(e+gz')‘((e+gf>(e—gi>)‘

_(ce—cgi+dei+dg)_ce+dg+cgi—dei

€2+g2 82+g2

zy c+di (c—di)(e+gi) ce+cgi-dei+dg
z, e+gi (e-gi(e+gi) e’ +g°

ce+dy cg-de .
= + 7
82+g2 €2+g2

Z=a+bi=a-bi=a+bi=z

z+zZ=a+bi+a-bi=2a=2Re(z)

f)

z—zZ=a+bi—-a+bi=2bi =2Im(z)

- Propor aos alunos exercicios do manual para trabalho de casa, que serado corrigidos nas
aulas de apoio.

Avaliacao:
Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Questodes a resolver para trabalho de casa:

- Exercicios do manual escolar.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.
- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacéo.

- Providéncia, Natalia Bebiano, (2000), Matematica ou Mesas, Cadeiras, e Canecas de
Cerveja, Gradiva, Lisboa.
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Plano de Aula

Matematica A 12° Ano - Turma A

Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 2

Duracao: 90 minutos

Sumario:

Resolucao de exercicios.
Médulo e argumento de um numero complexo.

Contelidos Matematicos:

- O plano complexo;

- Mddulo e argumento de um ndmero complexo;

- Representar geometricamente o produto de um complexo por i e -i;

- Argumento positivo minimo e argumento principal de um nimero complexo.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos forma algébrica;
- Aplicar a regra de Ruffini;
- Representar geometricamente um par de coordenadas no eixo o.m..

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Calcular as raizes complexas de um nimero complexo na forma algébrica;
- Representar geometricamente um complexo na forma algébrica;

- Calcular o argumento de um niimero complexo;

- Calcular o modulo de um nimero complexo.

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;

- Video projector;

- Computador;

- Quadro interactivo.

Estratégia:

- Exposicao teorica dos conteldos
- Resolver exercicios;
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- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .

- De seguida, sera proposto aos alunos que resolvam os seguintes exercicios, e com o

decorrer a sua resolucao serao introduzidos novos conceitos:

EXERCICIOS:

1) Resolve em C, a equacdo x> -1=0.

Resposta:
E obvio que em N a equacao tem uma Unica raiz:

3

X —1=0@,\'3

=1l x=1.

Usando a regra de Ruffini obtemos:

X3 -1=0e (x-Nx2+x+1=0

1x1-4 173 -3/ 1437
T©X= < X = 5 VX = >

2

X2+X+1=O©X=

Assim a equacao tem as solucoes:

1 —1+\/§ie—1—\/§/‘
2 2

- ApOs este exercicio facilmente se pode constatar que:
Se a+bi,b=0, é solucdo de uma equacgdo de 2°grau, entdo a — bi também

é solucdo da mesma equacao.

2) Sendo 4 + i e 2- i duas raizes de uma equacao de quarto grau de coeficientes reais,

determina as outras raizes e escreve a equagéo.
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Resposta:
As raizes complexas aparecem aos pares de nUmeros conjugados e como

podemos decompor a equacao de 4°grau no produto de duas equacoes de 2°grau as outras

raizes sao:

4-i e 2+ 1.

A equacao de 4°grau sera da forma

(,\'2 -/14)(+/v)()(2 -M’x+/v’) -0

onde
M é a soma das raizes conjugadas 4- i e 4 + i
M” é a soma das raizes conjugadas 2 + oe 2- i
N é o produto das raizes conjugadas 4-ie 4 + i
N" é o produto das raizes conjugadas 2 + i e 2 - i.
Assim,

=(4-i)4 + i)=16+1=17
=24 0)2-i)=4+1=5

A equacao de 4° grau é:
(,\'2—8x+17)(){2—4x+5)=0©
o x —4x +5x7 -8x3 +32x% - 40x +17x* -68x +85=0 <

< x*-12x> +54x> -108x +85=0
4) Escreve como soma de duas expressdes fraccionarias de denominador complexo a

expressao fraccionaria:

x> =2x+10

Resposta:

Primeiro vamos calcular as raizes de x> —2x + 10

2++/4-40 2-6i 2+6i
#© = <

X = VX

x*=2x+10=0< x =
2 2

< x=1-3ivx=1+4+3i
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Assim

6 _ a+bi N c+ai
x2-2x+10 x-1-37 x-1+3/

- 6 _(a+bi)(x-1-37)+(c +di)(x - 1+37)
x*-2x+10 (¥ =1=-37/)(x =1+3/)
- 6 =ax—a—3a/'+bxi—b/‘+3b+cx—c+3ci+dxi—a’i—3a’
x*-2x+10 (¥ =1=-3/)(x =1+3/)
6=-a+3b-c-3d
6+0/=-a-3ai-bi+3b-c+3ci-di-3d _ | 0=-3a-b+3c-d
Ox +0x7 = ax + bXT + cx + axi O=a+c
0=bH+d
—-6d =6 a=-1
- 6c=0 - c=0
a=-c a=0
b=-d b=1

5 = ! -+ —! -
x°=2x+10 x-1-3i x-1+3i

Logo

5) Considere a equacao z* —z> +2z% —z+1=0.
a. Verifique que i é solucao da equacao e, sem usar calculos, justifica que -i

também é solucéao.
b. Determine Q(z) talque z* —z° +2z° —z+1= (2" +1).Q().

c. Resolve a equacao dada.
Resposta:

a)
Seja P(z)=z" -z +2z> —z+1 entdo i é solucio se e s6 se P(i) =0
Pi)=0<7i"-7+2/"-i+1=01+7/-2-/+1=0<0=0 (P.V.)
Uma vez que z =i € solucdo da equacdo, o conjugado de z, z =—i, também é

solucdo da equacao, uma vez que, a nossa equacao resulta do produto de 2 equagdes de

segundo grau.

b)
. P . . > ~ = 2
Facilmente verificamos que i e -i sao solucdes da equacao z~ +1.

Assim usando a regra de Ruffini temos,
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Entdo, z' -2’ 4227 —z+1=(Z2 +1)(z" -z +])

Logo Q(z) = (z2 —-z+1).

Z' -2 4272 -z+1=0 (22 +)(Z* -z +1) =0

o (Z2+)=0v(Z’-z+N)=0z=x/vz=

2
©z=/'vz=—/'vz=l+£iv =1—£/’
2 2 2 2
Calculos auxiliares:
1=4J1-4 1 3i
(zz—z+1)=0©z=—©z=zi%

- Ap0s a resolucao dos exercicios, sera relembrado aos alunos que o esquema utilizado na

representacdo geométrica de um niimero complexo chama-se plano complexo.

Exemplo:

0 plano complexo de 2 + 3i é:

Im
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- De seguida verificar-se-a que o nimero i € um operador de rotagcdo de 90°:

Seja z = 4 + 3ientdo iz = i(4 + 3i) = 4i- 3 pelo plano complexo podemos verificar:

Im

Re

Assim, sejaz = a + bi um complexo de afixo P, entdoz" = i(a + bi) tem afixo

P’, que se obtém de P por uma rotacdo de centro na origem e dngulo +90°.
De forma analoga verificamos que, sez = a + bi um complexo de afixo P, entdo
z' = —i(a + bi) tem afixo P’, que se obtém de P por uma rotacdo de centro na origem e

dngulo —909°.

Médulo de um numero complexo

Chama-se médulo do complexo z = a + bi, e escreve-se |z|] ou p, ao ndmero

real \a> +b* , ou seja, |z| é o comprimento do vector V = (a,b) . Assim,

r=|z| = |a + bi| = Va*+b?

Exemplo:

Determina | — 3 + 4i].

Resposta:

| -3 + 4i| = /(-3)*+4* =5

Sera ainda salientado que, para qualquer z , z, e z,€ C, temos:

a) |z]| = 0seesdse,z = 0 + 0i;
b) Se z = 0 + 0i, entdo |z| € um nlimero real positivo;
c) |Z|=‘Z‘=|—Z;
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d) |z1 xzz| =|zl|x|z2

)

z |4

e) “H=1—,com z, =0;
z, |z2

f) |Z1 +22| s|zl|+|z2 ;
- 2

g) Z.Z=|Z| .

Argumento de um numero complexo

Chama-se argumento do nimero complexo z = a + bi a amplitude, em radianos, do

angulo @ que o vector v =(a,b) faz com a parte positiva do eixo dos xx (eixo real).

A
Im Ty

-
>
M

Se 6 é um argumento de um numero complexo z, entdo qualquer dngulo da forma

0 + 2Km,K € Z também é argumento de z.

Exemplo:
. T , 1 Vi
Seja ? um argumento de um numero complexo§+2n =3 (k=1)e
T S . , ,
g - 27 = —— (k = -1), sdo também argumentos desse numero.
Nota:

Chama-se argumento principal a & se:

-T<0O=x

Chama-se argumento positivo minimo a & se:

0<O=<2x1
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De seguida sera proposto o seguinte exercicio:

Calcula o médulo e o argumento principal de:

a) z =1+ i
b) z = -2 + 3i;

—1 - f3i.

c) z

Resposta:

a)

Izl = V12412 =42
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- Propor aos alunos exercicios do manual para trabalho de casa, que serado corrigidos nas
aulas de apoio.

Avaliacao:
Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Questodes a resolver para trabalho de casa:

- Exercicios do manual escolar.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.

- Programa de Matematica A, 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacéo.
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401092 - Escola Secundaria Campos Melo

Plano de Aula

Matematica A 12° Ano - Turma A

Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 3

Duracao: 90 minutos

Sumario:

Representacao de um nimero complexo na forma trigonométrica.
Exercicios de aplicacao.
Utilizacado da Calculadora grafica.

Contelidos Matematicos:

- Complexos na forma trigonométrica;
- Passagem de um nimero complexo na forma trigonométrica para a forma algébrica
e vice-versa.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos na forma algébrica;
- Aplicar a regra de Ruffini;
- Determinar o argumento, modulo de um nimero complexo.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Definir nUmero complexo na forma trigonométrica;

- Passar um namero complexo da forma algébrica para a forma trigonométrica e vice-
versa;

- Efectuar operagdes com complexos na forma trigonométrica;

- Resolver equacdes polinomiais de variavel complexa;

- Determinar a poténcia e a radiciacdo de indice natural de um complexo.

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;

- Video projector;

- Computador;

- Calculadora;

- Quadro interactivo.
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Estratégia:
- Exposicao teorica dos conteldos

- Resolver exercicios;
- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .
- De seguida serao introduzidos novos conceitos:

Forma trigonométrica de um nimero complexo

Na forma algébrica um complexo z representa-se por:z =a +bi .
Observe-se a seguinte figura:
y4

[o 3 I——

Entao, temos:

a )
cosd=— e sml=—
r r

ou

a=rcosd e b=rsinf

Assim o complexo z = a + bi pode ser escrito na forma
z=rcos@ +irsinf = r(cos@ +isinf)

que se designa por representacao trigonométrica de z.

A expressao cosf +/sent representamos abreviadamente por ¢/s6 ou E(6). Logo

z=r(cos@ +isinf) < z =rcis@ < EO).
- De seguida, serdo propostos aos alunos os seguintes exercicios:

Exercicio:

1) Escreve na forma trigonométrica:
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a) i
Resposta:

Inicia-se com o calculo do modulo:

|z]=/0% +17
<|z|=1
Posteriormente calcular o argumento:
0 . 1
cosH=T e s1nt9=I

4
Como o valor do co-seno é 0 e do seno é 1, entdo o valor de 8 = —

2
Im
1[

™ .

g B

Entao:

i =(1cos£+1 isinz)
2 2

JT . . T
=1(cos=+7sin—
( 5 2)

- , . C s . T 3
Observacgdo: Qualquer nUmero imaginario puro positivo, e negativo, tem argumento 5 e =nm

, respectivamente.
b) -3

Resposta:

Inicia-se com o calculo do modulo:

|7 |=y(-3)" +0*
<|z|=3
Posteriormente calcular o argumento:
c050=_—33 e sin0=g , cosf=-1 e sinf=0
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Como o valor do co-seno é -1 e do seno é 0, entdo o valor de 8 =

Y

3 210 Re

Entdo: -3 = (3cosx + 37 sinur)
= 3(cosx +7sinx)

= 3cism
Observacgao: Qualquer nimero real puro negativo, e positivo, tem argumento 0 e =,

respectivamente.

b) -1-i
Resposta:

Inicia-se com o calculo do modulo:

121 =D+ (=17 =2

Posteriormente calcular o argumento:

, 2 , 2 . . , .
Como o valor do co-seno é —— e do seno é i entao o angulo esta no terceiro

quadrante. Logo:

Al

Argz=—n+£=—§n ou Argz=um+
4 4

N[y

de um modo geral trabalha-se com o argumento positivo minimo.

55




Entao:

112 e 3 3] |

i ZC,-S(;[).

2) Escreve na forma algébrica:

JT
a)z=6¢cis | ——
3]

Resposta:
y
0 X
5
-6
Z= 6ci5(—£)
2
= 6(cos _Tiisin|-Z )
2 2
=6(0+(-17)
=-6/
T
b) z=2cis | -—
4
Resposta:
Im )
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zZ= 2cis(— z)
4
= 2(cos(—£) + /'sen[—z))
4 4

=2(£_,-£]
2

2

V2 -2/

No fim, o professor deve conduzir os alunos a concluir que dados dois nimeros complexos na

forma trigonométrica, zZ, = I’ICiSHI ez, = rzcist , Sa0 iguais se, e somente se,

=z, =00 =0,+2kr ,kEZ.

Operacdées com complexos na forma trigonométrica

- De seguida (com o intuito de os alunos praticarem demonstracoes, e de aplicar a
multiplicacdo, divisdo, poténcia e raiz indice n a numeros complexos na forma

trigonométrica) sera proposto aos alunos que demonstrem que:

Exercicio:
1) Dados z, =r,cisf, e z, = r,cis@), prove que:

a) z,x 2z, =1,xr,cis(0,+0,) (produto)

Resposta:

Z,x Z, = 1,Cis0, x ,¢is0, = 1, (cos(61) + /'59/7(01)) X/, (cos(@z) + isen(ez)) =
=% (cos(01) cos(6,) + 7 cos(6,)sen(0,) + /sen(6,) cos(6,) - 59/7(91)5.9/7(02)) =
=/x/, (cos(@)cos(@z) - sen(0,)sen(0,) + 7(cos(6,)sen(0,) + sen(01)cos(92))) =

=7 (cos(¢91 +0,) +7(sen(0, + 02))) =7, x 1,¢Is(6,+0,)

Nota:

(cos(01) cos(d,) - 59/7(91)59/7(92)) = (cos(@1 + 02)) e

(cos(01)$€n(02) +sen(6,) cos(ez)) = (59/7((91 + 92))

b) Z1="icis6,-6,) (divisao)
PEL)
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Resposta:

1
Uma vez que o inverso de z, € — e o elemento neutro para a multiplicacdo 1,temos que

Z,
1 .
z,x— =1=cis0.
Z
. 1 :
Assim, supondo que — = —cisa temos que
Z, n
1 , Lo, .
z,x—=cis0 < 2cis(0, + a) = c/s0
z I
2 2
Logo
0,+a=0<=a=-0,
Portanto temos que
1 |
— = —czs(— 0, )
Z, n

z 1 1 n

1 . . ..
— =z, x— =r,cist, x—cis(-0,) = —-cis(6, - 0,)
Z Z r i

c) z,' =r1,"cis(nb,) Esta é a formula é conhecida como férmula de Moivre.

Resposta:
n . . . n . n .
zp =z Xz x..xzp = ncis(0) x neis(6)) x .. xnicis(6,) = 1y cis(6, + 6, + ..+ 6)) = 1y cis(
Y YT
n vezes n vezes

0, +2kn
d) #/z, =1/r cis————— (radiciacao)
n

Resposta:

Como z, = rlcisﬁl , entao

n/z, =tcisy, para algum tER .

Assim

~
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N . o r=t" t= '\7/71 .
z, = (Lcis(y))” < rcisO, = t"cis(ny) <

0, =ny+2kxn y=91+2k”
n
.0 + 2k
Logo, 4z, = 1fr cis -
n
. 6.+2n . )
Nota: como quando k = n temos c¢/s 1 FET /s 1 +2km = cis— , apenas os n valores de k
n n n
(0, 1, 2, ..., n-1) conduzem a valores diferentes do argumento.

Apos verificarem as igualdades anteriores serdo propostos aos alunos os seguintes
exercicios:

Exercicio:

1) Seja z, = ZCI'ST” ez, = 2\/5 — 2i calcula os seguintes niumeros complexos:
7
z
a) (—1) (apresenta na forma algébrica)
Z

Resposta:

| Z, 1=\ 2V3) +(-2)" = 4

Sejaarg (z,)=- 6

sen(6)=z©9=£
4 6

Logo, z, = 4ci5(—%)
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NERE

7
Assim, 1) I R
z, 256 256

b) (2_1)4 X/ —z, (apresenta na forma trigonométrica)

Resposta:

Como Z = 2cis(—gn) e —z,= 4cis(7r - %) = 4cis(5%) , temos:

=32cis(-75_”+kn)=32c;‘s(-75_”+6n+m)=32c;‘s(-£+/m)Ak=o,1
12 12 4

(21)4 XA—Z, =3261S(_Z)

(z_l)4 X+—Z, =32cis(37”)

=
I

o
v

=
I

_
v

2. Resolva no conjunto dos nUmeros complexos as equagoes:

a) z° +64=0

Resposta:

2 464=0< 20 =64 < z° = 64cism = z = {64cis

(sz”) Ak =012345

k=0 > z=(’/67ci5(%)

=

I
_
4

Z= 9/&0‘5 (3%)

k=2 > z=‘\’/aci5(5%]

=~
1}

w
v

Z= 9/67(3(%7)

=~
1]

N

4

Z= ‘\"/674(/'5 (9?”)

k=5 > z=\"/674ci5(%)
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S. = { Q/é?a’s(%) , \6/67461'5(3?”) ) \6/67461'5(5%) , \6/67461'5(7?”) , \6/67461'5(9%) ,
. (1x
m(T) }
b) z*-8z=0

Resposta:

Seja z = pcis@, entéo

7-8z-0= (p6136)3 = (8¢is0)(pcis(-6)) < p3ci5(36) = 8pcis(-0) <

p=0 -2\2
ol P=80 ] p-80=0 _ P v ’/)(
30 = -0+ 2kn 40 = 2kx 0=7A/«EZ 0=7”Akez

5. =10, 2v2cis(0), zﬁc/s(%), 2V2cis (), zﬁcis(%”) }
- O professor pede aos alunos que verifiguem os resultados dos exercicios anteriores

recorrendo a calculadora grafica de forma a utilizar as suas potencialidades.

Para tal o professor deve informar os alunos os processos basicos de manuseamento da

calculadora grafica TI-84 plus.
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Modos de Numeros Complexos

A TI-84 Plus exibe os numeros complexos nas formas retangular e polar. Para selecionar um
modo de niUmeros complexos, pressione e, em seguida, selecione um dos dois modos.

* a+bi (modo complexo-retangular)
*  re*B: (modo complexo-polar)

ANEXT S

Na TI-84 Plus, os nimeros complexos podem ser armazenados em variaveis. Da mesma forma,
0s nUmeros complexos sao elementos validos da lista.

No modo Real, os resultados dos nimeros complexos retornam um erro, a menos que vocé tenha
introduzido um numero complexo como entrada. Por exemplo, no modo Real, In(-1) retorna um
erro; no modo a+b:, In(-1) retorna uma resposta.

Modo Real Modoe a+bi
[Tn{-1om | [Thd-1om |
$ )
ERR:NONREAL ANS In¢-17 ]
Quit 3.141592654i,

iGoto

Introduzindo Nimeros Complexos

Os nimeros complexos sdo armazenados na forma retangular, mas vocé pode introduzir um
numero complexo no formato retangular ou polar, independente da definigao do modo. Os
componentes dos nimeros complexos podem ser nUmeros reais ou expressoes dao numeros
reais como resultado,; as expressdes sao calculadas quando o comando € executado.

Pode introduzir fracgdes em numeros complexos, mas a saida sera sempre um valor decimal.

[ O

+34
«3+.250
n

Quando utilizar o0 modelo n/d, uma fracgao nao pode conter um nimero complexo.
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ult

o &35: DATA TYFPE
tGoto

Pode utilizar a divisdo para calcular a resposta:

[SE2SVLSE D]

Nota sobre Modo Radiano x Grau

0O modo Radian deve ser utilizado em calculos envolvendo nimeros complexos. A TI-84 Plus
converte internamente todos os valores trigonométricos introduzidos mas nao converte os valores
das fungdes exponenciais, logaritmicas ou hiperbdlicas.

No modo grau, as identidades complexas como «*(i8) = cos(8) + i sin(8) geralmente ndo sa@o
verdadeiras porque os valores do seno e do coseno sao convertidos para radianos, enquanto que
os valores de e*( ) ndo sdo. Por exemplo, ¢*(i45) = cos(45) + i sin(45) é internamente tratado
como ¢(i45) = cos(r/d) + i sin(rn/4). As identidades complexas sao sempre tratadas no modo
radiano.

Interpretar Resultados Complexos

Os numeros complexos dos resultados, incluindo elementos de lista, sdo apresentados com
forma rectangular ou polar, conforme for especificado pela definigdo de modo ou por uma
instrugao de conversao de visualizagao. No exemplo abaixo, os modos Polar-complex (re*6:) e
Radian sao definidos. No exemplo a seguir, estdo activos os modos re*6: e Degree.

MathPrint™: =,
(20t)-[lo' ]
1.325654296 7%

Classic: (ZH ) -(le(n/41,)
1.325654296e" (. .

Modo Rectangular-Complexo

O modo rectangular reconhece e apresenta um nimero complexo na forma a+bi, emque aé a
componente real, b € a componente imaginaria e ; € uma constante iguala /-1.

In<-1> .
3. 1415926544

Para introduzir um nimero complexo de forma rectangular, introduza o valor de a (componente real),
prima [#] ou (5], introduza o valor de & (componente imagindria) € prima [i] (constante).

componente real(+ OU — Jcomponente imagindria i
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Modo Polar-Complexo

O modo polar reconhece e apresenta um nimero complexo na forma »"8;, emque ré a
magnitude, ¢ € a base do logaritmo natural, 6 € o angulo e ; € uma constante igual -1

In<-1>
3. 141592654 (1.

Para introduzir um nimero complexo na forma polar, introduza o valor de » {magnitude), prima
[e%] (fungdo exponencial), introduza o valor de 8 (dngulo) € prima [¢] (constante).

magnitudee®(dnguloi)

wia

‘
10e )
1 Gt VNP 1975810

MathPrint™

18e™(n 312
189e~(1,084719755..

Classic
Operagoes MATH CPX (Complexas)

Menu MATH CPX

Para visualizar o menu MATH CPX, prima .

MATH NUM cePX PRB

1: cenjl Devolve o complexc conjugado

2: real( Devolve a parte real

3: imag( Devolve a parte imaginaria

Z: ancle( Devolve o angulo polar

5: abs( Devolve a magnitude (médulo)

6: DPERect Apresenta o resultado na ferma rectangular
7 PPolar Apresenta o resultado na forma polar
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conj(

conj( {(conjugado ) devolve o complexo conjugado de um nimero complexo ou uma lista de
numeros complexos.

conj(a+bi) devolve um valor para a-bi N0 modo a+bi.
conj(re*(6:)) devolve um valor para re"-8i) no modo re*6:.

MathPrint™ Classic
onJd (3+41) s Icond(3+4i) 3 4_|
-4 -4,
onil(3e™)
72200105307
cond(3e” (4l

Je(2,2831 8530?

real(

real( (parte real) devolve a parte real de um nimero complexo ou uma lista de numeros
complexos.

real(a+5i) devolve um valor para a.
real(re*(6:)) devolve um valor para r+cos(8).

MathPrint™ Classic
eal (3+41) |real(3+4t) I
3 3
eal (3¢
-1.960930263
|real(3e“(4t))
96933IA3E3
imag(

imag( (parte imaginaria) devolve a parte imaginaria (n@o real) de um nimero complexo ou uma
lista de numeros complexos.

imag (a+h:i) devolve um valor para b.
imag(re*(6:)) devolve um valor para r*sin(8).

MathPrint™ Classic
1Mad(3+4i) |ima9(3+4i,) |
4 B
imag(3e™
“2.270407486
imag(3e™(4y )
I -2.2784874586
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angle(

angle( devolve o angulo polar de um nimero complexo ou uma lista de nimeros complexos,

calculados como tan- (b/a), em que b & a parte imaginaria e a é a parte real. O célculo é ajustado
por +x no segundo quadrante ou por -x no terceiro quadrante.

angle(a+bi) devolve um valor para tan-1(/a).
angle(re*(6:)) devolve um valor para 8, em que -r<B<n-

MathPrint™ Classic
andle(3+41) |an91e(3+4t)
« 927295218 L927295218
an9le(3e™)
~2.283185307
|an91e(39“(4t)) |
-2.2831853a7

abs(

abs( (valor absoluto) devolve a magnitude (médulos), Jrear - mag’, de um nimero complexo ou
de uma lista de nimeros complexos. Pode também aceder a abs( a partir do menu de atalho
FUNC ([ALPHA][F2] 1).

abs(a+bi) devolve um valor para /(a2 +b2).
abs(re*(8:)) devolve um valor para r (magnitude).

Jreal +imag’ |abs(3+4i.) SI

|abs(3e"(4i)) |
3

»Rect

»Rect (visualizagao como rectangular) apresenta um resultado complexo na forma rectangular. S6
€ valido no final de uma expressao. Nao é valido se o resultado for real.

resultado complexo WRect devolve um valor para a+bi

JC-2)»Rect
1.4142135621
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»Polar

»Polar (visualizagdo como polar) apresenta um resultado complexo na forma polar. Sé é valido no
fim de uma expressdo. Nao é valido se o resultado for real.

resultado complexo wPolar devolve um valor para re®(8:)

IC-2)»Polar
1.414213562e 5%
]

- Propor aos alunos exercicios do manual para trabalho de casa, que serado corrigidos nas
aulas de apoio.

Avaliacao:
Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Questodes a resolver para trabalho de casa:

- Exercicios do manual escolar.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.
- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacéao.

- Manual TI-84 Plus.
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Plano de Aula
Matematica A 12° Ano - Turma A

Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 4

Duracao: 90 minutos
Sumario:

Dominios planos e condicées em variavel complexa.

Contelidos Matematicos:

- Condicao universal;

- Condicao impossivel;

- Conjuncao de condicoes;

- Disjuncao de condicoes;

- Circunferéncia e circulo;

- Mediatriz;

- Rectas paralelas aos eixos;
- Semirectas;

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos na forma algébrica e
trigonométrica;

- Aplicar a regra de Ruffini;

- Determinar o argumento e representar geometricamente um nimero complexo.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Representar uma condicao impossivel;

- Representar uma condicao universal;

- Distinguir condicao impossivel de condicdo universal;

- Representar uma circunferéncia, circulo, mediatriz, rectas e semirectas no plano
complexo;

- Representar uma condicao geometricamente.

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;

- Video projector;

- Computador;

- Quadro interactivo.
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Estratégia:
- Exposicao teorica dos conteldos

- Resolver exercicios;
- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .
- De seguida serao introduzidos novos conceitos:

Dominios planos e condicées em variavel complexa

Al

R \0 J 1 Re -1 0

Como vimos e trabalhamos ao longo dos temas anteriores, as representacoes
geométricas e vectoriais dos nimeros complexos sdo muito Uteis e permitem visualizar
relacdes importantes entre estes niUmeros e entre as suas operagoes.

A ideia original de representar os nimeros complexos geometricamente é devida a Caspar
Wessel, um topodgrafo noruegués que viveu no final do século XVIIl. Anos mais tarde, ja no
século XIX, Jean Robert Argand recriava, por si, a mesma representacao. Muitas vezes, o
plano complexo é assim, indevidamente designado por plano de Argand mas, mais
correctamente, deveria ser designado por plano de Wessel. Por esta razao optamos pelo

chamado plano complexo.

Operacdes com condicées e com conjuntos

Ao nimero complexo z = x + y7 corresponde no plano complexo o ponto P — (x, )).

A uma condicao em C corresponde um conjunto de pontos.
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“Qual é o conjunto de pontos que satisfaz, em C, a condi¢do |z| <3?”
Entao |z|s3©|z—0|s3

A questao pode ser formulada de outra forma:

Quais sdo os pontos do plano complexo que distam da origem 3 ou menos de 3

unidades?

A resposta a esta questdo pode ser dada geometricamente ou em linguagem corrente.

Os pontos em questao pertencem a um circulo de centro na origem e raio 3.

Im

3

2

4 EEErmEE|OERTEEEGES  4Re

A representacdo geométrica do lugar geométrico dos pontos que satisfazem a condicao

|Z| < 3 esta representada a cor no plano complexo.

De um modo geral, tem-se

O conjunto definido pela condicdo p(z) é o conjunto dos valores do Universo(U) que

sdo solucdo da condicdo.

Z€U: p(2)}

Qual sera o conjunto definido pela condicao |z| =0?

A condicao |z| = () é uma condicao universal.
Uma condicao universal define o Universo.
C= {ZEC:|Z| = 0}

Qual sera o conjunto definido pela condicao |z| <0?

70




A condicdo |z| < 0 é uma condicao impossivel.

Uma condicao impossivel define o conjunto vazio.

¢=1{zEC:|z| <0}

Conjuncéo de condicées:

Considere-se em C as condicoes:

|Z|22 e |Z|S3

Qual é o conjunto de pontos definidos pela condicao: |z| =2A |Z| <3?

Definicdo de conjuncédo de condicdes

A conjuncao de condicdes corresponde a interseccao de conjuntos

4 3@ 0] aEs =

%
-3
-4

Disjuncdo de condicées:

Considere-se em C as condicoes:

|Z|22 e |Z|S3

Qual é o conjunto de pontos definidos pela condi¢cao: |z| =2V |Z| <3?

Definicdo de disjuncdo de condicdes

A disjuncao de condicdes corresponde a reuniao de conjuntos
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=3
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Conjuntos definidos por condicées envolvendo niimeros complexos

De entre os lugares geométricos mais conhecidos faremos referéncia:
-Circunferéncia e circulo;
-Mediatriz de um segmento de recta;
-Rectas paralelas aos eixos;

-Semi-rectas;
Circunferéncia e circulo:

A circunferéncia caracteriza-se por ser o lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes de um ponto fixo.
A distancia de um qualquer ponto da circunferéncia a C (centro da circunferéncia) é igual

ao raio (r).
Escreve-se |P—C| =/ adistanciade P a C.

No plano complexo consideremos a variavel complexa: z = x+ ¥/ .

Vejamos como representar, por uma condicdo, uma circunferéncia, um circulo e os pontos

exteriores a circunferéncia.

| Circunferéncia de centro no afixo ‘ Circulo de centro no afixo | Pontos do plano exteriores a
de | +i eraio | ; de | +i eraio | | dircunferéncia de centro no afixo
5 | de | +i eraio |
Im | Im =
Im i

|
| &

‘ 1 | 1 e o = .
| [ \ i
| : :
| ;

0 | 0 By i, oof

| 0 I Re

| |

‘ z— (L =1 z—(1+i)g | lz=(+i)|>1

L |

Para obtermos a equacao algébrica da circunferéncia recorre-se a substituicdo de z por
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X + yie calcula-se o modulo:
e+ yi =1+ )| =1 |(x =+ (v -] =1
e =-D+ - =1e (x=D+(y -1 =1

(x=D*+(y-1° =1
Circunferéncia de centro em P — (L,1) e raio 1.

Mediatriz

A mediatriz de um segmento de recta [AB] caracteriza-se por ser o lugar geométrico dos
pontos equidistantes de A e de B.

P-A-|p-5

Vejamos como se representa no plano complexo a mediatriz de um segmento de recta e os
seus semiplanos por ela definidos.

Mediatriz do segmento de recta | Semiplano definido pela mediatriz | Semiplano definido pela mediatrizw
definido pelos afixos de do segmento definido por do segmento definido por
Zi—ieiz—9 BN (07 ) e=0 (0 0) RS A QR R 100 A0, 0)
ao qual pertence Q ao qual pertence P
Im Im Im
1: L 1P
72819 Q 9)
0 D Re 0 2 Re 0 2! Re
lz—il=|z=2]| lz=ilz]z=2] z-i|<g|z-2

Para determinamos a equacao da recta substitui-se por x + yi e calculam-se os modulos.
b+ i =i\ = |+ i 2| = e+ (v =07 =[x -2) + yi] =
SxX vy -NV=x-2"+y’
X+ Yy 2y +l=x'-4x+4+y°
<4x-2y-3=0

©y=2x—§
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equacao da mediatriz do segmento definido por:

P—(0])e O0—(2,0)

Rectas paralelas aos eixos

- Recta paralela ao eixo do yy ou ao eixo imaginario

Im

Re(z-1+7)=2 <> Re(x+yi-1+7)=2

@Re[(x—1)+(y+1)/']=2©X—1=2®X=3

- Recta paralela ao eixo dos xx ou ao eixo real.

Im?

=

=)

Re

IM(z-1+7)=2<Im(x + yi—14+7)=2

@Im[(x—1)+(y+1)i]=2©y+1=2©y=1

Semi-recta

Arg(z - z,) = o representa uma semi-recta de origem no afixo de z, e formando com o

semieixo positivo dos xx um angulo de amplitude o .
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0 Re ‘

argz=

~la

Posto isto o professor pede aos alunos que resolvam os seguintes exercicios.

Exercicios:

1) Representa no plano complexo o conjunto de pontos definido pelas condicoes:

|z—2/'|52/\lm(z+3/')s6

Resposta:
A condicao |Z —2i| < 2 define um circulo de raio 2 e centroem z, = 2i.
A condicao Im(z +3/) = 6 define um semiplano.
Seja
Im(z+37)<6
< Im(x+yi+37)<6
<Imx+(y+3)/)<6
< y+3<6
< y=<3
0 semiplano é definido pela condicdo y < 3.

Podemos entao representar as condicoes no plano complexo:

Im

2) Represente no plano complexo o conjunto de pontos definidos pela condicao:

%sarg(z—1—/')s

w|
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Resposta:

A condicao %s arg(z—1—/') s% define um angulo de vértice (1,1), cujos lados sdo semi-

rectas indicadas na figura.

0 1 X

3) Defina por uma condicdo, o dominio plano colorido em cada figura:

a)
Im
i
/2, N
f/ //1/\\ \\‘
‘\\\ \\O /1 2 B Re
\\K_//
Resposta:
I< |z| <3
b)
Im
VVVVVV il C =
_2; ‘ 0 2 Re
e
Resposta:
-2<Re(z)<2n-2<Im(z)<2
<)
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Im

o

Resposta:

arg(z) = % varg(z) = 2?”

d)
Im
1 //
= I
-1\ \y; Re
Resposta:

|z—1|52/\(Osarg(z)s%v:rsarg(z)s%r)

- Propor aos alunos exercicios do manual para trabalho de casa, que serao corrigidos nas
aulas de apoio.

Avaliacao:
Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Questodes a resolver para trabalho de casa:

- Exercicios do manual escolar.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.

- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacéao.
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Plano de Aula
Matematica A 12° Ano - Turma A
Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 5
Duracao: 90 minutos
Sumario:

Resolucao de uma proposta de trabalho.

Contelidos Matematicos:

- O plano complexo;

- Mddulo e argumento de um ndmero complexo;

- Representar geometricamente o produto de um complexo por i e -i;

- Argumento positivo minimo e argumento principal de um nimero complexo.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

-Representar num referencial um par ordenado;

-Efectuar operacdes em Ji com polindémios;

-Calcular as raizes complexas de um nimero complexo;

-Representar geometricamente um complexo;

-Calcular o argumento de um nimero complexo;

-Calcular o modulo de um nimero complexo;

-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- Aplicar a regra de Ruffini;

-Representar geometricamente um par de coordenadas no eixo o.m.;
-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos na forma algébrica
trigonométrica;

- Representar geometricamente um nimero complexo.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Definir 7/ e nimero complexo;

- Representar graficamente um nimero complexo;

- Indicar o simétrico, inverso e o conjugado de um complexo;

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- Determinar o modulo e argumento de um nimero complexo;

- Representar geometricamente o produto de um complexo por i e -i;

- Determinar o argumento positivo minimo e o argumento principal de um nimero
complexo;

- Definir nUmero complexo na forma trigonométrica;
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- Passar um nimero complexo da forma algébrica para a forma trigonométrica e vice-
versa;

- Efectuar operacdes com complexos na forma trigonométrica;

- Resolver equacdes polinomiais de variavel complexa;

- Determinar a poténcia e a radiciacdo de indice natural de um complexo;

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- Representar uma condicao impossivel;

- Representar uma condicao universal;

- Distinguir condicao impossivel de condicdo universal;

- Representar uma circunferéncia, circulo, mediatriz, rectas e semi-rectas no plano
de Argand;

- Representar uma condicao geometricamente.

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;

- Video projector;

- Computador;

- Quadro interactivo.

Estratégia:
- Exposicao teorica dos conteldos

- Resolver exercicios;
- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .

- De seguida, o professor distribui a proposta de trabalho.

- Propor aos alunos para trabalho de casa a conclusao da proposta de trabalho.

Avaliacao:
Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Questodes a resolver para trabalho de casa:
- Finalizar a proposta de trabalho.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.

- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educaca

79



\L) 1 Ministérioa da

Educacao

Direccdo Regional de Educacdo Centro
401092 - Escola Secundaria Campos Melo

Plano de Aula
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Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 6

Duracao: 90 minutos

Sumario:

Conclusao da proposta de trabalho.
Esclarecimentos de davidas.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

-Conjuntos numéricos;

-Representar num referencial um par ordenado;

-Operacdes em I com polindmios;

-Calcular as raizes complexas de um nimero complexo;
-Representar geometricamente um complexo;

-Calcular o argumento de um nimero complexo;

-Calcular o modulo de um nimero complexo;

-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

-Aplicar a regra de Ruffini;

-Representacao geométrica de um par de coordenadas no eixo 0.m.;
-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos na forma algébrica e
trigonométrica;

-Argumento e representacao geométrica de um nimero complexo.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Definir ! e nimero complexo;

- Representacao grafica de um numero complexo;

- Indicar o simétrico, inverso e o conjugado de um complexo;

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- O plano de Argand;

- Mddulo e argumento de um ndmero complexo;

- Representar geometricamente o produto de um complexo por i e -i;

- Argumento positivo minimo e argumento principal de um nimero complexo;
- Definir nUmero complexo na forma trigonométrica;

- Passar um nimero complexo da forma algébrica para a forma trigonométrica e vice-
versa;

- Operar complexos na forma trigonométrica;

- Resolver equacdes polinomiais de variavel complexa;

- Determinar a poténcia e a radiciacdo de indice natural de um complexo;
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- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- Regra de Ruffini;

- Argumento e representacao geométrica de um nimero complexo;

- Representar uma condicao impossivel;

- Representar uma condicao universal;

- Distinguir condicao impossivel de condicao universal;

- Representar uma circunferéncia, circulo, mediatriz, rectas e semi-rectas no plano
de Argand;

Material:

- Manual adoptado pela escola;

- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Tela;

- Video projector;

- Computador;

- Quadro interactivo.

Estratégia:

- Exposicao tedrica dos conteldos;
- Resolver exercicios;
- Interagir com a turma.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .
- De seguida, o professor conclui a correccao da proposta de trabalho e esclarece as
duvidas dos alunos.

- Desejar um resto de bom dia aos alunos.

Avaliacao:

Apos a aula sera preenchida uma ficha de observacao que contempla os seguintes itens:

- Aplicacao de conhecimentos adquiridos anteriormente;
- Empenhamento nas actividades propostas;

- Conhecimento demonstrado;

- Uso de terminologia e simbologia adequada;

- Espirito de cooperacao e relacionamento com os outros;
- Participacao na aula;

- Comportamento na sala de aula.

Apoio bibliografico:

- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.

- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacao.
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Estagiario: André Marques de Andrade
Aula: 7
Duracao: 90 minutos
Sumario:
Teste de avaliacao.

Pré-Requisitos (o aluno deve saber):

-Conjuntos numéricos;

-Representar num referencial um par ordenado;

-Operacdes em I com polindmios;

-Calcular as raizes complexas de um nimero complexo;

-Representar geometricamente um complexo;

-Calcular o argumento de um nimero complexo;

-Calcular o modulo de um nimero complexo;

-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

-Aplicar a regra de Ruffini;

-Representar geometricamente um par de coordenadas no eixo o.m.;
-Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos na forma algébrica e
trigonométrica;

-Argumento e representacao geométrica de um nimero complexo.

Objectivos (o aluno deve ser capaz de):

- Definir ! e nimero complexo;

- Representacao grafica de um niumero complexo;

- Indicar o simétrico, inverso e o conjugado de um complexo;

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- O plano de Argand;

- Mddulo e argumento de um ndmero complexo;

- Representar geometricamente o produto de um complexo por i e -i;

- Argumento positivo minimo e argumento principal de um nimero complexo;
- Definir nUmero complexo na forma trigonométrica;

- Passar um nimero complexo da forma algébrica para a forma trigonométrica e vice-
versa;

- Operar complexos na forma trigonométrica;

- Resolver equacdes polinomiais de variavel complexa;

- Determinar a poténcia e a radiciacdo de indice natural de um complexo;

- Adicionar subtrair, multiplicar e dividir complexos;

- Regra de Ruffini;

- Argumento e representacao geométrica de um nimero complexo;
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- Representar uma condicao impossivel;

- Representar uma condicao universal;

- Distinguir condicao impossivel de condicao universal;

- Representar uma circunferéncia, circulo, mediatriz, rectas e semi-rectas no plano
de Argand;

- Dada uma condicao representa-la geometricamente.

Material:
- Quadro;

- Material de escrita diversificado;
- Teste de avaliacao.

Estratégia:

- Resolver o teste.

Desenvolvimento da aula:

- O professor iniciara a aula com escrita do sumario e preenchera a folha de presencas .

- De seguida, o professor distribui o teste de avaliacao.

Apoio bibliografico:
- Manual adoptado pela escola, 12° ano de escolaridade.

- Programa de Matematica A - 12° Ano, DGIDC - Ministério da Educacéo.

1.2 Anexos

PROPOSTA DE TRABALHO - 12° ANO

1. Calcule: 2+7

-3/

. < 1-7 7
2. Coloca na forma z =a+ b/ a expressao 1—+—2
+7 7=

3) Calcule:

.92
a) 4 b) l-45 <) l-310 d) l-1081 e) l-4n ) l-4n+2
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(4-37)(12 - 5/)

N

4. Calcule o moédulo do seguinte nimero complexo:

5.Calcula o numero do seguinte numero complexo: z =2+ 2\/51'

6. Passe o nimero complexo z = 8i para a forma trigonométrica
7. Dados z, =5(cos(n) +7.sen(r)) e z, = 3.(cos[£)+ i.sen[z)) obtenha z,.z,.
3 3

8. Determine no plano de Argand os conjuntos dos afixos dos nUimeros complexos z que

verificam cada uma das seguintes condicoes:

a)|z - i| =] Sugestdo: Repare que o afixo vectorial de z —i é o vector com origem em i e
extremidade z e interprete, por esse facto, o significado geométrico de |z - i| =1.
b) |z + i| < 1Sugestao: Repare que z +i =z —(-i)

1

c) z+5‘=|z—i|.

d) |Z—l|=lA|Z|<|Z—1+i|
e) |z|slv|z—z'|=1

f) |Z—i|s|z—l|s|z+l'|

’ Qual das seguintes condi¢cdes define, no plano complexo, o eixo imaginario?
(A) z+zZ=0 (B) Im(2)=1
(C) |2=0 (D) z—Z=0

10.
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Qual das figuras seguintes pode ser a representacdao geomeétrica, no plano complexo, do

conjunto {ze C:|z+1|=|z—1i| A 2<Im(z)<4} ?
(A) (B)
A A
o > o >
(C) (D)
A A
o g o g

v AN

11.
Na figura esta representado, no plano complexo, um tridingulo rectanguio isésceles.

Os catetos tém comprimento 1, estando um deles contido no eixo dos nimercs reais
Um dos vértices do tridngulo coincide com a origem do referencial.

Qual das condigdes seguintes define a regido sombreada, incluindo a fronteira?

(A) Re(z)=0 A Im(z)<0 A |z]<1

(B) Re(z)<0 A Imiz)=0 A |z]<1

(C) Re(z)> -1 A Im(z)=20 A |z=i>z+1

IA
|
ot

(D) Re(z)=> -1 A Im(z)=20 A |z—il <]z



CORRECCAO DA PROPOSTA DE TRABALHO - 12° ANO

+i
1. Calcule: ! .

5-3i

Resposta:

Multiplicam-se ambos os termos da fraccdo pelo nimero complexo conjugado do denominador

(2+i) (5+3) _10+6i+5i+37 _10+11i-3 7+1i _7 11
(5-3) (5+3)  25-9i° 25-(-9) 34 34 34

1-i i
2. Coloca na forma a+bi a expressao —— +——.
I+i i-2

Resposta:

Em cada expressiao multiplicamos os seus termos pelo nimero complexo conjugado do

denominador:

(1-1) (1—1‘)+ i (=2-0)  1-2i+i"  =2i-i° 1-2i-1 -2i-(-1) _

N . N . - B + ) = +
(I+7) (1-7) (=2+1) (-2-10) 1-i 4—i 1-(-1) 4-(-1)
_-2% 1-2i L 1=2i =Siel=20 =701 7,
2 5 5 5 5 5 5
3) Calcule:
.92
a) !
Resposta:

o2 |4
9_2 23 — "=1
0

b) i*

Resposta:
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5[4

4 11 — i'=i

1
c) j310
Resposta:
310 |4_
308 77 — i’=-1
2
d) j1081
Resposta:
1081 |4_
1080 270 — i'=i
1
e) l-4n
Resposta:
i =it =707 = (-1).(-1) =1
f) l-4n+2
Resposta:

i =i =1(-1)=-1

(4-3i)(12 = 5i)
V2i '

4. Calcule o moédulo do seguinte nimero complexo:

Resposta:

Primeiramente colocamos o nimero na forma a+bi

(4-30)(12-50) (—V20) _ (48-20i-36i+15°).(-v2i) _ (33-560).(~v/2i) _

~2i) (=21 pye
_ —33\/2_1'2—56\/5 _ _28\/—_335/51,

-2(=1)
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Calculemos agora o modulo desse numero:

2| =Ja® + b =\/( 282)" + ( 33;/—] \/1568+21478 =\/8450 =\/4225 _

4 2

65 2 652 N 652

22 2

5.Calcula o numero do seguinte numero complexo: z =2+ 2\/§i

Resposta:

|z =422 +(23)? =V4+12 =16 =4

a 2 1
A=—="=—
cos(0) || 172 .
60" = —
noy b 23 B 3
4 2

6. Passe o numero complexo z = 8i para a forma trigonométrica

Resposta:

2] =07 +8% =64 =8

cos(8)=§=g=0
V4
0=—
b 8 2
Sen(3)=H=§=l

Passando para a forma trigonométrica :

= |z|(cos(8) + i.sen(6))

c=s{eof ) isa( 2]

7. Dados z, = 5(cos() +i.sen(x)) € z, = 3.(cos(%) +i.sen(%)) obtenha z,.z,.
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Resposta:

12, = V(5 cos())* + (Ssen())* =/(-5)* + 0> =425 =5

il o) -

a 3/2 1
cos(B) = L= "2 o) ONC)=LIT3 T2
: |Zl| 5 2 T
b 0 61=.7T ﬁ - 02 =§
sen(6))=—=—=0 b2 _\/5
|Zl| 5 Sen(Hz)—m—T—T
2

z,.2, =|z,||z, | (cos(8, + 8,) + i.sen(6, +6,))

AN T
z,.z, =53] cos| w + — |+ isen| T + —
[ofre3) et +3)
4\ . 4
z,.z, =15 cos| — | + i.sen| —
[={5 )5

8. Determine no plano de Argand os conjuntos dos afixos dos nUimeros complexos z que

verificam cada uma das seguintes condicoes:

a)|z - i| =] Sugestdo: Repare que o afixo vectorial de z —i € o vector com origem em i e

extremidade z e interprete, por esse facto, o significado geométrico de |z - i| =1.

Resposta:

Uma vez que |z - i| =] é a distancia entre os afixos de z e de 3, o conjunto pedido é

I
N

b) |Z + i| < 1Sugestao: Repare que z +i =2z —(-i)

Resposta:
A condicao é que a distancia do afixo de z ao afixo de — i3 deve ser menor ou igual a 1

Obtemos assim o conjunto:
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1

c) z+5 =|z—i|.

Resposta:
Procuramos os pontos do plano que estao a mesma distancia dos afixos de — — e de i,

portanto os pontos da perpendicular ao meio do segmento determinado por estes pontos:

B \

d) |Z—l|=lA|Z|<|Z—1+i|

Resposta:

Temos aqui a interseccao da circunferéncia de centro no afixo do ponto 1 e raio 1 com um
dos semi-planos abertos determinados pela recta dos pontos equidistantes dos afixos dos

complexosOe 1+

e) |z|slv|z—z'|=1
Resposta:

Temos aqui a uniao do circulo de centro na origem e raio 1 com a circunferéncia de centro no

afixo de i e raio 1:
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f) |z—i|s|z—l|s|z+l'|

Resposta:
Temos aqui a interseccao de dois semi-planos fechados, um limitado pela recta dos pontos

equidistantes dos afixos de i e de 1 e outro limitado pela recta dos pontos equidistantes dos

afixos de -i e 1:

9. R:A
10.R: B

11.R: C
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Teste de Matematica A

12°ano de escolaridade

Duracao da Prova: 90 minutos
Turma: A

Na folha de respostas indique claramente a versao da prova,
A auséncia desta indicacao implicara a anulacao de todo o GRUPO
I

A prova é constituida por dois Grupos, | e I

O Grupo I inclui oito itens de escolha

multipla.

O Grupo Il inclui trés itens de resposta de
construcao, subdivididos em alineas.
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Grupo |
* As oito questdes do primeiro grupo sdo de escolha multipla.
* Para cada uma delas, sao indicadas quatro alternativas, das quais s6 uma esta correcta.

« Escreva, na folha de respostas, a letra correspondente a alternativa que seleccionar para
cada questao.

* Se apresentar mais do que uma resposta, a questao sera anulada, o mesmo acontecendo se
a letra transcrita for ilegivel.

* Nao apresente calculos.

. , JT , s .
1. Seja z um ndmero complexo de argumento T Qual podera ser um argumento simétrico
de z?

JT JT JT JT
(A) -7 ®B) 7+ © 7-% () 27+

2. Qual das seguintes regides do plano complexo ( indicado a sombreado) contém as imagens
geométricas das raizes quadradas de 3+4/?

(A) (B)

N\ D)

W
o
»d

(C) (D)

A\

L
\.
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3. Qual das seguintes condicoes define, no plano complexo, o eixo imaginario?
(D) z+z=0

(A) z-7z=0 (B) Im(z)=1 (©) |z|=0

4. Na figura estao representadas, no plano complexo, as

imagens geométricas de cinco niUmeros complexos:

w, 2z, 2z, Zez,

Qual é o nimero complexo que pode ser igual a 1-w?

(A) z, (B) z, © 2z (D)

Z,

5. Na figura estao representadas, no plano complexo, duas circunferéncias, ambas com

centro no eixo real, tendo uma delas raio 1 e a outra raio 2.

?

r

"

oW

A origem do referencial é o Unico ponto comum as duas circunferéncias.

Qual das condicdes seguintes define a regiao sombreada, incluindo a fronteira?
(B) |z—1|22 A |z—2|s1

(A) |z-1|21 A |z—2|52
(€) |Z—1|s1 A |z—2|22

6. Considere a seguinte figura, representada no plano complexo.

Im(z) !

()\ i Re(z)

(D) |z—1|52 A |z—2|21

Qual é a condicdo, no conjunto dos nimeros complexos, que define a regido sombreada da

figura, incluindo a fronteira?

(A) Re(z)=3 A -% <arg(z)=<0

(C) Re(z)<3 -% <arg(z)=<0

(B) Re(z)<3 A O<arg(z2)=

(D) Re(z) =3 A -% <arg(z) =<0
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Seja b um numero real positivo, e z = bi um namero complexo.

Em qual dos triangulos seguintes os vértices podem ser as imagens geométricas dos numeros
complexos 2, (z,)2 e (z,)°?

(A) (B)

Im(z) Im(z)

Y ﬂ(z) 0 Re(z)

(C) (D)
Im(z) Im(z)
0 Re(z) 0 Re(z)

8. Na figura 3, esta representada uma regiao do plano complexo. O ponto A tem coordenadas
(2,-1).

Im(z)

1 2

0 ‘ Re(z)
' S— :

A

Fig. 3
Qual das condicdes seguintes define no conjunto dos niUmeros complexos, a regido sombreada

incluindo a fronteira?
(A) z— 1‘ > ‘z —(2 —z'.)‘ ARe(z) <2AIm(z) > -1

(B) z—l‘§|z—(2—zi)|/\Re(z)S2/\Im(z)2-l
©) |z41>|z—(2+4)ARe(z) <2AIm(2) > -1
(D) ‘z —l| > |z - (2—2'.)|/\Im(z) <2ARe(2) 2 -1
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Grupo Il

Nas questdes do segundo grupo, apresente o raciocinio de forma clara, indicando todos os
calculos que tiver de efectuar e todas as justificacdes necessarias.

Atencdo: quando nao é indicada aproximacdo que se pede para um resultado, pretende-se
sempre um valor exacto.

A
1. Considere, no plano complexo, o quadrado [ABCD]. A
Os pontos A e C pertencem ao eixo imaginario, e os pontos 8 e D
pertencem ao eixo real. 8 >
D (0]
Estes quatro pontos encontram-se a distancia de uma unidade de origem do
referencial. c

. , . 3w R
1.1 Sejam w=1-7 e z=2 6157, sem recorrer a calculadora, mostre que as

2
, we o . . e
raizes quartas do complexo — tém por imagens geométricas os pontos 4, B, C e D
z

1.2 Defina, por meio de uma condicdo no conjunto dos nimeros complexos, a circunferéncia

inscrita no quadrado [ABCD].

2. No conjunto dos nUmeros complexos, considere w =2 +/7
2.1 Determine (w -2)""(1+3/)* na forma algébrica.

.. . , ~ . 37w
2.2 Averigue se o inverso de w €&, ou nao, \/E CIST.

. , , . 3
3. Considere os numeros complexos: z, =1+/ e z, = \/E CIST.

3.1 Verifique que z, e z, sao raizes quartas de um mesmo nimero complexo. Determine

esse numero, apresentando-o na forma algébrica.

3.2 Considere, no plano complexo, os pontos A,B e O em que:

* Aéaimagem geomeétrica de Z,
* B éaimagem geométrica de z,

e 0 é aorigem do referencial.

Determine o perimetro do triangulo [AOB]

96



FIM

CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICACAO

A classificacao a atribuir a cada item é obrigatoriamente:
— um nUmero inteiro;
— um dos valores resultantes da aplicacdo dos critérios gerais e especificos de
classificacao e previstos na respectiva grelha de classificacao.

As respostas que se revelem ilegiveis ou que nao possam ser claramente identificadas sao
classificadas com zero pontos. No entanto, em caso de omissao ou de engano na identificacao
de um item, o mesmo pode ser classificado se, pela resposta apresentada, for possivel
identifica-lo inequivocamente.

Se o examinando responder a um mesmo item mais do que uma vez, nao eliminando
inequivocamente a(s) resposta(s) que nao deseja que seja(m) classificada(s), deve ser apenas
considerada a resposta que surgir em primeiro lugar.

A auséncia de indicacdo inequivoca da versdao da prova (Versdao 1 ou Versao 2) implica a
classificacdo com zero pontos de todas as respostas aos itens de escolha mdltipla.

Nos itens de resposta fechada de escolha mdltipla, a cotacao total do item so é atribuida as
respostas que apresentam, de forma inequivoca, a Unica alternativa correcta.

Sao classificadas com zero pontos as respostas em que € assinalada:
— uma alternativa incorrecta;
— mais do que uma alternativa.

N&o ha lugar a classificagcdes intermédias.

Os critérios de classificacdo dos itens de resposta aberta apresentam-se organizados por
etapas e/ou por niveis de desempenho. A cada nivel de desempenho e a cada etapa
corresponde uma dada pontuacao.

Nos itens de resposta aberta extensa orientada, com cotacao igual ou superior a quinze
pontos e que impliquem a producao de um texto, a classificacao a atribuir traduz a avaliacao
simultanea das competéncias especificas da disciplina e das competéncias de comunicacdo
escrita em lingua portuguesa.

A avaliacdo das competéncias de comunicacao escrita em lingua portuguesa contribui para
valorizar a classificacdo atribuida ao desempenho no dominio das competéncias especificas
da disciplina. Esta valorizacao é cerca de 10% da cotacdo do item e faz-se de acordo com os
niveis de desempenho a seguir descritos.

Nivel Descritor:
3 - Composicao bem estruturada, sem erros de sintaxe, de pontuacao e/ou de ortografia, ou
com erros esporadicos, cuja gravidade nao implique perda de inteligibilidade e/ou de sentido.

2 - Composicao razoavelmente estruturada, com alguns erros de sintaxe, de pontuacao e/ou
ortografia, cuja gravidade nao implique perda de inteligibilidade e/ou de sentido.
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1 - Composicao sem estruturacao aparente, com a presenca de erros graves de sintaxe,
pontuacao e/ou de ortografia, cuja gravidade implique perda frequente de inteligibilidade

e/ou de sentido.

No caso de a resposta nao atingir o nivel 1 de desempenho no dominio especifico da disciplina,
a classificacdo a atribuir é zero pontos. Neste caso, ndo € classificado o desempenho no
dominio da comunicacéo escrita em lingua portuguesa.

De seguida, apresentam-se os critérios de classificacdo a aplicar em situacdes nao descritas

anteriormente.

Situacao

Classificacdo

1. Classificacdo de um item cujo
critério se apresenta organizado por
etapas.

A cotacdo indicada para cada etapa é a classificacdo
maxima que lhe é atribuivel.

A classificacdo da resposta resulta da soma das
classificacdes das diferentes etapas, a qual se subtraem,
eventualmente, um ou dois pontos, de acordo com o
previsto nas situacdes 14 e/ou 19.

2. Classificacao de uma etapa
dividida em passos.

A cotacdo indicada para cada passo é a classificacdo
maxima que lhe é atribuivel.

A classificacdo da etapa resulta da soma das classificacoes
dos diferentes passos.

3. Classificacao de um item ou de
uma etapa cujo critério se
apresenta organizado por niveis de
desempenho.

A resposta € enquadrada numa das descricdes apresentadas.
A classificacao correspondente subtraem-se,
eventualmente, um, dois ou trés pontos, de acordo com o
previsto nas situacdées 9, 10 e/ou 19.

4. Utilizacao de processos de
resolucdo que ndo esta prevista no
critério especifico de classificacao.

E aceite e classificado qualquer processo de resolucao
cientificamente correcto.

O critério especifico deve ser adaptado ao processo de
resolucao apresentado, mediante a distribuicao da cotacao
do item pelas etapas* percorridas pelo examinando. Esta
adaptacdao do critério deve ser utilizada em todos os
processos de resolucao analogos.

5. Apresentacao apenas do
resultado final, embora a resolucao
do item exija calculos e/ou
justificacoes.

A resposta é classificada com zero pontos.

6. Utilizacao de processos de
resolucdo que nao respeita as
instrucoes dadas [por exemplo,
«usando métodos analiticos»].

A etapa em que a instrucdo nao é respeitada é classificada
com zero pontos, bem como todas as etapas subsequentes
que dela dependam, salvo se houver indicacdo em
contrario, no critério especifico de classificacao.

7. Auséncia de apresentacao dos

A etapa é classificada com zero pontos, bem como todas as

calculos e/ou das justificacoes | etapas subsequentes que dela dependam, salvo se houver
necessarias a resolucdo de uma | indicacdo em contrario, no critério especifico de
etapa®*. classificacao.

8. Auséncia de apresentacdo | Se a resolucdo apresentada permitir  perceber,

explicita de uma dada etapa.

inequivocamente, que a etapa foi percorrida, a mesma é
classificada com a cotacao total para ela prevista.

9. Transposicao incorrecta de dados
do enunciado.

Se o grau de dificuldade da resolucdo nao diminuir, é
subtraido um ponto a classificacao da etapa. Se o grau de
dificuldade da resolucao da etapa diminuir, a classificacao
maxima a atribuir a essa etapa deve ser a parte inteira de
metade da cotacao prevista.
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10. Ocorréncia de um erro ocasional
num calculo.

E subtraido um ponto a classificacdo da etapa em que o erro
ocorre.

11. Ocorréncia de um erro que
revela desconhecimento de
conceitos, de regras ou de
propriedades.

A classificacdo maxima a atribuir a essa etapa deve ser a
parte inteira de metade da cotacao prevista.

12. Ocorréncia de um erro na
resolucao de uma etapa.

A etapa é classificada de acordo com o erro cometido. As
etapas subsequentes sao classificadas de acordo com os
efeitos do erro cometido:

- se o grau de dificuldade das etapas subsequentes nao
diminuir, estas sao classificadas de acordo com os critérios
especificos de classificacao;

- se o grau de dificuldade das etapas subsequentes diminuir,
a classificacdo maxima a atribuir a cada uma delas deve ser
a parte inteira de metade da cotacao prevista.

13. Resolucao incompleta de uma
etapa.

Se, a resolucdo da etapa, faltar apenas o passo final, é
subtraido um ponto a classificacao da etapa; caso contrario,
a classificacdo maxima a atribuir deve ser a parte inteira de
metade da cotacao prevista.

14. Apresentacao de calculos
intermédios com um nimero de
casas decimais diferente do
solicitado e/ou apresentacao de um
arredondamento incorrecto.

E subtraido um ponto a classificacao total da resposta.

15. Apresentacao do resultado final
que nao respeita a forma solicitada
[exemplos: é pedido o resultado na
forma de fraccao, e a resposta
apresenta-se na forma de dizima; é
pedido o resultado em centimetros,
e a resposta apresenta-se em
metros].

E subtraido um ponto a classificacao da etapa
correspondente a apresentacao do resultado final.

16. Omissao da unidade de medida
na apresentacao do resultado final
[por exemplo, «15» em vez de «15
metros»].

A etapa relativa a apresentacao do resultado final é
classificada com a cotacao total para ela prevista.

17. Apresentacao do resultado final
com aproximacao, quando deveria
ter sido apresentado o valor exacto.

E subtraido um ponto a classificacao da etapa
correspondente a apresentacao do resultado final.

18. Apresentacao do resultado final
com um ndmero de casas decimais
diferente do solicitado, e/ou
apresentacao do resultado final
incorrectamente arredondado.

E subtraido um ponto a classificacao da etapa
correspondente a apresentacao do resultado final.

19. Utilizacao de simbologias ou de
expressdes inequivocamente
incorrectas do ponto de vista
formal.

E subtraido um ponto a classificacao total da resposta,
excepto:

- se as incorreccdes ocorrerem apenas em etapas ja
classificadas com zero pontos;

- nos casos de uso do simbolo de igualdade onde, em rigor,
deveria ter sido usado o simbolo de igualdade aproximada.

* Em situacdes em que o critério é aplicavel tanto a etapas como a passos, utiliza-se apenas
o termo «etapas» por razoes de simplificacao da apresentacao.

CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICAGAO

GRUPO |
99




I O - PPN (10 X 8 PONtOS) evevnnnnnnnennennennecaccasasannsnes 80
pontos

As respostas correctas sao as seguintes.

Itens 1 2 3 4 5 6 7
Versao 1 B A D C A D C
GRUPO Il

E de aceitar qualquer processo de resolucdo cientificamente correcto, ainda que nao esteja
previsto nestes critérios especificos, nem no programa (ver critério 4 dos critérios gerais).

e 20
"2
a- ’3) e e 10
2cis 2"
2
. =0 1-274/ 5
2(/53—” 26/53—”
. ‘2’3 ................................................. 2
2cis >°
2
) 3
=27
L O S 2
[000] 3 Lol U113 Lo T PP 1
2
\4/61'50=6132/(T”,k=0,1,2,3 ...................... 4
As raizes quartas de 1 sdo 1,7,-1,—7............ 4
Identificacao de 1,7,-1,—7 com os
vértices do quadrado [ABCD] ......... 4
Ta 2 ettt et ettt e et et e e et e e et e e e e e et et e e eae e na e e eeeaae e 20
Determinar raio da circunferéncia (ver nota)..........cceeeveennenn. 10
Escrever a condicao |z| = g .......................................... 10
Nota:

Indicam-se a seguir um dos processos possiveis para obter o raio da circunferencia, com os
respectivos desdobramentos dos 10 pontos:

Lado do quadrado = \/E .......................... .6

N

Raio da circunferencia = — .......cceeuuuneee 4
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7 20
W =2 (1437) = =7(=8+67) treenirerireeirerereeannnnn, 16(8+8)
LR X7 2T P 4

0 20

Este item pode ser resolvido por varios processos. Um proposta é:

\/E T 1 8

O B A [V A L B o PP 9
olo] 3Tl D1 o R P 3

e 20

Este item pode ser resolvido por varios processos. Um proposta é:

|z1| = \/E ......................................................................................... 3

Determinar um argumento de Z, .........covuveuiiiiiiniiiieiineiineneeeeeas 3

ZE 2B CISTT o 4

G A X, J 4

4 CISTT =4 CTS(37m) = =4 o eeiiiiii it ettt ettt et e 6(4+2)

K 20
Indicar os comprimentos dos lados do triangulo ............cceceeeviinnnns. 16(8x8)
Perimetro do triangulo =2+ 2\/5 ................................................ 4
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