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Resumo

A Matematica é unanimemente reconhecida como uma das mais importantes ciéncias de base,
atendendo a sua aplicacdo de forma transversal em quase todas as outras areas do
conhecimento. Por seu turno, a Didatica é uma area do conhecimento cientifico que se
desenvolveu na Ultima metade do século XX, com o objetivo de estudar as diferentes etapas do
processo de construcdo de conhecimento. Assim, a investigacdo em Didatica da Matematica
emerge como de capital relevo, especialmente a que esta direcionada para as diversas etapas
da construcao de conceitos matematicos. Conceitos mal compreendidos levam a que, mais
tarde, os seus utilizadores revelem dificuldades de adaptacao a novos conceitos e realidades,

muitas vezes noutras ciéncias que utilizam a Matematica como pedra basilar.

No caso concreto deste estudo, procuramos compreender como € que os alunos do primeiro ano
de uma licenciatura com uma unidade curricular de Métodos Quantitativos no plano de curso
constroem os conceitos de continuidade e de limite. Assim, pretendemos responder as seguintes
questdoes de investigacdo: que acdes epistémicas sdo possiveis identificar no decurso do
processo de abstracao dos alunos durante a construcao dos conceitos de continuidade e de

limite; e como se sequenciam e relacionam essas acoes epistémicas?

Com esse objetivo, comecamos por trabalhar em aula a nocdo de continuidade e so
posteriormente a de limite. Esta € uma sequéncia de ensino pouco habitual mas justificavel,
quer historicamente, quer atendendo a que nao existe uma estrutura hierarquica entre estes
conceitos. Mais ainda, os alunos revelam habitualmente mais dificuldade em compreender a
nocdo de limite, pelo que definir continuidade a custa de limite representa um problema
acrescido. Note-se que a investigadora nao era a professora da turma, tendo assumido um papel

de observadora ativa.

Adotamos a teoria AiC (Hershkowitz, Schwarz e Dreyfus, 2001) e o consequente modelo tedrico
e metodologico RBC+Co (Recognizing - Ac¢do-R; Building-with - Acdo-B; Constructing - Acdo-C;
Consolidation - Consolidagdo). As acbes epistémicas, ao serem a¢des do pensamento, tornam-
-se visiveis através de acoes externas produzidas pelos alunos permitindo, assim, estudar o

desenvolvimento do processo de abstracao e a construcao do novo conhecimento matematico.

Neste estudo consideramos subcategorias das acoes epistémicas, de acordo quer com o que se
entende ser cada acao epistémica, quer com o contexto, nomeadamente o matematico. Com

as subcategorias pretendemos facilitar a identificacao dessas acoes epistémicas.

Usamos uma metodologia de investigacao qualitativa, inserida no paradigma interpretativo. A

recolha dos dados foi efetuada no ano letivo de 2014/2015.
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Ao nivel da implementacao do estudo, este foi realizado ao longo das aulas. Os alunos
procuraram responder a questoes de dificuldade crescente sobre estas tematicas, sendo o seu
progresso registado, quer através da recolha de producdes escritas em papel, quer através do

registo audio e video das aulas. Na analise dos dados recorremos ao software ATLAS.ti.

As conclusoes apresentadas indicam que a A¢do-R e a A¢do-B se encontram interligadas durante
o processo de abstracao dos alunos, onde a Interpretacdo do enunciado em conjunto com as
Estruturas adquiridas por ela despoletadas fazem parte integrante das Estratégias formuladas,
bem como da Aplicacdo de construcbes prévias. A combinacao de todas estas subcategorias
identificadas, quer na Ac¢do-R, quer na A¢do-B, é essencial na construcao dos conceitos de
continuidade e de limite posteriormente alcancados pelos alunos. Concluimos ainda que a Acdo-
-C se manifestou apos o desenvolvimento simultaneo da A¢do-R e da Ac¢do-B, estando essa
situacao relacionada com a Interpretacdo dos enunciados e com as Estruturas adquiridas
anteriormente, as quais permitiram que os alunos fossem formulando Estratégias e Aplicando

construcoées prévias de modo a obterem Solucées intermédias.

A Consolidacdo s6 se manifestou em algumas situacoes, mormente quando os alunos
reconheceram similaridades entre a questao que se propunham trabalhar e questdes
previamente resolvidas, e quando consideraram que construcées anteriores lhes poderiam ser

Uteis para alcancar a nova construcao.

A nocao de Vizinhanca assumiu-se como um bom contexto para a aprendizagem dos conceitos
de continuidade e de limite. Foi um poderoso fio condutor da continuidade para os limites,
facilitando claramente a construcao dos conceitos lecionados. A alteracdo da sequéncia de

ensino apresentou-se como prometedora.

Finalmente, foram elencadas algumas recomendacodes, das quais destacamos a necessidade de
estudar o papel do professor com o intuito de promover nos alunos a construcao de novos
conhecimentos matematicos e o reflexo desta abordagem de construcao dos conceitos de

continuidade e de limite na construcao posterior das nocées de derivada e de integral.

Palavras-chave

Abstracao, Modelo RBC+Co, Acdo-R, Acdo-B, Acdo-C, Consolidacdo, Vizinhanca, Limite,

Continuidade.
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Abstract

Mathematics is unanimously recognized as one of the most important basic sciences, given its
transversal application in almost all other areas of knowledge. Didactics, in turn, is an area of
scientific knowledge that has developed in the last half of the 20t century, with the objective
of studying the different stages of the knowledge construction process. Thus, the investigation
in Mathematics Didactics emerges as of capital importance, especially the one that is directed
to the several stages of the construction of mathematical concepts. Misunderstood concepts
lead to later difficulties for users when adapting to new concepts and realities, often in other

sciences that use Mathematics as a cornerstone.

In the specific case of this study, we tried to understand how the first-year students of a degree
with a curricular unit of Quantitative Methods in the course plan construct the concepts of
continuity and limit. Thus, the research sought to answer the following research questions:
what epistemic actions are possible to identify in the students’ process of abstraction during
the construction of concepts of continuity and limit; and how are these epistemic actions

sequenced and related?

To this end, we began by working on the concept of continuity and only later on the limit. This
is an unusual but justifiable teaching sequence, both historically and because there is no
hierarchical structure among these concepts. Moreover, students usually find it more difficult
to understand the notion of limit, so defining continuity at the expense of limit represents an
added problem. The researcher was not the classroom teacher but took an active role as an

observer.

We adopted the AiC theory (Hershkowitz, Schwarz and Dreyfus, 2001) and the consequent
theoretical and methodological model RBC+Co (Recognizing - R-Action; Building-with - B-
Action; Constructing - C-Action; Consolidation). The epistemic actions, being actions of the
thought, are visible through external actions produced by the students, allowing to study the

development of the abstraction process and the construction of new mathematical knowledge.

In this study we considered subcategories of the epistemic actions, according to the meaning
of each epistemic action, or with the context, namely the mathematician one. With the

subcategories it was intended to facilitate the identification of these epistemic actions.

We used a qualitative research methodology, inserted in the interpretative paradigm. The data

was obtained in the scholar year of 2014/2015.

The study was implemented throughout the lessons. The students sought to answer questions

of increasing difficulty on these subjects, and their progress was recorded either by collecting

ix



written productions on paper or by recording audio and video from lessons. The data analysis

was carried out with the software ATLAS.ti.

The main conclusions indicate that the R-Action and the B-Action are interconnected during
the students’ abstraction process. The Interpretation of the statement together with the
Acquired structures by it are an important part of the Strategies formulated as well as the
Application of previous constructions. The combination of all these subcategories identified in
both the R-Action and the B-Action is essential when building the concepts of continuity and
limit, subsequently achieved by students. We concluded that the C-Action was manifested after
the simultaneous development of R-Action and B-Action, which is related to the Interpretation
of statements and to the previously Acquired structures. Previous relations allowed students
to formulate Strategies and to Apply previous constructions in order to obtain Intermediate

solutions.

Consolidation was only manifested in some situations, especially when students recognized
similarities between the question that they intended to work on and those previously resolved,
and when they considered that previous constructions might be useful to achieve the new

construction.

The notion of Neighborhood assumed a suitable context for learning the concepts of continuity
and limit. It was a powerful conduit from continuity to limit, making it easier to construct these

concepts. The teaching sequence inversion was considered as encouraging.

Finally, some recommendations were made, highlighting the need to study the teacher’s role
in order to promote students’ constructions of new mathematical knowledge. Furthermore, we
suggested to study how this approach to the construction of the concepts of continuity and

limit can be reflected in the subsequent construction of derivative and integral notions.

Keywords

Abstraction, RBC+Co model, Action-R, Action-B, Action-C, Consolidation, Neighborhood, Limit,
Continuity.



indice

DT | o 1 o o - P PP PP PP PP PP PTPRURPRPPPPRE |||
FiYed Ve [T 11411 1) o - TR PP PP v
RS 1] 0 T PO Y4 1|
1Y 0] - ot O ix
LiSta A FigUIas. e eutietiitietieitiet et tenteenteeneeeneeaneeaneeeneeeneeenseenseenseensennsennneenness XVil
Lista de Tabelas....ccveieiiiiiiiii it eeeene e e e eeee e s XXV
I 1 - W [ Yol o101 111 Lo LT PPN XXVii
I = W e Y 1= o L P ¢ 4 > ¢
(08 o 1| o Tt N 1
101 o Ta 11 k=T PP |
1.1 Modelo RBC+Co e a Construcao do Conhecimento ......ccevvveiiieiineiineinneennnennnennns 6

1.2 QuestOes de INVESTIGACAD «.uverirtireietiriieteeiitereatereaneereeneerennnesenneesennnesesneessd

1.3 DesCricao dos CapPitUlOS ...ueueereieetiieitiieeeieeeieeeeeeteeeereneeneneeneneeseneeseneenenss9
(001 ¥ | o T 11
Limites @ Continuidade ......cociiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieereeiieeineeeneeeneeeneeens 11
2 I N[oTelo 1T 30 o] oo (o =i ot T PPN 11

2.2 NOCAO de lIMIte .. eieiiiiitiiiii i ieiiteireeeeeeeeannesenneesesneesesneesonnessanneees 13

2.2.1 Algumas formas de definir imite .....ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicic e, 13

2.2.2 ImplicagOes das diferentes definicoes de limite .........coeveiiiiiiiiiinnna.n. 15

2.2.3 A definicao de limite no novo programa de Matematica A.................... 18

A (11T S OO 20

PARC T \oTet=To W [ alo] ] 4 01V} e - Ve [ P PP 22

2.3.1 Continuidade baseada no conceito de limite .......cccevveviiviiiiiiininnnnnne. 22

2.3.2 Continuidade baseada no conceito de vizinhanca .........c.cccccevivnvennnne.n. 23

2.3.3 Continuidade baseada em infinitésimos ........ccoevviiiiiiiiniiiiiiiiinininnns 25

2.3.4 A definicao de continuidade no novo programa de Matematica A ........... 26

A R T 41 = S PP 26

[0 1o 11 4T | o Jc T R 29
A construcdo do conhecimento MAateMALICO ...vvuierrirerrireeirerereeereeereeeneeneneeneneenenns 29
3.1 ADStracao €M CONTEXEO .viuntiieiitieteerteeteereeeeeeneeeneeeneeeneeeneeeneeennennnennns 29

I I B 2 =T o - L o - - O P PPN 30

3.1.2 MOdelo tEOrICO RBCHCO cuvineitiieiteiietiieeeiee e eeeeeeeeeeeeeneneenenaenans 31

3.2 ATeoria CoOmMOGNItIVA . .eueeiiietreieeeenneerenneeeenneeeesneeeenneeesnneeesnnsessnneessnnnens 36

3.3 As REGras e POLYa ...cuuiiiiiiii ittt a e aaaaas 37

3.4 Argumentacan € Prova ....ciieeiiiiiiiiiiii i e e 38

3.5 Mediagao SEMIOTICA . v iuerrinertieeteneeteeeteneeteeeeeeeeeeareenrenennenennenennenennens 40

Xi



T Y ] == 41

(08 o1 (] o1 Pt 43

TS doTa [o] Uolo b= Wa [ 0\ W o = Lot Vo N 43

v B O] o Tolo T = doTe [o] (o] or-T-J TP 43

4.2 Caracterizacao dos alunos e descricao do CONTEXLO .ouvernriineiineiieenneenneennnennes 46

R 11101 (501 ] - ok Vo R PP 47

4.4 Recolha, tratamento € analise de dadoS........ovviiiriiiiiiiriiiriiiriiiireinneenneenns 48

4.4.1 Andlise de primeira Ordem ......c.oiuiieiiiiii e eeeeeeeeneenenns 49

4.4.2 Andlise de segunda ordem .......c.ccoeviiiiiiiiiiiiiiiiiie e eeeeeeeeae e 49

4.4.3 Andlise de terceira ordem......ocvuivirriiniiiiniiieiieer e erenaeneneenenaenes 55

4.5 CONSIAEIACOES .veuueintianttenteeeeareeaeeaneeaneeeneeeneeesseenseenseenseenseenseesnesnssnnes 56

(001 AT Vo T TN 59

o] oTo - W ol T FoTe Lo i o= N 59
5.1 Caracterizando a Unidade Curricular de Métodos Quantitativos na Administracao

1] ot W PPN 59

5.2 Objetivos da Unidade CUrriCUlar .....cooueiriiniiiiiiiiiiiiiireiieerenneerenneeeannenns 60

5.3 Programa da Unidade CUrTiCULAr ...c.viiiieiiiiiiiiiiiiiieiii i eeiieeeeaaeeannenn 61

5.4 Revisitando as Questoes de INVeStigaCa0 «.vvuvvirrriiiiiiiiiiiriiiereieerenneeeeneens 62

5.5 Definindo @ Proposta ..ueeeuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i eiieeeiiteeeeeeeenraeenanaeaannes 63

5.6 Questoes Propostas sobre Continuidade ......cceviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie i 64

T T O 0= - T R N 64

oI T A O [ 1 = Lo 1 A 66

5.6.3 QUESTAD 3 .eintiitiitiitiit i i ettt ettt et e e eaaeeaaanenn 66

oI T B O T 1 = Lo I 67

5.6.5 QUESTAD 5 .eieriitiitiitii i e ettt ettt e e eaaeeeanann 68

5.7 Questoes Propostas sobre Limites.....cueiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieeiieeaanaes 68

o % T O T 1T = o T 68

5.7.2 QUESTAD 2 .eiutiitiitiiiiiii ittt et ettt ettt e e eeeanann 69

o 0 T O 1N 1 = Lo T J 70

5.7.4 QUESTAD 4 .ottt ettt e e eaaann 71

oI A T O [ 1S = o TR T 71

oI ST O TN 11 = o T YN 72

oI A A O 1111 - Lo I AN 73

I AR T O 11151 - Lo I - TN 73

5.8 Calendarizacao das Atividades Propostas.......cceeeeveeriiriieiiieriiiniierineeinennnen. 74

o IS 1] €= S PP 75

L0 o | o YN 77

A continuidade e 0s limites @ lUZ dO RBCHCO ...euuriniiniiiiiiiiiiieieieeieeeeeeeeeneeenaanenans 77

6.1 Questoes sobre continUIdade ....uvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiriiirrrrrrrereereeeaaees 78

LT I B O T 13 = o 1 A U 78

xii



.11 1 AGHO-R +eeeeeeeeeeeee e e e e e e e e 79

6.1.1.2 AGBO-B..iiiiiiiiiiiiiiiii i 82

T I I I Vo o O PO PPN 84
6.1.1.4 Relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas.................. 87

Lt T A O T T3] = Lo 2 7 87
T B A I Vo o = PO PPN 88
6.1.2.2 ACAO-B..iiiiiiiiiiiiiiiii 91
6.1.2.3 ACA0-C 1iirtiiiiitiiittieitteeieeeeaeeeensaeeenseeesnneeesnnesesnnaeenns 96
6.1.2.4 Relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas.................. 98

Lt TG T T T3 = Lo 1 99
6.1.3.1 AGAO-R .iriiiiiiiiiiiii i 99
6.1.3.2 AGA0-B..einntiitiiitiiit it et e e er et eaeeaeeaeeaeaanaas 102
6.1.3.3 AGAO-C .nininii it 106

L0 K TR 3 @ Yo [ [+ (o7 To I PPN 109
6.1.3.5 Relagdes estabelecidas entre as acdes epistémicas................. 110

6.1.4 QUESLA0 BD.uinniiiiiiiiiiii i 112
6.1.4.1 AGAO-R et 112
6.1.4.2 ACBO-B..uiiiiiiiiiiiiiiiii 115
6.1.4.3 AGAO-C ..ninninii it 118
6.1.4.4 Relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas................. 121

6.2 Questoes sobre lIMites ...o.cvuivuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 123
LI O U1 = Lo 1 A 123
6.2.1.1 AGAO-R .nitiiiiiii i 124
6.2.1.2 AGAO-B..eniiiii i 130
6.2.1.3 AGAO-C .rirtiniit it 133
6.2.1.4 Relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas................. 140

LI A O TN 1<) - Lo T 141
6.2.2.1 AGAO-R .nitiii i 142
6.2.2.2 AGAO-B. . 145
6.2.2.3 ACAO0-C .onininiitiii e 147
(YA 6] X101} [0 [0 o7 1o B N 149
6.2.2.5 Relagdes estabelecidas entre as acoes epistémicas................. 150

(I T O 113 o o I TN 151
6.2.3.1 AGAO-R .eniniiiiii e 151
6.2.3.2 ACAO-B.ciniiiii e 156
6.2.3.3 AGAO-C .niniiii e 161
6.2.3.4 Relagdes estabelecidas entre as acoes epistémicas................. 163

(I A A 0 1§13 o Lo IR TN 164
LA B I Vot~ o ! = PN 165
6.2.4.2 AGAO-B...niiiii i 169



6.2.4.3 AGAO-C e 173

6.2.4.4 Relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas................. 176

(R N OV - (o N - T 177
6.2.5.1 AGAO-R ittt e 177
6.2.5.2 ACAO-B...iiiiiiiiiiiii i e et e e e aaaes 181
6.2.5.3 ACA0-C .uiiiiiiiiiiiiiii it tii ettt eereeearaeearaaeaanaes 186
6.2.5.4 CoNSOLIAAGAD «..uvenneeeeiet et iete et eerteeneeeneeeneeeneeeneeaneeanens 187
6.2.5.5 Relacdes estabelecidas entre as acoes epistémicas................. 189

LT T O U <) - U N 190
LA Y I Vo Lo = PP 191
6.2.6.2 AGAO-B...ieiiiiiiii e 193
6.2.6.3 AGAO-C . .enniniiin i eens 196
YN I 3 @] X101} [0 [0 o7 1o B P 198
6.2.6.5 Relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas................. 201

A A 0TV ¢ (o B I 202
6.2.7.1 AGAO-R .ottt e e 202
Y A Vo= o R = T 205
6.2.7.3 ACAO0-C ettt e 209

Y (3 8] X101} [0 [0 o7 1o B P 213
6.2.7.5 Relacoes estabelecidas entre as aces epistémicas................. 215

(08 1o 1 (U] o T N 217
As acdes epistémicas na construcao da continuidade e dos limites .........ccceveviviininnnnen.. 217

7.1 As contribuicdes das subcategorias no desenvolvimento das agoes epistémicas ...218

Xiv

7.1.1 A relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-R................... 218
7.1.1.1 Interpretar e Estrutura adquirid@............ccceeveeviieinenneenannns 218
7.1.1.2 Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanga....................... 220
7.1.1.3 Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximagao ................... 221

7.1.1.4 Interpretar, Estrutura adquirida, Vizinhanca e Aproximacao....222

7.1.2 A relacao estabelecida entre as subcategorias da A¢do-B ................... 223

7.1.2.1 Estratégias e Aplicac@o de construcao prévia ........cceeeeueeennnns 224

7.1.2.2 Aplicacéo de construcao prévia, Solucdes intermédias e

N [T EY ) j el [oF- 1o J PPN 225

7.1.2.3 Estratégias, Aplicacao de construgdo prévia, Solugdes intermédias

(I [TR] 0] [ols [o7- Lo P O P PP PP PP 226
7.1.3 A relacao estabelecida entre as subcategorias da A¢do-C................... 227

7.1.3.1 Reorganizacéo e as construcdes associadas as questdes sobre a
NOCA0 de continUIdAde .....eennniineiiiiii i e 228
7.1.3.2 Reorganizacéo e as construcdes associadas as questoes sobre o

CONCEILO A LIMILE wevriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirrrrreeeeseeananaaaes 229



7.1.3.3 Todas as construcoes de continuidade e de limite e Comunicacéo

......................................................................................... 233
7.2 O papel das acdes epistémicas na construcao dos conceitos de continuidade e de
4 ) PP 234
7.2.1 ACAO-R € AGAO-B.ciiuiiiiiitiiiiitiiiitiiiieeeiiteeeireeeenreeeesneeesnneeesnneens 234
7.2.2 ACA0-R, AGA0-B € ACAO-C.eiiirriiiiiitiiiitiiiieieiieeeeaieeeeseeeseneeesnneens 236
7.2.3 AGA0-R, ACA0-B € ConsolidaGa0 .....cvvuiereieneiiieinieinneiiieieineenneanneanns 237
L0 o 0| o T N 241
(000 g Tol LT 1Yo 1= S PN 241
T I 21 =T <SPPI 242
8.2 Apresentacan das CONCLUSOES ..uueenrernreerreeneeenneenneenneeeneesneesneesneeeneesneennens 243

8.2.1 As acoes epistémicas identificadas no decurso do processo de abstracao dos
alunos durante a construcao dos conceitos de continuidade e de limite ......... 243
8.2.1.1 O desenvolvimento da Acéo-R durante o processo de abstracao.243
8.2.1.2 O desenvolvimento da A¢&o-B durante o processo de abstracao .244
8.2.1.3 O desenvolvimento da Acdo-C durante o processo de abstracao.245

8.2.1.4 O desenvolvimento da Consolidagdo durante o processo de

L0 1Y o - Tt Lo PN 246
8.2.2 Como se sequenciam e relacionam as agcoes epistémicas .........cceeenenens 246
8.2.2.1 Arelacao estabelecida entre a Acdo-R e a Agdo-B................. 247

8.2.2.2 A relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Agéo-C....247

8.2.2.3 A relacao estabelecida entre a Agdo-R, a Acao-B e a Consolidacao

......................................................................................... 247

8.3 RECOMENAAGCOES +euuvennreenteeneeenneeneeeneenneeaneeaneenneeaneesnessneesneseneeennssnesnness 248
Referéncias BiDliOGrAfiCaS ..uuuueer et iieet ettt et it ettt et eeeteeeteeateneaseneasenenseneasenenenn 249
Y =01 255

XV



Xvi



Lista de Figuras

Figura 1.1 - Exemplo de pontos de interesse no estudo da continuidade ............ccoveennennn... 5
Figura 1.2 - Representacao grafica de uma vizinhangca de um ponto ......cceveveveeineenneenneennen. 6
Figura 2.1 - Limites em pontos de descontinuidade e em pontos isolados .........ccceevenneennn. 17
Figura 4.1 - Exemplo de um excerto das tranSCriCOES. ..o.eeereerreenrernreeneeeneeenneenneenneennenns 49
Figura 4.2 - Exemplo da analise de dados no software ATLAS.ti......cccevvviieiiiiiiiiienninnnnnen. 52
Figura 4.3 - Exemplo da criacao de familias no software ATLAS.ti.....coeveiviiiininnininninennns 53
Figura 4.4 - Exemplo do grafico inicial produzido no software ATLAS.ti ....cccoevevevnininenenen. 53
Figura 4.5 - Exemplo do grafico obtido no software ATLAS.ti.....ccccevviiiiiiiiiiiiiiiiinnennen, 54
Figura 4.6 - Exemplo do grafico obtido no software ATLAS.ti apds manipulacéo................ 54
Figura 4.7 - Exemplo da relacao entre as subcategorias evidenciadas na Acdo-R ............... 55
Figura 4.8 - Exemplo da relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Acdo-C no processo

o (ol o011 g1 (ot Lo BN 56
Figura 4.9 - Exemplo de uma funcao descontinua €M X = @ ....cevviiiireienreneereneeeeneeseneenans 57
Figura 4.10 - Exemplo de uma funcao continUa €M X = @...cvvievriiinrininninenninenseneeneneenens 57
Figura 5.1 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de continuidade..............ccvenueenen. 65
Figura 5.2 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade...........ccccceuvennn.n.. 66
Figura 5.3 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de continuidade.........c.cccccevnneenen. 66
Figura 5.4 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de continuidade.........c.cc.cccveeneenen. 67
Figura 5.5 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de continuidade...........cccccevennn.n.. 68
Figura 5.6 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de limite......c.cooevviviviiiiinininnnnnnn. 68
Figura 5.7 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de limite.......coceevviiiininnnennnennnnnn. 69
Figura 5.8 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de limite......c.cocvvviiiiiiiiinininnnnnnn. 70
Figura 5.9 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de limite......c.cocvvviviviniiiiininnnnnnn. 71
Figura 5.10 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de limite ......c.ccevvvvivinninnnennnenn. 72
Figura 5.11 - Apresentacao da Questao 6 sobre a nocao de limite .......cccevvvviviiieininnnennn. 72
Figura 5.12 - Apresentacao da Questao 7 sobre a nocao de limite .......cccvvvvviiviennnennnene. 73
Figura 5.13 - Apresentacao da Questao 8 sobre a nocao de limite ........ccoevvvviininnnennnenn. 73
Figura 6.1 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade..........c...ceceenenene. 78
Figura 6.2 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questédo 2................. 79
Figura 6.3 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questdo 2 a) ............. 80
Figura 6.4 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolu¢ao da Questao 2 b) ............. 80
Figura 6.5 - RAV da ACA0-R Na QUESTAO 2...uenuriieiiiiinieientieneenneeeaneeaneeaneeaneeaneeanesnnenns 81
Figura 6.6 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a) ............. 82
Figura 6.7 - RA respeitante a resolucao da QUEeStan 2 @) 1. vevverevriiiriienninenrenenneneeseneenens 82
Figura 6.8 - RA respeitante a resolucao da QUEStan 2 @) Ti..evueeeriiinriienninenrinenrenenseneenans 82
Figura 6.9 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolu¢ao da Questao 2 b) ............. 83
Figura 6.10 - RA respeitante a resolucao da QUestao 2 b)......coevuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieenns 83
Figura 6.11 - RAV da AcGo-B Na QUESLA0 2 ....uvinniiiniiiiiiiiii i eiieiiereeeeeeeeeeneenenns 83
Figura 6.12 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questado 2 a)............ 84
Figura 6.13 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)............ 85
Figura 6.14 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questado 2 a)............ 85
Figura 6.15 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b)............ 85
Figura 6.16 - RAV da ACGO-C NAa QUESEA0 2 ..euuviinrieiiritientieneeeneeeaneeaneeaneeaneesneeaneennenns 86
Figura 6.17 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questdo 2 ... 87
Figura 6.18 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de continuidade ............cccueeenen.. 87
Figura 6.19 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 88
Figura 6.20 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 89
Figura 6.21 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g) . 89
Figura 6.22 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 89
Figura 6.23 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g) . 89
Figura 6.24 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 90
Figura 6.25 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g) . 90

Figura 6.26 - RAV da AcGo-R na QUESLA0 3 ....ueinnriiiiii i i i i eeeeeeeeneeeneeeneeanenns 90
Figura 6.27 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 91



Figura 6.28 - RA respeitante a simplificacdo da expressao analitica da funcao f na Questao 391
Figura 6.29 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 92
Figura 6.30 - RA respeitante ao calculo de dois pontos da funcdo f na Questdo 3.............. 92
Figura 6.31 - RA respeitante a representacao grafica da funcdo f na Questao 3................ 92
Figura 6.32 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 93
Figura 6.33 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g) . 93
Figura 6.34 - RA respeitante ao calculo da imagem de x = 1 para o primeiro ramo da funcédo g

Lo - 0T 1o =T K PPt 93
Figura 6.35 - RA respeitante a representacao grafica da funcao g na Questao 3................ 94
Figura 6.36 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g).. 94
Figura 6.37 - RAV da AcGo-Bna QUESLA0 3 ...eennriiniiiiiiiieieeeeeieeeeeeeeaneraneeaneeanennnes 95

Figura 6.38 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f) . 96
Figura 6.39 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g) . 96

Figura 6.40 - RA respeitante a resolucao por AF da QUEStE0 3....cvevviirrineniinenninennenennenes 97
Figura 6.41 - RAV da AcGo-C Na QUESLA0 3 ...eiuiiitiitiiitietieteeeeeeeeneeeeeeneeeneeeneeanens 97
Figura 6.42 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 3 ... 98
Figura 6.43 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de continuidade ........................ 99
Figura 6.44 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)............ 99
Figura 6.45 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)............ 99
Figura 6.46 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)............ 99
Figura 6.47 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 100
Figura 6.48- RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)............ 100
Figura 6.49- RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 b) ........... 100
Figura 6.50 - RAV da ACGO-R Na QUESTA0 4 ...eeuueinntiieiieiit et reereeeenereereneraneraneannes 101

Figura 6.51 - RA respeitante aos calculos para a determinacao do dominio na Questao 4 a) 102
Figura 6.52 - RA respeitante a simplificacdo da expressao analitica da funcao na Questao 4 102

Figura 6.53 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 102
Figura 6.54 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 103
Figura 6.55 - RA respeitante a representacao grafica da funcao por DV na Questédo 4 a) ..... 103
Figura 6.56 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 103
Figura 6.57 - RA respeitante ao calculo do valor da funcdao em x = 4 por AF na Questédo 4 b)
.......................................................................................................... 103
Figura 6.58 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)......ccovviiiiiiiiiiiiiiiiiianne, 104
Figura 6.59 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)....cccevvviviriiiiiiiiiinninnnnnne, 104
Figura 6.60 - RA respeitante resolucao por DV da Questao 4 b)....cccevvviiiiiiiiiiiiiiiiinnnnnes 104
Figura 6.61 - RAV da ACGO-B Na QUESLA0 4 ...eeuneinntiitiieiiteetreeraeeenereneeaneeaneeaneenes 105
Figura 6.62 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 106
Figura 6.63 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucdo da Questao 4 a)........... 107
Figura 6.64 - RA respeitante resolucao da QUESTAn 4 @) ....evvierieeinneeeneenneeeneenneennnennns 107
Figura 6.65 - RA respeitante a apresentacdo do dominio da funcdo na Questao 4 a).......... 107
Figura 6.66 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)........... 107
Figura 6.67 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)....cccevvvvviriiiiiiiiiiininnnnnne, 108
Figura 6.68 - RAV da AcGo-C Na QUESLAD 4 ....ouuiiiniiiitiiitiii ittt eere e eeneeanes 108
Figura 6.69 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na QUEStE0 4 ......evvvviiiinineininennennnn. 109
Figura 6.70 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questdo 4..111
Figura 6.71 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de continuidade ..........c.ccceeneene. 112
Figura 6.72 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 113
Figura 6.73 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5.............. 113
Figura 6.74 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 113
Figura 6.75 - RAV da ACAO-R Na QUESTAO 5 e.uvinnriitiiitiiitieiiiitieiteeneeeneeeneeeneeaneeaneennes 114
Figura 6.76 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 115
Figura 6.77 - RA respeitante a determinacao das raizes e do calculo do vértice na Questao 5
.......................................................................................................... 116
Figura 6.78 - RA respeitante a representacao grafica do polindmio do 2° grau na Questao 5 116
Figura 6.79 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 116
Figura 6.80 - RA respeitante a indicacao do dominio da funcdo na Questao 5.................. 116
Figura 6.81 - RAV da ACGO-B Na QUESLA0 5 c.uvinneiiiiiitiiitieitieitienteeneeeneeeneeeneeaneeaneennes 117
Figura 6.82 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 118
Figura 6.83 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 118
Figura 6.84 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 .............. 119

Xviii



Figura 6.85 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao s .............. 119
Figura 6.86 - RAV da Acdo-C Na QUESTA0 5 ..eunuiinriiiiiiiiiriieei e eer e e e eeneeeeenens 120
Figura 6.87 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 5 ..122
Figura 6.88 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de limite .......cccevveviiiiiieninnnn... 124
Figura 6.89 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 .............. 124
Figura 6.90 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a), funcao g
.......................................................................................................... 125
Figura 6.91 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g
.......................................................................................................... 125
Figura 6.92 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i
.......................................................................................................... 125
Figura 6.93 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k
.......................................................................................................... 126
Figura 6.94 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,
Lo [UE: Ty Lo [o T A PP PP 126
Figura 6.95 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,
Lo U= T o [0 PPN 127
Figura 6.96 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i
.......................................................................................................... 127
Figura 6.97 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j
.......................................................................................................... 127
Figura 6.98 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
.......................................................................................................... 128
Figura 6.99 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
(O 1o I =) - | Pt 128
Figura 6.100 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao I
.......................................................................................................... 128
Figura 6.101 - RAV da ACA0-R Na QUESTAO 2...uuernnieniiiiienerieeieeeneeaneeeneeaneeaneeaneeanens 129
Figura 6.102 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g
.......................................................................................................... 130
Figura 6.103 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k
.......................................................................................................... 130
Figura 6.104 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i
.......................................................................................................... 131
Figura 6.105 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), fungao j
.......................................................................................................... 131
Figura 6.106 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
(6 Lo I o d - | PP 131
Figura 6.107 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a), funcao g
.......................................................................................................... 131
Figura 6.108 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g
.......................................................................................................... 131
Figura 6.109 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao !

.......................................................................................................... 132

Figura 6.114 - RAV da ACGO-B Na QUESTA0 2.....eiuuiiniiiiiiiiiiiiieii i eeieeeneeeeenens 132
Figura 6.115 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 2 @) vevvveerrninerninnrnenneneneeneneenennns 133
Figura 6.116 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a) ......... 134
Figura 6.117 - RA respeitante a resolucao da QUESta0 2 b) ..ovvvirriiniiiniiinereneeneneenennns 134
Figura 6.118 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g
.......................................................................................................... 134
Figura 6.119 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i

Xix



Figura 6. 120 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i

.......................................................................................................... 135
Figura 6.121 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k
.......................................................................................................... 135
Figura 6.122 - RA respeitante a resolucdo da QUEStE0 2 C) .vvuevriniirineineeireieeieienneneennns 136
Figura 6.123 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,
Lo [UE: Lo [o T A A PP PP 136
Figura 6.124 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,
QUANAO X = 2 eitiintieteeteeeeenteeneeanneenseesseesneesnessneseneesnessneesneesneesneesneesnees 136
Figura 6.125 - RA respeitante a resolucdo da Questdo 2 d), funcoes i € j ...vvvvvrenennennnnnns 136
Figura 6.126 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i
.......................................................................................................... 136
Figura 6.127 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j
.......................................................................................................... 137
Figura 6.128 - RA respeitante a resolucdo da Questdo 2 d), fungées k € l.....evevvvninninennnns 137
Figura 6.129 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
.......................................................................................................... 137
Figura 6.130 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
(O 1o I =) - | P PPN 138
Figura 6.131 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
.......................................................................................................... 138
Figura 6.132 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao [
.......................................................................................................... 138
Figura 6.133 - RAV da ACG0-C Na QUESTAO 2...euueinneiitiiiiitiitieereeeenereeraeraeraneannes 139
Figura 6.134 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questdo 2. 141
Figura 6.135 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de limite.........coevevvvveennnenn... 141
Figura 6.136 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3............. 142
Figura 6.137 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3............. 143
Figura 6.138 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3, funcao g 143
Figura 6.139 - RAV da ACG0-R Na QUESTA0 3...cuueiiniiiiiiiiiitiit it reierenereeeeereereneannes 144
Figura 6.140 - RA respeitante a resolucdo por DV da QUeSta0 3 ....cvvvvevrininninenninennenennnns 145
Figura 6.141 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3............. 145
Figura 6.142 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3............. 146
Figura 6.143 - RAV da ACGo-B na QUESEA0 3......viiniiitiiiiiiiiiiiiiii it eeneeaes 146
Figura 6.144 - RA respeitante a resolucdo da QUESLE0 3 ....cviuiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeieeneneaaens 147
Figura 6.145 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3............. 148
Figura 6.146 - RAV da AcGo-C Na QUESTA0 3...cuuiiiniiiitiiiiiiiiiiiii i eeneeaes 148
Figura 6.147 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na QUestao 3......ccecevvvreieininennennnn. 149
Figura 6.148 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questdo 3.150
Figura 6.149 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de limite........cccevivviviinninnnne, 151
Figura 6.150 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 151
Figura 6.151 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 152
Figura 6.152 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 153
Figura 6.153 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 153
Figura 6.154 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 154
Figura 6.155 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 154
Figura 6.156 - RAV da ACGo-R Na QUESTA0 4......einiiitiiitiiiiiiiii i eie et eeneeeneeanes 154
Figura 6.157 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 156
Figura 6.158 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4............. 158
Figura 6.159 - RAV da ACGo-B na QUESTA0 4......ciiniiintiiiiiiiii i i i eeneeeneeeneenes 159
Figura 6.160 - RA respeitante a resolucdo da QUEStE0 4 @) ...euevriniiriennienniienneneneenennns 161
Figura 6.161 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a) ......... 161
Figura 6.162 - RA respeitante a resolucao da QUEStA0 4 b) ...vuevvinirrinenniienniienninennenennns 162
Figura 6.163 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 b) ......... 162
Figura 6.164 - RAV da AcGo-C Na QUESTAO 4......einniiitiiitiii i i eer i e eeneeeneeanes 163
Figura 6.165 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questéo 4. 164
Figura 6.166 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de limite.......ccccevvviviiiiininnnnne 165
Figura 6.167 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a) ......... 165
Figura 6.168 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b) ......... 166
Figura 6.169 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a) ......... 166

XX



Figura 6.170 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b) ......... 166

Figura 6.171 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c) ......... 166
Figura 6.172 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c) ......... 166
Figura 6.173 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra........ 167
Figura 6.174 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra........ 167
Figura 6.175 - RAV da ACG0-R Na QUESTA0 5...uviinriiiiiiiiiiiiiieiii i e e e e eeneenens 168
Figura 6.176 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 5 @) vevvvvirrinineininninenerneneenennenennns 169
Figura 6.177 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a) ......... 170
Figura 6.178 - RA respeitante a resolucao da QUESta0 5 b) .covvvivrininiiiniiiniiieniiennenennns 170
Figura 6.179 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b) ......... 170
Figura 6.180 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 5 C) cevvvriiiininiiniieiniieieieeennenenns 170
Figura 6.181 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c) ......... 170
Figura 6.182 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra........ 171
Figura 6.183 - RAV da ACG0-B na QUESTA0 5...uviiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiieii e e e eeneeeneennens 172
Figura 6.184 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 5 @) vevvvverririnrininnienereneeneneenennns 173
Figura 6.185 - RA respeitante a resolucao da QUEStao 5 b) c.ovvueiriiiiiiiiieiiiiiiiiiiiieenenenen, 174
Figura 6.186 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 5 C) vevvvvivrininiiinniineiieneeeneenennns 174
Figura 6.187 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a) ......... 174
Figura 6.188 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b) ......... 174
Figura 6.189 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questdao 5 c) ......... 175
Figura 6.190 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra........ 175
Figura 6.191 - RAV da AcG0-C Na QUESTAO D..uuvirnriiniiiiiiiiiiieiieiieeieeeieeeeeeneeaneenens 175
Figura 6.192 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questao 5.176
Figura 6.193 - Apresentacao da Questao 6 sobre a nocao de limite.........cevvvvivinnninnnn.n. 177
Figura 6.194 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 178
Figura 6.195 - RA respeitante a resolucao por AF da QUEStE0 6......cccvvrieeiniieineneenennenennns 178
Figura 6.196 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6............. 178
Figura 6.197 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 178
Figura 6.198 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 179
Figura 6.199 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 179
Figura 6.200 - RAV da ACG0-R Na QUESTA0 B..uuuernnernnirnieniniieieeiereeeaneeaneeaneaaneannens 180
Figura 6.201 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 181
Figura 6.202 - RA respeitante a resolucao por DV da QUeSta0 6 ........cecevvvrineineneenennnnennns 181
Figura 6.203 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6............. 182
Figura 6.204 - RA respeitante a resolucao da QUESTA0 6 ......eueuininiieninrinininineneneenenennes 182
Figura 6.205 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 182
Figura 6.206 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 183
Figura 6.207 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 183
Figura 6.208 - RAV da ACGO-B na QUESLA0 6.....enuiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiie i eineeaees 184
Figura 6.209 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questaoé............. 186
Figura 6.210 - RAV da ACG0-C Na QUESTAO B..uuvernrernnernienneeineeeneeaneeaneeaneeaneeaneeaneennens 186
Figura 6.211 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao6............. 187
Figura 6.212 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao por DV da Questao 6....187
Figura 6.213 - RA respeitante a resolucao por DV da QUeSta0 6 ........cccevvvriierninennenennennns 188
Figura 6.214 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na QUESLE0 6 ....oevvvverenininenennnnnnnnn 188
Figura 6.215 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questao 6.189
Figura 6.216 - Apresentacao da Questao 7 sobre a nocao de limite........ceeveviieiiieninennn... 190
Figura 6.217 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 191
Figura 6.218 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7............. 191
Figura 6.219 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 191
Figura 6.220 - RAV da ACG0-R Na QUESTAO 7 ..euuuirnririiiriieiieeeeeeeeneeeneeeneenneeeneesneennens 192
Figura 6.221 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 7 @) c.vvvviirinineinineinineineneenennenennns 193
Figura 6.222 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 193
Figura 6.223 - RA respeitante a resolucao da QUEStE0 7 @) v.vvvuiiriniieinineenineeneneeneneenennns 193
Figura 6.224 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 193
Figura 6.225 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7............. 194
Figura 6.226 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 194
Figura 6.227 - RA respeitante a resolucao por AF da QUesStao 7 b) ..covvviveininniinnrnennnnennns 194
Figura 6.228 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 194
Figura 6.229 - RAV da ACG0-B Na QUESTAD 7 ...uuiinrieniiitieiieieeieeaeeeeeaneeeneeaneenneennens 195



Figura 6.230 - RA respeitante a resolucao da QUESLE0 7 @) .ovvverrininrinennenenninennenennenennns 196

Figura 6.231 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 196
Figura 6.232 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 196
Figura 6.233 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 196
Figura 6.234 - RA respeitante a resolucdo por AF da QUESta0 7 b) c.cvvuvvriiiiiiiiiiiennnnennnns 196
Figura 6.235 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 196
Figura 6.236 - RA respeitante a resolucdo por DV da QUeStao 7 @) ..c.vveverrenernenennenennennnn. 197
Figura 6.237 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 197
Figura 6.238 - RA respeitante a resolucao da QUEStA0 7 b) .vvverriinriienniienninenniennenennns 197
Figura 6.239 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 197
Figura 6.240 - RAV da AGG0-C Na QUESTAO 7...euuriintiitiiitieitieitientieneeaneeeneeeneeeneeaneeanes 198
Figura 6.241 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a) ......... 199
Figura 6.242 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b) ......... 199
Figura 6.243 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na QUEStan 7 ......c.evevvenennenennenennnns 200
Figura 6.244 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questédo 7.201
Figura 6.245 - Apresentacao da Questao 8 sobre a nocao de limite......ccccevveiiiiiiininnnanne 202
Figura 6.246 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 202
Figura 6.247 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 203
Figura 6.248 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 203
Figura 6.249 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 203
Figura 6.250 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 203
Figura 6.251 - RAV da ACGo-R na QUESTA0 8......ernniiiiiiiiiitiiiiii e e i eenereneeeeeanes 204
Figura 6.252 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 205
Figura 6.253 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 205
Figura 6.254 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 206
Figura 6.255 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra............ 206
Figura 6.256 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra............ 206
Figura 6.257 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 207
Figura 6.258 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra............ 207
Figura 6.259 - RAV da ACGo-B na QUESEA0 8......evnniiiniiiiiiiiiiiiiieireneeeeeenereneeeeannes 208
Figura 6.260 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra............ 209
Figura 6.261 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra............ 210
Figura 6.262 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 210
Figura 6.263 - RA respeitante a resolucao da QUESLA0 8 .......ccevvvviririniniininienenenenenenens 211
Figura 6.264 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 211
Figura 6.265 - RAV da AcGo-C Na QUESTA0 8...c.uvinniiiiiiiiiii i e i e et eeneeeeennes 212
Figura 6.266 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8............. 214
Figura 6.267 - RAV da acdo epistémica Consolidacdo na QUestao 8..........cvevvevevninennennnn. 214

Figura 6.268 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 8.215
Figura 7.1 - Relacdo estabelecida entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida da

o 1o L N 220
Figura 7.2 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e
Vizinhancga da AGAO-R ......cueiitiiit ittt e et et eeeteeneeeneeeneeenneeneeannaannannes 221
Figura 7.3 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e
V:Yolgo) el pale or: Tola - W Vot- To K = S PPN 221
Figura 7.4 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida,
Vizinhanca € Aproximacao da AGAO-R ....ccuviiiintiiiitiiiitirinneeeerneeeenneeessneeesnneens 222
Figura 7.5 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as subcategorias da Agdo-R ............ 223
Figura 7.6 - Relacao estabelecidas entre as subcategorias Estratégias e Aplicacao de
CONSEIUGEO0 PréVvia da AGA0O-B ....civieiiiiintiriineieirtteeieeeeneeeesneeeesneeessneeesnneessnnes 224
Figura 7.7 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Aplicacéo de construcdo prévia,
Solugbes intermédias e Justificacdo da AGAO-B.....cevuiviiiiiiiiiiiiiiiiiriieiieeeneenens 225
Figura 7.8 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Aplicacé@o de construcdo prévia,
Solugbes intermédias e Justificacdo da AGAO-B.....ceeuiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiieenneennens 226
Figura 7.9 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Estratégias, Aplicacdo de construcao
prévia, SolucBes intermédias e Justificacdo da AGAO-B .....ccvvvviriiieiriineiniineenannenns 227
Figura 7.10 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as subcategorias da Acdo-B........... 227
Figura 7.11 - Relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-C nas questoes sobre
ool a1 u 1010} o - Vo [ PP 229

xXii



Figura 7.12 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacéo, Limite num ponto

de descontinuidade, Limite no infinito e Limite num ponto exterior da Acao-C........ 230
Figura 7.13 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacao e Limite num ponto
de descontinuidade da AGA0-C ......ccieiiiiiiiiiiiiiinteeeneeeenneeeesneeessseeesnsecennneens 230
Figura 7.14 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacao, Céalculo de limite por
substituicdo e Célculo de limite — infinitésimos e infinitamente grandes da Agdo-C....... 231
Figura 7.15 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacéo e Limite com limites
(aterais da AGA0O-C ....ciuiieiiitieitieitieieeeetteaneeaeeeaneeaneeaneeaneesneesneesneesneesneesnes 231
Figura 7.16 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacéo, Limite com limites
laterais e Continuidade num intervalo da AGA0-C........cvviiiiiiiniiiiieieiieeenneeennnns 232

Figura 7.17 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacao, Relacao entre limite
e continuidade num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio) e Continuidade

baseada em limite num ponto do dominio da AGA0-C.....cccvivvriririninieneienneenneennenns 232
Figura 7.18 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as subcategorias da Agcdo-C........... 233
Figura 7.19 - Acdo-R e Acdo-B no processo de construcdo do novo conhecimento matematico

.......................................................................................................... 234
Figura 7.20 - Acdo-R e Ac&o-B no processo de construcdo do novo conhecimento matematico

.......................................................................................................... 235
Figura 7.21 - Agd0-R e Agdo-B no processo de construgdo do novo conhecimento matematico

.......................................................................................................... 235

Figura 7.22 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R e a Acao-B no processo de construcdo..236
Figura 7.23 - Relacao estabelecida entre a A¢do-R, a A¢do-B e a A¢do-C no processo de

Lal0] 011 o 0 o7 o S Pt 237
Figura 7.24 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Consolidacéo ............... 238
Figura 7.25 - Relacao estabelecida entre a A¢édo-R, a A¢d0-B e a Consolidacao no processo de

(o0 3 11 4 1o~ Lo JOR PN 239

xxiii



XXiv



Lista de Tabelas

Tabela 1.1 — Datas de implementagdo das novas metas curriculares (M — Matematica e Mat A —
MALEMALICA A) v enntiintiitietierteeteeteeeeeneeeneeeeeenseeseeensesnseenseesseesseenseenseenseensesd

Tabela 4.1 - Descritores das subcategorias relativas ao modelo RBC+CO.......ccvvvvvviiinnennnnn. 50
Tabela 5.1 - Areas cientificas d0 CUrSO .....vvvieriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieneeiieieeinennenneenenns.. 00
Tabela 5.2 - Distribuicdo das classificacdes por unidade curricular (1.°an0) .....ccevvvvneeennnn 60

XXV



XXVi



Lista de Acronimos

R

RBC
RBC+Co
SIEM
SPM
TeSP
UBI

uc

Alunos

Abstracao em Contexto

Administracao Publica

Associacao de Professores de Matematica

Cursos de Especializacao Tecnoldgica
Direcao-Geral da Educacao

Instituto Politécnico

Métodos Quantitativos na Administracdo Publica
Professor

Registos dos Alunos

Registos Audiovisuais

Registos da Investigadora

Recognizing, Building-with and Constructing
Recognizing, Building-with, Constructing and Consolidation
Seminario de Investigacao em Educacdo Matematica
Sociedade Portuguesa de Matematica

Cursos Técnicos Superiores Profissionais
Universidade da Beira Interior

Unidade Curricular

XXVii



XXViii



Lista de Anexos

Anexo 5.1 - Apresentacdo da Questdo 1 sobre a nocdo de continuidade........c.cccevvennenne.. 255
Anexo 5.2 - Apresentacdo da Questdo 2 sobre a nocdo de continuidade........c.ccceveennennn.. 256
Anexo 5.3 - Apresentacdo da Questao 3 sobre a nocdo de continuidade.......ccccevvvevneennn. 256
Anexo 5.4 - Apresentacdo da Questdo 4 sobre a nocdo de continuidade........c.cccevvennennn.. 256
Anexo 5.5 - Apresentacdo da Questao 5 sobre a nocdo de continuidade.........cccevvvevnnennn. 256
Anexo 5.6 - Apresentacdo da Questao 1 sobre anocdo de limite .....covvvviiviiiiiiiiinnnnnnnn, 257
Anexo 5.7 - Apresentacdo da Questdo 2 sobre anocdo de limite .....coeeviviiiiiiiiiinennnnnnn. 257
Anexo 5.8 - Apresentacdo da Questao 3 sobre anocado de limite .....covvvviviiiiiiiiiniinnnnnnnn. 257
Anexo 5.9 - Apresentacdo da Questdo 4 sobre anocdo de limite ......cooocvvviiiiiiiiininnnnn.. 258
Anexo 5.10 - Apresentacéo da Questdo 5 sobre a nocao de limite......covevevieiiiieiinnnnennns 258
Anexo 5.11 - Apresentacéo da Questdo 6 sobre a nocao de limite......covevvvieeiiieiinnnnennns 258
Anexo 5.12 - Apresentacéo da Questdo 7 sobre a nocao de limite.......cceevveieiviinninennnnnnn. 258
Anexo 5.13 - Apresentacédo da Questao 8 sobre a nogdo de limite.....coeueveeereneennennnennnnnn. 258

Anexo 6.1 — Ampliag&o da Figura 6.5 - RAV da Acdo-R na Questéo 2 sobre Continuidade ....259
Anexo 6.2 — Ampliag&o da Figura 6.11 - RAV da A¢do-B na Questéo 2 sobre Continuidade ..260
Anexo 6.3 — Ampliagéo da Figura 6.16 - RAV da Acdo-C na Questéo 2 sobre Continuidade ..261
Anexo 6.4 — Ampliagéo da Figura 6.17 - Sintese das relacfes estabelecidas entre as acdes
epistémicas na Questdo 2 sobre ContinUIdAde .....ccoeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeenneens 262
Anexo 6.5 — Ampliagéo da Figura 6.26 - RAV da Ac¢do-R na Questdo 3 sobre Continuidade ..263
Anexo 6.6 — Ampliag&o da Figura 6.37 - RAV da A¢do-B na Questéo 3 sobre Continuidade ..264
Anexo 6.7 — Ampliagdo da Figura 6.41 - RAV da Ac¢do-C na Questéo 3 sobre Continuidade ..265
Anexo 6.8 — Ampliacdo da Figura 6.42 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as a¢fes
epistémicas na Questdo 3 sobre ContinUIdAdE ....cocveiiiiiiiiiiiiriiiriiirineeeenneens 266
Anexo 6.9 — Ampliagéo da Figura 6.50 - RAV da Acdo-R na Questdo 4 sobre Continuidade ..267
Anexo 6.10 — Ampliacdo da Figura 6.61 - RAV da Acdo-B na Questdo 4 sobre Continuidade .268
Anexo 6.11 — Ampliacdo da Figura 6.68 - RAV da Acdo-C na Questao 4 sobre Continuidade .269
Anexo 6.12 — Ampliacdo da Figura 6.69 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na Questao 4

o] o] (= @0] 0111 o[V o F=To [ PP 270
Anexo 6.13 — Ampliacdo da Figura 6.70 - Sintese das relagdes estabelecidas entre as acdes
epistémicas na Questdo 4 sobre ContinUIdAdE ....covvueiiiiiiiiiiiiriiiriireneeeenneens 271

Anexo 6.14 - Ampliacéo da Figura 6.75 - RAV da Acdo-R na Quest&o 5 sobre Continuidade .272
Anexo 6.15 - Ampliacéo da Figura 6.81 - RAV da Ac¢do-B na Questdo 5 sobre Continuidade .273
Anexo 6.16 - Ampliacéo da Figura 6.86 - RAV da Acdo-C na Quest&o 5 sobre Continuidade .274
Anexo 6.17 - Ampliacéo da Figura 6.87 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as a¢des

epistémicas na Questdo 5 sobre ContinUIdAde .....oovveiviiiiiiiiiriiiiriiireieeeenneens 275
Anexo 6.18 - Ampliacéo da Figura 6.101 - RAV da Ac¢do-R na Quest&o 2 sobre limites ........ 276
Anexo 6.19 - Ampliacéo da Figura 6.114 - RAV da Ac¢do-B na Questédo 2 sobre Limite......... 277
Anexo 6.20 - Ampliacéo da Figura 6.133 - RAV da Ac¢do-C na Quest&o 2 sobre Limite......... 278
Anexo 6.21 - Ampliacéo da Figura 6.134 - Sintese das relacbes estabelecidas entre as agfes

epistémicas na QUESLA0 2 SODIE LIMIte .oivvueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeiieeeeieeeannaens 279
Anexo 6.22 - Ampliacéo da Figura 6.139 - RAV da Ac¢do-R na Quest&o 3 sobre Limite......... 280
Anexo 6.23 - Ampliacéo da Figura 6.143 - RAV da Ac¢do-B na Questdo 3 sobre Limite......... 281
Anexo 6.24 - Ampliacéo da Figura 6.146 - RAV da Ac¢do-C na Questd@o 3 sobre Limite......... 282
Anexo 6.25 - Ampliacéo da Figura 6.147 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na Questdo 3

{0 ] o] (TN I 0011 (= N 283
Anexo 6.26 - Ampliacdo da Figura 6.148 - Sintese das rela¢cBes estabelecidas entre as acfes

epistémicas na QUESLE0 3 SODIE LIMItE ..ovireiiieirrtiiieeentieiteeneeeneeeneeeneeeneeeneennns 284
Anexo 6.27 - Ampliacéo da Figura 6.156 - RAV da Ac¢do-R na Questéo 4 sobre limites ........ 285
Anexo 6.28 - Ampliacéo da Figura 6.159 - RAV da Ac¢do-B na Questédo 4 sobre Limite......... 286
Anexo 6.29 - Ampliacéo da Figura 6.164 - RAV da Ac¢do-C na Questéo 4 sobre Limite......... 287
Anexo 6.30 - Ampliacdo da Figura 6.165 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as a¢cbes

epistémicas na QUESA0 4 SODIE LIMIte .uvvuueeriieeiiieiriieierneerenneeeenneeeenneeeenneens 288
Anexo 6.31 - Ampliacéo da Figura 6.175 - RAV da Ac¢do-R na Questéo 5 sobre Limite......... 289
Anexo 6.32 - Ampliacéo da Figura 6.183 - RAV da Ac¢do-B na Questdo 5 sobre Limite......... 290



Anexo 6.33 - Ampliacéo da Figura 6.191 - RAV da Acdo-C na Questdo 5 sobre Limite......... 291
Anexo 6.34 - Ampliacéo da Figura 6.192 - Sintese das relacBes estabelecidas entre as acfes

epistémicas na QUEStE0 5 SODIe LIMIte ...ueruiiieieriiiiiiiiiiiieiieii e eeieeeieeaeeanens 292
Anexo 6.35 - Ampliacéo da Figura 6.200 - RAV da Acdo-R na Questédo 6 sobre Limite......... 293
Anexo 6.36 - Ampliacéo da Figura 6.208 - RAV da Ac¢do-B na Questao 6 sobre Limite......... 294
Anexo 6.37 - Ampliag&o da Figura 6.210 - RAV da Acdo-C na Questao 6 sobre Limite......... 295
Anexo 6.38 - Ampliacéo da Figura 6.214 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na Questédo 6

L0 ] £ IR0 11 =N 296
Anexo 6.39 - Ampliacéo da Figura 6.215 - Sintese das relac@es estabelecidas entre as acfes

epistémicas na QUEStE0 6 SObre Limite....uiviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i eiieeeeieeeannens 297
Anexo 6.40 - Ampliag&o da Figura 6.220 - RAV da Acdo-R na Questdo 7 sobre Limite......... 298
Anexo 6.41 - Ampliacéo da Figura 6.229 - RAV da Acdo-B na Questdo 7 sobre Limite......... 299
Anexo 6.42 - Ampliag&o da Figura 6.240 - RAV da Acdo-C na Questao 7 sobre Limite......... 300
Anexo 6.43 - Ampliacéo da Figura 6.243 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na Questao 7

£0] o] 1= 0 11 (= N 301
ANEXO0 6.44 - AMPUAGED A8 .. .veiiiiieiiii ittt et sbe e e sbe e e be e e sabe e snee e 302
Anexo 6.45 - Ampliacéo da Figura 6.251 - RAV da Acdo-R na Questdo 8 sobre Limite......... 303
Anexo 6.46 - Ampliagéo da Figura 6.259 - RAV da Acdo-B na Questdo 8 sobre Limite ......... 304
Anexo 6.47 - Ampliagéo da Figura 6.265 - RAV da Acdo-C na Quest&o 8 sobre Limite......... 305
Anexo 6.48 - Ampliacéo da Figura 6.267 - RAV da a¢éo epistémica Consolidacdo na Questao 8

L0 o] £ IR0 11 =N 306
Anexo 6.49 - Ampliacéo da Figura 6.268 - Sintese das relacbes estabelecidas entre as a¢fes

epistémicas na QUESLE0 8 SODIE LIMIte .ueivieiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeiieeeiieeeenieeeennenn 307
Anexo 7.1 - Ampliacdo da Figura 7.5 - Sintese das rela¢des estabelecidas entre as

SUDCAtEQOrias da ACAO-R.....couueetiitieieeteieeeteeeeaeeeneeaneeaneeaneeanesanesenesanens 308
Anexo 7.2 - Ampliacdo da Figura 7.10 - Sintese das relagBes estabelecidas entre as

subcategorias da AGAO-B.........uoiiiutiiiitiiiiieiieeertereaneereaneeeesneesesneesennnesannes 309
Anexo 7.3 - Ampliacdo da Figura 7.18 - Sintese das rela¢gdes estabelecidas entre as

SUDCAtEQOrias da AGAO-C....covuririintiriieieianeteenneeeaneerenneesesneesesnsesesnessesnnssennes 310

XXX



Capitulo 1

Introducao

A investigacao em Didatica da Matematica sé6 floresceu em Portugal no Gltimo quarto do século
passado, sendo por isso relativamente recente. As disciplinas da area comecaram a ser
lecionadas em Universidades e Escolas Superiores de Educacao apos a revolucao de abril de
1974, mas s6 nos anos 80 surgiram estudos de Mestrado em Didatica da Matematica e foram
constituidos os primeiros grupos de investigacdo. Atualmente, ja existem estudos de
Doutoramento em Didatica da Matematica, sem que, no entanto, exista um elevado nimero de
investigadores nesta area do conhecimento. Ponte (2008) refere algumas dezenas de
investigadores portugueses, entre doutorados e nao doutorados. A maioria destes
investigadores sao igualmente professores (eventualmente com algumas excecdes entre os
bolseiros de doutoramento) nao existindo a figura do investigador a tempo inteiro (carreira de
investigacao). E ainda indicado que boa parte destes investigadores comecou a sua carreira a
lecionar no ensino nao superior, o que ajuda a explicar a grande ligacao entre investigadores e

professores na area da Didatica da Matematica em Portugal.

Ao nivel da divulgacao do conhecimento em Educacdo Matematica, saliente-se a importancia
da revista de investigacdo Quadrante e de alguns congressos anuais de investigacdao, como o
Seminario de Investigacdo em Educacdao Matematica (SIEM), promovido pela Associacdo de

Professores de Matematica (APM) e que se realiza desde o ano de 1989, na literacia Matematica.

Por sua vez, a Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM) publica desde 1937 a revista
Portugaliae Mathematica, indexada em diversos indices da especialidade, e ainda o Boletim da
Sociedade Portuguesa de Matemdtica e a Gazeta de Matemdtica. A SPM tem procurado discutir
a problematica do ensino e da aprendizagem de Matematica, ora realizando encontros de
professores como o Encontro Nacional da SPM, ora promovendo cursos de formacao e
especializacao de professores, ou ainda apoiando e organizando outras atividades, entre as

quais se destacam as famosas Olimpiadas Portuguesas de Matematica.

Também a Sociedade Portuguesa de Ciéncias da Educacdo organizou diversos encontros
tematicos sobre Educacdo Matematica (entretanto surgiu uma nova organizacao auténoma, a
Sociedade Portuguesa de Investigacdo em Educacao Matematica), e recentemente tém surgido
varios congressos em Ciéncias da Educacdo parcialmente dedicados a Educacao Matematica,
como o de Investigacao, Praticas e Contextos em Educacao, realizado pelo Instituto Politécnico
de Leiria desde 2014.



Existem variadas valéncias da Didatica da Matematica como campo académico, incluindo-se

nelas as comunicacdes em congressos e outras reunides cientificas, a producdo de artigos e

livros e a publicacao de teses académicas, que compodem a investigacao propriamente dita. Mas

além da producao do material citado, € também importante englobar nas valéncias os processos

de trabalho, como as atividades dos projetos, a insercao institucional, o funcionamento dos

grupos de trabalho e a ligacdo com outros campos da Matematica e de outras ciéncias.

A investigacao portuguesa em Educacdao Matematica tem assentado em trés grandes eixos,

seguidamente indicados e sucintamente explicados (Ponte, 2008).

1.

A perspetiva curricular. Esta € muitas vezes enfatizada, ja que as sucessivas reformas
dos diferentes planos de estudo, nos diversos ciclos de estudo, foram normalmente alvo
de criticas e debate, o que incutiu especial relevo a esta perspetiva. A maioria dos
alunos que estao atualmente no ensino superior tiveram metas curriculares, e
respetivos programas nelas assentes, que valorizavam, desde o ensino basico,
capacidades de resolucao de problemas, espirito critico e autdonomo na resolucao de
tarefas, bem como a contextualizacdo do problema e a aplicacao da Matematica. O uso
da tecnologia (com o seu expoente maximo na utilizacao de calculadoras graficas) e o
recurso ao trabalho de grupo fizeram parte (e ainda fazem) da maioria das orientacées
curriculares dos programas do ensino nao superior de Matematica. O Despacho
n.° 15971/2012, de 14 de dezembro, definiu datas de implementacao de novas metas
curriculares e respetivos programas. Estas encontram-se explanadas na Tabela 1.1. Os
novos programas, cuja fase de implementacao cobre os anos de realizacao desta tese,
sdo ambiciosos em todos os ciclos de estudos e tém (como alias os anteriores programas)
sido alvo de fortes criticas, em especial pela miriade de topicos que se espera cobrir.
A titulo de exemplo, podemos referir a introducao do conceito de fracdo no 2.° ano ou
a multiplicacao e divisdo de nimeros racionais no 4.° ano. Ja ao nivel da Matematica
A, os programas a implementar (com inicio no ano letivo 2015/16) foram publicados em
janeiro de 2014. Nestes, destaca-se no 10.° ano a logica matematica, o formalismo das
classes de equivaléncia e a antecipacao de temas habitualmente lecionados em anos
seguintes. Por conseguinte, introduz-se agora no 12.° ano um capitulo de calculo
integral. Os programas e metas curriculares respeitantes a Matematica A (Bivar, Grosso,
Oliveira, Loura, e Timoteo, 2014), bem como os cadernos de apoio relativos a estes,
estdo disponiveis no site da Direcdo-Geral da Educacdo (DGE) em
http://www.dge.mec.pt/matematica-ch-ct.

O objeto de estudo. Em relacao ao objeto de estudo, varios trabalhos de investigacao
visam o papel do professor. Este é habitualmente considerado como peca fundamental
no processo educativo, devido a autonomia que detém na sala de aula. Assim, procura-
-se entender os seus conhecimentos profissionais, a sua formacao e as suas
competéncias pedagogicas. Outros trabalhos focam-se na aprendizagem dos alunos e

na forma como estes constroem o conhecimento. Neste particular procura-se debelar



caréncias neste processo, estudando a aprendizagem em dominios especificos e
historicamente controversos, como a nocao de limite ou a Teoria das Probabilidades.
3. A metodologia de investigacdo. Quanto a metodologia de investigacao, a tradicdo
portuguesa tem sido influenciada pela escola anglo-saxdnica, procurando equilibrar
rigor e relevancia. E habitualmente qualitativa e interpretativa, utilizando diversos

métodos (estudos de caso, estudos colaborativos, experiéncias de ensino, entre outros).

Tabela 1.1 - Datas de implementacao das novas metas curriculares (M - Matematica e Mat A - Matematica
A)

Anoc:etivo Anos de escolaridade
e

aplicacao
obrigatoria 1.° 2.° 3.° 4.° 5.° 6.° 7.° 8.° 9.° 10.° | 11.° | 12.°

2013-2014| M M M M

2014-2015 M M M M

2015-2016 M | MatA

2016-2017 Mat A

2017-2018 Mat A

A nocdo matematica de continuidade é relativamente bem conhecida pela maioria dos alunos,
pelo menos quanto ao seu significado intuitivo, desde o ensino secundario. Por exemplo, o
desabrochar de uma flor € um fenémeno continuo (Teixeira, Precatado, Albuquerque, Antunes
e Napoles, 1997), bem como o crescimento de uma crianca. Por outro lado, a passagem de um
fluido do estado liquido para o estado gasoso configura um ponto de descontinuidade, bem

como a morte de um determinado ser vivo.

Muitas vezes as nocoes intuitivas de limite e de continuidade de uma funcao num ponto parecem
razoavelmente apreendidas por parte dos alunos, do ponto de vista conceptual. Porém, ao nivel
das definicoes, sao detetadas bastantes dificuldades. Entre estas destacamos as seguintes:

e o formalismo dos conceitos;

e 0o simbolismo utilizado;

e 0 conceito de variavel/incognita;

e anocao de aproximacao;

¢ a ligacao entre o significado informal dos conceitos e as suas definicoes;

e as representacdes graficas dos conceitos.

As dificuldades sentidas pelos alunos relativamente a compreensao do conceito de limite

refletem-se, naturalmente, na compreensao do conceito de continuidade visto este ser definido
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com base no primeiro de acordo com o curriculo ministrado no ensino secundario até ao ano
letivo de 2015/16, e também no novo curriculo do 11.° ano que comecou a vigorar no ano letivo
2016/17.

Neste estudo, e quanto aos conceitos de limite e de continuidade, opta-se por introduzir
primeiramente o conceito de continuidade e s6 posteriormente o de limite. O conceito de

vizinhanca de um ponto sera a base desta nova abordagem.

De acordo com o nosso ponto de vista, esta perspetiva tem a vantagem, para os alunos, do
conceito de funcdo continua num ponto ou em todo o seu dominio ndo depender da
compreensao do conceito de limite, comummente considerado como mais dificil. Efetivamente,
abundam na literatura trabalhos sobre a dificuldade do conceito de limite. Em Cottrill,
Dubinsky, Nichols, Schwingendorf, Thomas e Vidakovic (1996) é indicado que a maioria dos
estudantes nao consegue compreender o conceito de limite, quanto mais calcular a maioria dos
limites pretendidos. Mais ainda, € indicado que boa parte das dificuldades posteriormente
encontradas em conceitos como continuidade, diferenciabilidade e integracdao advém de
dificuldades com o conceito e o calculo de limites (ainda sobre este assunto, consultar por
exemplo Orton, 1983, ou Tall, 1992). Mesmo quando a tecnologia foi utilizada para auxiliar o
calculo de limites, os resultados foram pouco satisfatorios, o que se nos afigura estar
relacionado com a inexisténcia de uma estratégia “Unica” para calcular limites (Monaghan, Sun

e Tall, 2006). Estes autores referem ainda que para boa parte dos alunos lim f(x) é visto como
xX—a

um processo dinamico e quase de “aproximar sem alcancar”, e nao como um valor concreto.
Em Cornu (1981) é indicado que, independentemente dos limites estarem relacionados com a
continuidade de funcdes ou com sequéncias e séries, o seu calculo e compreensdo é sempre
complicado. Por sua vez, Cottrill et al (1996) afirmam que nao encontraram trabalhos que
apresentem estratégias eficazes que permitam ultrapassar as dificuldades sentidas com a

compreensao e o calculo de limites.

Podemos agora concretizar e exemplificar algumas das dificuldades associadas as definicoes de
limite e continuidade atualmente em vigor para os alunos do 12.° ano de Matematica A:

e O facto de uma funcado poder nunca atingir o valor do limite. Por exemplo, lim e* =0
xX——00

. 1 1
mas no entanto e* >0,vx €R, e do mesmo modo lim = =0 quando —=>0,vVx€

x—+00 X

R\{0}. Esta questdo (e outras similares) é frequentemente colocada por alunos no
calculo de limites, pois parte deles consideram que os limites acima indicados nao
existem. Em Juter (2007), afirma-se que é um desafio encarar o fim de um processo
infinito (limite) como um objeto finito, o que so6 é alcancado por parte dos alunos que
conseguem arquivar o conceito de limite como um objeto e que podem utiliza-lo como

uma parte de um processo mental, com mais ou menos ligacdes a outros conceitos.



e Em muitos casos, os alunos apenas referem a igualdade dos limites laterais de uma
funcao num ponto para justificarem a continuidade da funcdo nesse ponto sem
referirem o valor da funcao no ponto. As consequéncias desta justificacao levariam a
que uma funcdo pudesse ser considerada continua num ponto onde nem sequer
estivesse definida, ou seja, fora do seu dominio. Por exemplo, considerando as funcoes
g e i seguidamente expostas, a funcao g € muitas vezes indicada como continua no

ponto x = 1 e a funcdo i como continua em x = 0.

Figura 1.1 - Exemplo de pontos de interesse no estudo da continuidade

e A definicdo de continuidade baseada no conceito de limite num ponto isolado ndo é
facilmente apreendida por parte dos alunos visto a funcao nao se encontrar definida
nem a esquerda nem a direita do ponto isolado, o que dificulta a compreensao dos

limites laterais.

E de salientar ainda que o novo programa curricular de Matematica A do 11.° ano implementado
em 2016/17 ja contempla a nocao de limite num ponto admitindo o valor no préprio ponto (e
nao apenas por valores distintos deste), pelo que expectavelmente os alunos que ingressarem
no ensino superior em 2018/19 ja assumirdo, por exemplo, a existéncia de limite num ponto
isolado. No entanto, os alunos que estdao atualmente no 12.° ano ainda estao a trabalhar os
conceitos de limite e continuidade de acordo com o programa antigo, com as consequéncias

acima indicadas. Esta questao sera debatida com mais profundidade no proximo capitulo.

Importa agora perceber como é que a nocao de continuidade podera, na pratica, ser introduzida
antes da definicao de limite. Note-se desde ja que esta ideia ndo € nova, mesmo no contexto
portugués. Em Teixeira et al (1997), obra que pretendia ser um caderno de apoio para
professores de Matematica ensino secundario, a continuidade nao é introduzida com recurso

aos limites, mas com a definicao seguinte, de Weierstrass.

Definicao 1.1 (Weierstrass)

Seja A um subconjunto de R e a € A. A funcado f: A -» R é continua em a se para

qualquer § > 0 existe € > 0 tal que para todo o x € A tal que |x — a| < € se tenha

If () = f(a)] < 6.



A definicao supra é independente do conceito de limite, e implica a continuidade nos pontos
isolados. Assim, por exemplo, a funcdo f(x) = x com x € N € continua em R, com base na

definicao acima, apesar do seu dominio se tratar apenas de um conjunto de pontos isolados.

No programa de Matematica A que vigorou até ao pretérito ano letivo (homologado em 2002 e
revogado em 2016/17), os alunos tinham o primeiro contacto com os limites no 11.° ano, onde
de forma relativamente informal e com base na calculadora grafica se estudam os limites de
sucessdes. Mais tarde, no 12.° ano (e saliente-se mais uma vez que em 2016/17 é o programa
antigo que esta a vigorar), os alunos trabalham a continuidade com recurso as definicoes de
Cauchy e de Heine (ver Capitulo 2), mas habitualmente consideram que uma funcao € continua
num ponto a aderente ao seu dominio quando o seu limite nesse ponto é igual ao valor da
funcao no ponto, excluindo o valor do ponto a na obtencao do limite. O facto de no 12.° ano se
excluir o valor da fungdo no ponto a no calculo do limite nesse ponto leva a que x nao possa
efetivamente ser igual a a no calculo desse limite, implicando a ndo existéncia de limite em
pontos isolados. Na pratica, a exclusdo de a dos pontos a analisar o limite leva a que, na
pratica, apenas os pontos de acumulacdo sejam considerados como passiveis de ter limite.
Revela-se assim uma diferenca entre os diferentes conceitos de continuidade possiveis de ser

ensinados aos alunos de Matematica A.

Coloca-se entao a questao: “Como introduzir o conceito de continuidade sem recurso ao
conceito de limite?”. Seguindo a linha de pensamento de Campos Ferreira (2005), iremos basear

o conceito de continuidade na nocao de vizinhan¢ca de um ponto.

A nocéo de vizinhanca de um ponto, que sera mais tarde formalizada, pode ser vista como um

intervalo aberto e simétrico em torno de um ponto (figura seguinte)

Figura 1.2 - Representacao grafica de uma vizinhanga de um ponto

Assim, os estudantes tém de compreender o comportamento de uma certa funcao f numa
vizinhanca de um ponto a, o que nos parece uma forma mais simples e elegante de introduzir
o conceito de continuidade num ponto, compreendendo uma série de vantagens que serao

elencadas nos capitulos seguintes.

1.1 Modelo RBC+Co e a Construcao do Conhecimento

O modelo RBC+Co (“Recognizing”, “Building-with”, “Constructing” and “Consolidation”) é
habitualmente utilizado quando se pretende estudar o processo de construcao de conhecimento

matematico (Kidron e Dreyfus, 2008) pelos estudantes. As quatro acdes epistémicas que o



compdem, e que em portugués podem ser traduzidas como reconhecer, construir, construcao
e consolidacdo, definem a espinha dorsal da construcdo do conhecimento abstrato,
normalmente produzido em sala de aula. Sucintamente (ver descricao detalhada no Capitulo 3)
trata-se de um modelo onde as acdes epistémicas se encontram aninhadas, em que se procura
estudar o processo de construcao de conhecimento pelo aluno. Pretende-se que este comece
por reconhecer (“Recognizing”) que certos conceitos que ja domina sao importantes para
resolver um novo problema, e seguidamente que junte esses conceitos adquiridos e produza
novas ideias (“Building-with”). A terceira fase é a da construcédo (“Constructing”), que ocorre
quando o estudante utiliza pela primeira vez o novo conhecimento produzido, habitualmente
de forma incipiente e no contexto de um problema concreto em analise. A fase da consolidacdo
(“Consolidation”) visa o aperfeicoamento da construcdo, normalmente em fase posterior,
depois de a tarefa ser alvo de analise pelo sujeito, levando ao debelar dos pontos fracos

revelados durante a construcao.

0 modelo RBC é uma componente essencial da Abstracdo em Contexto (AiC), estrutura tedrica
que procura estudar a construcao do conhecimento abstrato. Dreyfus, Hershkowitz e Schwarz
(2015), num trabalho recente, escalpelizam e (re)definem esta metodologia, com base em
trabalhos anteriores dos mesmos autores e seguindo as ideias preliminares de Davydov (1990).
Este topico sera igualmente desenvolvido no Capitulo 3, mas podemos resumidamente
considerar que a AiC procura estudar a ascensdo ao concreto, através de um processo de
matematizacado vertical da construcdao do conhecimento. Contendo trés etapas (necessidade,
emergéncia e consolidacdo), é na segunda que habitualmente se concentram os maiores
esforcos dos investigadores e onde se utiliza a metodologia RBC+Co. Tal como os nomes
indicam, a necessidade refere-se ao momento em que o estudante sente que precisa de mais
conhecimento matematico (construcdo), a emergéncia ao processo de obtencdo dessa
construcdo, e a consolidacdo a fase final em que a nova construcdo pode ser utilizada
“livremente” pelo estudante em situacdes concretas e diversas, pois ja a domina de forma

abstrata.

No contexto do problema em analise, pretende-se que o estudante construa as suas nocoes de
continuidade e de limite, através da realizacao de tarefas praticas, supervisionadas por um
professor que procura direcionar esse processo de construcao, por forma a que o estudante
atinja os objetivos propostos (construcdo e consolidacdo dos conceitos de continuidade e
limite). Neste sentido é importante que o estudante comece por “reconhecer” que as
representacoes graficas e que a nocao de vizinhanca sdao importantes para definir a
continuidade num ponto, originando o “construir” de uma representacao grafica de uma funcao
continua. Essa “construcdo” sera depois “consolidada” de forma analitica e, mais tarde, usada

num novo “reconhecer” em relacao ao limite num ponto.



1.2 Questdes de Investigacao

De acordo com o ja referido nas seccoes anteriores, o objetivo do estudo é mais amplo do que
a simples mudanca sequencial da ordem de lecionacdo do programa. E imprescindivel
compreender a forma como os alunos constroem os conceitos de limite e de continuidade, e
nao apenas discernir se eles os compreendem e sabem aplicar, nos diversos problemas e de
diversas formas. A analise das dificuldades sentidas neste processo é igualmente relevante e
pode servir para melhorar todo o processo de lecionacao; se soubermos quais sao as principais
dificuldades dos alunos, e porque é que estas surgem, poderemos atuar de forma profilatica
nas aulas de forma a trabalhar detalhadamente os pontos mais delicados, ou definir novas
abordagens aos conceitos mais complicados. Por exemplo, se os alunos tiverem dificuldade em
“reconhecer” que uma funcao continua num ponto tem limite nesse ponto, eles irdo certamente
ter dificuldade em “construir” a nocao de limite, pelo que mais tarefas sobre o assunto (com
recurso a funcdes continuas e descontinuas, representadas quer de forma analitica quer de

forma grafica) poderao ser necessarias.

Os objetivos visados no presente estudo, de acordo com o enquadramento no modelo teorico

RBC+Co (ver Capitulo 3), sao os seguintes:

1. proceder a analise, descricao e reflexao do raciocinio dos alunos, na perspetiva
das acoes epistémicas reconhecer (Acd@o-R), construir (Acdo-B), construgdo
(Acdo-C) e consolidacdo (Co);

2. detetar as dificuldades dos alunos manifestadas no processo de resolucao das
tarefas e exposicdo de raciocinios, bem como as caracteristicas presentes
nessas tarefas ou nos raciocinios desenvolvidos que contribuam para a

construcao dos conceitos de continuidade e de limite.

Desta forma, no quadro dos objetivos delineados, a investigacdo pretende responder as

seguintes questdes de investigacao:

1. que acles epistémicas sdo possiveis identificar, no decurso do processo de
abstracao dos alunos durante a construcéo do novo conhecimento matematico,
nomeadamente:

e enquanto desenvolvem a compreensao dos dados enunciados;

e identificam a necessidade de recorrer a outras nocoes
matematicas ou construcodes ja adquiridas;

e aplicam estratégias e solugdes intermédias;

e organizam conhecimentos e ideias;

e constroem os conceitos de limite e de continuidade?

2. como se sequenciam e relacionam essas acoes epistémicas?



1.3 Descricao dos Capitulos

Apos o presente capitulo introdutorio, no Capitulo 2 sdo discutidas e analisadas as diferentes
definicdes de limite e de continuidade, bem como as suas implicacoes. Procura-se discutir as
diferentes abordagens possiveis a estes conceitos por forma a justificar as definicdes utilizadas

na experiéncia pedagogica que foi realizada.

O Capitulo 3 é dedicado ao processo de construcdo do conhecimento. Além de se discutirem e
analisarem varias das estratégias habitualmente utilizadas em Didatica da Matematica, é dado
o enfoque a Abstracdo em Contexto e ao Modelo Teoérico RBC+Co, e a forma como estas

estratégias podem ser aplicadas na analise dos dados.

Por sua vez, o Capitulo 4 descreve a Metodologia de Investigacdo. Sao introduzidas as
particularidades de uma investigacao qualitativa, segundo diversos autores, com o intuito de
justificar a escolha da investigadora. Segue-se a caracterizacao dos alunos e a contextualizacao
do espaco em que o estudo decorreu. Finalmente sao descritos os processos de tratamento,

recolha e analise de dados que foram efetuados neste trabalho.

A proposta pedagodgica ocupa o Capitulo 5. Neste capitulo é apresentada a unidade curricular
alvo de experimentacao. As diferentes atividades desenvolvidas com os alunos, enquadradas no

objetivo e no problema do estudo, sao igualmente abordadas neste capitulo.

Os registos escritos e audiovisuais das producées dos alunos, em relacao as atividades por estes
desenvolvidas, gerou uma inegavel fonte de informacao que é nédo so6 relatada, mas também
discutida e analisada no Capitulo 6. E naturalmente um capitulo de vital importancia pois
permite aquilatar o processo de construcdo de conhecimento matematico pelos alunos

envolvidos.

O Capitulo 7 é dedicado a analise transversal dos resultados apresentados no Capitulo 6, no
qual tentaremos verificar se as conjeturas que foram despontando ao longo do capitulo anterior
se confirmam pela analise que iremos efetuar. Na primeira seccéo ira ser realizada a analise,
para todas as questdes, das subcategorias evidenciadas em cada uma das acdes epistémicas,
bem como das suas conexdes, enquanto na segunda seccao serao analisadas a manifestacao das

acoes epistémicas e as relacoes existentes entre estas, novamente para todas as questdes.

Para finalizar, no Capitulo 8 apresentam-se as conclusdes do estudo, dando resposta as questoes
de investigacao colocadas. Paralelamente, procura-se avaliar a relevancia deste estudo e os
efeitos que este possa ter na pratica educativa, prestando-se, igualmente, algumas

recomendacoes.
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Capitulo 2

Limites e Continuidade

No presente capitulo iremos confrontar diversas definicdes acerca dos conceitos de limite e de
continuidade de diversos autores, apos as quais iremos selecionar aquelas a que o0 nosso

trabalho se ira dedicar.

Em termos estruturais, o atual capitulo encontra-se dividido em trés seccdes, a primeira
referente as nocdes topologicas necessarias as seccoes seguintes, relativas aos conceitos de

limite e de continuidade.

Relativamente a segunda seccao, dedicada ao conceito de limite, comecaremos por apresentar,
como ja foi referido, diferentes formas de definir limite e as suas implicacdes na lecionacao
deste conteudo. Em consequéncia das alteracoes efetuadas ao programa de Matematica A
acerca da definicdo de limite utilizada no ensino secundario, consideramos que essas
modificacdes sdo de extrema relevancia, pelo que serdo incluidas nesta seccdo. Toda esta
analise ira culminar na opcao assumida no presente trabalho no que concerne a definicao de

limite e a sua justificacao.

Na terceira seccao serdo abordadas varias definicées de continuidade, nomeadamente a nogao
de continuidade baseada nos conceitos de limite, de vizinhanca, em infinitésimos e ainda a
definicdo de continuidade no novo programa de Matematica A. Analogamente ao que foi
efetuado na seccao anterior, todas essas definicoes serao confrontadas com o intuito de

selecionar e justificar a escolha que melhor se adapta ao nosso estudo.

2.1 Nocébes topologicas

Atendendo a que ao longo deste capitulo serao necessarios alguns conceitos topoldgicos na reta
real, ja que sao referidos nas diversas definicoes de limite e de continuidade, opta-se por os
introduzir nesta seccdo. Comecemos por formalizar a definicdo de vizinhanca, ja introduzida

de forma grafica com a Figura 1.2, da forma seguidamente indicada.
Definicao 2.1 (Vizinhanca de um ponto).

Sendo a um numero real qualquer e £ um nimero real positivo, chama-se
vizinhanca de centro a e raio € ao conjunto dos nimeros reais cuja distancia a a é
inferior a &,

V.(a)={x€eR:|x—a|<e}=]la—¢a+el
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Por analogia, a vizinhanca lateral a direita de um ponto sera

Vt.(a)={x€la,+xo[:|x —al <&} =]a;a+ €[

e a vizinhanca lateral a esquerda

V(@) ={x€]l—,a[:|x —a| <€} =]la—c¢;al.

Também os conceitos de ponto de acumulacao, de ponto isolado, de ponto aderente, de ponto
exterior e de ponto fronteiro sao muitas vezes utilizados para definir o limite e a continuidade
num ponto, como veremos nas seccoes seguintes, e sao agora formalizados, de acordo com
Ferreira (2005).

Definicao 2.2 (Ponto de acumulacao)
Seja X c R e a € R. Diz-se que a é ponto de acumulacao de X se e so se

Ve > 0,V.(a) n X\{a}) # 0.

Definicdo 2.3 (Ponto isolado)

Seja X cR e a€R. Se existe ¢ > 0 tal que V.(a) nX = {a}, diz-se que a € um ponto

isolado de X.

Definicdo 2.4 (Ponto aderente)

Seja X c R e a € R. Diz-se que a é ponto aderente a X se e sd se Ve > 0,V.(a) N X # 0.

Definicdo 2.5 (Ponto exterior)

SejaX c Re a € R. Se existe £ > 0 tal que V.(a) n X = @, diz-se que a é exterior a X.

Definicao 2.6 (Ponto fronteiro)

Seja X c R e a € R. Chama-se ponto fronteiro de X qualquer ponto a tal que, para todo
0 £€>0, V,(a) tenha pelo menos um ponto de X e pelo menos um ponto do seu

complementar.

Destacamos o facto de um ponto fronteiro poder, ou ndo, pertencer ao dominio de uma funcao,

o qual sera fundamental verificar em determinadas situacoes.
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2.2 Nocao de limite

2.2.1 Algumas formas de definir limite

Na analise matematica atual, grande parte dos conceitos sdo lecionados com recurso a nocao
de limite. Associadas a ela estao as nocoes de continuidade, derivada e integral e ainda o estudo
de séries. As nocoes de limite sempre provocaram debate entre os matematicos, assentando
inicialmente, e até ao final do século XVIIl, em ideias vagas sobre o infinito. D’Alembert, que
afirmou que a nocao de derivada precisava de uma definicao explicita de limite, considerou
(no século XVIII) que “a teoria dos limites era a metafisica do calculo”. Mais tarde, em 1821,
Cauchy redesenhou o curso de calculo da Escola Politécnica de Paris, tendo introduzido a nocao

rigorosa de limite como base para os seus apontamentos:

Definicao 2.7 (Cauchy)

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto contendo o ponto a, podendo
nao estar definida no ponto a. Seja b um nimero real. Diz-se que o limite de f(x)
quando x tende paraa é b, se e s se, para todo o £ > 0 podemos encontrar um
numero § >0 tal que, para todo o x do dominio de f, se x é tal que
0 < |x—al <6 entdo |f(x) — b| < €. Simbolicamente

Ve> 0,30 >0:VXxED,,0<|x—al|<d=|f(x) —b| <e.

Atualmente, a definicao de limite de Cauchy (juntamente com a de Heine, que veremos
posteriormente) ainda € uma das bases para as diferentes definicoes de limite utilizadas nas
unidades curriculares de Analise e Métodos Quantitativos dos cursos superiores portugueses.
Neste trabalho, identificaremos algumas destas definicdes, baseadas de forma mais ou menos
explicita na definicao de limite de Cauchy. Em Cotrim, Felgueiras e Matos (2009) é indicada a

definicao seguinte.

Definicao 2.8 (Cotrim, Felgueiras e Matos)

Seja f uma funcdo real de variavel real e a € R um ponto de acumulacao do seu
dominio (exclui os pontos isolados). Diz-se que o limite de f quando x tende para
a é o nimero real b se e sO se para toda a vizinhanca de b de raio § existe uma
vizinhanca de a de raio ¢ tal que

(1.1 xeV(a\{a} = f(x) € Vs(b),

isto &,

(1.2) limf(x) =be=V5>0,3e>0:0<|x—a|<e=|f(x) —b| <56.
x—-a

Por sua vez, em Napoles (1994), encontramos a seguinte definicao:
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Definicao 2.9 (Napoles)

Seja f:X c R —> R e a € X. Diz-se que b é o limite de f no ponto a (ou quando x
tende para a) e escreve-se
(1.3) limf(x)=0»b

x—a
se
(1.4) V6 >0,3¢ > 0:x € X nV.(a) = f(x) € Vs(b)
ou de forma equivalente

V6 > 0,3e > 0: f(X NV, (a)) c Vs(b)

onde X representa o conjunto de pontos aderentes de X, ou seja, o seu interior

unido com a sua fronteira.

De acordo com a autora, a notacao utilizada na definicao 2.9 permite que esta se adapte aos

casos em que a ou b nao sejam finitos.

Por outro lado, se a € X a definicao 2.9 conduz a que b = f(a). Com efeito, nesse caso
a € V,(a) para qualquer € > 0 e assim f(a) € Vs(b) para qualquer § > 0, o que obriga a que
b = f(a). Assim, a existéncia de limite num ponto pertencente ao dominio da funcao é

equivalente a continuidade nesse ponto (Ferreira, 2005).

A diferenca fundamental entre as duas definicdes de limite anteriores reside no facto de que
em (1.1) x € Vs(a)\{a}, excluindo-se o ponto a, enquanto que em (1.4) o ponto a nao é
retirado. Esta diferenca parece subtil, mas sera importante no estudo do limite em pontos
isolados e em pontos de descontinuidade. Mais ainda, na definicdo 2.8 é indicado que o ponto
a tem de ser de acumulacdo, implicando a nao existéncia de limite nos pontos isolados, ao

passo que na definicao 2.9 isso nao acontece.
Por sua vez, Safier (2011) utiliza a seguinte definicao de limite de uma funcao num ponto:

Definicao 2.10 (Safier)

Se os valores assumidos por uma funcao f(x) arbitrariamente se aproximam de L,
quando os valores de x de entrada ficam cada vez mais proximos de a, entédo L é
designado como o limite de f(x) quando x se aproxima de a, 0 que se escreve
como
lim f(x) = L.
x—a
Apesar de depender do conceito vago de aproximacao, esta definicao é apreendida por boa
parte dos estudantes. Talvez exemplos praticos se justifiquem nesta introducao “informal” de
limite. Por exemplo, posso dividir um bolo por um nimero cada vez maior de pessoas, sem

nunca dar “zero bolos” a cada pessoa nem ter “infinitas” pessoas, ou posso somar

. 111 = o—n
sucessivamente —,~, = (0s termos da sucessao 27") sem nunca alcancar 1.
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Também Ferreira (2005) introduz o limite como o significado intuitivo da frase “f(x) tende para
b quando x tende para a”, seguido da expressao (1.3). Este autor faz a construcao do conceito

de limite, desde a sua nocéao intuitiva até a nocao mais teorica, que sera da forma

Definicao 2.11 (Ferreira)

Seja f uma funcao real definida no conjunto D c R, a € R um ponto aderente a D
e b um numero real. Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para a,

lim f(x) = b, se e sO se
x—a

vé > 0,3e > 0: Vx, (x eV.(a)nD=f(x) € Va(b)).

Por fim, apresentamos outra definicao de limite, segundo Heine. Esta definicao faz parte dos

programas de Matematica A do ensino secundario, mesmo do que vigora desde 2016/17:

Definicao 2.12 (Heine)

O limite de f no ponto a é b se, para todas as sucessoes (x,,) de elementos de

Dy convergentes para a, as sucessoes f(x,) forem convergentes para b.

Considera-se na definicao acima que as sucessdes podem efetivamente assumir o valor de a,
apesar de em alternativa se poder considerar apenas as sucessées que nao assumem o valor de

a, com as implicacdes ja consideradas aquando da discussdo das definicoes 2.8 e 2.9.

Esta definicdo’ utiliza os conhecimentos de sucessdes adquiridos no ensino secundario, mas o
processo de Bolonha implicou que, pelo menos nas licenciaturas das escolas politécnicas, as
unidades curriculares de matematica tivessem sido substancialmente reduzidas, o que levou a
que as séries/sucessoes nao sejam atualmente lecionadas na maioria das licenciaturas nas areas
de engenharia e gestdo destas escolas. No entanto, € uma definicao especialmente util para

provar a nao existéncia de limite. Por exemplo, para provar que f(x) = sinx ndo tem limite

2n+1
T

quando x tende para infinito, basta considerar a sucessao x,, = 2

,onde lim x, = 4+ mas
n-+oo

f(x,) = sin (an—ﬂn) = (—1)" nao tem limite.

2.2.2 Implicagdes das diferentes defini¢cdes de limite

Importa agora escalpelizar e exemplificar as implicacoes das diferentes definicdes de limite
introduzidas. A este respeito, destacamos a excelente discussao promovida em Teixeira,
Precatado, Albuquerque, Antunes e Napoles (1999) sobre estas questdes. Nesse texto sao
apresentadas duas definicdes de limite com base em Cauchy, e duas definicées de limite com
base em Heine. Vamos considerar as definicbes de Cauchy apresentadas nesse manual,

atendendo ao facto das definicoes de Cauchy e de Heine serem equivalentes e desta ultima

1 Em Napoles (1994) ou, de forma similar, em Ferreira (2005).
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depender de conhecimentos de sucessdes e de séries que nao sao atualmente lecionados na

maioria das licenciaturas nas areas de engenharia e gestao das escolas politécnicas.
Definicao 2.7* (Cauchy)

Seja f uma funcao definida num subconjunto X de R e a um ponto aderente de X.
Diz-se que b é o limite de f no ponto a ou quando x tende para a se, para
qualquer nimero § > 0, existe um numero ¢ > 0 tal que se tem f(x) € Vs(b),

sempre que x € X NV, (a).
Definicao 2.7’ (Cauchy)

Seja f uma funcao definida num subconjunto X de R e a um ponto aderente de X.
Diz-se que b é o limite de f no ponto a ou quando x tende para a se, para
qualquer nimero § > 0, existe um numero ¢ > 0 tal que se tem f(x) € Vs(b),

sempre que x € (X\{a}) NV, (a).

Note-se que a definicao 2.7* é equivalente a definicao 2.11, de Ferreira, e que a definicao 2.7’
€ equivalente a definicdo 2.8, de Cotrim et al (2009). Nesta ultima igualdade, note-se que na
definicao 2.8 estamos restritos a pontos de acumulacao e que na definicao 2.7’ admitimos
pontos aderentes (basicamente, os pontos aderentes de um conjunto X incluem os seus pontos
de acumulacao mais os seus pontos isolados), mas como na definicao 2.7’ retiramos o ponto a
dos pontos de interesse, as definicoes acabam por ser equivalentes. Neste sentido importa
ainda referir que a condicao x € V,(a)\{a} na definicao 2.8 pode ser escrita como x € V.(a), pois
ao ser indicado que a € um ponto de acumulacao ja estamos a excluir os pontos isolados, que

€ o objetivo desta restricao na definicao 2.7’.

Teixeira et al (1999) apresentam um conjunto de observacdes sobre esta tematica, entre as
quais destacamos:

e Quandoa ¢ X = X\{a} = X, logo as definicoes 2.7* e 2.7’ sao equivalentes.

e Apesar de parecer que a definicdo 2.7* € uma extensao da definicdo 2.7’, por incluir o
ponto a, assim nao €, pois, na realidade sdo definicdes diferentes que implicam em
alguns casos (ver exemplo seguinte) a existéncia ou nao de limite num ponto.

e Adefinicdo 2.7* implica que se existir limite num ponto a € X, entdo esse limite é igual

a b, isto é, lim f(x) = b. Ferreira (2005) desenvolve um pouco mais esta ideia e afirma
x—-a

que

... ha hipotese de a ser um ponto do dominio de f, se f for continua no
ponto a esta condic@o serd verificada se (e so se) for b = f(a)... Assim, a

existéncia de limite num ponto pertencente ao dominio da fungdo
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equivale a continuidade nesse ponto, verificando-se, nesta hipdtese, a
igualdade lim f(x) = f(a). (p. 284)
x—a

Ou seja, nao ha limite nos pontos de descontinuidade da funcao.

e A definicao 2.7’ implica que nao exista limite nos pontos isolados, ao passo que a
definicao 2.7* implica que o limite nos pontos isolados é o valor da funcdo nesses

pontos.

Em sumula, as grandes diferencas entre as duas definicdes prendem-se com a existéncia ou
ndo de limite em pontos isolados e com a existéncia ou ndao de limite em pontos de

descontinuidade.

A definicdo 2.7* tem ainda outra implicacdo: € comum os alunos no secundario afirmarem que
se existirem e forem iguais os limites laterais no ponto a, ou seja, quando x se aproxima de a
mas sem atingir este ponto, entdao a funcao tem limite nesse ponto. Concretizando, se

lim+f(x) =b e lim f(x) = b entdo lim f(x) = b. Ora esta conclusdao contraria o que foi dito
x—-a x—-a x—-a

anteriormente, caso f(a) # b. Ferreira (2005) resolve esta questao considerando simplesmente

lim f(x), e afirma apenas que se os limites laterais forem diferentes entao a funcao nao

x-a,x+a

tem limite no ponto.

Para facilitar a compreensao dos topicos discutidos, apresentamos em baixo um pequeno

exemplo de aplicacao das definicdes introduzidas.

Exemplo: Seja f uma funcdo real de variavel real cuja representacao grafica se encontra

exposta a seguir.

0 4 4 ; ; ; ' | 1 1 1 4 I 1 4 )

t t t t
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Figura 2.1 - Limites em pontos de descontinuidade e em pontos isolados
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Com base na definicdo 2.7’, que é atualmente lecionada, de forma mais ou menos similar, no

ensino secundario, lirr% f(x) nao existe e lirr} f(x) = 1. Note-se ainda que ¢ irrelevante para o
X— xX—

calculo de lin%f(x) = 2 que o ponto x = 2 pertenca ou nao ao dominio da funcao.
X

Por sua vez, com base na definicdo 2.7*, que é muitas vezes adotada em cursos superiores,

lirr; fx)=3 e lirr} f(x) ndao existe, e portanto caracterizamos assim as duas diferencas
xX— X—

fundamentais entre as duas definices: os pontos isolados e os pontos de descontinuidade.

Neste caso verifica-se igualmente 1irr21 f(x) = 2 eairrelevancia do ponto x = 2 pertencer ou nao
xX—

ao dominio da funcao.

2.2.3 A definicao de limite no novo programa de Matematica A
O programa de Matematica A que vigorou até ao ano letivo 2015/16 para o 11.° ano de
escolaridade contemplava a introducao do conceito de limite nesse ano de escolaridade, mas

de forma intuitiva e informal. No programa disponivel no sitio da DGE ¢é indicado que

O conceito de limite, a ser formalizado mais tarde, deve ser utilizado de forma
intuitiva (incluindo o de limite lateral esquerdo e direito). Neste contexto devem
ser introduzidos os simbolos +o e —o, devendo chamar-se a atencdo para o facto
de ndo serem numeros reais, mas apenas simbolos com um significado preciso.

Este conceito deve ser abordado de uma forma experimental. (p. 6)

Somente no 12.° ano se procede a formalizacao do conceito do limite, com base na definicao
de Heine, mas considerando na definicao 2.12 que os valores de X sao distintos de a. No
programa em vigor, até ao final do presente ano letivo, no 12.° ano de Matematica A pode ler-
-se “Aqui sdo estudados de forma mais rigorosa conceitos jd utilizados antes de forma intuitiva:

limite, continuidade e derivada.” (p. 4)

O programa de Matematica A para o 11.° ano que comecou a vigorar no ano letivo 2016/17
inclui a definicao de limite segundo Heine, mas com uma diferenca fundamental. De entre as
sequéncias consideradas no dominio da funcdo, que tendem para o valor a, passam a ser
incluidas aquelas que assumem valor a. Ou seja, a definicao é equivalente as definicdes 2.7%,

de Cauchy, e 2.12 de Heine, ja anteriormente referidas.
Definicao 2.13 (Heine, de acordo com o novo programa de Matematica A)

1. Identificar, dado um conjunto Ac Re a € R, a como “ponto aderente a A”
quando existe uma sucessao (x,) de elementos de A tal que limx,, = a.

2. ldentificar, dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a € R, b € R como
“limite de f(x) quando tende para a” quando a for aderente ao dominio Dy de f e

para toda a sucessao (x,) de elementos de D, convergente para a, lim f(x,,) = b,
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justificar que um tal limite, se existir, & Unico, representa-lo por “lim f(x)”,
x—a

referir, nesta situacao, que “ f(x) tende para b quando tende para a” e estender

esta definicao e propriedade ao caso de limites infinitos.

A este proposito, o documento Programa e Metas Curriculares - Ensino Secunddrio - Matemadtica
A (Bivar et al, 2014), disponivel no sitio da DGE, dedica varias consideracdes sobre as vantagens

e desvantagens de se considerar o proprio ponto no calculo de limites.

A nocdo de limite é introduzida de forma cuidada. Uma abordagem puramente
intuitiva dos limites leva rapidamente a insuficiéncias concetuais graves. E, pois,
exigida, em situacées muito simples, a justificacdo da convergéncia de certas
sucessées recorrendo diretamente a definic@o. E também desenvolvida, de forma
bastante completa, a dlgebra dos limites, incluindo uma andlise das situacées
ditas indeterminadas, devendo os alunos justificar igualmente alguns destes

resultados.

No dominio Funcées Reais de Varidvel Real, do 11.° ano, utilizam-se os conceitos
introduzidos no dominio Sucessées, para, pelo processo atribuido a Heine, ficar
definida a nocdo de limite de uma func¢do, num dado ponto a ou em mais ou menos
infinito. Neste contexto, sdo essencialmente duas as opcées que classicamente se
consideram para a definic@o de limite num ponto a real, consoante o dominio em
que se tomam as sucessoes a tender para a, para o efeito de testar a existéncia
do referido limite. A opcdo privilegiada desde hd bastante tempo no Ensino
Secunddrio em Portugal tem sido a que consiste em considerar, de entre as
sequéncias no dominio da funcdo, apenas aquelas que nunca tomam o valor a. Ou
seja, tem-se optado pelo que vulgarmente se designa por “limite por valores
diferentes de a”. Neste programa optou-se pela vers@o alternativa que consiste
em admitir, com o mesmo objetivo, sucessées que podem tomar o valor a;
considera-se, com efeito, que esta opcdo apresenta diversas vantagens. Em
primeiro lugar por ser mais simples de formular (e permitir também uma
formulacdo mais simples da nocdo de continuidade) e em segundo lugar porque a
propria nocdo de “limite por valores diferentes” (como outras afins, como a de
“limite a esquerda” e “a direita”) passa a poder ser encarada como caso particular
da nogdo de limite, quando considerada a restricdo da funcdo inicial a um

subconjunto do respetivo dominio.

A definicdo de limite segundo Heine - que jd é comum no Ensino Secunddrio -
permite, de forma bastante imediata estender ao caso de fungées reais a dlgebra
de limites estudada a propoésito das sucessées, bem como os teoremas de
convergéncia por comparacdo, como o Teorema das funcbes enquadradas, que é
uma consequéncia direta, com esta abordagem, do Teorema das sucessoes
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enquadradas e que s@o estudados no 12.° ano. Apresenta-se em seguida a nocGo
de continuidade e, como uma aplicacdo da nocédo de limite de uma funcéo, o
estudo das assintotas, em particular no caso do grdfico de uma funcdo racional.
(pp- 15 e 16)

Analisando o texto acima transcrito, é notoria a preocupacao do Ministério da Educacdo em
redefinir a forma de calculo de limites no ensino secundario. Por um lado, desaparece a
referéncia ao conceito intuitivo de limite, apostando-se claramente na formalizacao deste com
recurso a definicado de Heine logo no 11.° ano, e por outro lado, pretende-se que o ponto a
onde ¢é calculado o limite passe a ser considerado na definicao das sucessoes x,, de elementos
de Dy convergentes para a. Esta definicao implica que os limites laterais sejam simples de
calcular, passando a poder ser tratados como um caso particular da nocao de limite, ou seja
um limite calculado num subconjunto D, de valores convergentes para a. Mais uma vez, as
diferencas fundamentais prendem-se com o valor do limite em pontos isolados ou de

descontinuidade.

Como exemplo, e retomando novamente o grafico exposto na Figura 2.1, lirg f(x) ndo existe o
X—

lirr% f(x) =1 com base na definicao atual de limite. Por outro lado, com base na definicao que

xX—

ira vigorar a partir de 2016/17, ling f(x)=3e lirr% f(x) ndo existe.
x— X

2.2.4 Sintese

Introduzimos nesta seccao diversas nocoes de limite, desde as intuitivas, as baseadas nas nocoes
de Cauchy e de Heine. Consideramos que a nocao intuitiva de limite, “valor b para o qual a
funcéo f se aproxima quando x se aproxima de a”, tal como indicado na definicao de Safier, é
insuficiente para uma unidade curricular de matematica de licenciatura. Falta-lhe o rigor
necessario para lidar, por exemplo, com o conceito de pontos isolados. Mais ainda, atendendo
a que a nocado de limite é fundamental para a nocdo de derivada (e esta é utilizada amiide
quer nos cursos da area da Gestao, quer nos cursos da area da Engenharia), convém que este
conceito seja bem apreendido pelos alunos, quer na questao do significado informal, quer na
formalizacdo do conceito. Ademais, afigura-se-nos que a nocao de Heine é complicada tendo
em consideracao os curriculos atuais de matematica nas licenciaturas politécnicas. Apesar dos
alunos que frequentaram a Matematica A possuirem conhecimento desta definicao, tém muitas
vezes dificuldades em aplica-la. O trabalho com sucessoes é complexo, pois recorre
frequentemente a manipulacdes algébricas artificiosas e a provas por inducao e por reducao ao
absurdo. A revisao sucessiva de curriculos de matematica no ensino secundario levou a um
incremento de conteldos de estatistica e de probabilidades, mas originou um esvaziamento das
provas formais e do trabalho com sucessoes, pelo que a maioria dos estudantes nao conseguiria,
a nosso ver, abarcar a nocao de limite de Heine. Esta tendéncia podera ser invertida a partir
do ano letivo 2018/19, ja que os alunos que ingressarem no ensino superior nessa altura ja terao

certamente frequentado a Matematica A a luz dos novos programas, tendo por isso um maior
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dominio das ferramentas necessarias para lidar corretamente com sucessdes. E ainda
importante notar que varios dos alunos a frequentar o ensino superior politécnico ndo
frequentaram Matematica A no secundario. Todos os cursos da area da Gestao e das Engenharias
do ensino politécnico permitem o acesso a alunos que vieram de curriculos alternativos, quer
do ensino recorrente quer dos cursos Cientifico-Tecnologicos. Mais ainda, os alunos que
ingressam através das provas M23 e dos Cursos de Especializacdo Tecnoldgica (CET)
representam ja uma boa parte dos alunos do ensino superior politécnico, uma tendéncia que
até devera aumentar com os novos Cursos Técnicos Superiores Profissionais (TeSP), que se

iniciaram no ano letivo 2015/16, e que darao igualmente ingresso as licenciaturas.

Como as definicoes de limite de Heine e de Cauchy sao equivalentes, optamos por esta Ultima.
E entdo fundamental decidir desde logo o tratamento que se pretende dar aos pontos isolados
e aos pontos de descontinuidade da funcao, pois as repercussoes serao sentidas, mormente no
estudo da continuidade. Ao inverter-se a ordem de lecionacado dos conteldos, ou seja, comecar
por lecionar a nocao de continuidade e s6 depois a nocao de limite, parece-nos preferivel
considerar a existéncia de limite e de continuidade nos pontos isolados, o que facilita bastante

a notacao e o calculo dos limites laterais, tal como anteriormente referido.

Assim, ao longo deste trabalho optou-se por considerar a definicao 2.11 de limite, a qual se

reproduz novamente.

Definicao 2.11 (Ferreira)

Seja f uma funcao real definida no conjunto D c R, a € R um ponto aderente a D
e b um numero real. Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para a,

lim f(x) = b, se e sO se

x—a

V6 > 0,3 > 0:Vx, (x eEV.(a)nD=f(x) € Vg(b)).

Os limites laterais podem agora ser definidos com recurso a vizinhanca lateral, ja introduzida

na definicdo 2.1 da pagina 11.
Definicao 2.11* (Limite lateral a direita)

Seja f uma funcao real definida no conjunto D c R, a € R um ponto aderente a D
e b um numero real. Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para a por

valores a direita de a, lim f(x) = b, se e s se
x—-a

V6 > 0,3 > 0:Vx, (x eVt (a)NnD=f(x) € Vg(b)).
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Definicao 2.11- (Limite lateral a esquerda)

Seja f uma funcao real definida no conjunto D c R, a € R um ponto aderente a D
e b um numero real. Diz-se que f(x) tende para b quando x tende para a por

valores a esquerda de a, lim f(x) = b, se e sO se
x—-a

V6 > 0,3 > 0:Vx, (x EV(a)NnD=f(x) € Vs(b)).
2.3 Nocao de continuidade

2.3.1 Continuidade baseada no conceito de limite

A nocao de continuidade que é habitualmente ensinada, quer no ensino secundario, quer no
ensino superior, esta assente no conceito de limite. No entanto, historicamente a nocao de
continuidade é anterior a de limite - quanto mais ndo fosse na perspetiva de uma funcao “sem
buracos” (Thomas, Finney, Weir e Giordano, 2002). Estes autores consideram que o termo
limite, no sentido mais atual do termo, sé foi definido no século XIX, ao passo que o conceito
de continuidade ja se encontrava bem estabelecido no século XVIIl. Na obra de 1748, publicada
por Euler “Introductio in Analysin Infinitorum”, é definida a estrutura inicial da matematica
que ainda hoje é lecionada no ensino superior portugués. Na referida obra, Euler indica que
uma funcao continua é formada por uma Unica expressdo analitica, enquanto as funcoes
descontinuas sdo formadas por mais de uma expressdo analitica (Santana e Otte, 2010).
Naturalmente que essa nocado de funcao continua (bem como as nogdes de limite introduzidas
nessa época) carece, a luz do conhecimento atual, de rigor matematico, e denota algumas
falhas. Basta notar que existem funcoes definidas por ramos que sao continuas em todo o seu
dominio, como por exemplo

cosx, x<0

f(x):{x2+1, x>0

Mas o trabalho de Euler foi pioneiro para a época e acabou por ter significativo impacto no
desenvolvimento posterior da matematica. Atualmente, e na sua forma mais simples (Safier,

2011), uma primeira definicao de fungdo continua num ponto sera
Definicao 2.14 (Safier)

Uma funcéo f é dita continua num ponto a se

lim f(x) = f(a).

Parece-nos que esta definicao € demasiado incompleta para o ensino superior, pois nada refere
quanto ao intervalo a que a pode pertencer, e o tratamento da continuidade nos pontos
isolados nem sequer é abordado. Uma outra definicao de continuidade amplamente utilizada e

indicada em diversos manuais é:
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Definicao 2.15 (Cotrim, Felgueiras e Matos)

Seja a um ponto de acumulacdo do dominio de uma funcao real de variavel real f.

Diz-se que f é continua no ponto a se e so se existe lim f(x) e
xX—a

lim £ () = f(a@).

Atendendo a definicdo 2.8 de limite, na qual esta definicdo de continuidade se baseia, nao
existe continuidade nos pontos isolados. A este respeito os autores afirmam que nao faz
qualquer sentido falar em continuidade ou em descontinuidade de uma funcao f num ponto a
gue nao pertenca ao dominio (ndo existiria f(a)) ou num ponto isolado do dominio (ndo faria

sentido falar em lim f(x)).
x—a

Por sua vez, em Napoles (1994) temos uma nocao de continuidade igualmente simples, mas que

assenta na sua definicao mais complexa de limite, fornecida anteriormente.
Definicdo 2.16 (Napoles)

Seja f:X c R— R e a € R. Diz-se que f é continua em a se existe em R o limite

de f no ponto a.

A partir das nogoes de limite e de continuidade enunciadas por Napoles (1994), e atendendo a
nota apresentada aquando da definicao de limite,
f continua em a < lim f(x) = f(a)
x—a
ou, de forma equivalente, recorrendo a definicao de limite de Heine

f continua em a & Vx, € X, x, » a= f(x,) - f(a).

A continuidade nos pontos isolados é assim consagrada nesta definicao pois decorre da nocao
de limite apresentada. Se a€X é um ponto isolado, 3¢ > 0:X NV,.(a) ={a} e assim

xeXNV(a) =>x=a=f(x) =f(a), logo |f(x) — f(a)| =0<§,Vé > 0.

2.3.2 Continuidade baseada no conceito de vizinhanca

Ferreira (2005) ndo baseia a sua definicdo de continuidade em limites, mas antes em distancias
ou vizinhancas. Tal como na introducao do conceito de limite, aquele autor comeca por referir
a continuidade de forma intuitiva, formalizando sucessivamente esta nocao ao longo do texto.

Na sua expressao mais formal,
Definicao 2.17 (Ferreira)

A funcao f € continua no ponto a se

V8 >0,3e > 0:Vx,(x EDAlx —a|l <e=|f(x) — f(a)]| < ).
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A expressao acima pode naturalmente ser reescrita recorrendo ao conceito de vizinhanca

V6 > 0,3 > 0:Vx, (x eEDNV.(a) = f(x) € Vg(f(a))).

Esta abordagem pode ser vantajosa em cursos que necessitem das nocoes de continuidade,
derivada e integral, mas cuja estrutura curricular e programatica (habitualmente uma Unica
unidade curricular de calculo onde deverao ser lecionados os conceitos supra) nao permita o
aprofundamento do conceito tedrico de limite. E evidente que ndo serd desejavel evitar
completamente a nocao de limite na lecionacdo dos conceitos de continuidade, derivada e
integral, mas atendendo a elevada dificuldade que os alunos revelam, por exemplo, no
levantamento de indeterminacées, podera ser adequado numa licenciatura que necessite de
ferramentas praticas de analise (como as nocdes de aceleracao e velocidade nas engenharias,
ou as nocdes de valor médio e elasticidade do capital na gestao) suavizar o calculo de limites
que dependam de calculos mais trabalhosos e conceder mais relevo a outros conceitos que

serao posteriormente utilizados em unidades curriculares especificas de cada licenciatura.

Bernstein (1997) tem também um trabalho bastante original onde introduz os conceitos de
continuidade, derivada, integral e s6 depois o de limite. Consegue, num trabalho curto e de
linguagem simples, tratar varios dos mais usuais conceitos de analise. Através do conceito de
bola aberta centrada no ponto c, Ball(c,h) = {x:|x — ¢| < h} para algum h, sao definidas as

noc¢oes de continuidade e de limite.
Definicao 2.18 (Bernstein)

Seja f uma funcdo definida em c. f € continua em c se, para qualquer bola aberta

F de centro f(c), existe uma bola aberta B centrada em c tal que f(B) C F.

Esta definicdo também implica continuidade nos pontos isolados, pois naturalmente que existira
sempre uma bola tao pequena quanto o desejado em torno do ponto isolado ¢ cuja imagem
estara contida em F. E ainda de notar que as nocdes de continuidade de Ferreira e de Bernstein
sdo equivalentes, pois a vizinhanca é uma bola aberta quando trabalhamos em R. Bernstein

aplica a sua nocao de continuidade para definir limite.
Definicao 2.19 (Bernstein)

Seja f uma funcao. Entao f converge para b no ponto ¢ se a funcao

b se x=c¢

90 ={f(x) se X #¢c

€ continua em c.

Um teorema do autor mostra (a prova depende do conceito de bola aberta e encontra-se em
Bernstein, 1997) que existe no maximo um ndmero b que verifica a definicao anterior de

convergéncia, e que se este existir sera o limite em ¢, ou seja, as nogbes de limite e
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continuidade num ponto sao equivalentes. Esta forma de introduzir os conceitos de
continuidade e limite €, na nossa opinido, altamente inovadora e merecedora de uma
experimentacao pratica nas unidades curriculares de matematica, até porque, como referido,
o autor consegue num trabalho pequeno (12 paginas) e com uma linguagem razoavelmente

acessivel introduzir varios dos conceitos chave em analise.

2.3.3 Continuidade baseada em infinitésimos

O calculo foi originalmente desenvolvido com base no conceito intuitivo de infinitésimo mas,
por razdes de rigor matematico, os infinitésimos perderam a sua importancia nos ultimos cem
anos. S6 em 1960, ap6s uma definicdo rigorosa de infinitésimo por Abraham Robinson, foi
possivel reescrever conceitos base de analise com base nos infinitésimos. Os infinitésimos serdao
0s numeros ¢ tais que -a < ¢ < a para todo o a. Além do zero, nenhum outro nimero real

observa esta condicao.

Keisler (2012) considera que deste modo sera mais facil trabalhar os conceitos de analise do
que através da nocao mais dificil de limite. Sdo enumeradas pelo autor trés vantagens na
utilizacao da abordagem infinitesimal em vez da abordagem com base em limites. A primeira é
pelo facto de esta aproximacao ser mais intuitiva e estar mais proxima das bases do calculo. A
segunda vantagem relaciona-se com o facto dos conceitos de derivada e de integral se tornarem
mais simples de enunciar e compreender (apesar do autor nao explicitar de que forma é que a
compreensao destes conceitos pelos alunos sai beneficiada com esta abordagem). Por exemplo,
Keisler define a derivada da funcao f no ponto a como o declive (se existir) da funcao, definido
como

fla+Ax)—f(a)
Ax ’

onde Ax é um infinitésimo diferente de zero. A nocdo acima tem a vantagem de ser

independente do conceito de limite.

Finalmente, a abordagem infinitesimal fornece uma ferramenta (infinitésimos) com crescente

aplicacdo noutras areas do conhecimento, como a economia e a fisica.

Com base no tratamento efetuado por Abraham Robinson (Davis e Hersh, 1995) aos
infinitésimos, os quais em conjunto com os nimeros reais definem os numeros hiperreais,

Keisler definiu inimeras propriedades que advém desta nova construcao.
Definicao 2.20 (Keisler)

f é uma funcao continua num ponto c se é definida em ¢ e se sempre que x é

infinitamente préximo de ¢, f(x) é infinitamente proximo de f(c).

Apesar de nao o explicitar, parece evidente que o autor considera a continuidade nos pontos
isolados (x —c =0 e f(x) — f(c) = 0 sao infinitésimos, como referimos). Também a nocao de
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limite enunciada pelo autor é baseada no conceito de infinitésimo.
Definicao 2.21 (Keisler)

b é o limite de f(x) quando x se aproxima de ¢ se sempre que x esta infinitamente

proximo de ¢ (mas nao € igual a c) f(x) esta infinitamente proximo de f(c).

Esta nocao de limite é semelhante a ideia de limite de Safier (definicdo 2.10), “o valor b para
o qual f se aproxima quando x se aproxima de a, sem, no entanto, f alcancar b e x alcancar
a”, mas com recurso ao conceito de infinitésimo no lugar do conceito de aproximacao. Importa
ainda considerar que nesta obra o conceito de derivada é introduzido antes dos conceitos de

limite e de continuidade, alterando a ordem habitual de lecionacdo destes conteldos.

2.3.4 A definicao de continuidade no novo programa de Matematica A

Na subseccao 2.2.4 descrevemos de forma detalhada a definicao de limite que comecou a ser
utilizada na Matematica A em 2016/17, e comparamo-la com a nocao utilizada presentemente.
Em relacao a definicdo de continuidade, manter-se-a a sua introducao de acordo com o conceito
de limite, tal como atualmente. Segundo o plasmado no documento Programa e Metas

Curriculares - Ensino Secunddrio - Matematica A (Bivar et al, 2014),

1. justificar, dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a do respetivo

dominio que se o limite lim f(x) existe entdo é igual a f(a);
x—a

2. designar, dada uma funcao real de variavel real f e um ponto a do respetivo

dominio, a funcao f por “continua em a” quando o limite lim f(x) existe.
x—-a

Assim, a definicdo de continuidade permanecera similar a definicao 2.15, ou seja, considera-
-se que uma funcao é continua num ponto a quando o valor da funcdo em a é igual ao limite
nesse ponto. O que muda, como ja referido, é o conceito de limite de um ponto, com as
implicagbes ja estudadas ao nivel dos pontos isolados. Recordando a Figura 2.1 da pagina 17,

note-se que a funcao ai representada passara a ser continua no ponto x = 3.

2.3.5 Sintese

A nocao de continuidade €, por norma, compreendida pelos alunos, porque facilitada pela
nocao de “tracar o grafico de f sem levantar a caneta”, que naturalmente implica a
descontinuidade nos pontos isolados. Impde-se, contudo, verificar se as definices
“facilitadoras” nao apresentam problemas. Por exemplo, uma definicao de continuidade “sem

limites” exposta num férum sobre matematica, em http://math.stackexchange.com/questions

/575778 /definition-of-continuity-without-limit, indica
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Definicao 2.22 (errada)

f(x) é continua no ponto a quando:

1. f(a) existe;

2. para todo o d >0, existe um maximo M e um minimo m no intervalo
[a—d;a+d];

3. para todo o d >0, e para todo o M >y >m existe um c no intervalo

a—d<c<a+dtalque f(c) =y, nointervalo [a — d;a + d].

Apesar de a definicao acima funcionar na maior parte das situacoes, note-se por exemplo que
a funcao

Fx) = sin(%) se x#0

0 se x=0

satisfaz as condicées da definicao acima (contraexemplo apresentado por outro utilizador do
forum) e, no entanto, ndao é continua em x =0, segundo as restantes definicoes de
continuidade introduzidas. As definicGes apresentadas que sao baseadas no conceito de limite
tratam a continuidade nos pontos isolados de acordo com a nogcao de existéncia (ou nao) de

limite num ponto isolado.

Foram ainda apresentadas outras definicées de continuidade (baseadas em vizinhancas ou em
infinitésimos) que dispensam o calculo de limites, e que podem facilitar imenso a lecionacao
deste conceito. De facto, o calculo de limites (e a propria compreensao do conceito) é com
frequéncia um sério entrave ao sucesso académico dos alunos, contribuindo para a sua
desmotivacao precoce em relacdo aos contelidos de analise. Ainda a este propdsito, Mastorides
e Zachariades (2004) estudaram este assunto na perspetiva do conhecimento dos professores,
argumentando que apesar de ser tomado como garantido que os docentes dominam bem as
matérias em causa, nem sempre isso sucede condicionando ainda mais o processo de

aprendizagem dos alunos.

As nocoes de continuidade de Ferreira (2005) e de Bernstein (1997) com recurso a vizinhancas
ou a bolas abertas, dispensam a nocédo de limite (que devera ser posteriormente lecionado de
forma rigorosa, simplificando-se no calculo de limites mais trabalhosos, caso estes nao sejam
necessarios para outras unidades curriculares). Porém, tém como contrapartida a perda da
nocao intuitiva de “tracar o grafico de f sem levantar a caneta”. Podem, no entanto, ser
adaptadas para desconsiderar a continuidade nos pontos isolados — basta retirar o ponto x da

vizinhanca ou da bola aberta que o rodeia.

Assim, ao longo deste estudo vamos utilizar a definicao 2.17 de Ferreira, baseada na nocao de

vizinhanca, a qual reproduzimos novamente.
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Definicao 2.17 (Ferreira)

A funcéo f € continua no ponto a se

V6 > 0,3e > 0:Vx, (x eDNV.(a) = f(x) € Vg(f(a))).

Com base nas vizinhancas laterais explanadas na definicao 2.1, podemos facilmente definir

continuidade lateral a direita e a esquerda do ponto a.
Definicao 2.17* (Continuidade lateral a direita)

A funcéo f é continua a direita do ponto a se

V8 > 0,3e > 0:Vx, (x eEDNV*.(a) = f(x) € V,g(f(a))).

Definicdo 2.17- (Continuidade lateral a esquerda)

A funcao f é continua a esquerda do ponto a se

V8 > 0,3e > 0:Vx, (x eEDNV-.(a) = f(x) € V,g(f(a))).

Considerando que historicamente a nocao de continuidade precede o conceito de limite
(Thomas, Finney, Weir e Giordano, 2002), o que de alguma forma suscitou a inversao dos
conteldos lecionados no proposito deste estudo, sentimos a necessidade de definir a
continuidade de uma funcao num ponto sem utilizar a nocao de limite. Neste sentido, decidimo-
-nos pelo recurso a nocao de vizinhanca, seguindo a linha de pensamento de Campos Ferreira
(2005).

Face ao exposto, consideramos que a lecionacdo dos conteldos em analise pela ordem assim
definida obviara as dificuldades manifestadas pelos alunos em relacdo aos conceitos de limite

e de continuidade ministrados a data da implementacéo deste estudo.
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Capitulo 3

A construcao do conhecimento matematico

No presente Capitulo iremos analisar algumas metodologias teoricas utilizadas no processo de
construcao de conhecimento, nomeadamente, a Abstracao em Contexto, a Teoria Comognitiva,
as Regras de Pélya, a Argumentacdo e Prova e a Mediacao Semiotica, com o intuito de

decidirmos qual se adapta melhor ao estudo que se pretende realizar.

3.1 Abstracdao em Contexto

A Abstracdo em Contexto (AiC) € uma estrutura teodrica que procura estudar a construcéo do
conhecimento abstrato, habitualmente em sala de aula. Trabalhos pioneiros de Piaget (1970),
Davydov (1990) e Dreyfus (2002), entre outros, introduziram esta questao na area da Didatica
da Matematica. Para Davydov, o conhecimento cientifico necessita de formas estruturadas de

pensamento, que permitam a ligacao de ideias e conhecimentos, por forma a enriquecer a

realidade. Segundo este autor,

A medida que os alunos passam através de vdrios cursos, eles aprendem muitos
factos variados sobre fendmenos e eventos histdricos particulares, com esses
factos frequentemente pouco inter-relacionados e ndo representando o
conhecimento sistematizado, o que leva a uma confuséo dos fenémenos e a uma

explicagéo impropria das causas. (p. 71)

Deste modo, mostra-se necessario existir uma racionalizacao destas ideias e conhecimentos,
para que seja possivel ascender ao concreto e alcancar a abstracdo. A abstracao pode iniciar-
-se de uma forma simples e pouco desenvolvida, e terminar de uma forma mais elaborada e
consistente. Note-se que a abstracdo contrasta com a generalizacdo, pois nesta Ultima
pretende-se estender um conceito existente, mas sem mais desenvolvimentos ou

reorganizacdes, em contraste com o que sucede com a abstracao.

Freudenthal (1991), no seguimento das ideias de Piaget, definiu a construcéo de conhecimento
matematico como um esforco reflexivo realizado pelo aluno em direcdo a uma construcéo

prevista de antemao pelo matematico, numa perspetiva cognitiva. Para Freudenthal,

O professor que adere a essa perspetiva necessariamente cria matemdtica
estruturalista. Se eu aceitasse o termo "construtivismo”, gostaria de um programa

com uma filosofia que concede aos aprendentes a liberdade de atividade. (p.143)
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A abordagem de Davydov é sociocultural apesar de ter o mesmo propédsito. Davydov procurou
assim estudar as interacdes entre o professor e os alunos (e entre estes e a sua envolvéncia no
meio) por forma a compreender o processo de construcdo de conhecimento destes, lancando
assim as sementes do modelo AiC. Atualmente, Dreyfus, Hershkowitz e Schwarz (2015) preveem
ainda uma maior flexibilizacao, no sentido em que o aluno pode atingir outra construcéo que

nao a prevista inicialmente.

Basicamente, podemos considerar que “Abstracao” é uma atividade teorica que contempla um
conjunto de tarefas realizadas por um ou mais individuos, motivadas por um determinado
problema integrado num “Contexto”, que abarca a envolvéncia pessoal e social dos individuos.

Segundo Dreyfus, Hershkowitz e Schwarz (2015), Abstraction in Context (AiC) é:

Um quadro tedrico para o estudo dos processos de construcéo de conhecimento
matemdtico abstrato, pois ocorre num contexto que inclui componentes
matematicos, curriculares e sociais especificos, bem como um ambiente de

aprendizagem particular. (p. 186)

Atualmente, esta teoria é utilizada como suporte teoérico em trabalhos que visam compreender
a construcéo do conhecimento matematico, sendo referida em diversos estudos que procuram
de alguma forma que os alunos almejem nocdes de varios niveis de dificuldade (Dreyfus (2012);
Hershkowitz, Dreyfus e Tabach (2012) ou Kidron e Dreyfus (2008)).

3.1.1 Etapas da AiC

A AiC contém trés etapas, designadas por necessidade, emergéncia e consolidacdo (Kidron e

Dreyfus, 2008). De acordo com estes autores

A génese de uma abstracdo passa por um processo de trés estdgios, que inclui o
surgimento da necessidade de uma nova construcdo, o surgimento da nova
construcao e a sua consolidacdo. A necessidade pode surgir a partir do desenho de
uma atividade de aprendizagem, do interesse do aluno no tépico ou problema em
consideracéo, ou numa combinacdo de ambos; sem essa necessidade, no entanto,

nenhum processo de abstracdo serd iniciado. (p. 303)

A necessidade ocorre quando o estudante percebe que precisa de novos conhecimentos para
lidar com um certo problema, e permite estabelecer a ligacdo entre o conhecimento que ja
domina e a futura construcéo de novo conhecimento. E importante no sentido em que sem ela
o estudante ndo se apercebe da preméncia desses conhecimentos, que poderiam
evidentemente ser “debitados” pelo docente, mas que sem o devido enquadramento levantam

a habitual questao “para que serve?”.

A emergéncia refere-se ao processo de aquisicdo de novos conhecimentos pelo estudante.
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Através da recapitulacdo dos conhecimentos adquiridos, o estudante elabora uma nova
construcdo de conhecimento, mais elaborada e complexa, que providencia uma adequada
explicacao da realidade. Procura-se nesta fase que os alunos elaborem uma construcéo vertical
do conhecimento. Esta pode ser definida como o processo de construgéo de novo conhecimento
matematico, dentro da area da matematica e através de métodos matematicos. O processo
compreende a reorganizacao e a integracao das construcoes anteriores, e a utilizacao dessas
construcdes como blocos para elaborar novas construcdes, aumentando o conhecimento

matematico. (Hershkowitz, Hadas, Dreyfus e Schwarz, 2007).

Finalmente, a consolidacdo é um processo continuo em que as no¢cdes adquiridas na emergéncia
de novo conhecimento sdo analisadas de varios angulos. As novas construcdes sao utilizadas na
resolucao de problemas, e procura-se flexibiliza-las, testa-las e aperfeicoa-las. Apos esta fase,
estas construcoes podem ser reutilizadas para construir mais conhecimento, num processo
ciclico. Esta nocao define a teoria da atividade, que se debruca sobre os processos cognitivos
em contexto matematico e que defende que os resultados de atividades prévias se tornam

artefactos (ver subseccdo sobre Mediacdo Semiotica) para outros resultados.

Consideramos que a construcdo do conhecimento é feita juntando conhecimentos adquiridos,
relevantes para lidar com o problema em analise para o qual os conhecimentos anteriores nao
sdo suficientes, de forma a atingir uma nova construcdo. O processo é similar a construgdo com
pecas de encaixe - as pecas simples juntam-se para se obter pecas mais complexas, que se
juntam para obter figuras simples, que se juntam para obter figuras complexas, de acordo com

as necessidades e interesses do construtor.

3.1.2 Modelo teoérico RBC+Co

O processo de emergéncia de novo conhecimento matematico é a parte central da AiC e é
habitualmente analisado a luz de trés ou quatro acdes epistémicas — reconhecer (A¢do-R),
construir (Acdo-B) e construcao (Acdo-C), a que se pode juntar a consolidacGo (Co) — que
compéem o modelo teoérico RBC+Co (“Recognizing”, “Bulding-with”, “Constructing” e

“Consolidation”).

Com base no trabalho de Hershkowitz, R; Schwarz, B; Dreyfus, T (2001), Kidron e Dreyfus
(2008) afirmam que:

... escolheram usar acées epistémicas para modelar o segundo estdgio central do
processo de abstracdo. As trés acdes epistémicas que eles encontraram relevantes
e Uteis para os seus propositos sdo reconhecer (R), construir com (B) e construir
(C). Reconhecer ocorre quando o aluno reconhece que uma construcdo de
conhecimento anterior especifica é relevante para o problema com o qual ele estd
a lidar. Construir com é uma acéo que compreende a combinacdo de construcées

reconhecidas, com o fim de atingir um objetivo localizado, tal como a atualizacédo
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de uma estratégia ou uma justificacéo ou a solu¢do de um problema. O modelo
sugere construir com como a acdo epistémica central da abstracGo matemadtica.
Construir consiste em montar e integrar constructos anteriores através de uma
matematizacdo vertical para produzir um novo constructo. Refere-se a primeira
vez em que a nova construcao é expressa pelo aluno, seja através da verbalizacdo,
seja através da acdo. No caso da acdo, o aluno pode, mas ndo precisa, estar

totalmente consciente do novo constructo. (p. 304)

Este modelo epistémico nao é rigido, pois pode existir sobreposicao das acdes epistémicas, mas
€ sempre iniciado pelo reconhecer (que designaremos por Acdo-R). Nesta fase o estudante
compreende que um determinado conhecimento matematico especifico (construcgéo anterior)
é relevante para a resolucdo de um novo problema — como a ideia de continuidade para a nogao
de derivada ou, no nosso caso concreto, a nocao de vizinhanca para estudar a continuidade e

os limites, e a representacao grafica de funcdes para o mesmo efeito.

Na fase do construir com (que nomearemos por Acdo-B), o estudante combina os conhecimentos
anteriores que considera relevantes para lidar com o problema em analise, e procura construir
mais conhecimento através da construcdo vertical deste. Por construcdo vertical de
conhecimento entende-se o processo de abstracao que compreende a reorganizacao das
construcdes matematicas anteriores por forma a obter uma nova construcio, ou seja, quando
o aluno junta as “pecas” de informacao que possui para fazer uma nova constru¢éo, como na
montagem de um puzzle. Surge, por exemplo, quando o aluno reconhece, através da
representacao grafica de uma funcao, que as imagens dos pontos situados na vizinhanca de um
determinado objeto tém de se concentrar numa Unica vizinhanga para a funcao ser continua

neste, e procura discernir o comportamento da continuidade em pontos isolados.

A construcédo (que denominaremos por Acdo-C) ocorre quando a construcéo vertical de novo
conhecimento é efetivada. Refere-se a primeira vez que o estudante utiliza ou expressa a nova
construcao, independentemente de o fazer de forma rudimentar e muito ligada ao problema
em analise. Esta fase do processo RBC é considerada de grande importancia e é o nlcleo de
toda a AiC. Por exemplo, quando o aluno reconhece que se uma funcao for continua num certo
ponto entdo ela tera limite nesse ponto. E de alertar, no entanto, que ndo se espera que nesta
fase a nova construcéo esteja ja consolidada, pois esse passo so ocorre na Ultima fase da AiC.
Por vezes o aluno nem se apercebe que esta a utilizar uma nova construcdo nos seus processos
de aprendizagem, ou utiliza-a ainda de forma incipiente ou mesmo deficiente e depende do
contexto. E importante conseguir distinguir entre “construir” (Acdo-B) e “construcdo” (Acdo-
-C). Enquanto o termo construir se refere ao processo, a construcao refere-se aos resultados

de tal acao.

Muitas vezes nao é facil discernir as diferentes etapas do modelo RBC, até porque este se auto

alimenta. Por vezes os alunos realizam construcoes, mas regressam ao reconhecimento e ao
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construir de forma interativa. Dado que o RBC se refere a segunda etapa do modelo AiC, a
consolidacao (Co) nao se engloba nesta metodologia. Quando queremos contemplar igualmente
a terceira etapa do AiC (Hershkowitz, 2009), como sucede no presente estudo, recorremos

entao ao modelo RBC+Co. Segundo esta autora,

De facto, a investigacdo deixou claro que o modelo RBC+C pode ser estendido para
processos de abstracdo e consolidacdo numa escala de tempo de médio prazo, onde
ConsolidacdGo é um processo pelo qual a construcéo se torna cada vez mais
evidente, a consciéncia do aluno sobre a construcdo aumenta e o uso da

construcao torna-se mais flexivel. (p. 4)

Assim, a consolidacdo é um processo nunca terminado através do qual os alunos se tornam
conhecedores da sua construcéo, e conseguem usa-la de forma assertiva e abrangente (Dreyfus
e Tsamir, 2004). Uma forma de comprovar que o processo de consolidacdo ocorre é quando o
utilizador verifica que necessita da construcdo numa nova atividade, ou seja, através de um

novo reconhecimento.

Conforme acima referido, no processo de abstracdo as acoes epistémicas estdo aninhadas de
acordo com uma hierarquia flexivel. A construcdo depende de reconhecer e de construir, mas
a construcdo é mais do que a colecao de todos os reconhecimentos e do construir, atendendo
que integra ainda as conexdes entre todos estes blocos de conhecimento. De igual modo, as
acoes de reconhecimento estdao aninhadas no construir. Por exemplo, um aluno pode
reconhecer a necessidade de limites e continuidade para o calculo da derivada, pode construir

esta nocao, mas nao é por isso que sabera derivar.

Mais ainda, uma construcéo simples pode estar aninhada numa outra mais abrangente, de forma
sucessiva. Esta situacdo origina o modelo RBC+Co, no sentido de indicar a importancia da
consolidacdo, pois este aninhamento sucessivo s6 € possivel quando o aluno domina a
construcdo realizada e desta forma alcanca a consolidacdo. O modelo RBC é a lente teodrica
através da qual observamos e analisamos a dinamica da abstracdo em contexto, permitindo

fazer sucessivas aproximacoes consoante o grau de detalhe que se pretende.

A interligacao entre as acdes epistémicas € também evidenciada em Pimenta (2016). Esta
investigadora realizou uma investigacdo com alunos de dez anos de idade (5.° ano de
escolaridade), e no estudo da aritmética com a perspetiva early dlgebra (a qual defende que
se pode trabalhar a aritmética conduzindo os alunos mais novos a interpretar relacoes,
expondo-os a ideias e ao uso de uma linguagem progressivamente mais formal), usou o modelo
RBC+Co e concluiu que o processo de abstracao se iniciou com o desenvolvimento de
Recognizing. Porém, reforca a ideia de que esta acao epistémica e a de Building with foram

essenciais a nova construcdo (Constructing). Ainda segundo aquela autora,
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A consolidacGo manifestou-se através do desenvolvimento da acdo epistémica
Recognizing, quando os alunos adquiriram a percecdo do conhecimento concebido
com a resolucé@o das tarefas aplicadas e que lhes poderia ser Gtil para conceberem
a nova construcdo, ocorrendo durante o desenvolvimento das acées epistémicas
Recognizing e Building with, ou durante o desenvolvimento destas duas acées. (p.
374)

Esta interligacdo entre as acdes epistémicas € realcada por Dreyfus e Kidron (2006), ao
afirmarem que a “Acdo-C estd intimamente ligada a Acdo-R (a qual pode conduzir a

interrupc@o, e posterior reassuncdo, dos processos de construgdo) e a Acédo-B” (p. 333).
Pimenta (2016) considerou subcategorias das acoes epistémicas,

Face a necessidade de se conseguir identificar a presenca de cada acdo epistémica,
durante a resoluc@o das tarefas, e de se efetuar uma leitura mais precisa das

mesmas. (p. 69)

Com as subcategorias, a autora pretendia alcancar de forma mais precisa o surgimento da cada
acao epistémica. O significado que Pimenta (2016) deu das subcategorias que considerou
“resultou do ajustamento da definicdo de cada acdo epistémica a realidade do estudo
apresentado” (p. 70), tendo em linha de conta os proprios conceitos matematicos que pretendia
estudar. Assim, e para o seu estudo, e como exemplo, para a acao epistémica Recognizing
considerou as subcategorias Interpretacdo, Estruturas adquiridas e Regularidades. Com elas, a
autora almejava identificar melhor a interpretacao dos enunciados que os alunos faziam, bem
como o reconhecimento da utilidade de conhecimentos ja adquiridos, ou seja, observar melhor

a acao epistémica Recognizing.

Este estudo de Pimenta realca a ideia de que identificar subcategorias das acoes epistémicas
pode ser muito Util. Com elas pode-se observar melhor as acdes epistémicas, logo, alcancar de
forma mais precisa a construcdo do conhecimento matematico pelos alunos. Dreyfus e Kidron
(2006) ja haviam aberto o caminho para as subcategorias das acdes epistémicas. Segundo estes
autores, em muitas ocasioes tiveram dificuldade em identificar se um determinado
acontecimento era parte da Acdo-R ou da Acgdo-B, por exemplo. Isto levou-os a observar que
“estas acbes exibiam uma grande variedade relativamente ao que até ali havia sido
considerado.” (p. 302), conduzindo-os a um refinamento da categorizacao das acodes
epistémicas. Concluiram, do estudo que realizaram, que as acbes epistémicas surgiram de
forma mais variada e com maior complexidade do que aquilo que era previsto no modelo RBC
existente. Constataram o aparecimento de um novo tipo (type) significativo da Acdo-R - o
registo (mais do que simplesmente reconhecer) de informacao nao esperada obtida pela aluna
participante do estudo a partir de fontes exteriores. Ao nivel da Acdo-B fizerem duas distincoes

(type) relacionadas com a natureza matematica do que estava a ser estudado (o fenomeno da

34



bifurcacao associado ao estudo dos sistemas dinamicos). A primeira distincao foi a de “problem-
-solving” e a segunda a de “organizing the problem space” (p. 319). Ainda para Dreyfus e Kidron
(2006), as componentes da Acdo-C foram numerosas, paralelas e interagindo de modos
complexos, tendo-as associado em quatro grupos. Afirmam ainda que “a complexidade da Acdo-
-C deve-se também a complexidade da situacdo matemdtica que constitui o objeto de
aprendizagem” (p. 333). Estes autores referem também que é importante identificar a

categorizacao refinada das acoes epistémicas.

Os investigadores que recorrem ao RBC defendem que a teoria é construida através da analise
dos dados recolhidos através da experimentacao, e que esses dados servem igualmente para
validar a teoria desenvolvida (Hershkowitz, 2009). Neste particular, surge como especialmente
relevante a recolha e analise de dados sobre as producdes dos alunos, que sera discutida nos
capitulos seguintes. Hershkowitz (2009) apresenta ainda um exemplo pratico da aplicacao da
metodologia RBC, onde ressalva a importancia de se alocarem aulas para a componente Acdo-
-B da metodologia, para que os alunos consigam consolidar conceitos anteriores, refinando e
modificando a Acdo-R e a Acdo-B de forma a obter diferentes e mais assertivas acoes de

construcao (Acdo-C).

Em Hershkowitz et al (2007) é também realcada a importancia do “conhecimento partilhado”,
em que diversos individuos contribuem para a construgdo do conhecimento comum. Estes

autores referem-se a este aspeto da seguinte forma:

Embora tenhamos demonstrado que o conhecimento era altamente diversificado
e subjetivo, poderiamos definir o conhecimento partilhado do conjunto de forma
analitica e objetiva. O facto de os alunos no conjunto continuarem a trabalhar em
colaboracéo para construir conhecimento e construir com ele em atividades
futuras, levou-nos a identificar este conhecimento partilhado ndo apenas ad hoc
mas também post hoc, isto é, através da observacdo da consolidacdo do
conhecimento partilhado. Pode ter sido a existéncia desse conhecimento
partilhado que permitiu aos alunos continuarem a intervir de forma produtiva

numa sucessdo de atividades de aprendizagem. (p. 65)

Esta situacdo é a habitual em sala de aula, pelo menos nas aulas (como as que integram a parte
de obtencao de dados deste trabalho) em que os alunos tém um tempo para realizar tarefas e
podem interagir entre si, € nao somente com o professor. Segundo aqueles autores, o
conhecimento total produzido pela turma é habitualmente superior a soma dos conhecimentos

individuais.

Nas seccoes seguintes sao apresentadas outras metodologias tedricas habitualmente utilizadas
na investigacao em Didatica da Matematica. Apesar destas nao serem explicitamente utilizadas

neste trabalho, merecem uma referéncia neste texto ja que correspondem a outras abordagens

35



igualmente validas no contexto da investigacao em Didatica da Matematica.

3.2 A Teoria Comognitiva

Na metodologia AiC o enfoque é fundamentalmente colocado no aluno, que constrdi o seu
proprio conhecimento, cabendo ao professor a tarefa de auxiliar nesse processo. Também na
teoria comognitiva (Sfard, 1998) o centro € o aluno, e é sobre a perspetiva da aprendizagem

deste que a teoria é desenvolvida.

Considera-se na teoria comognitiva que o processo de aprendizagem se divide na aquisicao e
na participacdo. Enquanto a aquisicdo se centra na acumulacdo de saberes, ja a participacao
pode ser descrita como a habilidade de comunicar dentro de uma certa comunidade (no caso

em concreto a matematica) e de acordo com as regras por ela estabelecidas.

No desenvolvimento do processo da participacdo, Sfard constroi uma nova teoria, denominada
“teoria comognitiva” do discurso matematico de forma a encapsular tanto a comunicacao

intrapessoal como a interpessoal. De acordo com a autora,

Todos os nossos conceitos e crencas tém as suas raizes num numero limitado de
ideias fundamentais que cruzam limites disciplinares e sd@o transportados de um
dominio para outro pela linguagem que usamos. Um olhar pelo discurso atual
sobre aprendizagem deve ser suficiente para perceber que hoje em dia a pesquisa
educacional estd entre duas metdforas que, neste artigo, ser@o chamadas por
metdfora de aquisicdo e metdfora de participacdo. Ambas estéo simultaneamente
presentes nos textos mais recentes, porém, embora a metdfora de aquisicdo seja
provavelmente mais proeminente em escritos mais antigos, os estudos mais

recentes sGo muitas vezes dominados pela metdfora de participacdo. (p. 5)

Os diferentes tipos de comunicacao sao referenciados de discurso, os quais se encontram em
constante evolucao e crescimento, aumentando a sua complexidade. Assim, a aprendizagem de
um aluno sera definida pelo seu discurso individual. Essa aprendizagem sera naturalmente
influenciada pelo discurso do professor, pelo que é fundamental discernir sobre o modo como
os professores realizam o seu discurso. Existem quatro caracteristicas que descrevem e

distinguem os diferentes tipos de discurso:

uso de palavras especificas durante o discurso;

e recurso a objetos visuais, como diagramas;

e recurso a narrativas, como definicdes, teoremas e equacées;

e recurso a rotinas, caracterizadas pelos padroes repetitivos do discurso e consistindo em

métodos similares de resolver exercicios ou construir provas, por exemplo.

Na perspetiva do professor, Viirman, Attorps e Tossavainen (2010) focam a sua atencao nas
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rotinas e regras no discurso dos professores. As primeiras consideram as propriedades dos

objetos do discurso e as segundas dizem respeito as acdes do discursante.

Numa rotina é essencial determinar o como e o quando uma acdo é apropriada e, no caso
particular da docéncia, estas questdes colocam-se primariamente em como e quando introduzir
um novo conceito matematico. E importante saber quando introduzir uma definicdo de modo

formal ou quando se deve adotar a perspetiva informal.

Apesar da presente investigacao se centrar na Abstracdo em Contexto, e no modelo tedrico
RBC+Co, nao deixaria de ser interessante, por exemplo, estudar o discurso do aluno e a sua
ligacdo as varias etapas do modelo tedrico RBC+Co. Por exemplo, se os alunos utilizam
corretamente as terminologias (vizinhanca, limite, continuidade no ponto, ..) entao
provavelmente ja terao ultrapassado a fase do “reconhecer” do modelo RBC+Co. De igual forma
um aluno que no seu discurso utiliza objetos visuais e narrativas quase certamente que atingiu
pelo menos a fase da construcéo, e a consolidacdo sera almejada quando o estudante recorrer
a rotinas durante o seu discurso. Esta sera uma ideia que podera ser desenvolvida em futuros

trabalhos.

3.3 As Regras de Pélya

George Pdlya teve uma prolifera carreira cientifica de mais de sete décadas, durante as quais
publicou um vasto nimero de livros, entre os quais destacamos “How to Solve it” publicado
originalmente em 1945, existindo uma versao em portugués de 1975 (Polya, 1975). Mais tarde,
Schoenfeld (1985) publicou uma heuristica de resolucdo de problemas baseada nas ideias de
Polya. Em Davis e Hersh (1995), estas e outras ideias sdo desenvolvidas com uma abordagem

mais atual ao tema.

Polya acreditava que existe uma arte da descoberta e que a capacidade de descobrir e de
inventar podem ser desenvolvidas nos estudantes, através de um método que os alerte para os

principios da descoberta e que os leve a aplica-los. As regras utilizadas por Pdlya (1975) sao

Para agrupar convenientemente as indagacbes e sugestées da nossa lista,
distinguiremos quatro fases de trabalho. Primeiro, temos de compreender o
problema, temos de perceber claramente o que é necessdrio. Segundo, temos de
ver como os diversos itens estdo inter-relacionados, como a incoégnita estd ligada
aos dados, para termos a ideia da resolucdo, para estabelecermos um plano.
Terceiro, executamos o nosso plano. Quarto, fazemos um retrospeto da resolucéo

completa, revendo-a e discutindo-a. (p. 3)
Resumidamente, podemos considerar as regras de Polya como as seguintes:

e compreender o problema;
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e obter um plano;
e realizar o plano;

e examinar a solucao obtida.

Estas regras podem ainda ser subdivididas e utilizadas de forma pessoal, consoante a estratégia

escolhida.

Aproveitando as ideias de Pdlya, Schoenfeld (1985) compilou um esquema de principios
heuristicos, frequentemente utilizados ao nivel do ensino superior. Em simula, a tabela
desenhada por Schoenfeld contempla os seguintes passos. Em primeiro lugar, a analise do
problema em estudo. Sugere-se que se comece pela representacdo grafica deste, caso seja
possivel, passando-se depois ao exame dos casos especiais, e finalmente a simplificacao do
problema em causa. Segue-se a exploracao do problema, considerando inicialmente outros
problemas que lhe sejam equivalentes, passando de seguida a problemas ligeiramente
modificados e posteriormente para problemas muito modificados. Em Gltimo lugar, procede-se
a verificacdo da solucdo, fazendo-a passar por testes inicialmente especificos e finalmente

gerais, de modo a confirmar a sua integridade.

Na investigacdo em torno da resolucdo de problemas é incontornavel o legado deixado por

Polya.

3.4 Argumentacao e Prova

Boero desenvolveu um conjunto de modelos tedricos (Boero, Douek, Morselli e Pedemonte,
2010; Boero, 2011), baseados nos trabalhos basilares de Pedemonte (2007), Toulmin (1974) e
Habermas (2003), que procuram desenvolver o conhecimento através de uma discussao
abrangente e unificada, baseada nas nocoes de hipotese, prova e verificacdo da hipotese, com

base na ligacao desta com os dados. Segundo Boero (2011),

O desenvolvimento da consciéncia dos alunos sobre as "regras” da argumentacéo e
da prova em matemdtica é um dos principais desafios para a educac@o
matemadtica. Esta declaracdo expressa uma conviccdo amplamente compartilhada
entre os educadores de matemdtica nas ultimas trés décadas, apesar de diferentes
posicées sobre quando desenvolver essa consciéncia, quais elementos devem ser

conscientes e como lidar com eles na sala de aula. (p. 3)

Sucintamente, o processo contempla quatro momentos chave (Perry, Molina, Camargo e
Samper, 2011), que integram o modelo de argumentacao de Toulmin (1974) e o modelo de

pensamento racional de Habermas (2003), os quais se sumarizam seguidamente.

e Tipo de argumento. Aceitar que uma demonstracao envolve varios tipos de argumentos

que os estudantes podem utilizar. De acordo com Toulmin (1974), cada argumento tem
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como componentes a hipotese, as premissas que originaram o colocar da hipotese, e a
prova. Os argumentos podem ser divididos em dedutivos, indutivos e abdutivos. Os
argumentos dedutivos sao baseados na logica e derivam de uma regra geral para a sua
aplicacado. Desta forma, se o principio geral é verdadeiro, também a sua aplicacdo o
sera. Por exemplo, se todos os animais respiram, entdao o meu gato respira. Ja os
argumentos indutivos sao diferentes. Estes sao baseados em observacoes particulares
de certos fenomenos, procurando-se almejar uma generalizacao destes. Assim, partem
de uma aplicacao e procuram alcangar uma generalizacao, ao contrario dos argumentos
dedutivos, pelo que as conclusdes atingidas pelos métodos indutivos ndo sdo certas,
mas apenas possiveis. Normalmente o progresso cientifico € atingido com argumentos
indutivos: observam-se fenomenos, e procuram-se formular hipoteses gerais que os
expliqguem. Os argumentos abdutivos sao os menos plausiveis de todos, pois com base
na informacao disponivel (que pode estar incompleta) procura-se a explicacdo mais
plausivel para esta. Por exemplo, com base nos sintomas descritos por um paciente,
um médico procura indicar a doenca mais plausivel que os explique. No entanto, a
doenca indicada pelo médico pode ndo explicar alguns dos sintomas descritos pelo
paciente, ou alguns dos sintomas da doenca podem nao ser sentidos pelo paciente.

e Aspeto teleoldgico. Numa demonstracdo é necessario ndo esquecer o resultado que se
pretende alcancar, de forma a que todas as acoes e procedimentos a realizar tenham
um objetivo claro.

e Aspeto epistémico. Para uma demonstracao ser aceite € necessario que seja validada
pela comunidade, neste caso matematica; para tal é fundamental que cumpra certos
requisitos desta area de conhecimento.

e Aspeto comunicativo. Nao basta apenas conseguir efetuar uma demonstracdo, €

também essencial conseguir comunica-la de modo percetivel (vertente sociocultural).

Assim, as nocbes de prova e de demonstracdo matematicas sdo um indicador do pensamento
matematico avancado. Produzir ou ler uma prova ou demonstracdo requer a habilidade de
articular varias agdes e conhecimentos. Perry, Molina, Camargo e Samper (2011), a respeito do

trabalho realizado numa disciplina de Geometria Eucliana, indicam que,

Para nos, a atividade de prova inclui dois processos, nGo necessariamente
independentes ou separados. O primeiro consiste em acdes que sustentam a
producdo de uma conjetura. Essas acées geralmente comecam com a exploragdo
baseada em computador de uma situacdo geométrica para procurar regularidades,
seguida da formulacdo de conjeturas e da respetiva verificacdo de que o facto
geométrico enunciado é verdadeiro. As acbes do segundo processo estdo
concentradas na procura e organizacdo de ideias que se tornardo uma prova. Este
ultimo termo refere-se a um argumento de natureza dedutiva baseado num

sistema teodrico de referéncia do qual a afirmagGo comprovada pode ser um
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teorema. (p.2)

Especificamente, Boero (2011) foca a sua atencao na exploracao da analise de informacao
baseada nas nocoes de hipdtese, prova e verificacao da hipdtese na ocasiao em que € pertinente
tal atividade e no como a orientar (énfase no trabalho do professor em sala de aula). Também
refere que, no decorrer da atividade de argumentacao e prova, novas questoes vao surgindo e

torna-se fundamental saber como as explorar, a luz destes conceitos.

Desta forma, cada vez mais se torna necessario explorar como, quando e o que ensinar aos
nossos alunos (particularmente no ensino superior) para que estes sejam capazes de aprender

e dominar os conceitos de argumentacao e prova.

3.5 Mediacao Semiética
A mediacao semiodtica pode ser definida como o uso ou a apropriacao de sinais e artefactos
enquanto faceta do desenvolvimento psicologico, exclusivamente por seres humanos (Vygotsky,

1978). E célebre a frase de Vygotsky, indicada em Dahms, Geonnotti, Passalacqua, Schilk,
Wetzel e Zulkowsky (2008),

O animal sé6 pode ser treinado. S6 pode adquirir novos hdbitos. Pode através de
exercicios e combinacées aperfeicoar o seu intelecto, mas ndo é capaz de

desenvolvimento mental através da instrucdo no sentido real da palavra. (p. 4)

Os artefactos compreendem, entre outros, a linguagem nas vertentes oral e escrita, mapas de
todo o tipo e instrumentos cientificos e musicais. Na escola, os artefactos incluem todo o
material escolar, mas também o quadro e o computador. Os sinais sdo por vezes confundidos
com os artefactos, mas referem-se ao que é produzido com a utilizacao dos artefactos (como

por exemplo novos artefactos).

A mediagao semiotica ocorre em sala de aula, ja que o ensino pode ser considerado como uma
relacao entre os estudantes e o conhecimento, mediada pelo professor. Esta relacao contempla
a introducao, exterior ao aluno, de uma ligacdo ou sinal intermédio que faz a conexdo entre
um estimulo (que pode ser um problema matematico) e a resposta a este. Assim, o uso de
artefactos, como por exemplo a calculadora, no acompanhamento de uma tarefa que envolve
tanto professor como alunos, utiliza e gera sinais entre os participantes. Algumas destas
ligacbes ou sinais intermédios podem ainda ser vistos como artefactos cognitivos (Bussi e
Mariotti, 2008), na medida em que representarem novos trechos de conhecimento que pode ser
reutilizado. Na matematica, a mediacao semidtica procura fazer a ponte, a cargo do professor,
entre o conhecimento intuitivo e o conhecimento cientifico. De acordo com Bussi, Corni,
Mariani e Falcade (2012),

O processo de ensino-aprendizagem comeca com o surgimento dos significados
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pessoais dos alunos em relac@o ao uso do artefacto. O surgimento é testemunhado
pela aparéncia de textos situados e a sua evolucdo em textos
matemdticos/ cientificos deve ser promovida pelo professor através de atividades
sociais especificas. Em resumo, o processo de mediacdo semidtica consiste no
processo de evolucdo que tem o seu primeiro passo no surgimento de significados
pessoais relacionados a realizacGo de uma tarefa e desenvolve-se na construcéo
coletiva de sinais compartilhados relacionados ao uso do artefacto e a
matemdtica/ fisica a ser aprendida. ... O papel do professor em cada etapa é
diferente e crucial. Por exemplo, ele varia a partir da escolha de tarefas

adequadas que exploram o potencial semidtico de um artefacto. (p.17 e 18)

Ha, assim, no processo de ensino-aprendizagem um papel muito importante quer para a

mediacao do professor, quer para o uso de artefactos.

3.6 Sintese

A importancia de se compreender como é que os alunos constroem o seu conhecimento
matematico de continuidade e de limites num contexto de sala de aula, onde o professor
desempenha um forte papel de mediacao levou-nos a abracar o modelo RBC+Co. Trata-se de
uma ferramenta teodrica poderosa que nos permitira identificar as abstracdes dos alunos. As
suas acoes epistémicas (acoes do pensamento que se tornarao visiveis através de acoes externas
produzidas pelo aluno - exposicdo/representacdo do raciocinio) serdo identificadas e
sequenciadas, com o recurso a subcategorias construidas de acordo com o que se entende por
cada acao epistémica e pela matematica que se vai trabalhar. Procurar-se-a também desvendar
as relacdes que sdo estabelecidas entre as acdes epistémicas. Esperamos, assim, ficar a
compreender melhor como é feita a construcédo do conhecimento matematico da continuidade

e dos limites pelos alunos que participaram no presente estudo.
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Capitulo 4

Metodologia de Investigacao

0 presente capitulo inicia-se com a descricao das especificidades relativas a uma metodologia
qualitativa, segundo diversos autores, e com a justificacao das opcoes metodologicas adotadas
pela investigadora neste trabalho. Seguidamente, encontram-se caracterizados o espaco em
que decorreu o estudo, bem como os alunos em que ele incidiu. Sera igualmente analisada a
estrutura que norteou a sua implementacao, assim como o processo de recolha, tratamento e

analise de dados.

4.1 Op¢cdes metodolégicas

A definicao e aplicacao de uma correta metodologia de investigacdo é uma etapa fundamental
na investigacdo em Didatica da Matematica. Historicamente, a investigacdo portuguesa nesta
area é baseada na escola anglo-saxonica, que produziu boa parte dos investigadores pioneiros
na Educacdo Matematica (Ponte, 2008). Esta tradicdo de investigacdo € sustentada pela
conceptualizacdo tedrica dos estudos, fazendo um balanceamento entre a relevancia dos
aspetos a estudar e o seu enquadramento teorico. As metodologias adotadas sao essencialmente
qualitativas e interpretativas, com recurso frequente a estudos-caso em contraponto com as
abordagens positivistas que procuram obter generalizacdes e validacdes estatisticas (Ponte,
1994). Sao igualmente utilizados outros designs de investigacao, como os estudos colaborativos,
as experiéncias de ensino e de formacao e as investigacoes dos professores sobre as suas

proprias praticas de ensino.

Os estudos nesta area visam uma miriade de temas onde se incluem o conhecimento do
professor, a sua formacdo e o seu desenvolvimento profissional, e também estudos sobre a
aprendizagem da Matematica pelos alunos. Nestes sdo abordadas questdes quer sobre a
construcao de conhecimento, de uma forma geral, quer sobre a construcdo de conhecimentos
sobre conceitos e temas especificos (Ponte, 2008), como é o caso concreto deste trabalho em
relacdo a aprendizagem de limites e continuidade. Existem ainda outros estudos nao
enquadraveis nas categorias anteriores, como os estudos sobre o desenvolvimento e adequacao
dos curriculos. Este Gltimo campo é sempre pertinente, pois, a implementacao curricular € um
aspeto crucial no ensino e aprendizagem da Matematica e, também, atendendo as diversas

reformas curriculares que ciclicamente sdo propostas, em todos os niveis de ensino.

Em relacao aos estudos sobre a aprendizagem dos alunos, registam-se trés grandes tendéncias.
Uma primeira reporta-se aos estudos de matriz cognitivista, sociocultural ou antropoldgica.

Neste campo inserem-se trabalhos como o de Carreira (1998), visando o estudo de processos de
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metaforizacao na procura de significados para modelos e conceitos matematicos. Esta autora
obteve um modelo semiotico para a compreensao desse processo e estudou a sua aplicabilidade.
Uma segunda tendéncia visa a aprendizagem de temas matematicos especificos. Aqui inserem-
-se, por exemplo, trabalhos como o de Monteiro e Pinto (2006) na procura de factos tedricos e
empiricos para analisar a aprendizagem dos nimeros racionais, nomeadamente em relacao as
fracoes e suas estratégias formais e informais de analise de problemas. Finalmente, uma
terceira tendéncia aborda a aprendizagem quando o ensino é efetuado através de métodos
inovadores. Jesus e Serrazina (2005) colocam o enfoque nas tarefas de natureza investigativa,
estudando a respetiva insercao nos primeiros anos de escolaridade e procurando discernir a sua
influéncia no aumento das capacidades dedutivas, indutivas e comunicativas dos estudantes. O
presente trabalho tem tracos das segunda e terceira tendéncias aqui elencadas - estuda a
construcao dos conceitos de continuidade e de limite, pelos alunos, através de uma sequéncia

de ensino diferente da usual, onde primeiro se lecionou a continuidade e depois os limites.

A metodologia qualitativa é habitualmente baseada numa perspetiva interpretativa dos
fenomenos em estudo. Esta perspetiva assenta em dois conceitos basilares, a fenomenologia e
a interacao simbolica. A fenomenologia procura estudar os acontecimentos enquadrados nas
interacdes sociais entre os individuos. Por sua vez, a interacdo simbolica defende que os
acontecimentos ndo tém significado per si, antes sdos definidos pelas pessoas através da
interacao social entre individuos, constituindo um processo interpretativo que cada pessoa vive

diariamente ao lidar com diversos simbolos (Ponte, 1994).

De acordo com Denzin (1989), a investigacao qualitativa preocupa-se fundamentalmente com
0s processos e as dinamicas, e esta dependente do investigador. Baseia-se na descricdo densa
(thick description) dos fenomenos, apresentando com grande detalhe o contexto e as
interacdes que ligam os diversos intervenientes no processo. Procura-se ir além dos factos e
aparéncias, podendo o processo indutivo originar reformulacdes ao longo do processo

investigativo.

Na investigacdo qualitativa, o investigador assume um papel de especial relevo. E ele que
define nao s os atributos que pretende estudar, mas igualmente os métodos a utilizar na
recolha de dados e o ambiente em que esta recolha deve ser feita (Domingos, 2003). Em Bogdan
e Bicklen (1994) sao definidas cinco caracteristicas que definem a investigacao qualitativa.
Estas nao tém necessariamente de ser aprofundadas em todos os trabalhos, mas definem as
traves mestras nas quais esta investigacao deve assentar. Neste trabalho nao se pretende fazer
uma descricao exaustiva dessas caracteristicas, mas sim introduzi-las e relaciona-las com o

estudo pratico realizado.

A principal fonte dos dados é o ambiente natural onde se desenrola o estudo. A comparéncia
do investigador no ambiente natural é fulcral, com vista a compreender ndo so6 as acoes

observadas, mas também o contexto em que estas se inserem. No caso concreto do presente
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trabalho, o ambiente natural foi a sala de aula, tendo o investigador comparecido nas aulas
ministradas sobre o assunto. Em virtude de as aulas nao terem sido lecionadas por ele, mas sim
por outro docente, existiram naturalmente interacdes estudante - professor - investigador. Se
por um lado estas interacoes introduziram um novo sujeito no processo de aprendizagem, por
outro lado permitiram ao investigador estar mais disponivel para, em sala de aula, registar os
processos de construcao de conhecimento. No contexto educativo, o investigador tem como
incumbéncia a observacao e a conducao da investigacao, procurando recolher os dados com o
maximo de precisao e detalhe, ao passo que o professor tem como preocupacao primordial a
lecionacao e a aprendizagem dos alunos. Também ao nivel dos objetivos existem diferencas,
atendendo a que o investigador tem por missdo a recolha dos “melhores” dados possiveis, e o
professor procura que os alunos atinjam competéncias especificas e obtenham o sucesso
académico. Neste sentido, parecem existir vantagens em que o investigador e o docente sejam

diferentes (Domingos, 2003), tal como sucede no presente trabalho.

A observacao participante ocorre quando o investigador se integra na populacao em estudo, o
que, convenhamos, pode ser extremamente complexo de alcancar, principalmente quando o
investigador tem um estatuto diverso dessa populacao, como um professor numa sala de aula.
O investigador procura assim compreender as interacdes entre os diferentes membros da
populacao em estudo, sem interferir nestas. Apesar de ser um processo naturalmente
complicado, permite compreender com alto grau de exatidao as dinamicas do grupo em analise

e dessa forma extrair padroes de comportamento e aprendizagem.

Complementa as consideracbes anteriores a pesquisa bibliografica que é também uma forma
relevante de investigacao qualitativa, a qual ndo pode ser descurada em qualquer trabalho. Um
investigador bem preparado, com a nocao do que é expectavel suceder com, por exemplo, a
realizacdo de uma experiéncia de ensino, tem a partida mais hipoteses de ser bem-sucedido
pois pode antecipar as dificuldades dos alunos, e prever as construcées de conhecimento que
estes deverao realizar. Além da consulta de trabalhos anteriores sobre o mesmo tema, ou sobre
temas relacionados, a analise das producdes anteriores dos alunos em estudo (como testes ou
exercicios) aumenta a percecdo do investigador quanto a problematica em analise e quanto as

caracteristicas concretas desse grupo especifico de alunos.

A investigacdo qualitativa, por ndo ser quantitativa, ndo depende das técnicas usuais de
estatistica, nomeadamente as inferenciais. Nao se pretende calcular intervalos de confianca
ou testes de hipoteses, de forma a estimar ou prever caracteristicas gerais da populacao. O
objetivo é aproveitar toda a riqueza dos dados, respeitando as formas como estes foram
recolhidos e a singularidade de cada resposta. Tenha-se em vista que a investigacao qualitativa
€ essencialmente descritiva. Compreende-se assim que nao se pretende utilizar as ferramentas
da estatistica inferencial, mas organizar a informacao recolhida sobre a forma de tabelas,
imagens e mesmo registos de video e audio. O objetivo nao é a reducao dos dados, pretendendo-

-se que estes conservem toda a sua riqueza e diversidade. O enfoque é direcionado para a
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diversidade e especificidade de cada individuo. Mais ainda, os processos sdo muitas vezes tao
ou mais importantes que os resultados. As formas como os alunos organizam a construcao do
conhecimento (ver capitulo anterior) é vital em todo este processo. Procura-se descobrir em
gue momento e de que forma é atingida determinada nocao, e se esta é integrada no discurso
matematico dos discentes, funcionando posteriormente para cotejar problemas mais complexos
e elaborar outras construgdes. Na investigacao qualitativa em contexto educacional, é ainda
relevante estudar a influéncia das expetativas do professor na construcdo do conhecimento dos

alunos.

Bogdan e Bicklen (1994), numa das mais conhecidas obras sobre esta matéria, referem que as
multiplas formas de interpretar as experiéncias dependem das relacdes entre os diversos
intervenientes no processo de aprendizagem. E necessario que o investigador procure
compreender o processo de construcao de conhecimento dos alunos envolvidos, sem, no
entanto, prescindir do seu ponto de vista. Neste sentido, adotou-se uma metodologia de

investigacao qualitativa, inserida no paradigma interpretativo (Bogdan e Biklen, 1994).

A experiéncia de ensino utilizada neste trabalho é comummente aplicada em estudos
qualitativos no ensino, principalmente quando o investigador tem acesso a sala de aula. Procura
descortinar os processos de desenvolvimento e construcdo de conhecimento matematico (ver
Capitulo 3) e estudar os diferentes comportamentos dos alunos, bem como a influéncia que
estes tém na dita construcdo de conhecimento. E expectavel que o ensino influa sobre estes
processos, e cabe ao investigador a tarefa de descobrir de que forma é que tal sucede. Existe
neste caso uma interacao entre professor e aluno, mas também entre alunos, o que permite
obter multiplos dados de interesse. Na situacdo em causa, é vantajoso que nas resolucdes das
tarefas os alunos expliqguem a restante turma de que forma é que alcancaram determinados
resultados, e que o professor corrija em voz alta as questdes e debata as diferentes construcoes
de conhecimento utilizadas pelos discentes. Embora tal estratégia possa ser aplicada em
situacdes em que existem apenas um ou dois alunos, o ideal € a turma ter uma dimensao
razoavel para que existam diferentes abordagens as questbes e para que o processo de
construcao de conhecimento seja nao apenas individual, mas também conjunto e por via disso

mais enriquecedor.

4.2 Caracterizacao dos alunos e descricao do contexto

Dos 40 alunos inscritos na UC de MQAP no ano letivo em que foi realizada a experiéncia, 17
estavam a repetir a frequéncia e 23 eram novos alunos. Cerca de um terco dos alunos (quase
todos dos novos alunos) tém Matematica A ou B ao nivel do 12.° ano. A formacdo dos restantes
alunos varia entre a Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais do 12.° ano, o 11.° ano de
Matematica das escolas profissionais e 0 9.° ano de Matematica para alguns alunos que optaram

por formacao secundaria na area de Humanidades.
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A data de implementacdo do presente estudo, apenas vinte e dois alunos encontravam-se a
frequentar a UC, sendo, porém, de notar que nem todos realizaram a totalidade das questdes.
Acresce que alguns dos discentes eram repetentes e, como tal, frequentavam UC’s de anos
mais avancados. Estes alunos tinham algumas das aulas semanais total ou parcialmente
sobrepostas, o que condicionou a sua assiduidade. Compreende-se assim que neste
enquadramento nao seria produtivo analisar as respostas de todos os alunos, ja que os que nao
compareceram a totalidade das aulas realizaram as tarefas propostas de forma incompleta. Por
outro lado, de entre os que responderam a todas as questdes, alguns também o fizeram de
forma incipiente (varias respostas em branco ou quase em branco). Finalmente, nao seria
exequivel analisar de forma consistente a producdo de um grande nimero de respondentes, o
que resultaria num documento demasiado extenso. No final, e considerando o supra elencado,
dos vinte e dois participantes iniciais selecionamos apenas dois para a analise de producdes
escritas, designados daqui em diante por AF e DV, pelo seu acompanhamento e interesse nas
aulas. Resta acrescentar que a analise dos comentarios orais, efetuados em aula, foi realizada

considerando as contribuicoes de todos os alunos presentes.

O docente responsavel pela UC acedeu colaborar neste estudo piloto, concordando em
disponibilizar quatro aulas, de 120 minutos cada, para a lecionacao dos conceitos de limite e
continuidade da forma pretendida. Por esse motivo, a autora deste trabalho disponibilizou-lhe
os materiais pedagogicos necessarios (exercicios, bibliografia, etc.) e colaborou nas aulas sobre
o tema, quer acompanhando e registando o trabalho dos alunos, quer completando as
interacdes do docente com a turma de forma a acompanhar o processo de construcao de

conhecimento pelos alunos presentes nas aulas.

4.3 Implementacao

No final da aula que antecedeu o inicio do estudo da continuidade, foi apresentada
sumariamente aos alunos da UC a proposta pedagogica. Apds este procedimento introdutorio,
todos os alunos tiveram de responder, de forma individual e em papel, a uma primeira questao
(Questao 1 a) e 1 b) sobre continuidade, indicadas na seccdo 5.6). Com a resposta a esta questao
pretendeu-se identificar o conhecimento preliminar dos alunos acerca da nocao de

continuidade, sendo que, todavia, esta questao nao foi corrigida.

Nas aulas subsequentes o processo foi similar. O docente foi distribuindo as questdes, de
dificuldade crescente, visando o estudo da continuidade de uma funcao, quer num ponto quer
no seu dominio. Apés a realizacdo de um conjunto de tarefas, os alunos responderam
novamente a questao inicial, procurando-se aferir se estes conseguiram ou nao abarcar os
conhecimentos pretendidos e evoluir em relacdo ao seu conhecimento inicial. S6 apos esta fase
a nocao formal de continuidade foi debatida, e mais tarde escrita de acordo com a definicao
2.17 da pagina 28.

47



Para o estudo dos limites, o processo decorreu de forma analoga a acima descrita. Apods a
formalizacdo de acordo com a definicdo 2.11 da pagina 21, procurou-se ainda que os alunos
conseguissem ligar de forma consistente os conceitos de vizinhanca, continuidade e limite, de

forma a discernir a ocorréncia de uma construcéo efetiva de conhecimento sobre esta matéria.

Atendendo a que seria dificil, em aula, registar toda a discussdo ocorrida aquando da resolucao
das tarefas propostas, estas foram gravadas, obtidas as devidas autorizacdes e garantindo a
utilizacdo dos dados para fins meramente académicos. Desta forma, foi possivel recolher um
manancial de informacao quer em relacdo a componente escrita (respostas individuais as
questdes) quer em relacdo a componente oral (gravacao video da discussao dos problemas em
estudo), na qual os didlogos mais relevantes para a resolucdo de cada questao, contendo as
interacoes entre os alunos e destes com o professor, sao transcritos sumariamente nas

subseccoes dedicadas a analise de cada questao.

4.4 Recolha, tratamento e analise de dados

A recolha de dados efetuou-se exclusivamente em ambiente de sala de aula, de trés formas
distintas: através dos registos audiovisuais (RAV) das discussdes promovidas antes e apos a
resolucao das questoes por parte dos alunos, bem como pelos seus registos escritos (RA), e
ainda pelos registos efetuados pela investigadora (RlI) sempre que se revelou necessario

completar algo que verbalmente nao se consegue evidenciar.

Cada questao foi primeiramente projetada no quadro, sem que fossem tecidas grandes
consideracodes sobre a sua resolucao. Todas as questdes foram respondidas de forma individual
e em papel pelos estudantes, sem que, no entanto, se tenha impedido a sua simultanea
discussdao pela turma, durante o periodo de resolucdo. Nesse periodo os alunos que o
pretenderam consultaram o docente da UC e a autora do estudo quando tinham duvidas
particulares, casos em que apenas se revelaram pequenas “pistas” individuais para auxiliar
aqueles que mais dificuldades sentiam. Apds a entrega das resolucdes a autora do estudo, as
questodes e as producdes dos alunos foram discutidas em aula, sendo este debate mediado pelo
professor responsavel e pela investigadora, procurando-se assim contribuir para o processo de
construcdo de conhecimento matematico, abstrato e avancado, por parte dos alunos. Apos a
fase de discussao, todas as questoes foram corrigidas no quadro por forma a garantir que, como

habitualmente nesta UC, todos os alunos tém acesso a correta resolucao dos problemas.

A analise dos dados recolhidos, referentes a resolucdo de cada questao, foi efetuada em trés
etapas distintas: (1) analise de primeira ordem, a qual inclui as transcricoes dos registos
audiovisuais das discussoes das questoes, ocorridas em aula, entre alunos e professor, incluindo
os registos da investigadora, e a digitalizacdo dos registos escritos dos alunos; (2) analise de
segunda ordem, que se iniciou com a definicdo das categorias e subcategorias respeitantes as

acoes epistémicas do modelo RBC+Co, e posterior aplicacao a analise de cada questdo, de
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acordo com o problema de estudo e referentes tedricos estabelecidos; (3) analise de terceira
ordem, a qual consistiu na analise transversal de cada uma das categorias definidas na etapa
anterior, pretendendo verificar se todas as subcategorias foram evidenciadas em cada uma das
acoes epistémicas e compreender como se relacionaram e que influéncia tiveram no
desenvolvimento dessas acdes, assim como analisar a manifestacao das acdes epistémicas e as

relacoes existentes entre estas, novamente para todas as questoes.

4.4.1 Analise de primeira ordem

As transcricoes dos registos audiovisuais das discussoes das questoes, ocorridas em aula, entre
alunos e professor, foram efetuadas em diferentes documentos para cada uma das questoes no
processador de texto Word, da Microsoft, em formato editavel, com a extensao .docx, e ainda
em formato portatil, com a extensao .pdf. Procurou-se reproduzir fielmente as intervencoes
dos alunos (AF e DV) e do professor (P), incluindo os registos da investigadora (Rl) sempre que
estes serviam para contextualizar algumas intervencdes. As intervencdées foram ainda

numeradas sequencialmente, em cada documento, como se demonstra no seguinte exemplo:

e AF3: Entéo é so fazer uma bola no sitio correto...
e RI4: AF refere-se a uma bola fechada.

e AF5: Temos de fechar o ponto 1.

e P7: Mas qual deles?

e DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!
Figura 4.1 - Exemplo de um excerto das transcricées

Procurou-se refletir a entoacdo dada pelos alunos e pelo professor através da pontuagao

utilizada e da formatacao do texto aplicada.

Foram ainda utilizados paréntesis retos sempre que os registos da investigadora eram essenciais
durante uma intervencao, nao estando estes numerados, por exemplo: “DV9: Vai ser uma
“coisinha” [RI: faz o gesto de um retdngulo] que apanhe todos os pontos.”, ou em conjunto
com reticéncias quando nao foi possivel apreender alguma passagem, como em: “AF26:

Professor! Ndo é continua, pois ndo? [...] Tem uma paragem...”.

Os registos escritos dos alunos foram digitalizados para formato portatil (.pdf) tendo sido
efetuadas capturas de ecra parciais de cada um (em formato .png ou .jpg), de modo a inclui-

-las na analise posterior

4.4.2 Andlise de segunda ordem

A analise de segunda ordem consiste em identificar, questao a questdo, as aces epistémicas
manifestadas pelos alunos no decorrer da resolucdo da questao, a luz do modelo RBC+Co, bem

como as relacdes estabelecidas entre estas.
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Seguindo a linha de pensamento de Pimenta (2016), a necessidade de se conseguir identificar
a presenca de cada acao epistémica, durante a resolucao de cada questao, conduziu a sua

divisao em diferentes subcategorias, possibilitando uma leitura mais precisa das mesmas.

Para este trabalho, a definicao das subcategorias resultou do ajustamento da definicao de cada
acao epistémica a realidade do estudo apresentado e, em particular, das questdes de

investigacao definidas, as quais encontram-se na tabela seguinte, adaptada de Pimenta (2016).

Tabela 4.1 - Descritores das subcategorias relativas ao modelo RBC+Co

Interpretar

Os alunos reconhecem que a informacao contida no enunciado é necessaria
para dar resposta a questao.

Estrutura adquirida

Os alunos reconhecem a utilidade de construgées anteriores para dar resposta
a questao.

Vizinhanga

Os alunos identificam a necessidade de recorrer a nocao de vizinhanca para
dar resposta a questao.

Aproximagao

Os alunos identificam a necessidade de recorrer a nocao de aproximacao para
dar resposta a questao.

Estratégias

Os alunos aplicam estratégias para chegar a solucao da questao colocada.
Aplicagdo de construgcdo prévia

Os alunos integram e combinam uma construcdo adquirida (conhecimento
prévio) para conseguirem atingir determinado objetivo, mesmo que esses
venham a revelar-se “falsos comecos” ou “becos sem saida”.

Inclui conceitos e procedimentos matematicos.

Solugées intermédias

Os alunos apresentam solucdes intermédias que contribuem para a resolucao
da questao.

Justificagao
Os alunos apresentam uma justificacao para a solucao apresentada.

Reorganizagdo
Os alunos reorganizam as construcées ja utilizadas de modo a atingirem o
objetivo da questao.

Continuidade a esquerda num ponto

Os alunos alcancam a nocao de continuidade
Continuidade num ponto de uma funcao a esquerda de um ponto.

Os alunos alcancam a nocao Continuidade a direita num ponto
de continuidade de uma

funcdo num ponto. Os alunos alcancam a nocao de continuidade

de uma funcao a direita de um ponto.
Continuidade no dominio

Os alunos alcangam a nocao de continuidade de uma fungao no seu dominio.
Continuidade num intervalo

Os alunos alcancam a nocao de continuidade de uma funcao num intervalo.
Continuidade num ponto isolado

Os alunos alcancam a nocao de continuidade de uma funcao num ponto
isolado.

Limite com limites laterais

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto com base
nos limites laterais.

Limite num ponto de continuidade

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto em que esta
é continua.
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Limite num ponto de descontinuidade

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto em que esta
€ descontinua.

Limite no infinito

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao no infinito.

Limite num ponto isolado

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto isolado.
Limite num ponto fronteiro

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto fronteiro,
podendo este pertencer, ou nao, ao seu dominio.

Limite num ponto exterior

Os alunos alcancam a nocao de limite de uma funcao num ponto exterior ao
seu dominio.

Calculo de limite por substituicdo

Os alunos alcancam o calculo de limite de uma funcdo definida pela sua
expressao analitica, por substituicao.

Calculo de limite - infinitésimos e infinitamente grandes

Os alunos alcancam o calculo de limite de uma funcdo definida pela sua
expressao analitica (infinitésimos e infinitamente grandes).

Relacdo entre limite e continuidade num ponto fronteiro (que nao
pertence ao dominio)

Os alunos alcancam a relacao entre as nocoes de limite e de continuidade
num ponto fronteiro do dominio de uma funcao.

Continuidade baseada em limite num ponto do dominio

Os alunos alcancam a definicao continuidade num ponto interior ao dominio
de uma funcao com base no limite nesse ponto.

Comunicagao

Os alunos expressam, através da exposicao oral, escrita corrente ou
simbolica, ou através de uma acao matematica, a construcao que fizeram.

Os alunos aplicam uma construcao adquirida nas questdes realizadas
anteriormente.

Relativamente as subcategorias definidas na tabela anterior, ressalvamos o facto de, na Acdo-
R, a Aproximagdo so se encontrar definida para a analise das questdes relativas ao conceito
de limite. No que concerne a Acdo-C, destacamos a existéncia de um grupo de subcategorias
relativas a nocao de continuidade, outro alusivo ao conceito de limite, e ainda um terceiro
respeitante as relacoes entre os dois. Importa por fim referir que na Consolidacdo nao se

verificou a necessidade de considerar quaisquer subcategorias.

Usando como referéncia a Tabela 4.1, foram analisadas as resolucées cada uma das questodes 2

a 5, sobre a nocao de continuidade, e 2 a 8, sobre o conceito de limite.

Primeiramente, a analise referida foi efetuada pela investigadora, identificando nas
transcricoes de cada questao os excertos que evidenciam cada uma das subcategorias, bem

como nas capturas de ecra parciais dos registos escritos dos alunos.

Posteriormente, toda essa analise foi coligida com recurso ao software de analise qualitativa
de dados ATLAS.ti, cujo procedimento referiremos de seguida, com o objetivo de construir
diagramas que evidenciam quais as subcategorias manifestadas em cada acao epistémica, bem

como as suas relacoes. Como ja referimos, foram igualmente analisadas as relacoes
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estabelecidas entre as acdes epistémicas, apds o que foram sintetizadas num esquema
construido igualmente com recurso ao ATLAS.ti.

Carecendo a importacao de um documento que este esteja em formato.pdf, vindo a ser referido
no ATLAS.ti por Primary Documents (P-Docs), assim procedemos assinalando que os documentos
se encontram numerados a medida que vao sendo importados. Destacamos o facto do ATLAS.ti
nao ler simbolos matematicos nem equacdes, pelo que nestes ficheiros foi efetuada a sua

escrita por extenso, por exemplo, 0 lirr} (—Zx + %) sera registado como “o limite de -2x + 1/x,
xX—

quando x tende para 1”.

@ Limites Questiod - ATLAS K - X
Project Edit Documents Quotations Codes Memos Networks Analysis Tools Views Windows Help
L-PH| B SR @I
P-Docs | [ P3: G4 Limites.pat | - | Quates || | | Codes [2¥ acioBizoz | | Memas ~
Lz | 7 P3: Q4 Limites.pdf x
Q ~ i
=]
wr
Limites
Questédo 4
P1: Entdo, nesta questdo, o que & que temos de fazer? 5 VacoR
& AF2: Temos de calcular os limites! & ¥ Interpretar
P3: Certol!
<3 P4: Entdo, para o primeiro, quando o x vai para 2, para onde é que vaio x +1? Y VAcioR B ¢ <justifies> 3:3
=] DV5: Substituimos... ¥ Aproximacio [E) § <justifies> 3
7 DV6: Da 3! c = ¢ <justifi 362
o |» AF7: Porqué 3?7 mites por substituicso
I P8: Se o xfor 2.001, quanto é que dé x +1? TG Whcio.Elies ) b <justifies> 35 £ 0 Acio.R
— AF9: 3.001 5 a B 0327 <justifies> £ 1 Aproximacio
= P10: Se o x for 1.999, quanto é que dd x +17 e construcdo prévia = 1 32 <justifies>
DV11:2.999 [E ¥ <justifies> 3:5 £ § AcGo-R
i, estio ou n 3 1 Aproximac
o P12: Entdo, estdo ou ndo perto de 37 [RI: referindo-se as imagens) 2% VAo R & 4 Aprovina
w“ AF13: Mas porqué esses valores? £ N acio Racio
P14: Quando o x se estd a aproximar do 2, pode-se aproximar por valores maiores ou ¥ ¥ Aproximacio>
& menares, certa? B 135 <justifies>
<justifies> 3
& Se for por valores mais pequenos, por exemplo, 1.9, 1.99, 1.999, etc. B :ifjt‘:'j;mj
Do outro lado, par exemplo, 2.05, 2.04, 2.02, etc.
AF15: Ahl
P16: Aideia é ver, 3 medida que o x se esta a aproximar do 2, aimagem pela fungdio x +1
esta-se a aproximar de que valor?
DV17: Mas esta fungdo nds conhecemos: é uma funcao afim! & Acdo-R
DV18: N&o podiamos ir pelo grafico? & £% 0 Estrutura adquirida
P 3: Q4 Limites pdf -> My Library G D Pagelofd Sze83% B PDF Default

Figura 4.2 - Exemplo da analise de dados no software ATLAS.ti

A ilustracao anterior refere-se a importacao do ficheiro P3: Q4_Limites.pdf. Do lado esquerdo
encontra-se a transcricao dos registos audiovisuais efetuados, incluindo os registos da
investigadora, e do lado direito a codificacao das categorias e subcategorias referentes a cada
excerto selecionado pela investigadora, assim como a identificacao de relacdes entre os
mesmos. Relativamente aos excertos selecionados, estes encontram-se referenciados por dois
numeros, por exemplo [3:62], onde o primeiro refere-se ao numero do documento (P3) e o

segundo a ordem de selecdo da citacao por parte da investigadora.

Seguidamente, sao criadas as familias (Families) para cada acao epistémica e para as relacoes

entre elas, selecionando-se para cada as subcategorias manifestadas.
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£8 Code Family Manager [HU: Limites_Questiod] - [m} X
Families Edit Miscellaneous View
i P L OTFT | X & v|Sear-:h.Name. b4
Name Size Author Created Modified
3 Acio-B 4 Super 3 E!
£3 Acdo-C 2 Super 3 3
3 AcioR 4 Super 3 E!
ﬁ Relagdes 3 Super 3 3
Codes in family (4): Codes not in family (9):
Aplicacio de construgdo prévia {16-3} ~ Acdo-B{39-2} M
Estratégias {10-1} Acdo-C{8-2}
Justificacdo {1-2} Acdo-R{30-2}
Solucdes intermédias {13-2} Aproximacdo {16-3}
Calculo de limites - infinitésimos e infinitamente
Calculo de limites por substituicio {4-0}
<ls Estrutura adquirida {5-3
Interpretar {3-3}
Vizinhanga {1-3}
v v
4 Families Acdo-B

Figura 4.3 - Exemplo da criacdo de familias no software ATLAS.ti

Para cada uma delas é entdo criado um grafico, o qual é apresentado pelo ATLAS.ti, sem

qualquer manipulacao, como se segue, neste caso exemplificado pela Acdo-B.

=L Acdo-B - m] ®
Network Nodes Links Layout Display Specials Help
H &8-40EP £H#a0 K| &@X%%a~]1:-7
~
P G B
7{,_,,-' ‘.” \*.\l . -
__,»—-"'4 7 S, 7-"‘""-—“
- - / "‘\ e
& Justificacio
is assobjated with
/ X
pewest (i
v
< >
787 @ 245 100%

Figura 4.4 - Exemplo do grafico inicial produzido no software ATLAS.ti
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Constatando que os excertos que evidenciam cada uma das subcategorias consideradas nao
surgem imediatamente, é necessario proceder a sua importacao no grafico, o qual passa a ter

o0 seguinte aspeto, bastante mais complexo.

=L Acdo-B - x
Network Nodes Links Layout Display Specials Help
H E-40EBP|LHHNAR| B XZ%a~-| -7
23 Acio B I ~
P S
%3 Estratégias
T
%% Justificacio
e
-
[3:5|].
Os céleulos efetuados, quer tenham
sido registados ou apenas
comunicados oralmente.
s cayse of

AF102: Também podemos substituir!
0| DV103: Fazemos x = 0.1, x = 0.01,x
fes) = 0001, etc.
s

R
[ SolucGes intermédias.

B B
DV ¥
BVl 521 justifies ov| IS:SE‘ v

<
1292 @ 62 100%

Figura 4.5 - Exemplo do grafico obtido no software ATLAS.ti

De modo a facilitar a leitura dos graficos gerados pelo ATLAS.ti, os mesmos foram modificados
relativamente a disposicao das caixas de texto, a selecao de cores e a traducdo para a lingua
portuguesa das relacoes identificadas entre as categorias e subcategorias, obtendo-se o grafico

final que sera apresentado ao leitor.

— ' =i N\ ==
= T
= [ B
=
— 1
, =1 =

Figura 4.6 - Exemplo do grafico obtido no software ATLAS.ti apés manipulacao
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A analise de segunda ordem é entao finalizada pelo exame dos graficos criados pelo ATLAS.ti

para cada uma das acoes epistémicas, bem como para as suas relacdes, em cada questao.

Face ao exposto, verificamos que, embora o software utilizado seja uma excelente ferramenta
para auxiliar a analise qualitativa dos dados recolhidos, tem a caracteristica de ser estatico
dependendo de todo o trabalho da investigadora, desde a criacdo dos ficheiros para analise,
passando pela selecao dos excertos que evidenciam cada uma das categorias e subcategorias
referentes ao modelo RBC+Co e pela criacao das familias que as associam, até a manipulacao

dos graficos de modo a facilitar a sua leitura.

4.4.3 Analise de terceira ordem

Finalmente, a analise de terceira ordem é executada em duas fases. Na primeira, é realizada
a analise, para todas as questdes, das subcategorias evidenciadas em cada uma das acoes
epistémicas, pretendendo-se verificar se todas ocorreram em cada uma das questdes,
compreender como se relacionaram e que influéncia tiveram no desenvolvimento dessas acodes.
Seguidamente, sao analisadas a manifestacdo das acoes epistémicas e as relacoes existentes
entre estas, novamente para todas as questoes, com o intuito de averiguar a sua influéncia no

desenvolvimento da nova construcao por parte dos alunos.

Em relacdo aos documentos que sustentam a analise aqui efetuada, cumpre notar que estes
foram criados compilando as conclusdes obtidas pela analise de segunda ordem referentes a
cada uma das agles epistémicas, na primeira fase, e as relagdes entre estas para a fase
posterior. A titulo de exemplo, apresentamos de seguida um grafico ilustrativo de cada uma

das fases consideradas.

promove

interligadas promove

- »

Figura 4.7 - Exemplo da relacao entre as subcategorias evidenciadas na A¢do-R
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D [26:1] .
interligadas
- P

Acao-R

D [26:2] .

Acao-B

promove

D [26:3] .

Acéo-C

Figura 4.8 - Exemplo da relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Acdo-C no processo de

construcao

No que concerne a criacao dos graficos obtidos, o processo € idéntico ao utilizado aquando da

analise de segunda ordem, explanado no tdpico anterior.

4.5 Consideracdes

Ao longo do texto encontram-se registadas algumas afirmacdes proferidas pelos alunos, para
justificar quer a continuidade quer o limite de uma funcao num ponto, com base no conceito
de vizinhanca. A titulo de exemplo, destacamos as frases “Na vizinhanca do —1 sé pode haver
uma vizinhanca para o y” ou “Temos 3 vizinhancas diferentes no y”, as quais consideramos ser
essencial enquadrar em consonancia com as definicoes adotadas, cingindo-nos a definicao de

continuidade, dado que o mesmo raciocinio podera ser aplicado ao conceito de limite.

De acordo com a definicao 2.17 de continuidade segundo Ferreira (2005), adotada no presente
trabalho,

“f € continua num ponto a € D; se e s6 se, escolhida arbitrariamente uma
vizinhanga de f(a), Vs(f(a)), existir sempre uma vizinhanga de a, V,(a), tal que,

para x € D nV,(a), se tenha necessariamente f(x) € V,;(f(a))” (p. 273),

e considerando que a definicdo pressupde a analise das vizinhancas de f(a) para qualquer §,

parece-nos, a primeira vista, que esta entra em conflito com a afirmacao dos alunos, “s6 pode

haver uma vizinhancga para o y”.

Em virtude da analise da continuidade efetuada pelos alunos se basear na representacao grafica
de funcodes, iremos aqui utilizar o mesmo suporte para explicitar o seu raciocinio, incluindo a
representacao de faixas verticais e horizontais associadas, respetivamente, as vizinhancas dos
objetos e das imagens dos pontos considerados, com o objetivo de auxiliar a visualizacao dos

pontos do grafico relacionados com as mesmas.

Na pratica constatamos que os alunos apreendem e aplicam com maior facilidade a negacao da
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definicao supra, considerando que para tal bastara verificar que, para os pontos situados nas
vizinhancas do ponto a, por mais pequenas que estas sejam, as respetivas imagens nao se

encontram todas localizadas nas vizinhancas de f(a).

la+¢e
I

Figura 4.9 - Exemplo de uma funcao descontinua em x = a
E assim justificada a afirmacé&o “Temos 3 vizinhancas diferentes no y”.

Seguindo a mesma linha de pensamento, os alunos consideram, através da interpretacdo
grafica, que se ao considerarem vizinhancas cada vez menores em torno de x = a, as respetivas

imagens se localizarem todas na vizinhanca de f(a), entao a funcéo sera continua em a.

Figura 4.10 - Exemplo de uma funcado continua em x = a

Este € o raciocinio subjacente a afirmacao “Na vizinhanca do —1 s6 pode haver uma vizinhanca

paraoy”.

Aproveitando a Figura 4.9, destacamos o facto de as nocdes de bola aberta e de bola fechada
referidas ao longo deste trabalho nao estarem relacionadas com os seus conceitos topologicos

em R, no qual uma bola aberta de centro a se refere a vizinhanca desse ponto, ou seja, ao
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intervalo ]a — €; a + €[, considerando-se este intervalo fechado para o caso de bola fechada.
Aqui os alunos aplicam a expressao “bola fechada” unicamente para localizar f(a), sendo a
“bola aberta” utilizada para identificar pontos que nao pertencem ao dominio de uma funcao
ou que configuram pontos de descontinuidade, durante a analise das representacdes graficas
das funcdes. E o recurso a uma linguagem matematica pouco rigorosa, mas que é muito utilizada
nas nossas escolas no dia-a-dia. Estamos conscientes disso. Porém, aceitamos a situacao pois
ela facilitava o alcance, pelos alunos, dos conceitos de continuidade e de limite, sem prejuizo

dos seus aspetos concetuais e formais.
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Capitulo 5

Proposta Pedagégica

No Capitulo 2 revimos as diversas nocoes de limite e de continuidade habitualmente lecionadas
nas unidades curriculares da area da Matematica no ensino superior portugués. Neste capitulo
iremos definir a nossa proposta pedagogica onde se pretende, de forma sucinta, inverter a

ordem de lecionacao dos conceitos de limite e de continuidade.

O presente capitulo contempla a descricao das atividades, dos alunos, e dos processos
desenvolvidos em aula, ndo obstante a referéncia a algumas situacdes concretas observadas em

aula como forma de exemplificar os processos e metodologias em estudo.

5.1 Caracterizando a Unidade Curricular de Métodos

Quantitativos na Administracao Publica

Atendendo a que as nocdes de continuidade e limite ja ndo sdo lecionadas em boa parte das
unidades curriculares (UC) da area da Matematica na Escola Superior do Instituto Politécnico
(IP) onde foi conduzido o estudo, foi escolhida como objeto de experimentacao a turma de
Métodos Quantitativos na Administracao PUblica (MQAP), lecionada no curso de Administracao
Publica (AP). Nos cursos da area das engenharias deste IP, a UC basilar de Matematica é
designada por Analise Matematica, sendo que nessa UC os conceitos supra sao apenas revistos,
habitualmente em parte de uma Unica aula de 120 minutos. Entende-se que os alunos a
frequentar estes cursos ja tém os conceitos de continuidade e de limite bem estabelecidos do
ensino secundario (Matematica A no plano curricular). Também nos cursos da area da gestao
deste IP é assumido o conhecimento prévio das nogdes supra, pelo que os conceitos em estudo
sdo apenas revistos na UC de Métodos Quantitativos pertencente ao plano curricular desses
cursos. Quer nos cursos da area das engenharias, quer nos cursos da area da gestao do IP, os
alunos com menos bases matematicas (habitualmente alunos que ingressam no ensino superior
através dos concursos especiais) sdo convidados a frequentar uma UC extra curricular,
denominada Matematica Geral, onde sdo revistos os conhecimentos matematicos de nivel

secundario.

A UC de MQAP encontra-se inserida no primeiro semestre, do primeiro ano, no plano curricular
do curso, onde sdo lecionados conteldos de matematica e estatistica, de nivel considerado
como elementar para um curso superior. De facto, os alunos que frequentam este curso tém
uma formacao bastante heterogénea. As provas de ingresso no curso de AP sdo (em opcao)
Economia, Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais e Portugués, o que alarga a base de

recrutamento do curso, mas implica uma formacdo Matematica, a entrada no curso, bastante
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diversa entre os novos alunos.

A UC funcionou com uma Unica turma tedrico-pratica, sob a responsabilidade cientifica e de
lecionacdo de um docente doutorado e com vasta experiéncia na lecionacdo de UC’'s de

Matematica e Estatistica no ensino superior (desde 1999).

5.2 Objetivos da Unidade Curricular

O curso de AP tem uma forte componente de Direito, mas também uma parte de Economia e

Gestdo, conforme se pode verificar analisando as Areas Cientificas deste:

Tabela 5.1 - Areas cientificas do curso

Creditos
Area cientifica Sigla
Obrigatorios | Optatives

Administracdo Publica. .. ............. AP 39 12
Contabilidade. . . .................... C 18 5
Direito .. ..o D 55 12
Ecomomia. ...........oovvuinnnnn.n. E 11 5
FInangas. .. .....oviviinnnei F 6
GeSTAD ..t G 20 12
Inglés .. ... I 2
Marketing. .. ......... ... L MK 6
Matematica. .. ... MAT 6
Tecnologias de Informacéo e Comunicagio | TIC 5

Total............. 168 12

Desta forma, para os alunos conseguirem frequentar com aproveitamento as UC da area de
Gestdo e similares precisam de dominar diversos conceitos matematicos. Entre estes,
destacam-se as nogdes de funcdo continua e derivada, utilizados mais tarde em conceitos como
a elasticidade do capital, a analise de funcdes de producao e utilidade, e os modelos de
crescimento econoémico. E assim fundamental que os conhecimentos de MQAP fiquem bem

consolidados pelos alunos, 0 que nem sempre acontece.

Tabela 5.2 - Distribuicao das classificacoes por unidade curricular (1.° ano)

TABELA 9 - APROVACOES 12 ANO

Area . ) ‘ Nio Avaliados
Cientifica Unidade Curricular Inscritos Avaliados | Reprovades Aprovados

AP Introdugo 3 Administracio Puiblica 31 4 6| 222% [21| 778%

D Nog8es Fundamentais de Direito 23 4 1 53% |18 94,7%

% D Ciéncia Politica e Direito Constitucional 36 9 13| 48,1% |14 51,9%
E I Inglés _ — _ 58 29 12| 41,4% |17 58,6%
o Tc ;E:’Tir::s de Informag&o da Administracdo 11 9 1 45% |21 95,5%
MAT rpv‘t’l?;i);cs Quantitativos na Administracio 60 18 14| 333% |28| e67%

D Direito Administrativo 42 18 2 8,3% 22 91,7%

E G Introdugdo ao Estudos das Organizac8es 30 6 4| 167% [20] 833%
E C Contabilidade Financeira 35 12 0 0,0% |[23| 100,0%
; E Fundamentos de Economia 51 10 22| 53,7% |19 46,3%
G Gestio de Recursos Humanos 32 6 6 23,1% |20 76,9%
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Consultando a tabela anterior?, observa-se que a taxa de aprovacao a MQAP foi razoavel (28 em
60), no entanto a UC de MQAP era aquela que a partida tinha mais inscritos. Por outro lado, a
UC de Fundamentos de Economia (que utiliza varios conceitos lecionados em MQAP, conforme
ja referido) foi aquela com menor taxa de aprovados. Nesta ultima UC, e segundo os envolvidos,
parte do insucesso esta ligado ao facto de os alunos nao dominarem suficientemente as nocoes

de continuidade, limite e derivada.

5.3 Programa da Unidade Curricular
0 programa da UC de MQAP ¢, de forma resumida,

Estatistica Descritiva
Regressao Linear e Correlacao Simples
Funcbes Reais de Variavel Real

Calculo Diferencial em IR

g A W N =

Funcbes Reais de Varias Variaveis Reais

E efetivamente um programa bastante extenso, para uma carga letiva de 60 horas teérico-
-praticas, repartidas por 4 horas semanais durante 15 semanas. A componente de Estatistica
tem uma duracdo pré-estabelecida de cerca de 24 horas, sobrando assim 36 horas para os
pontos 3., 4. e 5. do programa acima exposto. Em 2014/2015 os conteldos serdo lecionados,
pela primeira vez, nesta sequéncia. Habitualmente os dois primeiros topicos eram lecionados
no final da UC, mas devido ao insucesso em MQAP, e ao facto dos conteldos de Estatistica
serem independentes dos restantes e mais “apelativos” para os alunos, optou-se por iniciar a
lecionagdo com estes (decisdao do Responsavel da UC em consonancia com o Diretor de Curso).

0 ponto 3. inclui os seguintes topicos

3. Funcodes Reais de Variavel Real

a) Conceitos base sobre fun¢oes
i. Aplicacdes entre conjuntos
ii. Funcdes reais de variavel real. Dominios
iii. Grafico de uma funcao
iv. Classificacao de funcdes reais de variavel real
V. Monotonia. Extremos
vi. Zeros. Sinal

b) Funcodes polinomiais
i. Funcao afim
ii. Funcao quadratica
iii. Inequacoes do 2° grau

¢) Funcao exponencial

2 Disponivel no relatério de autoavaliacio do curso relativo ao ano letivo 2012/2013
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d) Funcao logaritmica
e) Limites e Continuidade de Funcodes Reais de Variavel Real
i. Definicao de limite de uma funcao
ii. Limites laterais
iii. Propriedades dos limites de funcoes
iv. Indeterminacodes
v. Funcao continua e funcdo descontinua num ponto
vi. Propriedades das fungdes continuas num ponto

vii. Continuidade num intervalo

Como se pode verificar no topico 3. e), a introducdo dos conceitos de limite e de continuidade
€ iniciada com a definicdo de limite e s6 posteriormente é lecionada a continuidade,

tradicionalmente seguindo a definicdo 2.15 da pagina 23.

5.4 Revisitando as Questdes de Investigacao

Ja no primeiro Capitulo referimos as questbes de investigacao subjacentes ao estudo. Estamos
agora em condicdes de as analisar, tendo em consideracao a caracterizacao dos alunos inscritos

na UC de MQAP, e que sao as seguintes:

1. que acgdes epistémicas sao possiveis identificar, no decurso do processo de
abstracdo dos alunos durante a construcdo do novo conhecimento matematico,
nomeadamente:

e enquanto desenvolvem a compreensao dos dados enunciados;

e identificam a necessidade de recorrer a outras no¢cdes matematicas ou
construcdes ja adquiridas;

e aplicam estratégias e solugdes intermédias;

e organizam conhecimentos e ideias;

e constroem os conceitos de limite e de continuidade?

2. como se sequenciam e relacionam essas acoes epistémicas?

Efetivamente, e tendo em consideracao a heterogeneidade da formacao de base destes alunos,
0s processos de construcao e aplicacao do conhecimento sao necessariamente diferentes. Os
alunos que frequentaram a Matematica A ou B no ensino secundario ja tinham construido o
conceito de limite e continuidade e, nessa medida, esperava-se que as dificuldades sentidas
por estes se prendessem essencialmente com o acomodar das diferencas impostas por esta nova
abordagem, mormente ao nivel da continuidade e limite em pontos isolados e em pontos de
mudanca de ramos. Estes alunos estavam condicionados pelo conhecimento anterior e, em
certa medida, teriam de “destruir” algumas construcdes que ja dominavam para construir as
novas. Por outro lado, o seu maior conhecimento matematico global (simbolismo, formalismo,

calculo) fornecia-lhes vantagens importantes. Como ja dominavam outras construcées que
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destas dependem (como as derivadas), esperava-se que tivessem mais facilidade em proceder
a aplicacoes e generalizacoes, apos a primeira fase de “resisténcia” a nova abordagem e suas

diferencas.

Por outro lado, os alunos de primeira matricula que nao tinham tido contacto com as nocdes
de continuidade e limite partiriam inicialmente em vantagem, na medida em nao teriam ideias
pré-concebidas sobre limite e continuidade que nao fossem as intuitivas e, nesse particular,
nao passariam pelo processo de “desconstrucao” das nocdes anteriores. Para estes alunos
esperava-se que as principais dificuldades estivessem ao nivel da formalizacao das nocdes e da
resolucao de problemas baseados em funcdes definidas por expressoes analiticas, na medida
em que estes problemas requerem habitualmente manipulacdes algébricas mais avancadas. A
interligacao dos conceitos (excecao feita a nocao de vizinhanca, por ter sido utilizada no estudo
dos extremos) também se afigurava mais complicada, em virtude da extensdo do programa que

nao permite o tempo necessario para sedimentar a construcao.

Finalmente, os alunos com mais de uma matricula sdo aqueles que poderiam a partida sentir
mais dificuldades. Por um lado, ndo tiveram a formacdo matematica ao nivel da Matematica A
ou B do ensino secundario (por norma estes alunos nao repetem MQAP) que lhes daria um certo
traquejo na construcdo de conhecimento e, por outro lado, ja tinham feito uma construcao,
nem que fosse razoavelmente débil, da nocao de continuidade baseada em limite tal como foi

lecionada em MQAP nos anos transatos.

5.5 Definindo a Proposta

O programa acima exposto foi assim alterado, passando os toépicos 3. e) v., vi. e vii. a ser
lecionados antes dos restantes topicos indicados em 3. e). Na proposta que apresentamos, na
linha de pensamento de Campos Ferreira, a definicdo de funcdo continua num ponto ja nao
podera assentar na definicdo de limite, o que nos leva a adotar uma nova perspetiva

relativamente ao conceito de continuidade.

Coloca-se entédo a questao fundamental para a definicao desta nova proposta pedagogica: “De

que modo sera introduzido o conceito de continuidade?”.

A primeira nocao intuitiva vem do secundario: uma funcao é continua quando ao esbocar a sua
representacao grafica nao € necessario levantar a caneta. Naturalmente que esta definicao
implica, por exemplo, a nao continuidade nos pontos isolados, ou a continuidade em R de

funcdes definidas em @, mas serve como primeira abordagem ao tema.

Para uma abordagem mais formal, e de acordo com a definicao 2.17 da pagina 28, existem dois
caminhos possiveis: o recurso a funcao mddulo ou o recurso a nocao de vizinhanca. Suspeitamos
que se a escolha recaisse na funcdo modulo, registariamos uma vez mais enormes dificuldades

dos alunos em compreender os conceitos em causa, ja que a funcao modulo nao é considerada
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“facil” por eles, devido ao facto de recorrer a ramos na sua representacao analitica. Assim, a
escolha recaiu na continuidade com recurso a vizinhancas. Saliente-se que no tépico 3. a) v. do
programa acima exposto ja foi necessario introduzir o topico “vizinhanca de um ponto”, pelo
que os alunos ja tém conhecimento da nocdo de vizinhanca, ou seja, foi apenas necessario

recordar este conceito.

Ao nivel pratico, pretendeu-se trabalhar exclusivamente com o conceito intervalar de
vizinhanca, ]Ja — §; a + 6[, e a sua representacao grafica. Apos este passo, seria introduzida a

definicao de continuidade de Ferreira da seguinte forma:
Definicao 5.1

A funcéo f é continua no ponto a do seu dominio se, para qualquer vizinhanca de
f(a), tdo pequena quanto o desejado, existir sempre uma vizinhanca de a, tal que,

para um ponto x do dominio nessa vizinhanca, se tenha f(x) na vizinhanca de

f(@).

SO mais tarde a definicao 2.17 devera ser escrita na forma indicada na pagina 28, tendo-se o
cuidado de substituir os quantificadores nesta pelas suas nomenclaturas, ja que a maioria dos

alunos desconhece os quantificadores.

5.6 Questdes Propostas sobre Continuidade

Nos paragrafos seguintes sao apresentadas as questdes propostas e os seus objetivos. De forma
similar, em 5.7 sao listadas as questdes sobre limites e os seus propositos. Ao nivel da notacao,
recorde-se que no modelo tedrico RBC+Co definido no Capitulo 3 temos as etapas
“Recognizing”, “Bulding-with”, “Constructing” e “Consolidation”, as quais serao, daqui em

diante, referenciadas por Acdo-R, Acdo-B, Acdo-C e Consolidacdo, respetivamente.

5.6.1 Questao 1

Questao 1 a) 0 que entende por funcdo real de variavel real continua num ponto?

Apresente dois exemplos, um grafico e um analitico, destas fungoes.
b) O que entende por funcao real de variavel real continua? Apresente dois
exemplos, um grafico e um analitico, destas funcdes.
c) Considere as funcdes reais de variavel real g, i, j, k e [ cujas
representacoes graficas se encontram abaixo expostas.
i. Indique o dominio das funcdes.
ii. Indique, justificando, quais das funcdes sao continuas em todo o

seu dominio.
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Figura 5.1 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de continuidade

A Questao 1 tem como objetivo diagnosticar o conhecimento inicial dos alunos sobre o conceito
de continuidade. Na alinea a), os alunos serao confrontados com continuidade num ponto, e
em b) com continuidade num intervalo. Espera-se que os alunos com Matematica A dominem a
construcdo (Acdo-C) do conceito de continuidade, com niveis mais ou menos diferentes de
consolidacdo, e como tal consigam resolver a questao. Quanto aos restantes alunos, e visto que
nada foi referido sobre o assunto, nao se espera grandes resultados. Em relacéo a alinea c), se
o conceito de dominio de uma funcdo devera ser algo ja bem estabelecido (A¢do-C), ja a
continuidade neste devera ser problematica. Se em relacao aos alunos sem Matematica A
continuavam a valer as premissas indicadas, para os alunos com Matematica A a funcao [ devera
causar problemas, ja que o conhecimento de continuidade que dominam (A¢do-C) diferia do
que agora se pretendia, atendendo ao facto de a funcéo I ter um ponto isolado. E expetavel

que estes alunos indiquem que a fungao [ é descontinua para x = 2 (A¢do-B).

Seguidamente, pretende-se que os alunos recordem a defini¢cdo de vizinhanca num ponto, tal
como exposta na definigdo 2.1 da pagina 11. Esta definicao j& devera ser conhecida dos alunos
pois foi previamente utilizada, de acordo com o programa da unidade curricular, na defini¢édo
de extremos relativos. Pretende-se que o recordar desta definicdo ajude os alunos a construir

0 seu proéprio conhecimento (Acdo-R + Acéo-B).

Apesar de Ferreira (2005, p. 302) definir continuidade lateral apds a introducao dos limites,
estes ndo sao utilizados nessa definicao. Considerou-se que era mais interessante modificar um
pouco a ordem de introducao dos conceitos e trabalhar a continuidade lateral numa fase inicial
do processo, com recurso a vizinhanca a direita e a esquerda de um ponto, respetivamente
la; a + 6[ e Ja — &; a[. Também o prolongamento por continuidade num ponto so6 € estudado por

Ferreira (2005, p. 292) ap6s a introducao dos limites, mas ndo necessita destes (apesar de
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simplificar a nocao). Considerou-se assim que a continuidade lateral e o prolongamento por
continuidade deveriam ser trabalhados inicialmente, antes de se referir os limites, por forma

a mostrar claramente que o limite nao é necessario para a continuidade.

5.6.2 Questao 2

Questdao 2 Observe os seguintes graficos das funcoes reais de variavel real f e g.

& ¥ &y

a) Prolongue a funcédo f no ponto x = 1 de modo que f seja continua:
i. apenas a direita de 1;
ii. apenas a esquerda de 1.

b) Prolongue a funcdo g no ponto x = 1 de modo que g seja continua

em R.

Figura 5.2 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade

Nesta questdo o fundamental é que os alunos reconhecam (Ac¢do-R) a necessidade de interpretar
corretamente a informacédo contida no grafico. Preferencialmente, pretende-se que utilizem
vizinhancas para estudar a continuidade num ponto, quer as laterais para a alinea a), quer as
de raio & para a alinea b) (Acdo-R + Acdo-B). E ainda relevante, apesar de ser indicado que o
objetivo é analisar o comportamento no ponto x = 1, que os alunos notem que o dominio da
funcao é R\{1}, por forma a compreender que o ponto x = 1 sera o mais relevante, numa
mistura entre as acdes de reconhecer e construir (Acdo-R + Acdo-B). Na etapa seguinte,
pretende-se que os alunos compreendam a ideia de continuidade lateral, quer a esquerda quer
a direita (A¢do-B), e indiquem os valores dos prolongamentos pedidos (A¢do-C). Espera-se que,
com a resolucao desta questao, seja alavancado o restante processo de construcao da nocao de

continuidade.

5.6.3 Questao 3

Questdao 3 Com base na sua representacao grafica, estude a continuidade das seguintes

funcoes reais de variavel real f e g.

0 , se x=-3 x2—2 se x>1
flr)=49—x _ g(x) =143 se x=1
x+3 se x # =3 x3—-3 se x<1

Figura 5.3 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de continuidade
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Esta atividade ja implica que sejam os alunos a representar graficamente as funcdes (Acdo-
-R + Acdo-B), sendo este o processo pretendido. E ainda relevante que os alunos tenham a
sensibilidade para notar que os pontos onde a continuidade é duvidosa sdao aqueles em que a
funcao muda de ramo (Acdo-R). Aqui sera expectavel que existam grandes assimetrias entre as
resolucdes, pois o processo de representacdo grafica de uma funcdao por ramos nao é uma
construcdo consolidada (Acdo-C + Consolidacdo), nem sequer uma construcdo (Acdo-C) para
muitos dos alunos, com base nos resultados académicos anteriores dos participantes no estudo.
Supondo que os alunos conseguem representar corretamente os graficos, a analise do
comportamento para x = —3, no caso da funcao f, e para x = 1, no caso da funcao g, sera a
base da construcdo (Acdo-B) da continuidade das funcées num intervalo. E ainda necessario
dominar o conceito de vizinhanca (Consolidacdo) e compreender que esta deve ser analisada
no ponto de mudanca de ramo (Acdo-R). Para a funcéo f, sera ainda necessario simplificar a
sua expressao designatodria (A¢do-R + Acdo-B), o que por si sd devera ser uma tarefa complicada

para alguns alunos.

Pretende-se que os alunos verifiquem que ambas as funcdes sdo continuas em todo o seu
dominio, exceto no ponto de mudanca de ramo e, preferencialmente, que compreendam que
a continuidade de funcdes definidas por ramos tem de ser sempre analisada com cuidado (A¢do-
-C).

5.6.4 Questao 4

Questao 4

x%—4x

Considere a funcao real de variavel real f definida por f(x) = Py

a) A funcao f é continua em todo o seu dominio?

b) Prolongue a funcdo f de modo a que esta seja continua em R.

Figura 5.4 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de continuidade

Na Questdo 4, ja nada é indicado sobre o método pretendido para a resolucdo da questao.
Espera-se, apos a resolucdo das questbes anteriores, que os alunos reconhecam a necessidade
de utilizar representacdes graficas, simplificacdo de expressdes designatorias e vizinhancas
(Acdo-R). Estes procedimentos sao similares aos elencados para a Questao 3, mas é agora
necessario realizar calculos analiticos por forma a obter o dominio de f, D; = R\{4} (A¢do-R +
Acdo-B). Note-se aqui que, mesmo que o aluno consiga representar corretamente a funcao e
obter o seu dominio, tem de discernir que o que se pretende é a continuidade no dominio e nao
em R. Como a representacao grafica da funcao implica colocar uma “bola aberta” em x = 4, o

processo de obtencao desta construcao (Acdo-R) parece-nos mais complicado.

Era ainda necessario ter ja a construcédo de prolongamento em continuidade consolidada da
Questao 2 (Acdo-C), por forma a se atingir nesta altura a construcéo de continuidade de uma
funcao em R e nao apenas no seu dominio (A¢do-C).
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5.6.5 Questao 5

Questao 5  Considere a funcao real de variavel real f definida por

_ (2 se x=3
f(x)_{xz—x—z se x<2°

A funcao f € continua em todo o seu dominio?

Figura 5.5 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de continuidade

A Questao 5 pretende atingir a consolidacdo da construgdo da nocao de continuidade (A¢do-C
+ Consolidacd@o). Apesar de parecer, numa primeira analise, similar as questoes 3 e 4, temos
agora o enfoque no estudo de um ponto isolado (x = 3). E importante que os alunos reconhecam
a importancia deste ponto (Ac¢do-R), bem como das ja citadas construcées de vizinhanca num
ponto e de representacao grafica de funcbes (Acdo-R). Os alunos que tenham a nocao de
vizinhanca bem dominada (A¢do-C + Co) e tenham conseguido realizar as tarefas anteriores
deverao realizar esta tarefa sem grandes problemas. No entanto, os alunos que tiveram
Matematica A no secundario serado tentados a indicar que a funcao é descontinua no ponto x =
3. Note-se ainda que a Questao 1 ja aflorava a nocdo de continuidade num ponto isolado,
recorrendo a uma representacao grafica, e como tal os mais atentos deverao recordar o que ja

foi feito.

E assim necessario que os participantes representem graficamente a funcdo (Acdo-B),
verifiguem a continuidade no ponto x = 3 (A¢do-B) e notem que esta também é continua no
restante dominio da funcdo, que nao € R. ApoOs esta questdao, espera-se que os discentes
almejem a construcdo da nocao de continuidade (Acdo-C), com maior ou menor grau de

consolidacéo.
5.7 Questdes Propostas sobre Limites

5.7.1 Questao 1

Questao 1 0 que entende por limite de uma funcao real de variavel real num ponto x = a?

Figura 5.6 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de limite

Esta primeira questdo sobre limites pretendeu apenas aquilatar quanto a existéncia, ou nao,
da construcgédo do conceito de limite por parte dos alunos antes da lecionacao destes conceitos.
Tal como indicado na seccao 5.6.1 aquando das questdes sobre continuidade, esperava-se que
os alunos com Matematica A dominassem a construcéo (A¢do-C) do conceito de limite. Estes
poderiam apresentar, nesta questdo, a definicao informal de limite “valor b para o qual a
funcao f se aproxima quando x se aproxima de a”. Também poderiam recorrer a um ou mais
graficos e indicar o valor de alguns limites concretos. Nao sendo a solucao ideal, mostraria que

apesar da construcao nao estar completa, esses alunos estariam ja na fase do construir (Acdo-
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-B). Quanto aos alunos com uma maior capacidade de abstracao e com um nivel de consolidagdo
mais elevado, poderiam apresentar uma definicao mais formal, tal como a de Cauchy nas suas
diversas formas ou a de Heine (ver seccao 2.2). Quanto aos restantes alunos, e visto que nada
tinha sido referido sobre o assunto, ndo se esperavam quaisquer resultados, em consonancia

com o indicado aquando da discussao sobre as questdes de continuidade.

5.7.2 Questao 2

Questdao 2 Considere as fungdes reais de variavel real g, i, j, k e | cujas representacoes

graficas se encontram abaixo expostas. Calcule os seguintes limites:

a) limg(x), limi(x) e lim I(x);
x—2 x-1 x—0

b) lim g(x), lim i(x)e lim k(x);
X—>—00 X—>+00 X—>—00

c) liml(x) e limI(x);
x—1 x—2

d) limi(x), limj(x), limk(x) e lim I(x).
x—0 x—0 x-1 x—1,5
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Figura 5.7 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de limite

A Questao 2 € uma questao em que se pretende que o aluno comece por reconhecer (A¢do-R) a
importancia das representacbes graficas e também da nocdo de vizinhanca. Na alinea a)
estudam-se os limites em pontos onde nao existem duvidas quanto a continuidade, pelo que o
processo de construir (A¢do-B) pode comecar sem sobressaltos. Na alinea b) temos os limites
quando x » —co e quando x —» +, pelo que € necessario reconhecer (Acdo-R) que o grafico se
prolonga fora do intervalo apresentado e intuir quanto ao comportamento do limite nessa
situacao (Acdo-B). Na alinea c) os limites pedidos compreendem um limite num ponto isolado
e um limite num ponto em que a funcao esta somente definida no ponto e a sua esquerda (ponto
fronteiro) pelo que além dos alunos terem de reconhecer a importancia da vizinhanca e da

continuidade (Acdo-R) tém ainda de discernir o que deve suceder ao limite nestas situacoes
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(Acdo-B). Finalmente, na alinea d) os limites pedidos compreendem um ponto onde a funcao
nao esta definida, nem na sua vizinhanca (A¢do-R + Acdo-B). Além disso, é importante que os
alunos reconhecam a importancia da continuidade (Acdo-R + A¢do-B) para a nocao do limite.

Espera-se uma “acesa discussao” entre os alunos, especialmente em relacao a lirréi(x) ea
X—

lir}lsl(x), pois os que ja conhecem a ideia de limite do secundario serao tentados a dizer que

x—1,

lirr(l)i(x) =0 e que lirPsl(x) nao existe, o que é incorreto a luz da definicao de limite que se

x— x-1,

pretende alcancar. A este respeito, recorde-se o que ja indicamos na seccao 2.2 e que difere
em relacdo a construcdo de continuidade e limite (A¢do-C + Consolidagdo) ensinada no antigo
programa de Matematica A do ensino secundario: a existéncia de limite num ponto pertencente
ao dominio da funcao equivale a continuidade nesse ponto, verificando-se, nesta hipdtese, a

igualdade lim f(x) = f(a), o que implica que ndo ha limite nos pontos de descontinuidade no
x—a

dominio da funcdo. Sera assim muito importante, ja nesta fase, que estes alunos consigam
“reconstruir” (Acdo-R + Acdo-B + Acdo-C) a sua ideia de limite, o que passa pela “reconstrucao”
da nocao de continuidade (Acdo-R + Acdo-B + Acdo-C) que se espera que, nesta altura, ja tenha
sido realizada. Em sintese, a Questao 2 é muito relevante, pois ndo so cobre (desejavelmente)
todas as situacoes de interesse como € Util no processo de reconstrucdo das nocbes de

continuidade e de limite pelos alunos que frequentaram Matematica A no ensino secundario.

5.7.3 Questao 3

Questao 3 Considere as funcoes reais de variavel real f e g cujas representacoes graficas

se encontram abaixo expostas. Indique os pontos do dominio onde as funcoes

nao tém limite.

Figura 5.8 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de limite

A Questao 3 tem, quanto a noés, uma importante mas subtil diferenca em relacdo a anterior.
Prende-se com o facto de serem pedidos os pontos do dominio em que as fungdes nao tém
limite, e nao como anteriormente para estudar o limite em pontos em que a funcao poderia ou

nao estar definida. Por exemplo, é natural que alguns alunos indiquem que lirrég(x) =1, oque
x—

sendo verdadeiro nao é o pretendido, ja que a pergunta restringe o estudo ao dominio da
funcao. Desta forma, é importante que o aluno compreenda (A¢do-R) que é necessario comecar
por indicar o dominio destas funcoes, e s6 depois comecar a estudar os limites (Acdo-B). Nesta

altura, expectavelmente, todos os alunos deveriam dominar a construcdo de dominio de uma
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funcao, pelo menos do ponto de vista grafico (Acdo-C + Consolidacdo). Pretende-se assim que
a construcdo de limite pelos alunos distinga o que é limite em R e o que é limite no dominio

da funcao (Acdo-B + Acdo-C).

5.7.4 Questao 4

Questao 4 Calcule os seguintes limites:

. . . 1

a) }Cllrzl(x +1), }Cllré(—lo), LI_I)I} (—Zx + ;) e
1irr21[(x + 1)(x — 2)?]
x—

b) lim (x2), lim (3) e lim (i)

X——00 x—-+00 \X x—0 x2

Figura 5.9 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de limite

A Questdo 4 é a primeira em que o calculo do limite é pedido sem o auxilio da representacao
grafica. Na alinea a), é importante que os alunos compreendam (Ac¢do-R + A¢do-B) que basta
substituir o valor de x na expressao designatodria da funcdo para determinar o valor do limite.
Na alinea b), ja sao esperadas mais dificuldades. Atendendo a que nesta UC é possivel utilizar
calculadoras graficas, apesar de ser sempre pedido para se justificarem os graficos obtidos e
os calculos apresentados, € possivel que os estudantes obtenham o grafico na maquina ou que
o desenhem em papel (Acdo-R + Acdo-B), aplicando um raciocinio similar ao das questdes
anteriores. Por outro lado, alguns alunos que dominem bem a construcdo (Acdo-C +
Consolidacdo) das funcoes envolvidas, sobejamente conhecidas, poderao intuir quanto ao valor
dos limites sem apresentar quaisquer calculos ou representagées graficas (alunos da
Matematica A). Existe ainda um terceiro caminho que sera inicialmente orientado pelo docente,
como base para situagées similares. Através da substituicdo na expressao designatoria da fungao
de x por valores de interesse, é possivel que o aluno consiga descobrir o valor do limite

pretendido. Por exemplo, substituindo em lim (x?) o valor de x por —10, —100 e —1000 é
xX——00

facil concluir que lim (x2?) = 4o (Ac¢do-B). Um pouco mais complicado sera o calculo de
X——00

. 1 . . ces . o
lm% (x—z) Apesar de bastar substituir os valores de x por valores positivos cada vez mais proximos
X—

de zero para se obter a solucdo correta, pretende-se que os alunos reconhecam (Ac¢do-R) que é

igualmente possivel aproximar x por valores negativos cada vez mais proximos de zero. Na fase

. ~ / . . . . 1
da discussao, € natural que se questione o que sucederia se o pretendido fosse lm% (;) A
X—

questao dos limites laterais ja foi aflorada nas questdes anteriores, de forma grafica, mas no
final desta questao espera-se, ainda que de forma rudimentar, que os alunos verifiquem a

importancia desta nogao (Acdo-R + Ac¢do-B).

5.7.5 Questao 5

Questao 5 Calcule os limites laterais das seguintes funcoes reais de variavel real nos
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pontos indicados e diga, justificando, se existe limite da funcao nesses pontos

2x se x<0
a) f(x)={x ce x>0 em x =0.
% se x < -1
b) gx) =<2 se —1<x<1 emx=1
-1 s x>1
X
%1 se x>-—1
c) h(x)={""% em x = —1.

—— se x<-1
2x

Figura 5.10 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de limite

Esta questao € a primeira a ser trabalhada apos a nocao de limite ser formalmente introduzida
(ver seccao seguinte). Nesta sdo apresentadas as expressoes analiticas de funcoes definidas por
ramos o que, por si sO, € uma dificuldade acrescida. Apesar destas funcdes terem sido
anteriormente introduzidas nesta UC, sabe-se de experiéncia passada que esta € uma
construcdo (Acdo-C + Co) muitas vezes extremamente débil para a maioria dos alunos. E
necessario que os alunos reconhecam a importancia destas funcoes (Acdo-R) e das
representacoes graficas (Acdo-R), essencialmente para a alinea a). Para a resolucao das alineas
b) e c), e apesar de ser possivel realizar as suas representacoes graficas, o calculo do limite
recorrendo a estratégias de substituicao e de aproximacao (Acdo-R), conforme explanado em
relacdo a questao anterior, configura-se mais simples. Em nosso entender, especialmente o
grafico da funcdo h(x) é uma construcédo (Agdo-C + Consolidacdo) que poucos discentes deverao
dominar. Pretende-se assim que os alunos utilizem essencialmente as estratégias de
substituicdo e de aproximacao (Acdo-B + Acdo-C) para obter a construcéo de limite lateral.
Depois, e de forma similar ao realizado ja na Questdao 2, a comparacao desses valores na
vizinhanca do ponto de interesse permitira, expectavelmente, a construgdo do conceito de

limite (A¢do-C) a partir do conhecimento dos limites laterais.

5.7.6 Questao 6

Questdao 6  Determine o valor do parametro real a de modo a que a funcao real de variavel

real h definida por

x + 2a se x<-—1
x>—ax+1 se x=>-1

h(x) = {

tenha limite quando x tende para —1.

Figura 5.11 - Apresentacao da Questao 6 sobre a nocao de limite

Na Questao 6 pretende-se aquilatar se a construcéo do conceito de limite ja foi alcancada pelos
alunos (A¢do-B + Acdo-C). Note-se que como a funcado h depende de um parametro real a, a
representacao grafica sera impossivel nesta questao. Atendendo a que a definicao de limite ja

foi lecionada e os limites laterais trabalhados, os alunos devem reconhecer a importancia da
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igualdade dos limites laterais (Acdo-R + Acdo-B) para a existéncia de limite num ponto (A¢do-B
+ Acdo-C). Assim, deverao igualar as expressdoes obtidas pelo calculo dos limites laterais a
esquerda e a direita de x = 1 (Acdo-B) como Unica forma de resolver a questao proposta. A
obtencao do correto valor de a indicara que a contrucao esta, total ou parcialmente, realizada
(Acdo-B + Acdo-C).

5.7.7 Questao 7

Questdao 7  Considere a seguinte funcao real de variavel real g definida por

x3—-3 se x<1
gx) =13 se x=1.
x>—3 se x>1

a) Calcule lirq g(x).

b) Estude a continuidade da funcao g.

Figura 5.12 - Apresentacao da Questao 7 sobre a nocao de limite

Nesta penultima questdo do estudo realizado, a alinea a) é similar a Questao 5. Pretende-se
que o aluno recorde (Acdo-R) as estratégias de substituicdo e aproximacao, de limite lateral,
vizinhanca e limite que nesta altura ja deverdo ser construcées (Acdo-C) dominadas, mesmo
que nao consolidadas. O principal objetivo da alinea a) é preparar a alinea b), onde se retoma
a questao da continuidade. Evidentemente que os alunos podem estudar a continuidade com
recurso a vizinhanca, tal como tinha sido realizado nas aulas sobre esta matéria (Acdo-R + Acdo-
-B + Acdo-C + Consolidacdo). Mas o que se pretende, e o docente procurara direcionar os

estudantes nesse sentido, € que estes notem que se li“i g(x) ndo existe, entdo a funcdo nao é
xX—

continua nesse ponto (A¢do-R + A¢do-B). Por outro lado, se o limite existe em todos os restantes

pontos do dominio de g, entdo a fungado é continua nesses pontos (A¢do-R + Ac¢do-B).

5.7.8 Questao 8

Questao 8 Com base no conceito de limite, defina continuidade num ponto.

Figura 5.13 - Apresentacao da Questao 8 sobre a nocao de limite

A Questao 8, e Ultima, é o pinaculo das questdes sobre continuidade e limite. Pretende-se que
o aluno considere as construcées que tem de continuidade e limite, mais ou menos consolidadas
(Acdo-C + Consolidacdo), e as interligue e relacione (Acdo-B). E evidente que a nocdo de
continuidade pode ser definida sem recurso a nocdo de limite, como referimos varias vezes
neste trabalho, até porque introduzimos o conceito de continuidade antes do conceito de
limite. No entanto, ambas estao fortemente relacionadas. Antes do inicio do estudo, os alunos
com Matematica A seriam tentados a imediatamente dizer que f é continua no ponto de

acumulacao a se e so se existe lim f(x) e lim f(x) = f(a). ApOs o estudo, quer estes quer os
x—a x—-a

restantes alunos devem indicar, mesmo sem recorrer a linguagem matematica, que a existéncia
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de limite num ponto do dominio da funcao implica a sua continuidade nesse ponto, e que a nao
existéncia de limite num ponto do dominio da funcao implica a sua descontinuidade nesse ponto
(Acdo-C). Ou seja, e conforme ja foi referido na subseccdo 2.3.4, a funcao f € designada por

continua num ponto do dominio a quando o limite lim f(x) existe (Acdo-C). Obviamente que a

x—-a
diferenca entre a continuidade em R e a continuidade no dominio da funcédo é subtil, e so
quando tivermos algum grau de consolidacdo é que um numero significativo dos estudantes vai

discernir essa diferenca (Acdo-C + Consolidacdo).

5.8 Calendarizacao das Atividades Propostas

Como referimos anteriormente, foram utilizadas no total quatro aulas, de 120 minutos cada,
com o estudo, sendo que no final da Aula O apenas foram apresentados o estudo e a autora, e
entregue a primeira questdao. Esquematicamente, a reparticao das questdes pelas aulas

disponibilizadas foi a abaixo indicada.
Aula 0 (apenas o final da aula):

e Apresentacao do estudo e da autora (5 minutos)

e Resolucao da questao 1 (20 minutos)
Aula 1:

¢ Nocao de vizinhanca num ponto (5 minutos)

e Resolucao da questao 2, incluindo discussao (30 minutos)

e Nocao de vizinhanca a direita e a esquerda de um ponto (15 minutos)

e Resolucao da questao 3 (30 minutos)

e Discussdao sobre as representacdes graficas da questdao 3 e suas implicacdes na

continuidade em funcdes definidas por ramos (20 minutos).
Aula 2:

e Resolucao da questao 4, incluindo discussao (30 minutos)
e Resolucao da questao 5, incluindo discussao (40 minutos)
¢ Resolucao da questao 1, pela 2.2 vez (10 minutos)

e Definicao de continuidade de acordo com o exposto em Ferreira, 2005 (10 minutos)
Limites
e Resolucao da questao 1 (10 minutos)

Aula 3:
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e Resolucao da questao 2, incluindo discussao (30 minutos)
¢ Resolucao da questao 3, incluindo discussao (15 minutos)
e Resolucao da questao 4, incluindo discussao (40 minutos)
e Resolucao da questao 1, pela 2.? vez (5 minutos)

e Definicao de limite de acordo com o exposto em Ferreira, 2005 (10 minutos)

e Resolucao da questao 5, incluindo discussao (30 minutos)

e Resolucao da questao 6, incluindo discussao (30 minutos)

e Resolucao da questao 7, incluindo discussao (20 minutos)

e Resolucao da questao 8, incluindo discussao (15 minutos)

e Definicao de continuidade com base em limite de acordo com o exposto em Ferreira
(2005) (5 minutos)

5.9 Sintese

Neste capitulo procuramos enquadrar a unidade curricular de Métodos Quantitativos na
Administracdo Publica, bem como os alunos que a frequentaram, no processo de compreensao
da construcao de conhecimento das nocoes de continuidade e limite. Foram descritas quer as
carateristicas da UC quer as carateristicas do conjunto heterogéneo de alunos que a
frequentaram. Este enquadramento ira, certamente, influenciar as analises de resultados

realizadas nos capitulos subsequentes.

A inversao da ordem de lecionacao das nocoes de continuidade e de limite, em relacdo ao
comummente estabelecido, € realcada através das tarefas propostas e respetiva
calendarizacao, onde é explicitada a forma como todo o processo decorreu. Procurou-se, assim,

compreender todo o processo de construcao de conhecimento, pelos alunos, destas nocoes.
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Capitulo 6

A continuidade e os limites a luz do RBC+Co

No presente capitulo é efetuada a analise de segunda ordem dos dados recolhidos através dos
registos escritos dos alunos (RA), bem como das transcricées dos registos audiovisuais (RAV)
obtidos pela gravacao das aulas, e ainda os registos escritos da investigadora (RI) sempre que
se evidenciou necessidade de completar algo que nao se evidencia verbalmente, segundo as

categorias e subcategorias ja definidas:

e Acdo-R:
= Interpretar;
= Estrutura adquirida;
= Vizinhanca:

»=  Aproximacao;

= Estratégias;
*  Solucdes intermédias;
» Justificacao;

= Aplicacédo de construcdo prévia;

= Reorganizacao;

= Continuidade num ponto;

= Continuidade a esquerda num ponto;
= Continuidade a direita num ponto;

= Continuidade no dominio;

= Continuidade num intervalo;

= Continuidade num ponto isolado;

» Limite com limites laterais;

= Limite num ponto de continuidade;

= Limite num ponto de descontinuidade;
= Limite no infinito;

= Limite num ponto isolado;

»= Limite num ponto fronteiro;

= Limite num ponto exterior;

= Calculo de limite por substituicao;

= Calculo de limite - infinitésimos e infinitamente grandes;
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» Relacao entre limite e continuidade num ponto fronteiro que nao pertenca ao
dominio;

= Continuidade baseada em limite num ponto interior ao dominio;

= Comunicacao;

e Consolidacéo.

Serao analisadas as questoes relativas a Continuidade e aos Limites, seguindo a ordem em que
estas sao fornecidas aos alunos. Em cada questao serdo analisadas sequencialmente a Acdo-R,
a Acdo-B, a Acdo-C e a Consolidacdo, ressalvando os casos em que a Consolidacdo nao ocorreu,
sendo ainda realizada uma sintese das relacdes estabelecidas entre as acoes epistémicas. Em
virtude das primeiras questoes, em cada grupo, terem um carater puramente diagnostico, estas

nao irao ser objeto de analise.

Os graficos apresentados foram obtidos com recurso ao software de analise qualitativa de dados
ATLAS.ti e, visto alguns serem relativamente complexos, impossibilitando a sua leitura ao longo

do texto, esses mesmos encontram-se ampliados em anexo.

6.1 Questoes sobre continuidade

Apresentam-se seguidamente os resultados obtidos com a recolha dos registos audiovisuais e
escritos dos alunos referentes as questdes, de dificuldade crescente, visando o estudo da
continuidade de uma funcao, quer num ponto quer no seu dominio. Apesar de ja introduzidas
no Capitulo 5, apresentam-se novamente as questdes trabalhadas pelos alunos, por forma a

facilitar a leitura deste documento.

6.1.1 Questao 2

Questdao 2 Observe os seguintes graficos das funcdes reais de variavel real f e g.

& ¥ & ¥

a) Prolongue a funcédo f no ponto x = 1 de modo que f seja continua:
i. apenas a direita de 1;
ii. apenas a esquerda de 1.

b) Prolongue a funcdo g no ponto x = 1 de modo que g seja continua

em R.

Figura 6.1 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade
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No que concerne a alinea a), pretendeu-se aferir se os alunos conseguiam alcangar a nocao de
continuidade lateral num ponto. Sendo uma questao de carater elementar, e atendendo a que
ja tinham sido analisadas as respostas a Questao 1, esperava-se que a quase totalidade dos

alunos a realizasse corretamente.

De forma a auxiliar os alunos, foi introduzida pelo docente, por analogia a definicao de
vizinhanca de um ponto, ja do seu conhecimento de aulas anteriores, a nocao de vizinhanca
lateral de um ponto (recordar a definicao 2.1 da pagina 11). Assim, a vizinhanca lateral a direita

de um ponto sera

Vr.(a) ={x €la,+o[:|x —a| <&} =]a;a + ¢

e a vizinhanca lateral a esquerda

Vgl ={x€]—w,a[:|x —a| < e} =]la—¢al.

Recorde-se, mais uma vez, que foi necessario referir por diversas vezes a importancia da nocao

de vizinhanca, em especial para os alunos que aprenderam a continuidade de outra forma.

Em relacao a alinea b) foi trabalhada a ideia de prolongamento por continuidade a um ponto.
Esperava-se que o debate fosse intenso nesta parte, em especial porque a funcao g ja é
continua em todo o seu dominio (mas ndo em R), o que contribuiu para gerar alguma confusao.
Reconheca-se que nesta questdo os alunos que ja dominavam o conceito de limite estavam em
vantagem, pois para uma certa funcao f o prolongamento em continuidade ao ponto a & Dy
consiste, de forma simples, em atribuir ao objeto a o valor do seu limite. No entanto, os alunos
que compreenderam bem a nocdo de vizinhanca também deveriam conseguir visualizar que
basta atribuir ao ponto a € Dy um valor para f(a). Os resultados foram encorajadores, pois
mesmo alunos sem as nocdes de continuidade e de limite do ensino secundario conseguiram

identificar esse valor.

6.1.1.1 Acao-R
O dialogo transcrito na Figura 6.2 mostra que os alunos reconhecem a importancia do grafico
apresentado (Interpretar) e das nocdes de bola aberta e de bola fechada para responder a

questao formulada (Estrutura adquirida).

e AF3: Entdo é so fazer uma bola no sitio correto...
e RIl4: AF refere-se a uma bola fechada.

e AF5: Temos de fechar o ponto 1.

Figura 6.2 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2

No entanto, como podemos verificar no excerto seguinte, os alunos nao identificam, numa
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primeira fase, a importancia da vizinhanca lateral neste contexto, tendo de ser o docente a
relembrar essa importancia (Vizinhanca). E de notar, ainda, alguma hesitacio em relacdo a

bola que deveria ser fechada.

e P7: Mas qual deles?
e DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!

e P12: Mas o que se pede é “continua a direita de 1”!

e P18: Para a funcao ser continua a direita de 1, vamos sé considerar “os vizinhos” a
direita de 1. [...] Faco os “vizinhos” sé a direita...

e P20: E para 0ii.? Vou fazer os “vizinhos” para que lado?

e AF21: Esquerda.

Figura 6.3 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

No caso da alinea b), a relevancia do estudo da funcao na vizinhanca do ponto x = 1 foi mais

uma vez indicada pelo professor (Vizinhanca).

e P26: Entao, tém de considerar os vizinhos do ponto...

e RI27: No quadro P representa uma vizinhanca de x = 1.

= 1 T+e

Figura 6.4 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b)

Recorrendo ao software ATLAS.ti, podemos observar, na figura seguinte (ver Anexo 6.1), as
subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca que se manifestaram durante a

Acdo-R, assim como a relacao entre estas.
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€3 Acao-R |
v
. Y.

ID [:s].
P P7: Mas qual deles?
W\ DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!
\“.‘ v
A —_ — promove
i ~ —— . [:6].
; igadas B
H >
v P12: Mas o que se pede é “continua &
direita de 1"
R —
e e e L [y
apresentados. / N 4
P18: Para a fungdo ser continua a
direita de 1, vamos s6 considerar “os
vizinhos”
a direita de 1. [..] Fago os "vizinhos"
L " . s6 a direita...
n:2].
D ‘D [:4]. kY
[1:8].
iy {AFSv Temos de fechar o ponto 1.
P20: E para o ii.? Vou fazer os
“vizinhos" para que lado?
AF21: Esquerda.
Al
D [:9].
ID [:3].

P26: Entdo, tém de considerar os
vizinhos do ponto...

RI27: No quadro P representa a
vizinhanga toda de x = 1.

AF3: Entao é s¢ fazer uma bola no
sitio correto...
RI4: AF refere-se a uma bola fechada.

Figura 6.5 - RAV da Acdo-R na Questao 2

Podemos verificar, pela analise da Figura 6.5, que a subcategoria Interpretar, em que os alunos
analisam os graficos apresentados [1:1], foi determinante para o reconhecimento das
Estruturas adquiridas que seriam necessarias para darem inicio a resolucao das questdes, neste
caso as nogdes de bola aberta e de bola fechada [1:2]. Por sua vez, a nocao de bola aberta é

fundamental para a Interpretacdo dos graficos apresentados.

Por outro lado, o excerto [1:3] — AF3: Entdo é sé fazer uma bola no sitio correto... —, aliado a
Interpretacdo dos graficos fornecidos [1:1], conduz os alunos a identificarem a necessidade de
recorrer a nocdo de Vizinhanca num ponto, para continuarem a responder as questdes
colocadas. Embora pelo excerto [1:4] — AF5: Temos de fechar o ponto 1. — se identifique a
Estrutura adquirida necessaria para a resolucdo da questdo, neste caso a nocao de bola
fechada, verifica-se, no excerto [1:5] — DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles! —, alguma
dificuldade em identificar qual das bolas abertas deveria ser fechada no caso da alinea a).
Daqui vem a necessidade do recurso a nocao de Vizinhanca lateral, relembrada pelo docente
no excerto [1:6] — P12: Mas o que se pede é “continua a direita de 1”! —, e que foi determinante
para o prosseguimento da resolucdo da questdo no caso da alinea a), quer para a continuidade

a direita [1:7], quer para a continuidade a esquerda [1:8] num ponto.

Também para dar inicio a resposta da alinea b), se verifica a interligacao entre as subcategorias
Estruturas adquiridas, mais uma vez pelo excerto [1:4] — AF5: Temos de fechar o ponto 1. —, e
Vizinhanca, aqui refletida pelo excerto [1:9] — P26: Entéo, tém de considerar os vizinhos do

ponto... RI27: No quadro P representa uma vizinhanca de x = 1.
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Sintese

Pela analise efetuada, verificamos que a Acdo-R se expressou através das subcategorias
Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca. Além disso, verificamos uma interligacdo entre
as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, a qual revela, da parte dos alunos, que a
interpretacao de uma questao ocorre, quase em simultaneo, com a selecao de conhecimentos
obtidos anteriormente. Por outro lado, evidencia-se que as subcategorias Interpretar e

Estrutura adquirida despoletam nos alunos o recurso a nocao de Vizinhanca.

6.1.1.2 Acao-B
Quando consideramos esta etapa do processo de construcao de conhecimento, verificamos que,

em relacdo a alinea a), a Estratégia dos alunos passa pelo fecho de uma das bolas abertas.

e AF3: Entdo é so6 fazer uma bola no sitio correto...
e Rl4: AF refere-se a uma bola fechada.

e AF5: Temos de fechar o ponto 1.

e P7: Mas qual deles?

e DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!

Figura 6.6 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

Em relacao a producéo escrita, note-se que as respostas de AF e DV a Questao 2, alinea a),
seguidamente expostas, mostram que as alunas conseguiram realizar com sucesso esta tarefa,

preenchendo corretamente as bolas abertas respetivas (Aplicacdo de construgao prévia).

AF DV

AF DV

Figura 6.8 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 a) ii.
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O fecho da bola em (x,y) = (1,2) foi a Estratégia utilizada para a alinea b), no processo de

construir.

AF28: E s6 pintar a bolinha!

Figura 6.9 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b)

A analise das respostas escritas fornecidas por ambas as alunas mostra que estas responderam
corretamente a questao, preenchendo a bola aberta, demonstrando deste modo a Aplicacdo de

construcéo prévia.

AF

Figura 6.10 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 b)

A Acdo-B, identificada através das suas subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgéo

prévia aquando da resolucao desta questdo, encontra-se esquematizada no grafico seguinte

(ver Anexo 6.2), obtido com recurso ao software ATLAS.ti.

{

P7: Mas qual deles?
DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!

\
‘D [1:10] .

correta.

RI6: A estratégia de pintar a bola

el DA
& T
@ interligadas WI | | I i
RN A
o~ / E
D [:3].
A4
AF3: Entdo é s6 fazer uma bola no [HEED o
sitio correto...
RI4: AF refere-se a uma bola fechada. \‘1 [representagéo grafica
[1:12].
‘D [:4]. . [D
lAFZS: £ 56 pintar a bolinha!
| AF5: Temos de fechar o ponto 1.
Y
[1:11].
B B
{RIZQ: O fecho da bola em (x, y) = (1, 2)

Figura 6.11 - RAV da Acdo-B na Questao 2

Na figura anterior podemos constatar que as Estratégias utilizadas pelos alunos na resolucao
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desta questao se encontram interligadas com a Aplicacdo da construcao prévia relacionada com
o fecho da bola aberta respetiva em cada alinea. Neste caso, a Estratégia de pintar a bola que
se encontra aberta para representar a imagem do ponto de abcissa x = 1, tal como os excertos
[1:3], [1:4], [1:5] e [1:12] reproduzem, leva a que os alunos representem graficamente as

funcoes para os diferentes casos, o que consideramos revelar a Aplicacdo de construgéo prévia.

Sintese

Na Acdo-B foram identificadas as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construcéo prévia.
De acordo com a Figura 6.11 constata-se que as Estratégias utilizadas pelos alunos para dar
resposta a questao colocada se encontram intrinsecamente ligadas a Aplicacdo da construcéo
prévia de bola fechada. Questionamos se esta relacdo de interdependéncia sera sempre

verificada, o que sera analisado aquando do estudo das seguintes questoes.

Parece-nos, na analise desta questdo, haver uma relacdo de interdependéncia entre as
subcategorias identificadas na Acdo-R e na Acdo-B, em particular, entre as subcategorias
Estrutura adquirida e Vizinhanca, as quais ocorrem aquando da Acdo-R, e as Estratégias
utilizadas pelos alunos que sao despoletadas pela Acdo-B. Também a Aplicacdo de construcio
prévia pelos alunos sob a forma do fecho das bolas abertas na Acdo-B, parece advir da
Interpretacdo dada pelos alunos ao enunciado da questao, em particular a analise dos graficos
apresentados, e das Estruturas adquiridas, neste particular as nocoes de bola aberta e de bola

fechada, no momento em que a Acdo-R é despoletada.

6.1.1.3 Acao-C

Analisando agora quer as producodes escritas de AF e DV, quer a interacao oral com o professor
(abaixo exposta), verificamos que para dar resposta a alinea a), os alunos apresentam dois
graficos distintos, uma vez que nao sera possivel proceder ao fecho de ambas as bolas em

simultaneo, uma vez que deixariam de ter uma funcao (Reorganizacdo).

e RI16: Os alunos chegaram a conclusao que para as questoes i. e ii. da alinea a) era

necessario proceder a representacao grafica de dois graficos distintos.

Figura 6.12 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

Além disso, pelos excertos reproduzidos seguidamente, tudo indica que os alunos identificam
graficamente as construcdes de Continuidade a esquerda num ponto e de Continuidade a
direita num ponto, Comunicando oralmente os valores que as imagens de x = 1 na funcao f

deveriam ter em cada caso.

e P18: Para a funcéao ser continua a direita de 1, vamos s considerar “os vizinhos” a
direita de 1. [...] Faco os “vizinhos” sé a direita... Quanto € que tem que valer este
ponto?

e A19: Zero!
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e P20: E para 0ii.? Vou fazer os “vizinhos” para que lado?
e AF21: Esquerda.

e P22: Entdo, quanto é que tem de valer este ponto?

e AF23: Dois!

Figura 6.13 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

Extrapolam ainda o que sucederia se o pretendido fosse a Continuidade num ponto, sendo que
neste caso ja reconhecem a importancia das Vizinhancas. Tal é ainda corroborado pelos dialogos
seguidamente apresentados, nos quais a transcricao de DV11 constitui a Comunicacdo da

descontinuidade da funcao f em x = 1.

e RI9: Os alunos extrapolam sobre o que sucederia se o pretendido fosse a
continuidade no ponto x = 1.
e AF10: Nao é continua na vizinhanca também.

e DV11: Aqui nds fechamos esta bolinha. Mas assim ela é continua exceto no 1!

Figura 6.14 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

Analisando agora a resolucao da alinea b), notamos que os alunos atingem a construgdo
pretendida (Continuidade num intervalo), sendo o exemplo concreto referente a continuidade
em R. Nenhum aluno mostrou conhecer a construgdo de Continuidade no dominio, pois apesar
da funcao nao ser continua em R é continua em todo o seu dominio. Apesar de nao ser esta a

questao, alguém poderia ter levantado este problema.

e P24: Na b) nao se diz a direita nem a esquerda, portanto tém de considerar o qué?

e DV25: Dizia: “continua em IR”.

e P30: Entdo, quanto é que tem de valer?
e AF31: Dois!

Figura 6.15 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b)

Também aqui € Comunicando oralmente o valor que g(1) devera ter para que a funcao g seja

continua em R.

Na figura seguinte (ver Anexo 6.3) sdo apresentas as subcategorias identificadas na Acdo-C,
evidenciando-se as relacdes entre as subcategorias Reorganizacdo, Continuidade a esquerda
num ponto, Continuidade a direita num ponto, Continuidade num ponto, Continuidade num

intervalo e Comunicacéo.
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D n:2s1. .

D 1241 | [ovroas
/ 1 D [1:19]‘: D [:21].

AF23: Dois!

DV11: Aqui nés fechamos esta P24: Na b) néo se diz 4 direita nem a
bolinha. Mas assim ela é continua esquerda, portanto tém de considerar o
_w|excetono 1! qué?
AF25: Dizia “continua em IR".

D :23].

A19: Zero!

D 1:14].

RI16: Os alunos chegaram & conclusdo
que para as questdes i. e ii. da alinea
a)

era necessério proceder &
representacao gréfica de dois gréficos
distintos

\ ™ 1:22] .
prothov \ 3 ne
\ P30: Entdo quanto é que tem de
_—
\ _ |
/ Continuidade a direita de um J
» D [1:18].

valer?
DV31: Dois!
RI9: Os alunos extrapolam sobre o
que sucederia se o pretendido fosse a Y
0].

continuidade no ponto x = 1. D 12

D [1:16].

e . \ AF10: Ndo & continua na vizinhanca
P18: Para a fungao ser continua a y\ também.

direita de 1, vamos s6 considerar “os \

vizinhos"

| 1
a direita de 1 D n:171.

Fago os “vizinhos" 56  direita..
Quanto & que tem que valer
este ponto?

A19: Zero!

D 8]

P20: E para o ii.? Vou fazer os /
“vizinhos” para que lado? y

AF21: Esquerda.
DKI:IS],

P22: Entdo, quanto é que tem de valer
este ponto?
AF23: Dois!

Figura 6.16 - RAV da Acdo-C na Questao 2

Podemos verificar, pela analise da figura anterior, que a subcategoria Reorganizacdo promove
a manifestacao das subcategorias Continuidade a esquerda num ponto e Continuidade a direita

num ponto.

Por outro lado, ao extrapolarem o que sucederia se, ainda na alinea a), o pretendido fosse a
Continuidade no ponto x =1, os alunos verificam que, pelo exposto na Continuidade a
esquerda de um ponto ou na Continuidade a direita de um ponto, visto a imagem de x = 1 ter
valores distintos em cada caso, ndo é possivel, na alinea a), obter-se uma funcao continua em
x = 1. A Continuidade num ponto promove o aparecimento da subcategoria Continuidade num

intervalo aquando da discussao da alinea b).

Sintese

A subcategoria Reorganizacdo promove as construcoées de Continuidade a esquerda num ponto
e de Continuidade a direita num ponto, as quais por sua vez promovem o aparecimento da
subcategoria Continuidade num ponto. Esta Ultima construcdo, por seu turno, desencadeia a a

manifestacao da Continuidade num intervalo.

Relativamente a Comunicacdo, constatamos que esta é despoletada por todas as construgées

pretendidas nesta questao.

Além disso, afigura-se-nos que a Acdo-R e a A¢do-B sao preponderantes para o aparecimento

da Acdo-C, o que iremos analisar em seguida.
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6.1.1.4 Relagdes estabelecidas entre as acdes epistémicas

A figura seguinte (ver Anexo 6.4) evidencia as relacoes estabelecidas entre a Acdo-R, a Acdo-B
e a Acdo-C durante a resolucao da Questao 2, apresentando alguns dos excertos utilizados
anteriormente.

e | 7.

o y . . e
RED \ N promove ik
/. L ., T

AF3: Entdo € s6 fazer uma bola no / 5 . o
sitio correto... yd \ .
RI4: AF refere—se a uma bola fechada. i \ “a
/ 4
3 s

p k“‘.“ [:1]. ~_ /

P16:Para a fungén ser continua a direita
de 1, vamos s& considerar “0s vizinhos”
3 direita de 1. [] Fago o “vizinhos” 56 &
direita...

8.

| PRO:E para 0 il Vou fazer o3
“vizinhos" para que lado?

inferlig:

adas Y

1

R129: O fecho da bola em (x,3) = (1,2) [*~=

AF21: Esquerda.

1:5]. g A
[:4]. e
P7: Mas qual deles? yd /
AFS: Temos de fechar o ponto 1. DVE: Ah! Tenho de fechar UM deles! e
.. E e

promove ¥

// [1:14].

RI16: Os alunos chegaram 4 concluséio
que para as questdes i e il. da alinea a)
era necessario proceder &

¥ | representagio grifica de dois gréficos
distintos

Figura 6.17 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questao 2

Como podemos observar, durante a resolucao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade a
Acdo-R e a Acdo-B mantiveram-se interligadas e ambas promoveram o desenvolvimento da

Acdo-C.

As nocoes de bola aberta e de bola fechada (Estrutura adquirida) bem como as de vizinhanca
lateral e num ponto (Vizinhanga) identificadas na Acdo-R contribuiram para desencadear as
Estratégias aplicadas pelos alunos no desenvolvimento da Acdo-B. Por outro lado, essas
Estratégias, quando combinadas com a interpretacao do enunciado relativamente aos graficos
apresentados (Interpretar), auxiliam os alunos a apresentar uma resposta a questao colocada

(Justificacéo).

Finalmente, a Reorganizacdo de todos os conceitos, em conjunto com as Estratégias,

despoletaram a Acdo-C.

6.1.2 Questao 3

Questao 3

Com base na sua representacao grafica, estude a continuidade das seguintes

funces reais de variavel real f e g.

0 , se x=-3 x>2—=2 se x>1
f)=19—x _ g(x) =43 se x=1
x+3 se x # -3 x3—=3 se x<1

Figura 6.18 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de continuidade
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Na aula anterior ja tinha sido pedido aos alunos que estudassem, em casa, a continuidade de
funcoes polinomiais (em particular a funcao afim e a funcdo quadratica), funcao exponencial e
funcao logaritmica. Como anteriormente estas funcdes ja tinham sido trabalhadas em aula,
sendo as suas representacoes graficas e dominios conceitos conhecidos, a maioria dos alunos
obteve a construcéo correta e considerou que estas fungdes eram continuas no seu dominio.
No entanto, a Questdo 3 apresenta duas funcoes com diferentes expressoes analiticas para
partes do seu dominio (vulgo ramos). Mais ainda, estas funcdes designadas por f e g sao
representadas pela sua expressao analitica, e nao pelo seu grafico, o que por si sO se esperava
que dificultasse bastante a tarefa proposta, ja que varios alunos ndo dominavam a construcao

de funcao definida por ramos e a correspondente representacao grafica.

6.1.2.1 Acao-R

A discussao em torno do problema “porque é que o estudo dos pontos de mudanca de ramo é
fundamental para o estudo da continuidade” foi realizada antes dos alunos realizarem as
tarefas em papel, tendo em atencao que a Questao 3 é consideravelmente mais complexa que
a questao anterior. A Questao 3 foi resolvida de modo individual, como habitualmente, mas

apos uma discussao fomentada em aula.

Em relacéo a discussdao em aula, os alunos comecaram por reconhecer que a informacéo contida
no enunciado do problema, neste caso o facto da expressdo analitica da funcao estar definida
por diferentes expressdes em partes do seu dominio, € fundamental para iniciar a resolucao

(Interpretar) da questao para ambas as funcoes, f e g.

No caso da funcao f, houve recurso a conhecimentos anteriormente adquiridos (Estrutura
adquirida), como a identificacdo de um caso notavel (9 — x?) e posteriormente a simplificacao

de fracoes.

e RI3: Em relagdo ao 2° ramo da funcéo f.
e AF4: E s6 meter (3—x)(3 + x) e cortar um com o outro.

e RI5: Referindo-se ao denominador.

Figura 6.19 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f)

Apds esta simplificacdo, foi ainda necessario recordar a representacao grafica de fungodes, no

caso concreto a da funcao afim (Estrutura adquirida).

RI2: Os alunos tentam fazer os graficos mas denotam dificuldades...

P10: O grafico de 3 — x é uma...?

DV11: Funcao afim.

e P12: Ja sabem representar....
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e DV13: Precisamos de dois pontos para a representar graficamente!

e P14: Entdao como fazem?

e DV15: Damos 2 valores a x e calculamos o y...

Figura 6.20 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f)

No que diz respeito a funcao g, a sua representacao grafica nao era imediata pois os alunos
que nado tiveram Matematica A ndo conheciam a representacdo grafica de uma funcao
polinomial de grau 3. Apesar de tal ser irrelevante para o estudo da continuidade de g, seria
expetavel que a representacao grafica da funcao g nao fosse realizada na integra. No entanto,
como era de prever, os alunos identificam a representacéo grafica para o polinémio do segundo

grau (Estrutura adquirida).

e P53: O grafico, para x > 1 é uma...?
e DV54: Parabola!

Figura 6.21 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)

Para ambas as funcoes, a discussao preliminar centrou-se no ponto de mudanca de ramo,
reconhecendo os alunos a necessidade de recorrer as nocoes de bola aberta e de bola fechada

para dar resposta a questao (Estrutura adquirida).

e RI16: Em relacao a representacdo grafica da funcao 3 — x para x=— 3.

e DV17: Quando o x for —3 tem de ficar aberto, porque nao conta.

e P28: Qual é o Unico ponto em que a reta muda? O que é que acontece em x = —3?
e AF29: Ela “salta”!

e RI30: Os alunos referem-se as bolas aberta e fechada.

Figura 6.22 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f)

e P40: No ponto 1, como é so para > 1, seria uma...? [Rl: Em relacao ao 1° ramo].
e AF41: Uma bola aberta!

e P47: Para x = 1 quanto vale a funcao?
e DV4: Trés.
e P49: Entdo, na representacao grafica, faz-se o qué?

e DV50: Uma bola fechada.

e P55: No ramo de baixo, j& vimos que para x = 1 vale —2. E uma bola aberta ou
fechada?

e DV56: Aberta.

Figura 6.23 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)
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Podemos constatar também, embora nem sempre de forma explicita, que a nocao de Vizinhanca

de um ponto é igualmente um recurso utilizado pelos alunos para seguirem ao encontro da
resolucao da questao em causa.

e RI18: Os alunos reconhecem a importancia da nocao de vizinhanca.
e P19: Quando x = -3, quanto vale a funcao?
e DV20: Zero.

e P21: E nos outros pontos ja vimos que a funcao é...
o A22:3—x!

Figura 6.24 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f)

e P59: Entdo no ponto 1, é continua? O que se passa na vizinhanca?

e DV60: Nao, os valores da funcao sao diferentes na vizinhanca de x = 1.

Figura 6.25 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)

Esquematicamente, as subcategorias identificadas pelos excertos anteriores durante o processo

de reconhecimento a que se refere a Acdo-R, encontram-se na figura seguinte (ver Anexo 6.5).

‘D [212].

RI18: Os alunos reconhecem a importancia
da nogéo de vizinhanga
4 -

P19: Quando x = -3, quanto vale a fungio?
@ | promove T reemeeee¥| DV20: Zero.

P21: E nos outros pontos j& vimos que a
- _ - fungao é...

_— - 5=l
D 2:1]. ™~ - A22:3-x

RI1: Os alunos identificam que as
fungdes sao definidas por ramos.

N

D [2:13].

P59: Entéo no ponto 1, é continua? O
que se passa na vizinhanga?

DV60: N3o, os valores da fungdo sio
diferentes na vizinhanga de x = 1

RI16: Em relagdo 4 representacdo
grafica da fungao 3 - x para x
diferente de -3.

DV17: Quando o x for -3 tem de ficar
aberto, porque néo conta

D [2:8] .

P28: Qual é o Ginico ponto em que a
reta muda? O que é que acontece em
x=-37

AF29: Ela "salta’!

RI30: Os alunos referem-se s bolas

Eh

/ i 4 \ LY
P10: O gréfico de 3 - x é uma..2 / 4 EBLaE
DV11: Fungdo afim! / i ',‘ \

P40: No ponto 1, como é 56 para > 1,
D [2:5].

N seria uma...? [RI: Em relacao ao 1°
[ ramo da funcao g.)

*, | AF41: Uma bola aberta!
DV13; Precisamos de dois pontos R
para a representar graficamente! 2101
P14: Entdo como fazem? D o
DV15: Damos 2 valores a x e

calculames o . P47: Para x = 1 quanto vale a funcao?

DV48: Trés.

[D"— e

RI3: Em relagio ao 2° ramo da fungdo f:
AF4: E s6 meter (3 - x) (3 + X) e cortar g

um com o outro. g
RIS: Referindo-se ao denominador

D 23].

RI2: Os alunos tentam fazer os y / f 4 N\
graficos mas denotam dificuldades. ya / H 3 N\

P49: Entdo, na representacao gréfica
faz-se 0 qué?
DV50: Uma bola fechada

D [2:61.

PS3: O gréfico, parax > 1 € uma..? N

DV54; Parébolal D 11,

P55: No ramo de baixo, ja vimos que
para x = 1 vale -2. E uma bola aberta
ou fechada?

DV56: Aberta.

Figura 6.26 - RAV da Acdo-R na Questao 3

Como podemos verificar, a maioria das acoes epistémicas acionadas pelos alunos encontra-se
patente na subcategoria Estrutura adquirida, na qual se verifica o recurso dos alunos a

construcdes anteriormente estabelecidas, como a identificacdo de um caso notavel e
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consequente simplificacao de uma fracao, patente no excerto [2:2], e que resulta na obtencao
de uma funcao afim [2:4] cuja representacao grafica pressupde o calculo de dois pontos [2:5].
E também visivel, nos excertos [2:7] a [2:11], a discussdo que envolve o reconhecimento da
necessidade de utilizacao das nocoes de bola aberta e de bola fechada para a posterior
representacao grafica das fungdes envolvidas, o qual se encontra estreitamente ligado a
identificacao do recurso a nocao de Vizinhanca ([2:12] e [2:13]), sendo essa ligacao biunivoca
visto que, como se perceciona pelo excerto [2:13] — DV60: Ndo, os valores da funcdo sdo
diferentes na vizinhanca de x = 1 — esta também influi na utilidade das no¢des de bola aberta

e de bola fechada.

Sintese
Pela analise efetuada, verificamos que a A¢do-R se expressou através da manifestacao das
subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca, fomentando as respetivas

conexoes.

De modo analogo ao que ocorreu aquando da analise da A¢do-R na Questao 2, verificamos
também aqui uma interligacao entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, a qual
revela, da parte dos alunos, que a interpretacdo de uma questao ocorre, quase em simultaneo,
com a selecao de conhecimentos obtidos anteriormente. Por outro lado, verifica-se que as
subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida promovem a manifestacao da subcategoria

Vizinhanca.

6.1.2.2 Acao-B
No processo de construir, a Estratégia utilizada para a funcao f consiste em simplificar a
expressao designatoria da funcdo para x # —3, recorrendo a aplicagdo de um caso notavel e a

simplificacao da fracao (Aplicacdo de construgéo prévia).

(B-x)(3+x)
x+3

e Pé6: Entao fica

e AF7: Corta-seo3 +x como x + 3... Ficaso 3 —x.

Figura 6.27 - RAV e Rl sobre a discussdo que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcéo f)

A Justificacdo dada pelos alunos para obtencdo da expressao analitica simplificada da funcao

f € evidenciada pelos calculos apresentados na figura seguinte.

AF DV

|L33_—}1‘E[ 370 La-m )

g ol

Figura 6.28 - RA respeitante a simplificacdo da expressao analitica da funcao f na Questao 3
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Através da discussao promovida pelo professor, que se transcreve seguidamente, e durante a
qual a maioria dos estudantes interrompeu as suas atividades, varios alunos mostraram dominar

a construcao de funcdo afim com recurso ao calculo de dois pontos (Aplicacdo de construgdo
prévia).

e P23: Quando o x &, por exemplo, 0, quanto vale?

e AF24: Trés.

e P25: Quando o x &, por exemplo, 1, quanto € que é?
e DV26: Dois.

Figura 6.29 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucdo da Questéo 3 (funcéo f)

Consideramos ainda que os calculos apresentados para a determinacao de dois pontos da reta

y = 3 — x representam uma Justificacdo para a sua posterior representacao grafica.

AF DV

g k (O):’ A -0 & JF{JJ':.?D
) Ay = 3-A = ,{_m}fﬂ_f

Figura 6.30 - RA respeitante ao calculo de dois pontos da funcdo f na Questao 3

Seguidamente, os alunos procederam a representacéo grafica da expressao simplificada, sendo
o grafico da funcdo afim para essa situacdo uma Solugdo intermédia que contribuira para a
resolucdo da questdo colocada. E ainda relevante notar que os graficos apresentados
(Justificacdo) sao pouco rigorosos: no caso de AF parece que a funcao tem um zero em x = 2,
o que apesar de nao influir no problema em analise, podera ser relevante noutros problemas

similares, e em relacdo a DV nao ¢ percetivel o que acontece a reta na Vizinhanca de x = —3.

AF DV

I |
J f & | } }
¥ PR S—— N B |

E RN,

|

Figura 6.31 - RA respeitante a representacéo grafica da funcao f na Questao 3
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Em relacao ao ponto x = —3, os alunos entendem que algo muda (a funcao “salta”) e aplicam

os conceitos de bola aberta e de bola fechada na representacao grafica (Estratégias).

e P28: Qual é o Unico ponto em que a reta muda? O que é que acontece em x = —3?
e AF29: Ela “salta”!

e RI30: Os alunos referem-se as bolas aberta e fechada.

Figura 6.32 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucdo da Questéo 3 (funcéo f)

Do mesmo modo, em relacdo a funcdo g, os alunos envolvem-se nos calculos necessarios para
a posterior representacdo grafica da funcao (Aplicacdo de construcdo prévia), tal como os

seguintes excertos das transcricoes orais demonstram.

e P37:Parax > 1, afuncdo é x? — 2. No ponto 1 quanto é que valia?
e RI38: Os alunos envolvem-se nos calculos.
e DV39:12-2 = -1

e P42:Parax <1, é x3—3ese x fosse 1 dava...?
e RI43: Os alunos envolvem-se nos calculos.
e DV44:13 -3 = -2

Figura 6.33 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)

Em termos dos registos escritos, apenas DV apresenta o seguinte calculo, respeitante a imagem
de x = 1 mas apenas para o ramo x > 1, o que representa uma Justificacdo incompleta para a
posterior representacao grafica. A aluna deveria também apresentar a imagem de x = 1 para o

ramo x < 1 para completar a sua justificacao.

Figura 6.34 - RA respeitante ao calculo da imagem de x = 1 para o primeiro ramo da funcao g da

Questao 3

Apos os calculos supra, os alunos prosseguem para a representacao grafica da funcao g, a qual

consideramos uma Solucdo intermédia para a questao colocada.
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Figura 6.35 - RA respeitante a representacao grafica da funcao g na Questao 3

Como podemos constatar, nenhum dos alunos foi capaz de representar corretamente o grafico
da funcao g (Justificacdo), tal como tinhamos intuido. Embora AF pareca representar a funcao
clbica para x < 1, em x = 1 deveriam existir duas bolas abertas com imagens y = —1, para o
ramo em que x > 1, e y = —2, para o ramo em que x < 1, tal como acontece no grafico de DV.
Nele podemos verificar uma correta aplicacao do conceito de bola aberta e de bola fechada
(Estratégias), as quais estao patentes na discussao oral transcrita no excerto seguinte, muito

embora neste a representacao da funcao polinomial de grau 3 nao esteja correta.

e P47: Para x = 1 quanto vale a funcao?

e P49: Entao, na representacao grafica, faz-se o qué?

e DV50: Uma bola fechada.

e P51: No ramo de cima, quando x é 1 da —1 [RI: ja visto anteriormente] e no grafico
é uma...?

e DV52: Bola aberta.

e P55: No ramo de baixo, ja vimos que para x = 1 vale —2. E uma bola aberta ou
fechada?
e DV56: Aberta.

Figura 6.36 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)

A figura seguinte (ver Anexo 6.6) resume a identificacdo efetuada anteriormente das

subcategorias manifestadas na Acdo-B.
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D [2:16].

Os alunos apresentam os calculos
para 2 pontos da retay = 3 - x.

D 28]
D [2:22].
P28: Qual é o Gnico ponto em que a e —

reta muda? O que é que acontece em | | ™ T | Os alunos apresentam os calculos
x=-37 > | para aimagem de x = 1 em xA2 - 2,

RI30: Os alunos referem-se as bolas
aberta e fechada.

Os alunos apresentam os calculos
com a aplicacéo do caso notavel e a
simplificacdo da fraao

~—

[2:26]..
P47: Para x = 1 quanto vale a fungao? / ?
DVA48: Trés e ——
P49: Entdo, na representacdo grafica, / Os alunos representam graficamente
faz-se 0 qué? . [afuncéo.
DV50: Uma bola fechada. LY

D [2:27].

D [2:11].

P55: No ramo de baixo, j4 vimos que | | X 5
para x = 1 vale -2. £ uma bola aberta SR

ou fechada?

DV56: Aberta. e —
P6: Entao fica (3-X) (3 + X) / (x + 3)
AF7: Corta-se 03 + X com 0 x + 3,

Fica s6 3 - x.

Os alunos representam graficamente
afungio g

-
2:19] . \
D (=E) D 2:17].
P42:Parax < 1, x"3 -3 e se x fosse —————————
f et a representacdo gréfica da retay = 3 x
RI43: Os alunos envolvem-se nos A

clculos.

\
\ |ova4173-3=-2 D [2:20]..
N Os alunos representam graficamente
el afuncio g

P37: Parax > 1, fungdo é X2 - 2.

No ponto 1 quanto é que valia?RI38:
Os alunos envolvem-se nos calculos.
DV39; 142-2 = -1

D [2:21].

P51: No ramo de cima, quando x é 1
da -1 [RE:ja visto eno

grafico é uma..2 D [2:15].

DV52: Bola aberta.

P23: Quando o x &, por exemplo, 0,
quanto vale?

AF24: Trés.

P25: Quando o x &, por exemplo, 1,
quanto é que 67

DV26: Dois.

Figura 6.37 - RAV da Acdo-B na Questao 3

Como podemos verificar na Figura 6.37, de modo a atingir a resolucao da questao colocada
(que, neste caso, passa pela representacdo grafica das funcdes enunciadas), os alunos
recorrem, para a funcao f, a aplicacdo de um caso notavel e posterior simplificacao da fracao
([2:14]) para obtencado da expressao analitica de uma funcao afim, procedimentos estes que
denotam a utilizacao de Estratégias para avancar na resolucao da questao proposta, assim como

a Aplicacao de construgées prévias.

Podemos também verificar que a Aplica¢do de construcdo prévia, neste caso o calculo das
imagens das funcoes para alguns valores de x ([2:15], [2:18] e [2:19]), em particular para os
pontos de mudanca de ramo, despoletam as Estratégias de utilizar as nocoes de bola aberta e
de bola fechada ([2:8], [2:10], [2:11] e [2:21]) na representacdo grafica das funcdes ([2:17] e
[2:20]). Os graficos assim obtidos constituem Solugbes intermédias que contribuem para a

resolucao da questao colocada.

Por outro lado, a apresentacao dos calculos utilizados (Aplicacdo de construcédo prévia) na
aplicacao do caso notavel e na subsequente simplificacao da fracao ([2:25]), bem como o
calculo de dois pontos para a representacdo da reta associada a funcdo afim obtida por essa
simplificacdo ([2:16]), e a apresentacdo das representacdes graficas das funcdes ([2:26] e

[2:27]) representam Justificacées para as Solucdes intermédias encontradas.

Sintese
Pela analise dos dados fornecidos com a resolucao da Questao 3, podemos constatar que a Acdo-
-B é revelada pelas subcategorias Estratégias, Aplicacdo de construcdo prévia, Solugées

intermédias e Justificacéo.
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Verifica-se uma relacao bilateral entre as subcategorias Estratégias e Aplicac@o de construgao
prévia. As Estratégias relatadas oralmente pelos alunos pressupoem conhecimentos
previamente adquiridos que permitem aos alunos desenvolverem as referidas estratégias para

procederem a resolucdo da questdo proposta.

Por sua vez, os resultados alcancados com a Aplicacdo de construcées prévias, bem como a

representacao grafica das funcdes envolvidas constituem Solugées intermédias.

Finalmente, a apresentacdo dos calculos efetuados com a Aplicacdo de construcées prévias e
dos graficos obtidos nas Solucbes intermédias promovem a Justificacdo das resolucoes

executadas no sentido de dar uma resposta a questao subjacente.

6.1.2.3 Acao-C

Através da Reorganizacdo das construcdes utilizadas, nomeadamente a representacdo dos
graficos das funcdes f, ja com a expressao simplificada, e g, das no¢des de bola aberta e de
bola fechada, e da importancia da nocdo de Vizinhanca os alunos concluem quanto a
descontinuidade de ambas as funcdes nos pontos em que estas mudam de ramo (Continuidade

num ponto) e a continuidade nos restantes pontos (Continuidade num intervalo).

e P19: Quando x = —3, quanto vale a funcao?

e DV20: Zero.

e P21: E nos outros pontos ja vimos que a funcéo é...
o A22:3—x!

e P35: Entao o que podemos dizer sobre a continuidade?

e AF36: E continua em R exceto —3.

Figura 6.38 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao f)

e P57: Agora estudem a continuidade. Qual é o ponto que pode dar problemas?
e AF58:01.

e P59: Entao no ponto 1, é continua? O que se passa ha vizinhanca?

e DV60: Nao, os valores da funcdo sao diferentes na vizinhanca de x = 1.

e P61: Entdo, onde é que a funcdo é continua?

e AF62: Em R exceto 1. [RIl: Depois de representarem graficamente a funcao.]

Figura 6.39 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3 (funcao g)

Em relacdo a producao escrita, verificamos que AF expressa através de escrita simbodlica a
construcdo, indicando explicitamente (Comunicagdo) os dominios de ambas as funcdes, assim
como os intervalos em que estas sao continuas, atingindo desta forma a construcéo pretendida
(Continuidade num intervalo). Tal nao é claro em relacao a DV, ja que esta omite uma resposta

conclusiva.
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Figura 6.40 - RA respeitante a resolucao por AF da Questao 3

No esquema que se segue (ver Anexo 6.7) podemos identificar, de modo mais sucinto, os
excertos que evidenciam as subcategorias Reorganizacdo, Continuidade num ponto,

Continuidade num intervalo e Comunicacdo, despoletadas pela Acdo-C na analise dos dados
recolhidos em relacao a Questao 3.

R
G, e
=0 R i
¢ - /' Os alunos indicam o dominio da
_ fungo e o intervalo em que esta &
proméve
¢ ) continua
b . 7 4
—————_promove > /
e - e L ./
> - A/
——— = —
R os s s o e - ey,
efetuados para a representacio p * S — D [2:34].
grafica daretay = 3 x. J/ N K

P1: Entdo, onde é que a fungao é
continua?

e /

AF62: Em R exceto 1
RI30: Os alunos referem-se s bolas ¥ A} X
aberta e fechada. / |D 2:31]. ‘D 2:32]. (S
L4 P19: Quando x = -3, quanto vale a P57: Agora estudem a continuidade. P35: Entéo o que podemos dizer
B fungéo? il & o ponts e poda dar sobre a continuidade?
DV20: Zero. problemas? AF36: E continua em IR exceto -3,
RI18: Os alunos reconhecem a FeUE nosouvsmanies e gseon

importancia da nogao de vizinhanga. que a funclo &. P59: Entdo no ponto 1, é continua? O
A22:3-x

que se passa na vizinhanca?
DV60: Nao, os valores da funcéo séo
diferentes na vizinhanga de x = 1

Figura 6.41 - RAV da Acdo-C na Questao 3

Verifica-se, na Figura 6.41, que os alunos Reorganizam as construcoes efetuadas
anteriormente, nomeadamente os calculos algébricos ([2:28]) e as nogdes de bola aberta, de

bola fechada ([2:29]) e de Vizinhanga ([2:30]) para procederem a nova construgao.

A Reorganizacdo dessas construcoes permite que os alunos percecionem que a Continuidade
num ponto nao é verificada ([2:31] e [2:32]) e, por sua vez, ao confrontarem essa informacao
com o dominio das funcbes, atingem o objetivo da questdo, ou seja, a Continuidade num
intervalo ([2:33] e [2:34]). Dessas conclusdes surge a Comunicacdo, através de escrita

simbdlica, do dominio de cada funcao e do intervalo onde cada uma delas é continua.

Sintese

Constatamos que a Reorganizagdo das construcoes efetuadas anteriormente esta relacionada
com a emergéncia das subcategorias Continuidade num ponto e Continuidade num intervalo.
Por outro lado, a analise efetuada a Continuidade num ponto esta associada a identificacdo da

Continuidade num intervalo, e ambas promovem a Comunica¢do da resposta final a questao em
estudo.
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Além disso, a semelhanca que que foi percecionado na Questao 2, afigura-se-nos que a Acdo-R
e a Acdo-B sao decisivas para o aparecimento da Acdo-C, cuja analise iremos efetuar

seguidamente.

6.1.2.4 Relacbes estabelecidas entre as acoes epistémicas

A figura seguinte (ver Anexo 6.8) evidencia as relacoes estabelecidas entre a Acdo-R, a Acdo-B
e a Acdo-C durante a resolucao da Questdao 3, apresentando apenas alguns dos excertos
transcritos anteriormente e que se consideram de maior relevancia, uma vez que se tornaria

impossivel a leitura do grafico caso se utilizassem todos os excertos.

Gaer)

B

D 12:28].

RI27:Os

B>

favoyece

v

ofica3-x) B +3)/(x+3)

promove

Figura 6.42 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questado 3

Como podemos observar, a Acdo-R e a A¢do-B mantiveram-se interligadas e ambas promoveram

o desenvolvimento da Ac¢do-C.

Reconsiderando o que ja foi constatado anteriormente, identificacdo do caso notavel, a
simplificacdo da fracdo, as nocoes de bola aberta e de bola fechada e a representacao grafica
das funcoes afim e quadratica (Estrutura adquirida), bem como a nocdo de Vizinhanga,
identificadas na Acdo-R, contribuiram para desencadear as Estratégias aplicadas pelos alunos
no desenvolvimento da Acdo-B, bem como a Aplicacdo dessas construcées prévias a resolucao
da questao. Por sua vez, a Aplicacdo de construcées prévias conduz os alunos a considerarem
novas Estratégias e, como consequéncia, a identificarem outras Estruturas adquiridas para
prosseguirem com a resolucao da questao proposta. Estas relacoes sugerem que a Acdo-R e a

Acdo-B se autoalimentam.

Analogamente ao que sucedeu com a Questdo 2, a ReorganizacGo de todos os conceitos

identificados na Acdo-R, em conjunto com as Estratégias e a Aplicac@o de construcées prévias
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despoletadas na A¢do-B, desencadearam as construcoes necessarias na A¢do-C para a resolucao
da questao colocada.

6.1.3 Questao 4

Questao 4

x2—4ax
2x-8 "

Considere a funcao real de variavel real f definida por f(x) =

a) A funcao f é continua em todo o seu dominio?

b) Prolongue a funcado f de modo a que esta seja continua em R.
Figura 6.43 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de continuidade

A Questao 4 é um exercicio mais avancado, na medida em que envolve problemas de dominios
e de simplificacdo de expressdoes designatorias com recurso a fatorizacdo ou a divisdao de
polinomios. Com ela procurava-se aferir se efetivamente o conhecimento da nocado de
continuidade estava bem adquirido pelos alunos, e se estes conseguiam aplicar as suas

construcdes na resolucao de problemas um pouco mais avancados sobre continuidade.

6.1.3.1 Acao-R

Para dar inicio a resolucao desta questao, os alunos reconheceram que era necessario analisar
a expressao analitica da funcao definida por um quociente de dois polinomios (Interpretar) e
utilizar as construcdes ja conhecidas de calculo de dominios de funcdes reais de variavel real

(Estrutura adquirida).

e P1: Naalinea a), [...] qual é a 12 coisa que tém de fazer?

e AF2: Calcular o dominio.

Figura 6.44 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Neste caso concreto, para a determinacao do dominio da funcao representada por uma fracao

os alunos reconhecem que o seu denominador nao se podera anular (Estrutura adquirida).

e P3: Neste caso, para calcular o dominio, o que é que tem de acontecer?

e DV4: O denominador tem de ser diferente de zero!

Figura 6.45 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Seguidamente, os alunos verificam que é possivel simplificar a expressdo analitica da funcéao,
colocando um fator comum em evidéncia, quer no numerador, quer no denominador da

respetiva fracao (Estrutura adquirida).

e AF7: Simplificar. Colocar o x em evidéncia em cima, e em baixo o 2.

e DV8: E depois corta!

Figura 6.46 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)
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A expressao analitica simplificada da funcao é corretamente identificada pelos alunos como

sendo uma funcao afim, cuja representacao grafica € ja sua conhecida (Estrutura adquirida),

e P10: Como fica a expressao simplificada?
o AF11:7

e P12: Que é uma funcédo...?

e  AF13: Afim.

e P14: E o grafico, o que é?

e DV15: Uma reta!

Figura 6.47 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Verificamos, na discussdo que envolve a representacdo grafica da funcdo, que os alunos

recorrem mais uma vez a nogao de bola aberta (Estrutura adquirida).

e P33: Entdo o que é que tenho de fazer no 4?
e RI34: Referindo-se a representacao grafica.
e DV35: Uma bolinha aberta!

Figura 6.48- RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

No que concerne a alinea b), a Interpretacdo do enunciado vai desencadear o recurso a nocao
ja conhecida de bola fechada (Estrutura adquirida). Apesar da informacao contida no problema
ser relevante para iniciar a resposta, tdo ou mais relevante é a resposta obtida na alinea a),
pois assim os alunos identificam que o Unico ponto da fungdo a prolongar por continuidade é

aquele onde x = 4 (Interpretar).

e P36: Agora, na alinea b), o que é que se pergunta? “Prolongue... em R”! O que é
que tém de fazer?
e DV37: Fechar a bola!

Figura 6.49- RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 b)

As subcategorias previamente relatadas na Acdo-R encontram-se esquematizadas na figura que

se segue (ver Anexo 6.9).

100



A
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P1: Na alinea a), [.] qual é 2 12 coisa

[3:11. L que tém de fazer?
I:j ’@ \ AF2: Calcular o dominio.

Os alunos analisam a expressio g

analitica da fungdo, verificando que P ',-"' D [3:31.
esta se encontra definida per um e / 7
GrEEsE yd , P3: Neste caso, para calcular o
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7 acontecer?
D (371 / DV4: O denominador tem de ser
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A \
A ™
D [3:9]. i b AFT: Simplificar. Colocar o x em
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Py H R DV8: E depois cortal
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e v
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[:8]. P33: Entdo o que € que tenho de A EleCume gz
AF13: Afim.
fazer no 47 . .
RI34: Referindo-se & representagdo FLH EOEETEE @ qua
P36: Agora, na alinea b), o que é que . P S DV15: Uma reta!
se pergunta? “Prolongue... em IR" O graﬁsa‘ :
que é que tém de fazer? DV35: Uma bolinha abertal
DV37: Fechar a bola!

Figura 6.50 - RAV da Acdo-R na Questao 4

Como podemos constatar através da analise da Figura 6.50, as subcategorias identificadas na
Acdo-R foram a Interpretacdo e a Estrutura adquirida, uma vez que para esta questao em

particular ndo havia necessidade de recurso a nocao de Vizinhanca.

Relativamente a alinea a), ao reconhecerem que a expressdo analitica da funcdo se encontra
definida por um quociente ([3:1]) os alunos acionam, quase automaticamente, Estruturas
adquiridas anteriormente que os impelem a calcular o dominio da funcdo constatando que o

denominador néo se podera anular ([3:2] e [3:3]).

No seguimento do que foi executado na Questao 3, os alunos constatam a possibilidade de
simplificar a fracdo que define analiticamente a funcdo, colocando em evidéncia um fator
comum, quer no numerador, quer no denominador ([3:4]), recorrendo uma vez mais a
Estruturas adquiridas anteriormente. Tal simplificacao conduz ao reconhecimento da funcao
afim e da respetiva representacao grafica ([3:5]). Nesta é identificada a necessidade de recurso
a nocao ja conhecida de bola aberta de modo a refletir a excecdo criada pelo calculo do dominio
da funcao ([3:6]). Toda esta abstracao por parte dos alunos so € possivel pelo uso de Estruturas

adquiridas previamente.

Apos a resolucdo da alinea a), os alunos refletem como poderéo efetuar o prolongamento por
continuidade da funcao pedido na alinea b) ([3:7]), identificando que o Unico ponto em falta é
o ponto de abcissa x = 4 ([3:9]), o que despoleta o recurso a nocado de bola fechada ([3:8]) para

efetuar a resolucao da questao.
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Sintese

Da analise efetuada anteriormente, podemos comprovar que as subcategorias Interpretar e
Estrutura adquirida se encontram interligadas, visto considerarmos que a Interpretacdo do
enunciado, por si sd ndo teria expressao se nao existissem Estruturas adquiridas anteriormente
pelos alunos. Por outro lado, sao as proprias Estruturas adquiridas que impulsionam a

Interpretacdo dada pelos alunos ao enunciado da questao colocada.

6.1.3.2 Acdo-B
A Estratégia de calcular o dominio da funcdo leva os alunos a aplicarem conhecimentos
adquiridos anteriormente, como o calculo dos zeros de uma funcao linear (Aplicacdo de

construcéo prévia).

AF DV

In-Q #o0 A 9% -8 + o
an- B #0 ©) MER & nEB o A $4
2

Figura 6.51 - RA respeitante aos calculos para a determinacao do dominio na Questao 4 a)

Apds a obtencao do dominio da funcdo, os alunos simplificam a expressao analitica da funcdo
(Estratégias) por forma a tornar mais acessivel o seu estudo. Para tal aplicam construcoes

adquiridas anteriormente, em particular a fatorizacao de polinémios (Aplicacdo de construgdo

prévia).
AF DV
P R L T A I ) o f) e %
aA-8 RO - Q) po} ( 11 2

Figura 6.52 - RA respeitante a simplificacdo da expressao analitica da funcao na Questao 4

Ao identificarem que a expressao simplificada € uma funcao afim, indicam ainda que esta é
continua em R, o que configura uma Solugdo intermédia e estudam o que sucede no ponto

x =4.

e P29: E onde é que uma funcéo afim é continua?
e AF30: Em R.

Figura 6.53 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Alguns alunos, tal como DV, recorrem ainda a representacao grafica da funcao (Aplicagdo de
construcdo prévia), ja na sua expressao simplificada (Estratégias), de modo a alcancarem a
solucao da questao colocada (Solucbes intermédias), calculando para tal as imagens de dois
objetos (Aplicacdo de construgéo prévia) e tendo o cuidado de refletir a excecao calculada no

dominio pela representacdo de uma bola aberta (Estratégias).
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e RI24: Sobre a representacao grafica da funcao, a turma discute o valor da funcao
para alguns objetos.

e P25: Quando o x € 0, quanto é que vale a funcao?

e DV26: Zero!

e P27: E quando o x é 2, por exemplo?

e AF28: Vale 1.

Figura 6.54 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

DV

Figura 6.55 - RA respeitante a representacao grafica da funcao por DV na Questao 4 a)

Através da representacao grafica da funcao, os alunos verificam que a funcao € continua apenas
em R\{4} (Solucdes intermédias), atendendo a que o objeto x = 4 nao pertence ao dominio da

funcao.

e P20: Pronto! Entdo, onde é que a funcao é continua?
e AF21: Em R exceto 4!

Figura 6.56 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questdo 4 a)

Note-se que, no caso concreto da alinea a), a representacao grafica seria irrelevante pois os
alunos ja sabiam que a funcao afim é continua no seu dominio. No entanto, para os alunos
parece ser mais simples efetuar a representacao grafica da funcdo do que justificar a
continuidade analiticamente. Ressalvamos aqui o facto de AF néo ter procedido a representacao
grafica da funcao, mas mesmo assim ter concluido que a funcao é continua em R\{4} (Solucées

intermédias).

Na alinea b), os alunos utilizam como Estratégia o calculo da imagem da funcao f simplificada

no seu dominio (f(x) = ’2—‘) para o objeto x = 4.

AF DV

Figura 6.57 - RA respeitante ao calculo do valor da funcdo em x = 4 por AF na Questéo 4 b)
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Visto que AF nao tinha, na alinea anterior, representado graficamente a funcao, opta por o
fazer aqui, fechando a bola no ponto (x,y) = (4,2) (Estratégias), calculando as imagens de
alguns objetos, muito embora s6 fossem necessarios dois, considerando que se trata de uma

funcao afim (Aplicagdo de construcéo prévia).

AF

Figura 6.58 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)

Tal é interessante, mas desnecessario: bastaria AF indicar que a funcdo f passa a ser definida
pela sua expressao designatoria simplificada, mas em toda a reta real, que era o expetavel
tendo em atencéo o processo de construcdo de conhecimento realizado por AF até aqui, além

de que essa Justificacdo € apresentada ao lado do grafico da funcao.

AF

Figura 6.59 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)

Embora DV ja tivesse representado a funcdo na alinea a), opta por proceder a nova
representacao grafica (Estratégias), fechando agora a bola no ponto de abcissa x =4

(Aplicagdo de construcéo prévia).

DV

Figura 6.60 - RA respeitante resolucao por DV da Questao 4 b)

104



Finalmente, consideramos que a apresentacao dos calculos efetuados pelos alunos, assim como
a apresentacao dos graficos da funcao, para ambas as alineas, sao Justificacdo para as solucoes
obtidas.

A Figura 6.61 (ver Anexo 6.10) sintetiza o que foi registado e referido anteriormente.

R

P27: £ quando o x ¢ 2, por exemplo?
AF28: Vale 1.

Figura 6.61 - RAV da Ac¢do-B na Questao 4

As subcategorias verificadas foram as Estratégias, a Aplicacdo de construgao prévia, as Solugées

intermédias e a Justificacao.

Com a Estratégia do calculo do dominio da funcédo ([3:10]), para a resolucao da alinea a), os
alunos recorrem a Aplicacdo de uma construcédo prévia, nesta instancia ao calculo dos zeros da

funcao linear ([3:11]) que figura no denominador da expressao analitica da funcao.

Seguidamente, a Estratégia de simplificar a expressao designatoria da funcéo ([3:12]), conduz
a aplicacdo de uma construcéo adquirida previamente, neste caso a fatorizacao de polinomios
([3:13]).

Apds a obtencéo da dita expressao simplificada, que é identificada como uma funcao afim, a
progressao natural, para alguns dos alunos, reflete-se na Estratégia da representacao grafica
dessa funcao ([3:15]). Esta é ja também do seu conhecimento (Aplicagdo de construcéo preévia),
e pressupde a determinacao das coordenadas de dois pontos ([3:16]), tendo os alunos o cuidado
de refletir a excecado causada pelo dominio da funcao com a Estratégia de representar o ponto
(4,2) através de uma bola aberta ([3:17]).

Tanto a representacao grafica da funcao afim ([3:15]) como o reconhecimento da sua
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continuidade em R ([3:14]) constituem Solucées intermédias para a resolucdo da alinea a)
desta questdao. A combinacdo destas duas Solucées intermédias contribuem ainda para a
verificacao da continuidade da funcao em R\{4} ([3:18]), que por sua vez constitui uma nova

Solucdo intermédia.

Ja em relacdo a alinea b), as Estratégias consideradas pelos alunos diferem um pouco. Para os
que ndo efetuaram a representacado grafica da funcao na alinea a), a Estratégia passa pela
representacao grafica da funcdo, ja sob a forma simplificada de uma funcao afim ([3:15]), com
o respetivo calculo das imagens de alguns objetos ([3:21]) e de f(4) ([3:19]) para o fecho da
bola em x = 4 ([3:24]), o que traduz a Aplicacéo de construcéao prévia. Por outro lado, os alunos
que ja tinham representado graficamente a funcao na alinea anterior, optam pela Estratégia
de efetuar novamente o seu grafico ja com a bola fechada em (x,y) = (4,2) ([3:20]), o que
pressupde igualmente o calculo de f(4) ([3:19]) e a Aplicacdo da construcdo prévia de bola
fechada em x = 4 ([3:24]).

Finalmente, como ja antes referimos, todos os calculos apresentados pelos alunos nos seus

registos escritos constituem Justificacdes para as solucdes apresentadas.

Sintese

Pelo exposto, verificamos que as Estratégias e a Aplicac@o de construgdo prévia se encontram
intrinsecamente relacionadas pois nao seria possivel conceber Estratégias sem que existissem
as respetivas construcdoes adquiridas previamente, e por outro lado serd a Aplicacdo de

construcdo prévia que ira despoletar as Estratégias consideradas pelos alunos.

A Aplicagdo de construcées prévias ira originar o aparecimento das Solucées intermédias que
permitem prosseguir com a resolucao da questdo proposta. Estas, em conjunto com as
Estratégias idealizadas pelos alunos promovem, como ja vimos, a Justificagdo das solucoes

alcancadas.

6.1.3.3 Acao-C
A Reorganizacdo de construcdes alcancadas anteriormente permite que os alunos atinjam o

objetivo da questao colocada na alinea a).

Em particular, os alunos utilizam a nocao Continuidade num intervalo em relacao a uma funcao

afim.

e P16: E onde é que uma funcéo afim é continua?
e DV17: EmR.

Figura 6.62 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Aplicam a nocdo de Continuidade num intervalo ao analisarem a representacao grafica da
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funcao e redigem uma frase que traduz essa conclusao (Comunicacdo).

e P20: Pronto! Entdo, onde é que a funcao é continua?
e AF21: Em R exceto 4!

Figura 6.63 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

AF DV

2 wnoa amn R4

Figura 6.64 - RA respeitante resolucao da Questao 4 a)

Por outro lado, os calculos efetuados anteriormente conduzem a Comunicacdo, através da

escrita simbolica, do dominio da funcao.

AF DV

0p=R {4 D= Yoo, o [\FU]

Figura 6.65 - RA respeitante a apresentacdo do dominio da funcdo na Questao 4 a)

Os alunos reparam que a funcdo é continua apenas em R\{4}, mas ao compararem essa
informacao com o dominio da funcdo, concluem que, como o ponto x = 4 nao pertence ao

dominio de f, entao a funcao é continua em todo o seu dominio (Continuidade no dominio).

e P22: Entdo, depois de verem o dominio e de verem onde é que a fungéo é continua,
qual sera a resposta?
e DV23: A fungao é continua em todo o seu dominio. Porque o dominio é igual ao R

exceto 4, que é onde a funcao é continua.

Figura 6.66 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Para dar resposta a alinea b) os alunos Reorganizam as construcdes alcancadas anteriormente,
tais como a expressao simplificada da funcéo, a sua representacdo grafica e o valor de f(4),

para atingirem o objetivo da tarefa (Continuidade num intervalo).

Embora DV nao o indique de forma explicita, consideramos que a apresentacao do grafico da

funcao com a bola fechada no ponto (x,y) = (4,2) traduz essa construcao.

Ja AF indica, ao lado da representacao grafica da funcao, a construcdo pretendida através de

linguagem simbolica (Comunicagdo).

AF
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Figura 6.67 - RA respeitante resolucao por AF da Questao 4 b)

De modo esquematico, as relacoes entre as subcategorias que constituem a A¢do-C encontram-

-se na figura seguinte (ver Anexo 6.11).

7 3:22] .
‘‘‘‘‘ . %3 Acio-c D 3:221
e T e
: f(x) = x/2, x pertencente a IR

D 3:32]. o A\ - / \
3:34].
Os alunos retomam o grafico da \ \\\ T Ve D
funéo ~/ |+ s alunos expressam, através de
- . linguagem simbdlica, o intervalo
Pl profove omove _— onde a fungao é continua.
\ ~ N ——
B \ ~ S
\ \ro/mg proméve RN
Voltam a considerar a expressao _— - \\\\ D 3:35].
simplificada da funao —
_— Os alunos utilizam linguagem
¥ _— ~a simbélica para indicar o dominio da
A [
/ . v
' “a ID [3:36] .
D 13:18]. D 3:33].
P22: Entdo, depois de verem o dominio e

de verem onde é que a fungio é
continua, qual serd a resposta?

DV23: A fungdo & continua em todo o seu
dominio. Porque o dominio  igual ao IR
exceto 4, que é onde a fungdo é
continua.

P20: Pronto! Entéo, onde é que a
fungao é continua?
AF21: Em IR exceto 4!

P16: E onde é que uma fungéo afim é
continua?
DV17:Em IR

Figura 6.68 - RAV da Acdo-C na Questao 4

Em relacdo a Acdo-C, verificamos o surgimento das subcategorias Reorganizacdo, Continuidade

no dominio, Continuidade num intervalo e Comunicacao.

Ao Reorganizarem as construcdes obtidas na A¢do-B, em particular a expressao analitica da
funcao, ja simplificada ([3:37]), os alunos atingem um objetivo intermédio da questdo, neste
caso a Continuidade num intervalo ([3:33]). Essa construgdo, Reorganizada em conjunto com
a representacao grafica da funcdo ([3:32]) despoleta mais uma vez a Continuidade num
intervalo ([3:18]).

Por sua vez, a Reorganizacdo das construcoes intermédias, obtidas com a Continuidade num

intervalo, conduzem a derradeira resolucao da alinea a): a Continuidade no dominio ([3:36]).

Por ultimo, a Comunicacdo é verificada pelos registos escritos dos alunos, nos quais estes
recorrem a linguagem simbolica para expressarem as conclusdes obtidas através da construcéo
de Continuidade num intervalo ([3:34] e [3:35] para a alinea a) e [3:22] para a alinea b)). No
que respeita a Continuidade no dominio pretendida na alinea a), esta apenas é Comunicada

através da exposicao oral patente no excerto [3:36].

Sintese
Verifica-se que é fundamental a Reorganizacdo das construcdes intermédias para os alunos

alcancarem a construcao pretendida de Continuidade num intervalo. As construcoes referidas,
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em conjunto, voltam a ser Reorganizadas com o intuito de alcancar nova construcao, neste

caso de Continuidade no dominio.

Quando os alunos atingem os objetivos da questdo, neste caso a construcdo das nocdes de

Continuidade num intervalo e de Continuidade no dominio, estes repercutem-se na

Comunicacdo dessas mesmas construcoes.

6.1.3.4 Consolidacdo
Pela observacao das acoes epistémicas utilizadas pelos alunos na resolucao da Questao 4, alinea

a), podemos constatar que estes aplicam as construcées adquiridas na questao anterior, uma
vez que, embora nao fosse dito explicitamente, recorrem ao processo de simplificacao da
expressao analitica da funcdo para facilitar a representacao grafica da funcédo, a qual por sua

vez facilita o estudo da continuidade num intervalo, tal como foi feito para a Questao 3.

No que concerne a alinea b), a questao é similar a Questao 2 b), anteriormente realizada, pelo
que a construcdo do prolongamento de uma funcdo por continuidade ja se encontra
estabelecida, como podemos verificar pela identificacdo dos alunos que bastara proceder ao

fecho da bola aberta no grafico da funcao f, sendo para tal necessario calcular a imagem do

ponto de abcissa x = 4.

Na figura seguinte (ver Anexo 6.12) encontram-se sintetizadas as transcricoes que evidenciam

a Consolidacéo.

EAr AN

e 7 <.
¥, \, N
/
e B
\ N
/ N

- / \
- / \

“
“:é [3:8].

D [3:38].
A P36: Agora, na alinea b), o que é que
N se pergunta? “Prolongue... em IRl O

/
!
/
/
/
/
!
/
/
/
/!
!
/
/
/
/
!
/
/
/
/
/
P6: Depois de calcularem o dominio, o que é que se /
! \ z A
/ \ que é que tém de fazer?
/
/
!
/
/
/
/
!
/
/
/
/
!
/
/
/
/
/
!
/
/

pode fazer com a expressdo analitica da funcdo?

AF7: Simplificar. Colocar o x em evidéncia em cima, N DV37: Fechar a bola!
e em baixo o 2.

DV8: E depois cortal

X
D [3:19] .

[3:15]. O calculo da imagem da funcéo f
D simplificada no seu dominio para o
objeto x = 4.

--

Representacéo grafica da funcdo afim

Figura 6.69 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na Questao 4

Através do excerto [3:38] verificamos que os alunos aplicam uma construcéo adquirida na
Questao 3 (Estrutura adquirida), ao identificarem a similaridade entre questoes, reconhecendo

(Interpretar) que terdao de simplificar a expressdao analitica da funcao e posteriormente
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construindo a sua representacao grafica ([3:15]) de modo a prosseguirem com o seu estudo
(Estratégias). A concretizacdo destas Estratégias consiste na Aplicacdo de construcées

previamente adquiridas.

Por outro lado, para efetuarem o prolongamento por continuidade da funcao, constatamos que
a Consolidagdo é manifestada pela aplicacdo de uma Estrutura adquirida ([3:8]) na Questao 2,
e pela Estratégia de calcular a imagem de x = 4 de modo a proceder ao fecho da bola ([3:19])
aberta que existia nesse ponto (Aplicacdo de construcdo prévia) e assim atingir a construcéo

pretendida.

Sintese

Podemos constatar que a acao epistémica Consolidacdo se manifestou através da Acdo-R e da
Acdo-B, no primeiro caso quando os alunos reconhecem (Interpretar) a utilidade de construcoes
anteriores para darem inicio a resposta da questdo, ou seja, com a emergéncia da subcategoria
Estrutura adquirida, e no segundo caso ao conceberem Estratégias, as quais sao colocadas em
pratica pela Aplicacdo de construcdo prévia, de modo a obterem a solucdo do problema

colocado.

6.1.3.5 Relagées estabelecidas entre as acoes epistémicas

Na figura seguinte (ver Anexo 6.13) encontram-se esquematizadas as relacées estabelecidas
entre a Acdo-R, a Acdo-B, a Acdo-C e a Consolidacdo durante a resolucao da Questao 4,
apresentando apenas alguns dos excertos transcritos anteriormente e que se consideram de

maior relevancia, de modo a simplificar a leitura do grafico.
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30

Figura 6.70 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questao 4

Podemos observar que, uma vez mais, a Acdo-R e a Acdo-B se mantiveram interligadas durante
0 processo de abstracao e que ambas promoveram o desenvolvimento da Acdo-C. Observa-se
igualmente a manifestacao da Consolidacdo, a qual ocorre pela primeira vez, encontrando-se

associada quer a A¢do-R, quer a Acdo-B.

Relativamente a interligacao identificada entre a Acdo-R e a Agdo-B, verificamos que a
Interpretacdo do enunciado da questao desencadeia automaticamente nos alunos Estratégias
para a resolucao da questdo. Essas Estratégias estao, por seu turno, diretamente ligadas com
as Estruturas adquiridas pelos alunos em ocasides anteriores, bem como com a Aplicacdo de
construgdes prévias. Destacamos o calculo do dominio da fracdo que define a funcdo e a sua
simplificacdo, colocando um termo comum em evidéncia quer no numerador quer no
denominador, e a posterior representacao grafica da funcao afim obtida por este processo, com
o consequente calculo de dois pontos e a representacao da bola aberta definida pela excecao
calculada no dominio da funcao. Todo o processo atras descrito origina a obtencédo de Solucées

intermédias que contribuem para a resolucao da questao em apreciacao.

Por outro lado, a Interpretacdo do enunciado da alinea b) conduz os alunos a identificarem que
o0 Unico ponto a prolongar por continuidade é em x =4, desencadeando na Acdo-B as
Estratégias de calcular o valor de f(4), na expressao simplificada da funcao, e o respetivo fecho

da bola no seu grafico, acbes epistémicas estas aliadas quer as Estruturas adquiridas
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anteriormente, quer a Aplicacdo de construcoes prévias, conduzindo igualmente a Solucées

intermédias da questao.

Através da analise do grafico apresentado, constatamos que a Consolidacdo das construcoes
realizadas nas questdes anteriores ¢ verificada tanto na A¢do-R como na A¢do-B, traduzindo-se
pelo reconhecimento da similaridade entre a questao colocada e as anteriores, levando os
alunos a empregarem as mesmas Estratégias, referenciadas por Estruturas adquiridas

previamente e Aplicando construcées prévias de modo analogo ao efetuado anteriormente.

No que concerne a exteriorizacao da Acdo-C, esta encontra-se uma vez mais associada a Acdo-
-R e a Acdo-B (as quais ja vimos estarem estreitamente interligadas), visto que as Estratégias
empregues para obter as Solucées intermédias promovem, através de uma Reorganizacdo dos
conceitos aplicados, a obtencao das construcdes pretendidas com a questao colocada, neste

caso a Continuidade no dominio e a Continuidade num intervalo.

6.1.4 Questao 5

Questao 5 Considere a funcdo real de variavel real f definida por
2
fe ={

A funcéo f € continua em todo o seu dominio?

se x=3
2—x—2 se x<2°'

Figura 6.71 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de continuidade

Com esta questao, que versa exclusivamente sobre a nocao de continuidade, visa-se verificar
se os alunos atingiram a consolidacao da construcdo da nocdo de continuidade. A grande
diferenca em relacao as questdes 3 e 4 centra-se na analise da continuidade num ponto isolado,
algo que tinha sido abordado apenas na Questdo 1 e de forma preliminar, tendo em atencao

gue nesse caso era fornecida a representacao grafica da funcao.

6.1.4.1 Acao-R

Com base nos registos da investigadora, constatamos que os alunos reconheceram que a
informacao fornecida no enunciado, na forma da expressao analitica de uma funcao definida
por ramos, € necessaria para iniciar a resposta da questao, assim como o facto de o segundo

ramo da funcao ser definido por uma funcao quadratica (Interpretar).

Reconheceram ainda a importancia de construcées adquiridas como o calculo das raizes do
polinomio do 2° grau que define um dos ramos da funcao, com recurso a formula resolvente, e

das coordenadas do vértice de uma funcdo quadratica (Estrutura adquirida).

e P1: Em relacdo a esta [RI: referindo-se ao 2° ramo], o que é que estiveram a fazer?
e AF2: Calcular os zeros.

e P3: Utilizando o qué?
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AF4: A formula resolvente.

P7: E agora, como é que é o vértice?
DV8: — =

2a
P9: E a imagem?

DV10: £ (- 2)

Figura 6.72 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

Pela analise das producdes dos alunos, verificamos que a necessidade dos calculos precedentes

adveio da sua vontade de representar graficamente a funcao (Estrutura adquirida), a qual

despoletou simultaneamente a Estrutura adquirida de dominio de funcdes definidas por ramos.

P15: Entao, agora, podemos fazer o qué?
AF16: O grafico!

RI17: Os alunos procuram esbocar o grafico.
P18: Cuidado que é apenas para...?

AF19: x < 2!

DV20: Falta o 3!

P21: Certo! E vale quanto?

DV22: Dois!

P23: Entao qual é o dominio?

AF24: ] — o; 2] U {3}

Figura 6.73 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

Posteriormente foi necessario recorrer a nocao de Vizinhanca para dar seguimento a resposta

a questao, em particular para a analise da continuidade da funcao no seu dominio uma vez que

o ponto isolado da funcao levantou aqui alguma entropia, como veremos mais tarde.

P31: Recordem que, para nao ser continua, o que é que tinha de acontecer? Em
relacdo as vizinhangas?

DV32: Para nao ser continua as vizinhancas tém de “apanhar” valores diferentes.

Figura 6.74 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

A discussao anterior encontra-se sintetizada no esquema seguinte (ver Anexo 6.14).
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€3 Acio-R
A e
D [4:9] .
D [4:1].
P31: Recordem que, para nao ser
A funcdo analitica da funcdo é ~----»| continua, o que é que tinha de
definida por ramos - acontecer? Em relacio as
- vizinhancas?
DV32: Para ndo ser continua as
» - vizinhangas tém de “apanhar” valores
D 210 o diferentes.
Um dos ramos é uma funco
quadrética ‘ [4:6]
~Ee
O dominio de funcses definidas por
‘D 143]. Lo ramos
P1: Em relacdo a esta (RI: referindo-se y .
0 2° ramo), 0 que é que estiveram a H
fazer? favorege” “a D [4:8].
AF2: Calcular os zeros. T ‘ D [4:5] .
P3: Utilizando o qué? N\ P18: Cuidado que & apenas para..?
AF4: A formula resolvente. (A representacao grafica da funao AF19: X menor ou igual a 2!
DV20: Falta o 3!
favore: \ P21: Certo! E vale quanto?
5 DV22: Dois!
D [4:4] . D [l P23: Entdo qual é o dominio?
AF24: J-inf; 2] U (3)
P7: E agora, como é que é o vértice? ng: Entdo, agora, podemos fazer o
DV8: - b/(2a) queé?
P9: E a imagem? AF16: O grafico!
DV10: f (-b/(2a))

Figura 6.75 - RAV da Acdo-R na Questao 5

Como podemos constatar, evidenciam-se as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e

Vizinhanca.

A Interpretacdo do enunciado da questao levou os alunos a reconhecerem a importancia do
facto da funcado ser definida por expressdes analiticas diferentes em partes do seu dominio
([4:1]) e que o segundo ramo da funcéo se encontra definido a custa de uma funcdo quadratica
([4:2]). A descrita interpretacao suscitou desde logo o recurso, por parte dos alunos, ao
reconhecimento de Estruturas adquiridas anteriormente para prosseguir com a resolucao da
questdo. Sao elas o calculo das raizes da funcdo quadratica, com recurso a formula resolvente,
([4:3]) e a determinacdo das coordenadas do vértice da parabola representativa dessa funcao
([4:4]). Estas estao, por sua vez, estreitamente relacionadas com a representacao grafica da
funcdo, a qual representa de igual modo uma Estrutura adquirida previamente pelos alunos. A
combinacao do grafico da funcao quadratica com a interpretacao da funcao definida por ramos
despoletou nos alunos o recurso a outra pré-existente Estrutura adquirida: o dominio de

funcdes definidas por ramos ([4:6] e [4:8]).

Comprovamos também a necessidade de os alunos, ao analisarem o grafico da funcao,
recorrerem novamente a nocao de Vizinhanca para prosseguirem com a resolucao da questdo
colocada ([4:9]), em particular para a analise da continuidade no ponto isolado, que veremos

posteriormente com maior detalhe.

Sintese
Pela analise efetuada, verificamos que a Acdo-R se expressou através das subcategorias

Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca.

114



De modo idéntico ao que sucedeu na analise das questdes anteriores, também aqui confirmamos
uma estreita interligacao entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, a qual
revela, da parte dos alunos, que a interpretacao de uma questao ocorre, quase em simultaneo,
com a selecao de conhecimentos obtidos anteriormente. Por um lado, consideramos que a
Interpretacdo do enunciado por si sO nao teria expressao se nao existissem Estruturas
adquiridas anteriormente pelos alunos. Por outro lado, sdo as proprias Estruturas adquiridas

que impulsionam a Interpretagéo dada pelos alunos ao enunciado da questao colocada.

Ha evidéncia de que a Interpretacdo do enunciado, em conjunto com as Estruturas adquiridas,
em particular no que concerne a representacao grafica da funcao, vao conduzir a necessidade

de recorrer a nocao de Vizinhanca para avancar na resolucao da questao em apreciacao.

6.1.4.2 Acdo-B

A Estratégia dos alunos para darem seguimento a resolucdo da questdao passa pela
representacao grafica da funcado quadratica, a qual identificam como sendo uma parabola
(Aplicacdo de construcéo prévia) e que pressupde a determinacao dos zeros e das coordenadas

do vértice da funcéo f quando x < 2.

e P1: Em relacdo a esta [RI: referindo-se ao 2° ramo], o que € que estiveram a fazer?

e AF2: Calcular os zeros.

e P5:Deux = —1oux = 2, certo?
e AF6: Sim!

e P7: E agora, como é que é o vértice?

e P13: Certo! Entao da...?

e DV14: 0.5 e —2.25 [RI: Referindo-se a x e a y, respetivamente].

Figura 6.76 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

Para tal, os alunos efetuaram os calculos necessarios (Aplicacdo de construcdo prévia),

apresentando-os nos seus registos escritos (Justificacdo).

AF DV
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Figura 6.77 - RA respeitante a determinacao das raizes e do calculo do vértice na Questéo 5

Consideramos que a apresentacdo do grafico da funcao construido representa uma Solucdo

intermédia que contribui para a resolucao da questao colocada, onde se verifica ainda a

Aplicacdo de construcao prévia em relacao a nocao de bola fechada.

AF DV

Figura 6.78 - RA respeitante a representacao grafica do polinomio do 2° grau na Questao 5

Do estudo do grafico levado a cabo pelos alunos resulta a obtencao do dominio da funcéo, a

qual representa mais uma Solucdo intermédia para a questao.

e P23: Entdo qual é o dominio?

o AF24:]—o0; 2] U {3}.
Figura 6.79 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

A mesma encontra-se Justificada pelos registos escritos apresentados pelos alunos.

AF DV

Drc oo, 2 ] U f

Figura 6.80 - RA respeitante a indicacdo do dominio da funcao na Questao 5
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Na figura seguinte (ver Anexo 6.15) apresentam-se os excertos, de forma sintetizada, que

fundamentam as subcategorias evidenciadas na Acédo-B.

D “:271. D 471,
A representagdo gréfica da funcao Apresentagao do calculo dos zeros da
quadrética fungao quadratica
14:28] . i
~ - i 4:18] .
B e « | . p B
célculo dos zeros da fungao @ | N .
- ~ | Apresentagao do calculo das
guziidbe ~— i _— A e coordenadas do vértice da parabola
—_— - pr?ﬂe -
r promoye——" / A
14:29]. = - —~—
- S - R =
calculo das coordenadas do vértice _ Promove — 4 v
da parébola ! Registo escrito do dominio da fungao
D [4:10] . { [4:19] . ‘D [4:21]
.- :21].
A identificagao do gréfico da fungao O gréfico da fungao P23: Entéo qual é o dominio?
quadratica como sendo uma parabola | AF24: J-inf; 2] U (3)
D [4:11]. i NN S
/ 413 [4:20].
P1: Em relaio a esta (R referindo-se / D D
‘ao 2° ramo), 0 que é que estiveram a /| P7:Eagora, como é que é o vértice? Anogao de bola fechada
azer? i
AF2: Calcular os zeros. ' i
f N
D [4:15] . i D [4:16] .
‘Aplicagao da formula resolvente Clculo das coordenadas do vértice
r <
D [4:12]. T
P5: Deu x = -1 ou x = 2, certo? —
AF6: Sim! P13: Certo! Entdo da..?
DV14: 0.5 e -2.25 [RI: Referindo-se a x
eay, respetivamente]

Figura 6.81 - RAV da Acdo-B na Questao 5

Pela analise do esquema apresentado na figura anterior, todas as subcategorias da Acdo-B foram

evidenciadas durante a resolucao da Questao 5.

Podemos constatar que as Estratégias aplicadas pelos alunos estao intimamente relacionadas
com calculos associados ao estudo da funcdo quadratica ([4:28] e [4:29]) e sua representacao
([4:27]). Se por um lado as Estratégias estao intrinsecamente relacionadas com a Aplicacéo de
construgbes prévias, neste particular a formula resolvente ([4:10] a [4:12] e [4:15]) e o calculo
das coordenadas do vértice da parabola ([4:13], [4:14] e [4:16]), por outro sdo estas construcoes
que permitem a idealizacdo da Estratégia de construir o grafico da funcdo, esta Gltima

acompanhada ainda da nocao de bola fechada ([4:20]) (Aplicacdo de construcéo prévia).

Observamos ainda que as Estratégias e a Aplicacdo de construcées prévias vao encaminhar os
alunos na obtencao de Solucées intermédias que contribuem para alcancar a resolucao final da
questao proposta, em particular a representacao grafica da funcao ([4:19]), a qual por sua vez

contribui para a determinacao do dominio da funcao ([4:21]).

A semelhanca do que ocorreu nas questdes anteriores, consideramos que os calculos
apresentados pelos alunos ([4:17] e [4:18]) e o registo escrito do dominio da funcédo ([4:22])

representam Justificacdes para as solucoes encontradas.

Sintese
Consideramos que as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construcdo prévia sao

despoletadas quase em simultaneo e de modo recursivo: ao identificarem a funcao quadratica,
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automaticamente sao desencadeadas as Estratégias de representar graficamente essa funcao,
para a qual é fundamental o calculo das suas raizes e das coordenadas do seu vértice, calculos
estes que pressupdem a Aplicacdo de construcdes prévias tal como o recurso a formula
resolvente. Por outro lado, se os alunos nao estivessem em posse desses conhecimentos, nao
lhes seria possivel desenvolverem as Estratégias necessarias para abordar a questdo desta

maneira.

Por sua vez, os resultados obtidos pela AplicacGo de construcdes prévias, verificada no
paragrafo anterior, vai encaminhar os alunos na obtencdo de Solucdes intermédias que
contribuem para alcancar a resolucao final da questao proposta. Consideramos ainda que a
conjuncao dos calculos realizados aquando da Aplicacdo de construcées prévias e das Solucbes

intermédias alcancadas refletem a Justificacdo dessas mesmas solucoes.

6.1.4.3 Acao-C
A Reorganizacdo das Solugbes intermeédias obtidas anteriormente, em especial a representacao
grafica da funcao, aliada ao seu dominio, foi fundamental para que os alunos prosseguissem

com a resolucao da questao.

Como relatado no excerto seguinte, a construcao do conceito de Continuidade no dominio foi

aqui colocada em causa pela existéncia do ponto isolado x = 3, a qual ja era expectavel.

e RI25: Embora identifiquem o dominio da funcdo, a maioria dos alunos nao responde
a questao.
e AF26: Professor! Nao é continua, pois nao? [...] Tem uma paragem...

e RI27: Arefere-se ao “salto” do ponto (2; 0) para o ponto (3; 2) — o ponto isolado

Figura 6.82 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

A construgdo da Continuidade num ponto isolado s6 foi possivel alcangcar com o auxilio do

professor, recordando a importancia da nocao de Vizinhanca de um ponto nestas situacdes.

e P31: Recordem que, para ndo ser continua, o que € que tinha de acontecer? Em
relacdo as vizinhangas?

e DV32: Para nao ser continua as vizinhancas tém de “apanhar” valores diferentes.

e P35: E aqui? [RI: refere-se a vizinhanca de x = 3]. Quem é que acha que é continua
e quem é que acha que é descontinua?

e AF36: E continua! A vizinhanca esta vazia longe do 3...

Figura 6.83 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5
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Por outro lado, na construcéo de Continuidade num intervalo, neste caso referente a parte do
dominio definida por ]—;2], nao é detetada nenhuma dificuldade por parte dos alunos,

considerando-se que esta construcéo é atingida sem dificuldade.

e P28: A questao agora é: onde é que esta funcado é continua?

e DV29: De menos infinito até 2!

Figura 6.84 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

No que se refere a manifestacdo das construcdoes adquiridas pelos alunos, embora a
Comunicacdo do dominio seja feita explicitamente com recurso a linguagem simbolica, ja a

construcdo da Continuidade no dominio é apenas expressada oralmente.

e P33: Certo. Quando faco as vizinhancas, tenho de obter imagens diferentes em caso
de descontinuidade, ndo é? Aqui [RI: refere-se a vizinhanca de x = 2] ha algum
problema de descontinuidade?

e DV34: Nao.

e P35: E aqui? [RI: refere-se a vizinhanca de x = 3]. Quem é que acha que é continua
e quem é que acha que é descontinua?

e AF36: E continua! A vizinhanca esta vazia longe do 3...

e DV37: Entédo é continua no dominio todo!

Figura 6.85 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5

Seguidamente apresenta-se o grafico (ver Anexo 6.16) que sintetiza as subcategorias

evidenciadas na Acdo-C.
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Figura 6.86 - RAV da Acdo-C na Questao 5

Em primeiro lugar, podemos constatar que a A¢do-C se manifestou através das subcategorias
Reorganizacéo, Continuidade num intervalo, Continuidade num ponto isolado, Continuidade

no dominio e Comunicacdo.

A Reorganizagdo das Solucbes intermédias obtidas anteriormente, com foco na analise do
grafico construido pelos alunos, em conjunto com a identificacdo do dominio da funcao,
constituiu o ponto de partida para dar seguimento ao processo de construcdo dos conceitos

aqui visados.

0 que dificultou a resolucao da questao foi, como ja referimos, a existéncia de um ponto
isolado, o que inicialmente conduz (erradamente) os alunos a constatacao de que a funcdo nao
seria continua no deu dominio ([4:23]). E nesta ocasido que é recordada a nocao de Vizinhanca

(Acdo-R) de modo a reavaliar esta situacao, optando-se por diferenciar os dois ramos da funcao.

120



Para a analise do ponto isolado, verificou-se maior eficacia em negar a nocao de continuidade
num ponto de modo a encaminhar os alunos na obtencao da nocao de Continuidade num ponto
isolado ([4:24]). No que concerne a Continuidade num intervalo ([4:25]), esta nocao foi

facilmente atingida pelos alunos ao interpretarem o grafico da funcao.

Da analise da Continuidade num ponto isolado, concomitantemente com a analise efetuada a
Continuidade num intervalo, os alunos atingem assim mais um objetivo da questao: a
Continuidade no dominio ([4:26]), ao compararem as conclusdes obtidas individualmente com

o dominio da funcao, ja obtido anteriormente.

Finalmente, a Comunicacdo é evidenciada pelo registo escrito do dominio da funcao
([4:22]) e pelo excerto [4:26], uma vez que a Continuidade no dominio apenas € expressa

oralmente pelos alunos, nao existindo nenhum registo escrito.

Sintese
No que concerne as relacdes verificadas entre as subcategorias nas A¢do-C, consideramos que
a Reorganizacdo das construcdes anteriores, aliadas a nocao de Vizinhanca, foram decisivas

para as construcoes de Continuidade num intervalo e de Continuidade num ponto isolado.

Verifica-se igualmente que a Continuidade num intervalo e a Continuidade num ponto isolado
foram atingidas separadamente. No entanto, ao serem associadas com o dominio da funcao,

foram decisivas para a construgdo da Continuidade no dominio.
Em simultaneo é alcancada a Comunicagdo que traduz todas estas construcoes.

6.1.4.4 Relacbes estabelecidas entre as acoes epistémicas

O esquema seguinte (ver Anexo 6.17) ilustra as relacdes estabelecidas entre a A¢do-R, a Acdo-
-B e a Agdo-C durante a resolucao da Questao 5. Com o objetivo de simplificar a leitura do
grafico, apenas alguns dos excertos transcritos anteriormente e que se consideram de maior

relevancia serao apresentados.
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Figura 6.87 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questdo 5

Uma vez mais, constata-se uma estreita ligacao entre a A¢do-R e a Acdo-B, revolvendo neste

caso em torno da funcado quadratica e da representacdo grafica da parabola a ela associada.

Como ja referimos, a Interpretacdo do enunciado concomitantemente com o reconhecimento
de Estruturas adquiridas na Acdo-R suscita de forma automatica a Acdo-B para a utilizacao de
Estratégias e para a Aplicacé@o de construcées prévias. Juntamente com a nogao de Vizinhanca
e com as Solugées intermédias alcancadas, sao desta forma alcancadas as varias construcoes

em torno da nocao de continuidade almejadas na Acédo-C.

Com excecao da questdao dos pontos isolados, que realmente causou muita entropia
essencialmente entre os alunos que frequentaram Matematica A (recorde-se que estes
aprenderam que, num ponto isolado, uma funcao ndo é continua) parece-nos que as construcoes
de Continuidade, de um modo geral, estavam por esta altura realizadas pela maioria dos alunos,

salvo quando existiam pontos isolados.

No final do estudo relativo a nocdo de continuidade os alunos realizaram novamente a Questao
1. Procurou-se verificar se a construcao de conhecimento, pelos alunos, sobre a nocao de
continuidade foi bem-sucedida e se estes conseguiam escrever a definicao 2.17 de forma pelo
menos aproximada. Esperava-se assim que a construcdo de continuidade dos alunos ja fosse
similar a esta definicao. Os resultados foram francamente positivos atendendo a que boa parte

dos alunos conseguiu produzir uma definicao satisfatoria.

A definicao formal de Ferreira (2005) foi somente introduzida apds a discussao das respostas a

Questao 1.
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6.2 Questoes sobre limites

Apresentam-se seguidamente os resultados obtidos com a recolha dos registos escritos dos
alunos referentes as tarefas, de dificuldade crescente, visando o estudo da existéncia e do
calculo do limite de uma funcdo num ponto, pertencente ao seu dominio ou a um ponto

aderente a este e a sua interligacao com a nocao de continuidade.

As atividades sobre limites foram comecadas logo apds a lecionacdo da definicdo de
continuidade atras indicada, ou seja, no decorrer da aula 2. Atendendo a que nesta altura ja
se esperava que os alunos conhecessem a nocao de vizinhanca e de continuidade num ponto, a
definicao 2.11 de Ferreira (2005) explanada na pagina 21 deveria ser alcancada, apos a
realizacdo das tarefas propostas pelos alunos, através da utilizacdo dessas construcoes
anteriores (Estrutura adquirida). O maior entrave a essa construcao seria a priori a nocao de
ponto aderente, que ndo era conhecida pelos alunos. No entanto foi possivel obviar esse
problema, notando de forma informal que o ponto a onde se calcula o limite nao tem de
pertencer ao dominio da funcdo, mas sim a vizinhanca deste (na definicao 2.11, x € V,(a) N D
implica que o ponto a onde se calcula o limite ndo tem de pertencer ao dominio da funcéo,

mas sim ser um ponto aderente ao dominio).

6.2.1 Questao 2

Questdao 2 Considere as funcdes reais de variavel real g, i, j, k e | cujas representacoes

graficas se encontram abaixo expostas. Calcule os seguintes limites:

a) limg(x), limi(x) e lim I(x);
xX—2 x-1 x—0

b) lim g(x), lim i(x)e lim k(x);
X——0o0 X—+00 X—>—00

c¢) liml(x) e liml(x);
x-1 xX—2

d) limi(x), limj(x), limk(x) e lim [(x).
x—0 x—-0 x-1 x-1,5
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Figura 6.88 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de limite

O objetivo da Questao 2, como ja referido na subseccdo 5.7, € que os alunos alcancem a
construcdo de limite num ponto finito, em — e em +o, com base na representacao grafica

das funcoes selecionadas.

As quatro alineas encontram-se divididas nos seguintes casos: a) analise do limite num ponto
de continuidade; b) estudo de limites quando x - —co0 ou quando x — +; ¢) estudo de limites
num ponto fronteiro e num ponto isolado; d) analise de limites em pontos de descontinuidade

e em pontos que ndo pertencem ao dominio da funcéo.

6.2.1.1 Acao-R
Os alunos Interpretam o enunciado, reconhecendo a importancia da representacao grafica das

fungdes fornecida para dar inicio a resolucao da questao (Estrutura adquirida).

Em relacao a discussdo em sala de aula, € de salientar que foi necessario comecar por explicar

aos alunos a notacao utilizada, neste caso lirr% g(x), atendendo ao facto da maioria dos alunos
Pl

nao a conhecer, auxiliando os alunos a Interpretar o enunciado.

e RI3: Como alguns alunos nunca tinham trabalhado com limites foi referida a
importancia da forma como se |é a linguagem matematica: “o limite, quando x tende

para 2, ou seja, quando o x se aproxima de 2, de g(x), da imagem da funcao g”.

Figura 6.89 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2

A nocdo intuitiva de Aproximacdo encontra-se implicita no calculo de todos os limites, quer no
que respeita aos objetos (“quando o x se aproxima de 2”), quer no que concerne as imagens

(“da imagem da funcao”).

Depois desta primeira introducdo ao tema, o professor procurou que os alunos reconhecessem
a importancia do conceito de Vizinhanca de um ponto de modo a prosseguirem com a resolucao

da alinea a).

A nocao de aproximacao aparece associada a nocao de Vizinhanca, visto que ao fazerem “x
tender para 2”, a ideia subjacente implica considerar vizinhancas cada vez mais pequenas,

centradas em x = 2, sendo o processo analogo realizado para as respetivas imagens.
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e AF7: Por causa das vizinhancas!

e P8: Certo, a ideia é, mais ou menos, ver como viram para as vizinhancas. Entao, o
que é que sera o limite no ponto 2?

e DV9: Vai ser uma “coisinha” [RI: faz o gesto de um retangulo] que apanhe todos os

pontos.

e P12: Como diz DV, a ideia é fazer o qué?
e AF13: As vizinhancas, como na continuidade!
e P14: Certo! Portanto, a ideia é fazer as vizinhancas do 2, e ver o que acontece em

relacao as imagens, ao y.

Figura 6.90 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a), funcao g

Podemos constatar que AF (AF13: As vizinhancas, como na continuidade!) reconhece que a
Estrutura adquirida previamente nas questdes relacionadas com a continuidade é essencial

para dar prosseguimento a resolucdo da questdo colocada.

Na alinea b) é pedido aos alunos que calculem limites quando x -» —o e quando x — +o. Para
tal, é necessario reconhecer que o grafico se prolonga fora do intervalo apresentado
(Interpretar) e compreender que o comportamento da funcao na parte “nao visivel” do grafico

sera similar ao comportamento da funcao na parte “visivel” do grafico (Estrutura adquirida).

Seguidamente, os alunos tiveram de compreender o comportamento da funcao em infinito
(Estrutura adquirida), recorrendo uma vez mais a nocdao de Aproximacdo, agora para —o ou
+00, consoante o caso em analise, apesar de se notar alguma dificuldade em aplicar o conceito

de Vizinhanca de um ponto quando os objetos e/ou as imagens tendem para infinito.

e DV25: Se é —co ndo tem vizinhancas!

e P26: Mas pensem |4, a medida que o x vai para a esquerda (ou para tras), para onde
€ que vai a funcao (o grafico)?

e AF27: Para —oo.

Figura 6.91 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g

e P33: Vejam la... o que acontece ao grafico da funcao para x = 1?

e DV34: E horizontal, constante.

Figura 6.92 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i

e P40: Entdo, vamos la ver. O x esta a ir para...

e DV41: —oo, para tras...
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e RI42: P representa, por baixo do eixo dos xx, do lado esquerdo, uma seta para a
esquerda «.

e P43: ... 0 y esta a ir para onde?

e AF44: Para cima.

e RI45: P prolonga o grafico para a esquerda e para cima e representa uma seta ao

lado do eixo dos yy, na parte superior 7.

Figura 6.93 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k

A Questao 2 c) pretende estudar os limites em pontos fronteiros (lirr} l(x)) e em pontos isolados
X—

(lin% l(x)). Os alunos comecaram por observar a representacao grafica da funcéo [ (Interpretar)
X—

e reconheceram a importancia da nocao de Vizinhanca num ponto, em conjunto com a nocao

de Aproximacdo.

A discussdo seguidamente transcrita, para o calculo de lin}l(x), espelha o que indicamos no
X

paragrafo anterior. A ressalvar, ainda, a curiosidade de alguns alunos sobre o que sucederia ao
limite caso o ponto fronteiro ndo pertencesse ao dominio da funcdo, associada as nogdes de
bola aberta e de bola fechada (Estrutura adquirida). Uma vez que esse caso iria ser estudado
posteriormente, optou-se por nao o desenvolver neste paragrafo de modo a ndo causar

entropia.

e DV50: Aqui, nos limites, a bolinha também conta? Se ela fosse aberta, também era
-2?

e P52: Para ja, vamos fazer como esta, com a bola fechada. A volta do 1, onde estdo
as imagens, vamos fazer...

e DV53: As vizinhancas!

Figura 6.94 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,

quando x - 1

Em relacao ao calculo de lirr% I(x), a resposta unanime a questao transparece o reconhecimento
Pl

da Estrutura adquirida de ponto isolado, que, aliado ao reconhecimento da importancia da
nocao de Vizinhanca num ponto, contribuiu para que os estudantes alcancassem também a
construcao de limite num ponto isolado. Recorde-se que o limite num ponto isolado seria a
partida mais complicado para os alunos que frequentaram Matematica A, ja que estes alunos

aprenderam no secundario que o limite num ponto isolado nao existe.
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e DV57: Fazemos as vizinhancas a volta do 2...

e AF58: E s6 ha uma imagem!

Figura 6.95 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,

quando x - 2

Relativamente a alinea d), conforme referimos no Capitulo 5, estamos agora perante um
exercicio que se pensava criar grandes dificuldades aos alunos que tiveram Matematica A no

ensino secundario, ou que sdo repetentes a MQAP. Em relacao ao lirr(l)i(x), € necessario que
X

esses alunos “destruam” a construcao antiga de limite e “construam” a nova, o que leva a que

a resposta seja diferente (“0” na definicao antiga e “nao existe” na nova).

Como ja referimos, os alunos comecaram por reconhecer que a representacdo grafica das
funcées em causa era fundamental para resolver a questao (Interpretar + Estrutura adquirida),

bem como o conceito de Vizinhanca e a nocao de Aproximacao.

e AF66: Quando o x se aproxima de O...
e AF67: ... fazemos as vizinhancas.
e P68: E em relacao as imagens?

e DV69: Umas estao na vizinhanca do0 do y e uma é 1.

Figura 6.96 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i

Quanto ao calculo de lir%j(x), a sintese da producao oral abaixo transcrita indica que os alunos
Pl

recorrem novamente ao conceito de Vizinhanga, aliado a nocao de aproximacdo, e a
Interpretacdo do grafico da funcao (Estrutura adquirida) para darem seguimento a resolucao

da questao colocada.

e AF79: Fazemos outra vez as vizinhancas do O...
e P80: E onde é que estao as imagens?

e DV81: Esta no 1.

e AF82: E no -1, na vizinhanca.

e DV83: E na de 0 [RI: refere-se a vizinhanca].

Figura 6.97 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j

No que concerne os limites das funcdes k e [, pretendia-se estudar o que sucede em pontos que

nao pertencem ao dominio da funcao.

Para o calculo de lirr} k(x), a afirmacao seguinte mostra mais um momento em que os alunos
X

voltam a recorrer ao conceito de Vizinhanca, aliado uma vez mais a nocao de aproximacao, e
a Interpretacdo do grafico da funcao (Estrutura adquirida) para darem resposta a questao

colocada.
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e DV90: Se fizermos as vizinhancas do 1, as imagens estao na vizinhanca do 2!

Figura 6.98 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

Em relacdo a este limite, é extremamente interessante analisar o dialogo entre a turma e o
professor que apresentaremos na seccao A¢do-B, por se considerar que este configura uma acao
de construir, mais do que de reconhecer. Com base na representacao grafica da funcao k, foi
discutida (ainda que de uma forma preliminar) o que sucederia em diferentes cenarios, tendo

os alunos recorrido a Estrutura adquirida de bola aberta e de bola fechada.

e DV95: Entao, se tiver s6 uma bola, seja aberta ou fechada, ha sempre limite.

e DV97: As bolas abertas.

Figura 6.99 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k (Caso extra)

Finalmente, vamos analisar a producao oral em relacao a lirln5 I(x). O calculo deste limite ndo
x—1,

causou grande celeuma entre a turma, pois os alunos rapidamente verificaram que o ponto de
abcissa x = 1,5 nao se encontrava representado no grafico da funcéo, ou seja, nao pertencia ao
dominio da funcao (Interpretar + Estrutura adquirida), recorrendo a nocdo de Vizinhanca,

aliada novamente a nocao de Aproximacdo.

e DV100: Fazemos as vizinhancas a volta de 1,5.
e P101: Certo! E as imagens?
e AF102: Nao ha!

Figura 6.100 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao [

De um modo geral, as subcategorias evidenciadas na A¢do-R encontram-se esquematizadas na

figura seguinte (ver Anexo 6.18).
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Figura 6.101 - RAV da Acdo-R na Questao 2

Iniciando a interpretacao do grafico anterior pela subcategoria Interpretar, podemos constatar
que os alunos, ao interpretarem os graficos fornecidos no enunciado ([1:2]), bem como a
linguagem matematica que envolve o calculo de limites ([1:3]), utilizaram a nocdo de

Aproximacdo para iniciarem a resolucao da questao ([1:8], [1:9] e [1:10]).

Isoladamente, a explicacdo acerca da linguagem matematica que envolve o calculo de limites
([1:3]) favorece o recurso a nogdo de Aproximacdo ([1:16]), e esta por sua vez da origem a

utilizacao da nocao de Vizinhanca ([1:17]).

Verificamos que os alunos, ao reconhecerem a importancia da nocao de ponto isolado (Estrutura
adquirida - [1:13]), em conjunto com a nocao de Vizinhanca ([1:14]), utilizaram uma outra
Estrutura adquirida ([1:15]), neste caso a representacao grafica de funcdes, para prosseguirem

com a resolucao da questao proposta.

Também o excerto [1:20], associado a nocao de Vizinhanca, impele, uma vez mais, os alunos a
recorrem-se da Estrutura adquirida ([1:21]), sob a forma da representacao grafica de funcoes,

para darem continuidade a resolucao da questao enunciada.
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Sintese

Da analise efetuada, podemos verificar que as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida
se encontram interligadas, uma vez que a interpretacdo do enunciado é realizada com recurso
aos conhecimentos adquiridos anteriormente, e por outro lado se os alunos nao tivessem as
construcdes necessarias adquiridas ndao lhes seria possivel interpretar corretamente o

enunciado e prosseguir com a resolucao da questao.

Podemos também confirmar que a relacdo evidenciada entre as subcategorias Interpretar e
Estrutura adquirida promovem o recurso a nocdo de Aproximacgdo e em conjunto fomentam a

necessidade de recorrer a nocao de Vizinhanca.

6.2.1.2 Acdo-B

Considerando o exposto no tdpico anterior, constatamos que as Estratégias utilizadas pelos
alunos para proceder a resolucdo da Questao 2 incidiram essencialmente na visualizacao das
imagens dos objetos situados nas vizinhancas do ponto para o qual se esta a calcular o limite

(Aplicacdo de construcao prévia).

Recorde-se a Figura 6.91 e a Figura 6.93, em que os alunos comecam por verificar as vizinhancas

em torno do objeto, x » —oo.

e P26: Mas pensem la, a medida que o x vai para a esquerda (ou para tras), para onde
€ que vai a funcao (o grafico)?
e AF27: Para —oo.

Figura 6.102 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g

e P40: Entdo, vamos la ver. O x esta a ir para...

e DV41: —oo, para tras...

e RI42: P representa, por baixo do eixo dos xx, do lado esquerdo, uma seta para a
esquerda «

e P43:... e o0 yestaair para onde?

o AF44:Para cima.

e RI45: P prolonga o grafico para a esquerda e para cima e representa uma seta ao

lado do eixo dos yy, na parte superior T

Figura 6.103 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k

Atente-se que, na alinea d), alguns destes alunos tentaram utilizar a ideia de limite lateral, o
qual nao seria a Estratégia mais adequada neste caso concreto ja que os limites laterais apenas
tinham sido superficialmente aflorados por esta altura do semestre. A Estratégia mais adequada
seria considerar, de novo, as vizinhancas dos objetos e das respetivas imagens no grafico

(Aplicagéo de construcéo prévia), obtendo em alguns casos Solucbes intermédias.

130



Importa recordar a Figura 6.96, a Figura 6.97 e a Figura 6.98, em que os alunos comecam por

verificar as vizinhancas em torno do objeto que figura em cada limite.

e DV69: Umas estdo a volta do 0 do y e uma é 1.

Figura 6.104 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i

e DV81: Estao no 1.
e AF82: E no —1, na vizinhanca.

e DV83: E na de 0 [RI: refere-se a vizinhanca].

Figura 6.105 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j

Para o calculo de lin} k(x), a discussao que se segue mostra que os alunos procuraram construir
Pl

e analisar diversos cenarios, alcancando Solucées Intermédias. Fechando a bola em x = 1
(Caso extra), os alunos reconhecem a construcao da alinea anterior. Mantendo o grafico
original, discutem as diferencas entre a funcao ser continua num ponto e ter limite nesse ponto.
Nao sao ainda alcancadas as construcdées que relacionam os conceitos de limite e de
continuidade (nem tal era pretendido nesta alinea), mas fica dado o primeiro passo nessa

direcao.

e P93: E se, para x = 1, tivéssemos uma bola fechada noutro sitio [RI: diferente da
localizacao da bola aberta] ia ter limite?

e AF94: Nao, porque em x = 1 tinha esse valor [RI: onde foi colocada a bola fechada]
e na vizinhanca de x = 1 [RI: nos outros pontos] tinhamos uma vizinhanca de y com

valores diferentes.

Figura 6.106 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k
(Caso extra)

Ao longo das transcricdes verificam-se varios momentos em que os alunos Justificam os

resultados obtidos, tal como os seguintes excertos comprovam:

e P6: Porqué?

e AF7: Por causa das vizinhancas!

Figura 6.107 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a), funcao g

e P24: Porqué?

e DV25: Se é —c0 nao tem vizinhancas!

Figura 6.108 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g

e DV57: Fazemos as vizinhancas a volta do 2...

e AF58: E s6 ha uma imagem!

Figura 6.109 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [
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e P72: Porqué?

e DV73: Porque nao pode ter vizinhancas diferentes!

Figura 6.110 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i

e DV86: Pois, so podia haver uma vizinhanca nas imagens!

Figura 6.111 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j

e P89: Porque...?

e DV90: Se fizermos as vizinhancas do 1, as imagens estao na vizinhanca do 2!

Figura 6.112 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

e AF94: Nao, porque em x = 1 tinha esse valor [RI: onde foi colocada a bola fechada]

e na vizinhanca de x = 1 [RI: nos outros pontos] tinhamos uma vizinhanca de y com
valores diferentes.

Figura 6.113 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

(Caso extra)

As subcategorias Estratégias, AplicacGo de construcdo prévia, Solugbes intermédias e

Justificacdo, evidenciadas na Ac¢do-B encontram-se esquematizadas na figura seguinte (ver
Anexo 6.19).
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Figura 6.114 - RAV da Acdo-B na Questao 2
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Verificamos que a Estratégia escolhida pelos alunos relativamente a visualizacdo das
Vizinhancas do ponto onde se esta a calcular o limite e da respetiva imagem ([1:22]), € colocada

em pratica pela a Aplicacdo da construgdo prévia de representacao grafica de funcoes ([1:1]).

Estas favorecem o aparecimento de Solucbes intermédias quando existem diferentes
Vizinhancas relativamente as imagens ([1:23], [1:24] e [1:25]), verificadas com recurso as
nocoes de bola aberta e de bola fechada ([1:25] e [1:27]), e de algumas Justificacbes, todas
baseadas na nocao de Vizinhancga ([1:25], [1:29], [1:30], [1:31], [1:32], [1:33] e [1:34]).

Sintese

Consideramos que as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgao prévia se encontram
intrinsecamente relacionadas, uma vez que a Estratégia desenvolvida pelos alunos para dar
seguimento a resolucdo da questdo ([1:22]) pressupde a AplicacGo de construcées prévias
([1:1]). Por outro lado, a Estratégia elaborada é fundamental para que seja possivel Aplicar as

construcbes previamente adquiridas.

Como podemos constatar pela analise do grafico anterior, a Aplicacdo de construcdo prévia,
promove quer a obtencao de Solugées intermédias, quer as Justificacbes para os calculos

efetuados.

6.2.1.3 Acao-C
Em relacao a alinea a) ndo se denotou qualquer dificuldade por parte dos alunos em atingirem
a construcao pretendida de Limite num ponto de continuidade, mesmo antes da discussao em

sala de aula com o professor.
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Figura 6.115 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 a)

e P1: Quando x vai para 2, para onde vai o g(x)?
o AF2: —1.

e P16: Para a funcao i, quando o x vai para 1, para onde vao as imagens?

e AF17: Para 1.

e P19: Depois, para a funcao [, quando o x vai para 0, para onde vai a funcao?
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e DV20: -3.

Figura 6.116 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 a)

No que concerne a alinea b), ja foram identificadas algumas dificuldades por parte dos alunos
na resolucao inicial da questao, as quais foram posteriormente corrigidas aquando da discussao

em aula, levando os alunos a atingirem a construcao de Limite no infinito.
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Figura 6.117 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 b)

A producao oral reproduzida a seguir mostra que os alunos atingem a construcao de Limite no

infinito para lim g(x).
X——00

e P22: O limite da funcao g, quando x vai para —o, quanto é que vai dar?
e AF23: —oo,

Figura 6.118 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao g

No entanto, se analisarmos os dialogos seguintes, em que se discutiu o lim i(x), percebe-se
X—+00

que na realidade a nocao de limite de uma funcao no infinito nao estava ainda completa.
Parece-nos que parte dos alunos percecionou (erradamente) que se o objeto vai para +oo, entao

a imagem também deve tender para +, procedendo-se de forma similar para —oo.

De modo a atingirem a construcédo pretendida, foi necessario os alunos Reorganizarem as

construcdes obtidas anteriormente.

e P28: Agora, para a funcao i, quando o x vai para +oo?
o AF29: +co.

e DV30: 1.

e P31: Entdo, é +o ou 1?

e AF32: Ah! Se calhar é 1...

Figura 6.119 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i

No entanto, apods a discussao em aula, os alunos acabam por atingir a construcéo de Limite no

infinito, para lim i(x).
X—+00

134



e P35: Certo, logo o limite é...?

e DV36: 1.
Figura 6. 120 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao i

Para concluir a analise a producao oral a alinea b), atente-se que o problema supracitado se

repete para lim k(x). Também aqui tivemos opinides diferentes ministradas pelos diversos
X—>—00

alunos da turma. No nosso entender, a questao fulcral tem a ver com a nao consolidacao da
construcao “representacao grafica de funcoes” quando se pretende analisar objetos e imagens
nao representados. Apenas no final da discussdo em aula a construcédo de Limite no infinito é

atingida.

Os alunos voltam a Reorganizar as construcoes atingidas previamente de modo a alcancarem a

construcao final de Limite no infinito.

e P37: Para a funcao k, quando x vai para —co, para onde vai a funcao?

e DV38: —co.

e AF39: +oo.

e P40: Entdo, vamos la ver. O x esta a ir para...

e DV41: —o, para tras...

e RI42: P representa, por baixo do eixo dos xx, do lado esquerdo, uma seta para a
esquerda <.

e P43:... e 0y esta air para onde?

e AF44: Para cima.

e RI45: P prolonga o grafico para a esquerda e para cima e representa uma seta ao
lado do eixo dos yy, na parte superior T.

e AF46: Entdo é +oo!

Figura 6.121 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 b), funcao k

Com a Questdo 2 c) pretendia-se averiguar as construcées de Limite num ponto fronteiro
(lirr}l(x)) e Limite num ponto isolado (lin%l(x)), as quais foram imediatamente alcancadas
X— X—

pelos alunos, como se pode constatar quer pelos seus registos escritos, quer pelos excertos das

transcricoes.
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Figura 6.122 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 c)

e P47: Agora, o limite, quando x tende para 1, da funcao I(x)
e AF48: -2.

Figura 6.123 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,

quando x - 1

e P59: Entdo, qual é o limite?
e DV60: —1.

Figura 6.124 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 c), funcao [,

quando x — 2

Relativamente a alinea d) verificamos, pelos registos escritos, que inicialmente os alunos nao
atingiram a construcéo de Limite num ponto de descontinuidade, tendo sido fundamental a

discussao com o professor para que essa construcao fosse alcancada.

AF

x ><

DV

d:l "('““‘: v H .A...
{ - A 5</[/ o J(H)>‘_<"

Figura 6.125 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 d), fungdes i e j

Para o calculo de lirr(1] i(x), a discussao abaixo mostra que as dificuldades sentidas pelos alunos
X—

foram colmatadas, levando os alunos nela participantes a atingirem a construcédo pretendida
(Limite num ponto de descontinuidade) através da Reorganizacdo das solucdes intermédias

obtidas.

e P68: E em relacao as imagens?

e DV69: Umas estdo na vizinhanca do 0 do y e uma é 1.
e P70: Entdo qual é o limite?

e AF71: Nao existe!

Figura 6.126 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao i
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Seguidamente, quanto ao calculo de lin(}j(x), a sintese da producao oral abaixo indicada mostra
X

que os alunos ja atingiram a construcdo com facilidade (Limite num ponto de descontinuidade),

Reorganizando as respetivas solucdes intermédias.

e P80: E onde é que estao as imagens?

e DV81: Estao no 1.

e AF82: E no -1, na vizinhanca.

e DV83: E na de 0 [RI: refere-se a vizinhanga].
e P84: Entao, qual é o limite?

e AF85: Nao existe o limite!

Figura 6.127 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao j

Ja no caso do calculo de Limite num ponto fronteiro, mas que ndo pertence ao dominio da
funcao, e de Limite num ponto exterior, também a generalidade da turma alcancou a
construcdo pretendida, nao se tendo verificado dividas em relacdo a funcao k. Relativamente
a funcéo [ a notacao utilizada nos registos escritos nao reproduz fielmente o que é expressado

oralmente.

AF DV

Leoomn Kév) = 4
N~}

~J
~J

Figura 6.128 - RA respeitante a resolucao da Questao 2 d), funcoes k e [

e P87: Agora, quando x tende para 1, o limite de k(x).
o AF88:Eo02!

Figura 6.129 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

Em relacao a este limite, é extremamente interessante analisar o dialogo entre a turma e o
professor que apresentamos a seguir. Com base na representacao grafica da funcao k, foi

discutido (ainda que de uma forma preliminar) o que sucederia em diferentes cenarios.

Fechando a bola para x = 1 (mas com y # 2) os alunos reconhecem a construcédo da alinea
anterior (Limite num ponto de descontinuidade), com base na Reorganizacdo das solucoes

intermédias obtidas com base na nocao de vizinhanca.
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e P93: E se, parax = 1, tivéssemos uma bola fechada noutro sitio [RI: diferente da
localizacao da bola aberta] ia ter limite?

e AF94: Nao, porque em x = 1 tinha esse valor [RI: onde foi colocada a bola fechada]
e na vizinhanca de x = 1 [RI: nos outros pontos] tinhamos uma vizinhanca de y com

valores diferentes.

Figura 6.130 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

(Caso extra)

Mantendo o grafico original, discutem as diferencas entre a funcdo ser continua num ponto e
ter limite nesse ponto. Nao sao ainda alcancadas as construcées que relacionam os dois
conceitos em analise (nem tal era pretendido nesta alinea), mas fica dado o primeiro passo

nessa direcao.

e P95: Podemos ver aqui, comparando as nocoes de continuidade e de limite, que ha
uma diferenca: para esta funcao k, nao faz sentido estudar a continuidade em
x = 1, pois ndo pertence ao dominio. No entanto, vimos que existe o limite. Entao,
0 que distingue limite de continuidade?

e DV96: As bolas abertas, para a continuidade nao podemos ter bolas abertas.

e P97: Certo, num ponto que nao pertenca ao dominio da funcdo nao esta definida a

continuidade mas pode haver limite.

Figura 6.131 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao k

Finalmente, vamos analisar a producao oral em relacao a lir}15 I(x). O calculo deste limite ndo
x—-1,

causou grande dificuldade, pois o facto de nao existirem imagens conduziu os alunos
(Reorganizagdo) a conclusao que nao existe limite num ponto exterior a funcao, alcancando

assim a construcdo pretendida (Limite num ponto exterior).

e P101: Certo! E as imagens?
e AF102: Nao ha!

e P103: Entao, ha limite?

e AF104: Nao!

Figura 6.132 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 2 d), funcao [

Através da analise efetuada consideramos que as construcdes alcancadas sao Comunicadas quer
pelos registos escritos dos alunos, quer pelos excertos referentes as transcricoes dos registos

audiovisuais.

No esquema seguinte (ver Anexo 6.20) apresentam-se as subcategorias Reorganizacéo, Limite
num ponto de continuidade, Limite no infinito, Limite num ponto fronteiro (que nao pertence
ao dominio), Limite num ponto isolado, Limite num ponto de descontinuidade e Limite num

ponto exterior, identificadas na Acdo-C.
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Figura 6.133 - RAV da Ac¢do-C na Questao 2

Relativamente as construcdes de Limite num ponto de continuidade ([1:35], [1:36], [1:37], P2
e P3), Limite num ponto fronteiro ([1:41], P6 e P7), Limite num ponto fronteiro (que nao
pertence ao dominio) ([1:45], P10 e P11) e Limite num ponto isolado ([1:42], P6 e P7),

verificamos que estas sao atingidas de forma direta.

Ja as construcdes de Limite no infinito e de Limite num ponto de descontinuidade sao

alcancadas ap6s a Reorganizacdo das Solugdes intermédias obtidas anteriormente.

Como ja referimos anteriormente, a construcdo de Limite no infinito é atingida de forma
imediata no caso da funcao g ([1:38], P3 e P4), mas para as funcoes i e k ja se verificaram
algumas dificuldades (P4 e P5, respetivamente). Para essas funcdes ja foi necessario
Reorganizar as Estruturas adquiridas previamente, neste particular a representacao grafica de

funcdes ([1:58] e [1:59]), para a resolucao da questao ([1:39] e [1:40], respetivamente).

No que concerne a construcdo de Limite num ponto de descontinuidade confirmamos que as
construcoes relatadas nos excertos [1:43] e [1:44], apenas sao atingidas apos a Reorganizacdo
das Solucées intermédias com base na nocao de Vizinhanca descritas nos excertos [1:60] e

[1:61], respetivamente. Ainda em relacdo a construcdo de Limite num ponto de
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descontinuidade no Caso extra da funcado k confirmamos, pelo excerto [1:25], que AF também
atinge a construcdo pretendida com base na Reorganizacdo de construcoes anteriores
relacionadas, uma vez mais, com a nocao de Vizinhanca — “AF94: Ndo, porque em x = 1 tinha
esse valor [RI: onde foi colocada a bola fechada] e na vizinhanca de x = 1 [RI: nos outros

pontos] tinhamos uma vizinhanca de y com valores diferentes.”.

No caso da construcéo de Limite num ponto fronteiro, o calculo de lirr} k(x) é imediato ([1:45],
P10 e P11). No entanto, para o calculo de lirPsl(x) ([1:62]) € essencial a Reorganizacdo
x—1,

associada a representacao grafica da funcao ([1:21]) para os alunos atingirem a construcéo de
Limite num ponto exterior. Como ja referimos, as producdes registadas pelos alunos nao se
encontram corretas ([P10 e P11]), mas constatamos pela discussao em aula que nao houve

duvidas em relacao a construcéo.

Podemos ainda constatar que a subcategoria Comunicacdo é verificada em todas as construcoes
de limite solicitadas nesta questao, quer através dos registos escritos dos alunos, quer através
das discussées em aula. Em relacdo a construcdo de Limite num ponto de descontinuidade a
Comunicacdo é apenas feita oralmente, uma vez que os registos escritos dos alunos se
encontram incorretos e que o Caso extra para a funcao k apenas foi introduzido depois dos

registos escritos terem sido recolhidos.

Sintese
Pelo que foi dito, constatamos que a ReorganizacGo promove as construcées de Limite num
ponto de descontinuidade, de Limite no infinito e de Limite num ponto exterior, tendo as

restantes sido alcancadas de modo imediato.

Por outro lado, todas as construcées de limite pretendidas nesta questdao promovem a

Comunicacdo dessas construcoes.

6.2.1.4 Relagbes estabelecidas entre as acoes epistémicas
A figura seguinte (ver Anexo 6.21) evidencia as relacoes estabelecidas entre as acdes
epistémicas Acdo-R, Acdo-B e Acdo-C identificadas durante a resolucdo da Questdo 2,

apresentando alguns dos excertos acima utilizados.
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Figura 6.134 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 2

Pela analise do esquema anterior, podemos constatar que a Acdo-R e a A¢do-B se encontram

interligadas e que ambas promovem a Acdo-C.

De um modo geral, podemos verificar que a Interpretacdo dos graficos das funcdes fornecidos
no enunciado da questdo favorece a Estratégia adotada pelos alunos, aliada a Estrutura
adquirida de Vizinhanca. Por outro lado, a Estratégia de visualizar nos graficos das funcdes as
Vizinhancas dos pontos onde se pretende calcular os limites e das respetivas imagens,
juntamente com a Aplicacdo da construcéo prévia de representacdo grafica de funcdes, aliada
a Estrutura adquirida de bola aberta e de bola fechada, desencadeiam a obtencao de Solucées

intermédias, cuja Reorganizacdo conduz as construcoes de limite pretendidas nesta questao.

6.2.2 Questao 3

Questdao 3 Considere as funcdes reais de variavel real f e g cujas representacgoes graficas

se encontram abaixo expostas. Indique os pontos do dominio onde as fungdes

nao tém limite.

Figura 6.135 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de limite
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Na Questao 3 pretendeu-se continuar a explorar o conceito grafico de limite, procurando agora
verificar se os alunos compreenderam o conceito abordado em 2 d) de ponto do dominio onde
o limite nao existe. Recordando o que foi realizado pelos alunos na Questao 2 d), esta
construcdo nao foi inicialmente alcancada pelos alunos de forma autonoma, tendo sido

essencial a intervencao do professor para que tal construcédo fosse atingida.

Pretendemos agora verificar se a construcao de Limite num ponto de descontinuidade se

encontra estabelecida.

6.2.2.1 Acdo-R
Os alunos Interpretam o enunciado da questdao e verificam que, através da analise da
representacao grafica das fungdes (Estrutura adquirida), que necessitam de calcular os seus

dominios (Estrutura adquirida).

e P1: Ora bem, pontos do dominio onde nédo ha limite.
Qual foi a primeira coisa que fizeram?
e DV2: O dominio!

Figura 6.136 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3

Igualmente pela Interpretacdo dos graficos das funcoes, os alunos recorrem as nocoes de bola
aberta e de bola fechada (Estrutura adquirida) para identificar os pontos de descontinuidade
das funcoes (Estrutura adquirida) e a nocao de Vizinhanca para dar seguimento a resolucéo da

questao.

e P3: Certo! Entao, para a funcéo f, qual é o primeiro ponto onde ha problemas?

e AF4: No —2. Ha uma bola aberta e em cima uma bola fechada...

e P5: Aqui, a volta do —2 [RI: representa a vizinhanga], onde é que estéo as vizinhancas
[RI: referindo-se as imagens]?

e DV6: Umas aqui [RI: refere-se a vizinhanca de y = 5] e outraem y = 6.

e P10: Certo! E a seguir?

e AF11: No —1.

e P12: E porqué?

e AF13: Ha outra vez uma bola aberta e uma bola fechada

e DV14: Avolta do —1 [RI: refere-se a vizinhanca] tenho uns pontos aqui [RI: refere-se

a vizinhanca de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se a vizinhanca de y = 2].

e P19: Para a funcao g, onde é que ha problemas?
e AF20: No 0. Ha uma bola aberta e em cima uma bola fechada.

e P21: 0 que é que acontece no 0?
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e DV22: Temos umas imagens em baixo, a esquerda, e outras imagens em cima, a
direita.

e AF23: Da 2 vizinhancas diferentes.

e P26: E mais?

e DV27: No 2. Temos 2 bolas abertas e uma fechada.

e P28: 0 que é que sucede a volta do dois? [RI: representa a vizinhanca]
e DV29: Temos 3 vizinhancas diferentes no y!

e P30: Certo, temos uma vizinhanca em y = 3, outraem y =2 eoutraem y = 1.

Figura 6.137 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3

O excerto seguinte reproduz o didlogo entre professor e alunos no qual o professor indaga
acerca do ponto x = 5. Pretende-se realcar a importancia da Interpretacdo do enunciado da
questao quanto ao facto do ponto ndo pertencer ao dominio da funcao (Estrutura adquirida),
condicao esta explicitada no enunciado da questdao. Como podemos constatar, os alunos
respondem automaticamente a questdo colocada, sendo o professor a sugerir a verificacao do
dominio. Para a obtencao deste, os alunos recorrem a nocdo de bola aberta (Estrutura
adquirida) para verificar que o ponto x = 5 nao pertence efetivamente ao dominio da funcao

(Estrutura adquirida).

e P32: Mais algum ponto do dominio?

e AF33: Nao.

e P34:Entdoeox = 5?7

e DV35: No 5 é 1 [RI: referindo-se ao limite].

e P36: 05 é do dominio?

e DV37: Ah, nao! A bola é aberta.

e P38: Noponto x = 5, o limite é 1, correto! Mas 0 x = 5 ndo pertence ao dominio e
na pergunta esta “indique os pontos do dominio...”!

Se a pergunta fosse para calcular o ling g(x) a resposta seria 1.
X—

Figura 6.138 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3, funcao g

Na figura seguinte (ver Anexo 6.22) podemos observar as subcategorias Interpretar, Estrutura
adquirida e Vizinhanca que se manifestaram durante a Acdo-R, assim como a relacao entre

estas.
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Figura 6.139 - RAV da Acdo-R na Questao 3

Pela analise da figura anterior, verificamos que a Interpretacdo dos graficos das fungoes ([2:2])
suscita o recurso as nocoes de dominio de uma funcéo ([2:15], [2:1]), de bola aberta e de bola
fechada ([2:4]) e de pontos de descontinuidade de uma funcao ([2:5]), os quais constituem

igualmente Estruturas adquiridas.

A Interpretacdo do enunciado em conjunto com o recurso as Estruturas adquiridas de bola
aberta, de bola fechada e de pontos de descontinuidade ([2:6], [2:11] e [2:13]), despoletam o

recurso a nocao de Vizinhanca ([2:7], [2:12] e [2:14], respetivamente).

Por outro lado, as no¢Ges de bola aberta e de bola fechada ([2:9]), juntamente com a nocao de
pontos de descontinuidade ([2:8]), favorecem igualmente o recurso a nocao de Vizinhanca
([2:10]).

Relativamente ao Caso Extra ([2:18]), os alunos calculam imediatamente o lirré g(x) ([2:19))
xX—

com base na Estrutura adquirida de limite num ponto. No entanto, o recurso as Estruturas
adquiridas de dominio de uma funcao ([2:20]) e de representacao grafica de uma funcao ([2:2]),
aliada as nocoes de bola aberta e de bola fechada ([2:4]), sao fundamentais para retificar o
resultado inicialmente obtido, uma vez que no enunciado é explicitado que os pontos tém de

pertencer ao dominio da funcao ([2:22]).

Sintese
Constatamos, novamente, que as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida se encontram
associadas, em virtude de nao ser possivel Interpretar o enunciado da questao sem que existam

Estruturas adquiridas anteriormente que suportem essa interpretacao. Em contrapartida, a
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Interpretacdo do enunciado pelos alunos desencadeia o recurso as Estruturas adquiridas

previamente.

Assim sendo, as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida promovem ambas o recurso a

nocao de Vizinhanga para dar inicio a resolucdo da questdo proposta.

6.2.2.2 Acao-B

A Estratégia utilizada pelos alunos nesta questdao adveio da interpretacao do enunciado,
levando-os a determinacao dos dominios (Aplicacdo de construcdo prévia) das funcoes
representadas graficamente, os quais se consideram Solucées intermédias que encaminham os

alunos na resolucao da questao colocada.

DV

@{’J'W.WJ U [2,+4=[

Figura 6.140 - RA respeitante a resolucao por DV da Questao 3

A escolha dos pontos dominio onde as funcdes ndo tém limite é Justificada pelos alunos com o
recurso as nocoes de bola aberta e de bola fechada, aquando da analise dos graficos fornecidos

(Estratégias).

e AF4: No -2. Ha uma bola aberta e em cima uma bola fechada...

e AF13: Ha outra vez uma bola aberta e uma bola fechada [RI: referindo-sea x = —1].

e AF20: No 0. Ha uma bola aberta e em cima uma bola fechada.

e DV27: No 2. Temos 2 bolas abertas e uma fechada.

Figura 6.141 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3

Por outro lado, as Justificacées apresentadas pelos alunos para a ndo existéncia de limite nos

pontos identificados prendem-se com a nocao de vizinhanca.

e AF8: Sao duas [RI: vizinhancas] diferentes.

e DV14: Avolta do —1 [RI: refere-se a vizinhanca] tenho uns pontos aqui [RI: refere-se

a vizinhanca de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se a vizinhanca de y = 2].

e AF23: Da 2 vizinhancas diferentes.
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e DV29: Temos 3 vizinhancas diferentes no y!

Figura 6.142 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3

Na Ac¢do-B observam-se as subcategorias Estratégia, Aplicacdo de construcdo prévia, Solucéo
intermédia e Justificac@o, cujas relacoes se encontram esquematizadas na figura seguinte (ver
Anexo 6.23).

D [2:26] .

AF4: No -2. Ha uma bola aberta e em

cima uma bola fechada D 1230,

AF8: 530 duas [RI: vizinhancas] diferentes.

B

——
AF13: Ha outra vez uma bola aberta e
uma bola fechada [RI: referindo-se a x
=

| D [2:10].

DV14: A volta do -1 [RI: refere-se & vizinhanga]
tenho uns pontos aqui Rl refere-se a
vizinhanga de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se
4 vizinhanca de y = 2].

D 12:28] .
AF20: No 0. Ha uma bola aberta e em [
cima uma bola fechada.

D [2:31].
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Figura 6.143 - RAV da A¢do-B na Questao 3

Podemos constatar, pela analise do grafico anterior, que a Estratégia utilizada pelos alunos se
centrou em analisar os graficos das funcées ([2:3]) e em determinar os dominios das funcoes
([2:23]). A identificacao dos ditos dominios ([2:23]) considera-se a Aplicacdo de construcéo
prévia, a qual favoreceu a sua obtencao ([2:24] e [2:25]), constituindo Solucbes intermédias

para prosseguir com a resolucao da questao.

A analise dos graficos fornecidos (Estratégias) juntamente com os dominios obtidos (Solucoes
intermédias) permite que os alunos identifiquem quais os pontos em que as funcdes nao tém
limite, Justificando as suas conclusdes com base nas nocdes de bola aberta, de bola fechada e
de vizinhanca ([2:26] e [2:30], [2:27] e [2:10], [2:28] e [2:31], [2:29] e [2:32]).

Sintese

Também nesta questao se verifica a interligacdo entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo
de construcéo prévia, em virtude de so ser possivel desenvolver Estratégias quando se possui
conhecimentos prévios que suportem essas Estratégias, e por outro lado, para empregar as

Estratégias selecionadas é necessario Aplicar as construgées previamente adquiridas.

Por outro lado, através da Aplicacdo de construges prévias, serdo obtidas Solucées intermédias

que permitem que os alunos prossigam com a resolucao da questao colocada, as quais, por sua
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vez, contribuem para a Justificacdo da escolha dos pontos do dominio onde figuram
simultaneamente bolas aberta e bolas fechadas, relacionando-os com a multiplicidade de

Vizinhancas para as imagens desses pontos.

6.2.2.3 Acao-C
Através dos registos escritos (Comunicagdo) concluimos que os alunos atingem a construgédo de

Limite num ponto de descontinuidade.

AF DV

Figura 6.144 - RA respeitante a resolucao da Questao 3

Analisando as transcricdes dos registos audiovisuais constatamos que os alunos Reorganizam as
conclusoes obtidas com a aplicacao da nocao de Vizinhanca para atingirem a construcdo de

Limite num ponto de descontinuidade.

e DV6: Umas aqui [RI: refere-se a vizinhanca de y = 5] e outraem y = 6.

e AF8: Sao duas [RI: vizinhancas] diferentes.

e AF9: Logo, nao ha limite.

e DV14: Avolta do —1 [RI: refere-se a vizinhanca] tenho uns pontos aqui [RI: refere-se
a vizinhanca de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se a vizinhanca de y = 2].
e P15: E em relacao ao limite?

e AF16: Nao tem limite.

e DV22: Temos umas imagens em baixo, a esquerda, e outras imagens em cima, a
direita.
e AF23: Da 2 vizinhancas diferentes.

e P24: Logo...?
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e DV25: Nao ha limite.
e DV29: Temos 3 vizinhancas diferentes no y!
e P30: Certo, temos uma vizinhancaem y = 3, outraemy =2 eoutraem y = 1.

e AF31: Também nao ha limite!

Figura 6.145 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 3

As subcategorias identificadas na Acdo-C, bem como as suas conexdes, encontram-se

sintetizadas na figura seguinte (ver Anexo 6.24).

DV6: Umas aqui [RI: refere-se & AF8: Sao duas [RI: vizinhangas]
vizinhanga de y = 5] e outra emy = 6.

ﬂj[“ﬂ— [‘:;!2301—

diferentes.

A= ese- >
g AF9: Logo, nao ha limite. |

promoye—

& P 3:Imagem1.Q3 & P 4:Imagem2 Q3

§ wab e Unnils

[2:10] .
E23) Liren Lo

2371, Asod, Jpoan
DV14: A volta do -1 [RI: refere-se & favorece D y s TA-
- /

vizinhangal tenho uns pontos aqui Rk
refere-se &
vizinhanga de y = 4] e outras aqui [RI:
refere-se & vizinhanga de y = 2]

P15: E em relagao ao limite?
AF16: Nao tem limite.

Y
N D [2:46] .
= 12:47].
DV22: Temos umas imagens em favorece
h baixo, & esquerda, e outras imagens. P24: Logo...?
em cima, 4 direita. DV25: Nao ha limite

e

| AF23: D4 2 vizinhancas diferentes.

D [2:48]. vy ¥

— | e |3

DV29: Temos 3 vizinhangas diferentes no y! [~ > —
P30: Certo, temos uma vizinhanga em y = 3, AF31: Também nao hd limite!

outraemy =2 e outraemy = 1

Figura 6.146 - RAV da Acdo-C na Questao 3

Analisando o grafico anterior, verificamos que os alunos Reorganizam as solucdes intermédias,
obtidas com base na nocao de vizinhanga ([2:45], [2:30], [2:10], [2:46] e [2:48]), previamente
alcancadas para atingirem a construcéo pretendida de Limite num ponto de descontinuidade
([2:36], [2:37], [2:47] e [2:38])

A Comunicacdo das construcdes alcancadas é feita quer oralmente ([2:36], [2;37], [2:47]

[2:38]), quer pelos registos escritos dos alunos (P3 e P4).

Sintese
Verificamos que a Reorganizacdo das construcdes intermédias obtidas pela emergéncia da A¢do-

-R e da Acdo-B conduz os alunos prosseguirem com a construgdo de Limite num ponto de
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descontinuidade. A Comunicacgéo dos resultados alcancados com a construgéo final é realizada

quer oralmente, quer pelos registos escritos dos alunos.

6.2.2.4 Consolidacdo

Constatamos que a discussao que incidiu sobre as funcgdes i e j, da Questao 2 d), com o professor
foi essencial para os alunos compreenderem o que ocorre, em termos de limites, nos pontos de
descontinuidade de uma funcao, levando os alunos a identificarem imediatamente, através dos
graficos apresentados, os pontos do dominio onde as funcdes nao tém limite (pontos de

descontinuidade).

Deste modo, consideramos que a construcdo de Limite num ponto de descontinuidade se

encontra por esta altura Consolidada.

Na figura seguinte (ver Anexo 6.25) encontram-se sintetizadas as transcricées que evidenciam

a Consolidacéo.

avorece”

B =

favorece”

Figura 6.147 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na Questao 3

Os alunos Interpretam os graficos das fungées fornecidos no enunciado e Aplicam a construgdo
prévia de dominio de uma funcao, a qual juntamente com o recurso as Estruturas adquiridas
de bola aberta e de bola fechada ([2:39]), leva os alunos a identificarem os pontos onde as
funcdes nao tém limite ([2:6], [2:8], [2:9], [2:11] e [2:13]).

Por analogia a questao anterior, a Estratégia de analisar os graficos das funcoes fornecidos no
enunciado conduz os alunos a Aplicacdo da construcdo prévia de calculo dos limites nos pontos
identificados anteriormente, com base na Vizinhanca de um ponto ([2:40]). Os excertos [2:41],

[2:42], [2:43] e [2:44] evidenciam a Consolidacdo desta construcao.

Sintese
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Podemos constatar que a Consolidacdo se manifestou através da Acdo-R e da Acdo-B, no
primeiro caso expressa pelas subcategorias Interpretar, Estruturas adquiridas e Vizinhanca, e

no segundo caso pelas Estratégias e pela Aplicac@o de construcées prévias.

6.2.2.5 Relagbes estabelecidas entre as acoes epistémicas

No esquema seguinte (ver Anexo 6.26) encontram-se sintetizadas as relacdes estabelecidas
entre a Acdo-R, a Acdo-B, a Acdo-C e a Consolidacdo durante a resolucao da Questao 3,
apresentando apenas alguns dos excertos transcritos anteriormente e que se consideram de

maior relevancia, de modo a simplificar a leitura do grafico.

[D @

Figura 6.148 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as agoes epistémicas na Questao 3

Em relacdo a acédo epistémica Consolidagdo, verifica-se a interligacao quer com a A¢do-R, quer

com a Acdo-B, o que vem confirmar o que ja foi concluido no estudo da continuidade.

No que concerne a Acdo-R e a Acdo-B, constatamos que estas se encontram associadas uma vez
que a Interpretacdo do enunciado e das representacdes graficas das funcbes promovem a
determinacao dos dominios das funcoes (Aplicacdo de construgdo prévia), os quais por sua vez,
em conjunto com as Estruturas adquiridas de bola aberta e bola fechada e a nocao de
Vizinhanca fazem parte da Estratégia adotada pelos alunos para identificarem os pontos onde

nao existe limite.
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Neste caso, a Acdo-C foi desencadeada pela Acdo-R e pela Acdo-B. Recordando o objetivo da
questao, “Indique os pontos do dominio onde as funcées ndo tém limite.”, verificamos que a
Estratégia utilizada pelos alunos se prende com a Interpretacdo dos graficos das funcdes e com
as Estruturas adquiridas de bola aberta e de bola fechada para identificarem os pontos onde
nao existe limite. Aplicando a nocado de Vizinhanga ao calculo dos limites das funcdes nesses
pontos (Aplicacdo de construgao prévia), os alunos atingem a construcéo pretendida de Limite

num ponto de descontinuidade.

6.2.3 Questao 4

Questao 4  Calcule os seguintes limites:

) oo (L 1 ) o2
a) }CI_I)‘I%(X+1),}CI_I)‘%( 10),}61_{2( 2x+x) e }Cl_r)r21[(x+1)(x 2)4]

b) xlirpw(xz), lim (Z) e lim (i)

X—>+00 \X x—0 x2

Figura 6.149 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de limite

Na aula 4 pretendeu-se introduzir o estudo dos limites de funcdes definidas por expressoes
analiticas. A Questao 4 foi a primeira em que os alunos abordaram esta tematica. Saliente-se
que nao se pretende, nesta unidade curricular, que os alunos trabalhem o levantamento de
indeterminacoes. Pretende-se apenas que os alunos compreendam o conceito de limite, na
perspetiva de aferir quanto ao comportamento de uma certa funcao f quando x se aproxima
de um certo ponto a. Nesta perspetiva, sugeriu-se o uso da maquina de calcular no calculo de

f(x), para pontos x € V,(a) N D.

Para o calculo dos limites apresentados na Questao 4 a) basta substituir x pelo valor a do qual
se aproxima na expressao designatoria da funcdo. Ja na alinea b), pretendeu-se que os alunos
utilizassem a calculadora para indagar o limite, experimentando diferentes valores proximos

de a e inferindo quanto ao comportamento de f(x) nessas circunstancias.

6.2.3.1 Acao-R
Embora alguns alunos tenham apreendido imediatamente o objetivo da questao (Interpretar),
para outros ja foi necessario algum auxilio por parte do professor de modo a que estes

avancassem na sua resolucdo, em particular, no que concerne ao calculo de lirr%(x +1).
X—

e P1: Entdo, nesta questdo, o que é que temos de fazer?

e AF2: Temos de calcular os limites!

Figura 6.150 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

Nesta fase a nocao de Aproximacdo foi crucial para os alunos, quer pelo que significa x tender
para 2, como pela percecao dos resultados, em y, tenderem para 3, tendo sido necessario rever

o procedimento de modo a esclarecé-lo para alguns alunos.
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e P4: Entao, para o primeiro, quando o x vai para 2, para onde é que vai o x + 1?

e P8:Seoxfor2.001]...]

e P10: Se o x for 1.999[...]

e P12: Entdo, estdo ou nao perto de 3? [RI: referindo-se as imagens]

e AF13: Mas porqué esses valores?

e P14: Quando o x se esta a aproximar do 2, pode-se aproximar por valores maiores ou
menores, certo?
Se for por valores mais pequenos, por exemplo, 1.9, 1.99, 1.999, etc.
Do outro lado, por exemplo, 2.05, 2.04, 2.02, etc.

e AF15: Ah!

e P16: Aideia é ver, a medida que o x se esta a aproximar do 2, a imagem pela funcao

x + 1 esta-se a aproximar de que valor?

Figura 6.151 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

O estudo deste caso em particular foi essencial para a utilizacao da nocao de Aproximacgéo no

calculo de outros limites.

e P51: Qutra maneira é, pensando que o x vai para —oo, 0 que podemos fazer?
e  AF52: Substituir por valores negativos.
e DV53: Se x =-100,

e AF56: E 0 x esta a diminuir.

e AF57: Se, em vez de —100, o x for —1000,

e P60: Entao, isto esta a ir para onde? [RI: referindo-se as imagens].
e AF61: Para positivo.

e P62: Para positivo e cada vez, qué?

e DV63: Cada vez maior.

e P64: Entdo vai para onde? [RI: referindo-se as imagens].

e AF65: 4+

e DV67: Entao, agora o x esta a aumentar.

e DV68: Posso substituir o x por 100, e depois por 1000, e por 10000.

e P78: Entao, esta a ir para onde? [RI: referindo-se as imagens].
e DV79: Para 0.
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e P86: Nao podem dividir por zero, certo!
Mas o que estamos a fazer € o “x a tender para zero”.

O que podemos fazer?

e DV88: Fazemos x = 0.1, x = 0.01, x = 0.001, etc.

e P98: Entdo, o y esta a ir para onde?
o AF99: +oo.

e P100: Os nimeros que escolheram para x sao todos positivos. Mas também me posso
me aproximar de 0 por nimeros...?

e AF101: Negativos!
e DV103: Fazemos x = —0.1, x = —0.01, x = —0.001, etc.
e P113: Entdo, o y esta a ir para onde?

e AF114: Para +o

Figura 6.152 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

~ . . . . 1
A Interpretacdo do enunciado relativo ao calculo do llr%x—2 conduz os alunos a reconhecerem
X—

que 0 ndo pertence ao dominio da funcdo (Estrutura adquirida), ndo podendo neste caso

efetuar a substituicao na funcao por esse valor.

e P82: Entao e agora?
e RI83: Para a funcao xiz, quando x - 0.

e AF84: O zero nao pode estar a dividir!

1
x2’

e RI85: Os alunos verificam que, para lirrg como 0 nao pertence ao dominio da
Pl

funcao, a estratégia de substituir na funcao o x por 0 falha.

Figura 6.153 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

Os alunos Interpretam o enunciado e, para determinadas funcbées (x+1, —10 e x?),
reconhecem as suas expressdes analiticas (Estrutura adquirida), associando-as as suas

representacoes graficas (Estrutura adquirida).

e DV17: Mas esta funcdo nés conhecemos: é uma funcao afim!
e DV18: Nao podiamos ir pelo grafico?

e P19: Se fossemos fazer o grafico de x + 1, o que era?

e DV20: Uma reta.
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e P32: Agorao lirré(—lo). Como ¢é esta funcao?
X—

e AF33: E constante!

e DV34: O grafico é uma reta horizontal.

e P43: Emrelacdo ao lim x??

X—00
e DV44: E uma funcdo quadratica!

e P45: E o grafico € uma...?

e AF46: Parabola.

e P47: Com a concavidade voltada para...?
e DV48: Cima.

Figura 6.154 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

A identificacdo da funcao afim y = x + 1, aliada a sua representacao grafica, leva os alunos a

relacionarem a nocao de Aproximacdo com a nocao de Vizinhanca.

e RI21: P representa a reta no quadro.

e P22: Entado, quando o x se aproxima de 2, o que fazemos?
e AF23: As vizinhancas.

e P24: Certo!

Figura 6.155 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

As subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida, Vizinhanca e Aproximacdo, identificadas na

Acdo-R, encontram-se resumidas na figura seguinte (ver Anexo 6.27).

Figura 6.156 - RAV da Acdo-R na Questao 4

Os alunos Interpretam o enunciado da questao ([3:1]), tendo sido necessaria a intervencao do

professor para dar inicio a resolucao da questao ([3:2]).
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Uma das técnicas aqui utilizadas para o calculo do lirr%(x+1) baseia-se na nocao de
X

Aproximacdo, considerando valores perto de 2, quer superiores ([3:3]), quer inferiores ([3:4]),
e verificando de que valor se Aproximam as imagens ([3:5]). No entanto, podemos constatar

pelo excerto [3:6] que houve ainda alguns alunos com dificuldade em apreender esta nocao.

Outra técnica utilizada consiste na Interpretacdo do enunciado ([3:20]) onde os alunos
identificam as Estruturas adquiridas de funcdo afim e sua representacao grafica como forma
alternativa para o calculo deste limite ([3:21]). Aqui a nocdo de Aproximacdo ([3:25]) instiga

os alunos a aplicarem a nocao de Vizinhanca ([3:24]).

Para calcularem o lim (x2), os alunos Interpretam o enunciado e reconhecem as Estruturas
X——00

adquiridas de funcdo quadratica e sua representacao grafica ([3:23]). Impulsionados pelo
professor, os alunos verificam que podem igualmente recorrer a nocao de Aproximacdo, quer
em relacao aos objetos ([3:7] e [3:8]), quer para as respetivas imagens ([3:9]), para os auxiliar

no calculo deste limite.

, , . 1 ~ Tes
De modo analogo, para o calculo do 11rr(} (x—z), os alunos Interpretam a expressao analitica da
xX—

funcao e recorrem a Estrutura adquirida de dominio de uma funcéo para concluirem que 0 nao
pertence ao dominio da funcao. Logo a Unica opcao sera ir Aproximando os valores de x de 0
([3:11] e [3:12]) e verificar o que sucede as suas imagens ([3:13]). Em primeira instancia, os
alunos apenas consideram valores de x positivos a Aproximarem-se de 0, tendo sido necessario

o professor recordar a existéncia da Aproximacdo por valores negativos ([3:14], [3:15] e [3:16]).

Para finalizar, a Interpretacdo do lirré(—lo) conduz os alunos a identificacdo da funcao
X—

constante e da sua representacao grafica ([3:22]) identificadas na subcategoria Estrutura

adquirida.

Sintese
Pela analise efetuada, constatamos que a Acdo-R se manifestou através das subcategorias

Interpretar, Estrutura adquirida, Vizinhanca e Aproximacdo.

De modo analogo ao que sucedeu em questbes anteriores, também aqui se constata uma
estreita interligacao entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, a qual revela,
da parte dos alunos, que a interpretacao de uma questao ocorre, quase simultaneamente com
a selecao de conhecimentos obtido previamente. Se por um lado a Interpretacdo isolada do
enunciado ndo teria relevancia caso os alunos nao possuissem Estruturas adquiridas
anteriormente, por outro lado sado as proprias Estruturas adquiridas que impelem a

Interpretacéo do enunciado por parte dos alunos.
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Esta associacao entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, vai conduzir a
necessidade de recorrer a nocao de Aproximacdo, e as trés contribuem para o recurso a nocao

de Vizinhanca, de modo a prosseguir com a resolucao da questao proposta.

6.2.3.2 Acao-B

No processo de ir construindo a solucdo da questdo colocada, os alunos utilizaram trés
Estratégias distintas: a substituicdo pelo ponto onde se pretende calcular o limite, a
identificacdo do grafico de algumas fungdes conhecidas e a substituicdo por valores

aproximados.

Na discussao envolvendo o calculo de 1irr21(x + 1), por ser o primeiro, foram aplicadas as trés
X—

Estratégias, de modo a exemplificar o processo adotado em cada uma delas. Esta discussao
acabou por ter um papel preponderante em relacao as Estratégias adotadas pelos alunos para

os calculos dos restantes limites.

e P8:Se o x for 2.001, quanto é que da x + 1?

e AF9: 3.001
e P10: Se o x for 1.999, quanto é que da x + 1?
e DV11:2.999

e RI25: P representa no grafico as vizinhancas
e P26: Entao, a volta do 2, quanto vale a fungao?
e AF27:3

e AF28: Entao, sem o grafico, como é que a gente vé que em 2 da 3?
e DV29: E s6 substituir. Faz 2 + 1

e AF30: O x euseique é 2. Entdo, o x + 1, ... Ja estou a perceber!

Figura 6.157 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

Na sequéncia destas discussdes, os alunos embrenharam-se nos calculos envolvidos nas
substituicoes que consideraram necessarias em cada caso (Aplicacdo de construgdo prévia),
levando-os, em certas situacdes, a obtencao de Solucdes intermédias que os iriam auxiliar na

resolucao da questao em analise.

Note-se que boa parte das transcricdes sao comuns a Acdo-R - Aproximagdo, vista na seccao
anterior, e & Acdo-B elencada nesta seccdo, pelo que sao aqui repetidas. E de notar que, os
alunos ao reconhecerem a necessidade de aproximar, e ao realizarem a aproximac¢ao, na mesma

intervencao, evidenciam que as acoes epistémicas se interligam.

e DV5: Substituimos!
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P8: Se o x for 2.001, quanto é que da x + 1?
AF9: 3.001.

P10: Se o x for 1.999, quanto é que da x + 1?
DV11:

DV29:

P37: Aqui [RI: P refere-se ao lin} (—Zx + l)], quando o x vai para 1, o que é que eu
xX— X
faco?

DV38:

P40: Agora, para a funcao [(x + 1)(x — 2)?], quando o x vai para 2, isto da...
DV41:

AF52:
DV53:
DV54:
DV55:

AF57:
AF58:
AF59:

DV68:
DV69:

DV70:
DV71:
DV72:
DV73:
DV74:
DV75:
DV76:
DV77:

DV87:
DV88:

2.999.

E so substituir. Faz 2 + 1.

—2x1+1%
1

QC+1D2=-2)72[..]

Substituir por valores negativos.
Se x = —100,

vem (—100)2

que é 10000.

Se, em vez de -100, o x for -1000,
vem (—1000)2
que é 100000.

Posso substituir o x por 100, e depois por 1000, e por 10000.
Para x = 100

2
vem —
100

que da 0.02.

Para x = 1000
2
vem —
1000
que da 0.002
Para x = 10000

vem

10000

que da 0.0002

Podemos substituir!

Fazemos x = 0.1, x = 0.01, x = 0.001, etc.
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e DV89: Entao, se x = 0.1

_r
(0.1)2

e DV91: que da 100.
e DV92:Sex = 0.01

e DV90: vem

e DV93: vem

(0.01)2
e DV94: que da 10000.
e DV95: Se x = 0.001

e DV96: vem 00002

e DV97: que da 1000000.
e P98: Entao, o y esta a ir para onde?
e AF99: +0

e AF102: Também podemos substituir!
e DV103: Fazemos x = 0.1, x = 0.01, x = 0.001, etc.

e DV104: Entao, se x = —0.1
. 1

. DV105: vem m

e DV106: que da 100.

e DV107: Se x = —0.01

e DV108: vem

(-0.01)2
e DV109: que da 10000.
e DV110: Se x = —0.001

L] DV111vemm

e DV112: que da 1000000.
e P113: Entdo, o y esta a ir para onde?

e AF114: Para +«

Figura 6.158 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4

Uma vez mais, consideramos que os calculos efetuados, quer tenham sido registados ou apenas

comunicados oralmente, representam uma Justificacdo para as solucdes apresentadas.

0 esquema que se segue (ver Anexo 6.28) resume as subcategorias Estratégias, Aplicacdo de

construcéo prévia, Solucées intermédias e Justificacdo, identificadas na A¢do-B.
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Figura 6.159 - RAV da Acdo-B na Questao 4

Pela analise efetuada ao grafico precedente, constatamos que a Acdo-B se manifestou através
das subcategorias Estratégias, Aplicacdo de construcdo prévia, Solucbes intermédias e

Justificacéo.

Como ja foi aflorado pela analise da A¢do-B, os alunos recorreram a diferentes Estratégias para

o calculo dos limites pretendidos.
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No que concerne a Estratégia de representar graficamente as funcdes cujas expressoes
analiticas sdao conhecidas, e verificar qual o seu comportamento quando x » —o ou x - +o
([3:28]), ou ainda quando x — a € a € Dpypes, ([3:30]), consideramos que sdao agbes mais de

reconhecimento do que de construir, tendo sido analisadas aquando da Acdo-R.

As Estratégias utilizadas no processo de ir construindo a solucao da questao apresentada
baseiam-se na substituicdo, na expressao analitica da funcao, de x pelo valor onde se pretende
calcular o limite ([3:26] e [3:31]) ou por valores que se vao aproximando de —o ([3:35]), +o

([3:40]) ou do valor, no caso em que esse nao pertence ao dominio da funcao ([3:47] e [3:54]).

Se por um lado a Estratégia de substituir o x por determinados valores ([3:26] e [3:27]) se
encontra intrinsecamente relacionada com a Aplicacdo da construcéo prévia de calculo do valor
de uma funcao num ponto ([3:70]), por outro lado é esta construcdo que permite projetar essa

Estratégia.

A Aplicacdo de construcéo prévia relativa ao calculo do valor de uma funcao no ponto onde se
pretende calcular o limite é identificada nos excertos [3:32], [3:33] e [3:34]. Nos caso em que
o valor onde se pretende calcular o limite ndo pertence ao dominio da funcdo, os calculos
relativos as sucessivas substituicoes (Aplicacdo de construcdo prévia) encontram-se
apresentados nos excertos [3:29], [3:36], [3:38], [3:41], [3:43], [3:45], [3:48], [3:50], [3:52],
[3:55], [3:57] e [3:59], os quais, a excecdo do calculo indicado em [3:29], favorecem o
aparecimento das Solucées intermédias registadas pelos excertos [3:37], [3:39], [3:42], [3:44],
[3:46], [3:49], [3:51], [3:53], [3:56], [3:58] e [3:60], respetivamente. Por sua vez, as Solu¢ées
intermédias consideradas em [3:49], [3:51] e [3:53] vao originar nova Solu¢do intermédia,
expressa no excerto [3:13], e os excertos [3:56], [3:58] e [3:60] induzem o aparecimento da

Solucdo intermédia [3:16].

Finalmente, consideramos que os calculos efetuados (Aplicacdo de construgdo prévia) e as
Solugbes intermédias obtidas sao Justificados pelos registos escritos dos alunos ou apenas pela

discussao em aula.

Sintese

Pelo que foi concluido anteriormente, constatamos a interligacdo entre as subcategorias
Estratégias e Aplicacdo da construgdo prévia, visto que ndo seria possivel os alunos
arquitetarem Estratégias se nao possuissem construcées previamente adquiridas e por outro

lado sdo essas Estratégias que fomentam a Aplicacdo de construcées prévias.

Por seu turno, a Aplicacdo de construcao prévia vai promover o aparecimento de Solucdes

intermédias que conduzem os alunos a obtencao da solucao final para a questao colocada.
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Relativamente a Justificacdo, consideramos que esta é promovida quer pelos calculos efetuados

aquando da Aplicacdo de construcéo prévia, quer pelas Solucbes intermédias obtidas.

6.2.3.3 Acdo-C

De um modo geral, verificamos que a Reorganizacdo das construcoes obtidas no decurso da
resolucao da questao conduziu os alunos a atingirem as construcdes pretendidas, com maior ou
menor dificuldade, tendo sido inicialmente necessaria a ajuda do professor para proceder a
resolucao da questao, em particular para alguns alunos que nao estariam a compreender o

processo.
Na alinea a), o Cdlculo de limites por substituicdo é concretizado pelos alunos.

AF DV

Figura 6.160 - RA respeitante a resolucao da Questao 4 a)

e DVé6: Da 3!

e P35: Entdo qual é o limite?
e DV36:E-10

e AF39:Da -1

e DV42: Logo o limite é 0.

Figura 6.161 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 a)

Relativamente a alinea b), podemos verificar que a construcdo (Cdlculo de limite -
infinitésimos e infinitamente grandes) nao foi, a partida, totalmente efetivada, embora a

discussao em aula tenha colmatado essas falhas.
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Figura 6.162 - RA respeitante a resolucao da Questao 4 b)

e P49: Logo, quando o x vai para —o, para onde vai a funcao?
e AF50: +oo

e P64: Entao vai para onde? [RI: referindo-se as imagens]
e AF65: +w0

e P78: Entdo, esta a ir para onde? [RI: referindo-se as imagens]

e DV79: Para 0.

e P115: Entdo, quando me aproximo de 0, quer por valores a sua direita, quer por
valores a sua esquerda, a funcao vai para onde?

e AF116: Vai sempre para +«!

Figura 6.163 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 4 b)

Os alunos Comunicam as construcdes obtidas através dos seus registos escritos, bem como

oralmente.

A figura seguinte (ver Anexo 6.29) evidencia as subcategorias Reorganizacdo, Cdlculo de limites
por substituica@o, Cdlculo de limite - infinitésimos e infinitamente grandes, e Comunicacdo que

se manifestaram durante a A¢do-C.
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P49: Logo, quando o x vai para -inf,
para onde vai a fungao?

D 13:67].

m Entdo vai pmmae RI:
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///

«My../

> | AF39: 04 1

Y
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Dvu ve
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la 65].
Dva2 logo o limite é0. ivorece

Figura 6.164 - RAV da Acdo-C na Questao 4

Analisando a figura anterior, verifica-se que a Reorganizacdo das construcdes intermédias
obtidas previamente ([3:61]) conduz os alunos as construcdes finais de Cdlculo de limites por
substituicdo ([3:62], [3:63], [3:64] e [3:65]), e de Cdlculo de limites - infinitésimos e
infinitamente grandes ([3:66], [3:67], [3:68] e [3:69]).

Todas estas construgdes sao Comunicadas ou oralmente ou através dos registos escritos dos
alunos ([3:70]).

Sintese

Pela analise do grafico apresentado, podemos verificar que a Reorganizacdo das construcoes
alcancadas anteriormente conduz os alunos a atingirem as construcoes de Cdlculo de limites
por substituicdo e Cdlculo de limites - infinitésimos e infinitamente grandes, as quais sao por

sua vez Comunicadas através dos seus registos escritos, bem como pela discussao em aula.

6.2.3.4 Relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas

No esquema seguinte (ver Anexo 6.30) encontram-se sintetizadas as relacdes estabelecidas
entre as acoes epistémicas Acdo-R, Acdo-B e Acdo-C durante a resolucdo da Questdo 4,
apresentando apenas alguns dos excertos transcritos anteriormente e que se consideram de

maior relevancia.
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Figura 6.165 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as agoes epistémicas na Questao 4

Podemos constatar que a A¢do-R e a Acdo-B se encontram interligadas, revolvendo neste caso
em torno da identificacdo das expressoes analiticas de funcdes conhecidas e do comportamento
dos seus graficos. Para os restantes casos, as nocoes de Aproximacdo e de Vizinhan¢a conduzem
a Aplicacdo de construcdes prévias, neste caso a substituicdo, na expressao analitica da funcao,

de x por determinados valores, seja no proprio ponto onde se pretende calcular o limite ou em

valores nas suas proximidades.

Nos casos em que a substituicdo pode ser realizada no proprio ponto onde se pretende calcular

o limite, esta conduz ao Cdlculo de limites por substituicdo pretendido (A¢do-C).

Nos casos em que a substituicao tem se ser efetuada em valores perto do ponto onde se
pretende calcular o limite, sdo inicialmente obtidas Solucées intermédias e posteriormente a

construcéo final de Cdlculo de limites - infinitésimos e infinitamente grandes (A¢éo-C).

Pelo anteriormente exposto, verificamos que a A¢do-R, em conjunto com a A¢do-B, despoletam

0 aparecimento da Acdo-C.

6.2.4 Questao 5

Calcule os limites laterais das seguintes funcoes reais de variavel real nos

Questao 5
pontos indicados e diga, justificando, se existe o limite da funcdo nesses

pontos.

_(2x se x<0 _
a) f(x)—{x e x>0 em x =0.
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% se x< -1

b) gx)={2 se—-1<x<1 emx=1.
-1 se x>1
X
21 se x>-1

c) h(x)=4{*"% em x = —1.
= se x<-1

Figura 6.166 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de limite

As questdes 5 e 6 afiguraram-se de dificuldade acrescida, pois nestas abordaram-se pela
primeira vez os limites laterais (ja aflorados em questdes anteriores), e a existéncia de limite
num ponto com base nestes, para funcdes definidas por diferentes expressdes analiticas em

partes do seu dominio.

No final da resolucao da questao colocada, os alunos extrapolam ainda o que aconteceria se
. ags ~ s LA . e ~ 1 .
fosse pedida a verificacao da existéncia de limite em x = 0 para a funcao — 0 Considerando

que este caso se coaduna com o estudo de limites laterais pretendido nesta questao, iremos

proceder igualmente a sua analise, intitulando-a de “Questao Extra”.

6.2.4.1 Acao-R

Os alunos iniciam a resolucao da questao pela Interpretacdo do enunciado, verificando que,
visto as funcoes serem definidas por diferentes expressdes analiticas em partes do seu dominio
(Estrutura adquirida), sera necessario proceder ao calculo de dois limites, ditos laterais, para

cada ponto (Estrutura adquirida).

e P1: O que é que acontece aqui na funcado f? Queremos calcular o limite de f em
x = 0.

e DV2: Mas a funcdo esta definida por 2 expressdes diferentes a esquerda de 0 e a
direita de 0...

e AF3: Entao tenho de calcular dois limites...

e P4:Sim, a esquerda e a direita.

Figura 6.167 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a)

Relativamente a alinea b), verifica-se uma dificuldade acrescida pela escolha dos ramos a
utilizar no calculo do limite, visto esta funcao ser definida por trés ramos (Estrutura adquirida).
Neste caso, a intervencao do professor encaminha os alunos na direcao certa, recordando-os

do ponto em que é pedido o calculo do limite (Interpretar).

e RI18: Alguns alunos ficam com dividas em relacédo ao calculo do limite, nao sabendo
que expressoes utilizar.
e P19: No que diz respeito a alinea b), prestem atencao: a funcao tem quantos ramos?

e AF20: Trés.
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e P21: Trés, certo! E o limite que se pede é em que valor de x?
o AF22:Emx = 1.

e P23: Entao, vou precisar de quais dos ramos da funcao? Todos?
e DV24: Nao, so do 2.° e do 3.°.

Figura 6.168 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b)

A nocéo de Aproximacdo auxilia os alunos na escolha da expressao analitica da funcao a utilizar

para o calculo de cada um dos limites laterais.

e P5: E quando o x vai para 0, estou em que ramo?
e DVé6: No de cima.

e AF7: Entao, a esquerda vai ser o lirgl_ f(x) que é 2x.
X—

e P11: Quando o x vai para 0*, em que ramo é que eu estou?
e AF12: No de baixo.

Figura 6.169 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a)

e AF26: Quando vai para 1%, usamos o —%.

e P29: E quando vai para 177

e AF30: Para x entre -1 e 1 a funcao vale 2.

Figura 6.170 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b)

e P38: Quando o x vai para -17, onde estamos na funcao?

e DV39: No ramo de baixo...

e P42: Entao e agora?
e DV43: Vamos para -1°*.
e P44: Entao aqui, para -1*, temos...

e DV45: O ramo de cima.

Figura 6.171 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c)

Ressalvamos aqui a necessidade de, na alinea c), ser necessario o calculo do valor da funcao

em x = —1, tendo sido o professor a destacar esta condicao.

e P47: Entao,... e ainda falta o qué?
e DV48: Ah! Falta o h(—1)!

Figura 6.172 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c)

Relativamente a Questdo Extra, os alunos questionam (Interpretar) sobre o calculo de
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lim (— 21 ), uma vez que x = 0 ndo pertence ao dominio da funcao (Estrutura adquirida).

x-0 X

e AF53: E se fosse em x = 0?

e P54: Entao, se fosse em x = 0, o que € que tinham de fazer? Se fosse lim (— i)?

x—0

e DV55: Nao posso substituir por 0!
e P56: E porqué?
e AF57: Porque o dominio é R \ {0}.

Figura 6.173 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra

Neste caso, os alunos recorrem mais uma vez, aliado ao calculo de limites, a nocdo de
Aproximacdo, quer em relacao aos objetos, quer em relacao as imagens, para a resolucao da

Questao Extra.

e P58: Entdo, como € que eu me posso aproximar de zero?
e AF59: Ah! Procuramos um nimero pequeno perto de 0!

e P60: Sim, por exemplo?

e DV61:0.3

e P63: Agora, outro nimero mais perto de 0
e AF64: 0.01

e P72: E agora posso-me aproximar também por onde?
e DV73: Pela esquerda.

e P74: Se o x for, por exemplo...?

e AF75: -0.01

e P78: Se continuassem este processo, isto ia para onde?

Figura 6.174 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra

Na figura seguinte (ver Anexo 6.31) resumem-se as subcategorias Interpretar, Estrutura

adquirida e Aproximacdo, evidenciadas na Acdo-R.
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interigadas

de 0.
As64:001

2
DV61:03

favorece B

Figura 6.175 - RAV da Acdo-R na Questao 5

Analisando o grafico anterior constatamos que a Interpretacdo do enunciado ([4:2] e [4:4])
despoleta nos alunos o recurso a Estrutura adquirida de fungdes definidas por diferentes
expressoes analiticas em partes do seu dominio ([4:1]), as quais por sua vez conduzem os alunos
a aplicacdo da nocao de Aproximagdo para escolher qual dos ramos a utilizar para o calculo de
cada limite lateral ([4:5], [4:6], [4:7] e [4:8]). Destacamos ainda a dificuldade sentida pelos
alunos relativamente a funcdo g, uma vez que esta se encontra definida por trés ramos
(Estrutura adquirida), dificultando a escolha dos alunos sobre que ramos utilizar ([4:3]). SO
apods a resolucdo desta dificuldade é que os alunos conseguiram Interpretar eficazmente o

enunciado da alinea b) ([4:4]).

No caso da alinea c), a funcdo h apenas tem dois ramos, e a no¢ao de Aproximagdo é novamente
utilizada para a escolha dos ramos a utilizar em cada caso ([4:9] e [4:10]). No entanto o
professor suspeita que os alunos ndo estao a considerar o valor da funcao no ponto onde se
pretende calcular o limite, chamando a atencao para esse facto, e conduzindo os alunos

novamente a Interpretacdo do enunciado ([4:11]).

No seguimento da analise efetuada a funcdo h, os alunos exploram uma outra situacao
. ~ 1 . . I .
(Interpretar), considerando a funcao -5 € questionando o que aconteceria se o limite pedido

fosse em x = 0 ([4:12]). Esta Interpretacdo encaminha os alunos a reconhecerem a utilidade da
Estrutura adquirida de dominio de uma funcao, verificando que neste caso o dominio é R\{0}

([4:13]), o que conduz uma vez mais a aplicacao da nocdo de Aproximacdo ([4:14], [4:16] e
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[4:15]).

Sintese

Da analise efetuada anteriormente constatamos que as subcategorias Interpretar e Estrutura
adquirida se encontram, uma vez mais, interligadas. Como ja referimos em analises anteriores,
a InterpretacGo do enunciado por parte dos alunos desencadeia o recurso a Estruturas
adquiridas anteriormente. Por outro lado, s6 estando os alunos na posse dessas Estruturas

adquiridas é que é possivel uma correta Interpretacdo do enunciado.

Ao reconhecerem (Interpretar) que as funcoes sao definidas por ramos (Estrutura adquirida) os
alunos recorrem a nocao de Aproximacdo para eleger qual das expressoes analiticas a utilizar

para o calculo de cada um dos limites laterais pretendidos.

6.2.4.2 Acdo-B

A Estratégia utilizada pelos alunos para a resolucao da Questao 5 centra-se na substituicao de
x pelo valor no qual se pretende calcular o limite (Aplicacdo de construcgédo prévia), na respetiva
expressao designatoria da funcado, consoante se trata do limite lateral a esquerda ou a direita
desse ponto, obtendo deste modo Solucées intermédias que contribuem para a resolucao da

questao.

Voltamos a chamar a atencao para o facto de, na alinea c), os alunos nao terem identificado a
necessidade do calculo da funcado no ponto indicado (Aplicacdo de construgdo prévia), tendo

sido essencial a orientagao do professor nesse sentido.

AF DV

Q) (ZXO_): o

.R(H)-‘- QHW‘ LO+)= o

n-0

Figura 6.176 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 a)

e DV8: Basta substituir o x por 0... Fica lirg_(Zx) =2x0.
X—

e P9:Eda...
e AF10: 0!

e P13: No de baixo! Entao o que é que tém de fazer?

e DV14: Substituir o x por 0.
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e AF15: Fica lim (x) = 0.
x—0%

Figura 6.177 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a)

AF bV

Figura 6.178 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 b)

e P27: Certo! E da quanto?
e DV28: Substituo o x por 1 e da —% =-1.

e P31: Certo, entdo o limite a esquerda da...?
e DV32:2.

Figura 6.179 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b)

AF DV

Figura 6.180 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 c)

o AF41: Fica lim (—i)=— L=l

X1~ 2x 2x(-1)

e AF46: Fica lim (ﬁ) _r 1

xo—1t T(-1241 7 2

1 1

2x(-1) =7

e DV50: h(-1) = —
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No caso da Questao Extra, a Estratégia utilizada volta a ser a substituicao de x por valores que
se vao aproximando do valor no qual se pretende calcular o limite (Aplicacdo de construcéo
prévia), na respetiva expressao designatoéria da funcao, consoante se trata do limite lateral a
esquerda ou a direita desse ponto, obtendo uma vez mais Solucées intermédias que contribuem

para a resolucao da questao.

1
2x0.3

= —1.67.

P62: Vinha, para x

03, —

e P65: Entdo, para x = 0.01, quanto da?

e DV66: ——— = —50.

2x0.01

e P67: Entdo, esta a ir para onde?
o AF68: —.

e P76: Da quanto?

1

o AF77: ~ one00D =

e P78: Se continuassem este processo, isto ia para onde?
e DV79: Para +w.

Figura 6.182 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra

Finalmente, os calculos efetuados, quer tenham sido registados pelos alunos ou apenas

comunicados oralmente, constituem Justificacées para as solucoes apresentadas.

No esquema seguinte (ver Anexo 6.32) sintetizam-se as subcategorias Estratégias, Solucbes

intermédias, Justificacdo e Aplicacdo de construgdo prévia, manifestadas na Acdo-B.
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Figura 6.183 - RAV da Acdo-B na Questao 5

As Estratégias utilizadas para proceder com a resolucdo da Questao 5 resumem-se a Aplicacdo
da construcdo prévia de substituir, na expressao analitica de cada funcao, o valor de x pelo
valor onde se pretende calcular o limite ([4:17], [4:18], [4:20], [4:22], [4:24], [4:23] e [4:25]),
ou por valores que se vao aproximando do valor onde se pretende calcular o limite ([4:27],
[4:28], [4:30], [4:31], [4:32] e [4:34]).

Os calculos associados as substituicoes identificadas no paragrafo anterior vao originar as
Solugbes intermédias. Excetuando os excertos [4:17] e [4:18], os restantes conduzem as
seguintes conexdes, onde “—” traduz a relacao unilateral entre os excertos, [4:20] — [4:21],
[4:22] — [4:23], [4:24] — [4:25], [4:34] — [4:35], [4:30] e [4:32] — [4:33].

Temos também alguns excertos em que nao foi possivel separar as citacdes referentes as
Estratégias das relativas a AplicacGo de construgdo prévia nem das alusivas as Solucbes

intermédias: [4:27], [4:28] e [4:30]. De um modo geral, nestes excertos evidencia-se a
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Estratégia de substituir x por —1 em cada um dos ramos da funcao h, cuja efetivacao dos
calculos constituem a AplicacGo de construcdo prévia, os quais por sua vez conduzem as

Solucgbes intermédias obtidas com os calculos dos limites laterais.

Relativamente ao excerto [4:26], este traduz uma Solugdo intermédia, a qual nao necessita de

calculos auxiliares uma vez que a funcao a que se refere € constante.

Finalmente, temos o calculo da funcdo h em x = —1, o qual representa em simultaneo a

Aplicacéo de construcéo prévia e uma Solucdo intermédia.

Todos os calculos efetuados, quer tenham sido registados pelos alunos ou relatados oralmente,

representam uma Justificacdo para as solucoes apresentadas.

Sintese

Verificamos de novo a interligacao entre as subcategorias Estratégias e Aplicacéo de construcao
prévia, uma vez que as Estratégias concebidas pelos alunos conduzem a Aplicacdo de
construcbes previamente adquiridas e, por outro lado, se os alunos nao estivessem em posse

dessas construcdes nao lhes seria possivel idealizar tais Estratégias.

Por sua vez, a Aplicacdo de construcdo prévia dirige os alunos a obtencdo de Solugées

intermédias que contribuem para a resolucao da questao colocada.

Em conjunto, os calculos efetuados na Aplicacdo de construcbes prévias e as Solugées
intermédias obtidas sao Justificados pelos registos escritos dos alunos, bem como pela

producao oral aquando da discussao em aula.

6.2.4.3 Acao-C
A Reorganizacéo das construcdes de limite lateral alcangadas anteriormente vai, em cada caso,
levar os alunos a atingirem o objetivo proposto na questao, neste caso a nocao de limite num

ponto com base nos limites laterais (Limite com limites laterais).

As conclusdes obtidas pelos alunos sdo Comunicadas através dos seus registos escritos,

apresentados a seguir.

AF DV

Figura 6.184 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 a)
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AF DV

Figura 6.185 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 b)

AF DV

~J

Figura 6.186 - RA respeitante a resolucao da Questao 5 c)

Relativamente a alinea c), podemos verificar, pelos registos escritos dos alunos, que estes nao
identificam a necessidade de calcular o valor da funcao no ponto, referindo-se apenas aos
limites laterais. Além disso, AV indica que o limite sera igual a 0, o que pensamos tratar-se de
um lapso, talvez originado pela copia da conclusdo da alinea a), uma vez que o calculo dos

limites laterais foi efetuado corretamente.

Esta construcéo é identificada nos seguintes excertos das transcrigdes relativas a discussao em
aula entre os alunos e o professor, ressalvando uma vez mais o facto de, na alinea c), os alunos
nao se lembrarem do calculo do valor da funcao no ponto, tendo sido chamada a atencao para

esta questao pelo professor.

e P16: Entdo, o0 que é que nos temos? A funcdo nao esta definida em 0, mas a esquerda
de 0 vai para 0 e a direita de 0 também vai para 0. Qual é o limite?
e DV17: Zero!

Figura 6.187 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 a)

e P33: Entao, acham que tem limite?

e AF34: Nao, porque a direita da -1 e a esquerda da 2.
e DV35: Sao diferentes e nao podem!

e P36: Certo! Entao...?

e DV37: Nao existe o lin}g(x).
X—

Figura 6.188 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 b)

174



e P47: Entao, temos: lim (— i) =le

m
x—>—1" 2x 2 x--1t
e DV48: Ah! Falta o h(—1)!
e P49: Que da...?

(x2—1+1) = % e ainda falta o qué?

1 1

2x(-1) -7

e DV50: h(-1) = —
e P51: Logo, o limite é quanto?

e DV52: i
2

Figura 6.189 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 5 c)

2x x-0~ 2x

podemos dizer quanto ao limite?
e AF81: Nao existe!

e P80: Neste caso, teriamos lim (—i)z—oo e lim (—i)=+oo, logo, o que
x—0t

Figura 6.190 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao Extra

As subcategorias Reorganizacdo, Limite com limites laterais e Comunicacdo, identificadas na

Acdo-C, encontram-se esquematizadas na figura seguinte (ver Anexo 6.33).

.

= 4

P ) T
(G o]
4
v

‘D [4:37].

A Reorganizagdo das construgdes de

‘D [4:38] .

limite lateral alcangadas
anteriormente vai, em cada

caso, levar os alunos a atingirem ©

3 g registos escritos.
objetive proposto na questdo.

As conclusdes obtidas pelos alunos
sdo comunicadas através dos seus

‘D [4:42] .

‘ [4:39].

P16: Entdo, o que & que nés temos? A fug—m——""""
fungdo ndo estd definida em 0, mas &
esquerda de 0

vai para 0 e & direita de 0 também vai
para 0. Qual & o limite?

DV17: Zerol

‘D [4:40] .

R

P80: Neste caso, terfamos limite de -
1/2x, quando x tende para 0 4 direita
igual a -inf e

limite de -1/2x, quando x tende para 0
3 esquerda igual a +inf, loge, o que
podemos dizer

quanto ao limite?

AF81: Ndo existe!

P33: Entdo, acham que tem limite?
AF34: Ndo, porque a direitada -1 ea

esquerda da 2.

DV35: Séo diferentes e ndo podem!

P36: Certo! Entdo...?

DV37: Ndo existe o limite de g(x),

quando x tende para 1.

‘ [4:41] .

2 1/2 e limite de

DV48: Ah! Falta o h(-1)!
P49: Que da..?

DV52:1/2

DV50: hi-1) = -1/@%(-1)) = 1/2
P51; Logo, o limite & quanto?

PAT: Entdo, temos: limite de -1/2x quando x tende para -1 & esquerda, iqual

1/(x2+1), quando x tende para -1 & direita, igual a 1/2e ainda falta o qué?
P47: Entdo.... e ainda falta o qué?

Figura 6.191 - RAV da Acdo-C na Questao 5

Pela analise da figura anterior, contatamos que a Reorganizacdo das

solucdes intermédias
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obtidas anteriormente ([4:37]) conduz os alunos a construcédo de Limite com limites laterais
([4:39], [4:40], [4:41] e [4:42]), a qual por sua vez promove a Comunicacdo dos resultados
obtidos ([4:38]).

Sintese

Verificamos novamente que a Reorganizacéo das construcdes adquiridas anteriormente, neste
particular de limites laterais, foi fundamental para que os alunos atingissem a construcéo de
Limite com limites laterais pretendida nesta questdo. Apds terem alcancado a referida
construcéo, os alunos Comunicam os resultados através dos seus registos escritos e oralmente

aquando da discussao em aula.

6.2.4.4 Relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas
A figura seguinte (ver Anexo 6.34) evidencia as relacdes estabelecidas entre as acodes
epistémicas Acdo-R, Acdo-B e Acdo-C identificadas durante a resolucdo da Questao 5,

apresentando alguns dos excertos utilizados anteriormente.

Figura 6.192 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas na Questao 5
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Constatamos, uma vez mais, que a Acdo-R e a Acdo-B se encontram interligadas, promovendo

ambas a construcdo de Limite com limites laterais (A¢ao-C).

A Interpretacdo do enunciado, em conjunto com as Estruturas adquiridas e a nocao de
Aproximacdo, evidenciadas na Acdo-R, encontram-se mutuamente relacionadas com as
Estratégias concebidas pelos alunos e com a Aplicacdo de construcées prévias despoletadas na
Acdo-B. Todas estas subcategorias revolvem em torno das funcdes definidas por ramos, do
calculo de limites laterais e da substituicao, na expressao analitica de cada funcédo, de x por
determinados valores. E através da sua Reorganizacdo que os alunos atingem a construcgéo

pretendida (Ac¢do-C)

6.2.5 Questao 6

Questao 6 Determine o valor do parametro real a de modo a que a funcao real de variavel

real h definida por

X+ 2a se x<-1
x>—ax+1 se x>-1

h(x) = {

tenha limite quando x tende para —1.

Figura 6.193 - Apresentacao da Questao 6 sobre a nocao de limite

A Questdo 6 eleva o grau de dificuldade, comparativamente a Questdo 5. Embora a funcao se
encontre definida por diferentes expressdes analiticas em partes do seu dominio, tal como na
questao anterior, aqui o calculo dos limites laterais para a verificacdo da existéncia de limite
no ponto de mudanca de ramo esta dependente de um parametro real desconhecido, o que

vem causar alguma entropia relativamente a resolucdo desta questao.

6.2.5.1 Acao-R

Os alunos iniciam a resolucao da questao pela Interpretacdo do enunciado, verificando que,
visto a funcdo se encontrar definida por diferentes expressdes analiticas em partes do seu
dominio, sera necessario verificar que os limites laterais nesse ponto sao iguais (Estruturas
adquiridas). Além disso, a existéncia de limite num ponto advém de apenas poder existir uma

Vizinhanca para as imagens dos pontos situados na Vizinhanca de x = —1.

e P1:Va leiam la o enunciado e digam o que pensam fazer.
e AF2: A funcéo esta definida por 2 ramos.

e DV3: E temos de calcular o limite quando x tende para -1.
e AF4: Mas tem um a...

e P5: Certo! Mas o limite é quando x tende para -1, ndo o a.
e AF6: Entao nao mexemos no a!

e P7: Para ter limite em x = —1, o que é que tem de acontecer?
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AF8: Na vizinhanca do —1 s6 pode haver uma vizinhanga para o y.
P9: Exatamente! Entdo, como temos 2 ramos, o que € que temos de verificar?

DV10: O limite a direita tem de ser igual ao limite a esquerda.

Figura 6.194 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Através dos registos escritos de AF, verificamos que a Estrutura adquirida de igualdade entre

os limites laterais é reconhecida pelo aluno. Relativamente a DV, esse reconhecimento é apenas

verificado oralmente (“DV10: O limite a direita tem de ser igual ao limite a esquerda.”).

AF

Figura 6.195 - RA respeitante a resolucao por AF da Questao 6

A nocao de Aproximacdo auxilia os alunos na escolha da expressao analitica da funcao a utilizar

para o calculo de cada um dos limites laterais.

P14: Vamos la ver: quando o x vai para —1-, estamos no ramo de cima ou no de
baixo?

DV15: No de cima.

P19: E quando o x vai para —1*?

AF20: Substituimos no ramo de baixo.

Figura 6.196 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

No entanto, embora os alunos calculem corretamente os limites laterais, consideram que estes

tém de ser iguais a —1. A intervencao do professor € fundamental para corrigir esse equivoco,

redirecionando os alunos para a forma correta de prosseguir com a resolucao da questao

(Interpretar + Estrutura adquirida).

P22: Ent&o, agora o que é que tem de acontecer a estes 2 limites?
AF23: Entdo, nao tém de ser iguais a —1?
RI24: Erro comum (foi o que fizeram AF e DV).

P25: Nao tém de ser iguais a —1! Para existir o lim1 h(x) o que é que tem de
x—-=

acontecer aos limites laterais?
AF26: Tém de ser iguais entre si!

DV27: Ah! Entao, —1 + 2a tem de serigual a 2 + a!

Figura 6.197 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Ressalvamos aqui a necessidade de ser necessario o calculo do valor da funcdao em x = —1, a
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qual os alunos nao identificam, tendo sido uma vez mais o professor a relembrar esta condicao,

tal como aconteceu na Questao 5 c).

e P31: Falta mais uma coisa, que € o qué?
e RI32: Os alunos nao respondem

e P33: E se o valor da funcao no ponto for diferente?

Figura 6.198 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Como os alunos ndo participam, o professor da um exemplo, através da representacao grafica
que se encontra na Figura 6.199 (Estrutura adquirida) , de modo a mostrar aos alunos que a
igualdade dos limites laterais ndao basta para que uma funcao tenha limite num determinado
ponto e que é indispensavel a verificacao do valor da funcdo nesse ponto. Com este exemplo
os alunos recorrem uma vez mais a nocao de Vizinhanca, bem como de bola aberta e de bola

fechada (Estrutura adquirida), para darem resposta a pergunta do professor.

e RI34: Como os alunos nao participavam, o professor representou o grafico de uma

funcao do tipo

e DV40: Temos 2 vizinhancas diferentes para o y: uma para os limites a esquerda e a

direita e outra para a bola fechada la em cima.

Figura 6.199 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Na figura seguinte (ver Anexo 6.35) resumem-se as subcategorias Interpretar, Estrutura

adquirida, Vizinhanca e Aproximacdo, evidenciadas na Acdo-R.
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B

P14: Vamos l4 ver: quando o x vai para

1. & esquerda, estamos no ramo de

|D (51

P1: Valeiam 14 0 enunciado e digam o que pensam fazer.
AF2: A fungdo esta definida por 2 ramos.

DV3: E temos de calcular o limite quando x tende para -1.
AF4: Mas tem um .

PS: Certo! Mas o limite é quando x tende para -1, ndo 0 . |_

B

. ¥
AF6; Entdo ndo mexemos no al
~—#[P19:E quando o x vai para -1 por
* Y favipece valores & sua direita?
—~ \ AF20: Substituimos no ramo de baixo.
- 7
e
a favoréce
¥ Y,
X /
B \ Y,
\ /
\ /
P22: Entéo, agora o ue ¢ que tem de acontecer a estes 2 —_ pronfove .
limites? —Px
AF23: Entao, ndo tém de ser iguals a 17 T~
RI24: Erro comum (fol 0 que fizeram AF e DV) ~___ |P7:Paraterlimite emx = 1,0 que &
P25: Nao tém de ser iguais a -1! Para existir o limite de h(x), \\ ~* [ que tem de acontecer?
quando x tende para -1, o . AF8: Na vizinhanca do -1 56 pode
que é que tem de acontecer? haver uma vizinhanga para o y.
AF26: Tém de ser iguais entre sit , —— P9: Exatamente! Entéo, como temos 2
DV27: Ah! Entdo, -1 + 2a tem de ser igual a 2 + al AR oromove | ramos. 0 que ¢ que temos de
-7 | verificar?
) P18: Imagem1_Q6 \ DV10: O limite a direita tem de ser
X P \ igual ao limite a esquerda.
\ S 1
¥ e o
B = |
favorece | DV40: Temos 2 vizinhangas diferentes

RI34: Como os alunos ndo

AF2: A funcio esta definida por 2 participavam, o P representou o
ramos. gréfico de uma funcdo do

tipo

para 0 y: uma para os limites a
esquerdaea

direita e outra para a bola fechada I
em cima.

& P17: Grifico

Figura 6.200 - RAV da Acdo-R na Questao 6

Os alunos Interpretam o enunciado e verificam que a funcao se encontra definida por
expressoes analiticas diferentes em partes do seu dominio (Estrutura adquirida), no entanto o
facto de existir um parametro real desconhecido causa alguma entropia em relacao ao que

fazer com ele ([5:1]), a qual é resolvida com o auxilio do professor.

Pela discussao transcrita no excerto [5:1] constatamos que a verificacdo da existéncia de limite
no ponto de mudanca de ramo orienta os alunos para a aplicacdo da nocao de Vizinhanca a
verificacdo da igualdade dos limites laterais, como se comprova pela analise do excerto [5:3].
Estas duas subcategorias, em conjunto com a Interpretacdo do enunciado, conduzem os alunos
a aplicacao da nogao de Aproximagdo de modo a elegerem qual o ramo da funcao utilizar em
cada caso ([5:4] e [5:5]).

Embora os alunos tenham percecionado imediatamente que os limites laterais terao de ser
iguais, patentes no excerto [5:3], em particular na transcricao “DV10: O limite a direita tem
de ser igual ao limite a esquerda.”, e na imagem P18 (Estrutura adquirida), na pratica o que
fazem é igualar cada um dos limites a —1 (“AF23: Entdo, ndo tém de ser iguais a —1?”), tendo
sido essencial a intervencao do professor para encaminhar os alunos na direcao correta ([5:6])

(Interpretar).

Visto que os alunos se restringiram ao calculo dos limites laterais, nao indicando, uma vez mais
a necessidade de calcular o valor da funcao no ponto onde se pretende calcular o limite, o
professor apresenta o grafico P17, o qual € uma Estrutura adquirida pelos alunos, de modo a

demonstrar a gravidade dessa omissdo. Essa representacao grafica induz os alunos a aplicarem
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a nocao de Vizinhanca e as Estruturas adquiridas de bola aberta e de bola fechada para

prosseguirem com a resolucao da questao.

Sintese

Pelo exposto, constatamos que as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida se encontram
interligadas, facto que ja foi verificado em questbes anteriores. Também aqui a Interpretacdo
do enunciado so é possivel porque os alunos possuem Estruturas adquiridas anteriormente que
a suportem. Inversamente, a Interpretacdo do enunciado da questao desencadeia o surgimento
dessas Estruturas adquiridas. Nesta questao as subcategorias identificadas previamente
prendem-se com o facto da funcao se encontrar definida por ramos, e com a igualdade dos
limites laterais, conduzindo os alunos a aplicacdo da nocdo de Vizinhanca. A mesma
subcategoria foi utilizada para realcar a importancia do calculo do valor da funcdo no ponto
onde se pretende calcular o limite. As subcategorias identificadas anteriormente, em conjunto,
promovem o recurso a nocao de Aproximacdo para a escolha dos ramos a utilizar no calculo dos

limites laterais.

6.2.5.2 Acdo-B

Na resolucdo desta questdo, a semelhanca do que aconteceu nas questdes anteriores em que
apenas é fornecida a expressao analitica da funcao e ndo a sua representacao grafica, os alunos
voltam a aplicar a Estratégia de substituir o x pelo valor para o qual se pretende calcular o
limite, neste caso o ponto onde a funcao muda de ramo, a qual sé é possivel porque os alunos
possuem os conhecimentos prévios (Aplicacdo de construcéo prévia) que permitem conceber

tal Estratégia.

e DV11: Nos nao podemos substituir este x na mesma por —1?

e P16: Entdo o que é que tém de fazer?

e AF17: Substituir o x por —1

Figura 6.201 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Esta Estratégia conduz os alunos ao calculo dos limites laterais da funcdo em x = —1 (Aplicagdo
de construcéo prévia), considerando cada uma das expressoes analiticas que definem a funcao
na vizinhanca deste ponto, obtendo deste modo Solucées intermédias que contribuem para a

resolucao da questao.

DV

Lo Bt >

Aoy -1t 2 (1) —ax(-1141 = A+va+1= L+0

[ Llv) = 142 a

Figura 6.202 - RA respeitante a resolucao por DV da Questao 6
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e DV18: Fica: lim (x + 2a) = —1 + 2a.

x—>—1"

e DV21:Da li{r}+(x2—ax+1)=(—1)2—ax(—1)+1=2+a.

Figura 6.203 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Apds os calculos anteriores, os alunos igualam cada uma das expressdoes obtidas a —1,
resolvendo essas equacdes em funcao de a (Aplicacdo de construcdo prévia), muito embora

uma das equacoes de DV se encontre mal resolvida.

AF DV

S ro=-d@a=-3

1+ 20:- = oa -

><

Figura 6.204 - RA respeitante a resolucao da Questao 6

Suspeitamos que esta confusdao adveio do facto do parametro real a figurar nas expressoes
obtidas no calculo dos limites laterais. Esta lacuna teve de ser colmatada pelo professor,
encaminhando os alunos na direcdo correta, levando os alunos a resolucdo da equacao
(Aplicacdo de construcao prévia), obtendo mais uma Solucdo intermédia para a resolucao da

questao colocada.

e P28: Pois, os limites laterais tém de ser iguais: —1 + 2a = 2 + a.
e AF29: Entao fica:

—14+2a=2+a

S2a—a=2+1

Sa=3.

Figura 6.205 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Neste ponto da resolucao os alunos chegam a um impasse, como se verifica pela contribuicao
de AF — AF30: Entdo, fica assim? —, tendo sido indispensavel o contributo do professor para
evidenciar que a igualdade dos limites laterais num ponto nao é suficiente para a existéncia de
limite nesse ponto. Através da representacao grafica de uma funcao em que os limites laterais
em x = 2 sdo iguais, mas o valor da funcdo nesse ponto é diferente, ou seja, nao existe o limite
em x = 2 (Aplicacdo de construcdo prévia), os alunos apercebem-se da importancia do calculo
da funcao no ponto de abcissa 2 e Justificam a ndo existéncia de limite com recurso as nocoes

de vizinhanca e de bola fechada.
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e P35: 0 que é que acontece aos limites laterais neste ponto?

e AF36: Sao iguais.

e P37: Entao, tem limite?

e AF38: Nao.

e P39: Porqué?

e DV40: Temos 2 vizinhancas diferentes para o y: uma para os limites a esquerda e a

direita e outra para a bola fechada la em cima.

Figura 6.206 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Apos a analise deste exemplo, a discussao volta a centrar-se na resolucao da Questao 6, a qual
ja é atingida pelos alunos, embora neste caso o facto do valor da funcdo em x = —1 coincidir
com o limite lateral a direita de —1 venha a levantar alguma celeuma. No entanto, a orientacao
do professor, juntamente com os calculos efetuados pelos alunos (Aplicacdo de construgdo
prévia), encaminha os alunos a verificarem que, neste caso, a igualdade dos limites laterais
efetuada anteriormente (Solucdo intermédia) é suficiente pois ja inclui o valor de h(—1)

(Justificac@o).

e P41: Entao o que é que tem de acontecer para existir o limite da funcdo h quando
x - —1?
e DV42: Os limites laterais tém de ser iguais ao h(—1).

e DVA43: Entao temos de fazer h(—1) = ““i+ h(x) = lin}_ h(x).
xX—— xX—o—

e P44: Certo! Mas prestem atencao que neste caso o valor da funcadoem x = —1, como
0 2.° ramo esta definido para x > —1, o valor de h(—1) é exatamente igual ao limite
quando x tende para —17!

e AF45: Nao percebo... Nao temos de calcular o valor de h(—1)?

e P46: Nao é necessario, mas calculem la.

e AF47:h(-1D)=(-1)?-ax(-D+1=2+a.

e AF48: Ah! Ja percebi! E porque h(—1) = lim_ ().

e P49: Pois. Assim, como esses dois valores ja sao iguais, neste caso basta igualar os

limites laterais, que foi o que fizemos atras...

e DV50: Entao fica assim.

Figura 6.207 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Embora a grande maioria dos calculos realizados (Aplicacdo de construcéo prévia) e respetivos
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resultados (Solucdes intermédias) apenas tenham sido transmitidos oralmente, visto os registos
escritos dos alunos serem recolhidos antes da discussao em aula, consideramos que todos

constituem uma Justificacdo para os resultados apresentados.

As subcategorias Estratégias, AplicacGo de construcdo prévia, Solugbes intermédias e
Justificacdo, manifestadas na Acdo-B, encontram-se resumidas no esquema seguinte (ver Anexo
6.36).

B PR

DV11; Nés ndo podemos substituir o
este xna mesma por -17

3 <
N D 511]. D [5:21].
favofece ———————

DV15: Fica: mite de xr2a, quando x| oo e e T i e | AF48: AnL i percebil € poraue hi-1) ¢ igual
tende para -1 esquerda, igual a-1 + a0 limite de h(x), quando x tende para -1 &

s direita
& g P4S: Pols. Assim, como esses dos valores j&

SRR {5 P19: Imagem2 a6 jpg sd0 iguais,neste cao basta iguslar o=

limites laterais, que foi o que fizemos atrds

. Py DV50: Entdo fica assim
P16: Entdo 0 que & que tém de fazer?

AF17: Substituir o x por -1.

N f
- - /
N -~ /
. SRR /
] /
DV21: D3 limite de x°2—ax + 1, quando x| /
tende para -1 a direita, igual a ()2~ a*(-1) [~ favofece
“1.ouseja2ea !
/ /
= / favgrece
SRR | / b\
= 0000 (5:15] AF29 / \
928: Pois, os Imites laterais tem de favorece / /
vaaz2+ / BES
AF29: Entio fica: 1 + 2= 2 + 3, 0u / ]
seja 2a-8 =241 quedia=3. / i Pa4: Certo! Mas prestem atencao que neste caso o valor da
/ funcao em x =

sequndo ramo esté definido para x maio ou igual a -1, o valor de
h(1) & exatamente
igual se fimite de h(x). quands x tende para -1 & direita!
7| AF4S: Néo percebo... N3o temos de calcular o valor de h(-1)?
P4§: Nao & necessario, mas calculem I3
AFAT:h(-1) = (1}02=a"(-1) +1 =2 + &
T

& P16:DV

favorece

i P20: AF

~[BEE

51161

B P Enta o que € que tem o acontecer para
— | existi o limite da funco h quando x
P35: O que é que scontece aos fimites | favorece _ | puap: e sinhancas diferentes favorece | tende para 17
Iaterais neste ponto? |~ " |paraoy: uma para os imites a DV42: Os limites laterais tém de ser iguais 2o h(-1)
::i::;’ﬁ:z‘m » esquerdae 4 DV43: Entdo temos de fazer hi-1)igual ao limite de
pan te. gireita ¢ outra para a bola fechada & h(c), quando x tende para -1

em cima. esquerds, e igual ao fimite de h(x), quando x tende

para -1 direita

Figura 6.208 - RAV da Acdo-B na Questao 6

Analisando o grafico acima, constatamos que a Estratégia utilizada pelos alunos se resume a
substituicao (Aplicacdo de construcgdo prévia) de x pelo valor onde se pretende calcular o limite

em cada um dos ramos que definem a funcao ([5:9] e [5:10]).

Os alunos Aplicam construcbes prévias para realizar o calculo dos limites laterais, cujos
resultados constituem Solu¢ées intermédias ([5:11] e [5:13]). A igualdade destas duas Solugées
intermédias ([5:14]) conduz os alunos novamente a Aplicacdo de construgdo prévia, a qual

produz nova Solucdo intermédia ([5:15]).

Verificamos que AF e DV igualam cada um dos limites laterais a —1 (valor onde se pretende
calcular o limite). Embora esta interpretacao nao se encontre correta, consideramos que os

calculos efetuados constituem a Aplicagdo de construcido prévia (P15 e P16). Ressalvamos aqui
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o facto da segunda equacao resolvida por DV nao se encontrar certa (P16).

Como ja referimos, os alunos voltam a nao relacionar a igualdade dos limites laterais com o
valor da funcao no ponto, levando o professor a exemplificar a importancia desse facto com
recurso ao grafico de uma funcao em que os limites laterais sao iguais (Aplicacdo de construcéo
prévia), mas o valor da funcdo nesse ponto é diferente, ou seja, nao existe o limite no ponto
considerado ([5:16]).

Na sequéncia da analise deste grafico, os alunos Justificam a nao existéncia de limite com
recurso as nocdes de Vizinhanca, de bola aberta e de bola fechada ([5:17]), apos a qual Aplicam
construgées prévias para concretizar a tripla igualdade, entre o limite a esquerda, o limite a
direita e o valor da funcao no ponto ([5:18] e [5:19]), embora tal ndo fosse necessario uma vez
que h(—-1) = )}irplh(x) ([5:19]).

No entanto os alunos ndo compreendem que esta igualdade torna irrelevante o calculo do valor
de h(—1), procedendo nao obstante ao seu calculo (Aplicagdo de construcgdo prévia - [5:19]) e
obtendo mais uma Solucdo intermédia, cujos calculos representam uma Justificacdo para a

solucao encontrada ([5:20]).

Apos o calculo de h(—1) os alunos compreendem a irrelevancia citada anteriormente e

Justificam-na oralmente no excerto [5:21].

Os calculos efetuados em [5:11], [5:13], [5:14] e P19 constituem igualmente Justifica¢ées para

as solucoes encontradas.

Sintese

Consideramos que as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgdo prévia se encontram
intrinsecamente relacionadas, uma vez que a Estratégia desenvolvida pelos alunos para dar
seguimento a resolucdo da questao ([5:9] e [5:10]) pressupde a Aplicacdo de construcées prévias
([5:11] e ([5:12]). Por outro lado, a Estratégia elaborada é fundamental para que seja possivel

Aplicar as construcbes previamente adquiridas.

Verificamos igualmente que as subcategorias AplicacGo de construcdo prévia e Solugbes
intermédias se encontram interligadas uma vez que nesta questdo os calculos dos limites
laterais (Aplicagdo de construcdo prévia) conduzem a expressoes que dependem do parametro
real a (Solugbes intermédias), resultando na resolucao da equacao linear obtida pela igualdade
dessas expressoes (Aplicacdo de construgdo prévia) por forma a determinar o seu valor

(Solugbes intermédias).

Como podemos constatar pela analise do grafico anterior, a Aplicacdo de construcéo prévia

fomenta quer a obtencao de Solugées intermédias, quer a Justificacdo dos calculos efetuados.
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Também as Solucdes intermédias promovem a Justificacdo dos resultados obtidos.

6.2.5.3 Acdo-C

A Reorganizacéo das construcoes de limite lateral alcangcadas anteriormente vai, em cada caso,

levar os alunos a atingirem o objetivo proposto na questao, neste caso a nocao de limite num

ponto com base nos limites laterais (Limite com limites laterais).

DV27: Ah! Entdo, —1 + 2a tem de ser igual a 2 + a!
P28: Pois, os limites laterais tém de ser iguais: —1 + 2a = 2 + a.
AF29: Entdo fica: —1 + 2a = 2 + a, ou seja, 2a-a =2+ 1, que da a = 3.

DV42: Os limites laterais tém de ser iguais ao h(—1).

P51: Agora falta dar a resposta...
P52: Leiam o enunciado: “Determine o valor de a de modo a que a funcao... tenha
limite quando x tende para —1”.

DV53: Para existir o lim1 h(x), entdao a tem de ser igual a 3.
x—o=

Figura 6.209 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

O excerto “DV53: Para existir o lim1 h(x), entdo a tem de ser igual a 3”, para além de traduzir
x—o—

a construcéo propriamente dita, também representa a Comunicacdo oral dessa construcao.

Na figura seguinte (ver Anexo 6.37) resumem-se as subcategorias Reorganizacéo, Limite com

limites laterais e Comunicacdo, evidenciadas na Acdo-C.

€3 Acao-C |
=4 V..
o / H /
|D [5:22]. 4 i
DV27: Ah! Entéo, -1 + 2a tem de ser
igual a 2 + al i
P28: Pois, os limites laterais t2m de i
et Py “Zj (53251 5
AF29: Entéo fica: -1+ 2a = 2 + a, ou v
seja, 2a-a=2+1,quedda=3 P51: Agora falta dar a resposta... B [5:26] .
) P52: Leiam o enunciado: "Determine
7/ i o valor de a de modo a que a favorece

fungdn.. tenba limite DV53: Para existir o limite de h(x),

quanda x tende para-1” quando x tende para -1, entdo a tem
¥ i favorece 809 [eETErll = de serigual a 3
5 i DV53: Para existir o limite de h(x),
| [5:23] . i quando x tende para -1, entdo a tem
i de ser igual a 3
DV42: Os limites laterais tém de ser i favor
iguais a0 h(-1). {
v

‘D [5:24] .

AFAT: h(-1) = (-)A2-a*(1) +1 =2 + a
AF48: Ah! J4 percebil £ porque h(-1) & igual
ao limite de h(x), quando x tende para -1 &
direita.

Figura 6.210 - RAV da Ac¢do-C na Questao 6
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Pela analise da figura anterior, constatamos que a Reorganizacdo das solucdes intermédias
obtidas anteriormente ([5:22], [5:23], e [5:24]) conduz os alunos a construcéo de Limite com
limites laterais ([5:25]]), a qual por sua vez promove a Comunicacdo da construcdo final
([5:26]).

Sintese

Verificamos novamente que a Reorganizacdo das construcdes adquiridas anteriormente, neste
particular de limites laterais, foi fundamental para que os alunos atingissem a construcao de
Limite com limites laterais pretendida nesta questdao. Apods terem alcancado a referida

construcao, os alunos Comunicam o resultado oralmente aquando da discussao em aula.

6.2.5.4 Consolidacdo

Pela observacdo das acbes epistémicas utilizadas pelos alunos na resolucdo da Questao 6,
podemos constatar que estes aplicam as construcoes adquiridas na Questao 4, alinea a), e na
Questao 5 (referentes ao estudo dos limites), uma vez que, para o calculo dos limites laterais,
recorrem ao processo de substituicdo do valor de x pelo ponto onde tém de calcular esses

limites, embora tal nao fosse indicado explicitamente.

DV11: No6s ndo podemos substituir este x na mesma por —1?

e P14: Vamos la ver: quando o x vai para —1~, estamos no ramo de cima ou no de
baixo?

e DV15: No de cima

e P16: Entdo o que é que tém de fazer?

e AF17: Substituir o x por —1

e P19: E quando o x vai para —1*?

e AF20: Substituimos no ramo de baixo.

Figura 6.211 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 6

Apos a identificacdo dos ramos onde irdo realizar as substituices referidas, os alunos Aplicam
construgées prévias aos calculos associados aos limites laterais, os quais encontram-se

igualmente Consolidados.

e DV18: Fica: lirr}_(x + 2a) = -1 + 2a.
x——

e DV21:Da lim (x> —ax+1)=(-1)?—-ax(-1)+1=2+a.

x-—1%

Figura 6.212 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao por DV da Questao 6
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DV

/Q«YWI ,04(\,4}; (Ji)i—ax(-’)] +1

H-s -7t

= Ato el = D40

Ceren ﬁ\(y) = -1+ 5%

Figura 6.213 - RA respeitante a resolucao por DV da Questéo 6

Na figura seguinte (ver Anexo 6.38) encontram-se sintetizadas as transcricdes que evidenciam

a acao epistémica Consolidacdo.

T e
D [5:2]. P
/"
AF2: A funcdo esta definida por 2 - -
ramos. e
- e,
I e . ..
| Py { o N
favofece e / A\ N ..
| d / \ N ™.
/ / \ ., .
v ¥ \ Y . -
D [5:28] . i 55 D [5:13] .
/ = N
& / tayorece z e
P9: Exatamente! Entdo, como temos 2 |avureca’ P19: E quande o x vai para -1 por = DV21: D4 limite de x*2 - ax + 1,

quando x tende para -1  direita,
. |igual a (-1)r2 —a*(-1)
| +1, ou seja, 2 + a.

ramos, 0 que é que temos de
verificar?

DV10: O limite a direita tem de ser
igual ao limite a esquerda.

valores a sua direita? ™
AF20: Substituimos no ramo de baixo.

.
.
RS

| P19: Imagem2_Q6.jpg

"
|D [5:11] .

DV18: Fica: limite de x+2a, quando x
tende para -1 a esquerda, igual a -1 +
2a.

favor

5
D [5:27].

D [5:9] . P14: Vamos 14 ver: quando o x vai para
favorece -1, & esquerda, estamos ne ramo de

cima ou no

de baixo?

DV15: No de cima.

P16: Entdo o que & que tém de fazer?

AF17: Substituir o x por -1

DV11: Nés néio podemos substituir
este x na mesma por 17

Figura 6.214 - RAV da acéo epistémica Consolidacdo na Questao 6

Os alunos Interpretam o enunciado verificando que a funcao se encontra definida por diferentes
expressoes analiticas em partes do seu dominio ([5:2]), sendo necessario proceder ao calculo

dos limites laterais nesse ponto (Estruturas adquiridas - [5:28] e P19).

Para o calculo dos referidos limites laterais os alunos recorrem a nogao de Aproximacdo para a
escolha dos ramos referentes a cada um dos limites laterais ([5:5] e [5:27]), utilizando a
Estratégia de substituir, na expressao designatodria da funcao, o valor de x por —1 ([5:9]), sendo
o calculo efetivo a manifestacdo da subcategoria AplicacGo de construcdo prévia ([5:11] e
[5:13]).

Sintese
Podemos constatar que a Consolidacdo se manifestou juntamente com a A¢do-R e a Acdo-B, no
primeiro caso expressa pelas subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximacdo, e

no segundo caso pelas subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construcéo prévia.
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6.2.5.5 Relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas
A figura seguinte (ver Anexo 6.39) evidencia as relacoes estabelecidas entre a Acdo-R, a Acdo-
-B, a Acdo-C e a Consolidacdo identificadas durante a resolucdao da Questao 6, apresentando

alguns dos excertos utilizados anteriormente.

Figura 6.215 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 6

Podemos constatar que a Acdo-R e a A¢do-B se encontram mutuamente associadas, uma vez
que a Interpretacdo do enunciado, dado que a funcao se encontra definida por diferentes
expressoes designatdrias em partes do seu dominio, conduz os alunos, por meio da nocao de

Vizinhanca, a igualdade dos limites laterais (Estrutura adquirida).

A nocao de Aproximacdo auxilia os alunos na escolha dos ramos relativos a cada um dos limites
laterais, utilizando para seu calculo a Estratégia de substituir x pelo valor onde se pretende
determinar os referidos limites (Aplicacdo de construcao prévia), constituindo esses resultados
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Solucées intermédias que irdo encaminhar os alunos para a construcao de Limite com limites

laterais.

Uma vez mais os alunos tém de ser recordados da importancia do valor da funcdo no ponto onde
se esta a calcular o limite, nesta instancia com base num exemplo grafico fornecido pelo

professor em que num ponto de descontinuidade os limites laterais sao iguais.

Pela Interpretacdo do grafico apresentado, os alunos a recorrerem as Estruturas adquiridas de
bola aberta e de bola fechada, assim como a aplicacdo da nocao de Vizinhanca, para concluirem

que a funcao nao tem limite nesse ponto (Aplicacdo de construcéo prévia).

A analise deste exemplo direciona os alunos ao calculo do valor de h(—1) (Solucdes

intermédias), obtendo a correta construcao de Limite com limites laterais.

Pelo exposto, concluimos que a A¢do-R, em conjunto com a Acdo-B, promovem a manifestacdo
da Acdo-C.

Em relacao a acédo epistémica Consolidagdo, verifica-se a interligacdo quer com a A¢do-R, quer

com a Acdo-B, o que vem confirmar o que ja foi concluido no tépico anterior.

Ap0s a resolucao das questodes anteriores, pretendeu-se que os alunos percebessem que quando
ambos os limites laterais existem, a funcdo sé é continua num certo ponto a se os limites

laterais forem iguais entre si e iguais ao valor da funcao no ponto a.

6.2.6 Questao 7

Na aula 5 procurou-se aferir se os alunos conseguiam relacionar os conceitos de limite e de
continuidade. Foi importante discernir esta ligacdo atendendo a que esta diretamente ligada a
Ultima etapa do processo AiC, onde a consolidacdo do conhecimento construido é testada na
resolucao de problemas. As questdes 7 e 8 visaram esse processo, contendo perguntas

relacionadas com os dois conceitos trabalhados.

Questdao 7  Considere a seguinte funcao real de variavel real g definida por

x3—-3 se x<1
gx) =143 se x=1.
x*—3 se x>1

a) Calcule lirr} g(x).
xX—

b) Estude a continuidade da funcao g.

Figura 6.216 - Apresentacao da Questao 7 sobre a nocao de limite
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6.2.6.1 Acao-R
Os alunos comecam por reconhecer que a funcao dada é definida por expressdes analiticas
diferentes em partes do seu dominio (Interpretar), o que os leva a aplicarem as Estruturas

adquiridas em questdes anteriores de limite lateral e de valor de uma funcao num ponto.

e P1: Agora, para a linea a), o que é que vao fazer?

e AF2: A funcao tem 3 ramos...

e DV3: E como fizemos antes!

e AF4: Sim, temos de fazer o limite a esquerda, o limite a direita e no ponto.

e P5: Exatamente!

Figura 6.217 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

Os alunos inquirem o professor quanto a relacdo entre a existéncia de limite e a de continuidade

(Estrutura adquirida), identificando a necessidade de recurso a nocao de Vizinhanga.

e AF22: Quando nao ha limite, ndao quer dizer necessariamente que nao ha
continuidade, ou quer?

e P23: 0 que é que acham?

e P26: E porqué?

e DV27: Por causa das vizinhancas.

Figura 6.218 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7

Para dar resposta a alinea b), os alunos sdo orientados pelo professor no sentido de

reconhecerem a necessidade de calcular o dominio da funcao (Estrutura adquirida).

e P33: 0 que é que tém de ver ainda?
e DV34: O dominio!

Figura 6.219 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)

Na figura seguinte (ver Anexo 6.40) resumem-se as subcategorias Interpretar, Estrutura

adquirida e Vizinhanca, evidenciadas na Acdo-R.
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relacignadas
favore€e
D [6:2] . / 4
‘D [6:3].
DV3: E como fizemos antes... ',"'
AF4: Sim, temos de fazer o limite a AF22: Quando ndo ha limite, ndo quer
esquerda, o limite a direita e no D [6:5] . dizer necessariamente que ndo ha
ponto. continuidade, ou quer?
P5: Exatamente! P33: O que é que tém de ver ainda? P23: O que é que acham?

DV34: O dominio!

Figura 6.220 - RAV da Ac¢do-R na Questao 7

Pela analise do grafico anterior, verificamos que os alunos reconhecem que a funcao é definida
por diferentes expressdes designatorias em partes do seu dominio (Interpretar - [6:1]), e,
portanto, terao de calcular os limites laterais e o valor da funcao no ponto x = 1 (Estrutura

adquirida - [6:2]) para dar continuidade a resolucédo da alinea a).

Apos a resolucédo da alinea a), os alunos indagam o professor acerca da relacao entre limite e
continuidade (Estrutura adquirida - [6:3]), sendo a resposta fundamentada com a nocao de
Vizinhanca ([6:4]).

Para dar resposta a alinea b), os alunos sao orientados para a Estrutura adquirida de dominio

de uma funcao ([6:5]).

Sintese

Pelo exposto anteriormente, verificamos novamente que as subcategorias Interpretar e
Estrutura adquirida se encontram interligadas. Também aqui a Interpretacdo do enunciado sé
é possivel porque os alunos possuem Estruturas adquiridas anteriormente que a suportem.
Inversamente, a Interpretacdo do enunciado da questdo desencadeia o surgimento dessas
Estruturas adquiridas. Nesta questao as subcategorias identificadas previamente prendem-se
com o facto da funcao se encontrar definida por ramos, e com a igualdade dos limites laterais

e do valor da funcao no ponto onde se pretende calcular o limite.

No que concerne a relacdo entre a existéncia de limite e a de continuidade (Estrutura
adquirida), esta conduz os alunos a nocdo de Vizinhanga, evidenciando a importancia e a

utilidade deste conceito que tem vindo a ser trabalhado neste estudo desde a continuidade.
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6.2.6.2 Acao-B
A semelhanca do que se passou nas questdes anteriores, os alunos recorrem a Estratégia de
substituir x por 1 para efetuar os calculos relativos aos limites laterais (Aplicacdo de construgdo

prévia), os quais constituem Solucées intermeédias para a resolucao da alinea a).

AF DV

C\) L s G}.(‘A): 43—'5:—2;

o -1

1"
S
|
w
]
l
o2

£yren q,(u)

. O e

Figura 6.221 - RA respeitante a resolucao da Questao 7 a)

e P7: Entdo, o que é que vocés fizeram?
e DV8: Os limites laterais.

e P9: Que deram...?

e DV10: A esquerda deu —2.

e AF11: A direita também deu —2.

e P12: Entao, para ja, podemos dizer que...?

e DV13: Que os limites laterais sao iguais.

Figura 6.222 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

Relativamente ao calculo do valor da funcao num ponto (Solucées intermédias), apenas se
verifica a Aplicacdo de construcdo prévia através das transcricdes, uma vez que a notacao
utilizada pelos alunos nos seus registos escritos teve de ser retificada pelo professor, visto

grande parte o ter registado como lirqg(x) em vez de g(1).
X—

AF DV

Qireer G(w)= 3
'I*a”\'? %'“

Figura 6.223 - RA respeitante a resolucao da Questao 7 a)

e P14: Queria chamar sé a atencdo que em x = 1, nao é o limite, € mesmo o valor da
funcao!

e P15: Quanto é que a funcdo vale em x = 1?

o AF16: 3.

e P17: Entao, o correto seria dizer que g(1) = 3 e nao lirr;g(x) = 3!
X—

Figura 6.224 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)
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No que concerne a relacdo entre a existéncia de limite e de continuidade (Aplicacdo de
construcdo prévia), levantada pelos alunos, podemos verificar que esta é alcancada pelos

alunos através do recurso a nocao de vizinhanca (Justificacdo).

e P24: Se nao ha limite, pode ser continua?
e DV25: Nao!

e AF28: Ah! Sao diferentes!

e DV29: Pois, temos uma vizinhanca em y = —2 que vem dos limites laterais e outra

em y = 3 que é do g(1).

Figura 6.225 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7

0 dialogo anterior contribui para a resolucao da alinea b), onde os alunos verificam que a funcao

nao é continua no ponto 1 (Solugbes intermédias).

e P30: Pronto, entdo a resposta a alinea b) qual sera?

e AF31: A funcdo ndo € continua em x = 1 pois nao existe o limite em x = 1.

Figura 6.226 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)

Por esta altura parece que os alunos pretendem dar a questao como finalizada, deixando como

resposta apenas a continuidade no ponto.

O professor realca o objetivo da questdo, levando os alunos a determinacdao do dominio da
funcao (Solucdes intermédias), identificando os casos em que a expressdo analitica de uma

funcao obriga a imposicdo de condicdes para o calculo de certos valores (Justificacdo).

AF

Figura 6.227 - RA respeitante a resolucao por AF da Questao 7 b)

e P37: Porqué?

e AF38: Porque nao ha quocientes, raizes de indice par nem logaritmos.

Figura 6.228 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)

Uma vez mais, os registos escritos, bem como as producdes orais, representam Justificacées,

quer para os processos aplicados, quer para as solucdes obtidas durante a Acdo-B.

No grafico seguinte (ver Anexo 6.41) encontram-se esquematizadas as subcategorias
Estratégias, Aplicacdo de construcdo prévia, Solucbes intermédias e Justificacao,

exteriorizadas pela Acdo-B.
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P17: Entao, o correto seria dizer que g
(1) = 3 e ndo limite de g(x), quando x
tende para 1,igual a 3!

favorece
P24: Se ndo ha limite, pode ser

continua
DV25: Nao!

Figura 6.229 - RAV da Ac¢do-B na Questao 7

Analisando o grafico acima, constatamos que a Estratégia utilizada pelos alunos € a substituicao
(Aplicacdo de construcéo prévia) de x pelo valor onde se pretende calcular os limites laterais
em cada um dos ramos que definem a funcao ([6:20] e [6:6]). Esses calculos conduzem os alunos

a constatacao que os limites laterais sdo iguais, produzindo Solucées intermédias ([6:7] e [6:8]).

0 calculo do valor da funcao em x = 1 (Aplicagdo de construcéo prévia), em conjunto com a
Solugdo intermédia da igualdade dos limites laterais, encaminha os alunos na Aplicacdo da
construcgado prévia que suporta a verificacao que se a funcdo nao tem limite nesse ponto entao
nao pode ser continua nesse ponto ([6:11]). Tal verificacdo € Justificada com recurso a nocao

de vizinhanca ([6:12]).

Neste ponto os alunos consideram que a resposta a alinea b) se encontra alcancada ([6:13]),
tendo sido encaminhados pelo professor para a resposta com a determinacdao do dominio da

funcao (Solucdo intermédia - [6:13]), a qual se encontra Justificada no excerto [6:14].

Sintese

Uma vez mais verificamos a interligacdo entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de
construcdo prévia, em virtude de so ser possivel desenvolver Estratégias quando se possui
conhecimentos prévios que as suportem, e por outro lado, para utilizar as Estratégias

selecionadas é necessario Aplicar as construgées previamente adquiridas.

A Aplicacédo de construgao prévia vai originar a obtencao de Solucées intermédias que permitem
que os alunos prossigam com a resolucao da questao colocada. Por sua vez, as Solucdes
intermédias obtidas pelo calculo dos limites laterais vao encaminhar os alunos na Aplicacdo da

construcgao prévia de continuidade com base em limite.
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Deste modo, as subcategorias Aplicacdo de construcbes prévias e Solucdes intermédias

encontram-se igualmente interligadas.

Finalmente, verificamos que as Estratégias utilizadas, a AplicacdGo de construcées prévias e a
obtencao de Solucées intermédias, em conjunto contribuem para a JustificacGo da nao

existéncia de limite com base na nocao de vizinhanga e do facto do dominio de funcao ser R.

6.2.6.3 Acao-C
A Reorganizacdo das construcoes anteriores, foi determinante para os alunos alcancarem as

construcdes pretendidas.

AF bV

Cl) L4 v Ci.(x): 43—3:—2

-1

1]
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|
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o

£yren q,ht)

A1

Figura 6.230 - RA respeitante a resolucao da Questao 7 a)

e DV10: A esquerda deu —2.
e AF11: A direita também deu —2.

e P12: Entéo, para ja, podemos dizer que...?

e DV13: Que os limites laterais sao iguais.

Figura 6.231 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

e P15: Quanto é que a funcdo vale em x = 1?
e AF16: 3.

Figura 6.232 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

e AF31: A funcdo nao é continua em x = 1 pois ndo existe o limite em x = 1.

Figura 6.233 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)

AF

Figura 6.234 - RA respeitante a resolucao por AF da Questao 7 b)

e P35: 0 dominio, que é...?
e AF36: R

Figura 6.235 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)
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Em relacédo a alinea a), podemos verificar que os alunos atingem a construgdo pretendida de
Limite com limites laterais, comprovada quer pelos registos escritos, quer pelas transcricoes

da discussao em aula (Comunicacéo).

DV

L Apgar o os Pk lolteais sclema o YIS RVVe) bonlo

Aus sao dufetndas | asniom j(ﬁt'f‘f\n o},(w oo AXISTE .
A

Figura 6.236 - RA respeitante a resolucao por DV da Questao 7 a)

e P18: O que é que podemos concluir acerca do limite da funcdo g em x = 1?
e DV19: Nao ha limite.
e P20: Certo, nao ha limite! E porqué?

e DV21: Apesar dos limites laterais serem iguais, sao diferentes do valor da funcao no

ponto.

Figura 6.237 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

Também em relacdo a alinea b), podemos verificar que os alunos atingem a construgéo
pretendida de Continuidade num intervalo, como se pode constatar nas figuras seguintes

(Comunicacdo).

AF DV

b) /'4 -('u\nc?g_'g A7 Covdiiama 4vn !R\\{’{((‘

Figura 6.238 - RA respeitante a resolucao da Questao 7 b)

e P39: Certo! Entao, onde é que a fungao é continua?
e DV40: Em R\{1}.

Figura 6.239 - RAV e RI sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)

Na figura seguinte (ver Anexo 6.42) resumem-se as subcategorias Reorganizacdo, Limite com

limites laterais, Continuidade num intervalo e Comunicacdo evidenciadas na Acdo-C.
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Figura 6.240 - RAV da Acdo-C na Questao 7

Da analise da Figura 6.240, constatamos que a Reorganizacdo das construcdes intermédias
referentes aos limites laterais ([6:21], P7 e P8) em conjunto com a identificacao do valor de
g(1) ([6:10]) conduz os alunos a alcancarem a construcgédo de Limite com limites laterais ([6:16]
e P12) pretendida na alinea a), a qual é Comunicada quer oralmente ([6:16]), quer através dos

registos escritos dos alunos ([P12]).

No que concerne a alinea b), verifica-se igualmente que os alunos comegam por Reorganizar as
solucdes intermédias obtidas anteriormente, em particular a descontinuidade em x = 1 ([6:15])
e o dominio da funcdo ([6:22] e P11), as quais encaminham os alunos para atingirem a
construcdo de Continuidade num intervalo ([6:17], P13 e P14). Também esta construcdo é

Comunicada oralmente ([6:17]) e pelos registos escritos dos alunos (P13 e P14).

Sintese

A Reorganizacdo das construcdes anteriores, em particular o calculo dos limites laterais, foi
determinante para que os alunos alcancassem a construcao de Limite com limites laterais. Por
sua vez, a construcdo de Continuidade num intervalo é atingida quando os alunos Reorganizam
as Solugbes intermédias relacionadas com a descontinuidade da funcao no ponto de mudanca
de ramo e com a identificacdo do dominio da funcdo. Essas construcdes sao Comunicadas quer

oralmente, quer pelos registos escritos dos alunos.

6.2.6.4 Consolidacao

A analise efetuada anteriormente a alinea a) revela-nos que por esta altura o calculo do limite
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de uma funcédo definida por diferentes expressoes analiticas em partes do seu dominio, num
ponto de mudanca de ramo, com recurso as nocoes de limite lateral a direita e a esquerda
desse ponto e ao valor da funcao no mesmo ponto (Limite com limites laterais), ja se encontra
Consolidada pelos alunos, assim como o facto dos limites laterais, embora sejam iguais, serem

diferentes do valor da funcao no ponto, pelo que a funcao nao tem limite nesse ponto.

e P1: Agora, para a alinea a), o que é que vao fazer?

e AF2: A funcao tem 3 ramos.

e DV3: E como fizemos antes...

e AF4: Sim, temos de fazer o limite a esquerda, o limite a direita e no ponto.

e P5: Exatamente!

e DV10: A esquerda deu —2.
e AF11: A direita também deu —2.
e P12: Entdo, para ja, podemos dizer que...?

e DV13: Que os limites laterais sao iguais.

e DV19: Nao ha limite.
e P20: Certo, nao ha limite! E porqué?
e DV21: Apesar dos limites laterais serem iguais, sao diferentes do valor da funcao no

ponto.

Figura 6.241 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 a)

Também relativamente a alinea b), consideramos que é efetivada pelos alunos a Consolidacdo
das nocgodes de Continuidade num ponto com recurso a nogao de vizinhanca, relacionando-a ja
com o limite num ponto, e, em conjunto com a verificacdo do dominio da fungao, de

Continuidade num intervalo.

e P24: Se nao ha limite, pode ser continua?
e DV25: Nao!
e P26: E porqué?

e DV27: Por causa das vizinhancas.

e P35: 0 dominio, que é...?
o AF36: R.

e P39: Certo! Entdo, onde é que a funcéo é continua?
e DV340: Em R\{1}

Figura 6.242 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 7 b)
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Na figura seguinte (ver Anexo 6.43) resumem-se os excertos que evidenciam a Consolidacéo.
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Figura 6.243 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na Questao 7

Os alunos Interpretam a expressao designatoria da funcédo verificando que, visto a funcao se
encontrar definida por diferentes expressoes analiticas em partes do seu dominio ([6:1]), sera
necessario proceder ao calculo dos limites laterais nesse ponto e do valor da funcao no mesmo

ponto (Estruturas adquiridas - [6:2] e [6:24]).

Para o calculo dos referidos limites laterais os alunos recorrem a Estratégia de substituir x pelo
valor onde se pretende calcular o limite, cujos calculos constituem a Aplicacdo de construcées
prévias (P7 e P8). Esses calculos conduzem as Solucbes intermédias expostas no excerto [6:23]

e nas imagens P7 e P8. Destes resultados, os alunos concluem que os limites laterais sao iguais

([6:8]).

Relativamente ao valor de g(1) (Solugbes intermédias), este nao necessita de ser calculado,

bastando aos alunos Interpretarem a expressao analitica da funcao ([6:24]).

A conjuncao das Solucées intermédias de limites laterais e valor da funcao no ponto onde se
pretende calcular o limite, conduzem os alunos a obtencdo de nova Solucdo intermédia,

nomeadamente a ndo existéncia de limite nesse ponto ([6:25]).

Neste ponto os alunos concluem que a ndo existéncia de limite de uma fungcao num ponto
([6:25]) implica que a mesma nao sera continua no mesmo ponto (Aplicacdo de construcéo
prévia - [6:11]), Justificando esse facto com recurso a nocao de Vizinhanca ([6:4]),

demonstrando que essas construcdes se encontram Consolidadas.
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A relacao entre a nao existéncia de lirr} g(x) (Solucdo intermédia) e a determinacdo do dominio
Pl

da funcdo (AplicacGo de construcdo prévia - [6:22] e P11), demonstra que a nocao de

Continuidade num intervalo ([6:17]) ja se encontra Consolidada pelos alunos.
Consolidacdo das nocoes de Continuidade num ponto com recurso a nocao de vizinhanga

Sintese

Podemos constatar que a acao epistémica Consolidacdo se manifestou através da Acdo-R e da
Acdo-B, no primeiro caso expressa pelas subcategorias Interpretar, Estruturas adquiridas e
Vizinhanca, e no segundo caso pelas subcategorias Estratégias, Aplicacdo de construcées

prévias, Solucées intermédias e Justificagéo.

6.2.6.5 Relacoes estabelecidas entre as acdes epistémicas
A figura seguinte (ver Anexo 6.44) evidencia as relacoes estabelecidas entre as acoes
epistémicas Acdo-R, Acdo-B, Acdo-C e Consolidacdo identificadas durante a resolucdo da

Questao 7, apresentando alguns dos excertos utilizados anteriormente.

Figura 6.244 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as acoes epistémicas na Questao 7

Constatamos, uma vez mais, que a A¢do-R e a Ag¢do-B se encontram interligadas, promovendo
ambas as construcoes de Limite com limites laterais e Continuidade num intervalo, pretendidas

na Acédo-C.
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A Interpretacdo do enunciado, em conjunto com as Estruturas adquiridas e a nocao de
Vizinhanca, evidenciadas na Acdo-R, encontram-se mutuamente relacionadas com as
Estratégias concebidas pelos alunos, com a AplicacGo de construcbes prévias e respetivas
Solucbes intermeédias, promovendo a Justificacdo dos calculos efetuados, e que sdo

despoletadas na Acdo-B.

Todas estas subcategorias revolvem em torno da identificacao da funcao ser definida por ramos,
do calculo de limites laterais que reporta a substituicdo de x por 1, na expressao analitica de

cada ramo da funcao, da verificacdo do valor de g(1) e da determinacdo do dominio da funcéao.

Podemos constatar que a Consolidacdo se encontra interligada quer com a Ac¢do-R, quer com a
Acdo-B. Nesta fase constatamos que a manipulacao de funcoes definidas por ramos se encontra
estabelecida (Estrutura adquirida), tendo os alunos recorrido automaticamente a Estratégia de
substituir, em cada expressao analitica da funcado, x pelo valor onde se pretende calcular o

limite, no intuito de calcular os respetivos limites laterais (Solucées intermédias).

Relativamente a Acdo-C, verificamos que a Reorganizacdo das construcdoes obtidas pela
associacao entre a Acdo-R e a Acdo-B foi determinante para que os alunos alcancassem as
construcoes de Limite com limites laterais e Continuidade num intervalo pretendidas nesta
questao, as quais sao Comunicadas quer oralmente, quer pelos registos escritos dos alunos. As
relacdes identificadas anteriormente sugerem-nos que a Acdo-R e a A¢do-B, promovem em

conjunto a manifestacao da A¢do-C.

6.2.7 Questao 8

Nesta Ultima questao pretendia-se que os alunos fossem capazes de definir a continuidade de
uma funcao num ponto com base no seu limite nesse ponto. Recordando a analise efetuada a
Questao 7, verificamos que estes dois conceitos ja foram relacionados, tendo os alunos
concluido que a nao existéncia de limite de uma funcao num ponto implica a ndo continuidade

da funcao nesse ponto.

Questao 8 Com base no conceito de limite, defina continuidade num ponto.

Figura 6.245 - Apresentacao da Questao 8 sobre a nocao de limite

6.2.7.1 Acao-R
Uma vez que o enunciado desta questao € bastante reduzido, a Unica Interpretacdo passivel de
existir é a dada pelos alunos ao verificarem que tém de relacionar as Estruturas adquiridas

previamente de continuidade de uma funcao num ponto e de limite de uma funcao num ponto.

e AF1: Entdo, temos de ver, quando uma funcdo € continua num ponto, o que é que

acontece ao limite nesse ponto.

Figura 6.246 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8
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Como os alunos nao estavam a perceber como prosseguir com a resolucao da questao, o
professor orientou-os no sentido de Interpretarem algumas das representacdes graficas

fornecidas na Questao 2 da seccao dos limites e os respetivos resultados (Estrutura adquirida).

e DV3: Como é que fazemos isso?
e P4: Vamos aproveitar alguns dos graficos da Questao 2, dos limites, para vermos o

que acontece em cada caso.

Figura 6.247 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Relativamente a analise da continuidade dessas funcoes selecionadas para os mesmos pontos
onde foi estudado o limite, os alunos recorrem a nocao de Vizinhanca para tirarem as respetivas

ilacoes.

P8: E em relacao a continuidade nesse ponto, como podem concluir?

AF9: Pelas vizinhancas!

P15: Porqué?

AF16: Por causa das vizinhancas!

Figura 6.248 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Num dos casos considerados, os alunos recorrem a identificacdo do dominio da funcao

(Estrutura adquirida) para justificar o estudo da continuidade num ponto.

e P27: Vamos la ver: qual é o dominio da funcao k?
o DV28: E R\{1}.

Figura 6.249 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Recorrem igualmente as nocodes de bola aberta e de bola fechada (Estrutura adquirida),

relacionando-as com os limites e a continuidade (Interpretar).

e AF41: Entao, os limites podem existir independentemente de ser aberto ou fechado.

e DV44: Na continuidade tem de ser fechado.

Figura 6.250 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Na figura seguinte (ver Anexo 6.45) resumem-se as subcategorias Interpretar, Estrutura

adquirida e Vizinhanca, evidenciadas na Acdo-R.
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Figura 6.251 - RAV da Acdo-R na Questao 8

Apos a analise do grafico anterior, verificamos que os alunos procedem a Interpretacdo do

enunciado, relacionando os conceitos de limite e continuidade num ponto ([7:1]).

Chegando os alunos a um impasse, nao compreendendo como prosseguir com a resolucao da
questao, o professor sugere-lhes que Interpretem os graficos apresentados na Questéo 2 ([7:2]),
na qual foram calculados os limites em determinados pontos, € que os relacionem com a
continuidade nos mesmos pontos, surgindo a necessidade de determinar o dominio dessas

funcoes (Estrutura adquirida - [7:14]).

Deste modo, os alunos recorrem a nocao de Vizinhanca para estudar a continuidade das funcoes

selecionadas nos tais pontos ([7:3] e [7:4]).

Finalmente, a conexao entre limite e continuidade de uma funcao num ponto ([7:1]) encontra-

se estreitamente relacionada com as nocoes de bola aberta e de bola fechada ([7:15] e [7:16]).

Sintese

Pelo exposto, verificamos uma vez mais que as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida
se encontram interligadas. Também aqui a Interpretacdo do enunciado sé é possivel porque os
alunos possuem Estruturas adquiridas anteriormente que a suportem. Inversamente, a

Interpretacdo do enunciado da questao estimula o aparecimento dessas Estruturas adquiridas.
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Nesta questao as subcategorias identificadas previamente prendem-se com a relacao entre

continuidade num ponto e limite no mesmo ponto.

A Interpretacdo dos graficos selecionados na Questdo 2 para o estudo da continuidade
(Estrutura adquirida) nos pontos onde foram calculados os limites, conduz os alunos a nogao

de Vizinhanca.

Por outro lado, a analise dos mesmos graficos (Interpretar) orienta os alunos no sentido de
relacionarem os limites e a continuidade com as nocdes de bola aberta e de bola fechada, bem

como a determinacao do dominio da funcao k (Estrutura adquirida).

6.2.7.2 Acao-B
Como temos vindo a referir, foi necessaria a orientacao do professor de modo a encaminhar os

alunos para a resolucao da questao.

Assim, a Estratégia utilizada centrou-se na recapitulacao de resultados obtidos anteriormente,
em particular na Questao 2, e na Aplicacdo de construcées prévias, nomeadamente o limite de
uma funcdo num ponto e a continuidade de uma funcado num ponto, de modo a obterem

Solucbes intermédias que conduzem a resolucao da questao.

e P5: Por exemplo, para a funcao g calculamos na alinea a) o limite quando x — 2.
e AF6: Deu -1.

e DV7: Portanto existe!

e DV10: Como sb ha uma vizinhanca em y para os pontos na vizinhanca do 2, entao é
continua em x = 2.

e P11: Agora, em relacao ao lirr(; i(x). O que vimos?
X—

e AF12: Vimos que ndo existe!
e P13: Certo! E em relacao a continuidade da funcado nesse ponto, o que podem dizer?

e AF14: Nao é continua!

Figura 6.252 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Através da analise das transcricoes, podemos constatar que a JustificacGo dada pelos alunos

relativamente a continuidade num ponto se baseia na nocao de vizinhanca.

e DV10: Como s6 ha uma vizinhanca em y para os pontos na vizinhanca do 2, entao é

continua em x = 2.

e DV17: Temos duas vizinhancas diferentes para y. [Rl: Referindo-se as imagens dos

pontos na vizinhanca de x = 0].

Figura 6.253 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8
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Relativamente a discussao em aula, verificamos novamente que os alunos atingem apenas uma
Solucdo intermédia visto nao identificarem que o ponto em que o limite é calculado tera de

pertencer ao dominio da fungao.

e DV19: Uma funcéo € continua num ponto se existir o limite da funcao nesse ponto!

Figura 6.254 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Verificado que os alunos nao identificam a importancia do ponto em que o limite é calculado
ter de pertencer ao dominio da funcao, para que ndo haja equivocos, no que concerne a relacao
entre as duas nocoes em analise, o professor explora ainda mais um caso com os alunos. Embora
este nao fizesse parte da questdo colocada, consideramos de extrema importancia, pelo que

nos propusemos a analisa-lo igualmente, denominando-o como “Caso Extra”

e RI20: O professor aproveita para realcar o facto da existéncia de limite de uma
funcao num ponto ser uma condicdo necessaria para a continuidade da funcao nesse
ponto, mas que tal ndo é suficiente!

e P21: Mas, cuidado que pode existir o limite de uma funcao num ponto e ela nao ser

continua nesse ponto!

Figura 6.255 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra

Visto os alunos nao terem identificado quando ocorre o Caso Extra, o professor remeteu-os,

novamente, para a exploracao da Questao 2, neste caso com a funcao k (Estratégias).

Pela analise do excerto seguinte verificamos uma vez mais o recurso a Aplicacdo de construcoes
prévias, nomeadamente o limite de uma func@o num ponto, a continuidade de uma funcao num
ponto e o dominio de uma funcdo, de modo a obterem Solucées intermédias que conduzem a

resolucdo desta questao suplementar.

e P23: Revejam agora a funcao k.

e DV24: Entao, vimos que o lirq k(x) = 2. Existe!
X—

e P25: Certo! E em relacao a continuidade da fungdo em x = 1?

e RI26: Como os alunos nao respondem, o professor da uma ajuda.

e P27: Vamos la ver: qual é o dominio da funcao k?

o DV28: E R\{1}.

e P29: Entdo, o que posso dizer em relacdo a continuidade em x = 1?
e AF30: Mas se 1 nao pertence ao dominio...

e P31: Verdade, logo...?

e AF32: Nao se pode falar em continuidade!

Figura 6.256 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra

Seguidamente, o professor indaga os alunos quanto as condicdes que fundamentam a existéncia
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do limite de uma funcdo num ponto, sendo a mesma Justificada pelos alunos com a existéncia

dos limites laterais e do valor da funcao no ponto (Aplicacdo de construcéo prévia).

e P35: E quando é que existe o limite de uma funcao num ponto?
e AF36: Quando o limite a esquerda é igual ao limite a direita.
e DV37: Eigual ao valor no ponto!

e RI38: O professor escreve no quadro: lim f(x) = lim f(x) = f(a).
x—a x—-a

Figura 6.257 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Através do excerto seguinte percebe-se que alguns alunos ainda se encontravam com duvidas
relativamente ao Caso Extra, sendo este revisto pelo professor, no qual verificamos a ligacao
efetuada pelos alunos entre as nocoes de bola fechada e de bola aberta com o facto do ponto

pertencer ou ndo ao dominio da funcao (Justificacdo).

e AF41: Entao, os limites é independentemente de ser aberto ou fechado.

e RI42: Refere-se ao facto do ponto poder, ou nao, pertencer ao dominio da funcao.
e P43: Exato!

e DV44: Na continuidade tem de ser fechado.

e RI45: Refere-se ao facto do ponto ter de pertencer ao dominio da funcéao.

Figura 6.258 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra

No grafico seguinte (ver Anexo 6.46) encontram-se esquematizadas as subcategorias
Estratégias, Aplicacdo de construgdo prévia, Solucdes intermédias e Justificacéo,
exteriorizadas pela Acdo-B.
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P35: E quando é que existe o limite de uma funggo num ponto?
AF36: Quando o limite a esquerda € igual ao limite  direita
DV37: E igual ao valor no ponto!

| RI38: O professor escreve no quadro: limite de f(x), quando x
tende para a 4 esquerda,
igual ao limite de f(x), quando x tende para a a direita, igual a f(a).

Figura 6.259 - RAV da Acdo-B na Questao 8

Verificamos que, para a resolucao desta questéo, os alunos recorrem a Estratégia de recuperar
os resultados alcancados na Questdo 2, nomeadamente em relacdo aos limites ai calculados,
Aplicando construcées prévias de modo a concluir o que acontece em relacao a continuidade

nos mesmos pontos onde foram calculados os limites ([7:18], [7:21] e [7:25]).

Todo este processo dirige os alunos para a obtencao de diferentes Solucbes intermédias, as

quais identificamos nos paragrafos seguintes.

A existéncia de limite relatada em [7:18], juntamente com a analise da funcao i revelada em
[7:21], induz os alunos a considerarem que “DV19: Uma funcdo é continua num ponto se existir
o limite da funcdo nesse ponto!” ([7:24]), no entanto nado é referido se o ponto pertence, ou
nao, ao dominio da funcao, tendo sido essencial a intervencao do professor para evidenciar

essa lacuna, induzindo os alunos na determinacao do dominio da fungao ([7:25]).

Através da analise do grafico da funcdo g (Estratégias - [7:18]) os alunos concluem o que
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acontece em relacdo a continuidade em x = 2 (Solucées intermédias), recorrendo a nocdo de

vizinhanca para Justificar essa conclusao ([7:20]).

Mais ainda, os alunos Justificam a descontinuidade da funcdo i em x = 0 ([7:21]) recorrendo a
nocdo de vizinhanca ([7:23]), e a existéncia de limite de uma funcdo num ponto através da
tripla igualdade lim f(x) = lim f(x) = f(a) ([7:28]).

x—a x—-a

Finalmente, a relacao estabelecida entre limite, continuidade e dominio, é Justificada com

recurso as nocdes de bola aberta e de bola fechada ([7:33]).

Sintese

Voltamos a verificar a interligacao entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgao
prévia, em virtude de so ser possivel desenvolver Estratégias quando se possuem conhecimentos
prévios que suportem essas Estratégias, e por outro lado, € manifesto que para colocar em
pratica as Estratégias selecionadas torna-se imprescindivel Aplicar as construcées previamente

adquiridas.

Em acréscimo, a Aplicagdo de construcéo prévia fomenta a obtencdo de Solucées intermédias
que permitem que os alunos prossigam com a resolucao da questao colocada, promovendo

ambas a Justificacdo das varias construcdes alcancadas durante o processo de construir.

6.2.7.3 Acao-C

De modo a atingirem a construcdo pretendida na Questao 8, os alunos Reorganizam as
construcoes intermédias obtidas previamente para analisarem o Caso Extra que demonstra as
consequéncias do ponto, onde se pretende relacionar os conceitos de limite e de continuidade,

nao pertencer ao dominio da fungao.

e DV19: Uma funcao é continua num ponto se existir o limite da funcao nesse ponto!

e DV24: Entao, vimos que 1irr21 k(x) = 2. Existe!
x-

e P27: Vamos la ver: qual é o dominio da funcao k?

e DV28: E R\{1}.

e AF30: Mas se 1 nao pertence ao dominio...
e P31: Verdade, logo...?

e AF32: Nao se pode falar em continuidade!

Figura 6.260 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra

Esta constatacao por parte dos alunos encaminha-os para a construcéo da Relacdo entre limite

e continuidade num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio), a qual, embora nao fizesse
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parte do objetivo da questao, se considera verdadeiramente importante para que os alunos

atinjam a construcéo de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio.

e DV33: Entao o limite existe mas nao é continua!
e P34: Certo! Em pontos que nao pertencam ao dominio da funcdo nao existe a

continuidade, mas pode existir o limite.

Figura 6.261 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao do Caso Extra

O excerto anterior constitui igualmente a Comunicacdo da construcao da Relacdo entre limite

e continuidade num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio).

Relativamente ao objetivo pretendido na Questao 8, os alunos voltam a Reorganizar as solucoes
intermédias relativas aos limites laterais e ao valor da funcdo num ponto do seu dominio de

modo a atingirem a construgao de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio.

e DV33: Entao o limite existe mas ndo é continua!
e P34: Certo! Em pontos que nao pertencam ao dominio da funcdo nao existe a

continuidade, mas pode existir o limite.
e P35: E quando é que existe o limite de uma funcao num ponto?
e AF36: Quando o limite a esquerda ¢é igual ao limite a direita.

e DV37: Eigual ao valor no ponto!

e DV44: Na continuidade tem de ser fechado.

e RI45: Refere-se ao facto do ponto ter de pertencer ao dominio da funcao.

Figura 6.262 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Pela analise das producdes dos alunos (Comunicagdo) podemos comprovar que estes atingem a
construcao pretendida (Continuidade baseada em limite num ponto do dominio), muito embora
AF considere que o ponto seja aderente ao dominio. Uma vez que um ponto aderente ao dominio
podera nao pertencer a esse dominio, e que o conceito de ponto aderente nao foi explorado
em aula, consideramos que esse apontamento de AF nao tera sido aplicado com a consciéncia
dessa implicacdo. Alias, as transcricdes “AF30: Mas se 1 ndo pertence ao dominio...” e “AF32:
Ndo se pode falar em continuidade!” comprovam que AF entende que a tem de pertencer ao

dominio.

AF
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Figura 6.263 - RA respeitante a resolucao da Questao 8

Finalmente, podemos constatar, pelo excerto seguinte (Comunicacdo) onde sao resumidas todas
as conclusdes obtidas anteriormente, que os alunos atingem totalmente a construcéo
pretendida de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio, culminando na sua

definicao formal por parte do professor.

e DV50: Uma funcdo f é continua num ponto se existir o limite nesse ponto.

e P51: Sim, desde que o ponto pertenca onde?

e AF52: Ao dominio!

e P53: E para existir o limite num ponto do dominio da funcao, o que é que tem de
acontecer?

e AF54: Os limites laterais tém de ser iguais.

e DV55: E iguais ao valor da funcao nesse ponto!

e P56: Certo! Entdao podemos escrever a definicdo assim: “Uma funcdo f é continua

num ponto a € Dy se existir o lim f(x), ou seja, se lim f(x) = lim f(x) = f(a)”.
x—-a x—-a x—-a

Figura 6.264 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Na figura seguinte (ver Anexo 6.47) resumem-se as subcategorias Continuidade baseada em
limite num ponto do dominio, Relagdo entre limite e continuidade num ponto fronteiro (que

nao pertence ao dominio) e Comunicacdo evidenciadas na Acdo-C.
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Figura 6.265 - RAV da A¢do-C na Questao 8

Os alunos consideram, inicialmente, que a resposta a questao colocada se resume a constatacao
de que “DV19: Uma funcéo é continua num ponto se existir o limite da funcéo nesse ponto!”
([7:24]). Uma vez que esta afirmacao se encontra incompleta, foi considerada como uma
Solucdo intermédia e utilizada pelos alunos na Reorganizacdo de construcbes prévias,
juntamente com a verificacdo de existéncia de limite num ponto fronteiro que nao pertence
ao dominio da funcédo ([7:26] e [7:14]), no qual, por sua vez, ndo faz sentido considerar a
continuidade ([7:39]).

A Reorganizacdo de todas as constru¢des indicadas anteriormente promove quer a construgao
da Relacdo entre limite e continuidade num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio)

([7:31]), quer a sua Comunicacéo.

A constatacdo de que o limite num ponto podera existir, mas nao fazer sentido considerar a
continuidade nesse ponto, desde que ndo pertenca ao dominio da funcédo ([7:31]), encaminha
os alunos para a Reorganizac@o das construcdes de limite num ponto com base nos seus limites

laterais e no valor da funcao no ponto ([7:29]), a qual pressupde que este pertenca ao dominio
da funcao ([7:40]).

A conjuncao da construcéo da Relacdo entre limite e continuidade num ponto fronteiro (que
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nao pertence ao dominio) ([7:31]) com a Reorganizacdo ([7:29] e [7:40]) promove a construgao

de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio da funcao ([7:36], P8 e P9).

Sintese

Verificamos novamente que a Reorganizacéo das construcdes adquiridas anteriormente, neste
particular a relacdo de dependéncia entre continuidade e limite pressupor a verificacao do
dominio da funcao, conduziu a construcédo da Relacdo entre limite e continuidade num ponto

fronteiro (que nao pertence ao dominio).

Essa construcdo, em conjunto com a Reorganizacdo das Solucées intermédias relativas aos
limites laterais e ao valor da funcdo num ponto do seu dominio, promovem a construcéo

pretendida de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio.

Ao alcancarem as referidas construcdes, os alunos Comunicam os resultados através dos seus
registos escritos e oralmente aquando da discussao em aula, o que demonstra que a
subcategoria Comunicacdo é fomentada pelas subcategorias Relacdo entre limite e
continuidade num ponto fronteiro que néo pertenca ao dominio e Continuidade baseada em

limite num ponto do dominio.

6.2.7.4 Consolidagao

Pela analise efetuada, podemos verificar que a Interpretacdo das representacoes graficas
fornecidas na Questao 2, em conjunto com a nocao de Vizinhanca, para justificar a
descontinuidade num ponto, e a Estrutura adquirida de dominio de uma funcdo, foram
preponderantes para os alunos aplicarem sem dificuldade as nocdes de continuidade e de limite
num ponto (Aplicacdo de construgdo prévia), obtendo assim Soluc¢bes intermédias que os

conduziram as construgdes finais.

e DV10: Como s6 ha uma vizinhanga em y para os pontos na vizinhanca do 2, entéo é
continua em x = 2.

e P11: Agora, em relacdo ao lirré i(x). O que vimos?
X

e AF12: Vimos que nao existe!
e P13: Certo! E em relacdo a continuidade da funcédo nesse ponto, o que podem dizer?

e AF14: Nio é continua!

e DV17: Temos duas vizinhancas diferentes para y. [Rl: Referindo-se as imagens dos

pontos na vizinhanca de x = 0.].

e P23: Revejam agora a funcao k.

e DV24: Entao, vimos que o lirr} k(x) = 2. Existe!
X

e P25: Certo! E em relacédo a continuidade da funcao em x = 1?
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e RI26: Como os alunos ndo respondem, o professor da uma ajuda.

e P27: Vamos la ver: qual é o dominio da funcao k?

e DV28: E R\{1]}.

e P29: Entdo, o que posso dizer em relacdo a continuidade em x = 1?
e AF30: Mas se 1 nao pertence ao dominio...

e P31: Verdade, logo...?

e AF32: Nao se pode falar em continuidade!

e P35: E quando é que existe o limite de uma funcao num ponto?
e AF36: Quando o limite a esquerda ¢é igual ao limite a direita

e DV37: E igual ao valor no ponto!

Figura 6.266 - RAV e Rl sobre a discussao que envolveu a resolucao da Questao 8

Na figura seguinte (ver Anexo 6.48) resumem-se os excertos que evidenciam a Consolidacéo.

T AN
‘D [7:20]. “
DV10: Como sé ha uma vizinhanga em y p \ \“\\A
para os pontos na vizinhanca do 2, entdo é e / \
continua em x = 2. ,"l \“\ ‘D 281
P35: E quando é que existe o limite de uma fun¢do num ponto?
P ; \ AF36: Quando o limite & esquerda é igual ao limite a direita.
» / 5\ DV37: E igual ao valor no ponto!
‘ [7:21]. ’," ‘\‘ RI38: O professor escreve no quadro: limite de f(x), quando x tende
D / A para a a esquerda,
igual ao limite de f(x), quando x tende para a a direita, igual a f(a).
P11: Agora, em relacdo ao limite de i(x),
quando x tende para 0. O que vimos?
AF12: Vimos que néo existe! /
P13: Certo! E em relagdo a continuidade da / |
funcéo nesse ponto, o que podem dizer? / D [7:25] .
AF14: N&o é continua! /
/ P23: Revejam agora a fungéo k.
favQrece ," DV24: Entdo, vimos que o limite de k(x), quando x tende para 1 é
," igual a 2. Existe!
"' P25: Certo! E em relacdo a continuidade da fungdo em x =17
- RI26: Como os alunos nao respondem, o professor d4 uma ajuda.
[ [7:23]. P27: Vamos 4 ver: qual é o dominio da funcéo k?
DV28: £ IR exceto 1.
DV17: Temos duas vizinhancas P29: Entéo, o que posso dizer em relacdo a continuidade em x = 12
diferentes para y. [RI: Referindo-se as AF30: Mas se 1 ndo pertence ao dominio...
imagens dos P31: Verdade, logo...?
pontos na vizinhanca de x = 0]. AF32: Ndo se pode falar em continuidade!

Figura 6.267 - RAV da acao epistémica Consolidacdo na Questao 8

Pela analise da Figura 6.267, podemos verificar os alunos recorrem a Interpretacdo dos graficos
da Questdo 2, a partir da qual Justificam, com a nocdo de Vizinhanca, que a funcao g é
continua em x = 2 (Aplicagdo de construgao prévia + Solucées intermédias), demonstrando que

estas construcdes se encontram Consolidadas ([7:20]).

Pela analise do excerto [7:21], constatamos que a Aplicacdo das construcoes prévias de limite
num ponto e de continuidade num ponto, as quais integram igualmente Solucées intermédias,
([7:21]) favorecem a JustificacGo da descontinuidade num ponto com recurso a nocao de

Vizinhanca ([7:23]). Todos os excertos mencionados refletem a Consolidacdo das construcoes
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aplicadas. Igualmente no excerto ([7:25]) verificamos a Consolidacdo de varias construcdes, as

quais detalhamos em seguida.

A Estratégia adotada remete os alunos para a analise do grafico da funcao k, na qual

comprovam a existéncia do lirr} k(x). Prosseguindo para a analise da continuidade nesse ponto,
xX—

a qual pressupde a determinacao do dominio da funcao, os alunos constatam que, pelo facto
de o ponto em apreciacao nao pertencer ao dominio da funcado, nao faz sentido considerar a
continuidade nesse ponto. Em toda esta analise verifica-se a manifestacao das subcategorias

Aplicacéo de construgao prévia e Solucées intermédias.

Sintese

Podemos constatar que a acao epistémica Consolidacdo se manifestou através da Acdo-R e da
Acdo-B, no primeiro caso expressa pelas subcategorias Interpretacdo e Vizinhanca, e no segundo
caso pelas subcategorias Estratégias, AplicacdGo de construcées preévias, Solucdes intermédias

e Justificacdo.

6.2.7.5 Relacdes estabelecidas entre as acdes epistémicas
A figura seguinte (ver Anexo 6.49) evidencia as relacoes estabelecidas entre as acdes
epistémicas Acdo-R, Acdo-B, Acdo-C e Consolidacdo identificadas durante a resolucdo da

Questao 8, apresentando alguns dos excertos utilizados anteriormente.

& P8 Imagem Q8

S P9 Imagem2 Q8

-

v:

[FE0y

Figura 6.268 - Sintese das relacoes estabelecidas entre as agoes epistémicas na Questao 8

Pela analise do esquema anterior, podemos constatar que a Acdo-R e a A¢do-B se encontram

interligadas e que ambas promovem a Ac¢do-C.
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De um modo geral, podemos verificar que a InterpretacGo do enunciado conduz os alunos a
relacionarem a continuidade de uma funcao num ponto com o seu limite nesse ponto (Estruturas
adquiridas). De modo a dar continuidade a resolucdao da questdo, os alunos empregam a
Estratégia de analisar os graficos das funcoes (Estrutura adquirida) fornecidos no enunciado da
Questao 2, aliada a nocédo de Vizinhanca para Justificar a existéncia, ou ndo, de continuidade
num ponto, constituindo os resultados que dai advém Solucées intermédias obtidas pela
Aplicacéo de construcées prévias. Todas estas construcoes e nocoes que os alunos aplicaram
encontram-se ja Consolidadas pelos alunos, 0o que nos sugere que a Acdo-R, a A¢do-B e a

Consolidacdo se encontram interligadas.

As relacoes estabelecidas no paragrafo anterior sdo Reorganizadas pelos alunos de modo a
obterem a construcéo da Relacdo entre limite e continuidade num ponto fronteiro que nédo
pertenca ao dominio, a qual, embora nao integrasse o enunciado da questao em estudo, foi
introduzida para destacar a importancia do ponto em que a continuidade e o limite estao a ser

estudados pertencer, ou nao, ao dominio da funcao.

A integracao das relacdes anteriormente referidas com a construcao da Relac@o entre limite e
continuidade num ponto fronteiro que ndo pertenca ao dominio foram igualmente
Reorganizadas pelos alunos para assim atingirem a construcdo de Continuidade baseada em

limite num ponto do dominio, pretendida na Questao 8.
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Capitulo 7

As acdes epistémicas na construcao da

continuidade e dos limites

Ao longo deste capitulo apresentaremos a analise de terceira ordem, baseada na leitura
transversal, por categorias, dos onze grupos obtidos no Capitulo 6 e que foram interpretados
de acordo com o problema do estudo, com o enquadramento tedrico e com o trabalho empirico

desenvolvido.

Pressupondo a analise de segunda ordem efetuada no Capitulo 6, efetuada para cada uma das
questdes, das acdes epistémicas e respetivas subcategorias, respeitando a seguinte ordem:
Acdo-R, Acdo-B, Acdo-C e Consolidacdo, nos casos em que esta ultima é verificada, assim como
as relagoes estabelecidas entre as referidas acoes epistémicas, tencionamos verificar se as
conjeturas que foram despontando ao longo do capitulo anterior se confirmam pela analise que

iremos efetuar.

Desta analise transversal procura-se compreender melhor como ocorreu o processo de
abstracao dos alunos, na construcdo do novo conhecimento matematico, identificar eventuais
dificuldades manifestadas e concluir sobre a construcgdo, por parte dos alunos, dos conceitos

de limite e de continuidade, bem como a relacao entre os mesmos.

Relativamente a estrutura deste capitulo, distinguimos duas seccdes (7.1 e 7.2) intituladas “As
contribuicées das subcategorias no desenvolvimento das acbes epistémicas” e “O papel das
aces epistémicas na construcao dos conceitos de continuidade e de limite”, respetivamente,

as quais apresentamos de seguida.

Na primeira seccao proceder-se-a a analise, para todas as questdes, das subcategorias
evidenciadas em cada uma das acbes epistémicas, pretendendo-se verificar se todas ocorreram
em cada uma das questdes, compreender como se relacionaram e que influéncia tiveram no
desenvolvimento dessas acdes. Realcamos o facto de a Consolidacdo nao ter subcategorias
definidas, pelo que nao sera incluida nesta analise. A apresentacao segue a seguinte estrutura:
(1) a relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-R, (2) a relacao estabelecida entre

as subcategorias da Acdo-B, (3) a relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-C.

Na segunda seccdo serao analisadas a manifestacdo das acdes epistémicas (Acdo-R, A¢do-B,

Acdo-C e Consolidacdo) e as relacoes existentes entre estas, novamente para todas as questoes.
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7.1 As contribuicdes das subcategorias no desenvolvimento das

acdes epistémicas

7.1.1 A relacao estabelecida entre as subcategorias da Acao-R

Pretendemos, nesta seccao, apurar de que modo a A¢do-R emergiu durante o processo de
abstracao dos alunos durante a resolucao das questoes fornecidas. Interessa averiguar se todas,
ou algumas, das subcategorias que compdem esta acdo epistémica se evidenciaram em cada
questao, bem como se as relacdes entre as subcategorias pressupdem caracteristicas especiais

para que a Acdo-R se desenvolva.

Antes porém, importa realcar que, para as questdes referentes a continuidade, apenas se
definiram as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca, tendo-se adicionado

a subcategoria Aproximacdo para as questoes sobre a nocao de limite.

7.1.1.1 Interpretar e Estrutura adquirida
Em primeiro lugar, constatamos que em todas as questdes se evidenciaram as subcategorias

Interpretar e Estrutura adquirida, as quais se encontram sempre interligadas.

Como ja referimos, aquando da analise de segunda ordem realizada no Capitulo 6, a
Interpretacdo do enunciado s6 é possivel se os alunos possuirem Estruturas adquiridas
anteriormente que a suportem. Inversamente, a Interpretacdo do enunciado da questao

desencadeia o surgimento dessas Estruturas adquiridas.

Com o intuito de efetuar uma analise mais detalhada acerca da simbiose entre as subcategorias
Interpretar e Estrutura adquirida, comecamos por destacar o facto de os enunciados das
questdes se encontrarem apresentados de formas distintas, o que influencia a Interpretacdo
dos mesmos por parte dos alunos. Por conseguinte, iremos verificar quais as caracteristicas que

se destacam em cada caso e como estas evoluem ao longo das resolucoes das questdes.

Relativamente ao grupo de questdes sobre a nocao de continuidade, este é iniciado por uma
questdo em que apenas sao fornecidas as representacgoes graficas de duas funcdes (Estruturas
adquiridas), para a qual a Interpretacdo do enunciado se baseia na analise do grafico e no

recurso as Estruturas adquiridas de bola aberta e de bola fechada.

Verificamos que em todas as questdes subsequentes, apenas sao fornecidas as expressoes
designatdrias das funcdes (Interpretacdo), sejam elas definidas por ramos ou por uma Unica
expressao analitica. Em ambos os casos, os alunos consideram que as suas representacoes
graficas (Estrutura adquirida) serao um ponto de partida para resolucdo dessas questoes, as
quais pressupdem o recurso a diferentes Estruturas adquiridas, nomeadamente a simplificacao

de fragcdes no seu dominio e aos calculos associados a representacao grafica de uma parabola
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ou de uma reta. Novamente, os alunos consideram essenciais as Estruturas adquiridas de bola
aberta e de bola fechada para refletir as condicdes designadas nos dominios das funcoes

(Interpretar + Estrutura adquirida).

Resumindo o que foi verificado anteriormente, constatamos que as representacoes graficas das
funcbes (Estrutura adquirida) foram cruciais para os alunos darem inicio a resolucdo das

questoes propostas sobre continuidade.

Relativamente as questdes sobre o conceito de limite, comecamos por destacar que a
Interpretacdo da notacao de limite é fulcral para dar inicio a resolucdo de todas as questoes
relacionadas com esse conceito. Nas questdes 2 e 3 voltam a ser fornecidas unicamente as
representacoes graficas de algumas funcoes (Interpretar + Estrutura adquirida), embora nas
restantes questoes deste grupo nem sempre seja possivel recorrer a representacao grafica das
funcdes definidas analiticamente, visto que a maior parte delas nao sao do conhecimento dos

alunos, obrigando-os a abordar essas questdes por outra perspetiva.

No que respeita a Questao 4, verifica-se ainda a associacao de certas funcdes, conhecidas pelos
alunos, aos seus graficos (Interpretar + Estrutura adquirida), ndo se tendo verificado a
necessidade de efetivar essas representacdes graficas uma vez que estas ja se encontram
estabelecidas, considerando o respetivo comportamento, em particular quando x tende para

—oo ou para +oo (Estrutura adquirida).

No que concerne as questoes 5, 6 e 7 sobre a nocao de limite, nas quais a Interpretacdo do
enunciado consiste em verificar que as funcdes se encontram definidas por diferentes
expressoes analiticas em partes dos seus dominios e se pretende estudar os seus limites nos
pontos de mudanca de ramos, os alunos aliam-nos aos respetivos limites laterais e aos valores

das fungdes nesses pontos, e as igualdades que dai advém (Estruturas adquiridas).

A dificuldade inerente a Interpretacdo da Questdo 8 é ultrapassada, uma vez mais, com o
recurso as representacoes graficas (Estrutura adquirida) fornecidas na Questao 2. Novamente
a analise grafica das fungbes encontra-se associada as nogdes de bola aberta e de bola fechada

(Estruturas adquiridas).

De um modo geral, verificamos que na grande maioria das questdes os alunos sentem a
necessidade de identificar ou de calcular os dominios das funcdes (Estrutura adquirida) para
dar prosseguimento a resolucdo das tarefas. Relativamente as questdes em que sao
apresentados ou construidos os graficos de funcdes, identifica-se sempre o recurso as Estruturas

adquiridas de bola aberta e de bola fechada.

Constatou-se assim, que, independentemente dos dados fornecidos no enunciado, as

subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida se encontram sempre interligadas. Acresce que
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as questoes em que nao foram fornecidas as representacdes graficas das funcdes impeliram os
alunos a recorrerem a mais conhecimentos adquiridos anteriormente do que nos casos em que

eram apresentados os graficos das funcoes.

Da analise efetuada, concluimos que a Acdo-R é sempre iniciada pela Interpretacdo do
enunciado e pelo recurso a Estruturas adquiridas previamente, constituindo igualmente o

principio da resolucao das questoes fornecidas.

W‘ interligadas _ gﬁi e i

Figura 7.1 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida da Acdo-R

7.1.1.2 Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanga
Comecamos por destacar o facto de na Questao 4, relativa a continuidade, nao se manifestar a
subcategoria Vizinhanca — a qual nao fazia parte do objetivo desta questao — a mesma nao se

evidenciando na Questdo 5 sobre a nocao de limite, uma vez que o recurso a nocao de

Aproximacdo foi suficiente para dar inicio a resolucao desta questao.

A analise de segunda ordem efetuada no capitulo anterior permite-nos constatar que nas
questdes 2, 3 e 5, sobre a nocao de continuidade, e 3, 7 e 8, sobre o conceito de limite, as
subcategorias Interpretar e Estrutura adquirida, em conjunto, promoveram nos alunos o

recurso a nocao de Vizinhanca.

Relativamente ao conceito de Vizinhanca, concluimos que este se manifestou maioritariamente
pela Interpretacdo dos graficos das funcdes em estudo (Estrutura adquirida), em particular nos

pontos onde figuram bolas abertas e bolas fechadas (Estrutura adquirida).

Destacamos o facto de na Questao 5 sobre continuidade, embora os alunos recorram igualmente
a representacao grafica da funcdo (Interpretar + Estrutura adquirida), na qual nao figuram
bolas abertas (Estrutura adquirida), eles examinam o seu dominio (Estrutura adquirida)

aplicando a nocao de Vizinhanca ao ponto fronteiro x = 2 e ao ponto isolado x = 3.

Em contrapartida, na Questao 7 os alunos nao sentem a necessidade de representar
graficamente a funcao (Interpretar), concentrando-se nos limites laterais e no valor da funcao
no ponto onde se pretende calcular o limite (Estrutura adquirida). A justificacao da nao
existéncia do referido limite baseia-se na nao unicidade de Vizinhancas para as imagens dos

pontos situados na Vizinhanca de x = 1.

Resumindo, a excecdo da Questdao 7, consideramos que o surgimento da subcategoria

Vizinhanca se encontra dependente da analise grafica das funcdes, sejam estas fornecidas ou
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realizadas pelos alunos (Interpretar + Estrutura adquirida), maioritariamente associada as

Estruturas adquiridas de bola aberta e de bola fechada.
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Figura 7.2 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Vizinhanca
da Acdo-R

Desta analise inicial, conclui-se que a nocao de Vizinhanca foi essencial para dar inicio a
resolucao das questdes propostas. Indagamos se esta subcategoria se voltara a manifestar ou

se apenas se evidencia nesta fase inicial.

7.1.1.3 Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximacao
Como ja referimos, na Questdo 5, sobre o conceito de limite, apenas se evidenciam as

subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximacdo referentes a Acdo-R.

Uma vez que as funcoes apresentadas nesta questao se encontram definidas por ramos
(Interpretar + Estrutura adquirida), a escolha das expressdes analiticas a utilizar para o calculo
de cada limite lateral (Estrutura adquirida) é efetuada com recurso a nocao de Aproximacdo,
a qual se encontra relacionada com a notacao de limite, em particular com a Interpretacdo das

expressoes “quando x tende para a a esquerda” ou “quando x tende para a a direita”.

move
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v
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Figura 7.3 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximacéao
da Acdo-R
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7.1.1.4 Interpretar, Estrutura adquirida, Vizinhanca e Aproximacao

A associacao verificada em 7.1.1.1 entre as subcategorias Interpretacdo e Estrutura adquirida,
promove o recurso as nocdes de Vizinhanca e de Aproximacdo, por parte dos alunos,
verificando-se ainda uma relacdo entre as duas ultimas, tal como se pode atestar pela analise

das questoes 2, 4, e 6, sobre o conceito de limite.

Confirmamos que, no caso das questdes 2 e 4, a nocdo de Aproximacdo é imediatamente
despoletada pela Interpretagdo do enunciado relativamente a notacao de limite, quando os
alunos consideram que x tende para determinado valor. Paralelamente, a representacao
grafica de determinadas funcdes (Estrutura adquirida) auxilia os alunos a relacionarem o
conceito de Aproximacdo com a nocao de Vizinhanca ao considerarem que, quando x se

aproxima de um valor, terao de considerar Vizinhancas cada vez menores em torno desse valor.

Relativamente a Questao 6, temos uma dinamica diferente entre os conceitos que suportam a
evidéncia das subcategorias aqui analisadas, uma vez que a justificacdo dos alunos para a
existéncia de limite de uma funcdo num ponto (Interpretar) se prende com a unicidade de
Vizinhancas para as imagens dos pontos situados nas Vizinhancas de x = —1, ou seja com a
igualdade entre os limites laterais e o valor de h(—1) (Estruturas adquiridas). Desta analise, os
alunos consideram que a referida unicidade de Vizinhancas tera de ser confirmada pelo calculo
dos limites laterais, os quais pressupéem a escolha das expressdes designatorias a utilizar em

cada caso, que por sua vez se encontra associada a nocao de Aproximacao.

Concluimos assim que a relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar e Estrutura
adquirida fomenta nos alunos a necessidade de recurso as nocdes de Aproximacdo e de
Vizinhanca. Da analise efetuada as trés questdes referidas, constatamos que, sempre que o
calculo de limites é baseado na representacédo grafica de fungdes, a nogcdo de Aproximacdo
conduz a nocao de Vizinhanca, enquanto que nos casos em que o calculo de limites para funcoes
definidas por ramos pressupde o calculo dos seus limites laterais, a dinamica entre as nogdes

de Aproximacdo e de Vizinhanca encontra-se invertida.

promove

= W

interligadas promove interligadas promove
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Figura 7.4 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida, Vizinhanca e

Aproximacdo da A¢do-R
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Com o objetivo de sintetizar a analise transversal efetuada as relagdes entre as subcategorias
evidenciadas na Acdo-R, optou-se por construir o seguinte esquema (ver Anexo 7.1), com

recurso ao software ATLAS.ti.
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Figura 7.5 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as subcategorias da Acdo-R

7.1.2 A relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-B

Pretende-se, nesta subseccao, averiguar se durante a resolucao das questdes apresentadas aos
alunos se evidenciam todas as subcategorias, ou apenas algumas, e qual a relacao entre estas.
Em virtude do que foi sugerido na analise efetuada no Capitulo 6, pretendemos investigar se os
conhecimentos matematicos adquiridos previamente serdao imprescindiveis para que a A¢do-B
se manifeste, em particular no que concerne as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de

construcgbes prévias.

A ordem de apresentacao das relacoes estabelecidas entre as subcategorias da Acdo-B resulta

das ilacdes sugeridas no capitulo anterior, nomeadamente entre as subcategorias Estratégias e
Aplicacéo de construcéo prévia, seguindo-se as subcategorias Aplicagdo de construcédo prévia,
Solucées intermédias e Justificacdo, e finalmente as subcategorias Estratégias, Aplicacdo de

construcao prévia, Solucées intermédias e Justificacao.
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7.1.2.1 Estratégias e Aplicagdo de construcdo prévia

Pela andlise efetuada no capitulo anterior, verificamos que as subcategorias Estratégias e
AplicacGo de construcéo prévia se encontram interligadas uma vez que a aplicacao das
Estratégias idealizadas pelos alunos os conduz a Aplicacdo de construcées prévias, e, por outro
lado, se os alunos ndo possuissem construcoes prévias para aplicar, tais Estratégias seriam
desprovidas de significado. Deste modo, consideramos imprescindivel que os alunos possuam
conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente para que a Acdo-B se possa evidenciar.
Verificamos igualmente que estas duas subcategorias se manifestam em todas as questodes.
Além disso, destacamos que na Questao 2, sobre continuidade, apenas se manifestaram essas
duas subcategorias, o que se deve ao facto de ser aquela em que se inicia o estudo dos conceitos

de continuidade e de limite.

interligadas —— = —
(% Estratégias |« orgadas

Figura 7.6 - Relacao estabelecidas entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construcgdo prévia
da Agdo-B

De um modo geral, verificamos que as Estratégias concebidas pelos alunos se centram na
analise das representacoes graficas das funcdes (Estrutura adquirida), quer tenham sido
fornecidas no enunciado (Interpretar) ou efetuadas pelos alunos (Aplicacdo de construgéo
prévia). Neste Ultimo caso constata-se a aplicacao das nocoes de bola aberta e de bola fechada
(Aplicacdo de construcées prévias) de modo a refletir (Estratégias) as condicoes inerentes aos
dominios das funcdes (Interpretar + Estrutura adquirida). Ademais, quando a representacao
grafica é realizada pelos alunos manifesta-se fundamental o recurso aos conhecimentos
matematicos adquiridos anteriormente de modo a possibilitar uma eficaz representacao grafica
da funcdo. Nesta instancia, verificou-se a importancia do estudo efetuado anteriormente
relativo as funcdes afim e quadratica, aliadas aos calculos necessarios para a representacao da
reta e da parabola a elas associadas, nomeadamente, a determinacao das suas raizes, com
recurso a formula resolvente no caso da funcado quadratica e das coordenadas do vértice da
parabola. Assim, consideramos que a representacao dos graficos por parte dos alunos incentiva-
os a mobilizar conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente, o que nao acontece

quando aqueles sao fornecidos nos enunciados das questoes.

Outra Estratégia vastamente utilizada baseia-se na substituicdo de x, na expressao designatoria
de cada funcao, pelo valor onde se pretende calcular o limite ou os limites laterais, caso
pertenca ao dominio da funcao (Interpretar + Estrutura adquirida), determinando ainda, nestes
casos, o valor da funcao nesse ponto (Aplicacdo de construcbes prévias), de modo a concluir

acerca dos limites solicitados.

Nos casos em que o valor a substituir ndo pertenca ao dominio da funcdo, seja —o ou +

(Interpretar), a substituicao tera de ser efetuada em valores que se vao Aproximando deles
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(Estratégias + Aplicacdo de construcdes prévias), observando a tendéncia dos valores obtidos e

assim prosseguir para a resolucao final da questao.

Conjeturamos que a Acdo-R e a Acdo-B se encontram relacionadas, considerando que as
subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida e Aproximacdo, as quais integram a Acdo-R,
emergem na analise das subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construcido prévia, relativas
a Acdo-B, realizada neste topico. As relacoes aqui sugeridas farao parte de uma posterior

analise detalhada.

7.1.2.2 Aplicacdo de construgdo prévia, Solucoes intermédias e Justificacao

Da analise efetuada no Capitulo 6, constatamos que, a excecdo da Questdo 2 sobre
continuidade, nas questdes 3 e 5, sobre continuidade, e 2, 4, 5, 6 e 8, sobre limite, as
subcategorias Aplicacdo de construcao previa, Solucdes intermédias e JustificacGo encontram-
se relacionadas. Seguidamente iremos analisar essas conexdes, com o objetivo de verificar em

que condicoes se manifestam.

Pela analise efetuada, constatamos que os resultados obtidos pela Aplicacdo de construcées
prévias constituem Solucées intermédias para a resolucao da respetiva questao, promovendo

ambos Justificacdes para os calculos e os resultados apresentados.

promov

o

Figura 7.7 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Aplicacdo de construgéo prévia, Solucées

intermédias e Justificacdo da Acdo-B

Nas questdes 6 e 8, em aditamento as relacdes elencadas no paragrafo anterior, verificamos
que nestes casos algumas Solucées intermédias promovem novamente a Aplicacdo de
construgées prévias. Por exemplo, e em relacdo a Questdo 6, os resultados obtidos pelos
calculos dos limites laterais, os quais dependem de um parametro, conduziram a resolucao de
uma equacao linear para calcular o valor desse parametro, o qual constitui nova Solucdo
intermédia; no caso da Questao 8, o facto de ter sido necessario destacar a importancia de o

ponto pertencer, ou nao, ao dominio da funcao.
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Figura 7.8 - Relacdo estabelecida entre as subcategorias Aplicacdo de construcéo prévia, Solucoes

intermédias e Justificacdo da Acdo-B

Finalmente, realcamos o facto de, em varias Justificacbes, os alunos recorrerem a nocao de
Vizinhanca, e de a nocao de Aproximacdo ter sustentado a Aplicacdo de construcées prévias,
nomeadamente quando os alunos realizam a substituicio de x por valores que se vao
aproximando do valor onde se pretende calcular determinados limites. Facto este ja constado
aquando da analise da relacdo entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgdo

prévia.

As relacoes identificadas no paragrafo anterior sugerem-nos que a manifestacdo da Acdo-B se
encontra de algum modo relacionada com a Acdo-R, o que ira ser objeto de uma analise mais

aprofundada na seccao 7.2 do presente capitulo.

7.1.2.3 Estratégias, Aplicacdo de construcdo prévia, Solucdes intermédias e
Justificacao

Neste ponto iremos finalizar o estudo das relacoes estabelecidas entre as subcategorias da
Acdo-B, analisando as trés questoes em que todas as subcategorias se encontram, de alguma
forma, conectadas. Em virtude da interligacao entre as subcategorias Estratégias e Aplicacdo
de construcio prévia ter sido ja analisada para todas as questées em 7.1.2.1, iremos aqui

concentrar-nos nas restantes ligacoes.

Como ja constatamos anteriormente, a subcategoria Solucées intermédias emerge sempre que
os alunos Aplicam construcées prévias, existindo, no caso da Questao 7, uma interligacao entre
ambas. Verificamos que os resultados que vao sendo obtidos pelos alunos se encontram
Justificados em todas as manifestacdes decorrentes da idealizacao de Estratégias, da Aplicacao

de construcées prévias e da obtencao de Solucées intermédias.
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Figura 7.9 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Estratégias, Aplicacdo de construcdo prévia,

Solucgées intermédias e Justificacdo da Acéo-B

Com o intuito de obtermos uma visao geral das relacoes entre as subcategorias Estratégias,
Aplicacdo de construcdo prévia, Solucoes intermédias e Justificacdo, relativas a A¢do-B, foi

construido o grafico constante na Figura 7.10 (ver Anexo 7.2).
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Figura 7.10 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as subcategorias da Acdo-B

7.1.3 A relacdo estabelecida entre as subcategorias da Acao-C

Sintetizando a analise efetuada a manifestacdo da Acdo-C em cada uma das questdes no
capitulo precedente, verificamos que em todas as questdes se evidenciam as subcategorias
Reorganizacdo e Comunicacdo. Atendendo a que as construcdes pretendidas na Acdo-C sao

bastante particulares, nao se verificando por conseguinte grandes semelhancas nas relacoes
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entre as suas subcategorias, optamos por realizar aqui uma analise um pouco mais geral,
considerando apenas as relacoes entre as seguintes subcategorias: (1) Reorganizacdo e as
construcodes associadas ao bloco de questdes sobre a nocao de continuidade, (2) Reorganizacgédo
e as construcdes associadas as questoes sobre o conceito de limite e (3) Todas as construcoes

de continuidade e de limite e Comunicacéo.

7.1.3.1 Reorganizacdo e as construcées associadas as questoes sobre a nocao de
continuidade

De um modo geral, como ja tivemos oportunidade de referir, todas as questdes sobre o conceito
de continuidade encontram-se associadas as representacdes graficas de funcoes, tenham estas
sido fornecidas no enunciado (Interpretar) ou efetuadas pelos alunos (Estruturas adquiridas +

Estratégias + Aplicacdo de construcao preévia).

A abordagem dos alunos para concluirem a resolucdo destas questdes inicia-se com a
Reorganizacdo das Solucées intermédias obtidas, associadas as nocdes de bola aberta e de bola
fechada (Estruturas adquiridas) e a sua influéncia na nocao de Vizinhanca, em particular para
as construcoes de Continuidade a esquerda num ponto, Continuidade a direita num ponto e
Continuidade num ponto. Considerando que as construcdes relativas a continuidade lateral
constituem um meio para atingir a construcao de Continuidade num ponto, tudo sugere que as
subcategorias Continuidade a esquerda num ponto e Continuidade a direita num ponto se

encontram aninhadas na subcategoria Continuidade num ponto.

Em relacédo a Continuidade num ponto isolado, os alunos recorrem a nocao de Vizinhanca para
alcancarem a dita construcdo, considerando que para qualquer Vizinhanca da sua abcissa as
Vizinhancas associadas as ordenadas se concentram em torno de um Unico valor, neste caso a
imagem do ponto isolado. Aliando estas construcdes a identificacdo dos dominios de funcoes
(Estruturas adquiridas), os alunos atingem as construcoées de Continuidade num intervalo e de

Continuidade no dominio.

Comprova-se que as construcoes relativas as questoes envolvendo a nocao de continuidade sdo
sempre iniciadas pela Reorganizacdo das construcdes obtidas anteriormente aquando da
manifestacao da Acdo-B. Mais ainda, verifica-se que, em certos casos, tais construcoes se
encontram por sua vez relacionadas, promovendo novas construcoes associadas ao conceito em

estudo, tal como se evidencia nas representacdes graficas que se seguem.
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Figura 7.11 - Relacao estabelecida entre as subcategorias da Acdo-C nas questdes sobre continuidade

Face ao exposto, afigura-se-nos a existéncia de alguma conexao entre a Acdo-R, a Acdo-B e a
Acdo-C, essencialmente ao nivel da Reorganizacdo de construcdes intermédias obtidas
anteriormente, cuja analise sera efetuada na seccéo 7.2 relativa ao papel das agcdes epistémicas

na construcao dos conceitos de continuidade e de limite.

7.1.3.2 Reorganizacgado e as construcdes associadas as questdes sobre o conceito de
limite

No que se refere as construcdes pretendidas sobre o conceito de limite, importa realcar que
algumas foram obtidas diretamente pelos alunos, ndo havendo lugar a Reorganizacdo, pelo que
nos cingiremos aqui a analise daquelas em que os alunos Reorganizaram construcdes anteriores.
Neste caso, convém recordar que algumas questdes foram abordadas através da representacao
grafica das funcoes e as restantes analiticamente, pelo que a analise das questdes relativas ao

conceito de limite sera apresentada refletindo essa distincao.

Considerando as especificidades das questdes relacionadas com o conceito de limite, impode-se

efetuar uma analise mais pormenorizada para cada questao.

Iniciaremos a analise pelas questdoes sobre o conceito de limite que foram abordadas

graficamente.

Relativamente a Questao 2, cujo objetivo se prende com a construcéo de Limite no infinito, os

alunos constataram, num dos casos, que a seccao do grafico que se pretendia analisar era
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definida por uma reta horizontal (Interpretar + Estrutura adquirida), alcancando assim a
construcdo pretendida. Em outra instancia, foi necessario analisar o comportamento da funcao
em —oo, considerando os conhecimentos adquiridos relativamente a funcdo quadratica

(Interpretar + Estrutura adquirida).

Em relacdo a construcdo de Limite num ponto exterior, bastou aos alunos verificarem
graficamente a ndo existéncia de imagens (Interpretar) para concluirem acerca da nao

existéncia de limite nesses casos.

Para a construcao de Limite num ponto de descontinuidade, igualmente pretendida na Questao
3, os alunos consideraram as Solucbes intermédias obtidas anteriormente, neste caso a
identificacao dos objetos em cujas Vizinhancas as imagens se encontram em Vizinhancgas

distintas, constatando que nesses pontos nao existe o limite da funcao.

vl

Figura 7.12 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacdo, Limite num ponto de

descontinuidade, Limite no infinito e Limite num ponto exterior da Acéo-C
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Figura 7.13 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacéo e Limite num ponto de

descontinuidade da Acdo-C

Seguidamente analisamos as questoes sobre o conceito de limite que foram abordadas numa

perspetiva analitica.

Na Questao 4, a Reorganizagdo das Solugbes intermédias obtidas pelo calculo das substituicdes
diretas de x pelo valor onde se pretende calcular o limite conduz imediatamente a construcéo

de Cdlculo de limite por substituicao.
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Nos casos em que se pretendia o calculo de limites num ponto que ndo pertencia ao dominio
da funcao, em —oo ou em +c0, uma vez que a substituicao nao poderia ser direta, os alunos
recorrem a nocao de Aproximacdo para efetuar substituicbes de x por valores cada vez mais
proximos daqueles onde se pretende calcular o limite, as quais constituem Solu¢ées intermédias
obtidas aquando da manifestacdo da Acdo-B. Verificando a tendéncia dos resultados assim
obtidos, os alunos atingem a construcdo de Calculo de limite - infinitésimos e infinitamente

grandes, pretendida com esta questao.

(% ~ amaae )

promove move

i i Calculo de limite ior | |i i Calculo de limite - infinitésimos |

Figura 7.14 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizagédo, Cdlculo de limite por

substituicdo e Cdlculo de limite - infinitésimos e infinitamente grandes da A¢édo-C

Relativamente as questdes 5, 6 e 7, a Reorganizacdo das Solucdes intermédias, alcancadas
anteriormente através da substituicao direta de x pelo valor onde se pretende calcular o limite,
a comparacao entre os limites laterais e, em alguns casos, com o valor da funcao no ponto,
conduz os alunos a atingirem o objetivo proposto na questao, neste caso a construcao de Limite

com limites laterais.

E e u‘ i . i

Figura 7.15 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacdo e Limite com limites laterais
da Ac¢do-C

No caso particular da Questao 7, a construcédo de Limite com limites laterais referida no
paragrafo anterior, constitui o ponto de partida para que os alunos concluam que a funcao
também nao sera continua em x = 1. Combinando esse resultado com o dominio da funcao, os

alunos conquistam a pretendida construcédo de Continuidade num intervalo.
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Figura 7.16 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacédo, Limite com limites laterais e

Continuidade num intervalo da Agéo-C

A construcdo visada na Questao 8 surge em consequéncia de uma afirmacao proferida pelos
alunos - “DV19: Uma funcgéo é continua num ponto se existir o limite da funcdo nesse ponto!”,
a qual se encontra incompleta, tendo sido, por esse motivo, considerada uma Solu¢do
intermédia. Com o intuito de demonstrar a necessidade de o ponto pertencer ao dominio da
funcdo para que a afirmacéo se encontre totalmente correta, foi introduzido um Caso Extra
para analise, para o qual os alunos atingem a construcdo de Relacdo entre limite e continuidade

num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio).

Tendo constatado a importancia de um ponto pertencer ou nao ao dominio de uma funcéo para
relacionar os conceitos em estudo, os alunos Reorganizam as construcoes obtidas previamente,
em particular os valores dos limites laterais e o valor da funcao nesse ponto, as quais em
conjunto com a verificacdo do ponto pertencer ao dominio da funcao converge na construgao

de Continuidade baseada em limite num ponto do dominio.

prom premove

Hﬂ e — — M

Figura 7.17 - Relacao estabelecida entre as subcategorias Reorganizacéo, Relacdo entre limite e

continuidade num ponto fronteiro (que nao pertence ao dominio) e Continuidade baseada em limite

num ponto do dominio da A¢éo-C

Similarmente ao que constatamos relativamente a relacdo entre a Reorganizacdo e todas as
construcdes associadas as questbes sobre a nocdao de continuidade, verificamos que as

construcoes relativas as questdes envolvendo o conceito de limite principiam com a

232



Reorganizacdo das construcdes obtidas anteriormente. Mais ainda, comprovamos igualmente

que por vezes essas construcoes originam novas construcdes associadas ao conceito de limite.

Analogamente ao constatado no tdpico anterior, observamos existir uma relacao entre a Acdo-
-R, a Acdo-B e a Ac¢do-C, a qual serd analisada na seccdo 7.2 relativa ao papel das agdes

epistémicas na construcéo dos conceitos de continuidade e de limite.

7.1.3.3 Todas as construcées de continuidade e de limite e Comunicacao

Da analise geral as conclusdes obtidas para cada questao no Capitulo 6, concluimos que todas
as construcoes, sejam elas relacionadas com a nocao de continuidade ou com o conceito de
limite, promovem a Comunicacdo dos resultados obtidos, quer seja verbalmente ou registado

pelos alunos.

Com o intuito de resumir a andlise das relacdes verificadas anteriormente entre as
subcategorias evidenciadas na Acdo-C, foi novamente construido o grafico seguinte no software
ATLAS.ti (ver Anexo 7.3).
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Figura 7.18 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as subcategorias da A¢do-C
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7.2 O papel das acées epistémicas na construcao dos conceitos

de continuidade e de limite

Até agora, as acOes epistémicas definidas no modelo RBC+Co tém sido analisadas
separadamente. Nesta seccdo iremos discutir as relacdes entre elas, sugeridas pela analise
transversal e pormenorizada dos resultados obtidos no Capitulo 6. Ressalvamos o facto de a
Consolidacdo apenas se ter manifestado durante a resolucao de algumas questées, e nunca nas
questdes iniciais relativas a cada um dos conceitos em estudo, em virtude de nao existirem

ainda construcdes que possam ser Consolidadas.

A supracitada analise permite comprovar a existéncia de conexdes entre a Acdo-R e a A¢do-B,
entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Acdo-C e entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Consolidacdo, as quais

passaremos a examinar.

7.2.1 Acao-R e Acao-B

Os resultados evidenciados pela Acdo-R ao longo da andlise efetuada a cada questao
demonstram que o desenvolvimento das construcées de continuidade e de limite esteve
subjacente no momento em que os alunos exploram nos enunciados as representacoes graficas
das funcoes, as expressoes analiticas de determinadas funcdes, distinguindo os casos em que a
funcdo de encontra definida por uma Unica expressdao designatoria ou por ramos. Esteve
igualmente presente na interpretacdo da linguagem simbélica, essencial para a construcdo do

conceito de limite.

A confluéncia dos resultados que foram sendo obtidos em analises anteriores permite-nos
concluir que o processo de abstracao dos alunos se inicia sempre com a A¢do-R, nomeadamente
com a interpretacao e analise dos dados enunciados, através dos quais os alunos selecionam
estruturas adquiridas anteriormente, o que podera ter fomentado o interesse para prosseguir
com a resolucao da questao, demonstrada na Acdo-B, em particular com a idealizacdo de

estratégias e respetiva aplicacao.

Figura 7.19 - Acdo-R e Acdo-B no processo de construcéo do novo conhecimento matematico

Por outro lado, ao aplicarem as construcdes prévias os alunos sentem necessidade de voltar a
interpretar o enunciado e a recorrer a diferentes estruturas adquiridas de modo a prosseguirem
com a resolucdo das questoes propostas, evidenciando que a A¢do-B promove o recurso a A¢do-
-R.
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Figura 7.20 - Acdo-R e Acdo-B no processo de construcdo do novo conhecimento matematico

Paralelamente, a aplicacdo de construcoes prévias evidenciadas na A¢do-B, em conjunto com
as no¢des de vizinhanca e/ou de aproximacao manifestadas na Ac¢do-R, conduzem a obtencao

de solucdes intermédias de modo a prosseguirem com a resolucao das questdes colocadas.

Figura 7.21 - A¢do-R e Acdo-B no processo de construcéo do novo conhecimento matematico

Os resultados apresentados revelam que o desenvolvimento da Acdo-R é decisivo para que a
construcdo do novo conhecimento matematico ocorra, pelo que entendemos que os alunos
devem ser levados a explorar, em profundidade, os enunciados das questdes, procurando

identificar construcdées adquiridas previamente e estabelecer relacées entre as mesmas.

A andlise das resolucoes efetuadas pelos alunos permite ainda identificar o desenvolvimento
das construcdes de continuidade e de limite durante a manifestacao da Acdo-B, quando os
alunos relacionam os dados interpretados, utilizam formas diferenciadas para expor o seu
raciocinio e para obterem solucdes intermédias, com foco na representacao grafica de funcdes
e na substituicdo de x por um determinado valor. O desenvolvimento do processo de abstracao
observa-se em particular quando os alunos transitam da resolucao das questdes com base nas

representacdes graficas das funcdes para a sua forma analitica.

Os resultados apresentados valorizam o desenvolvimento da Acdo-B na construcdo do novo
conhecimento matematico, evidenciando progressivamente uma maior autonomia por parte dos

alunos a medida que foram avancando na resolucao das questoes propostas.

Pelo exposto, podemos concluir que, tal como suspeitamos aquando da analise de segunda
ordem realizada no Capitulo 6, a Acdo-R e a Acdo-B concorrem em todas as questbes, sendo

desta forma essenciais para que o processo de abstracao de desenvolva.
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Figura 7.22 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R e a A¢do-B no processo de construgao

7.2.2 Acao-R, Acdo-B e Acao-C

As construcoes manifestadas na Acdo-C sao sempre iniciadas pela reorganizacao das construcoes
anteriores obtidas pela conexdo ente a Acdo-R e a Acdo-B identificada no tdpico precedente,
em particular das solucoes intermédias alcancadas, fruto dos raciocinios desenvolvidos pelos
alunos. Estes dependem da mobilizacdo de conhecimentos matematicos anteriores,
destacando-se a representacao grafica das funcoes afim e quadratica e suas propriedades, as
nocoes de vizinhanca e aproximacao, consoante as questdes em estudo incidem sobre a nocao
de continuidade ou de limite, e ainda a manipulacédo das expressdes designatorias das funcoes,
incidindo particularmente na simplificacao de fracdes e na substituicao de x por determinado
valor. No respeitante ao desenvolvimento da Acdo-C, constata-se uma evolucao por parte dos
alunos, revelando progressivamente maior facilidade e destreza ao combinarem as construcoes
anteriores que permitem alcancar a construcdo pretendida. Neste sentido, consideramos
indispensavel fomentar a continuidade e o desenvolvimento destas competéncias, as quais
certamente irdao contribuir para facilitar a aprendizagem, por parte dos alunos, de conceitos
relacionados com as nocoes de continuidade e de limite, nomeadamente de derivada e de

integral.

Considerando que o processo de reorganizacdo estd dependente da combinacdo entre a
interpretacao dos enunciados, as estruturas adquiridas identificadas, as estratégias concebidas
e colocadas em pratica pela aplicacdo de construcdes prévias, dando origem a solucdes
intermédias que contribuem para o desenvolvimento do processo de abstracdo, entdo, o
desenvolvimento da Acdo-R e da Acdo-B torna-se essencial para a construcdao do novo
conhecimento matematico, pretendido na A¢do-C. Deste modo, constatamos que o processo de

reorganizacao € essencial para que a Acdo-C ocorra.

Face a simbiose aqui descrita, concluimos que o desenvolvimento do processo de abstracao e,
em particular, a sequéncia de raciocinio estabelecida pelos alunos estd dependente das
caracteristicas da propria questao. Confirmada esta relacdo, impde-se analisar de que modo os
professores selecionam e estruturam as questdes, considerando as caracteristicas dos seus

alunos, com o objetivo de promover a construcédo dos conceitos de continuidade e de limite.

Ao longo da analise efetuada no capitulo anterior, fomos conjeturando que a interligacao entre

a Acdo-R e a Acdo-B desencadeava a Acdo-C, facto que vimos aqui confirmado.
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Figura 7.23 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Acdo-C no processo de construgao

7.2.3 Acao-R, Acao-B e Consolidagao

Por forca da analise efetuada no Capitulo 6, concluimos que a ConsolidacGo apenas se
manifestou na Questao 4, relativa ao estudo da continuidade, e nas questdes 3, 6, 7 e 8 sobre
limites. Mais ainda, verificamos que a Consolidacdo nunca emergiu nas primeiras questoes, 0
que é expectavel dado que constituem o inicio do estudo dos referidos conceitos, ndo havendo,

portanto, lugar a Consolidagdo.

Durante o processo de abstracdo, a Consolidacdo é identificada sempre que os alunos
relacionam a resolucao de uma questdao com construcdées adquiridas em questdes anteriores,
evidenciando-se deste modo em simultaneo com a Acdo-R, em particular aquando da
interpretacao do enunciado e da selegao de estruturas adquiridas idénticas, e com a Ac¢do-B,
sempre que as estratégias utilizadas eram similares. A manifestacao da Consolidacdo confere
aos alunos um aprofundamento dos conhecimentos adquiridos ao longo da resolucao das varias
questdes, permitindo concluir que a experiéncia e os conhecimentos adquiridos em
aprendizagens anteriores sao fundamentais para o desenvolvimento do novo conhecimento

matematico.

Seguidamente iremos analisar pictoricamente cada uma das questdes onde se evidenciou a
Consolidacdo, de modo a aferirmos em que condicdes se verifica a sua relacao com a Acdo-R e

com a Acdo-B.
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Figura 7.24 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R, a A¢do-B e a Consolidacdo




Em suma, podemos constatar que a acao epistémica Consolidacdo se manifestou em simultaneo
com a Ac¢do-R, quando os alunos interpretam os enunciados das questoes, verificando
semelhancas com questodes resolvidas anteriormente e mobilizam estruturas adquiridas nessas
questoes, fazendo-os recorrer similarmente as nocdes de vizinhanca e de aproximacdo. A
Consolidacdo encontra-se de igual forma relacionada com a Acdo-B, uma vez que na idealizacao
de estratégias os alunos aplicam construcoes efetivadas em questdes prévias, de modo a

alcancarem solucdes intermédias para prosseguir com a resolucdo da questao em estudo.

Relativamente as subcategorias Interpretar, Estrutura adquirida, manifestadas na A¢do-R, e as
subcategorias Estratégias e Aplicacdo de construgdo prévia, evidenciadas na Acdo-B,
constatamos que estas integram a Consolidacdo em todas as questoes, excetuando-se o facto
de na Questao 8 ndo se manifestar a Estrutura adquirida devido a particularidade do respetivo

enunciado.

Comprovamos ainda que apenas nas Ultimas questdes (7 e 8) sao acrescentadas as subcategorias

Solugbes intermédias e Justificacdo para evidenciar a Consolidacéo ocorrida nestas questoes.

Relativamente a inclusdo das subcategorias Vizinhanca e Aproximacdo, nao se constata

qualquer regularidade que revele quando estas sao incluidas na Consolidacdo.

Face ao exposto, concluimos que, nos casos em que a acao epistémica Consolidacdo se

manifesta, esta encontra-se sempre interligada quer com a Acdo-R quer com a Acdo-B.

interligadas

D [27:2] .

Acdo-B

Consolidagao

Figura 7.25 - Relacao estabelecida entre a Acdo-R, a A¢do-B e a Consolidacdo no processo de construgéo
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Capitulo 8

Conclusoes

O presente capitulo tem como principal objetivo apresentar uma simula do trabalho
desenvolvido, quer ao nivel tedrico e metodoldgico, quer ao nivel dos resultados empiricos
obtidos, respondendo assim de forma assertiva as questées de investigacdo. E composto por

trés seccoes:

1. Sintese, onde se faz referéncia aos aspetos mais relevantes ja apresentados e que se
prendem com a motivacao para este estudo, com as questdes de investigacao
colocadas, com o problema de estudo definido, com o enquadramento tedrico e com a
metodologia utilizada;

2. Apresentacdao das conclusdes, respeitante as acdes epistémicas identificadas no
decurso do processo de abstracao dos alunos, durante a construcéo dos conceitos de
continuidade e de limite, e ao modo como se sequenciam e relacionam essas acoes
epistémicas.

3. Implicacdes e recomendacdes, que contempla a apresentacao de sugestoes para o

trabalho a desenvolver com alunos do ensino superior.

No que se refere a segunda seccdo, serao primeiramente apresentadas as conclusdes relativas
as acoes epistémicas per si e seguidamente as que respeitam a forma como se sequenciam e

relacionam entre si.
As que concernem as acOes epistémicas, distribuem-se pelos seguintes topicos:

i. O desenvolvimento da Acdo-R durante o processo de abstracao;
ii. O desenvolvimento da Acdo-B durante o processo de abstracao;
iii. O desenvolvimento da Acdo-C durante o processo de abstracao;

iv. O desenvolvimento da Consolidacdo durante o processo de abstracao.

Ja as conclusdes provenientes do modo com estas se sequenciam e relacionam entre si,

apresentam-se organizadas da seguinte forma:

i. Arelacao estabelecida entre a Acdo-R e a Acdo-B;
ii. Arelacao estabelecida entre a Acdo-R, a A¢do-B e a Acdo-C;

iii. A relacao estabelecida entre a Acdo-R, a Acdo-B e a Consolidacéo.
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8.1 Sintese

0 presente estudo adveio das preocupacdes da investigadora relativamente a construcéo dos
conceitos de limite e de continuidade por parte dos alunos, nos quais revelam manifestas
dificuldades. As mais sentidas relativamente a compreensao do conceito de limite refletem-se,
naturalmente, na compreensao do conceito de continuidade visto este ser definido com base
no primeiro, de acordo com o curriculo ministrado no ensino secundario até ao ano letivo de

2015/16, e também no novo curriculo do 11.° ano, que comecou a vigorar no ano letivo 2016/17.

Da mesma forma, entende-se que parte substancial das dificuldades posteriormente
encontradas em conceitos como diferenciabilidade e integracdo advém de falhas na

aprendizagem do conceito e do calculo de limites.

A anadlise das dificuldades sentidas neste processo € igualmente relevante e pode servir para
melhorar de forma eficaz todo o processo de lecionacao. A identificacao das principais
dificuldades dos alunos, e a razdo por que surgem, servirao para atuarmos de modo profilatico
nas aulas em ordem a trabalhar detalhadamente os pontos mais delicados, ou a definir novas

abordagens aos conceitos mais complicados.

No presente estudo, e relativamente aos conceitos de limite e de continuidade, opta-se por
inverter a ordem de lecionacado destes conteldos, introduzindo-se o conceito de vizinhanca de
um ponto como a base desta nova abordagem, seguindo a linha de pensamento de Ferreira
(2005), apresentando-se esta alteracdo da sequéncia de ensino como promissora. Considera-se
que a nocao de vizinhanca constitui um contexto facilitador de uma melhor compreensao dos
conceitos de continuidade e de limite, assumindo-se um poderoso fio condutor da continuidade
para os limites. O interesse da investigadora foca-se em compreender como é que os alunos
constroem o novo conhecimento matematico neste contexto, através da resolucao de um
conjunto de questdes que estimulam os alunos a aquisicdo de competéncias matematicas que

favorecem essa construcéo.

Considerando o interesse em compreender e descrever o modo como os alunos vao construindo
os conceitos de continuidade e de limite, adotou-se o modelo teorico e epistemologico AiC
(Hershkowitz, Schwartz e Dreyfus, 2001). Neste caso focado na emergéncia associada ao
processo de obtencao dessa construcéo, e onde se utiliza a metodologia RBC+Co com o objetivo
de averiguar de que modo as acoes epistémicas (Acdo-R, Ac¢do-B, Acdo-C e Consolidacdo) estao
envolvidas e contribuem para a nova construcédo pretendida. Neste sentido, adotou-se uma
metodologia de investigacao qualitativa, inserida no paradigma interpretativo (Bogdan e Biklen,
1994).

Estabelecidos os referentes teoricos, a investigadora procedeu a recolha dos dados, através dos
registos escritos dos alunos, bem como dos registos audiovisuais das aulas em que os conceitos

de continuidade e de limite foram introduzidos. Os dados recolhidos foram produzidos por 22
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alunos do primeiro ano do Ensino Superior Politécnico, durante quatro aulas de 120 minutos
cada, tendo apenas sido analisadas as producdes de dois desses alunos em virtude de terem
respondido a totalidade das questbes apresentadas, assim como pelo acompanhamento e
interesse manifestado nas aulas. Nao sendo docente da UC em que o presente estudo de
realizou, a investigadora participou em todas aulas afetas ao mesmo, com liberdade para

intervir sempre que considerasse necessario.

Seguidamente foi efetuada a analise dos dados recolhidos, com recurso ao software ATLAS.ti,

aplicando a metodologia RBC+Co, a qual integra os capitulos 6 e 7 do presente trabalho.

Com base nas conclusoes obtidas nesses capitulos, pretende-se dar resposta as questdoes de

investigacao:

1. que acbes epistémicas sdo possiveis identificar, no decurso do processo de abstracao
dos alunos durante a construcdo do novo conhecimento matematico, nomeadamente:
e enquanto desenvolvem a compreensao dos dados enunciados;
e identificam a necessidade de recorrer a outras no¢des matematicas ou
construcodes ja adquiridas;
e aplicam estratégias e solugdes intermédias;
e organizam conhecimentos e ideias;
e constroem os conceitos de limite e de continuidade?

2. como se sequenciam e relacionam essas acoes epistémicas?

conforme se explana na seccao seguinte.
8.2 Apresentacao das conclusdes

8.2.1 As acdes epistémicas identificadas no decurso do processo de
abstracao dos alunos durante a construcao dos conceitos de continuidade e

de limite

Nesta seccdo procura-se dar resposta a primeira questdo de investigacdo, através da
identificacao das acdes epistémicas que estiveram envolvidas no processo de abstracdo dos

alunos durante a construcdo do novo conhecimento matematico.

8.2.1.1 O desenvolvimento da Acdo-R durante o processo de abstracdo
Considerando a analise de terceira ordem efetuada no Capitulo 7, constatamos que a
construgdo do novo conhecimento matematico resulta do processo de abstracao realizado pelos

alunos, o qual neste estudo foi sempre desencadeado pela Acdo-R.
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A fase inicial do processo de abstracao emerge com a Interpretacdo dos enunciados das
questdes propostas, a qual se encontra intrinsecamente relacionada com a identificacao de
Estruturas anteriormente adquiridas pelos alunos, em particular as representacoes graficas de
funcoes, ligadas as nocdes de bola aberta e de bola fechada, o reconhecimento das expressoes
analiticas de determinadas funcdes, bem como de funcdes definidas por diferentes expressoes
analiticas em partes do seu dominio, a simplificacdo de fragdes recorrendo a fatorizacao de

polindmios e a aplicacdo de casos notaveis e ao calculo de dominios de funcdes.

Verifica-se um desenvolvimento da Acdo-R, no presente trabalho, durante o processo de
abstracao dos alunos. Este desenvolvimento é particularmente evidente quando os alunos ja
nao dependem da representacdo grafica das funcbes e passam a trabalhar com as suas

expressoes analiticas.

No caso particular das questoes relativas ao conceito de limite, consideramos que foi

fundamental para os alunos a compreensdao da notacdo matematica de lim f(x), sem a qual
x—a

seria impossivel dar continuidade a resolucdo destas questdes, e para a qual os alunos

identificam a necessidade de recurso a nocao de Aproximacdo.

Verificamos igualmente que, na maioria das vezes, os alunos recorrem a nocao de Vizinhanca,
ja do seu conhecimento aquando do estudo dos extremos de funcoes, identificada quer na fase
inicial do processo de abstracao, quer durante o processo de construir as solucées necessarias
que conduzem a resolucao das questdes propostas. Realcamos assim, a importancia do conceito
de Vizinhanca, o qual constitui um elemento facilitador da construcdo dos conceitos de
continuidade e de limite por parte dos alunos, sendo amplamente utilizado, constituindo

igualmente um reforco para a lecionacao dos mencionados conceitos.

Verificando que o processo de abstracdo se inicia com a A¢do-R, concluimos que esta é essencial

para que as restantes acoes epistémicas se evidenciem.

8.2.1.2 O desenvolvimento da A¢cdo-B durante o processo de abstracao

A analise de terceira ordem efetuada no capitulo anterior permite-nos concluir que a
Interpretacdo do enunciado e a identificacao de Estruturas adquiridas alavancam a evolucao
do processo de abstracao dos alunos, projetando Estratégias que lhes permitam avancar com a

resolucao das questoes.

A aplicacao dessas Estratégias encontra-se interligada com a Aplicacdo de construcées prévias,
visto ndo ser possivel os alunos conceberem Estratégias sem possuirem construcdes prévias para
aplicar, as quais sao identificadas pelas Estruturas adquiridas aquando da manifestacao da
Acdo-R. Por seu turno, a Aplicacdo das construcbes prévias coloca em pratica as Estratégias

idealizadas.
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A Aplicacdo de construcées prévias constitui a parte fulcral da Acdo-B, ja que € aqui que os
alunos aplicam variadas construcdées matematicas com o intuito de chegar a solucao final. Como
ja referimos, os resultados obtidos pelos alunos aquando da Aplicacdo de construcdes prévias
constituem Solucdes intermédias que favorecem a sua progressao em direcao a resolucéo final
das questoes. Em certos casos, as Solucbes intermédias obtidas sao ainda insuficientes para dar
continuidade ao processo de abstracao, obrigando a que os alunos retrocedam a Aplicagdo de
construcdes prévias, de modo a alcancarem novas Solucées intermédias, verificando-se nestes

casos que estas subcategorias se evidenciam num ciclo.

Relativamente a Justificacdo, constatamos que a exteriorizacao desta subcategoria se encontra
associada, maioritariamente, as subcategorias AplicacGo de construcdo prévia e Solucbes
intermédias, e em alguns casos as Estratégias. Apenas nas questoes 2 sobre continuidade e
sobre limites, relativas a cada um dos conceitos em estudo, isso ndo ¢ verificado. Consideramos
que tal sucede por essas serem as primeiras questoes em que os alunos entram em contacto
com as nocoes de continuidade e de limite. Nesta linha de pensamento, observamos que, a
medida que os alunos prosseguem com as resolucoes das questoes propostas, se vai verificando

uma evolucao relativa a exteriorizacao da A¢do-B por parte dos alunos.

Em conformidade com o que foi referido, constatamos que, tal como sucede com a Acdo-R, a
Acdo-B é fundamental para que a construcdo ocorra, constituindo um momento indispensavel

no processo de abstracao.

8.2.1.3 O desenvolvimento da Acdo-C durante o processo de abstracao

Comecamos por constatar que as construcdes relativas as questdes envolvendo as nocdes de
continuidade e de limite sao sempre iniciadas pela Reorganizacdo das construcoes obtidas no
momento em que a Acdo-B foi desencadeada, as quais, por sua vez, nao teriam sido alcancadas

caso os alunos nao tivessem efetuado um eficaz reconhecimento da questao em analise.

Mais ainda, verificamos que nem sempre a construcao se encontra isolada, existindo por vezes
construcoes que se encontram relacionadas entre si, e em alguns casos promovendo novas
construcdes associadas ao conceito em estudo. A titulo de exemplo, a construcdo de
Continuidade no dominio, pretendida na Questao 5 sobre a nocdo de continuidade, s6 é
alcancada apos as construcoes de Continuidade num intervalo e de Continuidade num ponto

isolado se encontrarem estabelecidas.

De um modo geral, constatamos que todas as construcoes, sejam elas relacionadas com a nocao
de continuidade ou com o conceito de limite, promovem a Comunicacéo dos resultados obtidos,

quer seja verbalmente ou registado pelos alunos.

Finalmente, concluimos que todo o trabalho realizado pelos alunos durante a A¢do-R e a Acdo-

-B culmina na nova construcao obtida na A¢do-C, constituindo esta a fase final do modelo RBC.
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8.2.1.4 O desenvolvimento da Consolidacao durante o processo de abstracéo

Da analise efetuada, concluimos que a Consolidacdo se evidencia em simultaneo com a Acdo-
-R, quando os alunos reconhecem similaridades entre a questdao que se propéem trabalhar e
questdes previamente resolvidas, e com a Acdo-B, ao considerarem que construcoes anteriores
lhes poderao ser Uteis para alcancarem a nova construcao, tal como constatado por Dreyfus e

Tsamir (2004), justificando o facto de a Consolidacdo nunca emergir nas questoes iniciais.

Deste modo, consideramos que a presenca desta categoria resulta do desenvolvimento do
processo de abstracao quando os alunos procedem a analise dos dados fornecidos no enunciado
e ponderam sobre os resultados obtidos em construcdoes prévias, refletindo sobre

conhecimentos que possuem, tal como referido pelos autores do modelo RBC+Co.

A ligacdo entre a Consolidacdo, a Acdo-R e a Acdo-B, elencada no paragrafo anterior encontra-
-se intrinsecamente relacionada com as questoes propostas, as quais promoveram as
construcoes inerentes aos conceitos de continuidade e de limite. Considerando a variedade de
construcoes pretendidas nas questdes relativas ao conceito de limite, verificamos que apenas
se evidencia a ConsolidacGo sempre que a construcdo pretendida remete os alunos aos
resultados obtidos em construcées previamente resolvidas, reforcando o que foi dito
anteriormente. Motivo que justifica o facto de em certas questées nao se ter evidenciado a

Consolidacdo.

Analogamente ao que foi concluido por Pimenta (2016), constatamos que “...a manifestacdo
da Consolidacdo significou... fortalecer a compreensdo dos conhecimentos adquiridos e ganhar

experiéncia com a aplicacdo da mesma em contextos diferenciados.” (p. 376).

Embora a manifestacdo desta categoria ndo seja indispensavel para que a nova construgao
ocorra, torna-se uma mais-valia porquanto demostra a destreza dos alunos ao abordarem

questdes em que o recurso a construcoes anteriores agiliza a sua resolucao.

Da analise efetuada as acoes epistémicas, consideramos que a definicdo de subcategorias se
revelou indispensavel para identificar de modo mais exato a manifestacdo de cada acao
epistémica durante a resolucao das questdes propostas por parte dos alunos, tal como
constatado por Pimenta (2016) e Dreyfus e Kidron (2006). Naturalmente, as subcategorias
definidas no presente trabalho foram definidas em concordancia com as especificidades dos

conceitos em analise.

8.2.2 Como se sequenciam e relacionam as acdes epistémicas

Nesta seccdo procura-se dar resposta a segunda questdo de investigacdo, realcando as
principais conclusoes relativas ao modo como se sequenciam e relacionam as acoes epistémicas
evidenciadas no decurso do processo de abstracao dos alunos durante a construcao do novo

conhecimento matematico.
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8.2.2.1 A relagao estabelecida entre a Acao-R e a A¢ao-B

Os resultados obtidos neste estudo permitem concluir que a A¢do-R e a Acdo-B se encontram
interligadas durante o processo de abstracao dos alunos. Consideramos que a Interpretacdo do
enunciado, em conjunto com as Estruturas adquiridas por ela despoletadas fazem parte
integrante das Estratégias formuladas, bem como da Aplicacdo de construcées prévias. Todo
este raciocinio efetuado pelos alunos culmina na obtencao de Solucées intermédias, as quais

sao fundamentais para os alunos progredirem com a resolucao da questao proposta.

Relativamente a nocao de Vizinhanca, esta constitui um ponto fundamental nas resolucoes
efetuadas pelos alunos, sendo amplamente utilizada para Justificar quer a continuidade ou a
descontinuidade de uma funcdo num ponto, quer a existéncia, ou nao, de limite de uma funcao
num ponto. Neste Gltimo caso, a nocao de Vizinhanga aparece por vezes associada a nocao de
Aproximacdo, relacdo essa que pode ocorrer nos dois sentidos (Vizinhanca promove

Aproximacdo ou Aproximacdo promove Vizinhanca).

A combinacao de todas estas subcategorias identificadas quer na Acdo-R, quer na Acdo-B, é
essencial para que a construcao dos conceitos de continuidade e de limite sejam

posteriormente alcancados pelos alunos.

Assim, consideramos que a relacdo estabelecida entre estas acdes epistémicas evidencia o
inicio do processo de abstracdo dos alunos em direcao as construcdes dos novos conceitos de

continuidade e de limite.

8.2.2.2 Arelagao estabelecida entre a Acao-R, a Acao-B e a Acao-C

Neste estudo, concluimos que a Acdo-C se manifestou apos o desenvolvimento simultaneo da
Acdo-R e da Acdo-B, estando essa situacao relacionada com a Interpretacdo dos enunciados e
com as Estruturas adquiridas anteriormente, as quais permitem que os alunos vao formulando

Estratégias e Aplicando construcées prévias de modo a obterem Soluc¢ées intermédias.

A Reorganizacdo de todas as construcoes anteriores culmina nas construcoes pretendidas em
cada questdo, podendo haver lugar a obtencdo de diferentes construcdes, as quais se

encontram relacionadas entre si.

Pelo exposto, concluimos que, no caso do presente estudo, a A¢do-C constitui o momento final

do processo de abstracao evidenciado pelos alunos.

8.2.2.3 Arelagao estabelecida entre a Acdo-R, a Acao-B e a Consolidacao
Relativamente a Consolidacdo, podemos constatar que esta apenas se manifestou na Questao
4, relativa ao estudo da continuidade, e nas questoes 3, 6, 7 e 8 sobre limites. Mais ainda,

verificamos que a Consolidacdo nunca emergiu nas primeiras questoes, o que é expectavel uma
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vez que essas constituem o inicio do estudo dos referidos conceitos, nao havendo, portanto,

lugar a Consolidacgdo.

Concluimos que a acado epistémica Consolidacdo se manifestou na Acdo-R, quando os alunos
Interpretam os enunciados de questdes similares e recorrem sem dificuldade a Estruturas
adquiridas, as nocoes de Vizinhanca e/ou de Aproximacdo de forma a iniciarem a resolucao de
questdes com caracteristicas semelhantes. Paralelamente, durante a Acdo-B, os alunos
revelam, através das Estratégias formuladas e pela Aplicacdo de construgées prévias, que varias

construcoes obtidas em questdes anteriores se encontram Consolidadas.

Finalmente, importa realcar o facto de as acdes epistémicas definidas no modelo RBC+Co se
evidenciarem nao através de uma hierarquia linear, mas de forma aninhada, tal como referido

por Dreyfus, Hershkowitz e Schwarz (2015).

Podemos igualmente afirmar que as subcategorias Continuidade num ponto, Continuidade a
esquerda num ponto e Continuidade a direita num ponto, definidas na Acdo-C, se encontram

por sua vez aninhadas.

8.3 Recomendacées

Como ja referimos, a analise das dificuldades sentidas pelos alunos é de extrema importancia
e pode servir para melhorar todo o processo de lecionacdo. A identificacao das principais
dificuldades dos alunos, e a razdo por que surgem, servira para atuarmos de forma profilatica
nas aulas para serem trabalhados detalhadamente os pontos mais frageis, ou definir novas

abordagens aos conceitos mais complicados.

Constatamos que a estrutura e a sequéncia das questdes propostas aos alunos sao essenciais
para a construcao de novos conhecimentos matematicos e para desencadearem o processo de
abstracdo. Neste sentido, entendemos que é igualmente importante estudar o papel do
professor quanto a forma de lecionagdo dos conteldos, as opcdes metodologicas adotadas, a
selecao e elaboracao das questdes a propor, com o intuito de promover nos alunos a construcao

de novos conhecimentos matematicos.

Por outro lado, em virtude dos conceitos de continuidade e de limite se repercutirem no estudo
dos conceitos de derivada e de integral, seria igualmente interessante analisar de que modo a
construcao dos conceitos de continuidade e de limite efetuada pela abordagem utilizada neste
estudo se iria refletir na construcéo desses conceitos. Em particular, que acdes epistémicas se
evidenciariam, e quais as subcategorias que seriam ai definidas, bem como se desenvolveriam
e relacionariam entre si. O que exorbita o ambito e os objetivos do presente trabalho, mas

impode a ponderacao de, no futuro, se proceder ao respetivo estudo.
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Anexos

Anexo 5.1 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de continuidade

Questao 1 a)

b)

0 que entende por funcao real de variavel real continua num ponto?
Apresente dois exemplos, um grafico e um analitico, destas funcoes.
0 que entende por funcéo real de variavel real continua? Apresente dois
exemplos, um grafico e um analitico, destas funcoes.
Considere as funcdes reais de variavel real g, i, j, k e | cujas
representacoes graficas se encontram abaixo expostas.

ifi. Indique o dominio das funcoes.

iv. Indique, justificando, quais das funcdes sao continuas em todo o

seu dominio.

-
-} -
\‘
*
,
T -l
(\
=
I
¥ 4

255




Anexo 5.2 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de continuidade

Questdao 2 Observe os seguintes graficos das funcoes reais de variavel real f e g.

& ¥ &y

a) Prolongue a funcédo f no ponto x = 1 de modo que f seja continua:
i. apenas a direita de 1;
ii. apenas a esquerda de 1.

b) Prolongue a funcdo g no ponto x = 1 de modo que g seja continua

em R.

Anexo 5.3 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de continuidade

Questdao 3  Com base na sua representacao grafica, estude a continuidade das seguintes
funcoes reais de variavel real f e g.

0 , se x=-3 x>—2 se x>1
f)=19—x _ gx) =43 se x=1
x+3 se x # -3 x3—=3 se x<1

Anexo 5.4 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de continuidade

Questao 4

Considere a funcao real de variavel real f definida por f(x) = x;:;.

a) Afuncao f é continua em todo o seu dominio?

b) Prolongue a funcdo f de modo a que esta seja continua em R.

Anexo 5.5 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de continuidade

Questdao 5  Considere a funcao real de variavel real f definida por

(2 se x=3
f(x)_{xz—x—Z se x<2°

A funcao f é continua em todo o seu dominio?
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Anexo 5.6 - Apresentacao da Questao 1 sobre a nocao de limite

Questao 1 0 que entende por limite de uma funcao real de variavel real num ponto x = a?

Anexo 5.7 - Apresentacao da Questao 2 sobre a nocao de limite

Questdao 2 Considere as funcdes reais de variavel real g, i, j, k e [ cujas representacoes

graficas se encontram abaixo expostas. Calcule os seguintes limites:

a) limg(x), limi(x) e limI(x);
xX—2 x-1 x—0

b) lim g(x), lim i(x)e lim k(x);
X—>—00 X—+00 X—>—00

c) limlI(x) e limi(x);
x-1 xX—2

d) }Cl_r% i(x), }Cl_rﬁl)](x), }Cl_r)ri k(x) e xll»r{ls I(x).

i le —

Anexo 5.8 - Apresentacao da Questao 3 sobre a nocao de limite

Questdao 3 Considere as funcdes reais de variavel real f e g cujas representagoes graficas
se encontram abaixo expostas. Indique os pontos do dominio onde as fungdes

nao tém limite.
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Anexo 5.9 - Apresentacao da Questao 4 sobre a nocao de limite

Questao 4 Calcule os seguintes limites:
. . . 1
a) }Cllrzl(x +1), }Cllré(—lo), ll_r)r} (—2x + ;) e
1irr21[(x + 1)(x — 2)?]
xX—

b) lim (¥, lim (%) elim(3)

X

Anexo 5.10 - Apresentacao da Questao 5 sobre a nocao de limite

Questao 5  Calcule os limites laterais das seguintes funcdes reais de variavel real nos

pontos indicados e diga, justificando, se existe limite da funcao nesses pontos

2x se x<0
a) f(x)={x ce x>0 em x = 0.
% se x < -1
b) gx) =<2 se —1<x<1 emx=1.
-1 s x>1
X
21+1 se x>-—1
) h(x)=41""7 em x = —1.

—— se x<-1

Anexo 5.11 - Apresentacao da Questao 6 sobre a nocao de limite

Questdao 6  Determine o valor do parametro real a de modo a que a funcao real de variavel
real h definida por

x + 2a se x<-—1
x>—ax+1 se x>-1

hx) ={

tenha limite quando x tende para —1.

Anexo 5.12 - Apresentacao da Questao 7 sobre a nocao de limite

Questdao 7  Considere a seguinte funcao real de variavel real g definida por

x3=3 se x<1
g(x) =13 se x=1.
x>—=3 se x>1

a) Calcule lim g(x).
x-1

b) Estude a continuidade da funcao g.

Anexo 5.13 - Apresentacao da Questao 8 sobre a nocao de limite

Questao 8 Com base no conceito de limite, defina continuidade num ponto.
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da Figura 6.5 - RAV da Acdo-R na Questao 2 sobre Continuidade
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da Figura 6.11 - RAV da Acdo-B na Questao 2 sobre Continuidade

iacao

Anexo 6.2 - Ampl

u [1:3].

AF3: Entdo é so6 fazer uma bola no
sitio correto...
RI4: AF refere-se a uma bola fechada.

u [1:4] .

AF5: Temos de fechar o ponto 1.

interligadas

]

\J
4
B

[1:13] .

m [1:12] .

Tmuﬁmmm:ﬁmnuo gréfica

AF28: E s6 pintar a bolinha!

_u [1:5].

P7: Mas qual deles?

DV8: Ah! Tenho de fechar UM deles!

\

A
m [1:10] .

RI6: A estratégia de pintar a bola
correta.
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oes

da Figura 6.17 - Sintese das relacdes estabelecidas entre as ag

epistémicas na Questao 2 sobre Continuidade

5

cao

Anexo 6.4 - Amplia

_W [1:3].

AF3: Entdo € so fazer uma bola no

sitio correto..
RI4: AF refere-se a uma bola fechada.
>,
\
/u
/u
*, \\
.
AN
\\‘ r/r
& N,
Iy N,

_W [1:4] .

_bmm" Temos de fechar o ponto 1.

interligadas

W [4:7] -

P18: Para a fungdo ser continua a direita
de 1, vamaos s& considerar “os vizinhos”
4 direita de 1. [.] Fago os “vizinhos" s 3

_W [1:11] .

direita.
A
e/
T
T [:8].
/T E
¥

_x_m_"oﬁg dabolaem (g y)= [1,2) [F e - mn .............. -
-

P20: E para o ii.7 Vou fazer os
“vizinhos” para que lado?
AF21: Esquerda.

W [1:5] .

P7: Mas qual deles?
DVE: Akl

Tenho de fechar UM deles!

_W [1:14] .

RI16: Os alunos chegaram & conclusdo
que para as questdes i e ii.da alinea a)
era necessario proceder 3

¥ | representagdo grafica de dois graficos
distintos
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da Figura 6.26 - RAV da Acdo-R na Questao 3 sobre Continuidade

iacao

Anexo 6.5 - Ampl
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Anexo 6.6 - Ampl

' [2:8] .

P28: Qual é o Unico ponto em que a
reta muda? O que & gue acontece em
x=-37

AF29: Ela "salta"!

RI30: Os alunos referem-se as bolas
aberta e fechada.

D [2:10].

P47: Para x = 1 gquanto vale a funcao?
DV48: Trés.

P49: Entao, na representacao grafica,
faz-se o qué?

DV50: Uma bola fechada.

unnu.__.

P55: No ramo de baixo, j& vimos que
para x = 1 vale -2. E uma bola aberta
ou fechada?

DVS6: Aberta.

' [2:14].

P6: Entdo fica (3-x) (3 + x) / (x + 3)
AF7:Corta-se 03 + xcomo x + 3.
Ficas6 3 -x.

[2:21].

P51: No ramo de cima, quando x é 1

A e

P42: Parax < 1, € x"3 - 3 e se x fosse
1 dava..?

RI43: Os alunos envolvem-se nos
célculos.

DV44: 143 -3 =-2

da -1 [RI: ja visto anteriormente] e no
gréfico é uma..?
DV52: Bola aberta.

' [2:15].

u [2:18] .

P23: Quando o x &, por exemplo, 0,
quanto vale?

AF24: Trés.

P25: Quando o x & por exemplo, 1,
quanto é que &7

DV26é: Dois.

P37: Parax > 1, a funcdo é x"2 - 2.
No ponto 1 quanto é que valia?RI38:
Os alunos envolvem-se nos calculos.
DV39: 142-2 = -1

;m [2:16] .

Os alunos apresentam os calculos
para 2 pontos daretay = 3—x.

[2:22].

-mmnmm-======"P| Os alunos apresentam os calculos
para aimagem de x = 1 em x"2 -2,

) m [2:25] .

Os alunos apresentam os célculos
com a aplicagdo do caso notavel e a
cacdo da fragdo

Os alunos representam graficamente
a fungdo f.

u [2:27] .

Os alunos representam graficamente

[2:17].

a representacdo graficadaretay = 3 x

1

. [2:20].

Os alunos representam graficamente
afungdo g

264



inuidade

-C na Questao 3 sobre Conti

do

>

6.41 - RAV da Ac

iacao da Figura

Anexo 6.7 - Ampl

"€~ 0393 Y| W2 BNUUOD J 19E4Y
£3PepINUIU0D & 31q0s
13z1p sowapod anb o oeju3 :5ed

‘L = X 9p eSUBYUIZIA BU S3UIBYIP
0BS 0B3UN) BP 53.0[BA SO '0BN :09AA
;edueyuizia eu essed as anb

O ¢enujuod 3 ‘| ojuod ou oeuF 6Sd
'L 0854V

;sewsa|qoid

Jep apod anb ojuod o 3 |end
‘apepInunUod e Wapnisa eloby :/Gd

iX-— €22V

-3 ogduny e anb

sowla ef soyuod s013n0 sou 3 :L2d
'019Z :02Ad

coeduny

e 3jeA ojuenb ‘g~ = x opuenp 6Ld

‘edueyuizia ap oedou ep enpuepoduw
£ Wadayuodai sounje sQ gLy

‘L 0390X3 Y W3 1294V

3 oeduny e anb 3 apuo ‘oelu3 1194

Jenujuod

‘Ipe2) m —

enunuod
3 353 anb wa ojesajul 0 @ ogduny
ep OlUJWOP O Wedipul sounje s

“[sg:2] n;4

*log:2]

5e|0q e 35-WaJajal sounje sO 0ElY

‘epeyda) 3 euaqge

“lez:2]

X- € = A eyau ep edyesb
oedejuasaidal e eied sopenyaje
S0|N3[e SO Wesn sounfe sO :L21Y

“[gz:2]

265



oes

5

tabelecidas entre as ac

oes es

5

iacdo da Figura 6.42 - Sintese das relac
Questao 3 sobre Continuidade

_D [2:1].

RI1: Os alunos identificam que as
funges sio definidas por ramos.

_D 2:11].

P55: No ramo de baixo, j4 vimos que
parax = 1 vale -2. € uma bola aberta
ou fechada?

DV56: Aberta.

:Hm [2:19) .

P42:Parax < 1, é x*3 -3 e se x fosse

1 dava..?

RI43: Os alunos envolvem-se nos

cdleulos.

Dv44: 143 -3 =2 w
—

D [2:6] .

P53: O grdfico, para x > 1 ¢ uma..?
DV54; Parabolal

RI27: Os alunos usam os calculos

r
B [2:2].

efetuados para a representacio

RI3: Em relagdo a0 2° ramo da funcio

AF4: E 56 meter (3 -x) (3 + ) e cortar
um com o outro.
RIS: Referindo-se ao denominadar

favorece

0 fica (3-x) (3 + %)/ (x + 3)
a-se03 + xcomox+ 3.,
Fica 56 3 —x.

P6: Entae
AFT:

RI30: Os alunos referem-se as bolas

A _m [2:36] .

Os alunos representam graficamente
a funcdo

' [2:33].

P35: Entdo o que podemos dizer
sobre a continuidade?
AF36: E continua em IR exceto -3.

_U [2:34] .

P1: Entdo, onde é que a funcio &
continua?
AFB2: Em R exceto 1

D [2:35] .

Os alunos indicam o dominio da
fungdo e o intervalo em que esta é
continua

que se passa na vizinhanga?
DV60: Nao, os valores da funcao sio
diferentes na vizinhanca de x = 1.

P59: Entdo no ponte 1, é continua? O

' [2:12].

8: Os alunos reconhecem a
importincia da nocio de vizinhanga.
P19: Quando x = -3, quanto vale a
fungdo?

DV20: Zero.

P21: E nos outras pontes ja vimos
que a fungio é..

A22:3-x

emicas na

té

Anexo 6.8 - Ampl
epis
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da Figura 6.50 - RAV da Acdo-R na Questao 4 sobre Continuidade

iacao
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da Figura 6.61 - RAV da Acdo-B na Questao 4 sobre Continuidade

iacao

Anexo 6.10 - Ampl

| calcutar o dominio da funcao

plificagdo da expresséo analitica
da fungao

G B:7].

0O cuidado de refletir a excecdo
calculada no dominio pela
representacio de uma bola aberta

G_ :19] .

O caleulo da imagem da funcdo f
icada no seu dominio para o

objeto x = 4.

__M.M [3:20] .

Representacdo grafica da funcdo afim,
j4 com a bola fechada no ponto (x, y)
=@.2)

[}

?U 3:23].

Representar novamente o gréfico da
fungao para efetuar o prolongamento

T3 Acio-8

W B:11].

O célcule dos zeros de uma fungio
linear

_u [(3:13).

promove

-
u 3:21].

Calculo das imagens de alguns
objetos para a funcio simplificada

D [3:16].

Afatorizacio de polinémios

RI24: Sobre a representagao grifica da fungao, a turma
discute os valores da funcdo para alguns objetos.

P25: Quando o x & 0. quanto & que vale a fungio?
DV26: Zero!

P27: E quando o x & 2, por exemplo?

AF28: Vale 1.

:U [3:22].

[ = x72.x pertencente a IR

_UH :26) .

Os alunos apresentam os célculos
que permitem a determinacio do
dominio da funclo.

-

_n B:27].

| Os alunos apresentam os cdleulos que
permitem simplificar a expressao

designatéria da funcdo.

- ' [3:29].

funcao f.

Os alunos apresentam o gréfico da

__U [3:29].

s alunos apresentam os calculos dos
valores da funcio para alguns objetos.

u [3:30].

0s alunos apresentam o gréfico do
prolengamento da fungio f.

_U [3:18].

D 3:14].

P29: E onde € que a fungao afim &
continua?

P20: Prontol Entdo, onde & que a
fungso é continua?
AF21: Em IR exceto 4!

AF30: Em IR,
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Anexo 6.11 - Ampl
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sobre Continuidade

s

W [3:38] .

P6: Depois de calcularem o dominio, o que é que se
pode fazer com a expressdo analitica da fungao?

AF7: Simplificar. Colocar o x em evidéncia em cima,
e em baixo o 2. /
DV8: E depois cortal

W [3:15] .

Representacdo grafica da funcdo afim

~

-

LN
/, W [3:8].

,/ P36: Agora, na alinea b), o que é que
N se pergunta? “Prolongue...em IR"1 O
\ que é que tém de fazer?
N\ |DV37: Fechar a bola!
1

u [3:19] .

O célculo da imagem da funcao f
simplificada no seu dominio para o
objeto x = 4.
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€3 Acio-R _

N A

r

B

A funcéo analitica da funcao é
definida por ramos

u [4:2] .

quadratica

Um dos ramos é uma funcao

' [4:3] . e

P1: Em relacao a esta (RI: referindo-se
ao 2° ramo), o que é que estiveram a
fazer? favorege

AF2: Calcular os zeros. !lllll\Pl';'

P3: Utilizando o qué?
AF4: A férmula resolvente.

[4:5].

A representacdo grafica da funcao

1u [4:9] .

acontecer? Em relacdo as
vizinhangas?

diferentes.

P31: Recordem que, para ndo ser
continua, o que é que tinha de

DV32: Para ndo ser continua as
vizinhancas tém de “apanhar” valores

6] .

O dominio de funcdes definidas por
ramos

favore
1
W [4:4] . u [4:7].
P7: E agora, como é que é o vértice? P15: Entdo, agora, podemos fazer o
DV8: - b/(2a) qué?
P9: E a imagem? AF16: O grafico!

DV10: f (-b/(2a))

wu [4:8] .

P18: Cuidado que é apenas para...?
AF19: x menor ou igual a 2!

DV20: Falta o 3!

P21: Certo! E vale quanto?

Dv22: Dois!

P23: Entdo qual é o domil
AF24: ]-inf; 2] U {3)
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Anexo 6.16 - Ampliacao da Figura 6.86 - RAV da Acdo-C na Questao 5 sobre Continuidade

[ [4:5].

lA representagdo grafica da funcao

4
/
/
{
{

v

| [4:25] .

P28: A questdo agora é: onde é que
esta fungdo é continua?
DV29: De menos infinito até 2!

favigrece

| [4:26] .

DV37: Entdo é continua no dominio
todo!

[4:22].

Registo escrito do dominio da fungdo

.
l [4:30] .

|o dominio da fungdo

|
\
\
\
\
A

[4:24] .

P35: E aqui? [RI: refere-se a vizinhanga
de x = 3]. Quem é que acha que é
continua e quem é que acha

que é descontinua?

AF36: £ continual A vizinhanca esta
vazia longe do 3...

[4:23] .

RI25: Embora identifiquem o dominio
da fungdo, a maioria dos alunos ndo
responde a questao.

AF26: Professor! N&o é continua, pois
ndo? [..] Tem uma paragem...

RI27: A refere-se ao “salto” do ponto
(2; 0) para o ponto (3; 2) - o ponto

isolado
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da Figura 6.101 - RAV da Acdo-R na Questao 2 sobre limites

cao

5

Anexo 6.18 - Amplia

i

A representagéo grafica de fungges.

_Mu [1:13].

interhigadas

RI3: Como alguns alunos nunca tinham visto
ite foi referido que a forma como

uagem matemitica & que era

te, quando x tende para

2,0u sefa, o xse aproxima de 2, de g

(x1, da imagem da funcia g.

\—

P26: Mas pensem 14, 4 medida que o
X wai para a esquerda (ou para tras),

que vai a fungio (o grafico)?
AF2T: Para -inf.

P33; Vejam [
gréfico da fun
iqual a 17

do2..

1:20] .
worsse |23

Ponto isclado.

DV57: Fazemos as vizinhangas & valta

DV34; £ horizontal, constante.

o que acontece ao
8o para x maior ou

: P representa, por baixo do eixo dos xx,
do lado esquerdo, uma seta para a

esquerda.

P43 _e oy esta a ir para onde?

AF44: Para cima.

RI45: P prolonga o grifico para 2 esquerda e
para cima e representa uma seta 30 lado
do eixa das yy. na parte superlor.

volta de 15.

DW50: Aqui, nos limites, a bolinha

também conta? Se ela fosse aberta,
também era -27

. P

-
11:61.
B B
i AF13: As vizinhangas, como na
DV95: Entdo, se tiver 56 uma bola, i continuidade!

seja aberta ou fechada,
limite.

. 1 sempre

' :28] .

DV47: As bolas abertas.

DV100; Fazemos as wizinhangas &

u:_:.

AFT: Por causa das vizinhangas!

PB: Certo, a idela &, mais ou menos, ver
como viram para as vizinhangas. Entio, o
que &

que serd o limite no ponto 27

OV: Vai ser uma “coisinha” (RE: faz o gesta
de um retingulc) que apanhe todos os
pontas.

'—_"d.

DV25: Se € -inf ndo tem

elagio 4 imagens?
DV69: Umas estdo na vizinhanga
doOdoyeumaél

‘..P
' [:19].

' n:2] .

B

PBO: E ande & que esto as imagens?
DVal: Estiic no 1.

AFB2: E no -1, na vizinhanga

DV83: E na de 0 [RI: refere-se & vizinhangal.

AFT9: Fazemos autra vez as vizinhangas do 0.

DV90: Se fizermos as vizinhangas do 1,
as imagens estio na vizinhanca do 2

P12: Como diz DV, a ideia & fazer o qué?
AF13: As vizinhangas, coma na
continuidade!

P14: Certol Portanto, a ideia & fazer as
vizinhangas do 2, e ver o que acontece em
relagdo &5 Imagens, 30 y.

P52: Para J4, vamos fazer coma estd,
com a bola fechada. A volta dox = 1,
onde estio

as Imagens, vamos fazer..

DV53: As vizinhangas!
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iacao

Anexo 6.19 - Ampl

W [1:30].

P24: Porqué?

DV25: Se é -inf ndo tem vizinhangas!

W [1:29].

P6: Porqué?
AFY: Por causa das vizinhangas!

of W [1:31].

DV57: Fazemos as vizinhancas a volta
- |do 2.
AF58: E s6 ha uma imagem!

favorece

277

m [:22].

[1:32].
=

Visualizagao das vizinhangas do ponto
onde se esta a calcular o limite e da
respetiva

| P72: Porqué?
DV73: Porque nao pode ter
vizinhangas diferentes!

favorece

m [1:33].

DV86: Pois, s6 podia haver uma
vizinhanga nas imagens!

WZ":.

.

_ Os gréficos das fungdes.

Y
W [1:34] .

P89: Porque...?
DV90: Se fizermos as vizinhangas do
1, as imagens estdo na vizinhanga do

favorgce

2!
W [1:8] . N
T m [1:23].
P26: Mas pensem I3, & medida que o 1:25
X vai para a esquerda (ou para trds), m [ AN DV69: Umas estdo na
para onde é doyeumaé 1.

P93: E se, para x = 1, tivéssemos uma bola
fechada noutro sitio [RI: diferente da A
localizagdo da bola aberta] ia ter limite? [1:24].
AF94: Nao, porque em x = 1 tinha esse valor m

[RI: onde foi colocada a bola fechada] e na
vizinhanga de x = 1 [RI: nos outros pontos]
tinhamos uma vizinhanga de y com
valores diferentes.

que vai a funcdo (o grafico)?
AF27: Para -inf.

DV81: Estao no 1.

AF82: E no -1, na vizinhanga.
DV83: E na de 0 [RI: refere-se a
vizinhanga].

W [1:10].

P40: Entdo, vamos |4 ver. O x estd a ir para...
DVA41: -inf, para tras...

RI42: P representa, por baixo do eixo dos xx,
do lado esquerdo, uma seta para a W n:27.

esquerda.

P43:..e oy estd a ir para onde? DV95: Entéo, se tiver so uma bola,
AF44: Para cima. seja aberta ou fechada, ha sempre
RI45: P prolonga o grafico para a esquerda e
para cima e representa uma seta ao lado
do eixo dos yy, na parte superior.

favorgce




da Figura 6.133 - RAV da Acdo-C na Questao 2 sobre Limite

iacao

Anexo 6.20 - Ampl
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5

e

57-7ra » funcao & quenda x va pora o, pard nd va 3 fnchor
ovia it

2539 vt
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promave

interligadas

W [2:3].

Os graficos das fungoes.

Y, favorece

;u [2:23].

A determinagdo dos dominios das
fungoes.

;u [2:26] .

AF4: No -2. Ha uma bola aberta e em

cima uma bola fechada...

[2:30] .

AF8: Sdo duas [RI:

zinhangas] diferentes.

;W [2:29] .

DV27: No 2. Temos 2 bolas abertas e

;W [2:271.

AF13: Ha outra vez uma bola aberta e
uma bola fechada [RI: referindo-se a x

u [2:10] .

tenho uns pontos aqui

a vizinhanca de y = 2.

DV14: A volta do -1 [RI: refere-se a vizinhanga)]

: refere-se &

vizinhanca de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se

S
' [2:28] .

AF20: No 0. H& uma bola aberta e em .
cima uma bola fechada.

A
' [2:31].

AF23: Da 2 vizinhangas diferentes.

uma fechada.

m [2:32].

;m [2:24].

(Df = 1inf 17U 2 +in

;u [2:25].

DV29: Temos 3 vizinhangas diferentes no y!

_ Dg =]inf 21 U 12; 5[
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sobre L

imite

_Mu [2:6].

P3: Certo! Entdo, pa

&0 primeiro ponto onde ha

problemas?

AF4: No -2. Ha uma bola aberta e em
ima uma bola fechad:

ra a funggo f, qual

_M_m“w_.

P10: Certo! E a seguir?
AF11: Neo -1

_Mw_m_n_.

P12: E porqué?
AF13: Ha outra vez uma bola aberta &
Uma bola fechada [RI: referindo-se 3 x
=1

— é/(.wwla.m
S
< _favorece

u 2:11].

P19 Para a fungdo g, ende & que ha

problemas?
AF20: No 0. H& uma

cima uma bola fechada.

bola abertaeem

u 2:13].

P26: E mais?
DV27: No 2. Temos 2 bolas abertas e
uma fechada.

_M [2:41].

P7: Entio, o que se pode dizer em
relago ao limite?

AFB: S30 duas [Rl: vizinhangas]
diferentes.

AF9: Logo, ndo ha limite.

2] .

AF11:No-1

P12: E porqué?

AF13: Ha outra vez uma bola aberta & uma bola fechada [RI: referindo
<=mmE= )

.  »|DV14:Avotta do -1 [R: refere-se & vizinhanca] tenhc uns pontos aqui
favorece o R: refere-se &

__M [2:39] . m [2:40] .

| 1eentificaczo gos pontos do dominio Calculo de limites em pontos de B P15: E em relacdo ao limite?
onde as fungdes ndo tém limite descontinuidade através da aplicagio >E,m Nao t m, it )
| tpontos de da nogdo de o

vizinhanga de y = 4] e outras aqui [RI: refere-se 3 vizinhanga de y = 2].

descontinuidade) através das nogdes e,
de bola aberta e de bola fechada.

P21: O que é que acontece no 07

DV22: Temos umas imagens em baixo, 3 esquerds, e
outras imagens em cima, 3 direita.

AF23: D4 2 vizinhangas diferentes

P24: Logo..?

DV25: N3o ha limite.

_nTE.

DV29; Temos 3 vizinhangas diferentes no
P30: Certo, temos uma vizinhanga em y = 3,
outraemy =2eoutraemy = 1.

AF31: Também néo ha limite!
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95 O akinos verca aue, para
limitedo 142, quando x tande para
0, como

perterce s0 dominio ds furcéa, o
estratéc d substiui aa funcio 0 x
por 0 taha.

 desgnatceias das functes x » 1,100

x2,
ideniificand os respetivos grificos.

DVT7: M esta furgaa nés.

P19; Se ossemos fazer 0 g
+1.0 que sra?

—D [EXTN

PS8 Entha o y esta a i para onde?
AFS9: sint

ou o perta de 31

poda.se aproimar por valores macres ou
menores, certo?

e

22 Envb, quando o x se aprowms
e 2.0 que fizemos?

=3 D468 Posso substtuir o x pox 100,
[P0 por 1000, ¢ por 10000

por
exempio, 13, 199, 1.999, etc
Do outo lad, por exemplo, 205, 204, 2102

1 A ides 6 ver,  madida que o se estd 3
aprowmar do 2 a imagem pela fungio x +1
st aproimar de que vaorl
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Anexo 6.28 - Ampliacao da Figura 6.159 - RAV da Acdo-B na Questao 4 sobre Limite

—ineviga

N
e

que a gente vé que em 2 di 37
23 50 substi

1

18 osiou a percebo

s
T

==

A identificacdo da representach
it sigunas e
Comecitase. seu

amporiarmants o wlorsonde e
esandecula o I, am

a2z Entso, sm & prafes, coma & favorece

7300 1 50l qua & 2. Enidc o+

FA7: Aqui [RL P refere-se o
2+ 1i% quInds % tends

gons, para o funche (x + 11
uando o x val para 2, ista d.

RS ¥ regresenta na grafica as
Vzinhanges
P25 Entaia, & voita 80 2 quanto vala &

o

[ substituicha na fangha par valores
que se vio spranmanda da al
ance se protends

csicular o imite.

Peasn substitulr o par 100, &
depais por 1060, e par 10000,

[}

.
e

e

™

P85 0 for 2001, quiita & qus b x
i

3001
P10 52 0 for 1999, quanta & que db

(WFST. Se. e vez de 100, 01101 -
1000,

s vem 1000j2

-

DVB7. Portemos substity
OVBe: Fazemos = 01,12 001,
0001, etc

B

AFI0 Também podems substitis
V10X Fazemos n = 01,2 = 0005
=-0001. et

-
-
—
-
-

T
—

B i

.

.

2"

-

vern 110001172

oVI10: 50 = 0001
ov

sido registados ou spenas.
comunicatdes maimente.

RS

P59 que £ 100000,

favorese

0 calcuios sfetuados, quer tenham

o £rao, o 1 axta a r para onds?
Fag: +int

Entlo, 0y 9std a i« para ondel
s ool
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D_ 2] .

DV6: Da 3!
4

W [3:63] .

P35: Entdo qual é o limite?
DV36: E -10

/

/

DV42: Logo o limite é 0.

Qrece

favorece

favorete

favorgce

favoreeg

W [3:70] .

As conclusdes obtidas pelos alunos
sdo comunicadas através dos seus
registos escritos.

W [3:61] .

A Reorganizagdo das construgdes
alcancadas anteriormente vai, em
cada caso, levar os

alunos a atingirem o objetivo
proposte na questio.

favo

favore

favorece

ore

e

i

favor

favorece

W [3:66] .

P49: Logo, quando o x vai para -inf,
para onde vai a fungdo?
AF50: +inf

P64: Entdo vai para onde? [RI:
- referindo-se as imagens]
move™., | AF65: +inf

D [3:68] .

rece

P78: Entdo, estd a ir para onde? [RI:
Y referindo-se as imagens]
DV79: Para 0.

W [3:69] .

P115: Entdo, quando me aproximo de 0, quer
por valores a sua direita, quer por valores
asua esquerda, a fungdo vai para onde?
AF116: Vai sempre para +inf!
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DV2: Mas a funcao esta definida por 2
expressdes diferentes & esquerda e &
direita de 0...

Entdo tenho de calcular dois

es...

im, a esquerda e a direita.

B

P21:Trés, certol E o limite que se
pede é em que valor de x?
AR22:Emx = 1.

P23: Entdo, vou precisar de quais dos
ramos da fungdo? Todos?

DV24: Nio, s6 do segundo e do
terceiro.

P47: Entdo,... e ainda falta 0 qué?
DV48: Ah! Falta o h(-1)!

B 14:5].

P5: £ quando o x vai para 0 &
esquerda, estou em que ramo?

DV6: No de cima.

AFT: Entio, & esquerda vai ser o limite
de f(x), quando x tende para 0 &
esquerda, que é 2x.

N

&) [4:6] .

P11: Quando o x vai para 0 a direita,
em que ramo € que eu estou?
AF12: No de baixo.

: Alguns alunos ficam com
idas em relacao ao calculo do
ite, ndo sabendo que
expressdes utilizar.

P19: No que diz respeito a alinea b),
prestem atencao: a fungao tem
quantos ramos?

AF20: Trés.

AF26: Quando vai para 1 a direita,
usamos o -1/x.

_U 14:8].

P29: E quando vai para 1 & esquerda?
AF30: Para x entre -1 € 1 a fungio vale
2

_HU 4:9].

AF53: E se fosse em x = 07
P54: Entéo, se fosse em x = 0, o que é

favorece

N D?:.

DV2: Mas a funcio esta definida por 2
expressdes diferentes 4 esquerda e &
direita de 0...

P72: E agora posso-me aproximar
também por onde?

DV73: Pela esquerda.

P74: Se o  for, por exemplo..?
AF75: 001

favorece

RN

' [4:14] .

P58: Entdo, como & que eu me posso
aproximar de zero?

que tinham de fazer? Se fosse fi
de -1/2x, quando

x tende para 07

DV55: Nao posso substi

ir por 0!

P38: Quando o x vai para -1 a
esquerda, onde estamos na fungio?
DV39: No ramo de baixo...

v

P42: Entdo e agora?
DV43; Vamos para -1 a direita,

Pad: Entao aqui, para -1 a direita,
temos...

DVA45: O ramo de cima.
U

P56: E porqué?
AFS7: Porque o dominio & IR exceto 0.

favorece

A
= 4:15] .

AF59: Ah! Procuramos um ndmero
pequeno perto de 0!

P60: Sim, por exemplo?
DV61:03

P63: Agora, outro ndmero mais perto
de 0.
AF64: 001,

289



Anexo 6.32 - Ampliacao da Figura 6.183 - RAV da Acdo-B na Questao 5 sobre Limite

D [#:27].

“lecm=12

AF41: Fica limite de -1/2x. quando x
tende para -1 & esquerda, igual a -1/ i

D [4:28] .

AF4E: Fica limite de 1/(x"2+1),
quando x tende para -1 4 direita,
igual a 1/i-142+1) = 1/2.

PE2: Vinha, para x = 0.3, -1/(2°0.3)
que dé, aproximadamente, -1.67.

se pretende calcular o limite.

PGT: Entdo, estd a ir para ande?
nf.

.

AF68:
AN
favofece ™

e

—_

A substituicio de x pela valor no qual

D [418] .

Os calculos associados as
substituicdes

relaclnadas

FEE

DVE: Basta substituir o x por 0.

D [4:24].

DV28: Substituo o x por 1

D (4:20] .

DVES: -1/(2*0.01) = -50.

D [4:38] .

s calculos efetuados, quer tenham

.
o
P31: Certo, entho o

limite & esquerda d4..7
Dv32:2

DV8: Basta substituir a x por
limite de 2x, quando x tendi
esquerda, igual

D [4:22].

P13: No de baixo! Ent3o o que & que
tém de fazer?
DV14: Substituir o x por 0.

r .. Ficao
e para 04

-

DV28: Substituo o x por 1 e dé -1/1 =

Fica limite de x quando X tende

\

LY
By

AF1

pera 0 a esquerda

favorece

ual a 0,

i
i
i
i
i
i
i
i
i
!
¥

D [4:35].

£76: D4 quanto?
AFTT: -1/R2(-0.01) = 50.

P78: Se continuassem este processo,
isto ia para onde?

DV7%: Para +int.
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da Figura 6

A Reorganizagdo das construgdes de
imite lateral alcangadas
anteriormente vai, em cada

caso, levar os alunos a atingirem o
objetive proposto na questio.

As conclusdes obtidas pelos alunos
sdo comunicadas através dos seus
registos escritos.

[4:42] .

L

P80: Meste caso, teriamos limite de -
1/2x quando x tende para 0 a direita
igual a -inf e

limite de -1/2x guando x tende para 0
4 esquerda igual a +inf, logo, © gue
podemos dizer

quanto ao limite?

AF81: Nao existe!

J—

P16: Entdo, o que & gue nds temos? A fag--—-""""
fungdo ndo estd definida em 0, mas &
esquerda de 0

vai para 0 e 3 direita de 0 também vai
para 0. Qual é o limite?

DV17: Zero!

iacao

Anexo 6.33 - Ampl

W [4:40] .

P33: Entdo, acham que tem limite?
AF34: Nao, porque 3 direitada-1ea
esquerda da 2.

DV35: Sdo diferentes e ndo podem!
P36: Certo! Entde..?

DV37: Nio existe o limite de g(x).
quando x tende para 1.

m [4:41].

P47: Entdo, temos: limite de -1/2x guando x tende para -1 4 esquerda, igual
a 1/2 e limite de

1/x"2+1), guando x tende para -1 & direita, igual a 1/2e ainda falta o qué?
P47: Entdo.... e ainda falta o qué?

DV48: Ah! Falta o h(-1)!

P49: Que da..?

DV50: h(-1) = -1/(2*(-1)) = 1/2

P51: Logo, o limite é quanto?

Dv52:1/2
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D [5:1].

P1: Va leiam 14 0 enunciado e digam o que pensam fazer.
AF2: A funcdo esta definida por 2 ramos.

DV3: E temos de calcular o limite quando x tende para -1.
AF4: Mas tem um a...

P5: Certo! Mas o limite & quando x tende para -1, ndoc o a.
AF6: Entdo ndo mexemos no a!

u [5:6] .

P22: Entdo, agora o que é que tem de acontecer a estes 2
limites?

AF23: Entdo, ndo tém de ser iguais a -17

RI24: Erro comum (foi o que fizeram AF e DV).

P25: Nao tém de ser iguais a -1! Para existir o limite de h{x),
quando x tende para -1, 0

que é que tem de acontecer?

AF26: Tém de ser iguais entre si!

DV27: Ah! Entdo, -1 + 2a tem de serigual a 2 + a!

—m P18: Imagem1_Q6

m [5:2] .

AF2: A fungao esta defi
ramos.

[5:4].

P14: Vamos |a ver: quando o x vai para
1, & esquerda, estamos no ramo de

a ou no
de baixo?
DV15: No de

cima.

m [5:5].

P19: E quando o x vai para -1 por

favarece valores a sua direita?

AF20: Substituimos no ramo de baixo.

favorgce

u [5:3].

RI34: Como os alunos nao
participavam, o P representou o
gréfico de uma fungdo do

tipo

favorece

u [5:8] .

[

| P17: Grafico

DV40: Temos 2 vizi
para o y: uma para os li
esquerdae a

direita e outra para a bola fechada la
em cima.

P7: Para ter limite em x = -1, 0 que é
que tem de acontecer?

AFB: Na vizinhanca do -1 s6 pode
haver uma vizinhanga para o y.

P9: Exatamente! Entdo, como temos 2
ramos, o que é que temos de
verificar?

DV10: O limite a direita tem de ser
igual ao limite a4 esquerda.
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-

W [5:22] .

DV27: Ah! Entdo, -1 + 2a tem de ser
igual a 2 + al

P28: Pais, os limites laterais tém de
seriguais: -1 + 2a =2 + a.

AF29: Entédo fica: -1+ 2a=2 + a, ou
seja, 2a—a=2+1,quedaa=3.

W [5:23].

DV42: Os limites laterais tém de ser

iguais ao h(-1).

e —————

4’[

-

W [5:25] .

\

P51: Agora falta dar a resposta...
P52: Leiam o enunciado: “Determine
o valor de a de modo a que a
funcdo... tenha limite

quando x tende para-1".

DV53: Para existir o limite de h(x),
quando x tende para -1, entdo a tem
de serigual a 3.

favor

W [5:24] .

AFAT:h(-1) = (-2 -a*(-1) +1 =2 + a.
AF48: Ahl J4 percebil E porque h(-1) é igual
ao limite de h(x), quando x tende para -1 a

direita.

favorece

promove ﬂ

W [5:26] .

> | DV53: Para existir o limite de h(x),

quando x tende para -1, entao a tem
de serigual a 3.
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Anexo 6.39 - Ampliacao da Figura 6.215 - Sintese das relagbes estabelecidas entre

epistémicas na Questao 6 sobre Limite

as acoes

digan & as paniam lazer.
etiiaa por 2 amos.
0.  tamas do cakcaar e quando + tanda para 1.
. st e

P5: Cartl hdas o limite & s x el para 1. ka1
[ ——

P Brataments! Eniso, como temos 2 amos, 0 que & s femos

e verifar:
EVI0: D ot & dirafa o de sor igual aa imite & esquerda
7

[ Pisimagemi as

e s

D7 M ko e st
st x na masma por 17

K 1 imagem2 Qtipn

R

Dv2r 08 imite oz 22 o

1 quando x tende para 14
22, igust 8 (12 2" )

susnzva

B
A

=
ot s e o e e s
[
Ao s kom0 s gt 17
o

P25 B0 14 6 e¢ g -3t Pacs st & B 86 N,

quandn «tende para 1,

2t Tom e e g enere i
V27, A Enid, 1+ 2a fem d e st 0 2 o)

 r20ar

o g 1+ 2
A2, i fon: 1 = 2

= P ariien

350 um  que acctece 0t limies
lacees noria poniar

P Agor o=
P2 Lo o shuncisdc: “Det

o e 4
dirsita e outra paa 2 bofa fochada 14

5™

Pt trnte ot & que em o

~ Dvax: Eneac temas e tazar b )
~. gual 20 mita da his, quancia +

.. |tenss para 14
esques i« hist

-
auado «

favorece for e u e moda a que &

V2 s limes ataras 4 de ser funha. e limte
iquais 3 quando v e para- 1

quando  tense paa -1, entsa 3 tem

do soriguaa 3

P oo

Ee
s Cartot Mas prestem atancio que
neste ca10 o valor da gt s = -1, ]
sagunco amo st daide paa e | e P
et 8 -1, 0 vider e -1y e e
exntamerte igual 5 imite de hish quanso « tenda
i 30 evite e hixd quando  teesie T

divsna
AR5 4o perceb. 8o temos de
SRt —
Fa Fo & necessirin, mas caculem 1.
AR M) = (231 01 w2 a

s peecebil  poraue 11 & gual
L imite do his. quancia s tend para 1 &
i Pois. Assim, o esses o valores i
85 s meste caio basta fualas os
zemas aerse
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7 u [6:20] .

mccm,.nz:ouno:vmanm_nc_mwam
ites laterais.

relacignadas

ﬁu [6:61.

3.m;ﬂn:on_zmmncménmu..ﬁmaaw
DV8: Os limites laterais,

relacignadas

_u 6:7] .

P3: Que deram..?
DV10: A esquerda deu -2,
AF11: A direita também deu -2.

& P 7: Imagem1

— & P 8: Imagem2

padas

e

SIS

P14: Queria chamar s6 a atencio que
em x = 1, ndo é o limite, € mesmo o
valor da funciol

P15; Quanto € que a fungao vale em x

P17: Entdo, o correto seria dizer que g
(1) = 3 e ndo limite de g(x), quando x
tende para 1, igual a 3!

favofece

favorece

P24: Se ndo ha
continua?
DV25: Nao!

mite, pode ser

nr._u [6:14] .

P37: Porqué?
AF38: Porque ndo ha quocientes,

raizes de indice par nem logaritmos.

& P11: Imagem5

_n [6:13].

P30: Pronto, entdo a resposta a alinea
b) qual sera?

AF31: A fungio ndo & continua em x =
1 pois ndo existe o limite em x = 1

favorgce

7u [6:12] .

. b—

AF28: Ah! Sdo diferentes!
DVv2s:
y = -2 que vern dos limites laterais &
outraem y = 3 que é do g(1).
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1mi

__u 16:1].

P1: Agora, para a linea a), 0 que é que

vao fazer?

AF2: A fungao tem 3 ramos.

relacignadas

ﬁD [62].

DV3: £ como fizemos antes...
AF4: Sim, temos de fazer o limite a esq
PS5: Exatamente!

uerda, o limite & direita e no ponto.

favol

ece

_D [6:23].

favorece

./\/Eﬁr

_D [6:24] .

DR

5 [
“fayorece

~a

__U [6:17].

P35: O dominio, que é..2
AF36: IR

& P11:Imagem5

AF16:3

P15: Quanto é que a fungdo vale em x = 17

e

_u [6:8] .

DV10: A esquerda d

AF11: A direita também deu -2.

eu -2.

& P 7:Imagem1

& P 8:Imagem2

a) Lioon ,ﬁ: = Aw-wu.v
%1
Lo qiwlzat3=-2

L

P12: Entdo, para ja, podemos dizer

ue os limites laterais sdao

orece

__Mw [6:25].

P39: Certo! Entdo, onde € que a
funcdo é continua?
"\, | DV40: Em IR exceto 1.

e Da::.

DV19: N&o ha limif
favorece P20: Certo, nao h:
DV21: Apesar dos
séo diferentes do valor da funcéo no ponto.

favorece

ites laterais serem iguais,

P24: Se nao ha limite, pode ser
continua?
DV25: Nao!

RS
B
favorece

P26: £ porqué?

DV27: Por causa das vizinhancas.
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S
W [7:4] .

P15: Porqué?
AF16: Por causa das vizinhancas!

\

\,

4
W [7:3].

P8: E em relagdo a continuidade nesse
ponto, como podem concluir?
AF9: Pelas vizinhancas!

avorece

\,

W [7:14] .

P27: Vamos |4 ver: qual é o dominio
da fungdo k?

DV28: E IR exceto 1.

W _N",N_ o

AF41: Entdo, os limites é

independentemente de ser aberto ou

DV3: Como é que fazemos isso?
P4: Vamos aproveitar alguns dos
graficos da Questdo 2, dos limites,
para vermos o que

\| acontece em cada caso.

fechado.

favorece

1

W [7:1].

N

AF1: Entdo, temos de ver,
quando uma fungdo é continua
num ponto, o que é que
acontece ao limite nesse ponto.

a
W [7:16].

relacionadas

-«
DV44: Na continuidade tem de ser

fechado.




Anexo 6.46 - Ampliacao da Figura 6.259 - RAV da Acdo-B na Questao 8 sobre Limite

B n:luyll.

P5: Por exemplo, para a funcdo g calculdmos,

na alinea a), o limite quando x tende
para 2.

AF6: Deu -1.
DV7: Portanto existe!

-

st
‘ [7:24] .

DV19: Uma fungdo é continua num

para os pontos na vizinhanga do 2, entdo é
continuaemx = 2.

ponto se existir o limite da fungéo

nesse ponto!

DV10: Como s6 ha uma vizinhanga em y

P11: Agora, em relagao ao limite de i(x),
quando x tende para 0. O que vimos?
AF12: Vimos que ndo existe!

P13: Certo! E em relagdo a continuidade da

fungdo nesse ponto, o que podem dizer?
AF14: Ndo é continua!

D [7:25].

P23: Revejam agora a fungdo k.

DV17: Temos duas vizinhangas

diferentes para y. [Rl: Referindo-se as
imagens dos

pontos na vizinhanca de x = 0].

DV24: Entdo, vimos que o limite de k(x), quando x tende para 1 é
igual a 2. Existe!

prom
P25: Certo! E em relacdo a continuidade da fungdo em x =17
interligadas RI26: Como os alunos nao respondem, o professor dé uma ajuda.

P27: Vamos 14 ver: qual é o dominio da fungdo k?
DV28: E IR exceto 1.

P29: Entdo, o que posso dizer em relagdo a continuidade em x = 1?7
AF30: Mas se 1 ndo pertence ao dominio...
P31: Verdade, logo...?

AF32: Nao se pode falar em continuidade!

AF41: Entdo, os limites é independentemente de
ser aberto ou fechado,

RI42; Refere-se ao facto do ponto poder, ou ndo,
pertencer ao dominio da fungo.

P43: Exato!

DV44: Na continuidade tem de ser fechado.

RI45: Refere-se ao facto do ponto ter de pertencer
ao dominio da fungio.

|D (7:28] .

P35: E quando é que existe o limite de uma fungdo num ponto?

AF36: Quando o limite a esquerda & igual ao limite a direita.
DV37: E igual ao valor no ponto!

_»| RI38: O professor escreve no quadro: limite de f(x), quando x
tende para a a esquerda,

igual ao limite de f(x), quando x tende para a a direita, igual a f(a).
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[7:26] .

[7:24] .

DV24: Entdo, vimos que o limite de k(x),
quando x tende para 1 € igual a 2. Existe!

DV19: Uma funcdo é continua num
ponto se existir o limite da funcao

favofece

[7:14].

P27: Vamos |a ver: qual é o dominio
da fungdo k?
DV28: E IR exceto 1.

favofece

[7:39].

AF30: Mas se 1 ndo pertence ao
dominio...

P31: Verdade, logo..?

AF32: Nao se pode falar em
continuidade!

favorece

nesse ponto!
\

[7:31].

DV33: Entdo o limite existe mas ndo é continua!
P34: Certo! Em pontos que ndo pertengam ao

dominio da fungdo nao existe a
continuidade, mas pode existir o li

I [7:29] .

P35: E quando é que existe o limite
de uma fungdo num ponto?

AF36: Quando o limite a esquerda é
igual ao limite a direita.

DV37: E igual ao valor no ponto!

relaciofadas

favarece

DV44: Na continuidade tem de ser
fechado.

RI45: Refere-se ao facto do ponto ter
de pertencer ao dominio da fungao.

favgrece

m [7:36] .

DV50: Uma fungéo f € continua num ponto se existir
o limite nesse ponto.

P51: Sim, desde que o ponto pertenca onde?

AF52: Ao domini
P53: E para existir o limite num ponto do dominio da
fungdo, o que é que tem de

acontecer?

AF54: Os limites laterais tém de ser iguais.

DV55: E iguais ao valor da fungao nesse ponto!

& P 8:Imagem1_Q8

P 9:Imagem2_Q8
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Anexo 6.49 - Ampl

imite

I m:1].

m [7:33]).

AF1: Entdo, temos de ver, quando

uima fungao é continua num ponto, o
que & que
acontece ao limite nesse ponto,

m 731,

AFAY: Ento, os limites  independentemente de ser
aberto ou fechado.

RI42- Refere-se ao facta do ponto poder, ou ndo,
pertencer 30 dominio da fungao

P43: Exatol

W44 Na continuidade tem de ser fechado.

RI45: Refere-se 30 facto do ponto ter de pertencer

a0 dominia da fungo

& P 8:Imagem1 Q8

Fd

/
/

& P 9:Imagem2 Q8

ponta, como podem cancluir?
AF:; Pelas vizinhangas!

favorece | P15: Porqué?
DV3: Como & que fazemos isso? -—— AF16; Por causa das vizinhangas!
P4: Vamos aproveitar alguns dos
gréficos da Questao 2, dos
para vermos o que

acontece em cada caso.

P& E em relagao  continuidade nesse

\ - BEm- _ S e S

fav MEOm ' [7:20] .

tayreca

continua em x = 2.

DVI0: Como s6 hé uma vizinhanga em y
para os pontos na vizinhanga do 2, entio &

ﬂ 7:18] .

P11: Agora, em relacao ao limite de if),
quando x tende para 0. O que vimos?
AF12: Vimos gue nao existe!

P5: Por exemplo, para a fungdo g
caloulimos, na alinea a), o limite.
quando x tende

AF14: Nio é continual

P13: Certol E em relagao & continuidade da
Ingio nesse ponto, o que podem dizer?

interligadas —

_u [7:36] .

u [7:23].

ponto.

DWIT7: Temos duas vi as diferentes

AF52: Ao dominiol

é que tem de

acontecer?

DVS0: Uma funga 1 & continua num ponto se existir o limite nesse
P51: Sim, desde que o ponto pertenca ande?
P53: £ para existir a limite num ponto do deminio da fungdo, o que

AF54: Os limites laterais tém de ser iguas.
| DV55: E iuais 30 valor da fungio nesse pontol

agora a fungao k
, vimos que o limite de kix), quando x tende para 1 &
igual a 2. Existe!

P25: Certol E em relagao & continuidade da fungao em x =17 N
RI26: Coma os alunos nao respondem, o professor dd uma ajuda. .,
P27 Vamos 14 ver: qual é o dominia da fungao k7

-,

'\ LY
DV28: E IR exceto 1 [7:40].
P29: Entdo, 0 que posso dizer em relagio & continuidade em x = 12 B

AF30: Mas se 1 nao pertence ao dominio.
P31: Verdade, logo..?
AF32: Nio se pode falar em continuidade!

fechado.

_u m:31].

D33 Entia o limite existe mas 3o é continual
P34: Certol Em ponios que ndo perenam ao
dominio da fungao nao existe a
—
continuidade, mas pode existir o limite. —faworece
—

DV44: Na continuidade tem de ser

RI45: Refere-se ao facto do ponto ter
de pertencer ao dominio da fungao.

n [7:28].

P35: E quando & que existe o limite de uma fungao num ponto?
AF36: Quando o limite 3 esquerda  igual o limite 3 direita

- | DW3T: E igual a0 valor no pontol

138: O professar escreve no quadro: imite de f(x), quanda x
tende para a & esquerda,
igual te de 1(x), quando  tende para a & direita, igual a f(a)
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Anexo 7.1 - Ampliacao da Figura 7.5 - Sintese das relagdes estabelecidas entre as subcategorias
da Acdo-R
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e
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{D 11:10] .
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Estrutura adquirida
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da Figura 7.10 - Sintese das relacGes estabelecidas entre as

cao

5

Anexo 7.2 - Amplia

subcategorias da Acdo-B

interlipacas
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Anexo 7.3 - Ampliacdo da Figura 7.18 - Sintese das relacbes estabelecidas entre

subcategorias da Acdo-C

as

ey [3:4]
AN Contiruidade

B3
Limite i ponto de descontiuidade

promae”

e

r’/
E

: 8
D 320, promave . Dllﬂi promene
e = B il

B

b D 2.

L i poto exterion

romee

™

B

ponge”
~

B
Calcuko de rmites par substluicho

P

e

.
Eyrs-

Inéinitanmente grandes

onses”

- L
-
Conurixasio

Calcula de limétes - infinitésmes o

pertence uo.

um ponta frontera (que nao
o

e limite nusn panto.
do dominio

310

Shgow
N
S

Comunicaac

promhe

N,
Y
[y

Comunicacho

e

Limite com irites laterais




