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� (�� 	� ��	���	 ��	����	���� ����� �� ���-

	���� ��	�
�	��� �� ���� 	����	����� 
������� �� 	�� ����������	
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 	�� 	(� ���������� ������� ���

�������� (�� �����	�� 	� ���(�� 	�� �����(��� ����	���) 3��	 �� 	�� ��	��	��� �� 	��
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��� "�����#��$���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��! "&����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��!�� (��)� ��
������� *��
&���� ����� �� �&����� � � � � � � � � � � � �'

��!�� "���
����� ��� �&����� ������ ��#���� �� �������� � � � � � � �'

��!�! +����
��� ,����
��� - ,� �.���/�� ����0���� ��� �&����� � � � �!

��!�% ������� �� �.����� 1���� ��� �&����� � � � � � � � � � � � � � � !�

��!�� 2�� �������� ��

)��� ��� �&����� � � � � � � � � � � � � � � � � %!

��% +����
��� ,����
��� �� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %3

��%�� 	� ��� ���
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %3

��%�� 	.���/�� �� ��
� �� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��%�! 	.����� 1���� ��  ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

��� 2�����
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�� � ��� �� � ������#��$���� ����
���� ��  ����-

��� �� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '3
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!���! 78����� �� ��
����  ��� � �
����� �� 
��� �� ������#��$���� �

 ��
�� ��  ������� ���1�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 59

!���% "
����� �� 
��� �� ��� �� �  ��
�� �� ���
� �� ��1���� ���1�� 5!

!�� , +����
��� 4���1�����4�� ����
����� �� �� :�;��1� � � � � � � � � 5�

!���� 6�
�� ��
���� ��
��

��� �� #���� �� :�;��1� � � � � � � � � 53

!�! ����� � ������� � ���������� �� 4������4��  ���� � �� �� ��� � � � � � 3!
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%�� : ��� ��
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����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	� π �	��
����	�� ���� ��!�	�� �! 
�	� � ��
�����!�	�� � �!�

"�
��
�# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��$ ����
� �� ��	����	 �	�

��� 	� 
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��� &	��
��'(� �	�
� �� ���	�� π � θ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��% )��� ��
����� �� ��*� �� 
�	� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��+ )��� ��
����� �� ��*� �� 
�	� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

���, )��� ��
����� �� ��*� �� 
�	� �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

���� )��� ��
����� �� ��*� �� 
�	� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

���� ����
�� �� ��	����	 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ����
�� �� ��	����	 -��.
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ��
����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ��
����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���$ ��
����� �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ��
����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���% ��
����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���+ ��
����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���, ��
����� �"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� /�
�� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ������ 
�! �� ��
�� 	� ��*� ��� yy � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

���� /�
�� �� -��.
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� 0��.
���� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���$ 0��.
���� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� )���'(� �� ��*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

���% �
��
������ 	���1�� �� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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1

P = (x, y) Q = (x′, y) y

d(P,Q) |x′ − x|
Ox P = (x, y) Q′ = (x, y′) x

d(P,Q′) = |y′ − y| P Q′ Oy



P = (x, y) Q = (u, v)

S = (u, y) [PSQ]

|PQ|
P S S Q d(P, S) =

|x− u| d(S,Q) = |y − v|

[d(P,Q)]2 = [d(P, S)]2 + [d(S,Q)]2

[d(P,Q)]2 = [(x− u)]2 + [(y − v)]2

d(P,Q) =
√

(x− u)2 + (y − v)2

O r

O
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d2(A,P ) = r2 = (x− a)2 + (y − b)2 ⇔

(x− a)2 + (y − b)2 = r2
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��������V OM ��PQP ′ ��� �����#������

������ ����
 ��
� �������� �� ���� �� ���� ���

'�( )��� % ��
������ �PRQ � ���������� �� ��
������ �PQP ′� ��
� �*� �� ��	�

�� ����� �����

d(P,R) � d(P, P ′)

+,



������ ��		
 ��
� �������� �� ���� �� ���� ���

� ���� P ′ � � �� �� ��	��
����
�	 �� P ���	� � 	��� l� ������

d(P,R) � d(P, l)

� ���� d(P,R) � d(P, F )� ������

d(P, F ) � d(P, l)

� ��� ���	 ����	 ����

d(P, F ) � d(P, l)

� ������

��	�	��
�	 �
 ���������	�� 
� ���� ����

�� ���� � 
� �
��� π �
� � ���������

��
��
������� ��� ����
�
� �� ���� � ��� � ����
�� �������� �� ����� ���
�����

�
� ������� �
�� ������� S1 � S2 �
� ���������� ���

���������� � �
��� � � ����

��� ���
�� ����� � !�"�� F1 � F2# �������������� �� ������ �� �������$�� ��� �������

S1 � S2 ��� � �
��� π# ����� �
�
�
�� ����� P ε π �� �������$�� ��� � �
����%���

�� ���� & ��
 �
�'

d(P, F1) + d(P, F2) � d(R,Q)

�
�� d(R,Q) � ��� ��
���
�� ��� 
�� ����
�� �� ������� �� P �

���	�����
�	� ����� �� ��	��
��	�
���� c1 � c2� ��
��
��� � ����� ��	��	���� ��

��
�� � �
��	����� �� ��
� ��� �� ����	�� S1 � S2 	����������
��� ���� P ε π ��

��
�� �� �
��	����� �� �
�
� ��� � ��
� � ����� R � Q �� �
��	��� �� �� ��	��	��

�� ��
� ��� ����� ��	 P ��� �� ��	��
��	�
���� c1 � c2 	����������
��� ���� RQ

� ����	���
�� �� �����
�� �
�	� c1 � c2 ��� ����� ��	 P � �� ��
��� P � F1 � Q

��!
�� �� �
�
� ��� �
��	���� � ����	� �� "�
��
�
 S1 
��� ��	��
��	�
��� � ��

��
��� P � F2 � Q ��!
�� �� �
�
� ��� �
��	���� � ����	� �� "�
��
�
 S2 
���	�

��	��
��	�
���� #�
� �	��	������ ��� ��
��
��� $� ��	��
��	�
����� ������

%&



d(P, F1) = d(P,R) d(P, F2) = d(P,Q)

d(P, F1) + d(P, F2) = d(P,Q) + d(P,R) = d(R,Q)

P

π

F1 F2

π P

π

|d(P, F1)− d(P, F2)| = d(R,Q)

d(R,Q) P

S1 S2

π



������ ��	
� �
����
 �� �������� ���������

����� c1 � c2 ���� 	
�	��
����	
�� �� ������	
� �� S1 � S2 ������
�������� ��������

�� ��� P � �� ����� ���
����
� ����� � 
��������� �� ����� 	�� � 	��� ���� �
����

 �!"#� $��	���� � ������
% �� 	��� �������� ��� P � &��� �� ��
���� S1 � S2 ���

��������� �� 	���' ���� ������
% ���� �������� (� ��
���� �� R � Q� ���� RQ �

	����
����� �� �������� ����� c1 � c2 ��� ����� ��� V � )� ������ P ' F1 � R

��*��� �� ����� ��� 
�������� � ��
��� �� +�����
� S1 ���� 	
�	��
����	
� � ��

������ P ' F2 � Q ��*��� �� ����� ��� 
�������� � ��
��� �� +�����
� S2 ������

	
�	��
����	
�� ,��� �����
����� ��� ��������� �� 	
�	��
����	
��' �����-

|d(P, F2) − d(P, F1)| = |d(P,Q) − d(P,R)| = d(R,Q)

.��� �

������ ���� ������ 	��������' ��� 
������ � ����� P ����� � 
��������� ��

����� 	�� � 	��� � ��	���
���

  



xx

a F (a, 0)

x = −a

P (x, y)

|x + a | =
√
(x− a)2 + y2



�������� �� �	��
��� ����
 �
 ����
 �� ��	���� � 
��
��������� �
 ��
��
 ������


��

(x + a)2 = (x− a)2 + y2,

x2 − 2ax+ a2 + y2 = x2 + 2ax+ a2,

y2 = 4ax

�
�� � � ��	���� �� 	�� ��
����� ��� ��
���� �� �
���� � ���� �� (a, 0)� ����

a > 0� x ���� ��
 �	���	�
 ����
 ��
����� �	 ��
� ��
 ��� ���� ��
 ����
�
 ��������
�

���� � �
� �� ���� �
�����
�
� ���� ��������� �� ����� ��
 !� � "� �	��
����
� �

� ��#� �� ��
����� �������� ��� � 
������#� ��
����� ��
 xx� $��� �������� � ��
��


�� ��	���� �	� � ��
����� � 
����
��� �� 
������ �� 
�	 ��#�� ��
�	�

y = ±√
ax.

������ ��	
� ���
���� ���

%����� 
� ���� ���
���
�
 � ���� �� 	�� ��
����� & �
�	�
�� �� �
����� '�

�

��
� ����
� a < 0� � � ��
����� x 
( ���� ����
 ����
�
 ��������
 �	 ��
��

)"



x y yy

x2 = 4ay

a > 0

a < 0

(h, k) F (h+a, k)

(h, k) (h, k)



������ ���	
 ����
��� ���

��� ����� ����	
��	�� x1 = x − h 
 y1 = y − k � 	���
���� 	� ���� � ����
�

(x, y) = (h, k) � a� ���� � �������� �������� � 
������

y21 = 4ax1

��� 
������
��
�
��


(y − k)2 = 4a(x− h)�

���
������ �� 
������ 
 �� ����� ��
� ����	� a > 0� � ������ x − h �
� ��
 �
�

����� �� ����� � �
��� ���� � �������� �
� ��
����� ���� � 	��
���� �� ���� 
� ��


a < 0� � �������� ������ ���� � 
���
�	�� �� ������
� 	�� ����� � 
� � 	� ��������

� � �
�� y = k� !�	
��� ���
� 	
 ����� ������� � 
������ 	
 ��� �������� ���


� � �����
�� �� 
� � 	�� yy� !�	
��� �������� ��
 � 
������ ����	��	 	
 ���

�������� �
� ��� 	�� �
�����
� ������"

(y − k)2 = 4a(x− h) #$�%&

(x− h)2 = 4a(y − k) #$�$&

���
������ ��
 ��	� ��� 	�� 
����'
� #$�%& �� #$�$& � ���	������ ���� 	�� ��(

����
�� 
 ���
�� �� ������ !�	
� 	
�
�����
�(�
 �� ���	��	�� 
���
�
�
�(�
 �
��
��(

���
��
 ��� ������"

y2 +Dx+ Ey + F = 0 #$�)&

x2 +Dx+ Ey + F = 0 #$�*&
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F1 F2

F1F2

F2 c c F1 c

F1 F2 2c 2a P F1 F2

P (x, y)

d(P, F1) d(P, F2) 2a

√
(x− c)2 + y2 +

√
(x+ c)2 + y2 = 2a



(
√
(x− c)2 + y2)2 = (2a−

√
(x+ c)2 + y2)2

x2 − 2xc+ c2 + y2 = 4a2 − 4a
√
(x+ c)2 + y2 + x2 + 2xc+ c2 + y2

���������	
� �� 
����� ����
����� 
�����

−4xc = 4a2 − 4a
√
(x+ c)2 + y2

���
������	
� ����� �� ������� ��� −1

4
� 
�����

xc = −a2 + a
√

(x+ c)2 + y2

xc+ a2 = a
√
(x+ c)2 + y2

(xc+ a2)2 = (a
√

(x+ c)2 + y2)2

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2(x2 + 2xc+ c2 + y2)

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2x2 + 2a2xc+ a2c2 + a2y2

x2c2 − a2x2 − a2y2 = a2c2 − a4

−x2(a2 − c2)− a2y2 = −a2(a2 − c2)

x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2)

��������	
� ���������� ��� �� ����� � � ��	
� P 
� ������ ��� ���
���� 
� ��


���	����� ���� � 
��
�	��� �	
�� �� ����� 2c � ��	�� ��� � ���� 
�� ��������	
��


�� �����	
�� PF1 � PF2� �� ���� 2c < 2a�  	
�� c!a � ��
���� ��	��
����

b2 = a2 − c2� "����� ��
���� 
���
�� 
�
� ����#�� ���� ���	
�
�
� ����
��� a2b2�

"���� � ����#�� ����
b2x2

a2b2
+

a2y2

a2b2
=

a2b2

a2b2

x2

a2
+

y2

b2
= 1 $%�&'

(��������� ��� � ��)��� 
� ����#�� $%�&' � ����
���� �� ����#�� � ����� �� ��*��

����
�	�
��� +��	
� y,-� �	
�� x,± a� � ���	
� x,-� ��� y,± b� "���� �

������ �	
����
� � ��*� 
�� xx 	�� ��	
�� V1(−a, 0) � V2(a, 0) � �	
����
� � ��*� 
��

%.



yy ��� ������ B1(0,−b) � B2(0, b)� � ��	
���� V1V2 ��


��� ���� 

��� �
 ������

� � ��	
���� B1B2 ��


��� ���� 
�����

�� ��������
�
�� �� ����� �
 ������ �� ���� ��� yy ��� ������ (0,−c) � (0, c) 


���
��� ��
�

y2

a2
+

x2

b2
= 1 �����

������ ���	
 ���
�� ��� �� ����� �� ���� ��� yy

�� ������ �
 ������ ��� �� 
�
��

 �������

���� ��� ������  ���
�� ��
� 
 ���
�

��� �
 ������ �
�
 ����!�� ��� 
 ��
 �������� " ��
��
�
� #
��
 �����$�� 
 ���
���

�
 ����
 
 x �� y�

x = ±a

b

√
b2 − y2

��

y = ±a

b

√
a2 − x2

%��
� ���
�&�� 
����

 ��� y2 ��� ���� ������� b2 � ��� x2 ��� ���� ������� a2�

�� ��'
( �� $
����� 
�
���)$��� ����

−b ≤ y ≤ b

�

−a ≤ x ≤ a

*� �
�� �
 ���
�&�� ��+ � ��� �� $"������ ��� �������$

���� V1(−a, 0) � V2(a, 0)(

�� V1(0,−a) � V2(0, a) 

� 
� ���
�&�� ����� a( b � c ��� �� 
����

� ,� ���
�&��

	��
�� �
 ������ ��
��� �� ����� ��� �
�
����� 
�� ����� �������
��� � �-
 ���	�


�.



��� ����� �� 	��
������� (h, k) �
��

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1 �����

��

(y − k)2

a2
+

(x− h)2

b2
= 1 �����

����
����� �� �������� ��� � ���� � �������� 	�������
 ��� ����� �
� �� �
�� � ���

���� ��
 !�� �� "���#�� ����������
 �� ����
���� � ��	
���
�� 
����� ������� ���

$�
����

Ax2 +By2 +Dx+ Ey + F = 0 ���%�

��

Ay2 +Bx2 +Dx+ Ey + F = 0 ���&'�

()	���
 	 ���� �� �� ���

"�
� ��� �� ��� �� $�	�� (0,±c) �� (±c, 0) � � )� �� �
 �� 	���
 ����� 2a� 	*���#

�� �����������	�� �� �� ��� + ����� �����

e =
c

a

, $�
�� �� ��� �� ��� ������� �� ����
 �� ��� �)	���
 	 ���� ��� � � ���	 ����

���
� � ������ �� � ��-�	 � $�	�� � � ������ �� ��� �� �� � )� �� �
� "�
� 	���
�#

����
���  ��� �����*���� ��� � � )� �� �
 ��� 	���
 ����� .)� 2a� � � � ��-�	 �

$�	�� ��� 	���
 ����� 2c� 	�� a > 0 � c > 0 � ���  ��� 	� �/'� 0��� a > c > 0

��
���� ��� � �)	���
 	 ���� �� ��� �� ��� � �� �1��
� 	���
���� �� ���
� ' �

&� '2 �2&�  ��� �� ������ �� �
 $�
 � � ��-�	 � $�	�� �� ��� �� ���� 	�� a .)����

�� � � �)	���
 	 ���� �� ��
�) �� �� & � ������ ����
 $�
 � � ��-�	 � $�	��� �� � �

�)	���
 	 ���� �� ��
�) �� �� '� 3�� ��� $�4���� ��
 �
 � �)	���
 	 ���� � ���
�

4�
� � &� ������

• �� �5'�  ��� � �� .	� ��� c = 0� ���� b2 = a2 � ��
����� �� �� � $�	�� 	� �	 ���

	�� � 	���
�� 	��� �� ��� � �� ��� � ��� 	 
	��$�
6�	 �7

• �� �5& ���
� c = a� ���� b2 = 0 � ��
����� ����� 	��� �
� ������� ��.� 
 �

�� ��� ��
 ���*��� ��� �������� ��8 �� ��9� :
���#�� �� 	��� �� ��� � �
!.	�

� � ���������� � �������� �� 
��� ��� ��� �� $�	��7
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b

F1(−c, 0) F2(c, 0)

2a

P (x, y)

|d(F1, P )− d(F2, P )| = 2a

√
(x− c)2 + y2 −

√
(x+ c)2 + y2 = 2a

(
√
(x− c)2 + y2 )2 = ( 2a+

√
(x+ c)2 + y2 )2

x2 − 2xc+ c2 + y2 = 4a2 + 4a
√

(x+ c)2 + y2 + x2 + 2xc+ c2 + y2

−4xc = 4a2 + 4a
√

x+ c)2 + y2

−1

4

xc = −a2 − a
√
(x+ c)2 + y2



xc+ a2 = −a
√

(x+ c)2 + y2

(xc+ a2)2 = ( −a
√
(x+ c)2 + y2 )2

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2(x2 + 2xc+ c2 + y2)

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2x2 + 2a2xc+ a2c2 + a2y2

x2c2 − a2x2 − a2y2 = a2c2 − a4

x2(c2 − a2)− a2y2 = a2(c2 − a2)

���� �� ����	� 
� �
������� ���� �
���� ����� � ������� ��� �� ��
� ��������	��

����� a b c �

c2 = a2 + b2,
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� a � � ����
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� �
!� 
� �
!� ���� �� ����������� b � ����
� 
� �
!� 	��"���
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� c � ����
� 
� 

��#�	
� $�	��� �����
� b2 = c2 − a2 � �����
��
�
� �� �!�������

x2(c2 − a2) = a2(c2 − a2) �����%

b2x2

a2b2
− a2y2

a2b2
=

a2b2

a2b2

x2

a2
− y2

b2
= 1 ���&&�

' 

�
��� ��� c2−a2 ��
� $�(��)�� ������ � 

��#�	
� $�	�� 2c � ��
�� ��� � ��
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�
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x = ±a

b

√
b2 + y2

�

y = ± b

a

√
x2 − a2

,���� �� ��
��
�� 
����� �����-�� ��� y ��
� ��� �������� ����� ��� 
� �����
�

	��	��
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�
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� x = −a

� x = a� ' �
������� ��� 
�
� ����� ������
�� � �� ������ V1(−a, 0) � V2(a, 0)
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	��� '� �������� V1V2 	����)�� ���� ����	
��	��� * ��������

����� B1(0,−b) � B2(0, b) 	����)�� ���� ���
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�

�
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a b c

a > c c2 = a2 − b2 a > b c > a c2 = a2 + b2

a b yy

y2

a2
− x2

b2
= 1

y =
b

a
x

y =
−b

a
x



�������� �� 	� ����
�� �
�� ����

y =
a

b
x

�

y =
−a

b
x

�������� �� ���������� ��	� ���	�� � ����
�� � ������ 	� ���������� 	�������	� �

��������� � �����	��	� �� 	��������
  � a = b 	�!"�� ��� � ��������� � ���������� ��

���������� ������ �� ���������� ����� ������	��������


#� ���� 	�� ����
$�� �
�� � �
�� �� %������� ��� �������%�&���� V1(−a, 0) � V2(a, 0)�

�� V1(0,−a) � V2(0, a)� &�� �� ����
$�� ����� a� b � c ��� �� ������&


'� ����
$�� ������ 	� ��������� ����	� �� ��(�� ��� ��������� ��� ��(�� ����	���	��

� �)& �����& ��& ����� 	� ����	���	�� (h, k) ����

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 *�
�+,

��

(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1 *�
�-,

.����%��	� �� ����
$�� �
�+ � �
�-� � �����%�� ��������� ��� �&��� ��� 	� ���� � ���

	��� %����%���
 /�	�"�� 	����%��%�� �� ���	��	�� � ����& �������� �������%�&����

��� 0��&���

Ax2 +By2 +Dx+ Ey + F = 0 *�
�1,

��

Ay2 +Bx2 +Dx+ Ey + F = 0 *�
�2,

����������	
	� 	
 ���
�����

���&�&�� 	� ����������	
	� 	
 ���
����� 3 ��!�� e =
c

a

 . ������ 	� �����"

��
�� 	�� ���������� � �����������&���� � 0��&� 	� ��������� 	����	� 	� %���� 	�

� 
 ��&� c > a � %���� 	� � � �������� � �


+-



����� ����	
� �� �
��	
� ����� ��� �������

���� ���� ������ ���������� �� ���������	
� ��� �������	
� � ��� ����	
� �� �
��	
�

����� �� ��� ������ ����� ���� ���� � ������ ����� �� ������ � �������� !�"#$

���"�%&"�'(

���������	
� ��
 ������
 ��� ����
��	
�

)���� ���	
� ��� ���*������ �� ����� �� �������	
� �� ��+�� ���� �+���������� ��

�
��	,�� �� ���-����$ ������ � .��/����� ��� ���� ���������� ������$ �� ������ ���

�� �
��	,�� ���$ ���$ ��'$ ��"0$ ��"1 � ��"%$ ���������� ������� � �������� ������*�

���� � �����	
� ��� ���� ����2����� ��������$ ���� ������ ���- ����� � ������ ��

�
��	
� ����� �� ������� ���� �� �������� ����3

Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

4����������� ����������� �� ��������� �+������3

��� ��� �������	
� �� ��+��$ �������
�� � �
��	
�

x2 − 6x− 6y − 15 = 0.

5�������� ��� ��������� �� 
�������� ����� �
��	
��

x2 − 6x+ 9 = 6y + 9 + 15,

(x− 3)2 = 6(y + 4).

6 */����� �� ���-���� / � �����  �$ &�(� ��7 *�� h = 3 � k = −4$ ������� 
�� ��

�������� ���� � �������	
� �� ��+�� �
�

x = x1 + h e y = y1 + k,  ��"8(

�����3

x = x1 + 3 e y = y1 − 4,

9����������� �� ��"8$ �����3

(x1 + 3− 3)2 = 6(y1 − 4 + 4),

(x1 + 3− 3)2 = 6(y1 − 4 + 4),

x2
1 = 6y1.

�1



��� ���������	�
 ��	� �����
� �� �	� �������� ��	 ������� �� �����	 � ����

����������� ��	 � ���� ��
 ��������
�

������� ��

���� � ����
���
� ��
 ����
 � 
�	������� � �����
�

2x2 + 3y2 + 10x− 18y + 26 = 0

� 
�	�������
� ���� 
�� ����� ��� ��	�����	���� �� �������� ��
 ���	�
 x � y�

�

�	 ��	�
��

2(x2 + 5x) + 3(y2 − 6y) = −26,

2(x2 + 5x+
25

4
) + 3(y2 − 6y + 9) = −26 +

25

2
+ 27,

2(x+
5

2
)2 + 3(y − 3)2 =

27

2
,

 
���� �
 �!�	���
 �� ����
���
� ��	�
�

x = x1 − 5

2
.

�

y = y1 + 3

����	�
 ����"�� � �����
� ���� �	� ����� �� ���	�
 �� ���	���� ����� ��"���� �


������
 
��
������#�
$ ��	�
�

2(x1 − 5

2
+

5

2
)2 + 3(y1 + 3− 3)2 =

27

2
.

4x2
1 + 6y21 = 27.

��� ���������	�
 ��	� �����
� �� �	� ����
� �� ������ �� �����	 � 
�	������
 ��

��	���	���� %
√
3 � %

√
2�

&�
 ���	���
 ���������
 ��	�����	�
 ��������
 ��
 ���	�
 x � y ��
 �����#�
 ����

������"��	�
 �
 ������
 ��
 ����
 
�
��	�
 �� ����������
�

&� 
���'���� ��
�� �
����$ �	����� ���	�� ��� �
 ���	���
 ( � ) ���
���	 � �����

�� ��� �
 ����
 ����	 
�� ����
������
� *
�� ��
����
� ��	������
 �� ��������� ��


������� �����	��

	��
��� �� ���� ��� �����	
 �
 ��
���
 
��� �
 ���


Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

���� �����	
 �
�� ��� ������
����� �
� ��� ��������	
 �� ���
� ���� ��� ��
������

%+



�������

A′x2
1 + C ′y21 + F ′ = 0.

A′x2
1 + E ′y1 = 0.

C ′y21 +D′x1 = 0.

��������	
���

�������	�
�� ����� 
 ���
����

Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0 ������

�
����� 
 
��
��
 �� �
	������ ��	 �	
���
��� ��
���

x = x1 + h e y = y1 + k

� ������������ �
 ���
��� �
�
 ��
����

A(x1 + h)2 + C(y1 + k)2 +D(x1 + h) + E(y1 + k) + F = 0

������������� �� ��
�	
��� �
����� 
� �����
� ���	
� �� ��
�

A′x2
1 + C ′y21 +D′x1 + E ′y1 + F ′ = 0

�����

D′ = 2Ah+D

E ′ = 2Ck + E

F ′ = Ah2 + Ck2 +Dh+ Ek + F

!� "
�� �
 ��� A � C ��� 

��� ����	����� �� ��	�# ���	�
�� ��� �
 ���
���

�	
����	

�
 �� ���$
 D′ = 0 � E ′ = 0# ��%�# �
����� D′ � E ′ �%�
�� 
 ��	�� ���&
�

�� �� �
��	�� h � k ��� ��	��"�
 �

 �	
���
��� ��� ���
��
 �� ��	
�� �� �	�
��	�

%	
� �
 ���
��� ����# ����
��� �� "��'"������ A � C ��� ���
	�
���� ��	 �	
���
���

�� ��(��# ��%� 
 ���
��� 	������� ) ��%����� ��	

�

Ax2
1 + Cy21 + F ′ = 0

*� C = 0 � A �= 0 �
��
 �
��	 D′ = 0 (E = E ′) � ���&
��� �

 ���
��� �� ����

A′x2
1 + E ′y1 + F ′ = 0

+,



A = 0 C �= 0 E ′ = 0 (D = D′)

C ′x2
1 +D′y1 + F ′ = 0

P (x, y) P xy P (x1, y1)

x1y1

N (x, 0) xy R

(x1, 0) x1y1

M Q M R Ox Q

PN

x = OM −NM.

y = NQ+QP.

cos θ =
OM

x1

⇒ OM = x1 cos θ.

sin θ =
MR

x1



���� MR� NQ� ���	� 
���

sin θ =
NQ

x1

⇒ NQ = x1 sin θ.

���� NM � QR� ���	� 
���

sin θ =
NM

y1
⇒ NM = y1 sin θ.

� ��
 ��� 
��

QP�y1 cos θ

��
������

x = x1 cos θ − y1 sin θ e y = x1 sin θ + y1 cos θ ������

������� �

�
�����
�� � �
���� �� � ��!	�

xy = 1

�� � �"
�#���������

y =
1

x


������ �� �"$�� ��
 �� %���#� �� 45��

 ����� θ�45�� ������ �� �&
��#�� �� ����� ������

x =
x1√
2
− y1√

2
e y =

x1√
2
+

y1√
2

'������ � ��(��"��"!	� �� � ��!	� ����� ������

√
2

2
(x1 − y1)

√
2

2
(x1 + y1) = 1,

 �� �� 
���� �
x2
1

2
− y21

2
= 1 :

)�� 
����*������ ���� � � ��!	� �� ��� *"�+
(�#� �� 
+
�"��� (±√
2, 0) �� �"$�

��� �("��"�����

�	���	
��
�� ��� ���	��� ��� ����
�� � �������
��

,�� � ��!	� ��#"���"�# �� �� �
�� �� x � �� y �� ��� ��
�� ��"� ��
�# + 
��
�-

������� ��


Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

.�



����� �����	
 ���
 
��
� �
� ��� �
�������� A� B� �� C ��� ��� 	�
 ��
�
����	

�� ��
��

�� 	���� ������ ��
�	������	 � �
���������� ��
� 	����������� �� �������	 ��

	������ �
�� ������ B = 0� �� B �= 0� � ��
�� �		������ �� 	����������� ���	�	��

�� �������� �� ��� ������� �
��	
�
���� 	�� � �
����� ��	 ��
��	 �
�����	 x1y1�

 �	�
�
���	 ���� ����
����
 �� !����� �� 
������ ��
� �	�� �
��"	����

#�������	 ��� � 	������� �$������

������� %

&���
���� � !������ 	������ � ���� �	 ��$�	 ��'�� 	�
 
�����	 ��
� �������
 �

��
�� xy �� �������

7x2 − 6
√
3xy + 13y2 = 16.

���	�������� �	 ���
������	 �
��	
�
����	 ��
 
������ �� �$�
�		�� ����� ��
���	%

7(x1 cos θ − y1 sin θ)
2 − 6

√
3[(x1 cos θ − y1 sin θ)(x1 sin θ + y1 cos θ)]+

13(x1 sin θ + y1 cos θ)
2 = 16.

(7 cos2 θ − 6
√
3 sin θ cos θ + 13 sin2 θ)x2

1 + [12 sin θ cos θ − 6
√
3(cos2 θ − sin2 θ)]x1y1+

(7 sin2 θ + 6
√
3 sin θ cos θ + 13 cos2 θ)y21. (���)*

+��
���	 ������
�
 � '���
 �� θ� ����� 
������ � ���������� �� ��
�� x1y1 ����� �

��
�� ��
���	%

6(2 cos θ sin θ)− 6
√
3(cos2 θ − sin2 θ) = 0 ⇒ 6 sin 2θ − 6

√
3 cos 2θ = 0.

⇒ 6 sin 2θ − 6
√
3 cos 2θ = 0.

⇒ tan 2θ =
√
3 ⇒ 2θ = 60� ⇔ θ = 30�

��	�� ��	�� θ , ��� ��	 '-
��	 ���������	 ��		.'��	 (30� + k(180�)� ���	�������� θ

�� ������� ���)� � ������� 
����/	� �%

x2
1

4
+ y21 = 1.

0	�� , � ������� 
������� �� ��� ����	� �� ����
� �� �
���� � 	���/��$�	 a = 2 �

b = 1�

���	��
 �� ���� ��� �����	
 �
 ��
���
 
��� �
 ���


Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

�)



�� B �= 0� � ������	 
	�� ��
 �
����	
���� 
	
 ��� 
	����	 �� ���	� � 
	
 ���

�
�������	 �� �	
 �������
�	 ���� ��� ��������� �	
����

A′x2
1 + C ′y21 + F ′ = 0.

A′x2
1 + E ′y1 = 0.

C ′y21 +D′x1 = 0.

�� A �= C 	 �����	 �� 
	����	 θ � 	����	 
	


tan 2θ =
B

A− C

� �� A = C� ����	 θ = 45� � � ������	 �������� ��
� � �� ��� ��
�����
������

��������	
���

�
�� ������ �	��
� ���
�����
� �
��	 �
�
����	��
� 
���
 
�������	�
� �
 ��
�
�


�
 
����
 �� �
�
��
����
 �
� ��
���	� �	��
�	� � !"#� �$"%&� �
� 
 �'���
 (�����


��������
 
 	�	�'���
 �	� ����	 �)���	�$(

�
����
�
�
� 	 
��	��
 �
 �
����
 ��	� �
� ��	� �	��*�
��

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

�
� A �= C$ �
�
+�
 
�����	� 
 ��
���
 ����	�
 xy ��	��
 
 ��
�
���
��
 �



�
���
 	��
��
� �	 �
�����
 ,
��	�

A(x1 cos θ−y1 sin θ)
2+B[(x1 cos θ−y1 sin θ)(x1 sin θ+y1 cos θ)]+C(x1 sin θ+y1 cos θ)

2

D(x1 cos θ − y1 sin θ) + E(x1 sin θ + y1 cos θ) + F = 0 ⇔

⇔ (A cos2 θ +B cos θ sin θ + C sin2 θ)x2
1 + [−2A cos θ sin θ +B(cos2 θ − sin2 θ)+

2C sin θ cos θ]x1y1

+(A sin2 θ−B sin θ cos θ+C cos2 θ)y21+(D cos θ+E sin θ)x1+(E cos θ−D sin θ)y1+

F = 0 �-$-!&

�
��	 ,
��	 �
�+�
�

A′x2
1 +B′x1y1 + C ′y21 +D′x+ E ′y + F ′ = 0

.!



�����

B′ = B cos 2θ + (A− C) sin 2θ,

������� � 	��
	����� �� 
������ 	������ xy = 0� B′ ���� ����� � ����� ���� ������

−A(2 cos θ sin θ) + B(cos2 θ − sin2 θ) + C(2 sin θ cos θ) = 0

−A sin 2θ +B cos 2θ + C sin 2θ = 0

A sin 2θ − C sin 2θ = B cos 2θ

sin 2θ(A− C) = B cos 2θ

sin 2θ

cos 2θ
=

B

A− C

tan 2θ =
B

A− C
0 < θ <

π

2

� ������ θ � � ��� ��
�� � ������� ��	������� 
��� �������� � ����� xy� ������������

�� ���� � 	��	����� 
��� � �����

tan 2θ =
B

A− C
⇔ θ =

1

2
arctan(

B

A− C
).

	�� A �= C�

!��� � ����� ��������� � ������ �� ������� �"	�
�� ������ A = C� #� A = C� �

	��
	����� �� x1y1 � B cos 2θ� !��� ����� ����
���	� 
�� ��� ������� �� 45��

��������	
�� �� 
�	 �����	 	��	��� �� ������� ���������	��� �	 ��
	
��

���	�

$��� ������� ��
�������� ���
	������ �� 	��%�� 	 ��	��� 
������ 	��	���� ��� �

��
���������� ���
	� �� ��� ������� ����� �� ������� ���� 	�� ���� %����%���

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0


��� ��� ����������� ������ � ������� � �������� � ��� ��� ������ ���
��
	�����

& ������
	���� �� ��
� �� 	 ��	� 
��� ��� ����� � 
����� ��� 	��
	������ �� �������

������ '� %���� ��� ������� ��� ������� �� ��"�� ������� ��� ������� ����%�������

A′x2
1 +B′x1y1 + C ′y21 +D′x1 + E ′y1 + F ′ = 0.

	��

A′ = A cos2 θ +B cos θ sin θ + C sin2 2θ,

(�



B′ = B cos 2θ − (A− C) sin 2θ,

C ′ = A sin2 θ +B sin θ cos θ + C cos2 θ.

�� �� ���������� A′	 B′ � C ′ �
� ��
��������� �� B′2−4A′C ′ � ����������� � ������

���������
�	 � ��������� �

B′2 − 4A′C ′ = B2 − 4AC.

���� � � �����
� ����� ����������� �� �����
� �������� � �� �����
� ������������

��� ��� �����
�� ��� ���� �� 
�	 � �������
� B2−4AC � ��������� ��� �����������

���� � ���� �� ��� B′ = 0	 �����!

−4A′C ′ = B2 − 4AC.

"����� B′ = 0	 � ���� �� �#���� ������������ ��� ��� �����
� ������������ ����

��� ����������� ����� ������ �� A′ � C ′� $������%�� � �����
� ���� ��� �� ������

(x− h)2

a2
+

(y − k)2

b2
= 1

���� A′ =
1

a2
� C ′ =

1

b2
���� A′ � C ′ �&� � ����� ������ '����������� �������%��

�� �����
� ���� ��� �� (����
��� ��� A′ � C ′ �&� ������ �����)����	 �������� ��

���� �� ���)
��� �� ��� ����������� � ����	 ���� � ������� −A′C ′ = 0�

�������� ���� � �����
�

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

�� ���� �� ��� �#���� �
� ����������	 � ��)��� �!

• *�� ������ �� B2 − 4AC < 0

• *�� ���)
��� �� B2 − 4AC = 0

• *�� (����
��� �� B2 − 4AC > 0

+�,�- ������������ ���)���� ��� �#�����

'� �#����� ������� ��.����� ���������� �������������	 ����� ���� ����������� �� ��%

����� ������������ ���)���� � ���� ��������� �� ����� �������������� �� �������	

��������� ��� � ����������� ������ � ���)
���	 ��������%�� � �� ������ � �� (����%
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√
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√
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√
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�� t �� ������� 11 ���
�� �����
���

23



��� t ������	 
�� ��	����� �	��� ��	�
 �� ���	���� 	����	
 ����
 ��
��������
 t �	�	

��	� �� �� ������	�� �����
 ��� �������� 	 ����	 �	�	������	

x = t2 − 2t , y = t+ 1 , 0 ≤ t ≤ 4

������ ��	�
 ����
��� ������������� �
� ��		�� ���	��

��
��	�	 �	 ����	 ��
��� � �	��� �	 �	�����	 �� ������� 1 ��� ���� 	 �� �����

(0, 1) � ������	 �� ����� (8, 5)
 ! 
��	 �����	 	 ���� "� �	 ��	� 	 ����	 � ��	 	�	

��	��� t 	�����	 �� 0 	 4


#� ���	�� 	 ����	 ��� ���	 $�
 �	�	������	


x = f(t) , y = g(t) , a ≤ t ≤ b

��� ���	� 
�
�
�� (f(a), g(a)) � ���	� 
��� (f(b), g(b))


������� �� %�� ����	 � �����
���	�	 ���	
 ���	 $�
 �	�	������	
 x = cos t�

y = sin t� 0 ≤ t ≤ 2π&

'� �����
���	���
 	����
 �����
� �	���� ��� 	 ����	 � ��	 ������(��)���	
 ������


������	� �
�	��������� ��	 ���	 "� 	�������	 ��� ��
���	 �	 (*����	 (���	����	�

�	 ������������	
 ���� ���

x2 + y2 = cos2 t+ sin2 t = 1

������ ��	�
 ����� !��" ��� ������������� ���

+,



����� � ����� (x, y) ���	
�	 �� 
��
���	���
�� �������� x2+y2 = 1� ���	 ��	� �	��	

	�	����� � �����	��� t ���	 �	� ���	���	���� 
��� � ������ �	� ��������� ��������

�� ������ � �!"�� #����� t ���	��� �	 0 $ 2π� � ����� (x, y) = (cos t, sin t) �	�
���	

� 
��
���	���
�� ��� �	% �� �	����� ����
&������ �������� �� ����� (1, 0)�

������� �	

��'�(�� � 
���� 
�� 	���()	� �����*���
�� x = sin t� y = sin2 t�

+'�	��	 ��	 y = (sin t)2 = x2 	 �	��� ����� � ����� (x, y) �	 ���	 �� ����'���

y = x2� ,�� ���	 ���'*� ��	� 
��� −1 ≤ sin t ≤ 1� �	��� −1 ≤ x ≤ 1� ����� ��

	���()	� �����*���
�� �	��	�	���� ��	��� � ����	 �� ����'��� ���	

−1 ≤ x ≤ 1

-��� sin t * �	��.��
�� � ����� (x, y) = (sin t, sin2 t) �	 ���	 ���� ��	��	 	 ���� ����

��/�����	��	 �� ����� �� ����'��� �	 (−1, 1) ��* (1, 1)� 
������	 � /���� �'�����

������ ��		
 ����
��� ������������� ���

+� 	�	����� ���	����	� ����� ������� �	 0�	1��� �2!!3 ���4!5
4!6�� 	������� �� ��	

�	 �	��	� ��� ����� �	 �	
��&�� ���	���� �� ���	�������� 	 �	�������� 
�� '��	 ��

	����� �	��� �� ����� �	 7������ �2"3� ���485
489��

:��	��� ����� 	���'	�	
	� ��� �	��(�� 
�� � �	
(�� ���	���� �	������� �� 	�����

��� 
����� 
.��
�� (2.3)� �	�	�������� �� 	���()	� �����*���
�� ���� 
��� ��� ���

�	�����	� 
����� 
.��
�� �	 	���(��;

<� x2 + y2 = r2

 �
x2

a2
+

y2

b2
=<

"� y =
1

4a
x2

>6



��
x2

a2
− y2

b2
��

�� �� ���	
��� ��
�� ��	�
 ���
� � 
������ ����	������ ���� � �������
�������

������� ��
 �


��	�
 �

����� x 
 y ��	 � ���� � t�

������ ��	
� ���
�������
�� ������������� ���

�� ������� � �OPX� � �
����� �� !����� "#�$%&� � ��

'�
 �
��(��� ��
 � ���
��

���
�� 	
�
 y� � �����
��
 	
�
 x 
 � �����
��
� 	
�
 r� )�' �
	*

cos t =
x

r
⇔ x = r cos t




sin t =
y

r
⇔ y = r sin t

+�������� �
���� �	 ���� � ��	� ����	
���� ���
	�
 ���
��
��� �
 
����,

 ��-

��	������
 �� �������
������ ����
 ���*

{
x = r cos t

y = r sin t

#� �� 

����� ��
�� ��	�
 ���
� � 
������ ����	������ �� 
 ��

� ������� ��


�


��	�
 �

����� x 
 y ��	 � ���� � t�

������ ��	�� ������ �������������

.�	�
 ���
��
��� �	� 
 ��

 ��	 
�/� 	���� 2a 
 
�/� 	
��� 2b� 0��
��
�
	�


��	��	 ���
 �������
������
 �����������
 �
 ���� a 
 b� �� ������� � �OPX�

%1



��������� 	� 
����� 
������ � �������� �������� ��� � ������ ������	�� ���� x � �

������	��� ���� a� ���� � � ���� �� �����	��� 	��� ������ !�� ���"

cos t =
x

a
⇔ x = a cos t

��� ����� ����� �������	�� � ���#	���� ���#	���� �	������ 	� �����	��� 	��� �� ����

b� � �������� ����$��� ��� � ������ ������ ���� y � � ������	��� ���� b� !�� ���"

sin t =
y

b
⇔ y = b sin t

%����	��� ���	�� �� #	���� ���� ���#������ ������� ��	������� �� ����&'�� ��(

���������� �� ������ ����� ���"

{
x = a cos t

y = b sin t

��� a > 0 � b > 0

���� )���� ����&'�� �� �������	�� ��� �� �� �����	��� 	��� ���� ����� ��*�� a = b�

+� ,� �������� ����� ����� �������	�� 	���� ����&'�� ������������ �� ���-���� ��

����&.� ��������	� y =
1

4a
x2� /���	�� ��� ��������� �������� x � y �� #	���� t�

������ ��	
� ���
���� ������������� ���

!� ���#	���� ���#	���� �OPX� ���" tan t =
y

x
� ���� y =

1

4a
x2 (1)� �����"

tan t =

1

4a
x2

x
⇔

tan t =
1

4a
x2 1

x
⇔

tan t =
x

4a
⇔

�0



x = 4a tan t

�����������	 	 
��	
 �� x �� (1)� ���	��

y =
1

4a
(4a tan t)2 ⇔

y =
1

4a
(16a2 tan2 t) ⇔

y = 4a tan2 t

�	
����	� �����	 �� �����	 �	�	 ��
����
	� �	���	� �	�����
�
 �� �������� ���


����
���� �� ��
��	�� ����� �	
�

{
x = 4a tan t

y = 4a tan2 t

�� �	 ���
�	 ���	� 
��	� 	���
 � ����� 	 ��
����
��� ��
� � !���
�	�� �� ����� 	

��
�������

x2

a2
− y2

b2
= 1

���	�!� ��� ����"��	� ���	���
 x � y �	� 	 �����	 t�

������ ��	
� ��
������ 
������������

�� #���
� $%��&' ���	� ���� ��
���(�
)����� �	��)��
���� �� 
��	 a � b � ��� !��

��
�	�� �� ��*	 �
���
�
�	 ����� � 2a � ��*	 �	�"����	 ����� � 2b� +������,���	 	

�
������	 
�������	 �OMX � �	��-
�� ������.��
 � !��	������ ������	 x � 	 �����	

��"������ ������	 a�

cos t =
a

x
⇔ x =

a

cos t
⇔ x = a sec t

/0



�� ������	
� ������	
� �ONQ� � 
����� ����
���� ���� b � � 
����� ������ ����

y� ��� ����

tan t =
y

b
⇔ y = b tan t

��������� 	����� 	� ���	
� 
��� ���������� ������� 
��������� �� ��	����� ���

�������
�� �� ����� �
� ����� ����

{
x = a sec t

y = b tan t


�� a > 0 � b > 0

!����������� ����� � ���������"��#� �� 
	���� �� ������� 
	�� ��$���#� � ��%� ��

����������

�������� 	
 ���� (x, y, z) �� ��	
� ���
�	��	
� � ��� ���
� C �� ������ R
3�

��������� �������� ������
����� �� ���
� C �� ���������

x = f(t) y = g(t) z = h(t) &'�'()

��� ���	�� �� ������	���� x� y � z ���� ��	���� ��	
 	��� �� ��� ����
� 
���!
�"

t� � ��� �������� �� ���#��
���

*��	����� ���� �%���
��� +� �������� �� ���� �� ������ � 	�� 
	��� �� ������

&��

	���� �	�� �	
� �� ���%�)�

���
��� �� ���
���� �� ���� �� ������

��������� � ��	��#� �������
 � �� ��	����� ���������
�� ���� � �������� �� ����


������ � ����� P = (1, 3,−2) �� ����� Q = (2,−1, 3)�

���� � ������ 	�� ��	��#� �������
 �� �������� �� ���� �	� ����� ��
�� ������

P = (1, 3,−2) � Q = (2,−1, 3)� ����� ���
��
����� ���������� � ����� ����� ����

������

v = Q− P = (2,−1, 3)− (1, 3,−2) = (1,−4, 5)

*��� C = (x, y, z) � 
���	��� �� ����� �� ������ �� ������� ��� �	���

x = f(t) y = g(t) z = h(t)

������

PC = tv ⇔ C − P = t(1,−4, 5) ⇔

('



(x− 1, y − 3, z + 2) = (t,−4t, 5t) ⇔

x = t+ 1 y = 3− 4t z = −2 + 5t

� �������	
 �� ������

 �
 ��������
 t � ������
 � ������ �� ��� ��� ��������� �
�

�����	
 x = t+ 1� ���
��

���� x = 1� t = 0 � ���� x = 2� t = 1� �
�
 t ����� �� 0 � 1� ���
 � 0 ≤ t ≤ 1�

�
�
 r(t)�〈 f(t)�g(t)�h(t) 〉� � ����

 ���
���	 � ���� �
��

r(t)�〈 1 + t�3− 4t�−2 + 5t 〉  
� 0 ≤ t ≤ 1� ! �� �������� ��������� �� �

�

x = t+ 1 , y = 3− 4t , z = −2 + 5t 0 ≤ t ≤ 1

"��� ������ ���
��

������ ��	
� �
��
��� �
 �
�� ���
�����		�� ������

������� �	 
��
� �� 
���

#
���� ��� �  ����  
� �������� ��������� �� x = t cos t� y = t sin t� z = t� ���$

�� z2 = x2 + y2�

%��
� ��&������� 
� ��	
��� ��� ����$���� x� y � z� �� �����

 �����

z2 = t2 cos2 t+ t2 sin2 t ⇔ z2 = t2(cos2 t+ sin2 t)

 
�
 z = t� ���
�

z2 = z2

�
�
 �  ����  
� �������� ��������� �� ���� ���$ �� z2 = x2 + y2� �
��
��� �

����� �&���
�

'(



������ ��	
� ���
� �� ����

� �������	
 ��� 
����
�� 
����
��� �� ��
��� 
�
��	�� ��	 ������	�
 
���� �� ���




 ��
 	����
���	
 �
�
 
 ����������� �� 
����� 
��	��� �� �����
�
 �� �����
�	


��
��
	�
 ���� !��
� ��
�� �� ���
�"��� ������	��� �
�
 
 ��
�	#�
$�� �� 
����
�


��
� %�� 
��&�' 

���� � ��
��� �
� ���(
� ���	�
� �����(��(	�� �
 ���$�� ) * ����$�� ��� 
 ��


��#�	$�� ���� ���(
� �� 	�
����$�� �� ��
� ��������	�� �� ���
$� + �� ��
�� � ��


��������	� ���	�
 , ��
��� �� ���(
� � ��������	�� �� ���
$� 
 �����(��(�� �� ���	
�

�
 �	��	��	�
 �� �����
�	
 ��
��
	�
 --. �
 /����
 0����	�� ���
���	�
 �� 1	2 �����3

��� ��
	(
�� � ���	����	�� ��� �&������ ���
��
����
� ���
�&
�
�	4
���. ���� �

�
 ����
��$�� �� �� ,�5
��� (3.2) � � �
 �����
$�� �� ���$�� (3.3). �����	��� ��

���&	�� �
��
��� 

6�



�������� 	

��������	 ��
���
�
�	 ��
�����	 ���� 
��
��
�

�������� ��	
��
� �

��	
��
� �� ���
��
� ���
�� ��
��� �����
�
��

����� �����
��
� � ���
� ���
 
�������
��� �
 �

��	
��
 � 
 ��
�����

�� ������
�� �	����� ��� 
�������
������
� !"#� ��$%"��

&� �������'���
 ��� � 
�
��������
� ������
�� ����
�(�
�)�� �
� ��	
��
� ���
��
��

������
�� 
� ���� �� *��
�� 
����
� 

����
��� ��� �������������+������
�� ���)

�,
������ -�� �������� �
 ����
����� �� �
�
� �� �
�)
)���� .�/
���� ��� �����+��

��� ������ ��
��� ���
� ���+���� 
����
�
�� �
 ������� � ������

��� �� 
��������

&�

� ������
�0�� ������

� �� 
�
�� ���
� 
�
�
�+� 
 ��
��
��� �� ��
�
�� ����
�

����,
���
� �� �������� ��	��� ���
� ����� �
�
 ������ �� 
������ �� �������� ��

������)
�������
��� �
 1����
��
 ��
�2
��
 ��� 
����� �� �������� 
�� �� �����

�� �

��	
��
 �
 &����
 3������� -��
�4���
 �� 5�,� . ������� ��� �� ����� , ��

�����2��� ��
���
�� 
 �
�
�� �
 ������
��� �� 
������ �� ��
�����
��� ���+������)


�� ����,
����� �������
�����
� �	��
� 

����
��� ��

��
�
� ���� ���� �� ���
��


������
�

��� �� 6/���
 3������

��������

-
�
 7
��� �� �
�
���� �� 
��

������ �� 
������
�� �� 6/���
 3����� 
�
��� ��


������ 

������
���� ��� �����
���� ���
�� �,����� �� ��

�� �
��� �� �� 
������

��

����
� �� 4m ��� 3, 2m� -
�
 ����� ���� ��
 ����
 ��
��
�
 ����
 �� ��
�

��

�
� ��� ��
� ��
�����
��� M � N � ���� ���
�
 
 (���
� 8�
� 
 ���
'���
 ��
��

�� ���
�� M � N9

������ ��	
 ���
���� ����
��� ���

3� 
 ������ 
�
�
�
 ���� 
������
�� 

������
 � 
������ ��

����
� ��� 
�� ����

���������
� 4m� ��
�� � ���������
� �� ���� �
��� ���

 ������ , 4m� 3
�����

��� a , 
 ��

�� �� ���� �
���� ��
��:

a =
4m

2
= 2m

%;



�� ���� ���	�
�� b � � 
���������� �� ���� ������ ������

b =
3, 2m

2
= 1.6m

�� M � N ����������� �� ��
�� �� �	���� ������� ��	� �
��
�	���� ������

d(M,N) = 2c

����� ���� �
������ � ������
�� �� d(M,N)� ���
������ �� ��	�� �� c� ���� ��	

����� ���	���� � �
��� � ������

������ ��	
 ���
���� ����
��� ���

 ��� � �����
�	� ������� � �����
�	�� ����� ��	� ������� �� !���
���� ������

a2 = b2 + c2

22 = 1, 62 + c2 ⇔

c2 = 4− 2, 56 ⇔

c2 = 1, 44 ⇔

c = 1, 2

	�
�

d(M,N) = 2.1, 2 ⇔

d(M,N) = 2.4 ⇔

��������� " ������
�� ����� �� ������ M � N � �� 2.4m#

$ ��
����� 
�� �� �
��
�	��� �� �	���� �� %&���� ��	�	�� '�� �����	��� � ��� ��
��
�

�� 
������� �� 
������� �	������� ��� ����
������ ��� � �������� �����	� �� ����(��	

��������)���� �� ��� ��������� �����
����	 '�� � �������
���� ���� ������������

�� �������� ������� � ������*�
�� �� �������# %�� ��+����� ���� ��
�,�� ��� ��-

�	�
���� 
�� �	
�� ����	�� ���� ���� ���������� ���������� � ���	������ �������

..



���� ����� �����	
��	�
 ��� 	������ ��� �� � �������	��� �� ������ �� ��� ����

����� 	������� ��� ���	������ � �������� ����	�
 ���� ������ � �������� �������� ��

�������	����� ������ ��	�	������ � ����� �����!�	��� ���������	�� �� �������

�������� ��������� � 	�������� �� 	�����	"���� ��� ��������� �� ��	���� �� ������ �

�� ���������� �� ��  �#��"�� $�� �������
 � $������� %�����	����	�� �	��� �	��

�������� �� �	��	��	�� �� &������� ���	���� � &����!�	�� '��� � (�������
 ����

��� � 	�����	"���� ���	�	� ������	��� ���� ������	����� ���� � 	������������ �����

�!�	�� �� ����� ��  �#��"�� ) ������ �� ������ �� ��������	��
 ����� ��������

��� ��� ��� �	�� ���� �� �������� �������
 � ����� ��	��� ������ � ����	�	�	����

���� ��"����� �� 	������������ �����!�	�� �� ���� ��  �#��"�� (� ��� �	� ����

��	�� * +��	�� ������
 ����������� ����	"��� ����� � ����	��	���� �� ���� ���� �����

�	�� �� ���	����� � ���������� �� �	"�	,����� �� ������	��"�� �� ����� �����+���

�	����,���� -�	 ��� 	��� �� ������ ������	�� * �����	
��	� �� ��������

��� ����� 	 	 
������
	 �������	�	��	 ����	�
	 ������
�	

�� ��
��

' &����!�	�� ���! �������� �� �	�� �� ����� ����� �� ��	����	�� ��� �	�	�	���.��

�������
 ������������� �� ����� ������������� �� ���	������ ��� ���� ������	���

��� ��!�	��� � ������� �������� ��� ��	� ����� ������� �� �������� � �� ����������

�	����,���

'� ���"� �� ����� ���� "���� ���	�� ��	 ��������� ������	����� ����� ��� � ����

���	�� �� �� ������ 	����������� �� ��� � (������� ������	�
 ������ ����	��� ���

���������	�� ������	���� ���������� "������	��
 ��������� �� �������� �� ���

"��� ���������� �������	��

)��� �������	�� ��������� � ������� �� �����!�	�� � 	�����	"���� $����� /�����
 ��

��	"�� ���������
 ��� �	����� � ����������� �� &�����	��� �� ���"� �� ��	� ��

3 �������
 ��� ����������� ��� �	��� �� 	�����	"���� ������� �� �������"�������

���������� "������	�� ����� ���� � �������� ������ ����������� �' 	������� ��� �

�� ��� � 	�����	"���� 	��	������� ���������� �� ����	��� �� ����	����� ������	������

0��� �������
 �� ����	��� �� ��������������
 �� �������� �� ��������� ����	�	����

���� ����	���
 ������
 ����	��
 ����� ������1 �
 �� ���� ���� �� �������� �� ����	���

���
 �� �����	������ ����� �� ������� �� �������� "������	�� ��� ����������� ��

����� 	��������� ���� �� ���"�� * ���� ��"�	���
 ����	�	��� ���	� � ���������� ��

���������� "������	�� ������	���0/�����23341�

5�"�	��� � ������� �� �	��� �� 	�����	"���� �� /�����
 � ����� ����� 	�����	"���� ��	

������	�� � ����� �� ������ ����� � "������	� ������	�� �� �������� �� ����������

�	"���� * ������� �� ���� �� 6�	��
 ����	��� ����� � �	����� ������ �� ����������

��� �� ��#��	�� ��� � ����� �� �	��� ����	���� �� �����	�� �� ��#��� ������	��
 ���

78



���� �� ����	�
 ��� ���
��� 
�
��� 
�������
����

�� ��
��
� �
� 
 ����
 �
 
�����
��� ������ 
����
���� �� �������� �� �������
�������
����

���� �

�
�
 �� ����
����� �� ���
 � ��� !"#$� 
� 
	��
��� �
� �� 
����
����

�
��
�
�� ��� �����
������ ���
�%����� �
� ����� ��� 
�����
��� �
�
 �
�����
� �

������������ � 
 ����������� �� ������ �� ��������
��� �����&����

'�(�( ) ��������
 ����� 
 ������ � ����
����*���
 ��
���
�
 �
 ����
��� �� ������

+�������� ��� ������
� 
� ������
	
� 
�
��� 
�������
�
� �
� ����
�
� ��
����

�
� �
��� �� ���� ������ ���������� ������ ��� 
� 
�������

������ ���	 
��
�� ��� ����� �������
�� ���

,���� 
 ����
 ������
� �
� ������
 � 
������ 
 ������
�� �� ���� ������� �����
�
����


� ���
����� �
���-�� �
�
��� 
 ���������
 
 �
��� �������
 ���� � . � ��������
��� �

� � . � 
������ /

• �/ 0

� . 
 ��������
 ����� 
 �������
 � ���
��
 �
��1

• �/ 2�
 . ����
�
� � 
 �
��
 . ��
�

• �/ 3���
* �
� �����4�
 ���
� ����
�1

• �/ ) ����
 ����
�
� ��� ���� 
 �
� �
�� 
�
����� ����� �
�
 �
��� 
 ��������


������ �
��� �
��.� ������ �� ����
 ��
�

• �/ +��� 	����� �
�
 ��	��� 
� �

� �
���1

• �/ ) �
�� ����
�
� ������ ���� ���� �
����� 
� ������
�
�� ������� 5����


�� ������6 � ������ ��� 
� ���� �� �
��� �
� ���� �
 ���4
 
����
 �� �*� ��

�
�
���� ������ �� ���� ������
�� ��� ���4
� �� ����
� ����� � ������� � ����

����
� ����� 
�. 
������ 
 �����
 �
� �
 �
���� ) �
�� �� ����
 ��
� ������

��� ���
� � �
��� � ������
�� 
�. 	�
� ������� ���� 
� ���
�� ���
��� �� �



5����
 �� �������� �� ���
6 � ������ ��
 ���������� ��� �
��� ������
�
��

�
����� ����
� ����
� 
�. 
������ 
 �����
 �
� �
 �
����

78



����� ����	
	����
� ����������

�������� � ����� ������� �� �	���
�� ��	������ �� 
	����	� ������ �� 
���� C

���� ��� ������ 
�	 �����	 � ����� ��	������ ������ M � N 
����� ��������


��� 
����� �� 
�� ��� ������� ������ 	�
	������ �� �������� �� 	��� �� �������

�������

������ ��	
 ��
��
 ��� ��
�
 ���������
 ���

! 
���� C ���� ������� �� "�	�� ��� ��������	 
����� ��� 
������� �������	 ��

���� ���	������� �� �� ���� ��	
� ���
	� ������ ����#���� ��� 	��
���� � C� ���

���� 
������ ��$�	 ��� � 
	����	� ������ ��� � "�	�� �� ��� ��	���"�	%���� ���

����	� �� C� �� �������	�	��� � ����� �� ���� ��	�����  ���� ��	 �� �������� ��

	��� MN � � �	���
� � ������ ���  �� �� �� ���� ���� �������� ��� � "�	�� ���

��� ����� �� � ��� 
�	��� �	 ����	� ���� ��� �	�&��'	�� �� 
����� ��&� ���� ���

����#���� ���	� � 
���� M � � 
���� N ��	� ��� ���������� �� ����� "�	� 
������

��$�	 ��� ��  �	��� �����	��� ����	 ���� �� ������� ���	� �%� � "�	�� �� ���

���
�� ��� "���� �� M � N �

(� ������� �� �	���
�� 
������ ����	
	���	 � ��"�	���� ���	� � ��	���"�	%���� � �

���
��� 
�	� ��� ��������� 
�	 �������	 � ������� �������

������ ���
 ��
��
 ��� ��
� ��������

)*



MN

F1F2 F1 = M F2 = N A1A2

0 1

e =
c

a

12

12

12



12

Ac = πR2

•
n



• ���������� � �	
��� h � � 
��� �� ���� 
������	� ������� ��	�� �������� ���

����� �� �

�� � ���� �� ���� 
������	� � � �
�	������ �� ������
� �����	��

At =
bh

2
��� !

• "���� ����� #�� 
���� �� 
������	�� �������� ��� ������� ��
�� � ���� ��

���������$���� ���� ����	 � ���� ��� ����� ��� 
������	�� ���������

Ac =
bh

2
+

bh

2
+

bh

2
+ ...+

bh

2
����!

• %������ n
bh

2
&

bh

2
+

bh

2
+

bh

2
+ ...+

bh

2
� '���

Ac = n
bh

2
���(!

• )� � ��
���� �������� ���� '�� ���� � 
������ ������� �� 	
��� 
��
�����

�� 	
��� � ��������
 �� ������ 
�� �����

 �� 

���� �� ��������

��	
����� ��
 
���
��
 
�� � 

���� �� 
��
���
���
�� 
��
��	
�����

�� ���� 
������	� �������� '������ #�� � 
��� �� ���� 
������	� ��
��� ����

���*��� �� 	���� �� ���������$���� � ������ � �	
��� �� ���� �� ��� 
������	��

��
��� ���� '�� ���� ���*��� �� ���� �� ���������$�����

• +�������� � ���	�
��� ��� ����	�� �� ����� ��,��
�����	� �� ��-�� �������.

����� ���	�
���� ���� '�� ���� ���*���� �� ����� 
������ ��,��
�� 
������	���

���
��
�� ������� n 
������� �� ��,��
� � 
��� b ���� ��,��
����
� ��#�����

��
�� � ���� �� ���������$���� �����

Ac = lim(n
bh

2
)

/�0 ����

Ac = lim(nb)
h

2

%���� �� ���
� #�� nb&b+ b+ b+ ....+ b� #����� � 
��� b ��� ��,��
����
�

��#����� ����� � '�	
� ���� 
��� 	���� �� ���������$����� �� ,��	 nb ���� ����	

�� ���0��
�� �� ���������$�����

lim(nb) = 2πR

)�
�
�
����� 
�����

1 



Ac = 2πR
h

2

������� �	� �	��
� ���
 ���	��� ��� � ��
� �� 
�����	��� � ��
	�� �� ��
��


������ ���� � ���� �� ����	���������� �

� ��

h −→ R

��
�� ����

Ac = 2πR
R

2

������������� 
���
�

Ac = πR2

�

�� ��� �����

���� � ����������
� ���� � ��
����� �� ���� �� ����	���������


���� ���� ��
� � 
������ �� ��
�
�� 

! " # $���	�� �� ���� �� ����
� � ���
�� �� ��

� �� 
��	��� ������

� ������ ! % �

	���� ��
��������
� ��

	� � ����� �� 	�� ����
� ��� ����
 ��

M � N  

&�
 �

	��
 ���
�
 ��
��������
�� ���	 �����

���� � ����������
� ���� � ��
�����

�� ��	���� ���	'��� �� ����
� � ���
�� �� 
	� ��
�����
���� ������� � �	� �����
�	

�(���� �� ��
	�
��� �	� 
� 
��	� 

x2

a2
+

y2

b2
= 1 )! %*

&�

� ��
�� ���� ���� �� ����	�� �� ���� �� ����
� ��� ���� �� ��
����� �������� ��+

����
 ������	'�� ��	� 	� �

	�� ��
��������� ��� ,���
�� -������ .	�� )/!01� � #2*�

�� 
	� ��

��
���� �� ��

���� ��
�
	���� 3�������4�
 �� �����5��� �� $�������� ��

����	�� �� ���	��
 � ����
3�

• $��
�������
 	�� ����
� �� 
���+��6�
 a � b� ��� a ≥ b -�+

����
 �
���(�� ��6�
 ���
�
����
 �� ���� �	� � ��	���� ���
�
����

�� ����
� 
�7� ���� ���

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

8
���'���� � ���
�� �������
����� �� ��������� �	 �
�
��	�� �	�

��'� �������� ��	
 ��
���
 ��	�	
 
�� �	�
 ��� ���	 
��	 
��	��� 	 ��	


� �	
	���	 	 ��	 
��	 �	�	 ����
���	 �	
 ��	
 ��
���
 
�������


2!



�� ���� ���� ��	
� � ��
���
��� �
�
� � ��	
� �
��� �� ����� ������

������� � � ����� ��
���
������������ �� ���� ����� �����	�	


��� 
�
��
 ��� ��� �
	����
	���
� �
 
������ ��	�
�
���

x2 + y2 = a2

������ ��		
 ���
�� �������� �� ��������������� ����� 
� ���

�
��� 
� ����� � �	
����
� �
 �����

	
� �	��
��� 	
��� ��	��
���

�� 

�� Oy� � 	
�� x = t� ��	� ���� t ��� 
� (−a, a)� 
��
	�
�� �

�
	����
	���
� 
� P2 
 P ′
2 
 
��
	�
�� � 
�
��
 
� P1 
 P ′

1� ��	� ���

�
	��� P1P
′
1 
 P2P

′
2 ���
	����� ��
 P1 
 P ′

1 
 P2 
 P ′
2 ��� �
� �	
���


� 	
����� ! 	
�� y = 0� ��"� P1P
′
1 = 2y1 
 P2P

′
2 = 2y2�

���� P1 �
	�
��
 ! 
�
��
� �
��� ��	� ���� t �
	�
��
��
 � (−a, a)�

t2

a2
+

y21
b2

= 1 ⇒ y21 = b2(1− t2

a2
)

���� P2 �
	�
��
 ! �
	����
	���
�� �
���#

t2 + y22 = a2 ⇒ y22 = a2 − t2

���
�� � ����

��
 
��	
 y21 
 y22  

y21
y22

=
b2(1− t2

a2
)

a2 − t2
=

b2

a2

$��
 ���
���
y1
y2

=
b

a

%�"�� ��	� ������
	 −a < t < a� �
���

&'



P1P
′
1

P2P ′
2

=
2y1
2y2

=
b

a

���� ����	
��� �� �
�
������ 
 �
��� ����� 
� ���
� �����	� 
 ����


��������� �����

AE

AC

⇒ AE

πa2
=

b

a
⇒ AE = πab

���� AE � AC ����	
� 
� ���
� �
 ������ � �
 	��	�������	�
� ����

�����
����� �� !"� �#$%&#

��� � �����	
�� 
���������
�� ����	
���� �� �� �������

'��
 ���������
 	�� �� 
�	��� �
 
����
 �� (')���
 ������(� ���� 	���	��
� ����


����� �
 *�	��
 +������� ���
�,��	
 �� -�. �� 	���� �� /
������	
� ����� ������

�
��� ����� 
 ��������
 0�� 	�������� �� ��� ���
��� �� 
��� �
��� 	�����
� �
0���


������� ����� � ���
� ��1���� ���
� 
������
��� ��
��	���
�� �
 
����
 	��� � ���
��

����� �
�
 
 ��
�������� �� �
����� 	�����
�� �
 ���2
 �
�
 
 ���
 ���
���# *���

���
� ��� � ���� �� (��)
���( �� �
���
 �
	���
� 3������#

4 ���������
 
�
�5� ���	���
 
�������
 
� ��������� ���
�6��7 ��� ���������
���� ���


�����#

� �� ���� . 	������
�� � ��)
���8

� �� � ��)
��� . ����� �
 �������� ����
7

• 4�
��
� �� ��
� �5������
�� �� ��
 	���
 ��
� ���
	
� � 15
� ��
 �� 	2��

��� ����
� 
 ����	
� 
 	���
 
�. �� ������9

������ ��	
� �
����
 ��������
 ��
 �����������
 �� ��� �����

• :����� �� ����	
�
 ���
� ������
 �
 ���
	
 15
�
 �� 	2�� ���	
�� 
 ��
��
�

��� �������
 �� �

������
 �
� �� �
�����
� 9

;<



������ ��	�
 ����� � �
����

• ����� � ����	
��� �
��� � ������ �� ��
��� ��
 � ��
�� �� ����� ���� �� ���

� ������� �� ��� �������� �����������
�� ������� �� ��� ������ ���������

�������� 
� ��
�� �� ����� ���� � ����� ����	
��� ��� �������� � ������ ��

���� ��������� �� ��	�
���	����� ��
� �
��	 ���
��	��� �� ����� ��

������ �
� �� ������	�
 � ��
�� ��������� ��
 	������� �� ����	� ��

������ ��	�
 ������� �� ��
������ ����� �
 �
����


• ����
���� � ����� ��� �������
���� ���������
��
�� � ����� ����	
��� �
���

���� ���	����� �� �������� 	��
��	 ����	��� �� ��	�
���	�������

• ����
���� �� ������� �� ��
�� ��� ��� ������ ��
������� �� ��� ��

• !� "
�� � �
�#�� ��� ������ �� $���� �� ����� ���	��� ��	�
��	��

• % �����
�� & ����� �� ������ $��#�� �  ��� �� ���� ��� � ����� ����� �

��	�
��	� ��� �� ��
��� �� �
�� 
 ������� �� ����
����

'(



• ��������� � ��	� 
� ������
�� ��� ���
�	 ��
	 �
� ��� 	� 
��� �� ���� 
�

�
��� � ��� �� ���	 ��
 ����� 
����� ����� �� ��	���� �� �
 �����

������ ��	
� �
������� �
 ������
 ���

• �������� 
� ����� ����
��� �	 ��
	 �������
�	 ��� ������
����������
	 �����

��
�	 
� ����� ����
���� ��� �� ����� 
� 
����� �������
���	 ��� 
�� ���
�


� ����
��������
�	 ����� 
�	 
� ������ 
� 
�� !������"

������ ��	�� �
������� �
 ������
 ���

• ���������� 	
��
������	�������� �� ��������� ��� ������

• �� ���� �������� ��� ��������� ��������� �� ������ ����� 

��



������ ��	
� �
��
��

����� ����	
	����
� ���������� �� ��	�� �� �������

� �����	 �� ����	��� � �����	�� ���	� � �����������	 � � ����
� �� ��������� ��

���	�������

��� ��	��� ��� ����� �������� ��� ���� ��	�� �������	� � �
� ���	�!

�
� "�������#$��� �%� %� �������&� ����� �'��� ���� ������(#� ��� �����)�� ��� *

� ���� ��
����� ���
 
	��� ���	 ����	�����	� �� �� ����	 �+��	� �� 
�������

� 	��
���� ���� 
�&� ����
� ���� �� �����	������ ��� �� 
	�,&��� ����� ������

��������� � �������� �����
�- �� ���	� �� ��	��� �� 
�	.���	� P ���& * � ��� ����		�

����	 �	��!

� 	�/
� �� �������
� 
	������� �� ��	�� ����� 
	�,&��� ���� �&���	��� �� &����

�� 0��� � �� ������
� �� ������ �� 1�	���� ��� �
�	��� 	���	��� �� �2����� I ��

�,	� *
��� #3�����#4 ���	��� 
�&� 
���� 	����� 5�	�.&�� �70 ���� � 19 ��� �

1��� ��� 	���	���4 ����� � ����������� ��� �� ��,� ��� ���� ��	�� * � ��	�����	�����4

�� �������4 � �������	��
� 	���	��� ����� 	���&���� * 	�&���������� 	������ ��
	�6

������� 
�&� 
	����	� ��/ 
�	 7� �� 8�9:�	/ �� 1890 � ;
� * � �������	��
� ��

8�9:�	/ ��� ����� �
	������	4 ��� ��� �� �*���� ���	���/��� 
�	 <� 8�����	 �

�=
&����� �� >	�'�:� �?@AB4 

���C6��D 4 �9����� �� �����	�/��
�� 3�����������4

���� �*���� * ����� 9��� �
&����� �� 	���&��
� �� ������ 
	�,&���� ��	����������

� �	������� �� 8�����	 ��� �	���� ��	��� 	����� �� ��������-

�� 8��� D �� ���.��� 
&��� � C � ��	�� ��� � ����		�� 1������	�6�� ��� 	��� l�

�	��������� �,��	 ��� ��	�� Cl4 ���*�	��� 	�&���������� � l � ��� � �����


�	.���	� �� C� 3��� ��	�� Cl * �,���� �� �������� ����- ������� ���


�	
������&�	 l′ � lE ���� M � ����	���
� ���	� l � l′ � �������	��6�� �� 
�����

M1 � M24 �� l′4 �� ��& ���� ��� M ���� � 
���� �*��� �� �������� M1M2 �

���� ���
	������ * ����& �� �� ����	���
� �� l′ ��� � ��	�� C� "�
������ ����


	������ 
�	� �� ��	��� 	���� 
�	
������&�	�� � l � �������� F ��	�� C �,�����

CG



� ������� ��	�� Dl 
��	 
�
�	 ��� � ��
�

	 � 	 Cl� �	� 
��� �� �����
	 �	

�������� ���
	�

������ ��	
� ��
��������� ���

�� ���� ��������� �	 
���
�	��� ��� ��� ���� �������� ��	
 ��
���
 ��	�	
 
��

�	�
 ��� ���	 
��	 
��	��� 	 ��	
 � �	
	���	 	 ��	 
��	 �	�	 ����
���	 �	


��	
 ��
���
 
�������
 �� 
��	 ���	 
	��� � ���
�	���� ����� 	 
	��� ���
� 	


�
�	
 ��

	
 ��
���
 � 	 ��
�	 ���
�	��������	� !" ��##� � 	 
�
�	 Cl� ��
�

	

	 ����	 �
�	 ��� 	 
�
�	 C� �	� � 
���
������ Ll �	 
�
�	 Cl � ����
 ��

��� � 
���
������ L �� C�

�� �������
	
���� �� ������	 ��� L ≥ Ll� �������
���� �� ���� �
	������

N1N
′
1N

′
2N2 � M1M

′
1M

′
2M2� �����
	��� �	 ���
	 	 	�!��

������ ��	�� ��
��������� ���

"	 ���
	 ����� |M1M2| = |N1N2| � |M ′
1M

′
2| = |N ′

1N
′
2|� ��
 �����
�	� �����

�	� �� |M1M
′
1| = |M2M

′
2|� #���
	��� 	 ������	��	�� �
�	����	
� 
�����	 ���

$%



2|M2M
′
2| ≤ |N1N

′
1|+ |N2N

′
2|

������� M ′
1 � M ′

2 �	
��� 
����	����� M1 � M2� ���
�����	����� � ��	����

� ��	� �� ��	
��	���� �� ����� ����� ���	������ ������� �� ��	
����


����	�� L ≥ Ll�

�� ���������� �� 	��	� 	��� ��������	���� �� ��	���� 
���� Dl � � �
��� Cl�

��	���� 
	� �
��� ���� ��� 
������� � l� ��	�� ����� 
	� ���� �
��� ��	


	 ���� ���� �� ��	������ �� ��
����	�� ���
�����	���� � 
�������� �� ��	����

��	�� ����� 
	� �
��� ��	 �������� ����� �� ��	������ ���� � 
	� ����
� ��!�"

��� ��	 � 	��	� #��� �� �

�� ���� ��������� 	�� ��	 	���� 
���	����� $���

%  ����� 	�������	�� &
� ���� � �
������� 
��� �����
�� &
�� �� ����� ����� ��

�
���� ��	 ��	
��	���� ������ � ����
� ��!���� � � &
� ������� 	���� #����

�������� �� 
	� �
��� C &
� �������� � #��� A � 
���	���� L� '
������� �
�����"

��	���� � 
������� �� ��	������(�� �	 ����(�� �� �� ������� ����� l1� l2� l3� l4�����ln�

����	�� �
����  ��)���� C1� C2� C3� C4�����Cn� �� ��	��� ��	�� ����� 
	� ����
� �"

�!���� C0 � ����� �� �
���� *�	���	 � 	��	� #���� ��&
���� � 
���	���� ��	��
��#


����������	�����

{
A = A1 = A2 = ... = A(Co)

L ≥ L1 ≥ L2 ≥ ... ≥ L(Co)

+��������	�� 
	� ����
� ��!���� �� 
���	���� L � #��� Ac� � #��� �� ����
� ��!����

�� 
���	���� L � ������ �� ���
����  ��	�,

������� &
�

L = 2πR -.�/0

Ac = πR2 -.�10

�������� � ���� �	 -.�/0 ��	

R =
L

2π

�
�����
���� �	 -.�10 ��	��

Ac =
πL2

4π2

Ac =
L2

4π

23



L2

4π
≥ L2

o

4π
⇔ Ac > A0 = A

C

L

L

4

NS EO ,NoSe NeSo



������ ��	
� ��
��������� ���

��



��������	
���
���	
�

������ � �����	� 
� 	��
�
� 
� ������� ��
� ������ 
� ��	������ � ���	��	�����

����� �� ��	�
� 
� ������������ �� ���	������ 
� ����������� � ������ !�� �������"

� 
�#����� $�� �� �����" 
�
� ��� %���� � &������ '()*" ��+,-." ��
� ����	�	��� �

���	� 
� ���	�
� ���� ��	� ��	�
��

������	
 �� �� ������	��
� S �� E3 �� �
� ��� ��������
� ���
�� �� ��
�

� ���

����� C � �� ���
� V ��� ���
�����
� � C 
�
� ��� S � � ����
�� ��� ��
�� V Q�

���� Q �������� C� C �� ����� �
��
�
� �� S� V ���

�� �� S� ���� ��
� V Q ���

����
�
� �� S�

������ ��		
 ��
������ �� ������� ��� ����� ���	��

��� ����� � ����	
� � �������	
� �� 
	�����
�� �	
�� � ��

���
��

� 	���� �� 	������ ��� �����	�� �������� 	�
�� �� ��	�������
�
�� 
��	� ����
����

���	����� !�� �������" ���/ $�� �� ���#���� � ��
�0�� $�� ���������� �� ����� 
�

���	�� ��
�� ��� 	����� ����	� 
� ��	���	������ ��������	�1 �� ����� � �����

���� ����� ����� ��� ���
�� � $�� ����������0�� 
�� ���� ��	���� ���������	��1

2�� ���	�3
�� 
� 4����	��� ��
�� ��	�� ������	�� ���	�� ��	����	�� ���	�����1

!�
���� ��	�
�� ����� ���	�3
�� ����	�#��� ��	���
�� ��� ��	�� ��������� ����	��


� ��
����� 
� ��� �����
������1

5� ���	�
� 
� ��������� ���� ���������
�
�" 
����� 
� ��������
� 
� ������6���� ��

	������" ��� �����
�
� �� ���� 	��� 
� ��	�
�" 
���������
� ��� ����� 
� ����������

����	������	� �����	� ',-7,." ��� �� ���� �����	��� � �����#��	��� ���	� 8���	�

� 5���� 9������	�� �� 4����	���(:*� !��	��	�" ���	� ������" ����� �������� �����

��� ������6�����" �	����� 
� �$���0�� � 	����������0�� �����	����� ��
�����������"

��	���
�� ��� 
��� $���	0�� �����	��	�� �����	�
�� ��� ��	�
� 
���������
� ���

;+



���������	 ��
�� �
����� � ����
����� �� ������ �� ����������� ����
������� ��� ������

���� ���� �����������
�� ��������� 
� �������� �� �
����� � ����
����� �� ��
����

• � ��� ���
���� � ����� �� ��� ����� ����
���� 
� ���������� �� �� ����
���

���
�� ����
������� � ����
��� 
�� ���
� 

• !��
�� ����
����� ��� ���� �� �� ��"��
�� �� ���� 
�� ����� ���
�����
��

�� 
�� ������ �������� � �
������� �� ����� �� ����
���� �� ����� ������
����

!��� # � ��
$"����%� �� ����� ����� �� ������
��� �����&�� 

�
��� �� ���������� � �
������' ����� ��
������� � ��"��
�� ��$
��%�(

�������� 	
� �� �������	 
 �	�� 
��������� ������ ���	 ��
�	������	 �� ��� ���

��������� ����� ���� �	 �	��	 �� ��� ����� �� �	��� � �������
� �������� � ���

���� �������� � ����� ������
� � �������� �	 �������	 � � ���� �� �	������	 ������


� � ��������� � �������� ��	 
 � ����� �	���� �������� ����	 �	��� 	 �������	 ����

����� ����� ��� �	�� 
����� �� ��������� �����	 	 ����	 �� �	��� 
 ������������� �


���������
 ����
� ��� � ����� �������� 
 �� ����� �	 �������	�

�"��� ��������� ��� �
������ �
�������
�� � ������%� ������� ���� �������� �����

�%��

)���
����� �� ����
����

*
�������� ��� ����� �� ����� �� ��+�
�� � ��� ���� ����
�����' � ��������� �
������

��
�� ��� ��� �����

������ ��	�
 ���
� ������� �� ��� ���� ����������

� ����%� �
����� �
���� # ��� �������

������ ��	�
 ������ ������� ��
��� �� ���
�

,�



r β 0 < β <
π

2

T β

T r sin
x

r
hsin

x

r



��� ������ ��� �� ��	��
� 
���
�
�
�� ��
��� � ��� � ��
�
�
���� �� ���� �� T

� r sin
x

r
� � ��� ����
� � hsin

x

r
�

• ���
� � ���� �� T ��
���

���� θ � ��	��� ��� �������� � �
�� AB ���� ��
�
�
���� � x� � y � ��
�
��


���� �� ���� �� T � ������ ������ �� �
���	��� 
����	��� ����
��� �� ����


��
����
� �������� �
� 
������ ���
� θ � x� ������� ��� θ ���� ��
� 2π � x

���� ��
� 2πr ��
���

θ

2π
=

x

2πr

x = θr ⇔

θ =
x

r

���������� � �
���	��� ����
��� �� ����
 ��
����


������ ��	
� ���
����� �������� �� ����� �������� ���

��
���

sin
x

r
=

y

r

y = r sin
x

r

��	����� ��� � ��
�
�
���� �� ���� �� T � r sin
x

r
�

• ���
� � 
����� �� ��
�
�
���� �� ����
� �� T � ��
��� ���� t � ��
�
�
����

�� ����
�� ��
 � ���� r sin
x

r
�  �
� 
���
� � !�	�
� ����"��

#$



T

h > t AA

t

h
=

r sin
x

r
r

t = h sin
x

r

h sin
x

r
h = r tan β

xx

x

u(x) = h sin
x

r



������ � �	
���� ��	��
�� ��	 ������ � ����������
� �� 	����� �	 ��� �	�� �	�	�

����� �� ������ ���	�	������ � �	��������
� �� �	
����	 �	��	���

������� �� ��� ������	
 ��	����	 ��	��

 �
 	��
 r� ���� C ��� ��	�� �� ��	���

�
 ������	
 ������� ���
 ��	�� Cp �� �� ������	
 �� �
	
� �
	��
�
�� � ���� Cu ���

������ ����
�	���� ��
�
� � ������
 �
 ��	�� p(t, z) = 0 ��	� Cp � � ������
 ��

����
�	���� u(x, z) = 0 ��	� Cu ��
�
 	�����
���
� �
	

u(x, z) = p(r sin
x

r
, z)

p(t, z) = u(rarc sin
t

r
, z)

	���
����
���

������	�	��� � ���	��	�
� �	 ���� ���������� �� ��� ����� � � ��������� 	 � ����� �

�	 ����	� ���� ������ � ��
��� � � !"�

������ ���	
 ��
������� ��
�� ���� ��������� ��� ���

�	������ 	� ����� ��	 � �������� ��������� � �� �������� �������� ���	��� �	 ���� r

��	� ��
���  � !"�

#	$� C ��� ����� �� �������� ��������� 	 Cp � �	� �	�%� ���������� ��	 ���
	����� �

����� �	 ����������
� xz� #	$� Cu � ����� �	���&����� �&���� �	�� ����� �� ��������

�� ���
� �� ����� �	 �	���&��
	�� '� ���� �	 �������	��� �������� rθ� 	��(

�	�	�&������� ��� �	
�	��� �	 �������	��� x = rθ� ���� ������ � ��
��� �)�*"

++



������ ���	
 ���
 �
 �������
 ���������

�� ������ �	
�� 
 �������� �������� ��� � �������� ���������� ��� �����������

t = r sin θ ��!� θ =
x

r
������"

x

2πr
=

θ

2π
⇔ x = rθ ⇔ θ =

x

r

#��������� ��!� ����� P �� ����� !� �����!�� ��������� !������� �� ������ !�

���$������ ����� t � s(t) ��!� s(t) 
 � %����� !� ����������� !� ���� !� ������

!� ����� ��� ��� P & ������ !� ��%�������� � t � �������� !���� ���� �� ��'� x


(� !��������� ���� �����!�� ������� P ��� ����� !� ����� xz ��� ����!���!��

(s(t), z) ��!� z �����%�� � ������� !� ����� p(t, z) = 0
 )��������������� �

������� !� !��!�*����� 
 u(x, z) = 0 ��!� x � z ����� ���������!�� ��� x = s(t)

� p(t, z) = 0


+��*�����!� � %����� !� ����������� !� ���� x = s(t) �����"

x = s(t) = rθ �,
-�

���� t = r sin θ ���"

θ = arc sin
t

r

��*�������!� θ �� �,
-� ���"

x = rarc sin
t

r

*�����!� � ��� ������� t = s−1(x) �����"

sin arc sin
t

r
= sin

x

r
⇔ t = r sin

x

r

.��� � ����� C !� ���������� ����� �� !��� �����%����� � ������� !� ����� p(t, z) = 0

-/



�� Cp � � ������� �� ��	��
����
 u(x, z) = 0 �� Cu �	��� �����������	 ���

u(x, z) = p(s−1(x), z)

p(t, z) = u(s(t), z)

���� x = rarc sin
t

r
� t = r sin

x

r
� ��
�	 ������

u(x, z) = p(r sin
x

r
, z)

p(t, z) = u(rarc sin
t

r
, z)

������ Cp � Cu 	�� ��	�����	 ���������
���� ��� z = p(t) � z = u(x)� �	 �������	

�� �����
� ���
�

u(x) = p(r sin
x

r
)

p(t) = u(rarc sin
t

r
)

�� r = 1� ����� arc sin t = s(t)� � � ��
���
���� �� ���� �������� ���� 	��� � t�

���	�����
�	 �	 	�������	 ���
���	�

������� �	  !����� �� ����� ������ p(t) = ct)"�

#�	�� ��	�� � ����� � !���� ��� �
 ����� ��� �����
 � ���� z = ct� ���� c � ���	������

$� %�����  &�&'" ��������
�	 ��� � !����� �� ��	��
����
 � u(x) = c rsin
x

r
� ����

��(��� � �
� ���)� 	���	����� ��
 ���*��� 2πr�

�� � ����� �� ����� �	��)�� ��������� ��
 �
 +����� β ��
 �
 ��+
���� ,���-�����

�� ��������� ����� c = tanβ � � !����� �� ��	��
������
 � u(x) = h sin
x

r
� ����

h = r tan β� �� ������ ��
 � ��	������ �
���� ��������
����� �����	��� �� %�����

 &�./"�

0 !��
� �� ���)� �� 	����� ����	)��	�� C ������� �� ������� � ������ �� ���� ��� �

)�	��� ������ )�	�� �� ����� �� 
���� �� ����� �� ������ )�
�	 � ����� Cp ��
�

�
 	��
���� �� ����� ������ )�	�� �� �������� ����� �������� � 	���� ����	)��	��

������� ��� �
 ����� � �
� ����	�  ��		�)��
���� ����������"�

������� 
  !����� �� ��	��
����
 ������ u(x) = cx"� 1	�� ���
��� ������� �

��� �������� ������ �
 	��
���� �� ���� � �������� ��
 �������� �� ���� r� �

���� ��	����� � 	������ ���	��� �������� ���
�� 0 !����� �� ����� �����	��������

�
���� ��  &�&&" �

2'



p(t) = c rarc sin
t

r

������ �� 	
���
�
�� ��� ��������	�� ���
	� � �
�

	�� � 	��	����	�� �� �����
��

	� ���� 
� �
�

	�� 	���
����	� � � ���

�� ��
� ������ ��� ����� ��	�� �� �����
��

	� ���� 
�� �
�

	�� �
������� �
������� 
�� ���� ���	��
�� 
� ��������
� 	� �
�

	��

� � ����� 	� �� ���� ���	��
�� ��� ����� 	� ��� ����� 	� �������
��

������ ����	 
����
�� �� ���� �
������ 
�� ����
��� ���

�
����  !�!!"# $� �����
�� 	� ����  �" �
����� ��� ���	��
���  �" �  �" �����

���	��
���  ������ ����� ��
�" �� �
�

	��� 	� ��
� 	�������
��� %� ������ 	����	��

��  	" �  �" ����� 
� ����	� �����
�� 	� �
�

	���

% �
���� !�!!� ������ � ���� u(x) = x 
� ���
� 	� 	��	�������� � �� �
����� !�!!���

������� � ����� 	� ���� ���	��
�� �� �
�

	��� 	� ��
�� 	�������
���� &�
� ��� ����

����� ������ �

���
	�
�� ��� ��� �� 

������ 	� ��
'�� ��
�� % ����� �����(�	�


� �
���� 6.6d 

	
�� � ���'�� 	� ���� ���	��
�� ��� ��� 
� ����	� �����
�� 	�

�
�

	���

%� 	��� ������ �����
	�� 
� �
���� !�!!	 �������
��� 	
����
��� ����� 	� ��
'��

�������
�� )��� ������ ��� ��
�
	�	� ��*�
�� �	����
�
�� �
����� ��� ��	� �
������

�� ���
�� 	� ��
��
�� �
� 	� &����*�
�� 	� +,�-� ��	���� ���� ��� ��
��� 	�

������ ���� 	���
������ �� �����
�� 	� ���� 
��� ����� ���
�����
�� � �
����� �

����� . ����� 	� �
�

	��� ��� �*�
�� ��
��� � ������ � ����� �� �*�
�� 	
��'/�� � ��

�
	�� 	� ��
� ��	�� 	� ����� ��
����� � ��
� 	� �
�

	�� ���
��

% ����� ��� �� ����� ������ ��� ���� 	���
��	� 
�� ����� 	� ���

�� � �� ����
	�

�
����	� 
��� ���� �
��
	�
���

������ ����	 
����
�� �� ���� �
������ 
��� ���� ����
�����

01



CD

CD



������ ���	
 ���
���� �� ���� �� ����� ���

�� ������	 
���
� 	 ���	� ����� �����
�	 �	������� ��� ���� �����	 ��
��� ��� ����

������ �	������	��
 � ��
��������� �	 �����	����������
�� �� ��	������ ���
������

������� �	 �	�����	 �	 �
��	� ����� ������	� ����� �� �����	 � �
��	��� 	 �� ���

�	�����
 ��	�	��� ����
!
��� �	 "����	 �	 �����	 �� #���$�� ���
	�	�%������ � ����

���������

&'



��



�������� 	

����������	

����� �����	
� ������
����� 	�� ����� �������������� ��������� �� �	
������ ��

�	���� ������ 	�� ��������� ��
����� � ����� ������
������ �
���	��
��� �� ����
��

�� ������ �
�
��� ��� ���	
����� ��� ���� � �������������� �� �������� �����������

��� ����� �	�	�
����	
�� ���
����	 �� ��������� �� ���
�

� �	���  � �	
������ ���� �� !����
��� �� "� � �	
���� �� 1771� 
�  ���� ��

#����
���� ����
 �� �����
��� 	
�������
� �� $
��
�� %�� &
��'
��� �� (�	��

��	��
�� )*
���� + 	�� ���
	��� �� �������� �����
�
 ,	� �� ������� $����
���

�	
���� ��
� ����� #�
��
� �� (�
����� �� 1771� ������ �����	 ���� "�
��
��� �

���� ����� (�
�� !����� �� ������� �� �����
�-� ����	�
��� ��
� ��
����	���� 
�

��	����� ����� �����
� �� �
��� ���
� .�/�� ��
�� ����	�	�����

0� 31 �� $����� �� 1925 ��� � ������� �� %������� �� "� � � �������� ��� �
�����

� ��������� �� ��
�� (�� �������� ��� ������
��� ����� ��
� � ����� � �� ���
���


����
����� 
� 123� �� 45 �� $����� �� 5647� � ��
� ��� �
����� � ��������� �� �������

0��� �	
������ ��������� �� 2 ���	
��� ���� ����8 �	���� �	
-�� 9�	���� �����
�

� ��'� ��
���� ����
����������� 
��������
��8 :	;���� )���� (�
�
� � 0;���
���

��	�� 	�� ���� �� 2�<52 Km2 � 	�� ���	
���� �������� �� 167�75< ������
���

�������	���� �� =5 ����������� <2 0���
��� 7> ������� � =7= �
������

������ ��	
 ���� 
� ������ ��������
� � ���������

?������ 
���� �	
������� �������������
�� �� �����	
�	� ��� ���� � ����� ����

��
��� �� ��;	 �� �� ���
�	�
�� ��� � �	� �����
�� @	����� $ ��
�� � � �*���� ���

�� ��
�������A�� �	
�	���� ���� �������
��� � ����� �����
��� �� ����� �� �������

67



��� �������� �	
��� ���
 �� �
����� ����� � ��	�� ���� ����
��
� 
� �
���� ���

���� �
	�������� ��� �
���� ��� ������� 
��� � �����
	�
�� � � ��������	 ��������
 ����

� �
����������� ���� �	�� ��� ���
� ����� � �	����� � �
������ 
 � 
��
	�
��� �� �
��

��� ���� ���������
� ���� 
��	� ������
����� 
����� �����
�������� �� 
	
!�� 
"
	
�

����
� �� #� $

 ��% �
��
��� �� ��� 
� � �
��
&��� ���� ���
����� ���� �� �
�����

�
���� �� ����� �� &����
� �����
�� ��� �����
 � �
� � ���� ������� �������� ���


� ����� �
 ���� �
�������� �	���

�� 
 
� !����� �
 �������� ���� ���� � �	���


����
� '� ���
��� 
����� ��	()
� �
 ��$
�� ������ �
 ������	� ��� $

�
� �����

�
 �
��� ��������

��� ����� 	
����
�����

*��� ���
�����(�� ��� �
�
���	���� �� �
���
���� �
 �
�� �������
��� ���
����

�
��
� � �����������	
� ������ 
� ���
������ �
	�
����� �
� ���� 
� ������

���
� ������������ $

 
�����
� �
�
�������� ����
���
���� ���
�&����� �� �
�

���+��� �� ,
���� 
 � ���
�
�� �������	
� �������	
� �������� ���� � ����
	�(��

�� ���
���%��� �� -��
�&���� ��� � ����
.�� �
�	+����� �� �	
��� �� �
����� �


������ � -��
�&���� �
	
����
 ���� � ����
���
 
 �
� �
 ��	�� �
����� �
 ������

��� /�

�
����	 0123�

� ���
�(�� ��
��
��
 
� 
.����� ��
��� ���
�&����� ��� ���
������ �
	�
����� ����

�����
� ������������� ����� ���� � ����
��
 �� �	
�� ���� �
�
��� 
�� ��������

�
�������� �
 ���
��
�(�� �� ���
��� �
 4
��
���� ���	+����� �����
���
��
 ��


��
�� ��� �
���� ��������

5��� ��	� 
���	�

��
 � 
���$

 $
�	�������� �����	
������ � 
���
�� �
 �������

$
�	�������� �
 ������ ��� ,��
�� -����� 
 -������� �0673� ������� ��� 8���0693�

��:7�� ,������

� � ������� ���� 
��
 
��
�� 3 ����
����
� �� ���
��� 
� $

�����

�
��� ���� �� �
�+��� �
�
	�� 
 
� �� �
�+��� ����	�����	 �� �
��� �
 -��
�&����

�� 6� ��� �� *���	� ;
�
���� 5
�������� �� <��� 
 16 �	
��� �� ��� 
 �
��� 
�

��
�� ��� �
	� �
��� ���� ����
�� ��������� �� $

 ��% �
��
��� � ������
�(��=�
����

���
 �
�	�%���� � �
� �����(�� �
 �+�
	 �
�
��&���� � ��������
� � ���
����� 


��� �������	+������

-
����� �0>13� ������ ��� -��
���
 �0>63� ��1267� ��
���?�� � ��������
� ���
��

���� ���� �
��� � 
��������� ��
$
��� ���� � �
�
��� �
 
��
��� �
 ���� �
��
��


������
�&���� �� ����
.�� ����������	 
���	������ #
��� �����������
 
�� �	�
��

��� 
���	���� $

 � � �
���� �������������� �� # ���� ;�	�	�� ��� �
 ���
����� $

 �	�

�	�
� ����
���
��� ����������	 �
� ���� ��
�
����� 
 � ���.��� �� ���
�� �
�


���
 �
 
������� � *���	� ;
�
���� 5
�������� �� <���

@A



��� �����	
����� 
� ������� 
� 
�
��

� ������� 	� 	�	�
 ��� ���
� �� ����� 	������
��� ��� ��
����

� � ��� ��
�������

���
������
� � ��� ���
������
�� �
 ���
�
 	� 	�	�
 ��������� ��
������
� 
����
�


�
���
�
 � ��	�� 	� �
���	�	�
 ���
����
� ��
�������
 	� ����� �������	�
 ����
 ����

��

���
 	� ���

��� ��� ��
����

� ��
 �����
 ���� ����

��� � 
��
 �����������
 	�

�����	� ���� 	� ���
�!	� 	� "����
��� �����
���� �� #��

������� 	� 	����$

���

� �� ��
�� 
���� ������� 	� 	�	�
 �
��������
%�
����
���
���
% �
������&
���

��
 
���� �
 
��
 ���
���
 	� ������� ��
����

�
 ��
 �����

���
� '
 ��
��
�	�


	�����	�
 	� #��

������� 	� 	����$

��� ���������� � 	���
�� 	� ����

���	�� ��

��������
���� 	� �� ��
���� 	� �
���	�	�
 (	��)����* �����

� ��� ��� +���,-./0�

��1� ��
����� ��� �

�������� ��� ���������� ��
�� � ��	��� 	� ��
��� ����
��� ��

�

�	� 	�
 �$����
 � ��� ���� ����� 	� ��
��� ��� 	��)����
 #�� ��

�����
�

��

��
 �����
 �����
�� 	�
��

��
� ���1�
���
 � ��������
 	� �	���
 ���� � �����������

	�
 ������
�
�

2(���* �
 �!
����
 ���
�
 	� 	�	�
 �������� �����
 ���������
�
 	�

����� #�� ���	����� �� � �����

�2(3������-440� ��
�	�
 ��� 3�	�����-450�

��/6*�

��� ������������ 
� 
�
�� � 
���	����

7�7�5 �����
� 	�
 ��������
 	� "����
��� �����
��� 8 � 88 	� �������� ��� 	�

���
� 	� 3�
���
��� 	� 9
���� �� #��

��

:��� � �����
� 	� �������� 
� 
��� �� ���
� � 
�� �

��
���� � #��� 	� �������

����� 
���� � 
�����
� 
�#������; ��
��	����� ����� �������� ��1�
���
� 
�

��� 	�

���
�!	�
� ������������ <�

� ���
��
���� ����� �����
�	�
 ��	� �� 	�
 �
��
 ���


��������
� ������	�
� 
��	��
� ���

�
�	� � 
�����
�; ��� ������� � �

��
����

�	��
��������
� ������
 �����
�

�����
; ���
� 	� ���	����
���� 	� 	�
�������= ���
�

	� �����
���	����� ��� �
 ���
�!	�
 ��
���	��
�
= ��� 
� ����
��
�� �
 
���

��


��
�	��$����
 � ���������= ��� 
� ����
��
� � 
�

��� 	� ������	�	�
 � 	�
��������=

�
 ���
�!	�
 ��������	�
 ��� �

�������� ������� ��� � ���
��
� 	� �����= ���


� ������� �
��
�
 	�	�
���
 � �����	����
�
 � 
����� ���� � 	�
����������
� 	�


�����
�����
 �
���&
 	� ��
�������	� ����= �
 �����
 	� ������ ���� 	�
 ���
�!	�



����� � ��	��� 	� ��������
 	����	� ��� ��
��
 ���
�
� 
�� ���� >���� ��� �

�

�
 2���
�!	�
 ��� �� �� ���� ��
 ��������
 ��
���
���
 ��
��
��
�
 	�
 ������	�	�


��������
2("��	�
-..0*� >�� ����
�� �

� 	������
� ��� ������ 
�� 
������
����
�

�����
�	�� ���� � �����

���

?@



����� �����	
 �� 
�
�
��	
� ��	 ����
		��
	� ��	 �����	 
 �� ��
	
������� �
 �����

��	
����

�	 
��
��	 ��
 	
 	
��
� ���
	
�
�� �	 �
	��
���	 ��
���	 �
����	 �� ��������� ��	

��	
���
�
�	 �
 �
����� ����� �
��������	� �	 ����	 ��
�
�
� � 	
����

 ���
� 

!� "��
�� �� 
�
�
��	
� ��	 ����
		��
	 ���
������

	#

�� "��
�� ��	 �
	��
���	 �
������	 �� ��
	
������� �
 ������	
���#

$� "��
�� �� 
�
�
��	
� ��	 �����	 	���
 �	 	
�	 �
	
��
���	 �� 
	
��� ��	

������	#

�� "��
�� �� 
�
�
��	
� ��	 �����	 	���
 � �����	
 ��	 	
�	 ���

%
�	�

&
 �
����� ��
 ���� 
��
�� ��
 ���
	
�
� �	 �
	��
���	 �
������	 �� ��
	
�������

�� ������	
��� ��	 �����	� �
��
����
�

 �� �		��
� 
� 
	
���� � ��
�� �
	

 
�����

��� ���
	
�
� �	 ��

�����	 �
 �����	
 ��� �����
	 ����'����	 �� 	
����

 ���
��� 

�
������	
 � ����� (1) ( ������
� ��� � �
	��	
� ����

�� (0) ���� � �
	��	
� ������

�

� 
 (−) ���� � �
	��	
� 
� ������� ��� ��
�� ���� �
���)���	
 � 

��� An ����

��
�
�'��� ���� �� ��	 16 �����	 	
�
�������	� ��*�	 �����
	 �
 n ��� �
 1− 16�

+,



���������	 
����		�� A 
����		��B 
����		��C

�
��������� �� ���

���������� �� ������

��	 ��������	 �������

�����	 �� �
������

��	 �����	 ��	 ����	

�� ���
����� ������

����

� � � ��� �����	
��

�� ���� �����	� ���
������ ��	�����	����
��� 
��
��	�� ��� ��
	�������� �� ����
�� ����� ��� �������
����� �������	�����

��� ���	��	�� � ��
����
�� 
�����������

������������ ��
���	� ��	�������
��� ��� ��� �����	�
��� ������ 	����
��� ����� 
��	����
�� 
����
����	�
�����	��
�� �������
����� 
��� ��� ����
� 
��	��� ��
�����
�� 
�����������

�� � ������ ��
���
�� ��
������

��� �����	��	� ���	�
��� ������ ������
��� 
�������� ��	��
����
�� ��� �������
��	�� � !����	���
� � ����� �� ���
������ ��� ��	� 	���
�� ������� ��	��	����
�� � �������� ��
�� 
����
����	�
��	��	��� ��� �����	�
���
���� 
�� � ���

��	�"	��

�
��������� ��	

����������	 ���� �

������������ �� ���

����	 ���
 �����	

������ �� �����!��

�� �����

� � �  �����	��	�
������ �����	� 
����

�� ����� ��
�������
� 
��
��	�� ��� ���
��� #$ ������ �
��������	���� ����
��	��
� �� �����

% ������������
�����	� �� �����
���������� � ������
�� ����� ���	�� �
� 
���������� ��
	���� �� 
��
��	���
	�������� ��&���'���
�"������ �	
�

������ �����	
�
��
������ � ��� ��#�	���
��	$ ������ �� ����
	��� �� ��
���������
��
����
����	� ��
&����� �������$����
�� ����� �����	���

��� ��������	����
����
��� �	
�

���	�"�#����	 ��

����	
�		�� �� ����

��$��	 ��	��������	

�� ��������� ��	

�����	

� (��"�� �����	����
��� �������'��) � ���
���� �� &"���� ���

��	�*���) � ���
�
�� ���	� ���� ���
��
����� ��� 
���� ��
��� ���
� �����&
���
��$	�
�

�������+�
�� , ���
������������ ���
�����	�
�� 
�� ���
����� ���	��	� ��

����
����	�� 	��
	�����	� �����
����
�� ��������� ��#��
	���) ���
� ��	������
��� ������ ����
������������ ���

��	�*����

���- ����� 	�� ��&�

������� �� 
������
����� � ��������� ��
��� �� ��
��	�� �����
���� � 
�� ���� ���
������� � 
����
���
��� �������� � ������
��� ������� � ��� �
��� ������� � �����
#��	�� 
�� �� ��	����

������� �� 	�����%�	

"�� ��&�
 �	 ����

��	 � �!��������
 �	

	��	 ����������	 ��

���	�� � ��	��� 	��

���%�	 �� ������
�	

�������������	 ��
 �	

	��	 &�&#����	

� -����	���� �	������
��� ��� 	����� ���
����� 
�� � ���	����
���) � ���
������ ��
�"���
���� 
�� ��	���
�'�� �� ��� 
��	�"	��

���.	������ ������ ��
����������� ��� ���
��� 
���/ �����$�
����� ����� �� 
����
� ��	��� �	��������
��� ��������� � ���
0�"�� 
��	�
� � ���
���	�
� ��� ����������

��� ����	�� ��
���
���� �� ����� �����
������ ��	���������
��#�	�� �����	��
���

1���� ��������� ��

����� ��� 
��� ���

������� ��$	�
�� ���
�#���� � ������	�� �
��	������ ��� ������

'���������	 ��������

����	 �� ��	��� ��	

�(����	

� 1��	� �� ����� ��
������ ���� ��������
��� �� 
��	�*���) �
���	� �� ��	������ ���
���#���
� � 
��
���
	�����

2�&
������� �� ���
������� �� ��#�	��
�������$���� ��� ���
������� � ����������
��� �� ��#�	�� ����
��	��
�� �� ����� ��
� 	�������������

2���������� �������
,� 
������ ��	��������
���
� ������� ���
��� � �����	��� ��
������ � ��&
�������
������� � ������ ���

3��
��

������ 4�5/ ������ �� ��	�����	� ��� ����������� ���	�
����	��

��



�
�
�
��
�
�
��

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
1
0

A
1
1

A
1
2

A
1
3

A
1
4

A
1
5

A
1
6

�
�
��

�
��

�
�

	

�

��
�

�
�

��
	

�

�

	

�

��
�

�

��

�

�
�
�



��

�
�

�
�
��


�
��

��
��

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
��

�
��

�
�

��
	

�

�

�

	

�

��
�



�

	
�

�
�
�

�

�
�




�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
�

�

��

�
�



��

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

��

�

��
�

��
��

�
�

�
��

�
�

�



��
�

��
�
�

�
�

�

�

�


�
�
�

��
�
�

��

	

�
��

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�

��
�

��
��

�
�

�

�
��

��
�

��
�


�
�




�

�
��

�
�
�
��

�
�

�
�

�

�

�

�
�

��

	

�
��

�
�

�
�

��
�

��
�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�

��
�

��
��

�
�

�
��

�
�

�



��
�

��
�

�

�

�
�


	

��
�
��

�
�
�
��



�

�

�

�

�

�
�


��
��

�
�




�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

��
��

��
��

�
�
�

�
��

�

��
��

�
�
�

��
�

��
�
�

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�
��

�
�

�


�
� 

�

�

�
�


	
��

�
��

�
��

�
�
�

�
�

!
��

"
	

��

�
��

�

�	

��
�
�
�


�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

#
�
!


�
�

$
%&

'
#

�
!


�
�

�
�
�




��

��
�
�

�
�

�




��
�
�

�
�

�
�

�
�


�
��

�
�

�

�

�
�



�

��
�
�

�
��

��
�

���



�
�
��
�
�
�
��
	

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
1
0

A
1
1

A
1
2

A
1
3

A
1
4

A
1
5

A
1
6

�
��
��
�
��
�
�

�
	


	
�
��

	

�
�

�
�

�
	
�

�
�

�
	
�

�
	
�

�
�
��
�

�
�
�

��
�	

�

	

�

�
�

�
	
�

�
�
��
��
�
	

�
	
�

�
�
�

�

�
	
�

�
�

�
	
�

�

�
	
�

�
�

�
	
�


�
�
�
�	



�
�
��
�

�
�
�

�
	
��
�

�
��

�
�

�
	
�

�
�

�
�
�
��
	
�
��

�
�
��
��
�
�
�
	
�


�
�
�

	
�

�
�

�
	
�

�
�
��
�

�
�
�

�
�

�
	
�

�
�
�

�
�
�

�
�

�
	
�

 
�
��
��
�
	

�
��
�
�	



�
�
	

�
�

�
	
�

!
"

�
��
�
��
 
�
��
��
�
�

�
�

�
	
�

�
	
�

�
�

�
	
�

�
�

�
	
�

#
$�

�
��

�
�
�


�
�
��
%
�
�
�
�
�

�
�

�
�
�
��
�


�
�
��
"
��

�
�

��
��
�
�

�
	

�

�


�
�
��
�


&
�

�
	
'


�
�	

�
�

�
	
��
�


�
�

�
��

�

�
	

	
�
�

��
��
�


�
�

�
�
	

	
�
��
�
	

�
	

	
�

�
�
��

	

�
��

��
�
�

�

(
��

�
)
�

�
)
�
��

�	
�

�
��

��
�
�

�

*
��
�

�� ��
��
�

 
��
	

�
�
��
�

+)
�

�
	
�


	
�	
�

,
�
�
	

��
�

�
�

��

	

�
	
�


	
�	
�

�
)
�

�
�
��
�
	

�
	

	
�

�
�
��

	

,
�
�
�
	


�

�
�

�

�
�
�

��
"
��

�
)
�
��

�	
�

�
�-

�
��
��
���

�
�
��
�
�

�
��
	

�
��

�
�
��
�
	

(
��

(
��

�
)
�
'

��
�
��

�
�
��
	
�

�
�-

�
��

�
	
�
��

(
��

.
�

�
�
�

�

�
)
�

�
�
��
�

(
��

�
�
��
�

�
)
�

�
�
��
�

�
��

�	
�
��

(
��

.
�

�
�
�

�

�
�
��
�

�
	
�

	
�
�	
�

�
)
�

�
�
��
�

(
��

�
�
��
�

�
�
��
�

�
�
��
�

 
�


�
�
+)
�

�
	


�
�	
+)
�

�
	

�
�


�
�

�
�
�

	
�
�

�
	
�

�
)
�

(
��

(
��

�
)
�

�
)
�

�
)
�

(
��

,
�
�

�
�
��
	
�

�
�-

�
��

�
	
�
��

�
��

��
�
�

�

(
��

(
��

�
)
�

�
)
�

�
��

�	
�
��

�
)
�

�
�

�


�
�
�

*
��
�
�

�
�-

�
��

�
	
�
��

*
	
�
��
	
/
01
2
*
	
�
��
	
�
	
��
�

��
��
�	
�
�
�
	
��
�
�
�
��
�

�
	
�
	
��
��
�
	
�
��
	
�

�
�	
+3
��

�
�
�
��
��
�
�
�
	
�

�
�
�

	
�

���



�
�
��
�
�
�
��
	

A
1

A
2

A
3

A
4

A
5

A
6

A
7

A
8

A
9

A
1
0

A
1
1

A
1
2

A
1
3

A
1
4

A
1
5

A
1
6

��
��
��
�
�	

�
�

�

��


�

�	
��
�
�	
��
��

�


�
�

�


�
�



�
�
�


�

�



�
�
�


�

�



�
�
�


�

�



�
�
�


�

�



�
�
�


�

�
�

�
��
�



�
�

�
�
�


�

�
�

�
�
�


�

�
�

�
�
�


�

�
�

�
��
�


�

�
�

�
�
�


�

�
�

�
�
�


�

�
�

�
�
�


�

�
�

�
�
�


�

�



�
�
�


�

�
�

�
��
��
��
��
	

��
��
�
	



��
	�
	�
�

�	
�

�
��
�

�

�
	

��
�
	

�

�	
�

��
��

�� ��
�
	



��
	�
	

�
��
	

�

�


��

�
	�
	

�


�	
�

�


�	
�

�
��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	



��
	�
	

�
��
	



��
	�
	

�
��
	



��
	�
	

�
��
	�
	

�
��
	�
	

��
�
�

�
�

�
	�
��
	�


�
��
�
��
��
	

��
�

��
�	
��
�	

�
�

 
�!


�
	�

�	
�	
�

��
�
�
�

�	
�
��

�
�

�

��
	�
�
�

	�
��
�

"
	�
	�

�
�
	�
��
�

� �
��
��
�

"
	�
	�

�
�
�
��
��

�
��
�

�	
�
	�

��
�

�	
��
�

	�
	�

��
��
�

"
	�
	�

�
�
��
#�
��
$

�
��
��
�

	�
��
�

"
	�
	�

�
�
	�
��
�

"
	�
	

�
�
�
��
��

"
	�
	�

�
�
	�
��
�

�
�
��
��

"
	�
	�

�
�
�
��
��

"
	�
	�

�
�
	�
��
�

�
�
��
��

"
	�
	

�
�
��
#�
��
$

�
��
��

�
�
	�

�
��
�	

�	
�	
�

�
�
�
��
��

��
#�
��

	�
��
�

�
�
��
��

�	
�	
�

�
�
	�
��
�

�	
�	
�

�
��
��
�

��
�
�	
�

�
	�

"
	�
	�

�
�
	�
��
�$

��
#�
��
�

�
��
��

%
�#
��
�

� 	�
��
�

&
��
�


��
�
	�
�

��
�	
�
	�
�
'	
�
��
�

�	
�
��

�
	
��
�

�


�
��
	�
�

(
��
��
�	
�$

�
	�
	�
��

�
�
	�

�

)

��

*
	�
	�
��
$

	�
��

'	
��
�
�

��
��
��
	

*
	�
�
�

#	
�$

�
	�


�

)

�$

�
	�
	�
��

&
	�
��
	

�
�
�
	�
��
$

�
��
�
��
�	

&
��
	

$

	�
�
��

'	
��
�

+
��
�

�

+
��
�
,

��
��
�

�
��
�


�

��
�

&
��
	

$

	�
�
��

'	
��
�

�
�
��

�
��
�	

&
��
�	
�

�
�
�
	�

�
��
�	

�	
�
	

	

"
��
��
$

��
�

��
��
	
�

�
	�
	�
��

&
	�
��
	

�
�
�
	�
��

�
�
��

��
�
!

�

&
��
�	
�$

�	
�
	
�

�
��
	�

&


��
�

��
	
�
�

�
��
�

�	
�
�

!	
�$

�
	�
	�
�$

�
	�


�

)

�

&
	�
��
	

�
�
�
	�
��
�

�	
�
	

	

+
��
�

�

-
��
	�
�

��
�
�

��
�

'�
��
	�

	�
��
��
	�

��
�
��
��
	�
�

(
�
�
��
�

�	
�
��

�
��

�

!	
��
�

��
�
�
��

�
	�
��

.
��
�	
�
��
$

�
�	

	
�$

��
#	
�
�

�

�
��
�

�
��

�	
�
�

.
��
�	

�
��

&
�	

	
�$

�	
��
��

�
	�

�
��
#	
�

.
��
�	

�
��

.
��
�	

�
��

&
�	

	
�$

��
#	
�
�

�

�
!	

.
��
�	

�
�
�
�

"
�
��
�

��
�
�
�

.
��
�	

�
�

�
�
�	

	
�

.
��
�	

�
�
�
�

��
�
��
�

��
�
�
�

.
��
�	

�
��
�
	�
	�
��

��
�

.
��
�	

�
�

&
�	

	
�

�
��
#	
�

"
	�
��
�
	�

� �
��
�	

�
�

&
�	

	
�

.
��
�	

�
�

���



�
��
�
�
�
��
	

�

�
	�
��
	

�
�
	

�

�

��

�
�

�
�
�
�

��

�
��

�
�

�
�
�
�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
��
�
�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

��
�
�

�

�
�
�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
��
�
�
�

�
��

�
�

�

�
�

�
�

�
�
	

�

�

��

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�
��

�
�
�
�
	�
�

��
	
�
�
��
	

�

�
�
	�
�

�

�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
��

�
��

�
	

�

�

�
�
�

�

	�
�
�
�
�

��
�

�
�
	�
�

�
�

��
�
��
�


�
��

��
�


�
�

�
��
�


�
�

�
�
��
�

��
��

�
��
	�
�

�
�

�
�

�
�
�
�

�
��
�
�

�
�
�

�
	�
�
�

�
�
��
�

��
��

�
�
	�
�
�

�
�

�
�
�

�
�

	�
�
�
�
�

��
�

�
�
�
��

�
��

�
�
	�

�
�

�
�

�
�
�

�
�

	�
�
�

 
�

�




�
�

�

�
��
�
�

�
�
�
��


�
��

�
�
	�

�
�

�
�

�
�
�

�
�

	�
�
�

�
��
�
�
�

�
�
�
��

�
�

�
��
��




�
�

�
��
�


�
�
�
�

��
�

�
�
�

�
	�
�
�

�
�
��
�

�
�
�

�
	�
�
��

��
�
��
�


�
�

�

�
��
�

�
�
�
��

�
��

�
�
�

�
�

	�
�
�
�
�

��
�

�
�
	�
�

�

�
��
�

�
��

�
�

�
�
�
��

�
�

�
��
��




�
�

�
��

�

�
�
��
�

!
��

�
�

��
	�
�

�

�
�
�
�

�
�

��
�
�
�
��
�
�
�

!
��

�
�

�
�

��
�
"�
�

�
#
��
�
�

�
�
�

�
	

�
�
�"
�


�#

�
�
�

��
��
�

�
��


�
��

!
�



�
�

!
��

�
�

��
�

�
�
�
�

�
�
��
�
��


�
�

$�
�

�
�

��

�
�
�

"�
	

�

�
�
��

�
�
�
�
�
�

$�
�

�
�

��
�

�
�
�
�

�
�
��
�
��


�
�

��

�
�
�
�

��
��
�

!
��

�
�

��
�

�
�
�
�

!
��

�
�

�
�

�

�
�
��

�
�

�
�"
�
	

�
��
�

��
�
��


�

!
��

�
�

��
�

�
�
�
�

!
��

�
�

��
�

�
�
�
�

!
��

�
�

�
�

�

�
�
��

!
��

�
�

��
�

�
�
�
�

�
#

�
�
�


�
�
�
�

!
��

�
�

��

�
�
�

"�
	

�
�
�"
�


�#

�
�

%
�

�
�
��

�
��
�
�

��
�
�
�
�
�
��

�
�

$�
�

�
�

&
�
�
'�
�

��
�

"
��
�

�
�
�
��

(�
�
�

	�
�
'�
)

�
�

�
�

�� �
�
��
**
*

&
�
�
'�
�

��
�

�
�
�
�

%
�

�
�
��




�
�
��

��
�
�
�
��

&
�
�
'�
�




�
�
��

��
�
�
�
��

�
�
�

�



�
�
��
�

�
�
�

�

�
	�
�
�
�

�
��

�

�
�
�




�


�
�
�

�
�
�

�

	�
�
'�
�

�
	�
�
�
�

�
��

�

�

�
�
��
��

�
�
��

�
	�
�
�
�

�
��

�

�
��
�
�
�

&
�
�
'�
�




�
�

�
��
��

�
�
��

�
	�
�
�
�

�
��

�

�

�
�
�'
�
�

$�
�
��

	�
�



%
�

�
�
��

�
�

��
�

�

&
�
�
'�
�

���



�
��
�
�
�
�
�	


�

��
�

�
��
�
��
	�


�

�
	

��
�

��
��
�
�

��
�

�


�


�

�
��
	


�
�
�
�


�

�
�
	�

�


��

�
	

��
�

�
�

�


�
�
�

��
�

�
��
�

�

�
�


�

�
�
��

�
�
�

��
��
�

�
�

�


�
�
�

��


�	
��

�

�
�

�


�
�
�

�	


�
��

��
�
�


��

�
�
��
�

�

�
�


�

�
��
��
�
�
�

�
�	


�

��
�



�	
��


�

�
�
�

�
��
��
�
�

�
�

��
�
�
�
�

��
��



�
	

��
�

�
�

�


�
�

�


�


�


�


�
�
�
�
�

��
�
	

�
�

�
�

��



�

�

�
�
	

	�
�
�
	��

�
��
�

�
�

	�


�
�
�

�

�
��
�

�
�
�
�
�

��

�
�

�
�
	�
�

�
�
�
�
�

��
�
�
�

��

	
�
�

�

�
��
�

�
�

�
�
�
�

��
�
�
�


�

�

��

�
�
�

�
�
��
�

�	
�
�
�

�
	�
�
�
�
�
�
�
�

�	

�
�
�
�

�


	
�

��
�
	�

�
�
�	

�
�

�

�
�

�
	

	�

�
�
	�

�
��
�
�
�

�
�
�

�
�

�

�

��
�
�
�
�


�
�

�
�
�	

�
�

�
�

�

�
�
	�

�
�
�
�

�
�
�
�
�

��
�
�
��

��
�
�

�
�

�
�

�
�
�
�
 
��
��
�
�
�
!
�




�
�
�

�
�
��
�

�
�
�

"
�
�
�
�

�
�
�
�
�	

�
�

�
�

�

�
�
	�
�

!
�
	�

��



�
��

�
	�
�
�

"
�
�
�
�


�
�

�

�
�
�	

�

�

�
�
	�


	
�
�
�
�

�
�
�	

�
�

�

�
�
	�


	
�
�
�
	�

�
�
�	

�
�

�
�
�	
!
�

#
$

	
�
�

�	
�
�
�

�
�
��
�

�
�
�	

�
�

�
�

	
�
�

�
�
�

"
�
�
�
�

�
�
�
�
�	

�
�

�

�
�
	�


	
�
�
�
	�


�
�

�
�
��

�
�
�	

�

��
�
�
�

%
�
�

�
�
�

�
�	
�


�
	�

�
��
�

�
	�

�
�

&
��
�
�

�
�
�

�
�

�
�
'
�

(
�
�
��
�

�
�
��
�

�)

	
�
�

�

�
�
��
	

��
'
�
�
�

�
�
��

�
�

�
��
*
�

�
�

&
�
�
+�
�

�
�

��
 
�
	�

(
�
�
�
�

�
	�

�
��
*
�
�

�
��
*
�
�

�
��
*
�
�

�
�
�
��
�
,
-,
.
�
�
�
��
�
�
�
��
�

��
	�
��
�
�
�
�
��
�
�
�
��
�

�
�
�
�
�
�	
��
�
�
�
��
�
�

�
�
��
/
��
�

���



�� ��� ��� 	�
����� 
 ���	���
�
 ����
 
�
 �	���

�	�
� ���	 
���� 2� ����
 �
��


���
�
� �
 �
���
 ������ ��
�	����
� ��� 

 	�
��
�

 �
�

 
 �
�
 ��
 �

 ���
���


�����
�

 ��������
� �
 
�������
 	���� ��������
!

• " #
���$���
 �
� �
	�� �
 �����	
 �� 
���� � ��	�
��� ���� 
�	 �� 
�	�����

�
�� �� ��������� 
���
�� �� �
	�����
	 
� �����	

�%

• 

  
�����
��
 �
	
 
 ������&�
'(� �� ������
 ����)�	���
 ����	� �� ��������

�� 
���� ��	����� 
 ��	�
'(� �� ��������
 ����)�	���
� �	�
��� �
��	 ������

������� ��
 
����
 �
 
��
%

• �
	
 ��� �� ��� �������� 
��
 ������$��� � 
���� ���� ��� ���	 
 
�
 ������
��

� 
�	 �
�
� �� 
����$��� �� 
�
 ���*���
%

• �
 
����
 �*� ��&����
��
 	��
����
�

 ��� 
 ����	�	��
'(� �� ��������
 �



�+���

% ��
�
���
'(� �

 ��
�

 �� ��
��% �
��
 �� ����
 ��� ��

������
� 


����	�	��
'(� ��		��
 �

 �+���

 ���� ���
	 ����)�	����

,� 	�
�'
	 ��� � ���
����$	�� �� ��
��+
���� ����
 	�
���
��
 
(� 
�	�
���
��
 �


�
���
 4.2 ��� ��
��	
�� ��� � �������� �� ��
���
���
	 � �	
� �� ��&����
�� 	��

�
���
����� 
� �
���� �

 �+���

 ��
 
����
 
�������
��
 �
	
 
 
��
�	
� -
�


��
 �

 ���
���
 ��� ��
��	
�
 ��� �� �	��+
���� "
 ��

 �	����	

 ���
���
 ���	


���� 4� �
�(� 	��
����
�

 ��� � �$����� �
 ��
�.���
 ���	� ���
 �����
 �

��� �

���	��
 �� /��$��	

 � �*� ���� �������� ��	����	 
� �
 
����
 ���
����� 
����
	

�
�� �������� ����
����
� �� ��������
 	�
�
� 0	
�
�
� �� �� ����� �� �
	���


�

����
� �
	
 � �
���� �

 �+���

� 1��	�����
� 
�
��� 
 	�
���'(� ����
 ��	 ��


�

 
���

 �
 
��
�	
�

������ ��	
 ��
��������� �� ���
����� ��
�� ���� ���
�� ��� ��������� �� ���
��
�

�23



������ ��	
 ��
��������� �� ���
����� �������
��� ������ �� ����� �� ���� ��
�� �� ���
�� �� ����� ���

������ �� ��������

�� �������	
� ������� ��
��� ��������	�	� 	
� ����
� �� ���
����
 	� ��
������

��� �

�� 	
 ��	��
 �
���� �������	
 �� ���� 	� ������ ���
 �
���� 
� ����
� ���

�
���������
 �
��� 	�������� ����� 	
�� �
��
� � �
��� 
 ��
���� 	� ����

����

��� 
� ������
����
� �
����� ��� ���� �
���������
� �
��� �	�����	
� 	� ���

�
��� ��
��	�� �	��
����	� 	� ���� ������������� !���	������� ����	
 �
� !������� �

"�������
#$%&'� �
�������������� ��� 	�(���	�	�� �� ��������
 �� ������)�� �����*

�
� 
���
 ��	
� � 3��4�� 6� � 7� ���
�����  ��� ����
 4' ��� 
 ��
�+���
 	� 	��
�
���,

��� 
 �
���������
 	� 	�(����
 	�� �+������ ��� �	����(����
 � ������ 	� �����)���

� ������ 	
 ���
� 	� ����������	�	� 
� � ������ 	
 ���+��
 	������������* -�
����

	�(���	�	�� �� ���
����
 ��
 �������	�� ��� ���
��� ��� �� ��
���*

$./



������ ���	 
��
���� �� 
���
�� � ��� �������
����

������ ���	 �������
���� ��� 
���
��

�� ��������� 	�	�� ��� ���� �
��� ��
�
�� 	����
	�	�� ������ ����� �� 
����� �
��

��� 	� ������� �
�� ����
� ���� �� ��� 	�� �������� � �	���������� 	� ��� ������ 

���� ��!� � ������ 	� 
�
�� 	� �"��������	�	� ���� ��!� � ������ 	� ����
 	� �����

��� 	������������� #�� �"���
� ���� �
��� ��������� ��� 
��$� 	� ����������

��
������	� ��� � 	����������� 	�� ��%��� 	� ��� ������� 	� ��&��	� &��� ����


����
�
�

'()



��� ����� ����	 
� ��� 
�

��
� �� �������� ��� ���
�� 
�� � ����
������� ��

��������� �
�����
�	 � ������ ����� ������ ��� � ����� ����� 
�
������ ���� !��

� ��� �������
"� 
���� 
������� #��
�� �� ����� �� ������ ��� 
$
�
��	 ����
�


"���� � ���
����	 ��� �� ��%
������� �� ��
�&����� 
� ����
�� �� !�

���� ����


�
"�
���
��� 
�� � 
�
��'���

#��
�� � ������ 4.4 ��� ������
�� �� ���������� �� �
 ���� �� 
�
��'��	 !���%
�(��

��� ��� ���
�� �����
���
��� �� ������� �)� �������������
�� ����
��	 � �����
��

�� ���� 
������� ���)� �� �
���� 
�� � ���
���� 
� ���!� 
���
�������)� "���$��
�

�� ��
�
���� �� *�����

+,-



����� �����	
 �� ���
���� �������� ��	 �����	

� ���
���� ��
 	
 	
��
 � ��� ��������
 ��
 	
 
������� �� ���
�� �����	�� ���

����
� �������� 
 ����
��� ���� ���!"#� � ���� 	
 ���
	
��� 
� ��$	 %�	
	&

• '������()� �� ��������
& 
	�� %�	
 %�� ������� ��� ��� �����	�� %
��� ����*

�
��
 �
�� ���%
		���

• +
���,�()� ��	 ��������
	& %�� �
���,��� 
� �
��
��	 �����	 �
 4 �����	�

• -�	��		)� ��	 ��������
	& �
	�� %�	
 �	 �����	 �
������� �	 �
	������	 ���*

�
��
��
	 ��	 	��	 ��������
	 ��� ��	�� � %����()� �
 ��� ���.� �/���� ��

�
�	��
��� �
������ �� �		���� 
� 
	�����

� ���.� �
 �
�	��
��� �
	�� ���
���� 
	�� ���0�� 
��������� �� �
�	�
���� �


1����()� 2��
������ +
��3	���� �
 4�� -
� 5
��
�*���.��,
� ��" � � ���� �6���

��
 � ����� �
�
 7%�,
� ���
������7�������� �
 %
�/�
��	 
� �� ����� ��� 
�
	�

�
	
�����
� %
����
���	 ���
������	 �
�
		����	 ���� 
		
 ������

��������

� ���
���� ��
 	
 	
��
 %�� 
��0����� ��������*	
 
� �����	 ���
���	 �
 ��������
	

�
 ��� 8��
9 �:! � 
��0�����	 �� ��0����/��� �
 1�	��� �
 ;
��
���� �� <���
�	�*

���
 =
�
��� =�����
�	
 ����	��#�

�	
���
��

-
	
�����
� ��	 �����	 .�0������
	 �
 ��	����,�()�� ��
���6��()� 
 ���		�6��()� ��	

�/����	� ��� ��	�� � ��
����*��	 ���� �� 
	���� ���	 ���	��
��
 �
		�	 �����	 �����

�� ����� �
 ��	�� �� ;
��
���� >�������� ���� �� ;
��
���� ����3�����

2
���������&

-������*	
 � ���?���� �
 �����	 	
�
�������	 
� 4 �����	� 3 ��	 ����	 ���
��� ��

���
 ���� ���� �� 
 � ������ �
�
 ���	 ���
	 �
 
	%
�����
 
 ����	 �����	 ���
���


� 	�� ��		
 ��� %���� ��� �
	����� ��� %��.� �
 ���������� �����	 
 �� �
��(�

�
 ������

@�� � ���
���� 
� ��		
� �	 �����	 
A
������� �	 	
�����
	 ��������
	&

BC�



• ����� n�1 ��� �	 
���� �� 	�
� �� 
��� ��������	���� � ��� ������
�� �����

������ ��	
 ����
 �

• ����� n�2 ��� �	 
���� �� 	�
� �� 
��� �� ���	� ������� � ��� ����� ���

�������� � �	� ��� ���� ������
����

������ ���
 ����
 �

• ����� n�3 ��� �	 
���� �� 
��� �� ���	� �������� � �	� ��� ���� ������
����

������ ���
 ����
 �

���



• ����� n�4 ���� �� 	��� 
���� ����� 
����
�� � ��� �� 
���� �������� �� ��� �����

������ ��	
 ����
 �

�������	� � ���
���� 	���� ���
�	�	�� 
�	� ����� 
�������� 
�� ��� ����� 	�


����� ��	��
���� � ��� ��
��� ����� 	� 
�	� ��	��� 	� 
��� �������	� 	� �� 
�����

����� ���� 
�	� ����� ��
� �� ��������� ���
�	�	��� 
�� 
���� � �	�����
���� 	� 
�	�


��
� 
���
��

   



����� 1

���	�
���

� ����� �� 	�	��
 ����� �� ��
������
 �� 	����� �� ��
��
 ���� 	�������
 �� ��	�� �

��������� �� ��
��� �� �����

• ������� ��� ����� �� 	�	�� �� �
���� ���
� � ����� �� ��
������ 	�
� ��
��


�� �	���
 ��� �� 	����� ���� �� ����� �� ����
� �� ����� � ����� ���� 	����

C�

• �� 	����� 	
���� ��� ��� 	����� �� �� 	����� �� ��
�� �� ��
�� ��� ������

� ������

 � ���
� 	���� � � ���� �� �����!

• "��

� � ��	�� �� ���
� 	���� �� ��
�� � ���������� ���
� � 	�	�� 	�
�����

�� �� 	���� � 
���
����� ��� ���
 �� ���� � �����
 � ��
�� ��� �������� ��

�
���
 ��� ��
��!

������ ��	
� ���
� 	 ���

• #
���� � ��
�� ��� � $
�	� �����%�� 	�
 �� 	����� ����
 � 
�	��� �� �����

����
��
��!

• & $
�	� 
��	����
� �� ��$������ �����'��(

� )��� � � ��
�� ����� *����� ��
��+

� ,��� � 	�
����� ��� � ����
��
!

� ,� ��� ����� ��
��� � � 	�
������ � �� ��� � � ����
�����+

�)��� ��
�� �� �������� �� ��
��� �� ���� ��� � ��
�� 	�
����� ��� � ��
��

��� � $
�	� ��������+

• -�$�� � 	��� ��

��	������� �� ��
�� �� ���� � ����� � 	�
�� �� ��
�� ���

����� �� ��
���� � ��
������ ���
� ��� ����� �� 	�	��!

../



������ ��		
 ����
 	 ���

• �� ������	 
 ����
 ����

��� 	 �����
�� ������
�

� � ����	 �� �

�
�

 �	 ����	 �	����	�	 � �	�����	 �
� 	 ��� 
 ����


����
�
� 	
����
���
���

�	 ��������
 
 ��
����
� 	���
� 
 ����
 	 �
�����
��� ��� 	� ����	� 
����	�

��
 �������
�	���� �� ��	 �����
��� 
��	 

���

� ! �

�
 

�� �
� �"	�
 
 ��

�� � ��	�	�
 ��
��
 �	 �����
��� 
��	 � 


�	�	
�
 �	 �
��	 � 
 �	�	
�
 �
 �	�
#

�	 ���� 
��	 �	 	�����	�� 
 ��
����
� 
����
� 
 ����
 �	�	 	 �
��	��
 �
� �
��

�

����
��

������ ��	�
 ����
 	 ���

� $
 �
��� �
 �

� ���
 	 ����	 �� ��� 	 ����	 �	 �����
��� 
��	 � ����%�	
�� �	

�
�������
 �� �� �

� �����%	� ���
 �
� �� �%	

 �	�	%�%
 	 ��	 �	��&

� �
 ����
�
' ���
 	 ����	 �� ��� 	 �����
��� 
��	 � 
 %��	� ��
������
 

�� �
�
�


� �

�
� ����
 ( ����	 ����)
��	 �� �� �

�
 �"
 ��	�	�
 ��
��
#

*�������
 
 �

����
 �	 �����
��� 
��	 
	� ��	� ���������	�


 ��
����
� �
%
�
� 	 �����
�� ������
�

� +

����� 	%��
� �
������
�
� � 	����	��
� ��%���	�� ��� �	,�� �	��� �
 �
��


�

��"�
 �-��
���%���	% ��� �
�����%��	 	 ����	%�,	��
 ����	 ����	� .� ��� �������	�


�#

//0



����� 2

���	�
���

� ����� �� 	�	��
 ����� �� ��
������
 �� 	����� �� ��
��
 ���� 	�������
 �� ��	�� �

��������� �� ��
��� �� �����

• ���� �� 	����� �� ��
��
 ������� ��� ����� �� 	�	�� �� �
���� �� �����

�� ��
������ �� �	���
 ��� ���� 	������� �� ��
�� ��� � ��������� ���
� ����

���� �� 	���� ����
 ��� � ���	
������ �� ��
�� � 	
������ ������ �� 	���

������ ������� �� ��	�� �� ���� �� ��
�� � ���������� 	�
����� �� �� 	����

� 
���
����� ��� ���
 �� ���� � �����
 � ��
�� ��� �������� ���
� � 	�	���

������ ��	
� ���
� � ���

•  !
�	� ����
"�� � ��
"� ��������� ��	��� 
��	����� �� ��!������ �����#��$
� %� "�� � ��
�� ����� ��
"� �����&

�  !
�	� ���� ���� � � ��� ����&

• �
���� � 	����� �� ��
�� 	�
 �� ����
 � 
�	��� � ����� 	
����������'

•  !
�	� 
��	����� � ��!����� �����(�$
� )��� ��
"� ��� ��
����&

� *��� ��
"� � 	�
����� ��� � ����
��
&

� *� ��� �(� 	�
������ � �� ��� �(� ����
�����&

� )��� ��
�� �� �������� �� ��
��� �� ���� ��� � ��
�� 	�
����� ��� ����

��
"�&

•  !
�	� 	�!�� � 	��� ��

��	������� �� ��
�� �� ����
 ������ ��� ����� ��

������ ���
�����
 � ��
������� ���
� � ����� �� 	�	��� ��	��� 
��	����� �

��!����� �����(�$

++,



������ ��	�
 ����
 � ���

� � ����� �� 	
��� �� 	�
���
� �� ��
�� 	�������� � ����	��� 	�� �� 	
����

�
� � ��
�� ����
��
�

� ������ �� ���	
���� � ��
�� ��
�� �
� �� 	
���� ����
����� ��� �������
������

�� 
�� ������ � �� ��
��� �
�� ����� ������ �� ���
���� ��� 	������� �� ��	�� ��

�������

�� ���
 
	�� � ��������� �!
��
 �� ��

�� � �������� � 	�
	���� �� ������ 
�� �
��

�����
���"

������ ��	�
 ����
 � ���

� #� 	���� �� 	�
� ��� � ����� �� �
� � ������ � � 	
��� �
� ���
��� �� �
�������� ��


� 	�
� 	��	
��� ���� 	�� ���
� ���$�
� % �
� ����& 
�� �������� � 
�� �������'(

� �� ����
�� ��� � ����� �� �
� � ������ � � �
��� ��������	� ��� ��
��� 	
!� ����

�� ����)
	�� ��� ��	�� � 	�
���
���

*� ���
��� � ��������� �!
��
 �� ��

�� � 	������
��� ������� ��� ���������� ���

���� ���	
����� �
� � ���� ��� ����)
	��� �� 
� ��
�� �� ������ ��� ��	�� � ��
�� %

������ �� 	�������
�� �� 	�����

*
��
���� � 	�
	���� �� ������ 
�� �
�� ����������� �� ��

�� ����� ����
����� %

�����
��� � ���
�
�� �
�����"

� +�
��	�� ���

� ������	��� 	
��
���� �
 ��!���� �
� ��'�� ����� �� ����� 	�
�����

�
� ������� � ���
���'���� ����� 	
���� ,���� ���

� � ������
� 	��� �������

�
�������-���� ��������	���
���

../



����� 3

����� � ��������� �	���
�� ��	� � �
���� �� ��	
����� 
������ ���� ��� �� �������

������������� ��	 ����� �� ����	��� ��������� �� ����	������ �����	�� 
� � 
�������

��	��� ��� ������	������ �� !�����	�� ����������

���	�
���

� ����� �� 	�
����
�� ��� �������� �� ������
�� �� 	������� � �� 	�
��
��� ��

	�
�� �� 	�
��

• ������� ��� ����� �� �
�
	� 
� 	�
����
� �� ������

• ��� � ������ �
�	� ��� 
��� ��
���
��� � 	������ �� d ��
��� �� ��
�� 
��

��
��
	�
�� �� 
��� �� d � 	������ �� F �

• �
� ���� ��� 
��� ��
��
��	���
 � 
��� d ��� ����� ���� ��
�� F � 	���� D

�� ��
�� �� �
��
�� ���

• �
� ����� �� 
���� r1� r2 � r3 ��
������ ! 
��� d�


��� � �
������
 �
��
��� �� �	�
�� 	�� � ����
�� �� ���
� ���
� � ��	����� ��

��� 
����� "�
��� �#� ��� ��
 ����� 
� ���� �� ��
��
�� ��� 	�
�$� F

������ ��	
� ���
� � ���

• %���� �� ��
��� A1� A2 � A3 ��
��� �� �
��
�� �� ��� 
���� r1� r2 � r3 	�� �


��� ��
��
��	���
 ! 
��� d ��� ����� ���� ��
�� F �

• ��� � 	�
�
� �� F � 
��� A1D �
� ���� 	�� �� 	������� � �
	� �� 	�
�

	�
��
#
	�� ��� �
��
	��� r1 
�� ��
��� P1 � P ′
1� &� ���� �� �
��
� �� � �
��

�����
 ��� �� ��'��
��� �����(��) � ��� $ ��� ����� ��
��� �#� �� 	����*

++,



�����������	
�� ��� ����	���
 ��� ����	 � 
��
� ��������� �� ��� �� 
���

�	��	� �� ������������	 � 
��
� ��������� �� P1 � P ′
1�� ���������	
�� ���

����	���
 �� ��	������ �	��� � ���� d�� ���� ������ 	�
�� ��� �
����

���� � ��������� ������
��	���� � �������� �� 
��
�� ����	���

��� ���
���� ��� ���	�� ���������	�� 

• !	
 	 �����	 �
 F � ���	 A2D �����
�� 	 ���	 �� ������"��#���� ��� ���������

r1 �	� �	��	� P2 � P ′
2 

• !	
 	 �����	 �
 F � ���	 A3D �����
�� 	 ���	 �� ������"��#���� ��� ���������

r1 �	� �	��	� P3 � P ′
3 

• !	��������	 � ������ 	����� ����� ����$�$�� � d� �	��$��
�� ��� �	��
 	����
��

%���	� �	��	� ������������ � �
� 
��
� ���%�� & ��	"���	� $�%	� 	� �$��	� �

������ �	��� � �	�'(�����	 ����� ���%� 

������ ��	
� ���
� � ���

• )��	�� ����	 	 (���	 ����	���� �� ��(������ ��������*


 & (���	 �� %�� �
� ���%� (�	
+����� �	
	 �����


 & (���	 ���� 	 �	
� ��$��


 ,��$ �	��� �	 �	�����	 �� �	���� �	 �	�� ��
 �
� "	�
� �������� �	
 �����


 -�(�� � ���� ��� �	�����	��� �	 �	��� �	 �	��� 
	$.� �	
 ����� �� ������

.���	�	$	� � ����
��
� �	��� � "	$.� �� ����$� / "	�
� �	 �	��	��	 ���%	 ��

'(��� ����
���� + �������� �	
 � ���%� ��� 	 (���	 �����.	��

001



������ ��	
� ���
� � ���

�� ��������	 	 
�	�
��	� ����	� 	� ����	� � �	�
�

��
� ��
 �� ������ 	������ ���

���� ��������
� ��	 �

�
�
�����
� �
 ��� 
����	��� 
 �� ����� 	����� � 
����� �	

�
�
��	� � �
�� d � � ���
���� 
 	 
	��	 F 	 �	�	 �� 
����	���

� �� �	�����	 �	 �	��
��	 ��� ���� �
��
��
�� 	 ���
	 
��
��
� ��
 

������ ��	�� ���
� � ���

! "	 �	��
 �
� � 
����	�� � � ����� ��
 �
����� �� ���
��
��	 �
 �� �	�
 �	� ��


���	 
����
�	 � ��� ��� ���� �
������
�#

! �	 �
�
��	 
 �	 �������	 �
 
$

���
�����	 
 �
 ��
���%����	 �
 
�	
��
���
�

�	���� &
�������'�����( �	� ����	� 
	��	� ��
 ��	 �
��	 ������	� �	� 	��
�����	

�	 
�	�
��	�� 	 ���
	 
��
��
� ��
 � 
����	�� � 	 ����� �
	������	 	��
 �	�	� 	�


	��	� �
 
��	����� � ����� ����'���� �
 �� 
	��	 %$	 ������	 �	�	 
 �
 ��� �
��

������� ���
�����

�� �
����� 	 ���
	 �
�
	��
� � �
�����
 ��
���	 

)	��
�
� ������ ���
����	� ��������� 
 	��
�	� ��
 ���
� 
���
 �� �	��� �
������


��
 
	��������� � �����������	 �
��� �����* "
���
��� ������� 
$
������	 �	�	


	�
�	� ���
�
�
��!�	� ���
�������
��
�

++,



����� 4

���	 ���� � ��������� ��	�� 
���
� �
� �����	
 ��� ���� �� ����� �� ����
����

�
� ��
��� �	��		��� ���� ��	����� � ������� 
����� ���
 	�
����� ��
��������
�

���
�������	� ���	 ����	 �� ����� �� ����
���� �� ������
 10cm × 3cm � �
�
��	�

��� �
� ���� �� 
����� �
� �� �����
� ����	� �� ���
 ���� ��	 �����������	 ��

�����


��
����	

� �
��� �� ������ �
��� �� ����
����� �����
�� �
�����
 �� �
���	 �� �
��� �����
 ��

�
����

• �
�
 �� ��� �
��� �� ����� �� �����
 �� �
��� �� ����
���� �� ��
�
!

• "���� ���	 ����	 ��������������	 �� �
��� �� ������ ��� �������� � 
���� �
�

���
����� ���	  ��� 
 �
��
 �� �����	��#
 �	���� ���
����������� �
 �����
 ��

�
���� $
���� �� x � y�

• %�� �� �
�	 �
��
	 �� ���� x �� �������  �� 	���� 	��&����
	 �� �����#
 '

y� ������
	 �� F1 � F2�

• �
� 
 ���(��
 �� �� ��
�&	 ������ � ���� �� ����� ���� ��	����� � ������ ��

����������� �#
 ������ �
 �
��
 F1�

������ ��	
� ���
� � ���

• ��
�� �� �����
 �� �
��� �� �
��������
 ���
�  �� 15cm � �������
 �


���
 �� ���� �� ����� ����
 ���� ��	 	��	 �����������	 ���� ��	����� � ������

� �
	���
�� 
��� ������� � ���� �� �����#
 �
 ���
 x�

• )����� �� ��
�&	 �� 
���� �
��� �� �
��� � �������
 �
 �
��
 F2� ���	

���� ��� ��
 � ����� �
��� ��� ����� 
 �
��� ��� ������� �����
��


� �
����� �� 
��� y�

**+



• ��� � �����	 
����

 � ����� �
 ���� ���� �����	 �
 ���� � 
��������� �� ����

�
 ���
� 
 � �����
��
 
� ����� �
 F1	 ����
��� � ����� �� ����� 
��������

�� ����� �
 ���
� 
 � ����� 
�������	 ���
 �
���� � ����� ��
��� �� ���� ��

������

• ����� ��
��� � ���� �
 ���
� ��� � �
����� �
 
� ������ �� ����� F2�

• �����
 
� ������ �� �
��� ����� �� ����� 
 ��
����� �� ����� F1� ����

���� �	
 ��
 � �	��� �
��� �
� �	��� 
 �
��� �
� �	����	 �����
��



 �
����	 �	 
��	 y�

• ��� � �����	 
����

 � ����� �
 ���� ���� �����	 �
 ���� � 
��������� �� ����

�
 ���
� 
 � �����
��
 
� ����� �
 F2	 ����
��� � ����� �� ����� 
��������

�� ����� �
 ���
� 
 � ����� 
�������	 ���
 �
���� � ����� ��
��� �� ���� ��

������

������ ��	
� ���
� � ���

• �� �
�
��� � ��
�� �
�����

 �� �
�
���
� �

�� 
�!

� " �

 � �

 � ��
�� ���
���
#

� " ��
�� $� ��
 ���
�� �
��� ���
���� ��� 
���#

� " ��
�� ���
 � ���
 �
��#

� %� ���$
��� �
 ����
� �� ���
 
����
 ���
� ����
 ���
���� ��� 
��� �
���#

� &
�

 � �
'� �

 ����
�����
 �� ����
 �� ���
	 ����
 � ����
 �� ����
 ���

����� �
 ������� 
 ������
�� ����
 � ����� �
 ���
�� " �������� �� ��
��

��������� � ���
���� ��� �� �
���� �

 � ��
�� �
�
���
#

(� ����
��)�	 � ��
�� �
��
�

 �

 �� �
���� ������� �)� �
��
�
���' 
� �
 
��

��������
� "� ������ F1 
 F2 �)� �������� ����� �� ��������
�

(
��� �
��� � ����
���� ���
���
 � �����')� �� ����
��� ��� �
�� �
��
��
��

*+,



������ ��		
 ����
 � ���

� �� ����� �� ��	� 
�� ����
 �� ��� 
 ��������� � 
 ���

 ������
	�� �
 �	��������

�	��� �� ��	� ������
� ���� �� ��
� ����
� ��� �� ��
	� �
�
���� 
� ��� �����

� �� ����	��� 
��

�� �
 �������� �� 
����
 ��������	�
��� � 
����
 �����

���

�� ���������� 	
 ������� �� �����	��
�� �
�
	��	�� �� ����� 	��������� 
�� 
���

	�� �
�
 ����������� ��������
��� ����	� 
 
����� ��	��� !��� 
 ����
 �� ��� 


��������� � � ���
� ���������� ��� ��	��� ��"
 ������	�
 �
� �����	��
� 
�� ����� �

��	��
	�� 

��������	 � ����	�� ��
� ����
�
� 
 ��	������� ��� �����	��
� �	����
� �	��� ��

����� �� 	
 �	�������
��� �
�������
 ���������� �������� ��	��� ��� ������
� ����

����� ��� �����	��
� 
�� 
�� ����� �� ������� ������� #��
 ����
�
��� ���	
�� 


�
���
 �
�� �$�
% �
�
 
 �������	��� �� ��	����� ��� �
��� ��� 
��	�� 

&
 ����'	��
 � ��������� ����	��� �� ���� 
��	�� 
 �����	����� 
 �����	�� �������(

� )�	����� 
���	� 
����
���� ������
�� � ��"���� ��� �
%�� �
��� �
 
���
 ��
���
��

��� ����������
 
 
���
��%
��� ����
 ���

* ������

� 
���	�� ������
	�� ����

������� �	������������ �
���
���
��	�� 

���
	�� 
 ��������� � �
�����
 �� ����
�� ���
��

��	�� 
 �������	�
��� �
 ��	��

���
� �
�
 ����� ��� �
	�����
	�� 
� ��$����
��� �	��	��
�
� 	� ��� ��% �������� 


�	�������
��� �
� �	�������� )�	��
������ ��� � �������� ����� � � ����	�� ��
��
�

�
��� �
�����
�� 	
 �������	�
��� �� ��� �� ���� +������ #��
� �
��'	��
� ��

�
�

� 
���� ����� ��
�
��� 
 ��	����� ��� 
� ��
��� ��	����
� �'� ��
� �� ��$����
��

�����	��� ���� ��� ����
 �
�� ��������
�� ��
���� �� , ������ �� 
�% �� -� "�	�
	��

������ � �����	���'	��
 	� ����� ����� �� ��
�
��� .�� ����� �
��� ������
 ���

����� ��� 	�� ��/���� ����	�� �� �������	�
��� ����
 
��
��
��� ������
������

������� ��� � ��"���
� ���
���� �	���
���	�� �
�
 
 
��
��
�� �� ����� ,� �	����

�
�
 �� 0123� ���� �/ 
���� �� ������ � ��������� �� ���
������� ��	��� �� �
����


414



����������� �	 
�� �
� �����
�	 � �	����
����	� ����
	� �� ��	����
� ������
���

������ ��� 
�����
����� 	� ��	����	��� � ����	� ���	������ ���� �
���
�� �	�	

����������� ���� ��� ������
����� �
��
����
�� �	 
�� ����� �	 �	���
�	 ���

���
��� ��� ���� �������
��� ��� �	�	 �	 ������	��
����	 �� ���
�
����� ����

�
����
� !��� �� ������
���	� �	���"�	��

��� ������	�
���
� �� �������� �	�����
��

� ��	�	��� �������
�� 
�� �� ��������� �� ���"	� �	
 ����	���� ����	 �� �	��� 	

��	����� �� ��	����
� ������
�� �	 ��
��
�	 ��	 �	 ����	 �� #���� �
�� �� $��	��

%����
	� &������
�� �	 '
�� ( �	���
����� �	� ���� ������ ������������ �� ��	��	

�	� 	� 	�)��
�	� ��������	� �	� ���
�	� 1.3.4� 1.4.1 � 1.4.4 �	 ������
�	 ��	������

*+	 �+	 �	� 
��	 ����� �	��� ����
���� �	� �"���,+	 �� ��
�-��
� ����
�� ��� �����

.�/ � 0� � ��� ����� 1� 2 � 3� 4� �	���5�	� � ��������
�� �� ���
�	 �+	 �����
�	�

�� �	��� ����� �	�	 �
���,��� 
�� ��
�
���
�� �� �	��
,��� ����
�� �	� ����	��

��	���
����� �	 ��� �����
	 �	���"�	� 6��� ���� �	� ����
���,+	 �� ���"	 ���

�����
�	 �� ��	����� �� �	���"�	 �	 �������	 / 
�� �	��� ��� ����	� 6��� ����	

�� ���� ��������� 	� ����
���� ����
�
�����7

• &��!��
�
�
�	�7 �	����
����	� ������ �
	� ���� �
�
�
,+	 �	 �	�	 �	���5�	�

• #����
�
� � ������	�7 ���	��� �����
�� �	� ���	�	��

• 4�)��
�	�7 ����� � ����� ��
��
��� �� ���� �����

• 6	����-��
�� ����������
�7 ���
�
����� �"����
��� � 	����� �
���,��� �	 �	�!

��"�	�

�� ����� ��������� ��������� ����	���� � 
�����
-��
�� ���
����� �� �� �
�� �	�

��������	��

8..



��� �����	
��


�� �������	
� �����
��� 
� ��	�	
�	 

�	��
������ ���
� ���� � ��
�	�	 �� ���	

�
	
����� �	 �	�	��
�
� � 

�	��
����� �	
�� 
� �	��	
�� �	��
�
��� 	����
� 
�	
��

���	���
��� �	 ��
�
���	� �������
� 
��� ��� ���	
�� ����
�
�
�
� 	�����
�� �� ���



���
� �� ��
��� �����
�
� ��  
!" # $�	 �	��� � 	��������� �	 �� ��	��� ����
��

�	 �����	��� ���	���
��� ���� � �����
%���� ��� ��
�	�
�	
��� $�	 �� ���
�� ���

$�
�	� 
� �	� ��
�	��� �&�
����������"

#� �	�������� �� �
��
&��
�� �	�	��� 

����
�
�
�� �	���
�
���� ��� � �	������� �	

�����	��� $�	 ���	� �� ������ 
����� ��
�
%��� 	� ���� �	 ������ ��'�� �	��������

��� ����� �	 ����� ���
�� 	 �������" (�� 	�	���� �
���) � ���
����� �� �	��	�� �	

*
�������� �
��+
�
� 	
��	 ��
� ��
���� �	�

��� ��� �&

���� 
�	
�
������ � ����
�

��� ���� �&������ 	 �� ����� �� 	��	
��
���	� �	� ���� � ��� �����
������ � ����
�

�� �

&�
� �
���
�

�
�	"

� �������� �	���&�
�� 	�������� ��� ���	 
�� 
�	
�� ���	���
��� 	�������� ��

��
�	��� �	� 	� ��
�� � ���
� ���� ��	
�	 ��
�� �� ��� ���	
�
%��	�� � $�	 ���	��

��
��
��
� ���� ��� �	���� �����		
��� �� 	
�

�����	
�
%��	� �� ,	��	��
�

�
����
��"

-./



���



���������	�

��� �����	
�� �
�
� �
��
���	 �
�
 �������� �� 	�
�	�
 ������
� �
���
���
�

������	
� ����
 ���

��� �����
�� �
� �
 ��������
 ������
	�
� �
� 	���
� ��


�
  �!�� ���"


�"� �������� #
 �
� ���	��� 	�� ��
���� �� ��
 �
������ ��
 �
�������� � ������
 


$�����% �
 �
� �&''
 ('

��� �������� #
 �
� ��
��
�
��
�� �
 �
� ��� ���� �
� �
 ��������
 ���� )��*

��
�� �
�+��
���
� ,-���������� ��� ����
 -�� '"� '�� '(� '�� ''� &�

�(� ��
./�� !
� �
� ����� �� ��������

 0�
1��
� 2��3�
� ����
 ���

��� �����3���
 4
����
� 1� ��5��
� !�� �� "
�� �� #��	
���$ !
� %&'(%
  ������


4
����
�� 26
�1
� ��5��
 ����
 �

��� ����
� 0
� �
� ) *��+����� � �� �����	,����
 $�����
 1� �
���7���
 �
"�
 !
��*��
�

�&&�


�'� 8���
�1�� 2
� 9
�1���
� �
 #��	
��� ��	��
� �
�-��

� .
��/

����	
 � 	�����
0 
 
����
��� ��
��
������	

 $�����
 �
��*

��
�����
�
 1� ,����
���7���
� ���
�� ���
 )�����:��� ��;

+���;<<===
������

�����
���
���

��5<��1�-
�+�<$2,<
������<���=<�'


����
 �

�&� 8�6���� !
� 9
�
�5��  
 ��������
 


�-��	
 / �� ��
�
��
�� ������
�
 �
����

8����� 8�
��� ���(
 -��� '"

���� 8�	��� 9
 8
� ����,��
 �
 .
������	

 ,15
�1 8�6�+��� �>� !
6��
� ���"
 ��

���� 8��1
� �
� 2��
� �
� #�
��
������	
 ��� ���� ��
��� �� ����
0


 ����� 12
������


 � 
 ����� �,�/#�������
����

 $�����
 2
*

����
�����
�
 1� ,����
���7���
� ���
�� �� �
 )�����:��� ��;

+���;<<===
������

�����
���7���

��5<��1�-
�+�<$2,<
������<���= �"�


����
 (

���� 9
����
� ,
� �
� )
� 3��	���� �������� �
�
 
 ����
��� �
 �4�
��� ���
� �


	��	�
���5
	�
� 3��6��� �� #
��
� 7
 ?�������1
1� 1
 8���
  �������� @
�6�1
1�

1� 9�����
� � 9����+>� !���65
� ����
 ��� �(

��"� 9
����
� ,
� �
� )
� #����� �
� ��
�+��	� � 


�-��	� �
� 	,
�	
�� 3��6��� �� #
/

��
� 77
 ?�������1
1� 1
 8���
  �������� @
�6�1
1� 1� 9�����
� � 9����+>� !���65
�

����
 ��

��(



���� ����	
 ��
 
�	��	�
 ��
 � 
������	
 ��
 ������� ����	
� �� 

�����	�� ������

���	���
 ��� ����
 ��� ���
 ��� � !�

��"� #$%&'�����
 (�
 � ��	����� 
��	����������� ��� ����

����� ���� ���������� �	��� � �� �� � #��)�	*+�� �&,

�--),..����)����������/�'���'�.�	��0�)�).��-�.��-����.1���. �� ���2�� "


2

���� #$%&'�����
 (�
 ���� ��� �!	�
���� �������������� � "�	����� 
��

�	����������� 3�+��-� �/�45�	� �� ��/��67�� #��)�	*+�� �&, �--),

..�����������&���)-.)�5.���.	��.	��� ���)�5� ���2'� �

�� � #��� #�
 
���
	� 
��	���������	 �	!�� 	 ���"	 #����	 $%���&��$&���!� 
	

��
	���� 
� ���	��� �"����'(�� ) 

���'*	 ���������� � 8�#� -�����
 (	�+����9

���� �� 
�	��, :	�-�-/-� �� ��/��67�
 8��-/;��
 ���"� <
 "
 �
 �"
 !�

��2� ���-���
 %�
 � 
��	���������� � ���� "�����"	��	� ����+���	�� #��)�	*+�� �&,

�--)�, �����	5����������&.��-	�&�-�&�-��� � ��/� )����/)��-�� ���-4�����.�

%������� ��� �� �� ��+������ �� ���2�  

��!� ��������
 8�
 =/������
 3�
 

���'*	 ���������� ����������� ��� �!	�
����

"��� 	 "�	����	 
� �����	 �"���
�,����� ��/��67� 
�-�&>-��� )��?/���, 3�+��-�

�� ��-/��� )4� ;���/���� �& ��/��67� 
�-�&>-��� �@:�
 �2A�B
 ����� !
 ��
 ��


���

���� ���/��	-���
 C�
 D�� -� -���� 
�-��&�-�� �� �� '� /��5/��� 

�����	��� ���
���

�� ����������� �	���� � ��-� �!!�� !�

���� �/����
 E�
 �����-��
 F�#�
 ����%��� .�	����%� %�����	9D����� 8/'�����	;

��&)�	�
 :	��
=������
 �!!�� �<
 <"

���� E����� 8�
 
��	��	�������/������ � 	 
��"����� 
	 "��������	 ��	�#����	 � :	�9

-�-/-� @/)����� �� ���	���;��� � �� E��-7� A:@��EB
=��� C���G�	-�
 =��	�
 
�9

6�&'�?/�� �����  
 � 
 ! 

��<� E�����
 8�
 /������ � 	 
��"����� 
	 "��������	 ��	�#����	� :	�-�-/-� @/)�����

8���;4;���
 
�)/-�
 �!!�� "

���� E�����
 8�
 ��0�1(�� �	!�� ���������� � 2�3����
�
� ��������� 3�'���7�, ���9

6H�� CI&/�
 ���� ��� � �

��"� E/�&��7��
 ��
 @�
 ���������� �� ��3�� 4�� 4��� @7� F��J ��� ��&)��, 1��-9

������
 ���2� ��

���



���� ����	
 ��
 
�
 ������� �� ���	�����
 ���� � ��
��� ��
 
���
�
� ���������� ���

������������	����� ��������������!�����"#����� $
 %&
 #"%
 ##�
 #�#


��&� ����'
 (�
 )�
 ��������
� �����
��
� �� �������� * ���+,� � �����-����
 #%%�


.��$
 �� $/011� #"

��/� 2�3�
 4�
 2�
 ������������
� �� ������� 5������� � � 6��'� 
7.8�� � 0 
�9���


 ��������� ��� ���������&�������� ���:�&�������� !��#$#�� ! �""$ �

��%� 6���
 *�
 6�
 2������� ;�
 <�9��� *� � ���9� � 
�
 � ��������
� �� ��
���

������ ������ �� ������  �������� �������
� !���� � =���� � � >���������  �

�����-����
 >������
 �""&� #$
 #?
 11
 1?

�$"� 6���
 ��
 ;�
 ����
�"#�
 �� ����
���� �� ��	������ �� 
��
��� �� 	�����
 �

����
� ������@� ������
 5������� � � A� ����  � B��-�
 >������ ���������� ���

�����������������������!9������ ����� ����� ��$�&1 �"#$� 3��
 &$
 &1
 &?
 &%

�$#� �� �����
 =�
 ���8���� �
 <�
 ���������$�%�
�� ���	����
 �� ����� & ���'��

���

( )��
���
 ��� ��

�*������
 +��� ���
��
�� 5��������: �! �����������
 =��0

���� �� C�������9:� �"#"� $
 %�
 %&

�$�� �������
 =�
 >�
 ,��������	� ��
���
'( � ����� �� ��
��� ��� �������������� �

=�� !��������� D����:0>��� ������9��
 �""%� %�

�$$� �������
 =�
 >�
 ,��������	� ��
���
' ��� 
�
� 
���$ ����
����� �� ���
����� �

=�� !��������� D����:0>��� ������9��
 #%%/� %&

�$1� ��������
 E�
 ��
 ��
���� �� )������ �� -������� �� �
���� �� ����
�
 
��

�  ����*��� ������@� ������
 5������� � � A� ����  � *������� =����
 >������ ���0

������� ��� ��������������������!��������� ���#"�1/#% �"#1� #�

�$?� F����G
 A�
 D�
 � ����
�. � ����*��� � '����*��� � �����������
 � ����
��

"#�
� ���������� ��� H�������������������'!I������������+J���� !K ������ ���

#&�"?��"#&� 3���
 1?
 1�

�$�� .���
 ��
 .�
 ��
 L�
 =�����
 
�
 
�
 2�0

�����
 ;�
 ������������
� �� �����*�� ����������

���������������������������������������9��� �3�����E��6��*���������������$/#�

�"#"� �

�$&� ;���
 
�
 � ��	�
����"/� �� ������������
� � �
 ������
 �� 
������ � E������

E�M�3,� � 
+,�
 =���� 2��N  � ���
 )��� �"
 �� �
 ��$�1/� ���������� ��� ������

�������������������������� �3�������M�3��������)���A����$������$/� �"#�� /

#�&



���� �����	
�� �
� ������ �
� � ���������	�
�� �� �����

�
� �
������
� 
� �����


� ����� �� ��������
 ���	��� �� ����
����� 
 �����	
� ���
�� �� �
 ������� 
�


�! ���"
�
	��

#�$%�
�$�&��� '&�(
 �

���� ����
� �
� �
� )	���	#�� �
� *�� 
�	�� +
� ������
������ �����	�
�� �� ���� 
�

����
 ���,������ )
�� +�	�-���
� '&&(
 �&�

�.&� �	��
���	
� #� /����� ���
	��	 �
#�"0"��� #� )�1� ��������� 
� �������
�

������
�� � � �� ��
��
�� ��� 
� ����� 
� �����	�
��� /��)� '&�&
 ((� 2.

�.�� 3���� �
� � �
��
 ���!�
� ���
" �� ��
������
 �!� �������
��� �# !
�! ��!���

���
�� ����� ����
�! $������� $�������� %�$$&' (!� ���� �# ���!������� (!� 

�
� %)������
�&
 4���
"
 �� /#������� � 4�����	��� ����
 5�� 
	���6� ���	��
���

'&�&
 (

�.'� 3���� �
� *	
6� �
4
� ����
����� ����
� 
� �������� ���������	�
��' 
��
 

����
� �� ���
�!� ���� ��*� ��
����
��
 )��
��� ��7'28� �9'2
 ������� 
� 
�!

����!$$:::
	
#��6�
�	"$����$'��'$'��''��22&&�$ '&&�
 2�

�.�� ��
��;	����� <� =���
	�
� �
� �������
� ������
��
 ��"	�: +���� ���>
 ? �� .��

(��

�..� ��
:�	�� �
� +	����� ,����� -
 4
�"�"
 @
�	���"� �A� ������ '&&�
 ?� � ? ��

(&� (�� ('� ((� (2� (>� (�� 2��

�.(� �:�B�:�B�� =
 /
� +	����� ��� �������
� ������
��
 ��C	�:9+���� )	�9

���
�����


�.2� 5	�B�:�� +
� +������� �# ,��
��
��� ��
 .�����
� ����/ (�������
��� �#

���!����
��� ��������!�
 ���
 ��'� <��
 ���&
 >�

�.>� ��� #
� +
� 
� ������-
�� �
� �
� �
� �������� ��
 0���
��
� ���!������

�
����
��
 5�	
���! 4�9) �	
��$�	
�#
����� D�������
� ��	
��� ��� 
	���6
 ���2


�&� ��� �&�

�.�� �6"���B6� @
 �
� .
����
� 
�� 
��������� 
� ��� #���
���� ���1�
��� �����
���� 


/#���	��� ��
���� 6 �1������ @� ��;���� 4�;� ��>�
 ��

�.�� E��� 3
� F
� +��� ���
" 0������!
 ��"
 ��;���������� @��#��� /�"���#
 '&&�


�'�



�������� �

���	
�

���



��� �����	
����� 
� ������������

�� ������	
�� ��
 �
���
�

�� ������	
�� ��
 �����

���
�

�� ��������
 ����	��
���
 � �
��� �� �
����
 �� �	����	����� �� �������	�� ��

�����

�� ���
�	����	� �� �	����
�	���

�� 



����� �
� 1� ���	�
���
 
�� 
�����

��������	


���
������� � ������ ����� �� ������ ��� ��
���� 
� �������� �� �
��
������
�������

�� ��������� �
������� �� ����
� ���
�� �������
���� �� �������� �
� �� ����� ��

���������� �� ������ ��������  ��������� �� !�"#

�� ���
�� �����
����� �� ��������� $����%�� $�� �������� ��������� �� �
&����'%��

����� � ������ ����� �� ������ ��� ��
���� � $�� &���� ������
����� 
� �����
��

&������	

�������� ���
�	

������� � �������� ��� �
�������'(� ����� � �������� �� �
��
������
������� ��

��������� �
�������) �� ���������� � ������ ��� ������ ��
����) � �����
��) 
�������

����� �� ��� ��������'(� �����
��
�� �����������
�� �� $����%�� $�� �� ������	

����� ��� ���
�(� ���� �� ���
�� ����� ���� �������� �*���� �� ��
����%�� $��
��

�� ����
�������
�� ����� ������*�#

• +��� " � ��� ���
������ �������� � $��� " � ��� �������,

• -��� 
��� ��
� ����
� �� �����,

• +�� ���� �� *�����'%�� �.����� 
� ��
� �
�� ����, � ���� �(� ��������
���

��
�� ���������, +��� � ��������'(� �������� � ������ ������,

• +�� �������� ������
��� �(� &��������� 
� ��� ����
�����,

• �� $�� ����� �� ������ �� &���� ������ ����������,

• +�� ����� &��$��
�� � �� $�� ���� �� �����,

• +�� ������� ���(� �����
��� 
� ��� ����� �� �����,

• +�� &����� �(� ���������� 
� ��� ����
�����,

• +�� ������� ���(� ���������� � ����� &�����,

• +�� ���� �� ����� " ����� �� �������'%��, � $�� ���� �� �
&����� �� ���������

���� ��������
����
��,

• +�� ���� �� �/���� ������
*� ����� �������, � $�� �
������
��� �(� �������,

• �.���� ���� ������ ������� �������� $�� ������� 0 ��� ����
�����,

• 1��� ������ � ��� �������
*� 
� ������� �� ��������� �
�������,

232



• ���� ������ � �	� �
��
������� �� ���	�� ��� ��
�����

• �	�
�� �� ��� �����
���� �� �	��� �� ��������� �
�������� ��� ���� �������
��

��� ��� � �	� ����
���� �� �	� ������

• ����	� ��� 	� X 	�� �	 ���� ��� �����
������ � ��!� ��
���
����" #�

�������� �� �	��� �� ��������� #
��������

� ������ �� ���	
�� �� ���	��$

� %�
��� ��&�	������$

� '���� �� ���� �� �������
� ��� �	���� ��
��(��� �����)������

*+,



����� �
�2� ���	�
���
 
�� �	������	��

��������	

����
 ����

����� ���
�� �� ����
����� ��� �
������
�� 
�������
���� �� �
������

�� ���������
��������
 �� ���
��
�� ��������� �
 ������ ������ ������������ ��

�
�
��
� ��� �� ��
�� �� ����
����� ��  ����� !���
��
 "����#���� �� $�%&

�� �
������
�� 
�������
�
 �� ����� '������� '�� �
���
�
 ���
����
 �� ����

�����


�������� �� �
������ 
���
��� � '�� ��
�
 ��
��������� �� �������� ��

���	

 ���
��� �
������
	

(�
� ��
�� �� �
� ����������)� '�� �� 
������ ����� ������* ���
� � �
������ �������

��
��������
 �� ���
��
�� ���������* �
 ��
������
 � ������ ��� �#����� ��
� ����

�
����
 ��
� � ���
������
���� �� ���� �
������* �������
�
�� '�� ��� ����� ���

��
�� �� �
���� ���������&

"�
 ��� 
�����* ���������
�� �� ��� ������
��)� ����� � ��� �����)� ��
��������

��� �+��
�,���� �����#���� �� 
�������
 �� '������� '�� �� �����
	

�����

!�� �����)� ��
� �� �
���� ����
 ��
� ����

�� �����
 � ���������� '����� ��

����������
���� ����� �
������&

• -�� �
��
�.���� ��
 � ����
��
��)� �� �
������ ��
��������� �� �
������

�#���������
�� ��� ������ ��� ����� �� ���
��
�� ���������/

• -�� �
��
�.���� ��
 ��
� �� � ���������� ��
� ���������
 � ������0��
 �������

���
%�
���� ����
� �� �����+�� �� ����� �� ������ �� ���
��
�� ���������/

• -���� �)� �� �����'�,����� �� ��
��������
 ��� ������ '����� �� �����1���

��������� �� ������
�
 ������������ ��� ���� �����+���/

•  
 ��� �����)� �� '�� ��

� �� ���� �
��
 ��������� '�� ����
 �� ������ �

�+�
����
�
 �� ���� ����������� �� �����
 � �����
 �������� ��� �
����
��

��
��������� �� ���� �� ���� 
�������������� ��
 �� ���� ���,����� /

• (�
 '�� ��0�������� �� ����
�� �� 
�����
�
 �� ����� 
����������� ��
 �

������ ��� �#�����/

233



����� ��3� ���	�
�
� 
����
��
��� � ��
�� �� ������� �
 ���


��
�
���
 �� �
������

 �
 ����

���



���



���



4

•

•

60cm



• � ��� ��� �	
����


• ���
������ � ���� �� �	
��� � ������ ��� �	������ ������ �������
������

��

(x− a)2 + (y − b)2 = r2

��
(x− k)2

a2
+

(y − h)2

b2
= 1

��
(x− k)2

a2
− (y − h)2

b2
= 1

��

(y − h)2 = 4p(x− k)2

• �������
�� �� �������� ��������� ��� �	
���� ��
������ ���������� � ���
����

�� ���� 
��� �
��� ���� ��
��� ��������� 
����� ��������


• ���
������ � ���� �� �	
��� ��
�� �� ��
�� � ����� �� ����
���������!

" #���
��������� 
����

" #���
��������� ����� � 1�

" #���
��������� ��
�� ��� 1�

$%&



� �������	�	
�
� ��	
� ��� 1�

• �����	���� 
� �
��� ������	��� ���

 �� �
��� 
 ���
� 

 �	���	
 
	���	�	�

������ 
 �	�
 
� ��
� ��� 
�� ���	��� � ����	� 
� ������
 

 �����

 ����

�
� 
��� ���	���	�� 

 �	�


Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0

−B2 − 4AC < 0

−B2 − 4AC > 0

−B2 − 4AC = 0
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√
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�� 2008 p.795/�
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|PQ| = |QR| = |PR|
|PQ| =

√
(1 + 2)2 + (2− 4)2 + (−1)2 =

√
14

|QR| =
√
(−1− 1)2 + (1− 2)2 + (2 + 1)2 =

√
14

|PR| =
√

(−1 + 2)2 + (1− 4)2 + (2)2 =
√
14
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�������� 	
� � ���������	���
 �� �����
 O � �
�
 r �
�
� ��� ���
� � 
 ���
� ��
������
 �
� �
��
� �


��
�
 ��� ����
 
 ��������
 � �� O ���
��
� 2012, p.37��

����� �� ����	 	 
�	 ����
���� �	��
 �����
� 	 ���	��� �����
�	 �	 �
����������
	 	 �	��
� �	 �
���	

�����

�
���	 ����  
����������
	

 ��� � ��
!���"� �APQ # ���!���"� �� Q� ������
 ������
�	� 	 �

�!��
	 ����� � ������ A � � �����

P 	�"
�	��� � ������	 �� $
�%���	
�

d2(A,P ) = r2 = (x− a)2 + (y − b)2 ⇔
(x− a)2 + (y − b)2 = r2
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� ������� �	
��� 
 � �������� �� �������������� � �� ���� ���
������ �� ��� � ���
�� ��
� �� ������ ���

������������ � ������� 
� x2 + y2 = r2�

�������� ��������� 	


	�	 ��������� � �	
���
 �� ����
��������� �������� �� (3, 2) �� ���
 5�

��
������
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�� �� ��������
 
 ��������
 � ���
����
 �
 	
���
 ���
 ��
����
��

������
� ������� �� �������������� ���
���� �� (3, 2) � ���� 5 
 ���� ����

(x− 3)2 + (y − 2)2 = 25

���
������� ����
���� ��
�� ���� ���� ��
������� � ������� �������� �� �������

 ����� �� ����� �� �������
�� �����!�� ��� ������ � ��������� �������
� � ����������
� �� ��������"�
���

����������	��

	�
��
�� ��� 
 ������ 
 � ������	� ��� ���	�� �� �� ������ 	��� ��� � ���� ��� ���� ���	������ � ����

���	�� ���� ������� �� ����� 
 ��� ����	��	� ����	����

#��� ���������� � ������� �������� �� ������� ��������� ��� ��
������� �� ���
��� ���������
� ��

����������� �� ������
� ������ $����%���� ���� ��&�� ��� �	������ � ��
� ��� ����� ����� ����� F1 � F2�

� � ������ �� ���
� �
��� �� ������
� F1F2� $�
� ���
� 
 �%����� ���
�� �� �������

'� F2 
�� ����������� (c�)*� c+)� ��
�� F1 
�� ����������� (,c�)*� � ���
-���� �� F1 � F2 
 2c�

 ���
���� 2a � ���� ����
��
� ��� ���
-����� �� P � F1 � F2� #��� ��.����� �� ������ P (x, y)

���
������ � ������ �� � �����
� ���

PF1/PF202a

#��� �1����� �� ���
-���� ��
�� ���� ���
�� 
�����

√
(x− c)2 + y2 +

√
(x+ c)2 + y2 = 2a

(
√

(x− c)2 + y2 )2 = ( 2a−
√

(x+ c)2 + y2 )2

x2 − 2xc+ c2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x+ c)2 + y2 + x2 + 2xc+ c2 + y2

'�����.����� �� 
����� ���

����� 
�����

−4xc = 4a2 − 4a
√

(x+ c)2 + y2

2��
��������� ��	�� �� ���	��� ��� −1

4
� 
�����

xc = −a2 + a
√

(x+ c)2 + y2

xc+ a2 = a
√

(x+ c)2 + y2

(xc+ a2)2 = ( a
√

(x+ c)2 + y2 )2

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2(x2 + 2xc+ c2 + y2)
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x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2x2 + 2a2xc+ a2c2 + a2y2

x2c2 − a2x2 − a2y2 = a2c2 − a4

−x2(a2 − c2)− a2y2 = −a2(a2 − c2)

x2(a2 − c2) + a2y2 = a2(a2 − c2)

���������	� 
����
���� ��� 
� �
�
� � 
 �
�	
 P �� ������ ��
 
��	���� �� �� 	�������
� �
�
 � ���	�����

��	�� 
� �
�
� 2c � ���
� ��� � �
�� �
� �
�������	
� �
� ������	
� PF1 � PF2� 
� ���� 2c < 2a�

��	�
 c�a � �
���
� ��
���� 	
�� ������
 ���� ����	����� �
��	�
� b2 = a2 − c2�  ���� � ������
 ���!

b2x2

a2b2
+

a2y2

a2b2
=

a2b2

a2b2

x2

a2
+

y2

b2
= 1 " �#$

%����
��
� ��� 
 ��&��
 �� ������
 "'�#$ � ����	���
 �� ������
 � ���
� 
� ��(
� �

������
�� )����


y*+� ��	�
 x*± a� � �����
 x*+� 
�� y*± b�  ���� � ������ ��	����	� 
 ��(
 �
� xx �
� �
�	
�

V1(−a, 0) � V2(a, 0) � ��	����	� 
 ��(
 �
� yy �
� �
�	
� B1(0,−b) � B2(0, b)� % ������	
 V1V2 �,������

��(
 ���
� �� ������ � 
 ������	
 B1B2 �,������ ��(
 ���
��

-
�
 �(����
 
 ��
����
� �������	� 
 ������	� �(���.��
!

��������� 	
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� ��� �
�
� ���±4� � ������� �
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��
 ������
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� ��
����
� ���
��� 
 ��������
 �
 	
���
 ��	
���
 
� ��
�
� ������� ������
�

������

�
�
 
� �
�
� ����
 �
 ���
 �
� yy � ������� � 	� 
��� 
��� � ���� c = 4 � a = 6 
������

b2 = a2 − c2 = 36− 16 = 20.


 ������� ��� ��� �����
y2

36
+

x2

20
= 1

���
�����	� ����
���� ��
�� ��� ���� ��
�� � ������� ��	���	� 	� ���������

 ����� 	� ����� �� �	���� 	�� ������� � ���!����� �������
� � �����	����
� ��

��	�����"�
���

����������	��

�������� 	
� 
�� 
������� � � ������	� �� 	���� �� ���	�� �� ����� ��� ���

�������	��	�� � �� ���	� � ��� ��	� ��� �� ������ � ���	� ��� �������� ���� � � ��	�






xx

a F (a, 0)
x = −a

P (x, y)

x + a =
√

(x− a)2 + y2

(x + a)2 = (x− a)2 + y2,

x2 − 2ax+ a2 + y2 = x2 + 2ax+ a2,

y2 = 4ax

(a, 0) a > 0 x

xx

y = ±√
ax.






a < 0 x

x y yy

x2 = 4ay

a > 0
a < 0
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�

����� ����� ��	�
����� � ���� �� 
�� � �
�� �� �������� � �������� � �� ��� �
���

������	���� ��� 	�� ��
	�
�� ��� 	�	��� ������ �� ����� ��� � ����
�� � 	� ��	��

(h, k) � � ���� � F (h+ a, k)� �	����� 
��� �� 	��� ��� �� �
��� ��� ���	���!�� ���� �

��	�� (h, k)�

������ ��	
 ����
��� ���

��� 	���� ������	���� x1 = x− h � y1 = y − k � �
��"	�
� �� ���� � ��
���

(x, y) = (h, k) � a# ���� � �������� ���
��� � �
��!��

y21 = 4ax1

�� �
�
����	����	��

(y − k)2 = 4a(x− h)

$��������� 	� �
��!�� � 	� ����� 
��# 
��	�� a > 0# � ����� x− h ��� 
�� ��� ��
��


���� �  ���# ���� � �������� ��� �������� ���� � �
��
��� �� ���� �� 
�� a < 0# �
�������� ���
�� ���� � ��
������ %� 
���
��� ��� ����� � �
�� �� �������� � ���� y = k�
&������ ����� �� ����� �	����� � �
��!�� �� ��� �������� ��� �
�� �������� �� �
��

��� yy� &������ ��	���
� 
�� � �
��!�� ���	���� �� ��� �������� ��� ��� ���

����
	��� ������'

(y − k)2 = 4a(x− h) (��)*

(x− h)2 = 4a(y − k) (��+*

$��������� 
�� ���� ��� ��� �
��!,�� ��) �� ��- � 
������
�� 	��� ��� ���
���
� �

�
	��� 	� ������ &���� ����	������.�� �� 
�������� ����������.�� ������
����	�� 	��

������'

y2 +Dx+ Ey + F = 0 (��/*

x2 +Dx+ Ey + F = 0 (��-*
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	�� ��� ��������� �
�� ������� � � ������ � �
�� ���� �� 
������� � ����������� ��� �

���� x� ��

� ���� ����� P = (−2, 4)� ���������� � � 
���� �� ��������� � 
�
 	��� � �



� �������!�


��������


" #�������� � ��
������ ��  
���� �� 
���� �
 ��
��
 ���
��� ��������

������

V = (0, 0)

���� � ���� �� 
������� �������� ��� � ���� x� � 	��� �������� �� ���� ��
 ��������
�

���� � � 
���� ��� � 
��
���� 	����$

y2 = 4ax

42 = 4a(−2) ⇔ 16 = −8a ⇔ a = −2

���� a%&� � ����������� � ������� ���� � �
 
����� '��� � � 
���� �� �������� �$

y2 = 4(−2)x

y2 = −8x

x =
−y2

8

F = (−2, 0)

l : x = 2

(��)������� ����
$

������ ��	
 ����
��� ��� ���� �� ���� ��� �
������






F1(−c, 0) F2(c, 0) 2a

P (x, y)

|F1P | − |F2P | = 2a

√
(x− c)2 + y2 −

√
(x+ c)2 + y2 = 2a

(
√
(x− c)2 + y2 )2 = ( 2a+

√
(x+ c)2 + y2 )2

x2 − 2xc+ c2 + y2 = 4a2 + 4a
√

(x+ c)2 + y2 + x2 + 2xc+ c2 + y2

−4xc = 4a2 + 4a
√

x+ c)2 + y2

−1

4

xc = −a2 − 4a
√

(x+ c)2 + y2

xc+ a2 = −a
√

(x+ c)2 + y2

(xc+ a2)2 = ( −a
√

(x+ c)2 + y2 )2

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2(x2 + 2xc+ c2 + y2)

x2c2 + 2a2xc+ a4 = a2x2 + 2a2xc+ a2c2 + a2y2






x2c2 − a2x2 − a2y2 = a2c2 − a4

x2(c2 − a2)− a2y2 = a2(c2 − a2)

a b c
c2 = a2 + b2,

a b c
b2 = c2 − a2

x2(c2 − a2) = a2(c2 − a2)

b2x2

a2b2
− a2y2

a2b2
=

a2b2

a2b2

x2

a2
− y2

b2
= 1

c2 − a2 2c
c > a

x = ±a

b

√
b2 + y2

y = ± b

a

√
x2 − a2

y
x2 < a2

x = −a x = a
V1(−a, 0) V2(a, 0) V1V2

B1(0,−b) B2(0, b)

a b c a > c
c2 = a2 − b2 a > b c > a c2 = a2 + b2

a b yy
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��������	 
��

y2

a2
− x2

b2
= 1 
����

�	��	 ���� �� ������	� ��� V1(0,−a) 	 V2(0, a)� ��� �� �	����	� 	���	 a� b 	 c ��� �	

���	���� �� 	�����	� �	���� �� ��������	 ������ �� 	� �� ��� �����	��� ��� 	� ��

�����	����� 	 �!� ����	� ��� ����� �	 �����	����� (h, k) ���"

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1 
��#�

��

(y − k)2

a2
− (x− h)2

b2
= 1 
��$�

%��� 	 	���� � ���&	���� �����	 � �	������� �� �	�����	 	 	��'����

��������� 	


	�� (	�	����	 � 	������ �� ��������	 �	 &���� F1(−3, 0) 	 F2(3, 0)���)� 	� � ������	����

�	�	 4�


��������


*� &���� �	 	��������� ���)���� � 	 	��'��� � �	������� �� �������

������

%��� � 	� � ������	��� �	�	 4� �	���"

2a = 4 ⇒ a = 2

c2 = a2 + b2

32 = 22 + b2

b2 = 5

����
x2

a2
− y2

b2
= 1

�	���"
x2

4
− y2

5
= 1

*� �	����� � ���&	���� �����	 � �	������� �� �	�����	 	 	��'����






2m

(3, 5)

(3, 5) 2m

(x− 3)2 + (y − 5)2 = 4
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���������� 	� 4m 
�� 3, 2m� 
��� ����� ���� ��� ���	� ������	� 
���� �� 	��� �������


�� ���� �������	�	�� M � N � ���� ������ � ������ ���� � 	�������� ����� �� 
����� M

� N�

� 
�������� �
������� � ������ �� ��	��
�������

����������	��

������ ��		
 ���
���� ����
��� ���

���������	

�� ����� 	� ���������� �������� �� ����� ���� ! �������	�� �� "��	�� ��� � ��	����� 	�


���������


�����

#� � ���
�� �����	� 
��� ���������� ��������� � ������� ���������� "�� ��� ����

���
������� 4m� ����� � ���
������� 	� ���� ����� 	���� ���
�� ! 4m� #����	� "�� a !

� ����	� 	� ���� ������ �����$

a =
4m

2
= 2m

%� ��	� ��&����� b ! � ���
������� 	� ���� ������ �����$

b =
3, 2m

2
= 1.6m

#� M � N ��
�������� �� ����� 	� ���
�� �����	� 
��� ����������� �����$

|MN | = 2c

����� 
��� ��'����� � 	�������� 	� |MN |� 
��������� 	� ����� 	� c� 
��� ��� �����

�������� � ����� � �����$
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�� � �����	
��� ����� ���� ������
 �� ����	��
� ������

a2 = b2 + c2

22 = 1, 62 + c2 ⇔
c2 = 4− 2, 56 ⇔
c2 = 1, 44 ⇔

c = 1, 2

��	�
|MN | = 2.1, 2 ⇔
|MN | = 2.4 ⇔

��������� � ��������
 ����� �� ������ M � N � �� 2.4m
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 ���� ��� ���������� ��
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�
 45min
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�
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 ��������� ��� ������� �
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(x− a)2 + (y − b)2 = r2

x2

a2
+

y2

b2
= 1

y2 = 4ax

x2

a2
− y2

b2
= 1

��� � ����	�
���
�� � ��������� ������ ��� �� ������ ����	�� ���� ���� ��� ����������� � ��	� ��

	���� ���� ����� �� ������� ����� �� ���� ��������� � ���� ��������� ��	�� ����� � ����� ���� ���� ���

��	� ��	��	����� ������������	��

������ ���	� �������
� � ��������� �������	� � ���	���� �� ����������	���

����������	��

� �����
� ����� �� ��� � ���� ! ��� �����
� ���������� �� ������� ���� �� ���� ��������� �� 	���"

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

���	������� ����	���� ��	�� ��#� ��� ������$�� ����� ������	�� �� ���
����	�� ���	� �����
� ���� �

����	�
���
� �� ���� ��� ��� � �����%

������ �� ����� �� �������	�� �����$�� ��� ������ � ��������� �������	� �� ������$�� �� ����������	���

�
������ ��� � ���
�� �� ��� � ���� ���� ��� ������	����	� ��	�������� ������ � �����
� !
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 � ������������ ���� 	�� 
���� � ������ ��	

����������	 �� ������� ����
�

����������	��

��� ������� �� ����

Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0

�����	����

• ��� ������
������� 	� A = B �= 0� C = 0 � D2 + E2 > 4AF

• ��� �
��	� 	� C2 − 4AB < 0

• ��� ������
� 	� C2 − 4AB = 0

• ��� �������
� 	� C2 − 4AB > 0

����������� � ���
�		�� ����	���� � 	������� ����� ���!

��������� 	


��	 ��������	� 
��� 	�� ��
 
���
�
 � �

���� � 
	� ����� ���	�����

�� x2 + y2 + 4x+ 8y + 2 = 0

�� x2 − 10x+ 2y + 23 = 0

�� x2 + 4x+ 4y2 + 8y + 4 = 0

�� 5y2 − 6x− 3y2 − 10y − 13 = 0


��������


� �����

�� ��
���� � ����
�
�� �� �	���� ���	���� �
 ��	��
 ���
��� ��������

������

 	���� �� �������� ����
�
��! ��"���� ���� ����� Ax2 +By2 + Cxy +Dx+Ey + F = 0!
����


x2 + y2 + 4x+ 8y + 2 = 0

A = 1! B = 1 C = 0

# ��

���� �����
�� �	� A = B �= 0! C = 0� $	�� ����
� ���� 	�� 
��
	����%�
��! ����

���������
 ����
 �����
�� � �	��� 
��������

D2 + E2 > 4AF

&��� D = 4! E = 8 � F = 2! �����

42 + 82 > 32

� �	� 
������ 
�� 	�� 
��
	����%�
��! 
	'� ����� ���	���� ( �)���� ���� 
�*	����
���
���������

x2 + y2 + 4x+ 8y + 2 = 0
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����� �����	
�� �
�������

x2 + 4x+ 4 + y2 + 8y + 16 = −2 + 4 + 16

(x+ 2)2 + (y + 4)2 = 18

���
��
� 
��
���	 �	 
�� ����
��	������ �	�
���� 	� (−2,−4) ��� � ���� 3
√
2�

�
��
� � �	�
��� x2 − 10x+ 2y + 23 = 0� 
	����

A = 1 B = 0 C = 0

� ���	�	��� �� ���� ��
	����� 
	��� A �= B� 	�
�� ����� ������� � ������� �����������
	�

C2 − 4AB = 02 − 4.1.0 = 0

 ��� � �������� ����
� ���� 
�� ���!���� �
"� 	�
���� �	�
#��� $ ��
��� �	�� �	�
��
	

����	���	�
��

x2 − 10x+ 2y + 23 = 0

�����	
���� �
������ 
	����

x2 − 10x+ 25 + 2y + 23− 25 = 0

(x− 5)2 + 2(y − 1) = 0

(x− 5)2 = −2(y − 1)

%�
� $ � 	�
���� �	�
#��� �� ���!���� ��� � �$�
��	 �� ���
� (5, 1)�

�
��
� �� 
	��	��� 	&	��'��� x2 + 4x+ 4y2 + 8y + 4 = 0� 
	����

A = 1 B = 4 C = 0

(��� A �= B� ��� ������������	 �	 ��� � �	� 
�� ����
��	������� ���
��
� ����� �������
� ������� ����������
	�

C2 − 4AB = 02 − 4.1.4 < 0

� �������� ����
� ���� 
�� 	����	� ����� ��
	� � �
� ����� �	�
#����

x2 + 4x+ 4y2 + 8y + 4 = 0

(����	
���� �
������ 
	����

x2 + 4x+ 4 + 4(y2 + 2y + 1) = 4 ⇔

(x+ 2)2 + 4(y + 1) = 4

)�������� 

�� ��� 4 
	����
(x+ 2)2

4
+ (y + 1)2 = 1

*��
���	 �	 
�� 	����	 �	�
���� 	� (−2,−1)� ��� 	�&� ����� ��
�� � 4 	 	�&� �	��� ��
��
� 2

�
��
� � �
��
� y2 − 8y + 9x+ 16 = 0� 
	����

A = 0 B = 1 C = 0

��������� � ������� ����������
	 
	����

C2 − 4AB = 02 − 4.0.1 = 0
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	 ��
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��

(y − 4)2 + 9x = 0

��	�	��� �� 
�	 
	�����	 ��� � ������� �� 
���� (0, 4)�
�
	��� 	� �
���� ���������� 5y2 − 6x− 3x2 − 10y − 13 = 0� ������

A = −3 B = 5 C = 0
�
���	��� � ��� ��� ���������	�� ������

C2 − 4AB = 02 − 4.(−3).(5) > 0

� �������� 	
���	 
	�	 
�	 !�
������� "	��� ����� 	 �
	 ��
	��� ���
���	�

5y2 − 6x− 3x2 − 10y − 13 = 0

#��
���	��� �
	��	�� ������

5(y2 − 2y + 1)− 3(x2 + 2x+ 1)2 − 15 = 0 ⇔
5(y − 1)2 − 3(x+ 1)2 − 15 = 0 ⇔

��������� �
�� 
�� 5� ������

(y − 1)2

3
− (x+ 1)2

5
= 1

#�����
	��� � 
��$����� 
��
%� �� ��&
����� ���������� 
	�	 �� 	�
��� ���������� �	 	
�	�

��������� 	


��	 '�����(�
� �	�	 
�	 �	� �)���	� � ������	 	 �
	 $���	 ���
���	�

*� 9x2 − 18y2 + 24y − 26 = 0

+� 3x2 − 12x+ 2y2 + 8y = 14

���������

� 	�	��	��� ��� 	�
��� ���� �	��	�	 ��� ��&
����� 	�
�����

� '�������� ��������	�� �
�	��� 	 	
�	�

� ,	�����
	��� �
�	��� 	 ��
������ �	 	
�	�

� '����	��� ��� � 
��$����� � �� ����&	��

� #��
���	����� �� �	�	 �� 	
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y = f(x)
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y = x3
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�������
 ����� �
�� ���� ������ ���� �
����� �
�
 	�
 ������

����
������ �
���� �� �����
����� (x, y) �
 ���� ����� �� ����� �� ����� � ������ �
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����"
�
�
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�
������ �
��� 	�
�� �� 
�� � � ����
���� ���
�
��� � ���
��� 
� ���
����#
��� 
 ���
���

�� ��#
����� �� �����

����������	��

$���� ��% & '���%

��������
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��� �
 ����� �����
��������
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� �������������

+
����) � �
 
,
������� �
 ������) ��
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���� �
�
 ��� ������ ���� �
�
�"��
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�
�"� �� �����
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�
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�
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����������	��

������ ��	
� ���
� ������
�� �� 		�

������ �� ��
�� �� ���������� �������� ��� ������ ����������� � ������ ��!"� �� ���
�� �����# ��� ������

���� �����$���% �% �����%� �� ��&�� ��'�� � ���
� �����$��� � �
������� (���� ����� ����% ��� ���!���

�� x �� �� y�

������ ��� ���������� ������ ��������� ���� � �������� �� ���
� ��%� �%� �����%�!"� ����)��� �� �%

�����
���� (���������# ����� 
�*� + (�� , �%� ���
� ����%����*���- ����������� �� ������ ��� ������

��������� � �%���% �� ���
� ����%����*��� ��% �����%� �� ��&�� '�% ��%� � ��� �� ��!"��

����������	��

������ ��	�� ���
� �'� ������ �� ./0�

�������� 	
� 
��� (x, y) �
 ���	� ���	�����	� �

�
� ����� C �� ����� R
2� ���
�
��� ��������

����
�	����� �� ����� C �� ���������

x = f(t) y = g(t)

��� �����
 �
 �� �� ����������� x � y ��
�

!������ ���	"���� �� �
� 	������� ����#��� t$ � ���

�� ���
� ���%
�	���

1� ��(�2���� (���������# ����� 
�*� � (�� �"� �(��!��� ����%,������-

������ �� ��
�� �� ���������� ��������� ������� � ���%�!"� �� �������� �� ��!"��

����������	��

�������� 	�� &����� x � y �'� ����� ��
� !������ �� �
� 	������� ����#��� t (����
�����

���%
�	��)$ �� ��������

x = f(t) y = g(t)

�'� ���
���� �������� ����
�	�����$ ���� f � g �'� !������ ���	"���� ��
 ��	������ �� �*
���� ������


��� � ���
� ��% �(��!��� ����%,������ x = f(t) � y = g(t) a ≤ t ≤ b ��% ����� ������� (f(a), g(a))

� �����  ��� (f(b), g(b))

������������ � ��������� ������ � ������!"� �� �������� �&���)����
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	 ��������� �	 �
���
�	 �����������	 �� 	������� ������ ���	�������� t � ������ ��

��������� �−π

3
�
π

3
� � ��	����������� �	����� ���� �� ��	� ���	 ������

	�	 y = x2

��
������


� ��������� � ��	������ �� 
����� �� ����� �� ���������� ��� �����

������

!��� ������������	 ��� �
����� ����������� �� ���"���� �� �
����� �����	���� y = x2�
����	 	���� 
�� ��	� ���	 �		����� x � y �� #����� θ = t�

������ ��	
� ���
���� ������������� ���

�� ���#����� ���#����� �OPX� ���$ tan t =
y

x
� ���� y = x2 (1)� ����	$

tan t =
x2

x
⇔

x = tan t

%��	�������� � ����� �� x �� (1)� ����	$

y = (tan t)2

!�������� �	���� �� #����� ���� ���#������ ������	 ���	������ �	 �
���
�	
�����������	 �� ���"���� ����	 ���$ {

x = tan t
y = tan2 t

���������	 
��	�
� �	 ���
�
��	 ���	 � t� ���� r(t)��tan t�tan2 t�� �
�	��

r(
7π

4
) = (−1, 1)

r(
5π

3
) = (−

√
3, 3)

r(0) = (0, 0)

r(
π

4
) = (1, 1)

r(
π

3
) = (

√
3, 3)
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������ ����
����� y�
1

4a
x2� ���
 a � � ������� �� ����� ���� ������	
� ���� �
�������


���������
 �� �������� ��� ������� ��
 �
�
����� �������� x 
 y �� !�	��� θ = t 

������ ��	
� ���
���� ������������� ���

"� ���!�	��� �
�!�	��� �OPX� 

�# tan t =
y

x
� ���� y =

1

4a
x2 (1)� �
���#

tan t =

1

4a
x2

x
⇔

tan t =
1

4a
x2

1

x
⇔

tan t =
x

4a
⇔

x = 4a tan t

$����������� � 
���� �
 x 
� (1)� �
���#

y =
1

4a
(4a tan t)2 ⇔

y =
1

4a
(16a2 tan2 t) ⇔

y = 4a tan2 t






{
x = 4a tan t
y = 4a tan2 t

2

4

t [0, 2π]

y = x2

x2 + y2 = 4
x y t

y x 2

cos t =
x

2
⇔ x = 2 cos t
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sin t =
y

2
⇔ y = 2 sin t

��������� �	��
� �� ��
��� ���� ���������� ��
���	 ���	�
���� �	 �������	

�����������	 
� �������������� 
�
�	 ����{
x = 2 cos t
y = 2 sin t

���� ��	�	 ���	 
����� 
� ������� �����	���� x2 + y2 = r2� � 	��������� 
� �����
������
��������� ���������	 ��� 
�	�����	 �		����� x � y ��� � ��
��� t�

������ ��	
� ���
�������
�� ������������� ���

�� �����
��� �OPX� ���	���
� ��  �
��� !"�#$%� � ��		&'�� '���(��� ��� � ������ ���	��
��
� y� � �
������� ��
� x � � ��������	� ��
� r� )�& '���

cos t =
x

r
⇔ x = r cos t

�

sin t =
y

r
⇔ y = r sin t

��������� �	��
� �� ��
��� ���� ���������� ��
���	 ���	�
���� �	 �������	

�����������	 
� �������������� 
�
�	 ����{
x = r cos t
y = r sin t

*��������
� ������+	� � 	�
����� �,���&����

��������� 	


	 )�������� �	 �������	 �����������	 ���� � 	�
����� �������� ���	�
����
� t � '�����

�� �����'��� [0, 2π]� �� 	�������� �	���
� ���� �� ��	� ���	 
������

	��
x2

4
+ y2 = 1


��������
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�� ����� �� �	�
������ 
������� � ����
�
�� � ����	���� �� �������

������

������ � ���
�������� ��������� ����� ����� ��� ��������� ����
��� x � y 
�� � ����	�

θ = t�

������ ��	
� �
���� ������������� ���

����� 
��������� ��� �	���� 
�� ���� ����� 4 � ���� ����� 2� 
����������� ���
��

���� 
��
����� �
��� 
��
 ����
�� �� ���� 2 � 1� � ����	� t 
!���"�� ����	� ��
 ����
��

#� �������	� �OPX� �	������� �� $����� %&�'()� � �������	 �
������ ��� � 
�����

����
���� ���� x � � !��������� ���� 2� ���� � � ���� �� 
��
����� �
�� ������ *�� ���+

cos t =
x

2
⇔ x = 2 cos t

��� ����� 	���� �
�������� � �������	� �������	� ���
���� �� 
��
����� �
�� �� ���� b� �
�������	 ����,
�� ��� � 
����� ������ ���� y � � !��������� ���� 1� *�� ���+

sin t = y ⇔ y = sin t

-�������� ������ �� ����	� 
��� ���������� ������� 
��������� �� �����.��

���������
�� �� �	���� ����� ���+ {
x = 2 cos t
y = sin t

-��� � 
��� ���� ����	 �� �	���� 
�� �������
x2

a2
+

y2

b2
/1� ������ � ����� ���
���������

�����+

������ ����� �
���� ������������� ���

-�	� ��0	��� �������� 
����������� ��� �	���� 
�� ���� ����� 2a � ���� ����� 2b� �
���
�� ���� 
��
����� �
��� 
��
 ����
�� �� ���� a � b� ���+

cos t =
x

a
⇔ x = a cos t
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sin t =
y

b
⇔ y = b sin t

��������� �	��
� �� ��
��� ���� ���������� ��
���	 ���	�
���� �	 �������	

�����������	 
� ����	� 
�
�	 ����

{
x = a cos t
y = b sin t

��� (a, b) > 0�

���� �	��	 �������	 	� ���������� ��� �

��	� 
� �������������� ���	 ��	�� �����

a = b

����	
	�� 
�

��� ��������� �	 �������	 �����������	 ���� � 	�
����� �������� ���	�
����
� t � ������

�� ��������� [0, 2π] � �	���
� ���� �� ��	� ���	 
���� 

���
x2

4
− y2 = 1

����������

�� ����� 
� ���������� ���!���� �	 �"���#���	 	�� ��	����
�	 �� ���
�� ��� � ��
�����


� �����		�� 

������

$ 	����%���� 
�	 �����
������	 ���������	� ����	 �		����� �	 ����&���	 x � y �� ��
���

θ = t 

������ ��	
� ��
������ 
������������ ���

'� (�
��� )$ **+ ����	 
��	 ��������������	 �����������	 
� ���� 2 � 1 � ��� %��������


� ��"� ����	���	� �
��� � 4 � ��"� ���!�
�
� �
��� � 2 ,�	�������
� � �����
��� �����
���

�OMX � ��		#��� �
����-��� � %�������	� ��
��
� x � � ������ �
!������ ��
��
� 2 

cos t =
2

x
⇔ x =

2

cos t
⇔ x = 2 sec t

'� �����
��� �����
��� �ONQ� � ������ �
!������ ��
� 1 � � ������ ���	�� ��
� y ��#

����

tan t = y ⇔ y = tan t
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��������� �	��
� �� ��
��� ���� ���������� ��
���	 ���	�
���� �	 �������	

�����������	 
� ��������� 
�
�	 ����{
x = 2 sec t
y = tan t

���� � ��	� ���	 
���� �	��
� � ��	�� �����
������ � ��������� 
� ������� �����	����
x2

a2
− y2

b2
= 1� ����	�

������ ��		
 ���
����� ������������� ���

���� ��	�� �����	�� ���	�
�����
� 
��	 ��������������	 �����������	 
� ���� a � b � ���

��������� 
� �� � ����	!��	� �
��� � 2a � �� � ���"�
�
� �
��� � 2b� #�	����$��
� �

�����
��� �����
��� �OMX � ��		%!�� �
����&��� � ��������	� ��
��
� x � � ������

�
"������ ��
��
� a�

cos t =
a

x
⇔ x =

a

cos t
⇔ x = a sec t

'� �����
��� �����
��� �ONQ�� ������ �
"������ ��
� b � � ������ ���	�� ��
� y� (�%
!���

tan t =
y

b
⇔ y = b tan t

��������� �	��
� �� ��
��� ���� ���������� ��
���	 ���	�
���� �	 �������	

�����������	 
� ��������� 
�
�	 ����

{
x = a sec t
y = b tan t

��� (a, b) > 0

���� � ����	���� ��
	 �	����	� �� 
����� �������
�� �� �������� 3� 	 �	
�� ���

������ ���� 
	�	������	� �� 	�����	� 
�� ���� ������ 	 ����	�����	��	

�����	���������

���������

) �!������� 
�	 �����	 	��� ��	��
� ��	 	�
�����	 �	����	�

* +�����		� 
����	���
� 
������ � �����
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����
� ���	��� � ����� �� ��� 
���� ������	�������

���� ��� � ��	��

��
���
� �� ����

�������

��	��
�� 
� ���
� 
� ��� ����� �����������
��

������
�� 
� ���������� 
� ������
���

��	
��
�������

� ����������
�� ���	�� 
� ��� ���
�� ��� ������� 
� ����
���
�� �������������

� �����
 �� !������ ��� ��������

� ����
 �� �������"�������

� #��$�������� !����� ��!�� ����� �����������
�� �� ����� � �� ����
��

��������� � ��������

� %������� 
� ����� � 
��&�����

� '��
��( �����
��( �������
��( �������� � ��
�����)�����

� *��$� 
� ���!��$�+

���������

,� 	��� 
� ���� �� ������ 
���� ��!��+

� ��	��� ���
� 
� ��� ����� �����������
��

� -�!�
�� � ���
� 
� ��� ����� �����������
��

������������ ������������

� ����������� $�!���
�
�� ���� ������� � �����
�
� �� �����
 �� ���������
�� ��

�������� �� ����
��

� .�� ����� 
� ���� �� ���$��������� �����
�
�� �� ������
�� 
� ���!�����

����"�������
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��� γ : I → R
n� � �������� ����
� Im(γ)�{γ(t)εRn : tεI}

� ������� �
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	�	 ������ � ��	
� �	 ���
	 �	�	������	�	 r : [0, 2] → R
2� �	�	 ���� r(t) = (t, t2)�

��
������


� ��������� �����
� � ��������� �� ��	��� ����	��� �� 	����� 	����	��	� ��� 	���
���

������

r(0) = (0, 0)

r(2) = (2, 4)

� ��������� �����	 	 �������� �������� ���� � ��� 	 ���
	 ���	 � ����� (0, 0) 	� �����

(2, 4) �� ������	 	!��	�" �� 	����� 	 ����	��� �	 �������� ���������� 	 ������

�	����	 � ��������	� ��	 ���	
�� ����� x � y 	 �	���� �	� ��	� ���	
#�� �	�	������	��

{
x = t
y = t2

y = x2

$��� ����� y = x2� ����� � ��	
� �� r ���	�" ����� � ��"%�� �	 ���
�� f(x) = x2� �	�	
xε[0, 2]�

��

 & �	�	������	
�� �� ��	 ���
	 ��� � '���	� ���� ������� � ��	 ������	

�	�������	
�� �	 �	�"���	 ��� !" ����	� ���� �	�	������	�	 �	 	��	 	�������� (�� ����

�	��� � �	�)����� � ��������� �� ����	 ���������� �	� � ��	
� � � ������

(	 ����*���	 � ��������� ����#� 	 ������
�� �� ��������� 2�






[0, 1] → R
2 r(t) = (t, 1)

r(0) = (0, 1)

r(
1

2
) = (

1

2
, 1)

r(1) = (1, 1)

t 0 1 x
(0, 1) (1, 1)

r : [0, 1] → R
2 r(t) = (2t, t3)

t 0 1 R2

t = 1 ⇒ r(1) = (2, 1)

t =
1

2
⇒ r(

1

2
) = (2,

1

8
)

t = 0 ⇒ r(0) = (0, 0)

t t
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� �� ������ ����� 	������������ ��� ������� ����� x � y �

������ 	�� ���� �
������ ������������� ������	��

x = 2t e y = t3

��� 
���

t =
x

2
⇒ y =

1

8
x3

����������� ������

���������	� � ��������� ������ � ��������� 	� � ������� ��4!

��������� 	


	�� "������ 
�� � ���#��� 	� ��� ������� � 	������� ����

���������	$���� r(t) → %cos 2πt� sin 2πt& ��� t ����������� ��
�����
��� [0, 1] 
��� � � ����� 
�� ��� ��������'


��������


( ��) 	� ���������� 	� ��������� � � ������� � �����
�	� �� 
��	��!

������

*���� �������� 
������ �� ���+����� t!

t = 0 ⇒ r(t) = (1, 0)

t =
1

2
⇒ r(

1

2
) = (−1, 0)

t =
1

4
⇒ r(

1

4
) = (0, 1)

t =
3

4
⇒ r(

3

4
) = (0,−1)

����������� ������

,��� � ���#��-��� 	� ������� � ���

���������$���� 	� ���� 1!
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 x = cos t� y = sin t�

0 ≤ t ≤ 2π��
	�
 �
���� � 
�
	����� �
 !���

���������
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�
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������

x2 + y2 = cos2 t+ sin2 t = 1

������ � ���
��� 5.2 ��	��
 �� 	
���

�
 ��	��
�
 �
 ����
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�� ��
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������ �� ����� �� ��
���

���	�
���	���

&� 
���'���� � 	
���

�
 	
�	�� � 
�
������ �� ���
����� 6 ()��*�
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 x = t2 − 2t �

y = t+ 1�
��
 2�	��
 �� ������!���� � ��
�� 
�
�
���� � 	�
3���
� t �� ����
���� 0 ≤ t ≤ 4�
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�
�����
� "��� ���� 
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 ���

�� ����� x � y 
 �
���� �
� ��
� ���

���

�
�
������
�� �����
��� �� �
���� �� ��
����

������

x = t2 − 2t = (y − 1)2 − 2(y − 1) = y2 − 4y + 3

#���� 
 ���	
 y2 − 4y + 3 ���������
�
 ���
� ���

��� �
�
������
� �
�
� � ��


�
�����
�

$������
��� � ��������� ���	��
�� �� 
����� 
 �������� ������� �
�
 
 ������
�� ��

�%���&��� 2.2 � 2.3�
!
�����
��� 
 ������� ��� 
����� � ��������� �� ��	
�� 
 �������� ��� ��
��� t 
�����


�� 0 
 4� 
 ���	
 ����

 �� ����� (0, 1) � ������
 �� ����� (8, 5)�
������
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x = t2 − 2t y = t+ 1 0 ≤ t ≤ 4

���� � ����� �	 t �
�	��� �	 0 � 4 	 � 

��� 
��	�� �� ����� (0, 1) 	 �	����� �� �����

(8, 5)�

���� 
��������� � 
���	
��	��� ��� ��
��� � ����	���� �����	 � �	�
���	 	�	�
�
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��������� 	


	�� � ����	����� �	�
���� ��� 
� ������	��� �� ������ ������ �� �� 	� 
� 
���	��� �	 !��	�

" ���� �	�� 
���	�����#�
�� r(t) → $3 cos t� 2 sin t% 
�� t �	��	�
	��	 �� ���	����� [0, 2π]

&
�� " � ����� &
	 	�	 ���
����'

( ����	���� ���	�	��� � ����	� �� ������	��� � �	)��� � 

��� 	� ���	�����	����

����������	��


��������


*� ����� �	 	�������+� 
���
��� � 	�	�
�
�� " �	������� �� &
����� �	
������� ��

���,�	�� �� �	�
���	 �����-

x = 3 cos t

	

y = 2 sin t

�


�����

.���� �����
�� �����	� �� ���/�	��� t�

t = 0 ⇒ r(t) = (3, 0)

t =
π

2
⇒ r(

π

2
) = (0, 2)
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t = π ⇒ r(π) = (−3, 0)

t =
3π

2
⇒ r(

3π

2
) = (0,−2)

t = 2π ⇒ r(2π) = (3, 0)

���������� 	
� � ��
�� �
����� ���
���� ��� � ��
�� �
��� ���� � �
��� � ��������
��������
�� ������

�����
�� � ���������� ���������� � 
�� ������ ��
����� 
� ������� ��� ���� ����� ��
�� �
6 � ���� ��
�� ��
�� � 2�

� ��������� ������
�� � ��� � ����� ���� �����
���� �� �������������
����������	��

� ��������� 	
� ��� �
������� 
�� ��
������ ����
�������� 
� �������� 3
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� ����������
��  �!	�� 
� ��� "��
�� ��� ������� 
� ����
���
�� ����� �������

� #����
��� $!����� ��� ������� �� ����
��

� %��&�������� $!���� ��$�� ����� �� ������

� '����������� ��� ����� �� ������

� #$��� �������
�� 
� �!����� 
� ��� ����� �����������
� �� ������

� ����
��� ��� �����������

��������� � ��������

� (������� 
� ����� � 
��)�����

� *��
��+ �����
��+ �������
��+ �������� � ��
�����,�����

� -��&� 
� ���$��&�.

���������

/� 	��� 
� ���� �� ������ 
���� ��$��.

� '����������� ��� ����� ���������

� ��	��� ������ �������� ������������

� #$��� �� �������
�� 
� �!����� 
� ������ �����������
�� �� ����
��

������������ ������������

� ����������� &�$���
�
�� ���� ������� � �����
�
� �� �����
��� ���������
�� ��
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� 0�� ����� 
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�
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#
)����� �
 ��
��� 
�������� ��
��
�
�������

�����	
� ��
����
���� �
 ��
��� 
���������

*
������� �
 
+

�,���� �
 ����������

#
���� �
 ����
 �� ���


��
� �����	
� ��� 

��
��� �� ��
��	
� �
����! � �
��
���


��

�
��� 
� ���
��
��
��
 � �
)����� �
 ��� ��
�� ��
��
�
����� �� 
������

���	�
���	���

�������� 	
� ���� (x, y, z) �� ��	
� ���
�	��	
�

� ��� ���
� C �� ������ R
3� ���������

�������� ������
����� �� ���
� C �� ���������

x = f(t) y = g(t) z = h(t) ������

��� ���	�� �� ������	���� x� y � z ���� ��	����

��	
 	��� �� ��� ����
� 
���!
�" t� � ���

�������� �� ���#��
���

��	
�� ��
�� �
��� �������� ������������� ������

�� �� 

�� �!
�"#�� �� ������ �$% ��&%��&���� ��
����� ������������ �� � � t ' �%&(����% �%�%

����������

)%���%� ��&��� �� C �%�% ��&�% ���% ���"��% ���% �%����&�% �� 
�� ����*�
�� �
+� �%��"$% &%

�&���&�� t ' (f(t), g(t), h(t))� ,� �%&��������%� � -
&"$% ���%���� r(t).〈 f(t), g(t), h(t) 〉� �&�$% r(t) ' 
�

���%� �� �%��"$% �% �%&�% P (f(t), g(t), h(t)) �%/�� C� ������ !
��!
�� -
&"$% ���%���� r ��0&� 
�� �
���

�������� C !
� ' ���"��� ���� �%&�� �% ���%� �� �%����&�% r(t)� �%�% �%���� � 0	
�� ���
���
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 P = (1, 3,−2) �
 �
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 Q = (2,−1, 3)�
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 �� ���� 	
� ����� ���
� �
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�

P = (1, 3,−2) � Q = (2,−1, 3)� ���
� ������������ ���������� 
 ���
� ����� �������
�

v = Q− P = (2,−1, 3)− (1, 3,−2) = (1,−4, 5)

 �!� C = (x, y, z) 
 �
�!
��
 �� �
�
� 
� �
��
� �
 �����
� �
� 	
���

x = f(t) y = g(t) z = h(t)

���
�"

PC = tv ⇔ C − P = t(1,−4, 5) ⇔
(x− 1, y − 3, z + 2) = (t,−4t, 5t) ⇔

x = t+ 1 y = 3− 4t z = −2 + 5t

� ��������
 �� �������
 �
 ���#����
 t � ��$���
 � ������ �� 
�� ��� �	
������ �
�

������
 x = t+ 1� ���
�"

���� x = 1� t = 0 � ���� x = 2� t = 1� %
�
 t ����� �� 0 � 1� ���
 � 0 ≤ t ≤ 1�

&
�
 r(t)'〈 f(t)�g(t)�h(t) 〉� � �
���
 ���
���� � ���� �
�"

r(t)'〈 1 + t�3− 4t�−2 + 5t 〉 �
� 0 ≤ t ≤ 1� ( �� �	
����� ������������ ��
"

x = t+ 1 , y = 3− 4t , z = −2 + 5t 0 ≤ t ≤ 1

)��$������� ���
�"
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�� r(t)�〈 1 + t, 2 + 5t,−1 + 6t 〉
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(1, 2− 1) � ��
����� �� ����
 〈1, 5, 6〉� ���
� ���� �� ��
 � �+��
��
 ��� � ������ ����

��
 ��	

�� 	��� r = r0 + tv# ���� r0 = 〈1, 2,−1〉 � v = 〈1, 5, 6〉 ,-��.�
�# %//0 ��0123�
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	�� ����
� ��� � ��
�� ��� �������� 	�
����
���� x = t cos t� y = t sin t� z = t� ���� ��
z2 = x2 + y2�
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��� ��

������� � �	
�������� 	�
 �� ����� �� ����
��

������

����� �� ������
 �� ����
�� ��� ��
������ x� y � z� �� �����!� �����

z2 = t2 cos2 t+ t2 sin2 t ⇔ z2 = t2(cos2 t+ sin2 t)

���� z = t� �����

z2 = z2

"��� � ��
�� ��� �������� 	�
����
���� ���� ���� �� z2 = x2 + y2� �����
�� � #��
�
� �����

������ ��	
� ���
� �� ����
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������!� �� ���
����� ��5�
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��� ����
� ��� � ��
�� ��� �������� 	�
����
���� x$sin t� y = cos t� z = sin2 t � � ��
��
�� ����
���!� ��� ��	�
������ z = x2 � x2 + y2 = 1
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z = x2 ⇔ z − x2 = 0 ⇔ sin2 t− sin2 t = 0


 ��� ����� ����

x2 + y2 = 1 ⇔ sin2 t+ cos2 = 1
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���
�� �
���	�� r(t)"〈 a cos t� b sin t� t 〉 
 ����	�
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����� �� �����
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$��� � 
���
�� �
���	�� r(t)"〈 a cos t�b sin t� t 〉
�� ���� 
���
�
� ��������	��� ���%

x = a cos t y = b sin t , z = t
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����������� � 
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�� ����
�	���� ����� 
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��� t� 
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x2

a2
= cos2 t e

y2

b2
= sin2 t
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x2

a2
+

y2

b2
= 1

� ����� ��	
 ��	����
��	� �� �������� ����	��� ���� ����	��� � �
� ������ �� ����� xy �
����� ��	��
����	�� ��� ��������� �� ���� z�

���� ������������� � ��������� ������ �� ������	�� ���������� ���� ����
 ���������� ��
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	�� �����	�� �
� � ����� ��	����� � � ������ ����
�	����� ���� � ���
��	� �� ��	�  ��

���� P � Q �

! P = (0, 0, 0) � Q = (1, 2, 3)

! P = (1,−1, 2) � Q = (4, 1, 7)

! P = (−2, 4, 0) � Q = (6,−1, 2)
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