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Resumo

Este estudo qualitativo explorou o potencial das atividades de base cultural no
ensino e aprendizagem do topico 1.4.1 do Programa de Geometria Analitica IT do
primeiro ano de Mateméatica da Escola Superior Pedagogica do Bié, referente as
curvas conicas. Foram seguidas duas abordagens: a Etnomatematica e a Educacao
Matematica Realistica (EMR).

O contexto sécio-cultural do estudo foi o municipio do Cuito, na Provincia do Bié
em Angola, mais especificamente, o contexto educativo da Escola superior Peda-
gogica do Bié. Objetivou-se em extrair ideias mateméticas de atividades culturais
em algumas aldeias tradicionais do municipio do Cuito, para auferir uma proposta
pedagdgica de intervencao na cadeira de Geometria Analitica.

Este estudo tem o seu enquadramento tedérico na concepcao histoérico-cultural de
Vigostsky com base as potencialidades que brindam as duas abordagens escolhidas.
A investigacao foi encaminhada para dar resposta a seguinte questao: Qual é o
potencial das ideias geométricas associadas com as atividades culturais do municipio

do Cuito no ensino da Geometria Analitica?

Palavras-chave

Etnomateméatica, Matematica Realistica, Ensino da Geometria Analitica, Curvas
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Abstract

This qualitative study explored the potential of the cultural based activities in the
teaching and learning of topic 1.4.1 of the Program of Analytical Geometry II of
the first year of Mathematics Degree in Bié Pedagogical Higher Education School,
referring to the conic curves. Two approaches were followed: Ethnomathematics
and Realistic Mathematical Education (RME).

The socio-cultural context of the study was the municipality of Cuito, in the Pro-
vince of Bié in Angola, more specifically, the educational context of Bié Pedagogical
Higher Education School. The objective was to extract mathematical ideas of cul-
tural activities in some traditional villages of the municipality of Cuito, to obtain a
pedagogical proposal of intervention in the Analytic Geometry Course.

This study has its theoretical framework in the historical-cultural conception of
Vigostsky based on the potentialities offered by the two approaches chosen. The
research was directed to answer the following question: What is the potential of the
geometric ideas associated with the cultural activities of the municipality of Cuito

in the teaching of Analytical Geometry?

Keywords

Ethnomathematics, Realistic Mathematics, Teaching of Analytical Geometry, Conic
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Introducao

Angola é um pais plurilinguistico onde o portugués é a lingua oficial e de comunicagao
para os angolanos no universo das diferentes linguas nacionais como por exemplo:
Umbundu, Kimbundu, Kikongo, Tchokwé e Nganguela, entre outras. Situa-se na
Africa Austral, com uma superficie de 1.246.700km? e faz fronteira a norte com as
Republicas do Congo Brazavile e da Republica Democratica do Congo, a este com
a Republica da Zambia, a sul com a Republica da Namibia e a oeste tem o Oceano
Atlantico. Foi durante o periodo de 1482 a 1975 uma colénia portuguesa. Tornou-
se independente fruto de uma guerra de libertacao nacional iniciada em 1961, que
culminou com a proclamacao da independéncia a 11 de Novembro de 1975. Mas
logo depois da sua independéncia (1975), o pais conheceu outro periodo de guerra
civil, que terminou a 4 de Abril de 2002.

Esta situacao influenciou negativamente o desenvolvimento progressivo da ciéncia
em Angola, em particular da Matemaética, fazendo com que dependesse de conhe-
cimentos produzidos pelos outros paises. Tal realidade obrigou o pais a importar
curriculo, o que, por suas vez, tirou espaco a matematica do contexto, aprendida e
desenvolvida fora da escola, provocando em muitos alunos um sentimento de depen-
déncia.

Movido pela intengao de superar esta fase, o governo angolano leva a cabo profundas
reformas na sua politica de governacao e em particular no sistema educativo, tendo
sempre como premissa a formacao multifacetada dos cidadaos para que possam
atuar critivamente e estejam aptos para construir uma nova sociedade e defender as
conquistas alcancadas, tal como se verifica na Lei de Bases do Sistema Educativo
angolano, Lei 13/01 de 31 de Dezembro, no seu Artigo 3°, aprovada em 2001 pela

Assembleia Nacional da Republica.

(...) “formar um individuo capaz de compreender os problemas na-
cionais, regionais e internacionais de forma critica e construtiva para a

sua participacao ativa na vida social, a luz dos principios democréticos”
([6], p-3)

No ambito deste processo de transformacoes, as escolas superiores pedagogicas jo-
gam um papel importante e tém a missao de ajustar os planos de estudo dos cursos
pedagogicos, orientar vias e métodos de trabalho para as estruturas educativas pre-
cedentes, formar os futuros profissionais e garantir que os alunos adquiram conheci-
mentos de um elevado rigor cientifico de acordo com as exigéncias contemporaneas,
tal como afirmou o entao Ministro da Educacao da Republica de Angola, Pinda

Simao.



(...)sem educagao de qualidade nao havera crescimento, equidade,

nem democracia’.

Nestas palavras se compreende a importancia que o executivo angolano concede na
preparacao do homem e o papel que este deve desempenhar na sua formacao inte-
gral para enfrentar a realidade e assumir uma atitude transformadora. Nao obstante,
para o alcance de tal desiderato, nao basta apenas fazer reformas curriculares, faz-se
necessario alcancar um ensino que estimule os alunos a pensar. Primar pelo desen-
volvimento da reflexao sobre os contetidos aprendidos e a forma como se aprende,
adaptando a utilizacao de planos de acao para as novas situagoes.

Por isso a Escola e em particular as instituicoes de ensino superior devem ser capazes
de contribuir para a formacao dos cidadaos, pelo que é necessario que o processo
de ensino-aprendizagem se relacione com o contexto socio-cultural e produtivo do
aluno, de tal forma que se possam levar discussoes nas aulas relativas aos problemas
da préatica social.

Esta perspetiva requer a inclusao dos contextos locais, historicos e culturais no en-
sino e aprendizagem da Matematica, que por sua vez, sugere a matematizacao de
atividades culturais. Facto que levou o autor desse trabalho a adotar em sua linha
de investigacao duas abordagens: a Etnomatematica e a Educagao Matematica Re-
alistica (EMR). Esta investigagao pretende dar resposta a seguinte questao: qual
é o potencial das ideias geométricas associadas com as atividades culturais do mu-
nicipio do Cuito no ensino da Geometria Analitica? Por esta razao, pretende-se
com este trabalho, extrair ideias matematicas de atividades culturais em algumas
aldeias tradicionais do municipio do Cuito, para auferir uma proposta pedagogica
de intervencao na cadeira de Geometria Analitica, nos alunos do 1° ano do curso de
Matematica da Escola superior Pedagogica do Bié.

No primeiro capitulo, apresenta-se um breve resumo sobre a Etnomatematica e a
Educac¢ao Matematica Realistica (EMR), sob o ponto de vista historico, bem como
a linha pedagogica assumida nesta investigacao.

No segundo capitulo faz-se uma descricao epistemolégica inerente & Matematica a
ter em conta pelo investigador, organizada em funcao do estudo levado a cabo nesta
dissertacao. Organiza-se uma sintese da base cientifica de referéncia subjacente a
investigacao que se pretende fazer no terreno. O objetivo é sedimentar o rigor cienti-
fico na atitude do investigador-observador. Os contetidos abordados sao distribuidos
em 5 seccoes da seguinte maneira: a primeira trata da distancia entre dois pontos
no plano, a segunda trata da circunferéncia, a terceira apresenta uma abordagem
inerente as conicas, a quarta apresenta um estudo sobre a Geometria Analinica no
espaco e a quinta fala da parametrizacao de curvas.

No terceiro capitulo desenvolvem-se alguns problemas motivados pelo contexto, com

o objetivo de valorizar os conhecimentos que os alunos adquirem no seu contexto



socio-cultural, facto que levou o investigador a deslocar-se a Angola, concretamente
ao municipio do Cuito, provincia do Bié, no primeiro periodo do ano letivo. E
constituido por 3 sec¢oes. Nas duas primeiras sec¢oes (3.1 e 3.2) apresenta-se um
exemplo de possivel matematizacao de uma atividade tradicional, que o investigador
teve oportunidade de observar durante a experiéncia no terreno, e mais duas ativi-
dades observadas e analisadas durante esta mesma experiéncia, que incluem nao sé
a transcricao de partes do didlogo com habitantes e artesaos locais, como também
o possivel processo de matematizacao dessas atividades. Por outro lado, procurou-
se averiguar, na sec¢ao 3.3 a possiblidade de usar este mesmo tipo de motivacao e
construcao de significados na aprendizagem de novos contetidos cientificos através
de um estudo posterior a experiéncia no terreno.

O quarto capitulo é constituido por 6 sec¢oes: na primeira sec¢ao apresenta-se uma
breve caracterizacao historica do municipio do Cuito, na segunda secgao define-se
a opcao metodologica, na terceira seccao apresentam-se os instrumentos de recolha
de dados, na quarta seccao apresenta-se a analise dos resultados, na quinta secgao
apresenta-se a caracterizagao da proposta pedagogica e na sexta seccao apresentam-
se as conclusoes gerais. De referir que as entrevistas e os questionarios foram alvo
de planeamento antes de ir para o terreno, a luz das ideias consultadas em [17], |26]

e [31] e adaptadas no contexto em estudo.






Capitulo 1

Enquadramento teérico

Neste capitulo sistematizam-se os referenciais teoricos que sustentam a Etnomate-
matica e a Educagdo Matematica Realistica (EMR), sob o ponto de vista historico,

bem como a linha pedagogica assumida nesta investigacao.

1.1 Sobre a Etnomatemaéatica

"(...) A Mateméatica é um empreendimento cultural enraizado na
tradicao. Ela nao foi concebida como uma linguagem universal, porque
seus principios, conceitos e fundamentos foram desenvolvidos de maneira
diferenciada pelos membros de grupos culturais distintos" (Rosa|41], p.

869).

A ideia deste autor enfatiza a necessidade de pensar a Matemética na perspetiva
de explica-la, conhecé-la e conviver com ela dentro da realidade de um determinado
grupo étnico, cultural ou profissional. Trata-se de um pensamento "sustentado na
pratica espontanea e natural, assim como na busca pela sobrevivéncia, estimulando
a criatividade e a descoberta"(Breda e Lima[l1], p.7).

Historicamente a "Etnomatemaética surgiu por volta das décadas de 70 e 80 do século
XX"segundo Paulus Gerdes [23], citado por Domingos Dias ([17], p.14). O seu surgi-
mento teve como base as criticas feitas & Mateméatica moderna, quando um grupo de
educadores percebeu que nela nao havia espaco para a valorizacao do conhecimento
que o aluno traz para a sala de aula proveniente do seu contexto social. Teve como
precursor e idealizador no Brasil o matemaético, professor universitario, Ubiratan
D’Ambrosio. Este autor esclarece a origem etimologica da palavra Etnomatemética
como juncao de vocabulos gregos: Etno+matema-+tica. Nesta perspetiva, a pala-
vra Etnomatematica surge como a arte ou técnica (tica), de explicar, de conhecer,
de entender e de conviver (matema) com uma realidade social, cultural e natural,
desenvolvida por distintos grupos culturais (etno) (D’Ambrosio[15], p.8). De real-
car que antes de D’Ambrosio ter uma ligacdo com o termo, em 1984, durante o 5°
Congresso Internacional em Educacao Matemaética, ja havia alguns trabalhos que re-
lacionavam a Matematica e a Cultura, tal como o trabalho de Marcia Ascher (1981),
com a civilizagao Inca, de Zaslavsky (1973), com o estudo de praticas matematicas

em Africa, entre outros.



Durante milhares de anos a Matematica foi nascendo sob determinadas condicoes
econOmicas, sociais e culturais, motivando cada cultura a produzir a sua propria
matematica, resultante das suas necessidades especificas, conforme se constata no

seguinte argumento:

(...) "Os individuos de um mesmo grupo social, cultural ou profissio-
nal desenvolveram, motivados pelo meio ambiente em que estao inseridos,
o conhecimento e o comportamento de uma comunidade, bem como, as
suas maneiras de comparar, classificar, quantificar, medir, organizar e
de inferir e de concluir. Deste modo, criaram a sua propria matemé-
tica, melhor dizendo, a sua propria Etnomatematica"(D’Ambrosio16],
p.164).

Sobre esta concepgao, véarios investigadores tém mostrado o seu interesse em divul-
gar a existéncia de uma dimensao cultural da Mateméatica em variados povos. No
que diz respeito a Africa por exemplo, o professor catedratico de nacionalidade ho-
landesa, Paulus Gerdes, exerceu um papel preponderante para o reconhecimento da
Etnomatemética, publicando diversos livros nessa area com trabalho realizado com
povos africanos. Para este autor "a Etnomatematica mostra que ideias matematicas
existem em todas as culturas humanas, nas experiéncias de todos os povos, de todos
0s grupos sociais e culturais, tanto de homens como de mulheres"([24], p.11).
Relativamente a Angola, a partir de uma revisao feita de alguns trabalhos publicados
nos ultimos anos sobre a Etnomatematica, o autor deste trabalho tomou conheci-
mento de varias investigacoes relacionadas com a mesma, tais como as do Professor
Doutor Domingos Dias ([17]), que estudou o grupo etnico Nyaneka-Nkhumbi do su-
doeste de Angola, as de Manuel Neto Matos Osério Nelo, Armando Assungao Soares
e Paula Catarino (|36]), com a Etnomatematica da marimba, as de Infeliz Carvalho
Coxe ([28]), com uma abordagem mais geral sobre a Etnomatemaética de Angola,
entre outros. Todos procuram propor solucoes para determinados problemas diag-
nosticados no ensino nao contextualizado. Nao se encontrou, no entanto, nenhum
registo de investigagoes relacionadas com o tema em estudo no que diz respeito a
provincia do Bié, com particular realce ao municipio do Cuito.

De afirmar que desde os tempos mais remotos até pelo menos aos anos de 1999-2000,
ainda no periodo do conflito armado, o municipio do Cuito foi uma base sé6lida no
ambito da preservacao cultural, mas desde o ano de 2002, depois do acordo de paz
assinado no dia 4 de Abril, os tempos comecaram a definir um novo padrao de vida
para os populacoes. A globalizacao em passos lentos foi ganhando corpo, exercendo a
sua influéncia no seio da juventude. A falta de universidades, bem como as politicas

do governo no que tange a formacgao de quadros, quer seja ao nivel da graduacao



ou da pos-graduacao na provincia e no pais em geral, provocou a saida massiva de

homens e mulheres que procuraram superar-se no exterior do pais.

Neste sentido alguns escolheram paises da Europa e outros da América, funda-
mentalmente Cuba. Com o seu regresso, diante de alguns beneficios manifestados,
observou-se que as ideias que norteiam o dominio da investigacao, assim como da
elaboracao de programas educativos das novas geracoes, sao trabalhadas de forma
isolada da realidade socio-cultural do municipio. Os quadros formados em Ma-
tematica por exemplo, afetos as duas tunicas escolas superiores na provincia, nao
trabalham para uma linguagem comum. As suas publicagoes em jornadas cientificas
e outras conferéncias estao mais viradas para a realidade de paises mais industriali-
zados, desprovidas de quaisquer argumentos que despertem o pensamento cultural
das novas geragoes. Os programas de Matematica sao definidos sem exigéncia de
um conhecimento largo do contexto socio-cultural dos alunos. Entre outros motivos,
isto tem contribuido para que o municipio observe nos dias que correm um elevado
indice de perda de valores culturais. Este facto preocupou o autor desta dissertacao
motivando-o em adotar na sua linha de investigacao esta abordagem ligada a Et-
nomatematica. Isto porque para além de "contribuir para o resgate da identidade
cultural dos alunos e da consciéncia desta identidade, podera servir para combater
os niveis baixos de aproveitamento em Mateméatica amplamente difundidos, visto
que os alunos sentem a Matematica como uma disciplina bastante estranha e sem
utilidade, importada de fora de Africa"(Gerdes|22], p.17).

Para tal é necessario que se perceba que a Etnomatematica nao se trata de um
método de ensino nem de uma nova ciéncia. Mas pode ser adotada como uma
proposta educacional que estimula o desenvolvimento da criatividade, conduzindo
a novas formas de relagoes interculturais. Tal como afirma D’Ambrosio, citado
por (Feitosa[18|, p.1): “é um programa que visa explicar os processos de geracao,
organizacao e transmissao de conhecimentos em diversos sistemas culturais e as
forcas interativas que agem nos e entre os trés processos”.

O descrito anterior é reforgado pela afirmagao de Bello citado por Bernardi e Cal-
deira ([8], p.13) ao dizer que "a Etnomatematica foi entendida e desenvolvida sob
dois aspetos: como programa de pesquisa e/ou como proposta para a a¢ao peda-
gogica. O primeiro tem como principal objetivo conhecer os processos de geracao,
organizacao, difusao de conhecimentos e ideias mateméaticas no seio de grupos cultu-
ralmente identificaveis. O segundo pretende desenvolver acoes na area da Educacao
Matematica que permitam contextualizar os contetidos académicos abordados na
sala de aula numa dimensao soécio-cultural".

Com a segunda perspetiva pode-se eliminar o medo nos alunos da Matemética,
através da Matematica nativa "intuitiva" incorporada no curriculo. D’ Ambrosio ci-

tado por Paulus Gerdes (|22[, p.19) afirma que "a incorpora¢ao da etnomatematica
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no curriculo, contribui para a descolonizagao cultural, reganhando a auto-confianga
cultural, social e individual nas suas capacidades. Os povos podem desenvolver cri-
ativamente aquelas capacidades mateméticas de que gostam e que lhes interessa'.
Este autor propoe orientar "o curriculo matemaético para a criatividade, para a curio-
sidade e para critica e questionamentos permanentes, contribuindo para a formacao
de um cidadao na sua plenitude e nao para ser um instrumento do interesse, da
vontade e das necessidades das classes dominantes ([15], p.13)".

Como refere Pais ([37], p.33), ao debrugar-se sobre esta problematica: "os alunos
ja possuem algum tipo de conhecimento matematico antes de entrarem na escola,
que deve ser tido em conta pelo professor na organizacao do processo de ensino
e aprendizagem, garantindo-se a valorizagao das diferencas culturais e abrindo-se
espaco para uma aprendizagem mais eficiente. Nesse sentido, a Etnomatemética
surge como um instrumento de aprendizagem e uma ferramenta didéatica direcionada
para ensinar matematica".

Para D’Ambrosio (|15], p.8), "ao praticar Etnomatematica, o professor atinge os
grandes objetivos da Educacao Matemaética, ao aproveitar tudo o que faz parte do
quotidiano de um povo e que tenha relevantes componentes matemaéticos, dando um
novo olhar ao seu ambiente cultural".

Por outro lado, Paulus Gerdes (|38], p.17) propde os seguintes pontos a ter em
conta relativamente ao ensino da Matematica, os quais ressaltam a importancia da

incorporacao da Etnomatemética no curriculo escolar.

1. incorporacao no curriculo de elementos pertencentes aos ambientes sociocul-
turais dos alunos e professores como ponto de partida para as atividades ma-
tematicas na sala de aula, como factor de motivacao tanto dos alunos como

dos professores;

2. alertar os futuros professores de matematica da existéncia de ideias matema-
ticas compreendidas por pessoas com pouca ou nenhuma educacao formal que

sao semelhantes as que estao nos manuais;

3. preparacao dos futuros professores de mateméatica para a pesquisa das ideias
e praticas matematicas das suas comunidades culturais, étnicas e linguisticas

e que reflitam na incorporacao destas na sua pratica de ensino;

4. incorporacao no curriculo de material de vérias culturas, valorizando assim os

conhecimentos culturais dos seus alunos;

5. incorporagao nos programas de formacao de professores de ideias mateméticas
de vérios grupos culturais de uma regiao ou pais ou desenvolvidos por grupos

sociais particulares;



6. uso de ideias implicitas nas atividades de certos grupos marginalizados numa

sociedade de forma a desenvolver um curriculo matematico para esse grupo;

7. introdugao nos manuais de elementos culturais que facilitem a aprendizagem

através do seu reconhecimento;

8. elaboracao de materiais da heranca matematica dos antepassados dos alunos e
a sua incorporacao nos programas de formacao de professores e nos curriculos

escolares;

9. elaboracao de materiais que explorem possibilidades de atividades mateméati-
cas com desenhos artisticamente apelativos pertencentes a cultura dos alunos

ou dos seus antepassados.

Em concordancia com os pontos anteriores, torna-se importante afirmar que assim
como as outras escolas superiores pedagogicas em Angola, os programas de Mate-
matica da Escola Superior Pedagdgica do Bié devem ser orientados para cultura da
comunidade onde a escola se encontra inserida, para assegurar a sobrevivéncia da

cultura bem como a originalidade do pensamento dos alunos.

1.2 Sobre a Educacao Matemética Realistica (EMR)

A Educacao Matematica Realistica (EMR) é uma abordagem para o ensino que sur-
giu na Holanda entre o final da década de 1960 e comeco dos anos 1970. Nessa época,
educadores holandeses, influenciados pelas ideias de Hans Freudenthal (1905-1990),
buscavam elaborar uma proposta curricular que modernizasse a Educacao Mate-
matica do pais. Desenvolveu-se uma reforma educacional oposta ao movimento da
Matematica Moderna, que tinha uma perspetiva de ensino mecanico e estrutura-
lista como base (Ferreira e Buriasco[19] p.238). Segundo estes autores, o matemé-
tico alemao Hans Freudenthal, que desenvolveu interesse em Matematica, Ciéncias
e Literatura, é tido como percursor desta abordagem.

A expressao Educacao Matemdtica Realistica comecou a ser utilizada no final dos
anos 70 de acordo com Treffers, citado por (Ferreira e Buriasco[19], p.242). Segundo
estes autores, o termo "realistic" tem origem no verbo holandés "zich REALISE-

ren"

foi traduzido para o portugués pelo GEPEMA-Grupo de Estudo e Pesquisa
em Educacao Matematica e Avaliacao, para "realistico", ao invés de '"realista",
porque parece estar mais relacionado com significado de "imaginar", "realizar",
"fazer ideia", "tomar consciéncia de" e, por sua vez, & possibilidade de "tornar
real" na mente dos alunos. O que sugere que os contextos ou situagoes nos quais

os alunos se envolvem, nao precisam ser "automaticamente reais", mas precisam



ser imaginaveis, realizaveis, concebiveis (Van den Heuvel Panhuizen|47], citado por
Ferreira e Buriasco[19] p. 242 ).

No trabalho de Van den Panhuizen [47], traduzido por ([19], p.241), a reforma edu-
cacional levada a cabo pelos educadores holandeses encarava o ensino da Matemética
longe das abordagens mecanicista e estruturalista cujas carateristicas sao abaixo

descritas.

- A abordagem mecanicista "é caraterizada por centrar o seu foco em calculos
com numeros simples, e pela pouca atencao prestada as aplicacoes. A Mate-
matica é ensinada de uma forma atomizada. Os alunos aprendem os proce-
dimentos de uma maneira passo a passo na qual o professor demonstra como
resolver um problema"([47]|, p.4). Esta abordagem limita o aluno ao treino
de procedimentos e de algoritmos algébricos, nao havendo pois necessidade
de explorar problemas do mundo real e aplica¢oes da Matematica (Kooij|27],
p.1992).

- A abordagem estruturalista "é o modelo de ensinar a Matematica focada em

conceitos abstratos" ([47], p.4).

Freudenthal, mostrando-se insatisfeito com estas abordagens dominantes na época,
foi conduzido a promover uma discussao a respeito do que acreditava ser Educacgao
Matematica, lancando suas ideias a respeito do seu ensino-aprendizagem. Propos-se,

assim, discutir

a matematica como Atividade humana;
- ensino e aprendizagem como Principio de Reinvencao;
- aprendizagem matematica por meio da Matematizacao;

- reinvencao de ferramentas matemaéticas por meio da matematizacao progres-

siva

"Para Freudenthal, a Matematica deve ser conetada com a realidade, estar pro-
xima dos alunos, ser relevante para a sociedade e ser de valor humano"( Ferreira
e Buriasco|19], p.241). Este autor defende a Matematica como uma atividade hu-
mana, onde os alunos devem ter a oportunidade "guiada'para reinventa-la, em lugar
de serem considerados como recetores de uma matemaética ja "pronta'e "acabada'.
Por outro lado, argumenta que, se os alunos aprenderem a Matemética de forma
isolada, divorciada de suas experiéncias, ela serd esquecida e nao serao capazes de
aplica-la. Para este autor os alunos tém maior chance de aprender a Matemética

construindo-a, reinventando-a, recriando-a.
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Quanto a reivencao guiada, Freudenthal considerava que a aprendizagem era conce-
bida, na realidade, a partir da exploracao de situacoes que possibilitassem aos alunos
"reiventar" (palavra entendida, segundo Ferreira e De Buriasco (|19], p.244), como a
possibilidade que os alunos tém de experimentar um caminho "semelhante" ao pro-
cesso pelo qual a Matematica foi elaborada historicamente e, entao, atribuir algum
sentido a sua utilidade em situagoes diversas ).

Relativamente a matematizacao, Freudenthal considerava a Matematica nao como o
corpo do conhecimento matemético, mas como uma atividade de busca e resolugao
de problemas e, de forma mais geral, como a atividade de organizar "matemati-
camente" a "realidade" (Van den Panhuizen[47|, citado por ([19], p.246) ). Para
este autor aprender Matematica deveria ter origem no "fazer"matematica, sendo a

matematizagao o nicleo da Educacao Matematica.

Desde o ponto de vista destas concepcoes, o autor deste trabalho entende que o
raciocinio levado a cabo nestas duas abordagens esté relacionado com o da teoria de
aprendizagem histérico-cultural de Vigotsky, a qual por sua vez concebe o papel
do professor como o de formar diferentes personalidades que sejam ativas, indepen-
dentes, criativas, sensiveis e comprometidas com que acontece no seu contexto.
Um dos conceitos importantes da teoria de Vigotsky ¢ o de Zona de desenvolvimento
proximo (ZDP), entendido como “a disténcia entre o nivel real de desenvolvimento,
determinado pela capacidade de resolver independentemente um problema, e o nivel
de desenvolvimento potencial, determinado através da resolucao de um problema sob
a orientacao de um adulto ou em colaboracao com outro companheiro mais capaz”
(|48, p.86).

Outro conceito importante desta teoria relacionado com o da ZDP, é o conceito de
mediacao, o qual se refere ao conjunto de influéncias que se dao no processo de
ensino-aprendizagem. As trés abordagens tém em comum a consideragao dos conhe-
cimentos prévios dos alunos necessarios para a aquisicao de novos conhecimentos.
Estas teorias se refletem na presente investigacao, pois nela se tem em conta as
relacoes entre os agentes do processo e a determinacao dos conhecimentos prévios
que permitem identificar o nivel de desenvolvimento atual dos alunos sobre os quais
se define o sistema de ajudas necessérias para alcancar o nivel de desenvolvimento

desejado.
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Capitulo 2

Desenvolyer o "olhar matematico": o estudo antes
da pesquisa no terreno

Neste capitulo faz-se uma descricao inerente & Matemaética a ter em conta pelo inves-
tigador, organizada em funcao do estudo levado a cabo nesta dissertagao. Organiza-
se uma sintese da base cientifica de referéncia subjacente a investigacao que se pre-
tende fazer no terreno. Dela fazem parte algumas nogoes elementares de Geometria
Analitica no plano em conformidade com os programas de Geometria Analitica I e
IT (ver anexo 3) do 1° ano do curso de Matematica da Escola Superior Pedagogica
do Bié. O referencial cartesiano no plano e no espago, bem como a equacao carte-
siana do plano sao topicos do programa de Geometria Analitica I. Por outro lado o
estudo da circunferéncia, as curvas conicas, a parametrizacao de curvas, sao topicos
do programa de Geometria analitica II. O objetivo é sedimentar o rigor cientifico
na atitude do investigador-observador. E por outro lado constituir um documento
que possa ser arquivado na Escola Superior Pedagogica do Bié para consulta na
preparacao de alguns contetdos das disciplinas referidas.

De referir que os contetudos descritos nas secgoes 2.1 e 2.2 seguem a referéncia do livro
de Lima et. al, (|29], pp.159-160) e foram objeto de estudo nas unidades curriculares

de Projeto de Ensino, no 1° ano do Mestrado em Matematica para Professores.

2.1 Distancia entre dois pontos no plano

Se dois pontos P = (z,y) e Q = (2/,y) tém a mesma ordenada y entdo a distancia
d(P,Q), entre eles é igual a distancia |2/ — x| entre as suas projegoes sobre o eixo
Oz. Analogamente, se P = (z,y) e Q' = (z,7) tém a mesma abcissa x entdo

d(P, Q") = |y’ — y|=distancia entre entre as projecoes de P e @' sobre o eixo Oy.

v

Figura 2.1: Distancia entre dois pontos (a).
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Por outro lado, se P = (z,y) e Q = (u,v) tém abcissas e ordenadas diferentes entao,
considerando o ponto S = (u,y), vemos que [PSQ] é um tridngulo retangulo cuja
hipotenusa é |PQ)|.

Como P e S tém a mesma ordenada e S e () a mesma abcissa tem-se: d(P,S) =
|z —ul e d(S,Q) =y — v

E pelo teorema de Pitagoras vem:
[d(P,Q))* = [d(P, S)” + [d(S, Q)]
Logo,

[d(P, Q)] = [(z —w)* + [(y — v)]*

Ou seja

d(P,Q) = /(z —u)? + (y — v)?

0 u X

Figura 2.2: Distancia entre dois pontos (b)

2.2 Circunferéncia

Tendo em conta que este estudo jéa foi desenvolvido no ambito do Projeto de Ensino
I por Ezequias Cassela([12], p.36), nao apresentaremos o processo dedutivo para
a obtencao da equacao geral da circunferéncia, mas nos limitaremos a reproduzir

simplesmente a sua definicao e o processo para obtencao da sua equacao reduzida.

Definicao 1. A circunferéncia de centro O e raio r maior que zero, € o lugar

geométrico dos pontos do plano que estao a distancia r de O (Araijo[5] p.37).
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Deducao geométrica da equagao reduzida da circunferéncia

Em atencao a definicao anterior, vamos deduzir a equacao reduzida da circunferéncia

a partir da Figura (2.3)

P = (z,y)

g /

Figura 2.3: Circunferéncia

Como o triangulo AAPQ é retangulo em (), podemos determinar a distancia entre

o centro A e o ponto P aplicando o teorema de Pitagoras.

(A, P)=7"=(z—a)*+ (y — b’ &
(= g = b =7

A equacao obtida é a reduzida da circunferéncia e no caso particular em que o centro

estd na origem das coordenadas, a equacao é: x? + y? = r2.

Equacao geral da circunferéncia

Para a obtencao da equacao geral da circunferéncia, tem-se em considerecao o te-
orema que se segue demonstrado no Projeto de Ensino I ([12], pp.36-38) , cujo
resultado identifica uma circunferéncia a partir de condicoes sobre os coeficientes de

uma equacao polinomial do 2° grau em duas variaveis.

Teorema 1. Consideremos a equacio Az* + Cy?> + Bxy + Dx + Ey + F = 0.
O congunto dos pontos P = (x,y) cujas coordenadas satisfazem a equagdo € uma
circunferéncia se, e somente se A=C #0, B=0 e D?> + E? > 4AF

(Lima et. al,[29], p.42)

15



2.3 Conicas

2.3.1 Breve introducao historica sobre as conicas

Os Elementos de Euclides (300 a.c) tratavam de figuras planas que se podiam cons-
truir com segmentos e circulos, das figuras solidas correspondentes que se podiam
construir com porc¢oes de planos, como os prismas e os poliedros regulares, e da
esfera. Mas os Gregos classicos também estudaram uma outra classe de curvas a
que chamaram secgoes cOnicas por serem originalmente obtidas cortando um cone
com um plano. As curvas dai resultantes, a parabola, a elipse, e a hipérbole, foram
estudadas por Euclides mas também mais tarde por outro geometra grego, Appol-
lonius, que escreveu um tratado exaustivo sobre estas curvas. A sua contribuicao
principal foi o facto de ter conseguido gerar todas as conicas de um tnico cone de
duas folhas, simplesmente variando a inclina¢ao do plano de intersegao (Boyer[10],
p.99).

Segundo Caios dos Santos Guimaraes [25], citado por Monteiro([34], p.11), em sua
dissertacao de Mestrado, afirma que "em 1822 um matematico belga chamado Ger-
minal Pierre Dandelin (1794-1847) introduziu uma nova ideia que ajudaria a de-
monstrar as propriedades das seccoes conicas. Adolphe Quelet, também belga, e

colega de Dandelin foi um importante colaborador deste trabalho".

O trabalho de Dandelin consistiu em mostrar que dado um plano que interseta
um cone, existe uma ou duas esferas que sao tangentes ao plano e ao cone. Por
esse motivo sao chamadas esferas de Dandelin. Trabalhando com a propriedade
das tangentes a uma circunferéncia, que diz que "dado um ponto externo a uma
circunferéncia é possivel tracar duas retas que a tangenciam em pontos distintos, e
cujas distancias ao ponto dado sao iguais, Dandelin consegue encontrar os focos da
elipse e da hipérbole e verificar simultaneamente as respetivas propriedades"(|34],
p.11).

Por outro lado, "Dandelin nao conseguiu mostrar a propriedade focal para as para-
bolas, mas Pierce Morton em 1829, usou uma construcao semelhante a de Dandelin
para provar esta propriedade. Diferentemente da elipse e da hipérbole, na demons-
tragdo da parabola apenas haverd uma esfera tangente ao cone e ao plano" (|34, p.
11).

2.3.2 Construgao das conicas usando esferas de Dandelin

Segue-se um estudo da construgao das conicas usando esferas de Dandelin apoiando-
se no raciocinio apresentado por Monteiro(|34|, pp.12-15). Comegaremos pelo estudo

da parabola, seguido do da elipse e do da hipérbole.
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A paribola

Proposicao 1. Considere-se um cone circular reto e um plano m paralelo a uma
das sua geratrizes que o interseta obliquamente. Assumimos que existe uma esfera
que tangencia simultaneamente o plano 7 e o cone (ver Figura 2.4). Seja também
o plano 0 ortogonal ao eixo do cone que contém a circunferéncia ¢ de tangéncia da
esfera com todas as geratrizes do cone . Se ' € o ponto de intersecao da esfera
com o plano w, ¢ a circunferéncia de tangéncia entre a esfera e o cone e | a reta
resultante da interse¢ao entre o plano de corte (w) e o plano 0 ortogonal ao eizo do
cone que contem a circunferéncia c, entao qualquer ponto P da intersecao do cone

com o plano de corte € tal que:

d(P,F) = d(P,1)

Figura 2.4: Esfera de Dandelin parabola

Demonstracao:
Consideremos um cone reto de vértice V' e um plano 7 paralelo a uma das suas

geratrizes que o interseta obliquamente.

Figura 2.5: Plano 7 intersetando obliquamente um cone e paralelamente a uma geratriz

Seja S uma esfera de Dandelin inscrita no cone e tangente ao plano 7 no ponto F.
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Figura 2.6: Esfera de Dandelin inscrita no cone

Seja também o plano 6 ortogonal ao eixo do cone que contém a circunferéncia ¢ de
tangéncia da esfera com todas as geratrizes do cone. Os planos 7 e 6 intersetam-se

numa reta [, como mostra a Figura (2.7):

Figura 2.7: Intersecdo entre os planos m e 6

Seja M o ponto de intersecao da circunferéncia ¢ com a geratriz do cone paralela ao
plano 7. Seja P um ponto qualquer da conica e P’ o pé da perpendicular a reta [
passando por P. Seja R a intersecao da circunferéncia ¢ com a geratriz que contem

P et a reta paralela ao eixo do cone que passa pelo ponto P intersetando o plano

0 em Q.

Figura 2.8: Reta paralela ao eixo do cone (a)

Os pontos P, R e F definem um plano que interseta a esfera de Dandelin .S numa

circunferéncia. Pela propriedade das tangentes as circunferéncias, temos:
d(P,R) = d(P, F)
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Seja O o ponto de intersecao entre o eixo e o plano . Comparando o triangulo
AVOR com o triangulo APRQ), tem-se que: o angulo RP(@ é igual ao angulo
RV O entre o eixo e a geratriz, (alternos congruentes) pelo teorema das paralelas.
E o angulo VOM ¢é igual ao angulo PQR, ambos sao retangulos, como em dois
triangulo dois angulos iguais subtendem um terceiro igual, entao, o angulo PRQ) é
igual ao angulo VRO. Logo pelo critério AA (angulo angulo) os triangulos AVOR
e APR(Q) sao semelhantes.

Figura 2.9: Reta paralela ao eixo do cone (b)

Por outro lado, comparando os triangulos AVOM e APQP’, temos: O angulo
QPP éigual ao angulo OV M entre o eixo e o plano de sec¢ao do cone e o angulo
PQP’ é igual ao angulo VOM, ambos sao retangulos, de modo anélogo o angulo
VMO éigual ao angulo PP’Q, logo os triangulos AVOM e APQ P’ sao semelhantes.

Figura 2.10: Reta paralela ao eixo do cone (c)

Dai vem: O triangulo APR(Q) é congruente ao triangulo APQP’, pois tém um lado

em comum logo:

d(P,R) = d(P,P
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Figura 2.11: Reta paralela ao eixo do cone (d)

e como P’ é o pé da perpendicular de P sobre a reta [, temos:
d(P,R) = d(P,1)

e como d(P,R) = d(P, F), temos:
d(P,F) — d(P,l)

o que quer dizer que:
d(P,F) = d(P,l)

A elipse

Proposicao 2. Considere-se um cone circular reto e um plano © que o interseta
obliquamenete nao paralelo ao eizo e nem a nenhuma geratriz do cone. Assumimos
que existem duas esferas Si e Sy que tangenciam simultaneamente o plano e o cone
ver Figura (2.12). Sejam Fy e Fy, respetivamente os pontos de intersegao das esferas
Sy e Sy com o plano 7, entao qualquer ponto P € m na intersecao com a superficie

do cone é tal que:
d<P7F1) + d(P7F2) - d<R7Q)

Onde d(R, Q) é uma constante que nao depende da posi¢ao de P.

Demonstracao: Sejam as circunferéncias ¢; e ¢y, tangentes a todas geratrizes do
cone, a intersecao do cone com as esferas S; e S, respetivamente. Seja P € m um
ponto da intersecao do plano com o cone e sejam R e () as intersecoes da geratriz
do cone que passa por P com as circunferéncias ¢, e ¢y respetivamente. Seja RQ
o comprimento do segmento entre ¢; e ¢y que passa por P. Os pontos P, F} e @)
definem um plano que interseta a esfera de Dandelin S; numa circunferéncia e os
pontos P, F, e () definem um plano que interseta a esfera de Dandelin S, noutra

circunferéncia. Pela propriedade das tangentes as circunferéncias, temos:
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d(P,F;) = d(P,R) e d(P,F,) = d(P,Q)

Entao:

d(P,Fy) + d(P,F5) = d(P,Q) + d(P,R) = d(R,Q)

Esta soma serd sempre constante, nao importa onde o ponto P sobre a intersecao

do plano com o cone é escolhido.

Figura 2.12: Esferas de Dandelin elipse

A hipérbole

Proposicao 3. Considere-se um cone circular reto de duas folhas e um plano w
paralelo ao eixo, que o interseta. Assumimos que existem duas esferas que tangen-
ciam simultaneamente o plano e o cone, (ver Figura 2.13). Sejam Fy e Fy pontos

de intersecao das esferas com o plano 7, entao qualquer ponto P da intersecao da

superficie do cone com o plano w € tal que

|d(P, F1) — d(P, F3)| = d(R, Q)

Onde d(R, Q) € uma constante que nao depende da posicao de P.

Demonstracao: Sejam duas esferas S; e Sy inscritas em um cone de duas folhas,

de tal forma que tangenciam o plano de intersecao 7 e todas as geratrizes do cone.
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Figura 2.13: Esferas de Dandelin hipérbole

Sejam c; e ¢y duas circunferéncias de tangéncia de S; e Sy respetivamente. Suponha-
se que P é um ponto arbitrario sobre a interse¢ao do plano com o cone (ver Figura
2.13). Tracemos a geratriz do cone passando por P. Como as esferas S; e Sy sdo
tangentes ao cone, esta geratriz sera tangente as esferas em R e (). Seja RQ o
comprimento do segmento entre ¢; e ¢y que passa por V. Os pontos P, F} e R
definem um plano que interseta a esfera de Dandelin S; numa circunferéncia e os
pontos P, F, e () definem um plano que interseta a esfera de Dandelin S, noutra

circunferéncia. Pela propriedade das tangentes as circunferéncias, temos:

Esta diferenca sera sempre constante, nao importa o ponto P sobre a intersecao do

plano com o cone é escolhido.
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2.3.3 Geometria Analitica - As equacoes reduzidas das conicas

O estudo que se segue foi desenvolvido com base em (Fuller e Tarwater|21], p.95-117)

Equacgoes reduzidas da parabola

Definicao 2. Uma Pardbola é o conjunto de todos os pontos do plano que sao

equidistantes a um ponto fizo e uma reta fixa no plano. O ponto fixo chama-se foco

e a reta fira chama-se diretriz.

Figura 2.14: Parabola (a)

A equacao mais simples de uma parabola obtém-se quando colocamos um sistema
de coordenadas numa posicao especial relativamente ao foco e a diretriz. Seja o eixo
dos zx a reta que passa no foco e é perpendicular a diretriz, e considere-se a origem
no vértice. Entao, escolhemos a>0, designamos as coordenadas do foco F(a,0), e a

equagao da diretriz por x = —a (ver Figura 2.15)

Figura 2.15: Parabola (b)

Como P(z,y) é equidistante ao foco e a diretriz tem-se a igualdade das distancias:
o+ ol = Vo=@ + ¢
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elevando ao quadrado ambos os lados da equagao e reorganizando os termos obtém-
se:
(z +a)* = (z—a)’ + ¢,

2? — 2ax + a® +y* = 2° + 2ax + a?,

y* = dax

Esta é a equagdo de uma parabola com vértice na origem e foco em (a,0). Como
a > 0, x pode ter qualquer valor positivo ou zero mas nao pode ter valores negativos.
Logo o grafico pode estender-se indefinidamente ao longo dos 1° e 4° quadrantes, e
o eixo da parabola coincide com o semi-eixo positivo dos xx. Fica evidente a partir

da equacao que a parabola é simétrica em relacao ao seu eixo, porque

y = tvaw.

Figura 2.16: Parabola (c)

Também se pode considerar o foco de uma pardbola a esquerda da origem. Nesse

caso tem-se a < 0, e a variavel x s6 pode tomar valores negativos ou zero.
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Figura 2.17: Parabola (d)

Podemos ainda trocar os papeis das variaveis = e y e colocar o foco no eixo dos yy,

obtendo a parabola de equacao:

z? = day

A parabola desta equacao é voltada para cima quando a > 0 e é voltada para baixo

quando a < 0, tal como se observa nas seguintes figuras:

=y

4 H0.a)

(=2a,a) (2a,a)

Figura 2.18: Parabola (e)
Figura 2.19: Parabola (f)

Vamos agora considerar o caso em que o eixo da parabola é paralelo a um dos eixos
coordenados mas nao coincide com nenhum deles. Na (Figura 2.20) o vértice é no
ponto (h, k) e o foco é F(h+a, k). Introduzimos um novo par de eixos por transla¢ao

associada ao vetor (h, k), considerando a origem do novo referencial o ponto (h, k).
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Flh+ak)

Figura 2.20: Parabola (g)

Nas novas coordenadas ;1 = * — h e y; = y — k a distancia do foco a origem

(x,y) = (h, k) é a, logo a parabola satisfaz a equagao

y? = dax,

ou, equivalentemente
(y — k)? = 4a(z — h).

Observamos na equagao e na figura que, quando a > 0, o factor z — h tem que ser
maior ou igual a zero, logo a parabola tem abertura para a direita. No caso em que
a < 0, a parabola abrird para a esquerda. Em qualquer dos casos o eixo da parabola
¢ a reta y = k. Podemos obter de forma andloga a equagao de uma parabola com
eixo paralelo ao eixo dos yy. Podemos concluir que a equacao standard de uma

parabola tem uma das seguintes formas:

(y — k)* =4da(x —h) (2.1)

(x —h)? =4aly — k) (2.2)

Observamos que cada uma das equagoes (2.1) ou (2.2) é quadratica numa das va-

riaveis e linear na outra. Podem desenvolver-se os quadrados escreverem-se respeti-

vamente nas formas:

v+ Dx+Ey+F=0 (2.3)

>+ Dr+Ey+F=0 (24)
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Equacgoes reduzidas da elipse

Definicao 3. Uma elipse é o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das dis-
tancias a dois pontos fizos do plano (focos) é constante. Podemos desenhar uma
Elipse se prendermos as pontas de um fio aos focos e colocarmos o ldpis a afastar o

fio de forma a manter o fio esticado.

Figura 2.21: Elipse

Neste sentido, para deduzirmos a equacao reduzida da elipse, comecemos por intro-
duzir um sistema conveniente de coordenadas da seguinte forma: Escolhemos como
eixos das abcissas a reta que passa pelos focos F} e Fy, e a origem no ponto médio do

segmento F}Fy. Este ponto é chamado centro da elipse, conforme a figura abaixo.

Fi(—c,0) O

Figura 2.22: Focos da elipse

Se F, tem coordenadas (c,0), ¢>0, entao F; tem coordenadas (-¢,0). A distancia de
Fi a F5 é 2¢. Denotemos 2a a soma constante das distancias de P a F} e F5. Pela

defini¢ao da elipse P(x,y) pertencera a elipse se e somente se:
d(P, F1)+d(P, Fg):2a

Pela formula da distancia entre dois pontos temos:

Vz =)+ + V(@ +0?+y*=2a
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(V(z—c)?+y?)" = (20— V(z+ ) +37)°

x? —2xvc+ A+ y? = 4a® — dar/(z + )2 +y2 + 2% + 22c+ & + o

Simplificando os termos simétricos temos:

—dxc = 4a® — dar/(z + ¢)% + y2
o 1
Multiplicando ambos os membros por 7 temos:

ze = —a® + a\/ (7 +c)? + 12
ve+a® = av/(z +c)? + y?
rxc+a” )" = (av/(z +c)* +
( ) = (av/(z +)? +y?)?

22 + 2a’ze + at = a®(2* + 2ze + A + y°)

22?4 2d’zc + o' = a*2? 4 2d%xc + d** + a*y?

22 — a2 — ay? = a®* — ot

_:L,Q(GZ o 02) o a2y2 _ —CL2<CL2 o 02)

x2(a2 o 02> +a2y2 — a2<a2 o C2>

Graficamente observa-se que os focos e o ponto P da elipse sao vértices de um
triangulo, logo a distancia entre os focos 2c é menor que a soma dos comprimentos
dos segmentos PFy e PF,, ou seja 2¢ < 2a. Entdo c<a e podemos considerar
b? = a® — . Assim, podemos dividir toda equacdo pela quantidade positiva a’b?.

Assim a equacao fica:
Br? a%y?  a?b?

a?b? + a2h?  a2bh?

2 2
T Yy
p) + i 1 (2.5)
Observamos que o grafico da equagao (2.5) é simétrico em relacao a ambos os eixos
coordenados. Quando y=0, entao == a, e quando =0, vem y==4 b. Assim a

elipse interseta o eixo dos xx nos pontos Vi(—a,0) e Va(a,0) e interseta o eixo dos
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yy nos pontos B1(0,—b) e By(0,b). O segmento V;V; chama-se eixo maior da elipse

e o segmento BB, chama-se eixo menor.

Se considerarmos os focos da elipse no eixo dos yy nos pontos (0,—c) e (0,¢) a

equagao fica:

=1 (26)

As(0,a)

L]
Fi(0, e)

By(=b,0) Ba(b,0)

A0, —a)

Figura 2.23: Elipse com os focos no eixo dos yy

Os pontos da elipse nao se afastam idefinidamente dos focos. Podemos usar a equa-
cao da elipse para deduzir que a sua extensao é limitada. Basta resolver a equacao

em ordem a x ou y:

a
— 42—y

ou

Yy = :l:%\/a2 — a2

Estas equacoes mostram que y? nao pode exceder b? e que 22 nio pode exceder a?.

Ou seja, os valores admissiveis sao:

—b<y<b

—a<zxz<a

No caso da equagoes 2.5 e 2.6 os vértices sao respetivamente Vi(—a,0) e V5(a,0),
ou V1(0, —a) e V5(0,a) mas as relaghes entre a, b e ¢ nao se alteram. As equagoes

gerais da elipse quando os eixos sao paralelos aos eixos coordenados e tém origem
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num ponto de coordenadas (h, k) sao:

ou

(y- kP | (o=

a? b2

=1 (2.8)

Observando as equacgoes 2.7 e 2.8, é possivel constatar que ambas sao de grau 2 nas
duas variaveis. Pode-se desenvolver os quadrados e escreverem respetivamente nas

formas:
Az + By* + Dz + Ey+ F =0 (2.9)
ou

Ay +Bx* +Dx+Ey+F =0 (2.10)

Excentricidade da elipse

Para uma elipse de focos (0, £¢) ou (£c,0) e eixo maior de comprimento 2a, chama-
se excentricidade da elipse a quantidade.
c
e = —
a
A forma de uma elipse depende do valor da sua excentricidade que é o quociente
entre a metade da distancia focal e a metade da medida do eixo maior. Para compre-
endermos isto suponhamos que o eixo maior tem comprimento fixo 2a, e a distancia
focal tem comprimento 2¢, com a > 0 e ¢ > 0 o que implica e>0. Como a > ¢ > 0
teremos que a excentricidade de uma elipse € um niimero compreendido entre 0 e
1: 0< e<1, isto é: quanto maior for a distancia focal de uma elipse, com « fixado,
mais a excentricidade se aproxima de 1 e quanto menor for a distancia focal, mais a
excentricidade se aproxima de 0. Mas que fazendo variar a excentricidade e entre

zero e 1, temos:

e se e—0, isso significa que ¢ = 0, logo b*> = a? e portanto os dois focos coincidem

com o centro, caso em que a elipse é uma circunferéncia;

e se e 1 entdo c = a, logo b*> = 0 e portanto nesse caso nao podemos definir a
elipse por nenhuma das equacoes 2.5 ou 2.6. Trata-se do caso em que o grafico

é simplesmente o segmento de reta que une os focos;
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A medida em que e varia de 0 até 1 a elipse evolui de uma circunferéncia para
valores de b cada vez mais pequenos, ficando a elipse cada vez mais estreita até ao

caso limite em que se transforma num segmento.

Equacoes reduzidas da hipérbole

Definicao 4. Uma hipérbole tem por definicao o conjunto dos pontos de um plano,
tais que o mddulo da diferenca das suas distdncias a dois pontos fixos (focos) do

plano € uma constante positiva. Para obtermos a equacao da hipérbole, escolhemos

um sistema de coordenadas com focos Fi(—c,0) e Fy(c,0) e denotemos a distancia

(constante) por 2a.

-
ﬂ“
-

)
=
£
=
=

5

Figura 2.24: Focos da hipérbole

Pela defini¢do, o ponto P(z,y) pertence a hipérbole se e somente se a condigao

abaixo for verdadeira:
|d(Fy, P) — d(Fsy, P)| = 2a

Pela formula da distancia entre dois pontos temos:

V=P +y?—(z+c) +y* =2
(V{z—c)?+y? ) =(2a+V(z+c)?+y )
2 — 2xc+ A 4+ y* = 4a® 4+ dar/(z + €)% + y? + 22 + 2z + A + o

Simplificando os termos simétricos temos:

—4xc = 4a® + dar/x + ¢)? + 12

Multiplicando ambos os membros por 7 temos:

rve = —a® — a\/(x + c)? + 12



re+a? = —av/(z + c)? + g2
(we+a®)’ = ( —av/(z+ ) +y* )*
22 + 2d%xc + a* = a*(2® 4 2zc + A + yP)
22 + 2axc + a* = a®2® + 2d%xc + a®P + a*y?

2

T C2 — CL2£L'2

—ay? = a2 — o

.1'2(02 o a2) o a2y2 _ CL2(62 o a2)

Como no grafico da hipérbole (ver Figura 2.24) a relagao que se pode estabelecer
entre a,b,c é

A =a®+ b,

onde a é a metade do eixo do eixo real ou transversal, b a metade do eixo conjugado

e ¢ a metade da distancia focal. tomando b? = ¢? — a? e substituindo na expressao

2?(c* — a®) = a*(c* — a?), temos:

b2$2 a2y2 a2 b2

a?b?  a?b?  a?bh?

.CEQ y2

A divisao por ¢ — a? pode fazer-se porque a distancia focal 2¢ ¢ maior que a medida
do eixo transversal, logo ¢ > a. O grafico da equagao 2.11 é simétrico em relacao aos
eixos coordenados. Para percebermos que valores podem ter as variaveis podemos
usar a equacao para isolar cada uma delas:

x:i% b? + 12

b
y=+—-vVx?—a?
a

Vemos na primeira destas equacoes que y pode ter qualquer valor, mas da segunda

2. Assim a hipérbole afasta-se dos eixos indefinidamente em

conclui-se que 22 < a
cada quadrante. Mas nao tem pontos estritamente entre as retas verticais © = —a
e x = a. A hipérbole tem dois ramos separados e os pontos Vi(—a,0) e V5(a,0)
chamam-se vértices. Ao segmento V;V, chama-se eixo transversal. O segmento
entre B1(0,—b) e By(0,b) chama-se eixo conjugado, mas nao contém pontos da

hipérbole. O centro desta hipérbole é a origem.

32



¢ B:(0.5)

- 1
Fi(-c,0) [ Vil=a,0) | Vi(a,0)

‘r Bi(0, —b)

Figura 2.25: Hipérbole (a)

As relagoes entre a, b e ¢ nao sao as mesmas na elipse e na hipérbole. Para a elipse
a>c, 2 =a?>—b*ea>0b Paraa hipérbole ¢ > a, ¢ = a? + b* e nao ha restri¢oes
na relacao de a com b. Se os focos da hipérbole estiverem no eixo dos yy entao a
equacao da hipérbole fica

As assintotas da hipérbole

De forma diferente das restantes coénicas, a hipérbole estao associadas duas retas

com uma importante relagao com a curva. Sao as retas que prolongam as diagonais

do retangulo representado na figura seguinte:

B0, )

Fi(=¢,0)

Vil —a. Oy Vala, 0 File,0) X

By, —t)

Figura 2.26: Hipérbole (b)

As retas que sao assintotas de uma hipérbole com equacao 2.11 tém equacoes

b
y=-w
a
€
—b
y=—=u
a
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enquanto as da equacao 2.12 sao:

a
=—-x
=%
e
—a
= —x
Y=

Conhecer as assintotas pode ajudar a esbocar o grafico da hipérbole, desenhando o
retangulo e estendendo as diagonais. Se a = b diz-se que a hipérbole é equilatera ou

retangular porque as assintotas serao perpendiculares.

No caso das equacoes 2.11 e 2.12 os vértices sao respetivamente V;(—a,0) e V5(a,0),

ou V1(0,—a) e V5(0,a), mas as relagoes entre a, b e ¢ nao se alteram.

As equagoes gerais da hipérbole quando os eixos sao paralelos aos eixos coordenados

e tém origem num ponto de coordenadas (h, k) sao:

(x—h)? (y—k)?*
S =1 (21

ou

(y—k)?* (x—h)?
=1 (219)

Observando as equacoes 2.13 e 2.14, é possivel constatar que ambas sao de grau 2 nas
duas variaveis. Pode-se desenvolver os quadrados e serem escritas respetivamente

nas formas:
Az® + By + Dz + Ey+F =0 (2.15)
ou

Ay +Bx* + D+ Ey+F =0 (2.16)

Excentricidade da hipérbole
c

Chamamos de excentricidade da hipérbole a razao e = —. O angulo de inter-
a

secao das assintotas e consequentemente a forma da hipérbole depende do valor de

e. como ¢ > a o valor de e é superior a 1.
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2.3.4 Deducao da equacao geral das conicas

Para este estudo trataremos de simplificacao por translagao e por rotacao da equagao
geral de uma conica tendo como base o estudo feito em Fuller e Tarwater(|21],
pp-136-149)

Simplificacao das cénicas por translacao

Nesta seccao nos serviremos da ideia de translacao de eixos para expressarmos as
equacoes da pardbola, elipse e hipérbole nas suas diferentes formas, de acordo com
as equacoes 2.3, 2.4, 2.9, 2.10, 2.15 e 2.16, analisadas durante o processo dedutivo
para a obtencao das suas reduzidas. Portanto, esse estudo serd feito a partir da

equacao geral do segundo grau do seguinte tipo:
A + Cy* + Dx + Ey+ F =0

Inicialmente mostraremos os seguintes exemplos:

Por uma translacao de eixos, simplifique a equacao

x? — 62 — 6y — 15 =0.
Comecemos por completar os quadrados desta equacao.
2 —6x+9==6y+9+ 15,
(x —3)* =6(y +4).

O vértice da parébola é o ponto (3, -4). Dai vem h = 3 e k = —4, sabendo que as

formulas para a translacao de eixos sao
r=x1+h e y=y+k, (2.17)

temos:

r=r1+3 e y=y —4
Substituindo em 2.17, temos:
(21 +3—3)* =6(y1 —4+4),
(2143 —3)* = 6(y, — 4+ 4),
x% = 6y;.
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que reconhecemos como equac¢ao de uma parabola com vértice na origem e eixo
coincidente com o eixo das ordenadas.
Exemplo 2:

Faca a translacao dos eixos e simplifique a equacao
22% + 3y + 102 — 18y + 26 = 0

A simplificacao pode ser feita por completamento de quadrado nos termos x e y.
Assim tem-se:
2(z% + 5x) + 3(y* — 6y) = —26,

25 25
2(2° + 5+ =-) +3(y* — 6y +9) = =26+ o 427,

4
5 27
2 P +3y—3)°=—
(o427 +3(y—3)° = 5,
Usando as formulas de translagao temos:
T =12 — 2
== g
e
y=1uy+3

podemos reduzir a equagao para uma livre de termos do primeiro grau. Fazendo as

devidas substituicoes, temos:

5 5
2(1‘1—§+§)2 +3<y1+3—3)

,_ 2T

423 + 6y} = 27.

que reconhecemos como equagao de uma elipse de centro na origem e semi-eixos de
comprimento 3v/3 e 3V/2.

Nos exemplos anteriores completamos quadrados dos termos x e y das equagoes para
localizarmos as origens dos novos sistemas de coordenadas.

Na sequéncia deste estudo, importa afirmar que os exemplos 1 e 2 ilustram a ideia
de que os eixos podem ser transladados. Esta descricao remete-nos ao enunciado do

seguinte teorema:
Teorema 2. Seja uma equacao do sequndo grau do tipo
A’ +Cy?+ D+ Ey+F =0

Esta equacao pode ser transformada por uma translacao de eizos numa das sequintes
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formas:
Azl +C'yi + F' =0.

A2+ By =0.

C/y% + D/$1 = 0.

Demonstracao:

Consideremos entao a equacao:
A? +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (2.18)
fazendo a mudanca de variaveis por translacao temos:

r=r1+h e y=y+k

e substituindo na equacao dada tem-se:

Ay +h)?* +Cy+k)*+ Dy +h) + E(yy + k) + F=0

Desenvolvendo os quadrados fazendo as devidas operagoes vem:
Aol +Cyi+ Doy +Ey +F =0
onde:
D' =2Ah+ D
E' =2Ck+E
F' = An® + Ck* + Dh+ Ek + F

No caso em que A e C' sao ambos diferentes de zero, queremos que na equacao
transformada se tenha D' =0 e £’ = 0, logo, fazendo D’ e E’ iguais a zeros obtém-
se os valores h e k que fornecem uma translacao que elimina os termos do primeiro
grau na equacao 2.18, enquanto os coeficientes A e C' sao invariantes por translacao

de eixos, logo a equacao reduz-se a seguinte forma:
Az +Cyi + F' =0

Se C'=0e A # 0 basta fazer D' =0 (E = E’) e obtém-se uma equagao do tipo
A3+ Ey+F =0
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Se A=0e C # 0 basta fazer E' =0 (D = D’) e obtém-se uma equacao do tipo
C'2?+ Dy, +F =0

Transformagao de coordenadas através da rotacao dos eixos

Nesta seccao vamos considerar uma transformacao de coordenadas onde os novos
eixos tém a mesma origem mas diferentes direcoes com respeito aos eixos primitivos.
Neste sentido, os novos eixos podem ser obtidos rodando os eixos primitivos um
angulo com o vértice na origem. A transformacao é chamada rotagao de eixos.
Seja P(x,y) a identificacdo do ponto P no sistema de eixos zy e P(z1,y1) a sua
identificacao no novo sistema de eixo obtido por rotacao, que designaremos por:
x1y;. Vamos nomear alguns pontos do plano para determinarmos a relacao entre as
coordenadas de ambos os sistemas:

Seja N um ponto com coordenadas (x,0) pertencente ao sistema xy. Seja R um
ponto com coordenada (x1,0) pertencente ao sistema de eixos z7y;. Consideremos
os pontos M e @, tal que M é a projecao ortogonal de R sobre o eixo Oz e ) a

projecao ortogonal sobre o segmento PN, tal como se observa na figura 2.27.

oy

Figura 2.27: Rotagao de eixos

Tem-se entao:

x=0M — NM.
y:N_Q—l—@.

Com a ajuda do gréafico podemos verificar as seguintes relagoes:

cosf = oM = OM = z;cosb.
T
sing — MF
T
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Como MR— NQ@, entdo vem:

NQ

sin = — = N = z;sinf.
xy
Como NM — QR, entdo vem:
NM —
sinf = = NM = y;sinf.
Y1
e por sua vez
QP=y; cosf
Portanto,
xr =x1c080 —y;sinf e y = x18in6 + y; cosf
Exemplo :
Transforme o grafico de equacao
ry =1
ou equivalentemente
1
y=-

x
rodando os eixos por um angulo de 45°.

quando 0=45°, usando as formulas em 2.19, temos:

1 Y1

V2 V2 V2 V2

Fazendo a substituicao na equacao dada, temos:

V2 V2

2 2
que se reduz a
zi oyl
——==1:
2 2

— (@1 — 1) (21 + 1) = 1,

(2.19)

Que reconhecemos como a equacao de uma hipérbole de vértices (j:\/§, 0) no eixo

das abiscissas.

Simplificagcao das cénicas por rotacao e translacao

Uma equagao polinomial do 2° grau em x e em y na sua forma mais geral é repre-

sentada por

Ax? + Bay + Cy* + Dx+ Ey + F = 0.
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Nesta equacao pelo menos uma das constantes A, B, ou C' tém que ser diferentes
de zero.

Na secao 2.3.4, apresentamos o procedimento para simplificacao de equacoes do
segundo grau quando B = 0. Se B # 0, a parte essencial da simplificacao consiste
na obtencao de uma equacgao transformada sem o produto dos termos cruzados ;.
Mostraremos como determinar um angulo de rotacao para este proposito.

Comecemos com o seguinte exemplo.

Exemplo :
Determine o angulo, segundo o qual os eixos devem ser rodados para eliminar o
termo zy na equagao

72 — 6V/3xy + 13y% = 16.

Substituindo as coordenadas transformadas por rotacao na expressao dada, teremos:
7(x1 cos 0 — yy sin 0)% — 6v/3[(21 cos @ — yy sin 0) (21 sin 6 + 1y cos 0)]+

13(x1 sin 6 + y; cos 0)? = 16.

(7 cos? 6 — 6+/3sin  cos O + 13sin? 0)z? + [12sin 6 cos § — 6v/3(cos? 6 — sin® 0)] 1y, +

(7sin? 0 + 6v/3sin cos § + 13 cos 0)y?.  (2.20)

Queremos encontrar o valor de 6, entao fazendo o coeficiente do termo x,y; igual a

zero, teremos:
6(2 cos Asinf) — 6v/3(cos?f — sin? ) = 0 = 6sin 20 — 6v/3 cos 20 = 0.

= 65sin20 — 6v/3 cos 20 = 0.
= tan20 = V3 = 20 = 60° < 0 = 30°

Neste caso, # é uma das varias amplitudes possiveis (30° + k(180°). Substituindo 6

na equacao 2.20, a equacao reduz-se a:

2
x
Zlerf:l.

Esta é a equagao reduzida de uma elipse de centro na origem e semi-eixos a = 2 e
b=1.

Teorema 3. Seja uma equagao do sequndo grau do tipo
Az? + Bay+ Cy?* + Dx+ Ey+ F =0

40



Se B # 0, a equacgao pode ser transformada por uma rotagao de eizos e por uma

translacao se for necessdrio numa das sequintes formas:
Azl +C'yi+ F =0.
Azl + E'y; = 0.
C'yi + D'zy = 0.
Se A # C o dngulo de rotagao 0 € obtido por

B

20 = ———
tan 260 -0

e se A=C, entao 0 = 45° e a equacao indicada serd a de uma circunferéncia.

Demonstracao:

Obs: Alguns passos intermédios desta demonstragao, estao explicitados no Projeto
de ensino I desenvolvido por Ezequias Cassela, ([13|, p.39), com o titulo "Estudo
sintético e analitico das curva conicas."

Consideremos a equacao do segundo grau com duas variaveis
Az’ + Bry+Cy* + D+ Ey+ F =0

com A # C. Pode-se eliminar o produto cruzado zy usando o procedimento do

exemplo anterior da seguinte forma:
A(xy cos @—y; sin 0)*+ B[(x1 cos 0—y; sin 0) (x1 sin 0+, cos §)]+C (1 sin 0+, cos 6)?

D(x1cos0 — yy sinf) + E(xysinf + y;cosf) + F =0 &

& (Acos®0 + BeosOsinf + Csin®0)a; + [~2A cosOsinf + B(cos® 0 — sin® 0)+
2C' sin 0 cos 0]y,
+(Asin® 6 — Bsin 6 cos 0+ C cos® 0)y? + (D cos 0 + E sin 0)x, + (E cos § — D sin 0)y, +
F=0 (221)
desta forma tem-se:
Az?+ B'oyy +Cyi + Dz + E'y+ F =0
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onde:

B' = Bcos20 + (A — C)sin 20,

fazendo o coeficiente do produto cruzado xy = 0, B’ sera igual a zero, logo temos:
—A(2cos 0 sin ) + B(cos? @ — sin® §) + C(2sinf cos ) = 0

—Asin20 + Becos20 + Csin20 =0
Asin26 — Csin20 = B cos 260

sin26(A — C') = B cos 20
sin 20 B

cos20 A—C

B T
tan20 = —— 0 < —
an 1-C 0< <2

O angulo 6 é o que define a rotacao necessaria para eliminar o termo xy, substituindo
em 2.21 e calculado pela formula
B 1 B

tan 20 = rc = 0 = §arctan(A — C)

com A # C.

Esta formula determina o angulo de rotacao excepto quando A =C. Se A =C, o

coeficiente de x1y; é B cos26. Este termo desaparece por uma rotacao de 45°.

Identificacao de uma coénica através do binémio discriminante da equacao

geral

Como sabemos representar graficamente as curvas conicas, podemos concluir que a

representacao grafica de uma equacao geral do segundo grau com duas variaveis
Az + Bary+Cy* + Dx+ Ey+ F =0

pode ser determinada quando a equacao é reduzida a uma das formas simplificadas.
A identificacao do tipo de conica pode ser feita a partir dos coeficientes da equacao

geral. Ja vimos que fazendo uma rotacao de eixos obtemos uma equagao equivalente:
Az + Baoyy, +C'y} +D'xy + E'yy + F =0.

com
A" = Acos® 0 + Bcosfsin + C sin® 26,
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B' = Bcos20 — (A — () sin 26,
O’ = Asin?6 + Bsinfcos + C cos® 0.

Se as expressoes A’, B’ e C' sao substituidas em B2 —4A’C’ e procedermos a devida

simplica¢ao, o resultado é
B”? —4A'C' = B* - 4AC.

Esta é a relacao entre coeficientes da equacao original e da equagao transformada
or uma rotacao. Por esta razao, a expressao — é designada por invariante.
tacdo. P t a ao B2—4AC éd d ariante

Para o caso em que B’ = 0, temos:
—4A'C" = B* — 4AC.

Quando B’ = 0, o tipo de conica representada por uma equagao transformada pode

ser determinado pelos sinais de A’ e . Recorde-se a equacao reduzida da elipse

(0= h?  (y=k? _

a? b2 =1

onde A" = — e (" = 5 logo A" e C' tém 0 mesmo sinal. Analogamente conclui-se
a

da equacao reduzida da hipérbole que A’ e C’ tém sinais contrarios, enquanto no

caso da parabola um dos coeficientes é nulo, logo o produto —A'C" = 0.

Portanto para a equagao
Az’ 4+ Bry + Cy* + Dx+ Ey + F = 0.

no caso de uma conica nao degenerada, o grafico é:

e Uma elipse se B2 —4AC <0
e Uma Pardbola se B2 — 4AC =0

e Uma hipérbole se B2 —4AC > 0

2.3.5 Propriedades notaveis das conicas

As conicas possuem intimeras aplicacoes interessantes, todas elas decorrentes de al-
gumas propriedades notaveis a elas inerentes as quais apresentaremos em seguida,
comecando com a propriedade ligada a pardbola, seguindo-se a da elipse e da hipér-
bole. De salientar que quando nos referimos a angulos de incidéncia e reflexao sobre
um ponto de uma curva eles sao por definicao os angulos respetivos de incidéncia e

reflexao sobre a reta tangente & curva nesse ponto.

43



Propriedade notavel da parabola

De realgar que este estudo sera feito com base ao livro de Lima et. al, (|29], p.135).

Definicao 5. Dada uma pardbola e um ponto P pertencente a pardbola, a reta

tangente a pardbola por P € a tinica reta que satisfaz as sequintes condigoes:
e Passa por P;
e Nao interseta a pardbola em mais nenhum ponto;

e Todos os pontos da pardbola com excepcao de P, ficam situados num dos semi-

planos limitados pela reta tangente.

Proposicao 4. Se P for um ponto da pardbola com foco F e diretrizl e () a projecao
ortogonal de P em [, entao a mediatriz do segmento F'Q) € tangente a pardbola em

P.

Demonstracao:

Figura 2.28: Propriedade notavel da parabola

Por definigdo da parabola |F'P| = |PQ)|, logo o triangulo AFPQ é isosceles. Seja N
o ponto médio do segmento FQ e consideremos NP a mediatriz do segmento FQ.
Vamos provar que NP ¢é a reta tangente a parabola por P. Entao consideremos um
ponto M distinto de P pertencente a parabola e seja M’ uma proje¢ao ortogonal de
M sobre a reta [. A reta NP divide o plano em dois semi-planos, um cujo pontos se
encontram mais proximo de F' (foco) do que de @) e outros cujos pontos se encontram

mais proximo de ) do que de F. Dai vem:
IMQ| > |MM'| (2.22)
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IMF| = |MM| (2.23)

logo de 2.22 e 2.23 vem:
|MF| < |MQ),

isto &, M estd mais proximo de F' do que de ). Como M é um ponto arbitrario
sobre a parabola, distinto de P, concluimos que todos os pontos com excepc¢ao de
P, estao no semi-plano limitado pela reta NP cujos pontos estao mais proximo de

F do que de Q. logo a reta NP é a reta tangente a parabola.

Teorema 4. (Propriedade notdvel da pardbola)
Os dangulos de incidéncia na pardbola paralelos ao seu eiro sao iguais ao dngulos de

reflexao para o foco a partir do ponto de incidéncia.

([29], p.141)

Demonstracao: Pela proposicao 4 a reta NP é tangente a parabola por P. Como
o triangulo AFPQ é isosceles, esta reta é também a bissetriz do angulo em P.
Portanto, os angulos FFPN e N P(Q) sao iguais. As retas P(Q) e NP formam entre si
dois angulos verticalmente opostos, sendo um deles o angulo N P(Q), logo o angulo

de incidéncia vai ser igual ao angulo de reflexao FFPN.

Se girarmos uma parébola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma superficie de
revolucao chamada paraboléide de revolugcao. Uma aplicacao da propriedade
notével da parabola observa-se num importante uso destas superficies parabélicas-
as antenas parabolicas. Sao usadas na radio-astronomia, bem como no dia-a-dia
dos aparelhos de televisao, refletindo os débeis sinais provenientes de um satélite
sobre sua superficie, fazendo-os convergir para um tinico ponto, o foco, deste modo

refor¢ando-os consideravelmente.

A

Figura 2.29: Reflexao de sinais na superficie parabolica (Filipe|35], p.4)

Se a antena parabodlica estiver voltada para a posicao estacionaria do satélite, a
grande distancia faz com que os sinais emitidos por este sigam trajetoria pratica-
mente paralelas ao eixo da superficie da antena, logo eles se refletem na superficie e

convergem para o foco, de acordo com o principio que acabdmos de demonstrar.
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Propriedade notavel da elipse

O seguinte estudo seréa feito de acordo com alguns excertos traduzidos informalmente

e adaptados de Alcopyan e Zaslavsky [1].

Definicao 6. Dada uma elipse E e um ponto P € E, a reta tangente a E por P €

a unica reta que tem apenas esse ponto em comum com E.

Teorema 5. Considere-se uma linha [ tangente a uma elipse num ponto P. Entao

0s dngulos que | faz com os segmentos que unem P a cada um dos focos sao iguais.

Demonstracao: Seja X um ponto arbitrario de [ diferente de P. Como X ¢é exte-
rior & elipse tem-se | X Fy| 4+ | X Fy| > |PFi| + |PF;|. Ou seja, de todos os pontos de
[, P é aquele a partir do qual a soma das distancias a cada um dos focos é a menor.
Sabendo que o angulo de incidéncia ¢ igual ao angulo de reflexao, isso significa que

os angulos entre PF| e [ e entre PF}, e [ sao iguais.

Esta propriedade esta na base de algumas aplicagoes, uma delas consiste num dis-
positivo de iluminagao muito utilizado por dentistas, que consiste num espelho com
a forma de uma seccao de um elipsoide de rotacao que contorna apenas um dos
focos, onde é colocada uma lampada como se vé na Figura 2.30. A luz da lampada

é concentrada pelo espelho no outro foco.

Figura 2.30: Elipsoide [35]

Propriedade notavel da hipérbole

A semelhanca da propriedade ligada & elipse, este estudo sera feito de acordo com
[1].

A hipérbole é a conica que se carateriza por possuir dois ramos e dois focos. Ja
a propriedade de reflexao da hipérbole diz que, a reta tangente [ num ponto P da
hipérbole é a bissetriz do angulo formado pelos segmentos PF; e PF,, como mostra

a figura a seguir:
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Figura 2.31: Propriedade notavel da hipérbole

Teorema 6. Se [ ¢ uma tangente a hipérbole num ponto P entao os dngulos que |

faz com cada um dos segmentos PF| e PF,, que unem P aos focos, sao iguais.

Demonstracao: Queremos mostrar que [ bisseta o angulo F}PF,. Suponhamos
com vista a um absurdo que existe uma outra reta [’ que passa por P e por outro
ponto () no mesmo ramo da hipérbole, e que é a bissetriz deste angulo. Nesse caso
consideramos a reflexao F] de Fj por I'. Tem-se |F1Q| = |QF]| e |F1P| = |PF]|.
Isto quer dizer que P, F| e F} sao colineares. Como |FyP|—|PF| = |F2Q| — |QF1,
tem-se |[LF|| = |FoP| — |PF]| = |F,Q| — |QF]|. Isto contraria a desigualdade tri-
angular |F>Q| < |FyF]| + |QF]).

Um exemplo de aplicacao da propriedade notavel da hipérbole é o chamado teles-
copio de reflexao. Esse telescopio é constituido, basicamente, por dois espelhos: um
maior, que é parabolico, e outro menor, que é hiperboélico. Os dois espelhos estao
dispostos de maneira que além dos eixos coincidirem, o foco da parabola coincide

com um dos focos da hipérbole.
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2.4 Geometria Analitica no espaco

Nesta sec¢ao vamos falar da Geometria Analitica no espaco de acordo com Stein-
brusch e Winterle ([43] pp.27-28).

2.4.1 Espaco cartesiano

Analogamente ao plano, fixar um sistema de coordenadas cartesianas em E?, onde
E representa a designacao de eixo (uma reta orientada na qual se fixou um ponto
O, chamado origem) corresponde a fixar um sistema de retas orientadas (I, ls,l3),
mutuamente perpendiculares e com um ponto em comum O, a origem do sistema de
eixos cartesianos. Desta forma, cada ponto P pertencente E° pode ser identificado
com um triplo ordenado (a,b,c) pertencente a R3, escrevemos P = (x,y,2), em
particular O = (0,0, 0).

(0,0.c) .
~ .
~ P=(a,b,e)

(0,8,0]

1

(a,0,0) ~ -
- — — =
/ fa,b,0)

Figura 2.32: Espago cartesiano

Cada ponto P do espago vai corresponder a um triplo ordenado (a, b, ¢) pertencente
a R3, chamado de coordenadas de P e denominadas abcissa, ordenada e cota, res-
petivamente. Para obter a abcissa de P, tracemos por P um plano paralelo ao
plano yz, o ponto de intersecao deste plano com o eixo dos xx tem nesse eixo uma

coordenada a, que é a abcissa de P (ver Figura 2.33).
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R

Figura 2.33: Determinacgao da abcissa

Para obter a ordenada de P, tracemos por P um plano paralelo ao plano zz, o ponto
de intersecao deste plano com o eixo dos yy tem, nesse eixo, uma coordenada b, que
¢ a ordenada de P (ver Figura2.34).

Figura 2.34: Determinagao da ordenada

De forma analoga, ao tracar por P um plano paralelo ao plano xy, fica determinada

a coordenada ¢, que é a cota de P, (ver Figura 2.35 ).
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Figura 2.35: Determinagdo da cota

Tracando os trés planos pelo ponto P, fica determinado um paralelepipedo retangulo

como o da Figura (2.35)

Distancia entre dois pontos no espaco

Consideremos um paralelepipedo retangular (como na Figura 2.36). Sejam os pontos
Py = (z1,y1,21) e Py = (29,12, 29) vértices opostos do mesmo, tal que as faces
desse paralelepipedo sejam paralelas aos planos coordenados. Se A = (x2,y1,21) €

B = (x9, 92, 1) sao vértices da caixa indicados na figura, entao

|PLA| = |vg — 21| [AB| = |yo — 1| |[BP| = |22 — 21

Figura 2.36: Distancia entre dois pontos no espago (Stewart[44] p.795)

Como os triangulos PyBP, e P{AB sao retangulos, o Teorema de Pitagoras fornece

|P\Py| = \/|P\B|? + | BP,|?

|PLB| = v/|PLA]? + |ABJ?
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Combinadas as duas equagoes, obtemos

|PLP3| = \/|PLA]? + |AB[? + | BP,|?

Substituindo os valores de |PyA|, |AB| e |BP;|, temos

|PPy| = \/(iU2 —21)2+ (Y2 —y1)? + (22 — 21)?

Portanto a formula da distancia entre P; e P, em trés dimensoes é dada por

PPy = /(2 = 21)? + (32 — 1)? + (22 — 21)?

(Stewart[44] p.795).
2.4.2 Equagoes da reta no espaco

No estudo desenvolvido no Projeto de Ensino I relacionado com as equacoes da reta
no plano, viu-se que uma reta no plano zy é determinada quando um ponto e uma
dire¢ao (inclinagao ou coeficiente angular da reta) sao dados. "A equagao da reta
pode ser escrita utilizando-se a forma ponto-inclinagao" (Stewart[44|, p.756).

Da mesma maneira, uma reta [ no espaco tridimensional é determinada quando
conhecemos um ponto Py(zo, Yo, 2z0) em [ e a direcao de [. Em trés dimensoes a
direcao de uma reta é descrita por um vetor. Seja 7 um vetor paralelo a [, seja
P(z,y,z) um ponto arbitrario em [ e seja 76 e T os vetores posicao de Py e P (ou
seja, eles tém representantes O—>PO e (ﬁ ). Se @ é o vetor com representante ﬁ,

como na Figura (2.37).

Pl'i:(xﬂ- ¥o:20)

Figura 2.37: Retas no espago (a) adaptada de (Stewart[44] p.822)

Pela regra do triangulo para a soma de vetores temos:

—

7 :r_0>+7

Mas, como d e 7 sao vetores paralelos, existe um escalar ¢, tal que 7:t7. Assim
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TtV

que é a equacao vetorial de [. Cada valor do parametro ¢ fornece um vetor posicao
7 de um ponto de [. Em outras palavras, a medida que t varia, a reta é tracada

pela ponta do vetor. Como a Figura (2.38) indica.

t<0

Figura 2.38: Reta no espago (b) adaptada de (Stewart[44], p.822)

Valores positivos de [ correspondem a pontos de [ pertencentes a um lado em relacao
a Py, ao passo que valores negativos de t referem-se a pontos pertencentes ao outro
lado de F.

Se o vetor 7 que fornece a direcao da reta [ é escrito sob a forma de componentes,
7:<a,b, ¢), temos que tV:(ta,tb, tc). Podemos também escrever ?z(a:,y,z} e

r_()>:<m0, Yo, 20), € assim a equagao vetorial de [ se torna em:

(z,y,2) = (xo + ta,yo + tb, zo + tc)

Dois vetores iguais tém componentes correspondentes iguais. Assim, temos trés

equagoes:

xr=x9+at y=vyo+bt z=z+ct (2.24)

Onde t pertence a R. Essas equacoes sao chamadas equagoes paramétricas da
reta [, que passa pelo ponto Py(xo, 4o, 20) € € paralela ao vetor 7*(@, b,c). Cada
valor do parametro ¢ fornece um ponto (x,y, z) em [.

Em geral se o vetor 7:((1, b,c) é usado para descrever a dire¢ao da reta [, como
qualquer vetor paralelo a 7 pode ser usado, quaisquer trés niimeros proporcionais
a a,b e ¢ podem ser usados como componentes do vetor diretor de [.

Outra maneira de descrever uma reta [ é estabelecer uma relacao entre as variaveis

x, y e z das equagoes (2.24). Se nenhum dos ntumeros a,b e ¢ for nulo, podemos
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isolar t em cada uma das equagoes e igualar os resultados, obtendo:

L—To Y—Y _ 22— %20
a b c

Essas equacoes sao chamadas equacoes simétricas da reta [. Mesmo que umas das
componentes desse vetor seja nula, podemos estabelecer a relacao entre as variaveis.

Por exemplo, se a = 0, podemos escrever as equacoes de [ como:

Z/—ZUOZZ—ZO
b c

Isso indica que a reta [, pertence ao plano vertical x = x.

r = Xy

2.4.3 Equagao geral do plano

Apresentamos este topico de acordo com (Steinbrusch e Winterle[43] pp.143-145).

Seja A = (z1,y1,21) um ponto pertencente a um plano 6 e W= (a,b,cy, n # 0
um vetor normal (ortogonal) ao plano. O plano # pode ser definido como sendo o
conjunto de todos os pontos P = (x,y, z) do espago tais que o vetor /@ é ortogonal

ao vetor 77 (Figura 2.39). O ponto P pertence a 6 se, e somente se:

AP =0 (2.25)

/7

Figura 2.39: Plano 6 com seu vetor ortogonal

Tendo em vista que: Wf(a, b,c)e ﬁ*(x — 1,y —y1,2— 21), a equagao (2.25) fica:

(Cl,b, C)(':E —ILY — Y,z — Zl) =0
alx —x1)+b(y—w) +e(z—21)=0

Ou ainda:

ar +by+cz—axy —by; —czy =0
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Fazendo:

—ary —byy —czy =d

vem:

ar+by+cz+d=0

Esta é a equagao geral ou cartesiana do plano 6.

Observacoes:

e Da forma com que definimos o plano 6, vimos que ele fica perfeitamente iden-
tificado por um dos seus pontos A e por um vetor normal W= (a,b,c) a0,
com a,b,c, nao simultaneamente nulos. Qualquer vetor k’ﬁ, k # 0, é também

normal ao plano.

e Sendo 7 um vetor ortogonal ao plano 6, ele serd ortogonal a qualquer vetor
representado nesse plano. Em particular, se 71 e 72 sao vetores nao colineares,

e paralelos ao plano, em virtude de T ser ortogonal, ao mesmo tempo, a 71 e
V,, (Figura 2.40 ), tem-se

Figura 2.40: Plano 6 com seu vetor ortogonal B

e Os trés coeficientes a,b,c da equacao geral de um plano

ar +by+cz+d=0

representam as componentes de um vetor normal ao plano. Por exemplo, se

um plano 0 é dado por:

0:3x4+2y—42+5=0

um de seus vetores normais é:

W= (3,2, —4)
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Este mesmo vetor 77 é também normal a qualquer plano paralelo a 6. Assim,

todos os planos paralelos a 6 tém equagao geral do tipo:
ar+by+cz+d=0

na qual d é o elemento que diferencia um plano do outro. O valor de d estéa

identificado quando se conhece um ponto do plano.

2.5 Parametrizacoes de curvas

Nesta secgao vamos falar sobre parametrizacao de curvas. Este estudo é feito para
preparar o topico 1.4.4 dos contetdos a lecionar na dsiciplina de Geometria Analitica
IT segundo o Programa ([40], p.4), e é desenvolvido tendo em conta a necessidade
do investigador no que diz respeito extracao de ideias matematicas escondidas em
artefactos culturais do contexto do aluno.

Stewart ([44], p.647) ao introduzir este tema explica que quando uma particula
move-se ao longo de uma curva C, nem sempre é possivel descrever C' por uma
equacao do tipo y = f(z) porque C' falha no teste da reta vertical, ou seja, nao pode
representar a curva do grafico de uma funcao de uma variavel. Mas as coordenadas
x e y da particula podem ser interpretadas como funcoes de um mesmo parametro
(em muitos contextos com o significado da variavel tempo). Assim podemos escrever
convenientemente x = f(t) e y = g(t). Esse par de equagbes é, muitas vezes, uma

maneira de descrever uma curva e motiva a seguinte definicao.

Definigao 7. Seja (z,y) um ponto pertencente a uma curva C do plano R%. Chamam-

se Fquacoes Paramétricas da curva C as equagoes:

que definem ambas as coordenadas x e y como funcgoes continuas de uma terceira

varidvel t, a que se chama pardmetro.

Cada valor de ¢ determina um ponto (z,y), que podemos representar num plano
coordenado. Quando t varia, o ponto (z,y) = [f(t),g(t)] varia e traga a curva C,
que chamamos curva paramétrica.

Em muitas aplicacoes das curvas paramétricas, t representa o tempo e, portanto,
podemos interpretar (z,y) = [f(t), g(t)] como a posi¢ao de uma particula no instante
t.
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Exemplo 1: Esbocar e identificar a curva definida pelas equacoes paramétricas
r=1"—-2t y=t+1

Cada valor de t fornece um ponto na curva, como mostra a tabela abaixo.

[t Ix [y |
—2 [8 [ -1
-1 (3 |0
0o [0 |1
1 | -1 |2
2 [0 |3
3 |3 |4
4 |8 |5

Tabela 2.1: Variacao dos valores de ¢

Por exemplo, t = 0, entao z = 0, y = 1 e assim o ponto correspondente é (0, 1).
Na figura (2.41) representamos os pontos (x,y) determinados por diversos valores
do parametro. Se determinarmos uma relagdo comum entre as duas coordenadas

destes pontos, podemos tracar a curva que os une.

Figura 2.41: Parabola parametrizada (a)([44], p.647)

Uma particula cuja posicao ¢ dada por equagoes paramétricas desloca-se ao longo
da curva na direcao das setas quando ¢ aumenta.

Observamos que na Figura (2.41), esta representada uma linha da parabola. Essa
representacao pode ser confirmada determinando uma relacao entre as coordenadas
x e y a partir de uma redefinicao do parametro ¢. Obtemos t = y — 1 a partir da

segunda equacao e substituimos na primeira equacgao. Assim:
r=1"-2t=(y—1-20y—-1)=9*—4y+3

logo, a curva representada pelas equacoes paramétricas dadas é a parabola de equa-

¢ao
v=y*—4y+3

Nenhuma restricao foi colocada no parametro ¢t no Exemplo 1; assim, assumimos
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que t poderia ser qualquer valor real. No entanto, algumas vezes restringimos ¢ para

ficar em um intervalo finito. Por exemplo, a curva paramétrica

r=1>-2, y=t+1, 0<t<4

e85

0.1)

Figura 2.42: Parabola parametrizada (b) ([44], p.648)

mostrada na figura (2.42) é parte da parabola no Exemplo 1 que comega no ponto
(0,1) e termina no ponto (8,5). A seta indica a dire¢do na qual a curva é tracada
quando t aumenta de 0 a 4.

Em geral, a curva com equagoes paramétricas

I
-
—~

~
N—
<

I
Q
~

~
N—
S

A

~

A

<

T

tem ponto inicial (f(a),g(a)) e ponto final (f(b), g(b)).

Exemplo 2: Que curva é representada pelas equacoes paramétricas x = cost,
y=sint, 0<t <277

Se representarmos alguns pontos, parece que a curva é uma circunferéncia. Podemos
confirmar estabelecendo uma equagao algébrica que resulta da formula fundamental

da trigonometria. Note que

2?4+ y* = cos’t +sin*t =1

(cost, sint)

Figura 2.43: Circunferéncia parametrizada (a)
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Entdo o ponto (z,y) move-se na circunferéncia unitaria 2> +y? = 1. Note que, neste
exemplo, o parametro ¢ pode ser interpretado como o dngulo (em radianos) mostrado
na Figura (2.43). Quando ¢ aumenta de 0 & 27, o ponto (z,y) = (cost,sint) percorre

a circunferéncia uma vez no sentido anti-horario partindo do ponto (1,0).

Exemplo 3:

Esbocar a curva com equacdes paramétricas x = sint, y = sin®¢.

Observe que y = (sint)? = 2% e dessa forma o ponto (x,y) se move na parabola
Yy = 22. Mas note também que, como —1 < sint < 1, temos —1 < z < 1, assim as

equacoes paramétricas representam apenas a parte da parabola onde
-1 <z<1

Como sint & periddica, o ponto (z,y) = (sint,sin®¢) se move para frente e para tras

infinitamente ao longo da parabola de (—1,1) até (1, 1), conforme a figura abaixo.

Figura 2.44: Parabola parametrizada (c)

Os exemplos anteriores foram tirados de Stewart ([44| pp.647-648), enquanto os que
se seguem sao fruto de recolhas diversas do investigador e resolvidos com base ao
estudo feito no livro de Apostol ([3], pp.607-609).

Podemos agora estabelecer uma relacao com a seccao anterior destinada ao estudo
das curvas conicas (2.3), determinando as equagdes paramétricas para cada uma das

seguintes curvas conicas de equacao:

12?4+ y? =12
2y
1
3. y=—a?
J 4ax

o8



2 2
@y
a? b2

1. No primeiro caso, vamos obter a equacao paramétrica para a circunferéncia.

Suponha que desejamos associar z e y com o angulo .

o

Ve----

Y L

Figura 2.45: Circunferéncia parametrizada (d)

No triangulo AOPX, ilustrado na Figura (2.45), é possivel verificar que o cateto

oposto mede y, o adjacente mede = e a hipotenusa mede r. Dai vem:

T
cost = — <& x =rcost
T

sint = Y &y =rsint
r

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes pa-

ramétricas da circunferéncia dadas por:

T =rcost

y=rsint

2. No segundo caso, vamos obter a equacao paramétrica da elipse. Suponha que

desejamos associar z e y com o angulo t.

(0,b)
e

Figura 2.46: Elipse parametrizada

Vamos considerar uma elipse com eixo maior 2a e eixo menor 2b. Consideremos

também duas circunferéncias concéntricas de raio a e b. No triangulo AOPX,
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ilustrado na Figura (2.46), é possivel observar que o cateto adjacente mede z e a

hipotenusa mede a, pois é o raio da circunferéncia maior. Dai vem:

T
cost = — & = acost
a

por outro lado, observando o tridngulo retangulo inscrito na circunferéncia de raio

b, é possivel verificar que o cateto oposto mede y e a hipotenusa mede b. Dai vem:
o,y .
sint = 3 &y = bsint

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equacoes pa-

ramétricas da elipse dadas por:

coma>0eb>0
T = acost

y = bsint
Obs: Estas equagoes se relacionam com as da circunferéncia pois basta fazer a = b.

3. No terceiro caso, vamos determinar novas equacoes paramétricas da parabola de

equagao cartesiana y = 4—:1:2. Suponha que desejamos associar x e y ao angulo t.
a

/
\ :

Figura 2.47: Parabola parametrizada (b)

Do triangulo retangulo AOPX, vem: tant = g, como y = 4—x2 (1), temos:
x

1o
tant:4a &
T
51
tant = —1°— &
a T
tant = — &
4a
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r = 4atant

Substituindo o valor de x em (1), temos:

1
= —(4atant)?
Yy 4a(aan)

1
= —(16a% tan’t) <
y = (1602 tar* 1

y = 4datan®t

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes pa-

ramétricas da parabola dadas por:
r = 4atant
y = 4atan®t

4. No quarto caso, vamos obter a equacao paramétrica para a hipérbole de equagao

cartesiana

2 2
@
a? b2

Suponha que desejamos associar x e y com o angulo .

s <

Figura 2.48: Hipérbole parametrizada

Na Figura (2.48) temos duas circunferéncias concéntricas de raio a e b e uma hi-
pérbole de eixo transverso igual a 2a e eixo conjugado igual a 2b. Visualizando o
triangulo retangulo AOM X é possivel identificar a hipotenusa medindo z e o cateto

adjacente medindo a.

a
S =asect

a
cost=— & =
x cost
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No triangulo retangulo AONQ, o cateto adjacente mede b e o cateto oposto mede
y. Dai vem:
tant = % &y =btant

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes pa-

ramétricas da hipérbole dadas por:

r =asect
y =btant

coma>0ebdb>0

Consideremos agora a parametrizacao de curvas no espaco, cuja definicao abaixo se

apresenta:

Definigao 8. Seja (x,y,z) um ponto pertencente a uma curva C do espago R3.

Chamam-se Equacoes Paramétricas da curva C as equagoes:

r=f) y=gt) ==ht) (2.26)

que definem as coordenadas x, y e z como funcoes continuas de uma quarta varidvel

t, a que chamamos de parimetro.

Seguem-se dois exemplos. Um segmento de reta no espago e uma curva no espago

(incluidos numa aula em anexo).

Exemplo 1: segmento de reta no espago

Determine a equacao vetorial e as equacoes paramétricas para o segmento de reta
ligando o ponto P = (1,3, —2) ao ponto @ = (2, -1, 3).

Para obtermos uma equacao vetorial do segmento de reta que passa pelos pontos
P =(1,3,-2) e Q = (2,—1,3), vamos inicialmente determinar o vetor deste seg-

mento.

v=0Q—P=(2,-1,3)—(1,3,-2) = (1, —4,5)

Seja C' = (z,vy, z) o conjunto de todos os pontos no espago, nos quais

temos:

PC=tve C—P=t(1,-4,5) <
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(x — 1,y —3,2+2) = (t,—4t,5t) &

r=t+1y=3—4t z=—-2+45t

O intervalo de variacao do parametro t é definido a partir de uma das equacoes, por
exemplo x =t + 1, temos:

paraxr=1,t=0eparax=2,t=1. LogotvariadeOal,istoé 0<t<1.
Como r(t)=( f(t),q(t),h(t) ), a funcdo vetorial é dada por:
r(t)=(1+1t3—4t,—2+5t ) com 0 <t < 1. E as equagdes paramétricas sdo:

r=t+1, y=3—-4t, 2=-2+5t 0<t<1

Graficamente temos:

2, —1,3)
-\
.-'"'f N, ---_“'-_
~ AY -
xa ", ¥
P(1,3,—2)%

Figura 2.49: Segmento de reta (Stewart[44], p.850)

Exemplo 2: curva no cone
Mostre que a curva com equagoes paramétricas x = tcost, y = tsint, z = t, esta
em 22 = 2% + y2.
Vamos substituir os valores das variaveis x, y e z, na equacgao dada.
2 =t cos’t + t*sin’ t & 2% = t*(cos’ t + sin’t)

como 2 = {, temos

Logo a curva com equacoes paramétricas dada estd em 22 = 22 + y2. Conforme a

figura abaixo.
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Figura 2.50: Curva no cone

A sequéncia dos assuntos abordados no estudo anterior foi escolhida tendo em conta
a sua importancia para a compreensao de alguns topicos do Programa de Geometria
Analitica [40]|. Foram estes os contetidos escolhidos para a planificagdo de algumas
aulas (em anexo).

Obs: o estudo das curvas conicas desenvolvido na seccao 2.3 comecou com a sua
definicao como curvas de intersecao de duas superficies no espago - um plano e uma
superficie conica. O estudo de curvas e superficies no espago a desenvolver no ambito
da disciplina de Geometria Analitica IT, na Escola Superior Pedagogica do Bié podera
ser motivado e enriquecido com exemplos culturalmente contextualizados, como o
da constru¢ao de um Onjango (3.2) e o da decoracao de lengos (3.3), sugeridos no

3

préoximo capitulo.
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Capitulo 3

Problemas matematicos motivados pelo contexto

(...)"As praticas matematicas do contexto local, quando ensinadas,
podem incentivar o gosto pela aprendizagem da Matematica e a retencao

de conceitos basicos sem ambiguidade" (Dias[17], p.367).

Em concordancia com o anteriormente descrito, identificam-se nas praticas culturais
inerentes ao povo do Cuito, algumas atividades que "escondem'"conhecimentos geo-
métricos. Por exemplo, na construcao de casas de pau-a-pic, Onjango, nos desenhos
dos lencos usados pelas mulheres angolanas, na medicao e delimitacao de terrenos.
Estas observacoes despertam no autor deste trabalho a motivacao de extrair ideias
geométricas no proceder diario deste povo, para servir de auxilio no processo de
ensino-aprendizagem da Geometria Analitica dos alunos do primeiro ano do curso
de Matematica da Escola Superior Pedagogica do Bié. O exemplo que se segue é um
exercicio elaborado a partir da observacao no terreno de determinados conhecimen-
tos geométricos "congelados'"nas varias atividades praticadas pelo povo do centro
administrativo do Njimba Silili.

Exemplo:

Para fazer um canteiro de tomateiros, um agricultor do Njimba Silili tracou uma
elipse tangenciando, nos respetivos pontos médios, os quatro lados de um terreno
retangular de 4m por 3,2m. Para isso, usou uma corda esticada presa em duas
estacas por suas extremidades M e N, como mostra a figura. Qual a distancia entre
os pontos M e N?

3,.2m

Figura 3.1: Canteiro eliptico (a)

Se a elipse tracada pelo agricultor tangencia o terreno retangular que tem como
comprimento 4m, entao o comprimento do eixo maior desta elipse é 4m. Sabendo

que a é a metade do eixo maior, entao:

a=—=2m
2
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De modo analogo, b ¢ o comprimento do eixo menor, entao:

2
bZ?”Tmzmm

Se M e N representam os focos da elipse tracada pelo agricultor, entao:
d(M,N) = 2¢c

Entao para acharmos a distancia de d(M, N), precisamos do valor de ¢, para tal

vamos analisar a figura a baixo:

3.2m

Figura 3.2: Canteiro eliptico (b)

Como o triangulo formado é retangulo, entao pelo teorema de Pitdgoras temos:
a® = b+

2 =16+«
A=4-256<
2 _
F=144 <
c=1,2

logo
d(M,N)=21,2 <

d(M,N) =24 &

Resposta: A distancia entre os pontos M e N é de 2.4m.

O encontro com um agricultor na aldeia de Njimba Silili, que partilhou a sua técnica
de contorno do canteiro ilustrada nas fotografias, foi o primeiro exemplo de possivel
matematizacao de uma atividade tradicional que o investigador teve oportunidade
de observar durante a experiéncia no terreno. Nas proximas duas seccoes sao ex-

plicadas com algum detalhe mais duas atividades observadas e analisadas durante
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esta mesma experiéncia, que incluem nao s6 a transcricao de partes de uma con-
versa informal com habitantes e artesaos locais, como também o possivel processo de
matematizagao dessas atividades. "O olhar mateméatico" desenvolvido em estudos
recentes despertou o interesse do investigador nos processos de criacao de cestos e
de construcao de um Onjango. Por exemplo, o Problema Isoperimétrico tinha sido
abordado na disciplina do Mestrado dedicada a Matematica Arte e Natureza, pelo
que o investigador decidiu aproveitar esse conhecimento para a interpretacao mate-
matica da forma do Onjango. E quanto ao estudo de superficies, menos presente
por nao ter sido alvo de trabalho recente, o autor deixou apenas a possibilidade
como sugestao na interpretacao matematica do teto do Onjango. No que diz res-
peito a ultima seccao, procurou-se averiguar sobre a possiblidade de usar este mesmo
tipo de motivacao e construcao de significados na aprendizagem de novos contetidos

cientificos. Foi por isso um estudo posterior & experiéncia no terreno.

3.1 Sobre a a Geometria "congelada"na cestaria produzida

no Cuito

A Matematica esta presente na vida do homem desde os primoérdios das civilizagoes
humanas, desempenhando um papel preponderante na satisfacao das suas necessida-
des praticas e estando presente nas mais altas esferas do trabalho e do pensamento
cientifico.

Ao longo do tempo cada grupo étnico foi abragando determinadas artes com o pro-
posito de se tornar independente do que a Natureza oferecia, usando técnicas que
subentendiam determinado pensamento geométrico, sobretudo na producao de al-
guns artefactos culturais.

Esta perspetiva despertou a atencao do matematico e investigador Paulus Gerdes, de
origem holandesa, mas vivendo e trabalhando em Mocambique ao longo de mais de
3 décadas, que desenvolveu uma linha de investigacao baseada no "descongelar"do
pensamento geométrico usado para a producao destes artefactos. "A intencao era a
de que o investigador incialmente aprendesse as técnicas de fabricacao sobreviventes
(por exemplo, as técnicas de entrelagamento, de produtos de trabalhos tradicional
como esteiras, cestos, balaios, entre outros) e, em cada fase do processo de fabrica-
¢ao, se questionasse sobre os aspetos de natureza geométrica que desempenham um
papel importante para se chegar a fase seguinte, permitindo assim a descoberta do
pensamento geométrico escondido"(Gerdes|22|).

Seguindo o exemplo da linha de investigagao de Gerdes, o autor desta investigacao foi
conduzido a fazer um estudo sobre a geometria escondida na producao de artefactos
ligados a cultura do povo do Cuito, partindo desde o simples pensar do construtor

até ao objetivo sob o ponto de vista funcional ou estético do objeto produzido, tal
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como se verifica nos estudos abaixo apresentados.

De realgar que a ideia da utilizacao destes artefactos no processo de ensino-aprendizagem,
estd pautada no pensamento de Rosa e Orey [42], ao afirmarem que os artefactos
culturais sao instrumentos pedagogicos que podem ser utilizados para facilitar o

entendimento e a compreensao no ensino de determinados contetudos.

3.1.1 A diferenca entre a elipse e circunferéncia ilustrada na producao de cestos

Comecemos por observar as fotografias abaixo apresentadas que retratam imagens

das bases de dois cestos diferentes feitos por um artesao.

Figura 3.3: Cestos com bases diferentes (a)

Sobre a ideia original que motivou o artesao a construir os dois cestos, colocaram-se
as seguintes questoes durante a entrevista a baixo descrita onde I é o investigador e

o A é o artesao :
e I: Qual ¢ a diferenca entre a primeira e segunda base?

e A: Uma é circular e a outra é oval

I: Porqué que escolheu estas formas?

e A: A forma circular tem sido a que mais aparece, entao para fazer a diferenca

decidi fazer também cestos de forma oval

I: Como fizeste para definir as duas bases?

e A: A base circular comecgo pelo meio fazendo um entrelagado redondo (ideia
do centro) e depois com um tipo de capim que tiro na minha aldeia no més de
Outubro, depois de seco entrelago com linhas de vérias cores e envolvo o meio
véarias vezes até atingir a medida que eu quero. A base de forma oval comeco
por tirar o capim e entrelaco até ficar direito como um pedacgo pequeno de pau
(ideia de segmento de reta) e depois vou envolvendo com outro entrelagado

fazendo vérias voltas até atingir a medida que eu quero.
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3.1.2 Interpretacao matematica

Seguindo a linha técnica do artesao, marquemos na primeira imagem um ponto C'
onde ele comecga por definir a base. Marquemos também M e N pontos definidos
pelo pedago de pau que intuitivamente representa um segmento de reta na segunda

imagem.

Figura 3.4: Cestos com bases diferentes (b)

O ponto C' esta definido de forma que quaisquer pontos que possamos imaginar em
cada entrelagado envolvente terao sempre iguais distancia com respeito a C, com
isto podemos dizer que a primeira imagem tem a forma de uma circunferéncia com
centro em C'. Se considerarmos o cesto do lado direito, vamos ter um segmento de
reta M N e o artesio a medida que vai envolvendo este segmento com a forma que
ele chama de oval, parece ir descrevendo uma trajetéria de pontos cuja soma das
distancia entre o ponto M e o ponto N serd uma constante. Se assim for, podemos
dizer que os varios contornos observados na segunda figura tém a forma de uma
elipse com focos em M e N.

Da técnica do artesao, podemos interpretar a diferenca entre a circunferéncia e a

elipse, para tal comecemos por analisar a segunda imagem.

Figura 3.5: Cestos com base eliptica
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Observa-se que as voltas que o artesdo vai dando ao segmento de reta M N, vao
partindo da forma mais achatada para a menos achatada. A medida que a curva vai
se tornando cada vez menos achatada vai sendo maior a diferenca de comprimentos
entre os segmentos Fy Fy (onde Fy = M e Fy, = N sio os focos da elipse) e A; Ay (eixo
maior da elipse). Se o artesdo continuar vai obter uma uma curva cada vez mais
proxima da circunferéncia. Matematicamente existe um ntmero compreendido ente
0 e 1 que traduz estas transformacgoes na elipse que é a chamada excentricidade

de elipse (razdo entre a semi-distancia focal e o semi-eixo maior).

e = —
a

Portanto a circunferéncia pode ser considerada como a elipse de excentricidade nula

conforme a figura seguinte.

elipse we— circunferéncia

AW
NG )

R

\
‘.

Quande F=—=0
c—==0
ac—>b
e=—0

Figura 3.6: Elipse de excentricidade nula

3.1.3 Técnica do artesao para o célculo da area da circunferéncia a partir da pri-

meira imagem

Vamos estudar a area da circunferéncia a partir do procedimento usado pelo artesao,
ao fazer um cesto de base circular. Inicialmente o artesao comeca por definir um
ponto, por estes faz passar determinados juncos (canigos) retos, cujo ponto definido

¢ o da intersecao entre eles, no objeto da figura abaixo representada se usam 12

juncos retos.

Figura 3.7: Primeiro passo na constru¢ao da base do cesto

Na sequéncia delimita a regiao com uma linha circular, o que aparentam definir 12
setores circulares, delimitados pelo posicionamento dos 12 juncos retos relativamente

a essa linha.
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Figura 3.8: Segundo passo da base do cesto

Seguidamente o artesao vai colocando sucessivamente cani¢os por formas a tornar
setores circulares cada vez mais proximos do ponto onde se cruzam os 12 juncos
retos e a0 mesmo tempo vai entrelacando de forma gradual os cani¢os contornando

a curva inicialmente definida, até se formar a base.

Figura 3.9: Terceiro passo da base do cesto

Interpretacao matematica para o calculo da area da circunferéncia

Conhecendo o perimetro de uma circunferéncia, é possivel demonstrar a partir da

técnica do artesao que a area da circunferéncia é:
A.=7R* (3.1)

Comecemos por pensar da seguinte forma:
e Apoiando-se nos triangulos formados com ajuda dos canicos dentro da circun-
feréncia, uma forma de estimar a sua area é somar as areas dos n triangulos
formados (no objeto fotografado n=12), como mostra a figura abaixo (poligono

de n lados inscrito numa circunferéncia):

Figura 3.10: Poligono de n lados inscrito numa circunferéncia
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Conhecendo a altura h e a base de cada triangulo formado pelos canigos, uma

forma de obter a area de cada triangulo é a utilizacao da seguinte formula:

bh

Vamos supor que todos os triangulos formados sao iguais, entao a area da

circunferéncia seréa igual a soma das areas dos triangulos formados:

bh  bh  bh bh
A =—+ —4+ —4+ ... +— .
c 2+2+2+ +2 (3.3)
Tomand %*@—l—%—i—%—l— —|—@ m:
omando n— — 5 5 5 2,ve.
bh

Se o artesao diminuir cada vez mais o tamanho (angulo do setor circular,
ou seja, a amplitude do angulo com vértice no centro do poligono
inscrito, que coincide com o centro da circunferéncia circunscrita)
de cada triangulo formado, veremos que a base de cada triangulo estara mais
proxima, da linha de circunferéncia e assim, a altura de cada um dos triangulos

estard cada vez mais proxima do raio da circunferéncia.

Reduzindo a amplitude dos angulos de forma infinitesimal, ou seja, conside-
rando amplitudes cada vez mais proximas de zero, teremos infinitos triangulos,
portanto, fazendo n tendendo ao infinito a base b serad infinitamente pequena,

entao a area da circunferéncia sera:
. bh
Ac = hm(n;)

Dali sai:

A, = lim(nb)g

Tendo em conta que nb=b+ b+ b+ .... + b, quando a base b for infinitamente
pequena, dando a volta para toda linha da circunferéncia, no final nb sera igual

ao perimetro da circunferéncia.

lim(nb) = 27R

Substituindo temos:



h
A, = 27RY
D

Sabendo que quanto mais pequena for a base do triangulo, a altura do mesmo

tenderd para o raio da circunferéncia, isto é:

h— R
Entao vem: R
A.=27R—
S
Simplificando, temos:
A, = TR?

Assim fica demonstrado o procedimento para a obtencao da area da circunferéncia

tendo como base a técnica do artesao.

3.1.4 Calculo da area da elipse a partir do cesto da segunda imagem

A imagem 3.5 estudada anteriormente possui a forma de uma elipse com focos em
M e N.

Nos estudos feitos anteriormente, ficou demonstrado o procedimento para a obtencao
da equacao reduzida da elipse a partir da sua interpretacao grafica, o que permitiu

chegar ao resultado que se segue.

2 2
x Y
P + i 1 (3.5)
Neste caso, para além do calculo da area da elipse por meio do integral definido, po-
demos reproduzir aqui um estudo desenvolvido por Kariton Pereira Lula ([30], p.47),
em sua dissertacao de mestrado intitulada "Aplicacoes do principio de Cavalieri ao

calculo de volumes e areas":

e Consideremos uma elipse de semi-eixos a e b, com a > b. Po-
demos escolher eixos cartesianos de modo que a equacao cartesiana

da elipse seja dada por

2 2
x y:
? + ﬁ =1.
Utilizando a versao bidimensional do principio de cavalieri que
diz: (...)"Se duas por¢des planas sao tais que toda reta secante a elas

e paralela a uma reta dada determina nas duas porgoes segmentos

73



74

de reta cuja razao € constante, entao a razao entre as dreas dessas
por¢oes € a mesma constante”(Lula[30] p. 22), vamos comparar

esta elipse com uma circunferéncia de equacgao cartesiana

22 +y2 — g2
'y
--‘a
™ -
Pty S
,
P b b
' 1
Ve Yi \
' >
-a P a
\‘r‘\t‘j ”
A ; !
..\EF’. b ’
———— ’
Pdl ‘h. -’
—dl

Figura 3.11: Elipse inscrita na circunferéncia, ([30] p. 46)

Tendo em conta o principio de Cavalieri, tracemos retas paralelas
ao eixo Oy. A reta z = t, para cada t fixo em (—a,a), interseta a
circunferéncia em P, e Pj e interseta a elipse em P, e P|. Para ob-
termos Py P| e PP, observamos que Pj e P| e P, e P sao simétricos

em relacao a reta y = 0, logo Py P = 2y, e PoPy = 2ys.

Como P, pertence a elipse, temos para cada ¢ pertencente a (—a, a),

t? y% 2 2 t?

como P, pertence a circunferéncia, temos:

P +ys =a’=ys =a’—t

Assim, o quociente entre yi e y35 é

2 t°
i g v
y2 a2 _ 2 a2
Onde obtemos
yo_b
Y2 a

Logo, para qualquer —a < t < a, temos



PP o

P2P2/ AT

b
Ca
Pelo principio de Cavalieri, a razao entre as areas obedece a mesma
proporcao logo,

A A b

—E:>—EQ:—:>AE:7rab

Ac Ta a
Onde Ag e Ac indicam as areas da elipse e da circunferéncia, res-
petivamente ([30], p.48).

3.2 A Geometria "congelada''na construgcao de um Onjango

Numa entrevista com um anciao da aldeia de "Njimba silili", onde cresceram trés
alunos da Escola Superior Pedagogica do Bié do curso de Matemética, fomos infor-
mados sobre a estrutura que constitui um dos lugares de alto valor cultural daquela
regiao, sendo o lugar definido pelas autoridades tradicionais da aldeia como o espago
digno para a transmissao de valores culturais da velha para a nova geracao. Este
lugar tem o nome de "Onjango" em lingua nacional Umbundo.

A entrevista abaixo descrita apresenta as seguintes notagoes: (I) entrevistador, (A)
ansiao.

- I: Como é construido o Onjango?

- A: O Onjango é feito da seguinte forma:

e Amarrar em duas extremidade de uma corda duas estacas e fixar uma no chao

por formas a esticar a corda até no limite;

Figura 3.12: Estacas amarradas nas extremidades de uma corda

e Depois de esticada girar envolta da estaca fixada no chao (definir o centro,

uma variagao da construgao com um compasso);
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Figura 3.13: Girar a estaca

e Medir a distancia entre a estaca do centro até a linha da curva para se ter
a certeza de que qualquer "ekoso"(tronco cortado de uma arvore estreita)
colocado na linha da curva terd a mesma distancia com respeito a estaca do
meio (conceito da circunferéncia como lugar geométrico de todos os

pontos que se encontram a igual distancia com respeito ao centro);

Figura 3.14: Medicao da distancia entre as estacas
e Preencher a curva com determinados "ekoso"mantendo a igual distancia entre
eles (vértices do poligono regular inscrito na circunferéncia);
e Preencher os espacos da linha com uma parede construida de adobe;
e No final obtém-se uma parede da forma da curva (parede circular);

e Obedecendo a curva da parede faz-se a base do teto com a mesma curva (

circular) que em lingua umbundo é chamado de "ekungo";



e Preencher a base da cobertura com alguns paus que vao se unir em cima da

curva ( vao se unir num dnico ponto, ideia de vértice de um cone)

Figura 3.15: Cobertura do Onjango (a)

e Envolver de forma circular os paus levantados com "vikandambala" (paus amar-
rados de forma circular) até ao ponto de uniao, amarrando-os com uma corda

de "londovi"(cordas extraidas do tronco de uma arvore);

Figura 3.16: Cobertura do Onjango (b)

e Finalmente "Okuyambela'"processo de cobertura com capim;

e Ao final obtém-se uma cobertura ilustrada na Figura (3.17)
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Figura 3.17: Onjango

3.2.1 Interpretagao matemética da forma do Onjango

A seguir se descreve a conversa entre o investigador e o anciao na sequéncia da
entrevista.

-I: Porqué que todos Onjangos tém esta forma (circular) e nao outra?

-A: Risos..."Momo oyo ya tandavala enene okuti vosi vasuamé'o que significa que é
a mais espagosa (tem maior area) congregadora de um maior nimero de pessoas.
A resposta dada pelo anciao esta em conformidade com um problema muito antigo
associado a seguinte questao: de entre as curvas de perimetro P qual é a que encerra
maior area?

A razao da discussao promovida em torno deste problema esta ilustrada na lenda
de Dido e da fundacao da cidade de Cartago que aparece referida no cantico I da
obra épica "Eneida", escrita pelo poeta romano Virgilio (70 a.c. a 19 a.c).

Como foi referido, desde a antiguidade que se sabe que esta curva é a circunferéncia,
no entanto, a demonstragao rigorosa deste resultado é relativamente recente (apre-
sentada pela primeira vez por H. A. Schwarz em 1890). Nao é a demonstragio de
Schwarz que vamos apresentar, mas sim um método introduzido por J. Steiner e
explicado em Urakawa ([46], pp.117-119), chamado de simetrizagao. Efetivamente,
este método é ainda hoje aplicado na resolucao de muitos problemas variacionais.

O argumento de Steiner (em tragos gerias) reside no seguinte:

1. Seja D um dominio plano e C' a curva que o encerra. Considera-se uma reta [.
Pretendemos obter uma curva Cj, simétrica relativamente a [ e com o mesmo
perimetro de C. Esta curva C; é obtida do seguinte modo: tomemos uma
perpendicular " a [; seja M a intersecao entre [ e [ e considerem-se os pontos
M e Ms, em I', de tal modo que M seja o ponto médio do segmento M;M; e
cujo comprimento é igual ao da interse¢ao de I’ com a curva C. Repetindo este

processo para as varias retas perpendiculares a [ e secantes & curva C' obtemos
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o dominio plano D; cuja curva que o encerra é a (j, tal como se ilustra na

seguinte figura.

ﬁun
D, D c
Iy M; M| M A N N

Figura 3.18: Simetrizagao (a)

2. Pelo principio de Cavalieri, que diz que: (...)"Se duas por¢ées planas sao
tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta dada determina nas
duas por¢oes segmentos de reta cuja razao € constante, entao a razao entre as
dreas dessas por¢oes é a mesma constante”(Lula/30] p.22), a curva C}, encerra

a mesma area que a curva C, mas o comprimento I; da curva C; é menor do

que o comprimento L de C.

3. Demonstraremos de seguida que L > [;. Consideremos os dois trapézios

N1 N{N},Ny e My M| M}Ms, ilustrados na figura abaixo.

Figura 3.19: Simetrizacio (b)

Na figura temos |M;Ms| = |NyNo| e |M]M;| = |N{N}|. Por simetria, temos
também |M;M]| = |MsMj]|. Aplicando a desigualdade triangular, resulta que
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2| My My| < [NiNj| 4 [ N2 Ny

Fazendo M{ e M) "muito proximos'"de M; e Mo, respetivamente, e tomando
a soma do comprimento de todos esses segmentos, (método de exaustao)
obtemos L > L.

4. Procedendo do mesmo modo relativamente ao dominio plano D; e a curva C,
tomando uma outra reta nao paralela a [, vamos obter uma nova curva com
um novo eixo de simetria. Se repetirmos recursivamente o processo, no limite,
vamos obter uma curva com infinitos eixos de simetria, isto ¢ uma circunferén-
cia com a mesma area da superficie original, mas com menor perimetro. Mais
a frente mostraremos que isto é suficiente para concluir que, de entre todas as

curvas com comprimento fixado, a circunferéncia é a que encerra maior area.

Partindo de uma curva C' que encerrra a area A e perimetro L. Aplicando sucessi-
vamente o processo de simetrizacao em relacao as diferentes retas [y, lo, I3, l4,...,0,,
obtemos curvas fechadas C7, Cs, C3, Cy,....C),, no limite vamos obter uma circunfe-
réncia Cj e todas as curvas Limitam a mesma area, enquanto o perimetro diminuira

progressivamente.

A=A =A=..=A(C,)
L>0L1>Ly>...>L
Consideremos uma circunferéncia de perimetro L e area A., a area da circunferéncia

de perimetro L ¢é obtida da seguinte forma:

sabendo que

L=2tR (3.6)
A.=7R* (3.7)
isolando o raio em (3.6) vem
L
R=—
2m
substituindo em (3.7) temos
B mL?
© 42
L2
A =—
4m
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L? L2
— > 2 A. >A=A
4 — Arw
Assim a curva C' limita uma area menor do que a circunferéncia com o mesmo

perimetro L.
Logo de entre as curvas de perimetro L a circunferéncia é a que encerra maior area.

Assim fica demonstrada a ideia partilhada pelo anciao da aldeia de "Njimba Si-
lili"que a circunferéncia encerra maior area de entre as curvas de igual perimetro.
De ressaltar que o enquadramento da ideia de perimetro fixo na construcao do
Onjango, tem a ver com a economia do material necessario para a construcao do

mesmao.

O método utilizado por J. Steiner na obtencao do resultado anteriormente apre-
sentado, pode ser aplicado em outros problemas de contexto. Por exemplo, como
obter area aproximada do territorio angolano por um processo de simetrizacao que
compara o territoério angolano com poligonos com a mesma area e, no limite, com

um circulo?

O mapa de Angola constitui a imagem bastante visualizada no seio dos alunos

angolanos, entretanto a sua linha de fronteira lhes é muito familiar.

Figura 3.20: Mapa de Angola

Por se tratar de curvas fechadas, vamos obter a curva desejada sem olhar para a

provincia de Cabinda.

Com um ntiimero relativamente baixo de iteracoes deste processo podemos encontrar
um minorante e um majorante do raio relativamente préximos um do outro. Pode-
mos trabalhar por exemplo 4 eixos de simetria correspondentes a Rosa dos Ventos:

NS, FO, ,NoSe, NeSo , cujo processo é ilustrado nas imagens que se seguem.
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Figura 3.21: Simetrizacao (c)
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Observagao/sugestao:

Também o formato do telhado do Onjango pode servir de motivacao e contextuali-
zagao no estudo de superficies. Em particular de superficies conicas. Por exemplo,
a defini¢do que se segue, dada por Boulo e Camargo (|9], p.320), pode constituir o

ponto de partida para este estudo.

Definicao 9. Um subconjunto S de E? se diz uma superficie conica se existir uma
curva C' e um ponto V nao pertencente a C' tais que S € a reuniao das retas V (),
onde ) percorre C'. C' se chama diretriz de S, V vértice de S, cada reta VQ uma
geratriz de S.

Figura 3.22: Cobertura do Onjango (¢) ([9], p-320)

3.3 Sobre o enrolar e desenrolar de "lencos"no plano e no

espaco

O tempo no terreno nao permitiu explorar todas as potencialidades desta abordagem
cultural. Por exemplo, serd que os grafismos e padroes que observamos em panos de
vestir podem ser também objeto de matematizacao consciente? Ou mesmo a forma
como esses panos sao usados e que visualizagoes dos seus motivos possibilitam?
Que conteiidos de Geometria podem estar presentes nestes artefactos culturais?
Podemos estudar novos contetdos cientificos motivados por estes possiveis objetos
de mediacao de uma aprendizagem?

No sentido de averiguar essa possibilidade, depois de regressado da experiéncia no
terreno, foi escolhido um novo tema de estudo, desenvolvido num livro de publicacao
relativamente recente (2012), com um nome sugestivo e significativo neste ambito
- Novos Horizontes em Geometrial4]. Portanto, nesta sec¢ao, vamos analisar algu-
mas experiéncias, através de equacoes e transformacoes geométricas bidimensionais,

motivadas por duas questoes importantes levantadas num estudo desenvolvido por
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Apostol[4] sobre enrolar e desenrolar de curvas em superficies cilindricas. Tal resul-

tado serd posteriormente ilustrado no processo de enrolar e desenrolar de lencos.

e O que acontece a forma de uma curva desenhada na superficie de um cilindro

quando desenrolamos o cilindro num plano?

e Quando desenhamos uma reta ou um segmento de reta num papel transparente
ou num tecido qualquer e enrolamos em volta de cilindros de raios diferentes.

Qual é a configuracao da curva vista de diferentes dire¢oes?
Antes de comecarmos a analisar, vamos considerar a seguinte definicao:

Definicao 10. Um cilindro € toda superficie gerada pelo deslocamento de uma de-
terminada linha reta ao longo de uma curva de forma a manter-se paralela a uma
reta inicial. A curva chama-se a diretriz do cilindro e a reta em movimento chama-
se a geratriz. A diretriz nao € a unica porque qualquer plano corta o cilindro numa
curva plana que pode servir de diretriz. Quando o plano de corte é perpendicular as

geratrizes diz-se que a curva diretriz € um perfil do cilindro.

Agora comecemos por analisar inicialmente a situacao imposta pela primeira ques-
tao.
Desenrolar de cilindros

Enrolou-se uma folha de papel de cozinha a uma vela cilindrica, e cortou-se obliqua-

mente com uma faca.

Figura 3.23: Corte obliquo em uma vela cilindrica

A seccao obliqua obtida é uma elipse.

Figura 3.24: Secgao obliqua obtida do corte
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Vamos analisar a forma que a seccao obliqua toma quando é desenrolada no plano.

Figura 3.25: Seccao obliqua desenrolada no plano

Pelo que se observou, aparentemente a seccao obliqua se transforma numa curva
sinus6ide quando é desenrolada no plano.

O procedimento anterior, pode ser analisado como o corte de uma seccao eliptica de
um cilindro de raio r, usando um plano obliquo com inclinagao 5, com 0 < § < g
Para um estudo mais elaborado, vamos analisar a metade do corte da fatia eliptica

a partir de um setor circular, através da Figura (3.26).

Figura 3.26: Interse¢ao da elipse com a cunha do cilindro (a)

Se fizermos um corte vertical por um plano paralelo ao eixo maior da elipse, como
mostra a Figura (3.27) a interse¢do com a cunha cilindrica sera um triangulo retan-

gulo T" com angulo de base f3.

'/
|l7‘1l\‘

Figura 3.27: Interse¢do da elipse com a cunha do cilindro (b), adaptada de [4]

x
A base do triangulo 7', ilustrado na Figura (3.27) tem comprimento 7 sin — e altura
r

T
hsin—.
r
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Nos passos que se seguem, mostraremos porque ¢ que o comprimento da base de T

é rsin — e a sua altura é hsin—.
r r

e Sobre a base de T temos:

Seja 0 o angulo que subtende o arco AB cujo cumprimento é x, e y o compri-
mento da base de T e cateto oposto do triangulo retangulo inscrito no setor

circular, buscando uma relacao entre 6 e x, sabendo que 6 esta para 27 e x
estd para 27r temos:

0 oz

o 2mr

r=0r&
h="
r

Analisando o triangulo inscrito no setor circular

Figura 3.28: Triangulo inscrito no setor circular (a)

Temos:

. X )
sin— = =
roor

. T

Yy = rsin —
’

Segue-se que o comprimento da base de T" é rsin —.
r

e Sobre a medida do comprimento da altura de T, temos: seja t o cumprimento

da altura, com a base rsin —. Como mostra a Figura abaixo.
r



3

Y = rsin —
r

Figura 3.29: Triangulo inscrito no setor circular (b)

Na Figura (3.27) é possivel verificar que T' é semelhante ao triangulo com a

altura h > t, pelo critério AA, logo os seus lados sao proporcionais.

.

rsin —

t_ Ty
h r

.z

t = hsin —

r

Entao a altura deste triangulo é hsin —, onde h = r tan 3, obtida com base no
r

triangulo maior.

Se considerarmos a outra metade da cunha cilindrica abaixo da base vai aparecer
uma curva simétrica abaixo do eixo dos zx.

Ainda é possivel verificar que quando desenrolamos a parede do cilindro num plano,
a base semi-circular desenrola-se num segmento de reta que consideramos estar no

eixo z, como mostra a Figura (3.30).

T
u(x) = hsin =
N

Figura 3.30: Curva na parede do cilindro desenrolada no eixo x , adaptada de [4]

x
O que quer dizer que a curva desenrolada é o grafico de u(x) = hsin —. Isto nos leva
r

a concluir que quando desenrolamos cilindros, a funcao representada é a funcgao

SEeno.
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Quanto a segunda questao, que inclui a visualizacao no espaco de uma reta dese-

nhada no plano, apresentamos a demonstracao do seguinte Teorema.

Teorema 7. Num cilindro circular direito do raio r, seja C' uma curva na parede
do cilindro definida pelo perfil C,, de um cilindro de corte horizontal e seja C, sua
imagem desdobrada. Entdo, a equagdo do perfil p(t,z) = 0 para C, e a equagao de

desdobragem u(x, z) = 0 para C, estao relacionados por

u(z, z) = p(rsin f’ z)
r

t
p(t, z) = u(raresin —, z)
r

Demonstracgao:

Consideremos a intersecao de dois cilindros, um dos quais é o principal e o outro o

de corte, como mostra a Figura (3.31).

Citmdry principal

et — [
—_— iyl =1

visnalizagla

plxzl=0

Cilizdre ds covts

Figura 3.31: Intersecdo entre dois cilindros (a) [4]

Tenhamos em conta que o cilindro principal é um cilindro circular direito de raio r
(ver Figura 3.31).

Seja C' uma curva no cilindro principal e C, o seu perfil horizontal que tangenciam o
plano de visualizacao zz. Seja C, a curva desdobrada, obtida pelo rolar do cilindro
ao longo do plano de desdobragem. Um arco de comprimento circular r6, esta

desembrulhado num segmento de comprimento = = 76, como mostra a Figura (4.2)
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t=rsind

a=r

Figura 3.32: Arco do cilindro principal

Na Figura (4.2) é possivel verificar que a projecao horizontal tem comprimento
t =rsinf, onde 6 = % porque:
%z%@xzr@@@z%

Imaginemos cada ponto P no perfil do cilindro principal descrito em termos de
parametros novos t e s(t), onde s(t) é a fungdo do comprimento do arco da porgao
do perfil que une P a origem do referencial, e ¢ a projecao desse arco no eixo .
Ao desenrolar, esse cilindro imprime P num ponto do plano zz com coordenadas
(s(t),z), onde z satisfaz a equagdo de perfil p(f,z) = 0. Consequentemente, a
equagao de desdobragem ¢ u(z,z) = 0, onde z e z estdo relacionados com x = s(t)
e p(t,z) = 0.

Trabalhando a fungdo do comprimento do arco x = s(t), temos:
r=s(t)=r0 (3.8)
como t = rsinf, vem:

ot
0 = arcsin —
r

substituindo ¢ em (3.8), vem:

T = rarcsin —
r

buscando a sua inversa t = s~1(z), temos:

) ot . o
sinarcsin — = sin — <t = rsin —
T T T

Para a curva C' de intersecao entre as duas superficies, a equacao de perfil p(¢,2) =0
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de C, e a equagao de desdobragem u(z,z) = 0 de C, estao relacionadas por

u(x, Z) = p(S_l(x)> Z)
p(t,2) = u(s(t), )

. . X ~
onde £ = rarcsin — e t = rsin —. Temos entao:
T T

u(z, z) = p(rsin E7 z)
r

t
p(t, z) = u(rarcsin —, z)
r

Quando C,, e C, sao descritas explicitamente por z = p(t) e z = u(z), as equacoes

do Teorema ficam:

u(x) = p(rsin %)
p(t) = u(rarcsin ;)

Se r = 1, entdo arcsint = s(t), € o comprimento do arco circular cujo seno é t.

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 1: (funcao de perfil linear p(t) = ct)).

Neste caso, o corte é feito por um plano que contém a reta z = ct, onde ¢ é constante.
Da Figura (3.30) encontramos que a fungao de desdobragem é u(z) = crsz’nf, cujo
grafico ¢ uma curva sinusoidal com periodo 27r. g

Se o plano de corte estiver inclinado com um angulo § com um diametro horizontal
do cilindro, entao ¢ = tanf e a fun¢ao de desdobraragem é wu(z) = hsin E, onde
h = rtan 3, de acordo com o resultado obtido anteriormente, analisado narFigura
(3.27).

A forma da curva de sec¢ao transversal C' depende da direcao a partir da qual ela é
vista. Quando visto ao longo da borda do plano de corte, vemos o perfil C, como
um segmento de reta. Quando visto de qualquer outra dire¢ao, a se¢ao transversal

cortada por um plano é uma elipse (possivelmente degenerada).

Exemplo 2 (func¢do de desdobragem linear u(x) = cz). Este exemplo explica o
que acontece quando um segmento de reta é enrolado num cilindro de raio r, o
qual responde a segunda questao colocada acima. A funcao de perfil correspondente
obtida de (3.33) é

90



.t
p(t) = crarcsin —
”

Porque as distancias sao preservadas quando o cilindro é desdobrado, um segmento
de reta no cilindro desenrolado é o caminho mais curto. Por outro lado, um segmento
de reta num cilindro circular, enrola-se num arco geodésico na superficie do cilindro

e o perfil de um arco geodésico faz parte de uma curva de arco-seno.

N
“

/|

(@) (b) (e (G O]

I

Figura 3.33: Segmento de reta enrolada num cilindro [4]

Figura (3.33): Um segmento de reta (a) envolve uma geodésica. (a) - (e) Perfis
geodésicos (curvas arco- seno) em cilindros de raio decrescente. As curvas dobradas
em (d) e (e) estao na metade traseira do cilindro.

A Figura 3.33a mostra a reta u(x) = x no plano de desdobragem, e as Figuras 3.33b-e
mostram o perfil do arco geodésico em cilindros de raios decrescentes. Mais uma vez,
vemos curvas sinusoidais, mas sao as inversas da funcao seno. A curva tracejada
na Figura 6.6d indica a porcao do arco geodésico que fica na metade traseira do
cilindro.

As duas curvas repetidas na Figura 3.33d representam diferentes ramos da func¢ao
arco-seno. Isso sugere uma atividade pratica educacional simples que pode envolver
os alunos do primeiro ano de Matematica da ESPB. Podemos usar uma caneta de
feltro para desenharmos um segmento de reta numa folha transparente e enrolar a
folha & volta de cilindros com véarios raios, e vermos o perfil em véarias direcoes e as
ondas de seno mudar de forma conforme o raio do cilindro varia.

A figura que se segue mostra uma reta desenhada num papel de cozinha e em seguida

enrolado numa vela cilindrica.

Figura 3.34: Segmento de reta enrolado numa vela cilindrica
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Por outro lado, uma pratica cultural onde podemos visualizar o estudo anterior é
nos motivos dos lengos usados pelas mulheres angolanas, conforme as imagens que

se seguem.

Figura 3.35: Mulher angolana

Amarrar lencos na cabeca é uma das praticas mais comuns da mulher angolana em
termos de indumentéria. O estudo ligado a forma da curva que um segmento de
reta, identificado num lenco, ou papel pode tomar quando enrolado numa superficie
curva, pode ter lugar na forma como as mulheres angolanas, em particular do Cuito

amarram os seus lencos. Por exemplo, o que é que acontece ao segmento CD,

desenhado no lengo da Figura (3.36) quando uma mulher o enrola sobre a sua cabe¢a?

Figura 3.36: Segmento de reta no lengo (a)

O segmento C'D vai se transformando em curvas que aparentemente descrevem uma
espiral, contornando a forma da cabeca, que geralmente aparenta ter um perfil

eliptico (ver Figura (3.37).
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Figura 3.37: Segmento de reta no lengo (b)

Em sentido geral, o autor deste trabalho considera que esse estudo sugere uma ati-
vidade motivacional e significativa no ensino-aprendizagem da Geometria Analitica,
baseada no contexto do aluno. Neste sentido, deixa em aberto a elaboracao de uma
possivel proposta pedagogica no Ambito do estudo de funcoes trigonométricas e suas

inversas.
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Capitulo 4

Metodologia

Neste capitulo apresenta-se uma breve caracterizagao histérica do municipio do
Cuito, faz-se uma abordagem relativa a op¢ao metodoldgica, instrumentos de recolha

de dados, anélise dos resultados bem como a caracterizacao da proposta pedagogica.

4.1 Breve caracterizacao histérica do municipio do Cuito

O Cuito é o municipio sede da Provincia do Bié, fundado em 1771, na época do
Governador geral da provincia ultramarina de Angola, Dom Inocéncio de Sousa
Coutinho Junior. E uma evolucdo da povoacio original que se chamava Amarante,
fundada pelo padre Gongalo de Silveira em 1771, depois passou para Belmonte, e
mais tarde Silva Porto, em memoria ao sertanejo portuense, pela contribuicao na
ocupacao desta parcela do entao reino Viye, pelos portugueses.

Em 31 de Agosto de 1925 com a criacao do Distrito do Bié, a povoacao foi elevada
a categoria de vila. Sob proposta dos habitantes desta vila e através do diploma
legislativo n°® 740, de 31 de Agosto de 1935, a vila foi elevada a categoria de cidade.
Este municipio divide-se em 4 comunas, tais como: Cuito, Cunje, Trumba, Chicala
e trés centros administrativos, nomeadamente: Kukema, Jimba Silili e Ekovongo.
Ocupa uma area de 4.814 Km? e uma populacao estimada em 795.518 habitantes

distribuidos em 21 regedorias, 84 Embalas, 56 bairros e 252 aldeias.

Figura 4.1: Mapa de Angola ilustrando o Cuito/Bié

Habitam neste municipio, maioritariamente os ovimbundu, mas também estao pre-
sentes os cokués, os Nganguelas com a sua variante Luimbi. A danca e a miisica sao

as manifestacoes culturais mais importantes e estao presentes em todas as festas,
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nas Tohandas (lugar onde as meninas pisam o milho para converter em fuba), nos
atos religiosos, nas curas, nos Obitos, etc. A agricultura é a principal atividade para
a subsisténcia, para além das artes como: a olaria, a cestaria e a escultura. As fes-
tas mais importantes sao: uvala (casamento), evamba (circuncisao), onjuluka, eyele,
ocisunji. No que diz respeito ao traje, o vestuario mais apreciado para as meninas
depois da casca da arvore, (ocimuanji), passou a ser o pano pintado amarrado com
um sinto de pano denominado olimbueta e um kimoni de pintado. Isto para a classe
nobre. Os homens, usavam cal¢oes de caqui, camisa ou camisola com quedes praia

ou meias brancas.

4.2 Opcao metodoldgica

Esta investigacao foi desenvolvida na perspetiva de duas abordagens, nomeada-
mente: a Etnomatematica focada em artefactos culturais, bem como em ativi-
dades tradicionais que escondem determinados conhecimentos matematicos do mu-
nicipio do Cuito, e a Educagcao Matematica Realistica dirigida para a vinculagao
do aprendizado da Mateméatica com o contexto realistico do aluno, no sentido de
tornar a Matematica relevante para a sociedade e ser de valor humano, de acordo
com Freudenthal |20].

A intencao prende-se em extrair ideias matematicas dos artefactos culturais, ati-
vidades tradicionais, assim como o ambiente do aluno para auferir uma proposta
pedagbgica de intervencao na cadeira de Geometria Analitica, concretamente no

estudo das curvas conicas.

Para tal, escolheu-se o enfoque qualitativo, privilegiando o emprego de métodos
qualitativos de acordo com Cohen, Manion e Morrison ([14], citados por Dias|17|,
p.84). Constituem a amostra para este estudo 3 professores da cadeira em questao,
sendo dois do periodo regular e um do periodo poés-laboral do curso de Matemética
do 1° ano da Escola Superior Pedagogica do Bié, e 16 alunos do ano e curso em
causa com pelo menos trés origens distintas no que diz respeito a institui¢ao/regiao
onde realizaram a sua formacgao de nivel secundéario. A amostragem é orientada e

nao probabilistica.

Merriam ([32]) citada por Maducise ([31], p.2014) identifica a amostragem orien-
tada como sendo a estratégia adequada para o desenho de estudos de caso (estudo
etnomatematico no contexto tradicional escolhido). Nesta conformidade uma aldeia
foi escolhida que é o centro administrativo do Njimba Silili, por se acreditar que ali
algum conhecimento tradicional tem sido preservado e é proximo da comuna sede

onde se encontra a Escola Superior Pedagogica do Bié.
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4.3 Instrumentos de recolha de dados

A recolha de dados foi feita na forma documental, por entrevista e com observacao
participante e nao participante. As fontes de dados incluiram fotografias, suportes
escritos e audio de atividades culturais, observacoes de aula, lecionadas pelos pro-
fessores da amostra, uma entrevista aos alunos para registrar a suas experiéncias de
aprendizagem de contetido de Geometria Analitica, um questionario de diagnostico
e a0 mesmo tempo recolha de dados etnograficos/etnomatematicos/ etnogeométri-
cos sobre as suas culturas de origem, entrevistas aos professores. Os resultados
derivados do questionario de diagnostico reforcaram a decisao do investigador na
implementacao de um roteiro de atividades (dinamica) proposto por Ana Kaleff|26],
cuja intencao era estabelecer uma comparacao entre o modelo de ensino habitual no
estudo das conicas e uma nova forma de ensino por dindmicas que possibilitassem
aos alunos analise, discussoes, conjeturas e formacoes de ideias para a apropriacao

dos conceitos.

"(...) As mutiplas fontes de dados fornecem linhas convergentes de
prova que credibilizam a proposta" (Marriam|33|, citados por Maducice|31],
p.60).

4.4 Apresentacao de dados e discussao

4.4.1  Analise dos programas de Geometria Analitica I e II do primeiro ano do

curso de Matematica da Escola em questao

Para a analise do programa se teve em conta a sua estrutura, a qual de maneira
geral segue a seguinte sequéncia: introducao, carga horaria, objetivos, sistema de
contetidos, bibliografia. Nesta perspetiva, foram analisados cada um dos itens an-
teriormente referidos, tendo-se constatado o seguinte: com relacdo a estrutura,
identificaram-se algumas inconsisténcias: falta da fundamentacao da disciplina; falta
de correspondéncia com os contetidos antecedentes; nao se apresentam as sugestoes
metodologicas e avaliagao; nao se apresenta o sistema de habilidades a desenvolver;
os contetidos programados nao estabelecem vinculo com o contexto do aluno; nao
se enfocam aspetos didéaticos e procedimentos a seguir para o desenvolvimento das
competéncias através da auto-aprendizagem; as formas de organizacao dos contetidos
seguem o modelo de programas definido por outros paises, tal como Cuba, por isso
os "contetidos nao fazem face aos problemas matematicos resultantes das prioridades
nacionais" (Gerdes|22]). Com efeito, este documento ndo parece ser suficientemente

orientador para o professor.
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4.4.2  Analise da entrevista dos professores, dos alunos e do questionario de diag-

nostico.

As tabelas que se seguem apresentam os resultados obtidos através da aplicacao dos

instrumentos de recolha acima mencionados, as quais obedecem a seguinte ordem:
1. Tabela da entrevista dos professores participantes;
2. Tabela dos resultados derivados do questionario de diagnostico;

3. Tabela da entrevista dos alunos sobre os seus desempenhos no estudo das

coOnicas;
4. Tabela da entrevista dos alunos sobre a anéalise dos seus contextos.

De realcar que para tabela que apresenta os resultados derivados do questionério
do diagnostico aos alunos, relativamente ao assunto em estudo, o autor deste traba-
lho apresenta as categorias de anélise com valores codificados da seguinte maneira:
atribui-se o valor (1) & variavel com a resposta correta, (0) para a resposta incor-
reta e (—) para a resposta em branco, por outro lado utilizou-se o termo A,, para

identificar cada um dos 16 alunos selecionados, cujos valores de n vao de 1 — 16.
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Categorias Professor A ProfessorB ProfessorC
Importancia da in- Tem importan- | ...Considero um | ..E importante visto
corporacgao de prati- | cia pois permite uma | apeto motivador, | que alguns alunos
cas culturais perten- | melhor interpretacdo | uma vez que permite | ndo conseguem esta-
centes ao ambiente | dos conceitos que se | aos alunos terem | belecer uma relacio
dos alunos nas aulas | trabalham em sala | uma visdo cultural | entre a Geometria
de Geometria Anali- | de aulas que algumas | do conhecimento | e o mundo ao seu
tica vezes apresentam-se | geométrico, valori- | redor. Com este tipo
como abstratos e de | zando cada vez mais | de ensino, estrutura-
dificil compreensio. a cultura nacional | se a sensacdo de
em conformidade | um conhecimento
com a fungdo social | intuitivo que permite
da escola... vincular com o seu

contexto.

Importancia das E importante | A visualizagao | ... Tem importancia
habilidades para a | porque permite criar | permite ao aluno | porque o seu objetivo

identificagcado de ob-

jetos geométricos

com maior facilidade
0 conceito, uma vez

reproduzir a imagem
no plano mental e

estd ligado ao sen-
tido de localizacdo,

dentro do contexto | que ja domina a | a compreensdao de | reconhecimento de
do aluno representagdo  geo- | todos os conceitos, | figuras manipuléaveis
métrica do mesmo teoremas, defini¢bes, | de forma geométri-
axiomas, etc. cas, representacao
espacial etc.

Consequéncias da | - Baixos resultados | ...Tendéncia & uma | ...0 aluno tem difi-
transmissao de con- | nas avaliagbes; - de- | aprendizagem  me- | culdades de compre-
teados distanciados | mora na fixacdo dos | moristica, com uma | ender a realidade em
da realidade dos | conteudos; - perca | visao abstrata do | que se encontra inse-
alunos do gosto pela disci- | conhecimento, to- | rido e com isso nao
plina por causa do | talmente dissociada | aprende a conhecer,
seu pouco significado | da realidade obje- | ndo aprender a fazer,
pratico tiva; pouco interesse | ndo aprende a ser e
dos  alunos  pela | nem aprende a viver
aprendizagem dos | juntos com os outros.

conteudos.

Criagao de situagbes

que levam os alu-
nos a exercitarem as
suas capacidades de
pensar e buscar so-
lugbes de problemas
relacionado-os com as

suas vivéncias

- Orientando ativida-
des que tenham re-
lagdo com o quotidi-
ano; - vinculando as
explicacdo com situa-
¢oes do seu contexto.

...Utilizar formas de
organizacao das au-
las como: seminé-
rios, aulas de campo
e outras atividades
que favorecam a re-
flexdo critica e ho-
listica dos problemas,
como visitar locais
onde se podem visu-
alizar determinados

objetos geométricos.

Fazer pesquisas de
campo, bem como in-
corporar praticas que
ajudem a despertar o

interesse dos alunos

Dificuldades
nadas ao ensino das

relacio-

cbdnicas

- Falta de meios de
ensino para visuali-
zar os conteudos; -
falta de interesse que
prejudica a concen-
tracao

Dificuldades na mo-
delacao de objetos
manipulaveis que fa-
vorecam a visualiza-
cdo de objetos geo-
métricos no plano bi
e tridimensional

Debilidades
as classes anteriores,

ligadas
pouco dominio so-
bre a geometria no
plano, e dificuldades
ligadas a origem das
conicas

Tabela 4.1: Tabela da entrevista dos professores participantes
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No que diz respeito a entrevista feita aos professores, (ver anexo 2) cujos dados
constam na tabela (4.1), observou-se que as respostas dadas a cada uma das questoes

colocadas evidenciam os seguintes reconhecimentos:

e A Matematica faz parte da cultura do aluno e portanto deve ser um aprendi-

zado em contexto, situado do particular ao universal;

e as habilidades para a identificacao de objetos geométricos dentro do contexto
do aluno permitem a formacao de conceitos geométricos, criando maior envol-

vimento dos alunos na aula;

e para que um conhecimento seja utilizavel o aluno deve conhecer a sua utilidade

e ser capaz de aplicd-lo em sua vivéncia;

e 0s alunos tém dificuldades relacionadas com a interpretacao de conceitos das
conicas; visualizacao das mesmas no plano; falta de meios que possibilitam a

interpretagao correta das conicas como lugar geométrico.

De realcar que o questionario do diagnostico cujos resultados sao apresentados na
tabela 4.2 foi elaborado com o objetivo de diagnosticar o grau de dificuldade re-
lativamente ao estudo das conicas nos alunos selecionados para a amostra. Cada
uma das questdes foi elaborada com um proposito. As duas primeiras questoes (ver
anexo 4) estao relacionadas com o calculo da distancia entre dois pontos usando o
teorema de Pitagoras e tém como objetivo perceber se os alunos conseguem aplicar
este conceito fundamental em contextos reais. Trata-se de um ponto de partida
essencial para o estudo das conicas. Reproduz-se abaixo a resolucao feita por uma

das alunas da amostra.

e Em uma atividade de resgate um policial de intervengio rapida pretende atra-
vessar com uma corda do terraco do prédio gabiconta para o teto do lado
frontal do pavilhio desportivo do Sporting clube do Bié, como mostra a figura

abaixo.

- Qual é a medida do comprimento da corda que liga os dois edificios?

Figura 4.2: Determinacado da distancia entre dois pontos num exercicio de contexto
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¢ O Pedro e o Joio sao duas criangas do Centro infantil Kilamba do Cuito e

estdo a andar de gangorra, como indica a figura:

- A altura mixima a que pode subir cada um dos amigos é de 60cm. Qual é o

comprimento da gangorra? -

jmuax, —= bo e

= b0t
-.-_J',E'm_,

&t i
{5 *1(bo

2

Im—

Figura 4.3: Determinagdo da distancia horizontal, medida ao nivel do chdo entre os pontos de apoio dos
bancos da gangorra

Os resultados revelam alguma incapacidade dos alunos na resolugao de problemas
que fogem do padrao normal utilizado em sala de aulas, isto porque os alunos tém
conhecimento sobre distancia entre dois pontos e sobre o teorema de Pitagoras,
mas os questionarios mostram que tais conhecimentos foram adquiridos de uma
forma isolada, "divorciada de suas experiéncias" (Freudenthal, citado por Ferreira e

Burriasco[19]), consequentemente tém dificuldades na aplica¢ao em situagoes reais.

Por outro lado, a 3%,4%, 6* e 7* pergunta, (ver anexo 4) tém o proposito de diagnosti-
car o conhecimento da definicao das conicas, sua identificacao a partir de equacoes,
a partir do valor da excentricidade ou a partir do binémio discriminante. Algumas

dificuldades na resolucao sao ilustradas nas imagens que se seguem.
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e Identifique o tipo de cénica a partir das formulas abaixo representadas:

a) |
(—a) +(y—bp=r2eh %_QQ 5 gpma EWA!W&L._
Ci B} C&l \ CLR:' o &-0
b:) E‘E‘A{ﬁ
_ Y2 - 2 "
(z azk) Ll bzh) 1= %CWPDL
c) | |
(= ‘;Qk)? - (i'g;")f =1 =D }u_‘igﬂ_r;_%{g&k‘ .
d)

(y—h)* =dp(z — k) =P

Figura 4.4: Conceito de conicas e sua identificagao

e Identifique o tipo de conica tendo em conta o valor da excentricidade.
- Excentricidade nula: =%

- Excentricidade igual a 1: = @L 19% - CDC
a bl Viaeon, phe Sa0co
- Excentricidade menor que 1: =h F

. - d.zrnq .
1 ) ;‘L_ol_(.i&(‘)\ b'.u)\
- Excentricidade maior que 1: =P }ptmo“@‘eg’ l

e Classifique de forma analitica, tendo em conta o valor do bindmio discrimi-
nante, o tipo de cada uma das conicas a partir da equag¢io do segundo grau

com duas varidveis, do tipo

Az’ + Bry+Cy’+ Dz + By +F=0

), cpe s

em wma  pale ST

—B?—4AC <0 TP~ 5 B
Temy, cludd N

B2 _4ACc>0 T

_
B 4AC-0 =P 8%‘ 5 tomn p&ﬁu‘;ﬁ

Figura 4.5: Identificacido das cénicas

As respostas dadas por esta aluna revelam dificuldades comuns entre os varios alu-
nos da amostra (ver tabela 4.2) no que diz respeito a identificagdo de uma conica,
quer seja a partir do valor da excentricidade, quer seja a partir do sinal do bino-
mio discriminante. Por exemplo, esta aluna apresenta uma linha de pensamento
relacionada com a determinacao das raizes de uma equacao do segundo grau numa

variavel.
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Por outro lado, no que concerne as relacoes dos alunos com a aprendizagem da
Geometria Analitica, a tabela (4.3) mostra que a maior parte considera razoavel
o seu desempenho nesta cadeira. Quando se trata do estudo das conicas, alguns
chegam a perceber, mas as dificuldades se manifestam no momento de vincular tais

conhecimentos com o contexto.

Quanto a tabela 4.4 que apresenta os resultados da analise do contexto, verifica-se
que dos alunos participantes da amostra sao maioritariamente umbundu, e portanto
os seus costumes estao de acordo com o descrito na breve caracterizacao historica

do municipio do Cuito.
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4.4.3 Analise da dinamica aplicada aos alunos

A dinamica que se segue é uma atividade que se enquadra no modelo proposto por

Ponte, Brocardo e Oliveira (|39],p.67), a qual se apresenta em trés fases:

e Introducao da atividade: esta fase foi marcada por uma proposta feita oral-

mente pelo professor.
e Realizacao das atividades: foi realizada em pequenos grupos de 4 alunos.

e Discussao das atividades: nesta fase os alunos relataram os resultados pro-
venientes das suas atividades com vista a formacao de uma linha logica do

pensamento relativo ao assunto em estudo.

A linha de pensamento desta dinamica esta também enquadrada na perspetiva de
Educagdo Matematica Realistica de Van Den Heuvel-Panhuizen [47|, a qual afirma
que o aluno deve "fazer matematica"partindo de fenémenos e, ao lidar com eles,

desenvolver ferramentas matemaéticas necessarias para esse lidar.

Dinamica

A dinamica que se segue foi elaborada apoiando-se em alguns roteiros de atividades
de Ana Kaleff [26], elaboradas no laboratorio de Ensino de Geometria da Universi-
dade Federal Fluminense (Brasil).

Objetivo:

Desenvolver nos alunos habilidades de visualizacao, identificacao e classificacao das
conicas, com vista a prepara-los para um estudo mais consciente dessas curvas tanto

do ponto de vista da Geometria Sintética como da Geometria Analitica.

Metodologia:

Dividiu-se o conjunto de alunos selecionados em 4 grupos, 3 dos quais tiveram um
cone para cada um e o quarto teve dois cones de esferovite e todos grupos tiveram
em sua posse uma faca, uma tesoura, uma folha de cartolina, pionés e um pedaco
de corda.

Com o material em posse, os alunos executaram as seguintes atividades:
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e Grupo n°l fez um corte ao meio do cone paralelamente a sua respetiva base;

Figura 4.6: Grupo 1

e Grupo n°2 fez um corte ao meio do cone de forma obliqua a sua base, nao

paralelo a uma das suas geratrizes;

r v

Figura 4.7: Grupo 2

e Grupo n°3 fez um corte ao cone de forma paralela a uma das suas geratrizes;

L

Figura 4.8: Grupo 3

110



e Grupo n°4 uniu os dois cones pelos vértices e fez um corte paralelo ao seu eixo.

Figura 4.9: Grupo 4

Terminada a execucao desta atividade, cada grupo contornou com uma tinta da
caneta hidrocolor a sua secgao plana de cada pedago do cone originado de um corte.
Feito isto cada grupo teve as seguintes atividades, com vista a identificacao de cada

curva conica:
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Grupo 1
Material:

- Folha de papel, folha de cartolina, um pedaco de corda, dois pioneses, um lapis e

conjuntos de cortes do cone.

e Coloque uma folha de papel em branco sobre a folha de cartolina para servir

de apoio, fixe um pionés mais ou menos no centro da folha e chama este ponto

C.

e No pionés prenda uma das pontas de um pedaco de corda de forma que quando

o0 esticar, a outra ponta nao saia da folha;

e Amarre o lapis na outra ponta da corda e desloque-o sobre o papel partindo
de um ponto e retornando até ele, de modo a manter a corda bem esticada ao

tracar uma curva;

Figura 4.10: Grupo 1 (a)

e Troque a corda que o grupo utilizou por um pedaco menor e repita os itens
anteriores;
e O grupo responderd as seguintes questoes:
- Qual é a forma dessa ultima curva?
- Esta é parecida com a anterior;
- Em que essas curvas sao parecidas e em que sao diferentes?
-Qual corte do conjunto de cortes do cone tem a forma parecida com a curva

que o grupo desenhou?

e Pegue a peca correspondente do corte do cone e molhe a parte do corte com

tinta de carimbo e carimbe-a sobre uma folha de papel;
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Figura 4.11: Grupo 1 (b)

e Em seguida o grupo respondeu a seguinte questao:

- A curva de contorno da figura carimbada é parecida com a que o grupo

desenhou anteriormente?

Na discussao o professor ajudou o grupo a compreender que as curvas obtidas

sao representacoes de uma circunferéncia onde:

- O ponto onde foi fixado o pionés é chamado centro da circunferéncia e o

tamanho da corda é o tamanho do raio.

Na sequéncia da atividade o professor orietou o grupo para a formacao dos dois

conceitos:

Figura 4.12: Grupo 1 (c)

- Do corte do cone veio a ideia de que a curva da circunferéncia é resultante da
intersecao de um cone circular reto com um plano paralelo a sua base;

- do desenho, veio a ideia de que a circunferéncia é o lugar geométrico onde todos
os pontos estao a mesma distancia de um ponto fixo chamado centro.

Percebido o conceito da circunferéncia nas duas perspetivas

o professor colocou a seguinte questao:

- Conhecem alguns instrumentos e artefactos culturais que fazem parte do vosso
contexto socio-cultural que possibilita a visualizacao desta curva? Se sim descreva-

0OS.
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Grupo 2
Material:

- Folha de papel, folha de cartolina, um pedaco de corda, dois pioneses, um lapis e

conjuntos de cortes do cone.

e Tome um pedaco de corda, coloque uma folha de papel em branco na folha
de cartolina de apoio, fixe dois pioneses de forma que a distancia entre eles
seja um pouco menor que o comprimento da corda e prenda-a usando os pio-
neses. Coloque um lapis no lago da corda e desloque-o partindo de um ponto

e retornando até ele, de modo a manter a corda bem esticada sobre o papel.

Figura 4.13: Grupo 2 (a)

e O grupo observou a curva desenhada depois respondeu as seguintes questoes:
- Ja viu a forma desta curva antes?

- O grupo sabe qual é o seu nome?
e Troque o pedacgo de corda por um menor e repita o mesmo procedimento;

e O grupo respondeu a seguinte questao:
- Qual curva foi formada?
- Esta curva é parecida com a anterior?
- Em que sao parecidas e em que sao diferentes?
- Qual corte do conjunto de cortes do cone tem a forma parecida com essa

curva’

e O grupo pegou a peca correspondente ao corte do cone, molhou com tinta de
caneta hidrocolor e carimbou-a sobre a folha de papel. depois respondeu a

seguinte questao:
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Figura 4.14: Grupo 2 (b)

- A forma da curva de contorno da figura carimbada é parecida com as curvas

que o grupo desenhou?

A partir da discussao o grupo soube que as curvas desenhadas sao representacoes
de uma elipse e os pontos onde foram fixados os pioneses sao chamados de focos da
elipse.

Na sequéncia o professor ajudou os alunos a formarem o conceito da elipse nas duas

vertentes:

Figura 4.15: Grupo 2 (c)

- Do corte do cone vem a ideia de que a elipse é a curva que resulta da intersecao de
um cone circular reto com plano obliquo a sua base, nao paralelo a uma geratriz;

- do desenho vem a ideia de que a elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja soma
da distancia aos focos ¢ constante.

Em seguida o professor ajudou os alunos a compreender através das atividades por
eles executadas que a soma das distancias de um ponto da elipse aos focos é igual a
medida do comprimento da corda.

Entendido o conceito da elipse nas duas perspetivas os alunos foram orientadas a
responder a seguinte questao:

- Conhecem alguns artefactos culturais ou objetos que fazem parte do vosso contexto
que permite a visualizacao desta curva? Refira alguns e explique como podemos

interpreta-los matematicamente.
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Grupo 3

Nota: A atividade prevista para o estudo da pardbola, sequndo [26] foi de dificil
implementacao por falta de material adequado. Em alternativa elaborou-se a sequinte

tarefa com enquadramento de Geometria Analitica.

Material:

- Folha de cartolina, fita adesiva, um esquadro, um compasso e um conjuntos de

corte do cone.

e Coloque uma folha em branco na cartolina de apoio;

e Com o lapis, trace uma reta horizontal e chame-a de d marque um ponto nao

pertencente de reta de d e chame-o de F.

e Traca-se uma reta perpendicular a reta d que passa pelo pondo F' e chame D
ao ponto de intersecao;
e Tracam-se as retas ry, ry e r3 paralelas a reta d;

Obs: o professor instruiu de acordo com o desenho do aluno sobre a localizacao

das retas. Porque tém que ser todas no lado da diretriz que contém F

Figura 4.16: Grupo 3 (a)

e Sejam os pontos A, Ay e Az pontos de intersecao das retas rq, ro e r3 com a

reta perpendicular a reta d que passa pelo ponto F’;

e Com o centro em F e raio A;D traga-se com um compasso o arco de cir-
cunferéncia que interceta r; nos pontos P, e P[. Na fase da instrucao o pro-

fessor fez as seguintes questoes: o que é que estes pontos tém em comum?
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(esperarando-se que respondam que estao a mesma distancia de F). Ha mais
pontos na representacdo a mesma distancia de Py e P/?, (Esperando-se que
respondam as projegoes sobre a reta d), obs: Deu-se tempo aos alunos
para a pesquisa, experimentacao e reflexao. As mesmas questoes

sao analogas aos pontos subsequentes;

e Com o centro em F' e raio A;D traga-se o arco de circunferéncia que interceta

r1 nos pontos P, e Py;

e Com o centro em F e raio A3D traca-se o arco de circunferéncia que interceta

r1 nos pontos P3 e Pj;

e Continuando a tracar outras retas paralelas a d, conclui-se que podem obter-se
varios pontos pertencentes a uma mesma curva. O professor levou os alunos a

pensar sobre a configuracao desta curva;

Figura 4.17: Grupo 3 (b)

e Depois disso o grupo respondeu as seguintes questoes:
- O grupo ja viu uma curva geométrica como esta?
- O grupo sabe o nome dela?
- Qual corte do conjunto de cortes do cone tem uma forma parecida com esta?

- Pegue a peca que corresponde ao corte do cone, molhe com tinta de caneta
hidrocolor e carimbe-a sobre a folha de papel. A forma do contorno curvo da

figura carimbada é parecida com a curva que o grupo desenhou?
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Figura 4.18: Grupo 3 (c)

Na discussao o professor ajudou os alunos a compreender que as curvas obtidas nas
duas atividades sao representacoes de uma pardbola, e na curva obtida a partir do
desenho, a reta d é a diretriz e o ponto F' o foco da parabola.

E na formagao do conceito nas duas vertentes, o grupo entendeu que:

Figura 4.19: Grupo 3 (d)

- Do corte vem: a parabola é a curva que resulta da intersecao de um cone com um
plano paralelo a uma das suas geratrizes;

- do desenho e do trabalho de experimentacao e de identificacao de propriedades
comuns (equidistancias) aos varios pontos que vao sendo marcados sob orientagao
do professor, o grupo entendeu que a pardbola é o lugar geométrico onde todos os
pontos se encontram a igual distancia de um ponto fixo chamado foco e de uma reta
chamada diretriz.

Em seguida o grupo respondeu a seguinte questao:

Conhecem alguns artefactos culturais e objetos que fazem parte da vossa realidade
que possibilita a visualizacao desta curva? Descrevam alguns, explicando como

podemos interpreti-los matematicamente.
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Grupo 4

Obs: Para a atividade deste grupo, foi preciso uma tira de papel de cartolina
com alguma espessura para desenhar a conica, obtida pelo seguinte procedimento:
recortaram-se duas tiras de papel de cartolina de tamanho 10cm x 3em e colou-se
uma por cima da outra. Com um furador fez-se um furo numa das extremidades da

tira.

Material:

- Folha de papel, folha de cartolina, furador, conjunto de cortes de cone, pedaco de

corda.
e Coloque uma folha de papel em branco na folha de cartolina de apoio;

e Trace duas retas perpendiculares na folha de papel, uma vertical e outra ho-
rizontal, tais que, o ponto de intersecao esteja aproximadamente no centro da

folha. Nomeie de x e y.

e Marque dois pontos na reta x de maneira que sejam simétricos em relacao a

y. chame-os de I} e F5.

e Com o auxilio de um pionés prenda a tira de papel para desenhar a conica na

extremidade nao furada no ponto Fj.

Figura 4.20: Grupo 4 (a)

e Pegue um pedago de corda de comprimento menor que 15cm e amarre-o no
furo da tira de papel feito numa das suas extremidades para desenhar a conica

e posicione obliquamente a tira em relacao ao eixo .

e Amarre um pionés na outra ponta da corda e prenda-o no ponto F,. Obs:
fagca com que a corda tenha uma folga e tenha uma posicao paralela

em relagao ao eixo y.
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e Com o lapis, estique a corda de cima para baixo, de modo a encosta-la na tira
de papel e a movimente em torno de Fi, mantendo a ponta do lapis encostada
na folha de papel e a corda esticada, pare quando o lapis chegar ao final da

corda.
e Agora prenda a tira de papel com o auxilio de um pionés no ponto Fj.

e Amarre um pionés na outra ponta da corda e prenda-o no ponto F;. QObs:
faca com que a corda tenha uma folga e tenha uma posicao paralela

em relacao ao eixo y.

e Com o lapis, estique a corda de cima para baixo, de modo a encosta-la na tira
de papel e a movimente em torno de F5, mantendo a ponta do lapis encostada
na folha de papel e a corda esticada, pare quando o lapis chegar ao final da

corda.

Figura 4.21: Grupo 4 (b)

e Em seguida o grupo respondeu as seguintes questoes:
- O que é que o grupo observou?
- O grupo ja viu alguma curva parecida com esta?
- O grupo sabe o nome dela?
- No conjunto de cortes do cone existe algum corte parecido com esta curva?

- Pegue a peca que corresponde ao corte do cone, molhe a parte do corte com
tinta de carimbo e carimbe-a sobre a folha de papel. O contorno da figura

carimbada ¢é parecido com as curvas que o grupo desenhou?

Da discussao, o grupo percebeu que as curvas obtidas sao representacoes de uma
hipérbole. Os pontos F)| e F; sao chamados focos da hipérbole.

Desta feita o professor orientou a formagao do conceito nas duas vertentes.
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Figura 4.22: Grupo 4 (c)

- Do corte do cone vem ideia de que a hipérbole é a curva resultante da intersecao
entre um cone circular reto de duas folhas com um plano paralelo ao seu eixo;

- do desenho, através da promocao de alguma experimentacao e alguma observacao
de repeticoes na medigao de distancias, garantindo um tempo necessario aos alu-
nos para descobrirem propriedades comuns a varios pontos. Veio a ideia de que a
hipérbole é o lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das distancias aos focos é

constante.

Sugestao: o docente deve preparar a construcao com distancias inteiras entre os
focos e, na interpretacao matemaética posterior, escolher pontos que permitam cal-
culos com distancias até aos focos de medicao simples. Esta preparacao tornara a

tarefa mais eficaz para a compreensao do conceito por parte dos alunos.

Na sequéncia o professor orientou os seus alunos a responderem a seguinte questao:
- Conhecem alguns artefactos culturais e objetos que fazem parte da vossa realidade
que possibilita a visualizacao desta curva? Descrevam alguns, explicando como

podemos interpreti-los matematicamente.

Durante a discussao e partilha de ideias, relativamente a implementacao da dina-
mica, cada grupo foi manifestando as dificuldades encontradas no que diz respeito a
interpretacao das instrucoes. Constatou-se que o primeiro grupo e o segundo tiveram
maior facilidade na implementacao do que os dois ultimos. Estas evidéncias levaram
o autor deste trabalho a concluir que as quatro dinamicas tém grau de dificuldade
distinto, pelo que seria mais equilibrado dividir em 3 grupos em vez de 4, juntando
elipse e circunferéncia no mesmo grupo de trabalho. Por outro lado, importa re-
ferir que num proximo momento de implementagao desta atividade, procurar-se-a
cumprir com o objetivo previsto inicialmente para a atividade do grupo 3, inspi-

rada em [26], pois s6 assim se cumpre o requisito de estabelecer pontos de partida
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semelhantes no que diz respeito a conhecimentos prévios de Geometria Analitica.

Apesar das imprecisoes, os professores e alunos reconhecem esta dinamica como
fundamental para uma aprendizagem significativa no que tange ao conceito das
conicas nas duas perspetivas bem como no desenvolvimento de habilidades para

visualizd-las em determinados contextos.

4.5 Caracterizagao da proposta pedagoégica

A proposta pedagogica que se apresenta em anexo, foi elaborada tendo em conta o
programa de Geometria Analitica do primeiro ano do curso de Matematica da Escola
Superior Pedagogica do Bié. E constituida por sete aulas, estruturadas de acordo
com os objetivos declarados nos topicos 1.3.4, 1.4.1 e 1.4.4 do respetivo programa.
Nao sao por isso aulas todas seguidas, com excepcao da sequéncia definida nas aulas
2,3 e 4, e nas aulas 5, 6 e 7. Os contetidos e estratégias de ensino sao descritos
de forma geral como situagoes que privilegiam as condicoes prévias dos alunos,
provenientes do seu proprio contexto. Cada aula com planificacdio em anexo tem
sugerido um problema de contexto do capitulo 3 que possa ser usado. Cada plano

de aula apresenta os seguintes preliminares:

Pré-requisitos: conhecimentos necessérios para aquisicao do novo contetdo.

Materiais e recursos: suporte material dos métodos.

Objetivos: metas a serem atingidas em cada aula.

Competéncias transversais: habilidades extensivas a outras situacoes do con-

texto.

As aulas planeadas pretendem responder a insuficiéncias derivadas da andlise dos

resultados.
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4.6 Conclusoes

As abordagens assumidas na presente investigacao, assim como a sintese da base
cientifica de referéncia a investigacao feita no terreno, permitiram extrair ideias
matematicas de atividades culturais numa das aldeias tradicionais escolhida do mu-
nicipio do Cuito, provincia do Bié. O que levou a elaboragao de um acervo pratico
de problemas mateméticos para a valorizacao dos conhecimentos que os alunos ad-
quirem no seu contexto socio-cultural.

Os resultados do diagnostico revelam insuficiéncias relacionadas com a resolucao de
problemas que fogem do padrao normal utilizado em sala de aulas, cujos resultados
sao dados de forma pronta e acabada. Sao exemplo disso: a aplicacao do teorema de
Pitagoras, distancia entre dois pontos, definicao das conicas, identificacao a partir
das suas formulas e do valor da excentridade, bem como a sua classificacao a partir
do bin6mio discriminante.

A proposta pedagogica elaborada com base nas ideias matematicas extraidas do
contexto tem em conta o aluno como agente ativo da sua aprendizagem, o que podera
contribuir para uma melhor compreensao do ensino-aprendizagem da Geometria

Analitica.
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A.1 Instrumentos da investigacao
1. Entrevista aos alunos.
2. Entrevista aos professores.

3. Programas curriculares e plano de estudos da Licenciatura em Matematica da
ESPB.

4. Questionario de diagnéstico.
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Anexo n° 1: Entrevista aos alunos
Objetivo:

Diagnosticar o estado atual do estudo das conicas no processo de ensino-aprendizagem
da Geometria Analitica em alguns alunos selecionados do primeiro ano do curso de

Matematica da Escola Superior Pedagogica do Bié.

Os alunos responderam as dezasseis questoes que procuram averiguar as informagoes
sobre o estado atual do estudo das conicas e que foram apresentadas no seguinte

formato:

Estimado aluno:

Estamos a realizar uma investigacao sobre o processo de ensino-aprendizagem da
Geometria Analitica, em particular o estudo das curvas conicas, e portanto, necessi-
tamos de sua colaboracao respondendo cuidadosamente as questoes que se seguem:
Nota: Sua opiniao sera de grande valor para podermos chegar as conclusoes quanto

ao desenvolvimento desse trabalho.
e (Qual é a sua identidade cultural e qual é o seu dialeto?
e Vive numa zona urbana ou rural?

e QQue tipo de habitacoes existem na zona onde vive? E como sao tradicional-

mente decoradas? Qual a localizacao relativa a outros locais?
e Que produtos artesanais sao fabricados na sua comunidade?
e Em que local ou locais se fazem trocas comerciais?
e Que culto frequenta e em que tipo de local?
e (Que objetos estao presentes no seu local de culto?
e Que festas sao celebradas na sua comunidade?
e QQue rituais estao associados a essas festas?

e Que tipo de traje é usado em celebracoes? E que tipo de enfeites ou bijuteria

usam tradicionalmente?
e QQue tipo de musica acompanha esses rituais? E que instrumentos sao tocados?
e Existe mais alguma pratica cultural que associe a sua comunidade?

e Como avalia o seu desempenho na cadeira de Geometria analitica?
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e Como avalia a sua aprendizagem do estudo das conicas?

e Quando te sao lecionadas as aulas de Geometria analitica, tém sido relaciona-

das com a tua vivéncia? De que forma?

e Marque com um X uma ou mais das alternativas abaixo mencionadas. Ao
assistir as aulas de Geometria Analitica,
- Gostas do assunto em estudo;

- Sentes dificuldades;

- Percebes como se relaciona com outros contetidos matemaéticos?
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Anexo n°2: Entrevista aos Professores
Objetivo:

Obter informagoes acerca do desempenho dos professores relativamente ao processo
de ensino-aprendizagem da Geometria Analitica em alguns alunos selecionados do

primeiro ano do curso de Matemética da Escola Superior Pedagogica do Bié.

Os professores responderam as cinco questoes que procuram averiguar as informagoes

relativas ao processo referido e que foram apresentadas no seguinte formato:

Estimado professor:

Como parte de uma investigacao que se realiza nesta escola, sobre o processo ensino-
aprendizagem da Geometria Analitica, em particular o estudo das conicas para con-
tribuir para o aperfeicoamento do dito processo, consideramos que sua ajuda nos
seria de grande utilidade.

Por tal motivo, necessitamos da sua colaboracao dando a sua opiniao partilhando
sua experiéncia pedagogica ao responder as questoes que se seguem:

Nota:

Sua opiniao serd de grande valor para podermos chegar a conclusoes quanto ao

desenvolvimento desse trabalho.

e Que importancia tem a incorporacao de praticas pertencentes ao ambiente

socio-cultural dos alunos nas aulas de Geometria analitica?

e Que importancia tem para ti a habilidade para visualizar e identificar objetos

geométricos dentro do contexto do aluno no ensino da Geometria Analitica?

e Quais sao as consequéncias na aprendizagem dos alunos quando os contetudos

ensinados se encontram distanciados dos seus contextos?

e Em sua opiniao de que forma se pode criar situacoes que levam os alunos a
exercitarem as suas capacidades de pensar e buscar solugoes dos problemas

apresentados na sala de aula relacionando-os com as suas vivéncias 7

e Com que dificuldades te deparas ao ministrar as aulas relacionadas com o

estudo das conicas?
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Anexo n°3: Programas curriculares e plano de estudos da Li-

cenciatura em Matematica da ESPB

PROGRAMA DE GEOMETRIA ANALITICA 1

Introd:

Carga Horaria Semestral: 98 horas; Carga Horaria Semanal: 2 h Teodricas + 4 h Praticas

Conteudo Programatico:

Objectivos:

1. Estudo das Leis basicas do calculo vectonal e da geometria analitica de duas e trés dimensdes.

1.3.1 Vectores

1. Recta orientada. Segmento orientado. Segmentos equipolentes; 2. Vector. Tipos de vectores; 3.
Operagdes basicas com vectores

1.3.2 Expressdo Analitica de um vector. Operagdes.

1. Vectores linearmente independentes e dependentes. Combinacdo linear; 2. Decomposi¢cdo de um
vector; 3. Base; 4. Expressdo analifica de um vector; 5. Angulo de dois vectores; 6. Bases ortonormais; 7.
Calculo do modulo de um vector: 8. Condicdo de ortogonalidade de dois vector

9. Condigdo de paralelismo de dois vectores; 10. Angulo directores de dois vectores; 11. Cosenos
directores de um vector; 12. Sistema de coordenadas cartesianas; 13. Coordenadas de um ponto

14. Expressdo cartesiana do vector defimdo pelas coordenadas da ongem e extrenudade.

1.3.3 Produto de vectores

1. Produto escalar de dois vectores. Propriedades: 2. Independ’encia do produto escalar; 3. Calculo de
angulos de dois vectores; 4. Projeccio de um vector; 5. Matrizes quadradas de 2a e 3a ordem.
Deternunantes associados; 6. Produto vectorial. Proprniedades. Interpretacdo geométrica. Independéncia
do produto vectorial; 7. Produto misto. Propriedades. Interpretagdo geométrica. Independéncia do produto
misto; 8. Duplo produto vectorial. Decomposigdo.

1.3 4 Caracterizagdo do Espaco Bidimensional e Tridimensional.

Algebra Vectonal no Espaco Bidimensional.

1.3.5 A recta

1. Equag3o vectonal da recta: 2. Equagdes paramétricas da recta; 3. Equagdes da recta na forma simétrica;
4. Eqmgéesdarcctadetenmnadaspordo:s_pomos,s Rectas paralelas aos planos e aos eixos
coordenados; 6. Equacdo reduzida da recta; 7. Angulo de duas rectas; 8. Condi¢do de ortogonalidade de
duas rectas: 9. Condi¢do de coplanaridade de duas rectas; 10. Intersecgdo de duas rectas; 11. Recta
ortogonal a duas rectas; 12. Ponto que divide um segmento de recta dada uma razio

1.3.6 O plano e a recta no espago

1. Equacio vectorial do plano; 2. Equagdes paramétricas do plano; 3. Equagdes geral do plano; 4. Rectas
paralelas aos planos e aos eixos coordenados: 5. angulo de dois planos; 6. Condi¢do de paralelismo de
dois planos; 7. Condigdo de perpendicularidade de dois planos; 8. Angulo de uma recta com um plano; 9.

Condigdo de paralelismo entre recta e plano; 10. Condigdo de perpendicularidade entre recta e plano; 11.

Estrela de planos. Feixe de planos; 12. Interseccdo de dois planos; 13. Intersec¢io de uma recta com um
plano .

1.3.7 Distancia. Area e Volume

1. Dastancia de dois pontos, de um ponto a uma recta ¢ a um plano, de uma

recta a um plano; 2. "Area do tri'angulo. Volume do tetraedro; 3. Distincias e "areas no espaco
bidimensional
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PROGRAMA DE GEOMETRIA ANALITICA II

Introducéo:

Carga Horana Semestral: 98 horas, Carga Horaria Semanal: 2 h Teoricas + 2 h Praticas

Contetido Programatico:

Objectivos:

1. Completar a formacdo em geometria analitica iniciada no semestre anterior.

1.4.1 Propniedades Geométricas das lineas de 2a Ordem

1. A circunferéncia. Forma geral. forma ordinaria. Familia de circunferéncias.

Lugares geométricos; 2. A parabola. Defini¢do da parabola. Equag3o tangente a parabola. Fungio
quadratica. Aplicagdes; 3. A elipse. Definicdo. Equacdo da elipse. Propriedades; 4. A Hipérbole.
Definicdo. 1ae 2a equagdes ordinanas. Assintotas. Hipérboles conjugadas. Propriedades.

1.4 .2 Transformagdes de coordenadas

1. Translagdo dos eixos no plano; 2. Rotagdo dos eixos no plano; 3. Simplificacdo de equagdes por
transformagdes de coordenadas.

1.4.3 Coordenadas Polares

1. Sistemas de coordenadas polares; 2. Mudanca de coordenadas polares para coordenadas rectangulares;
3. Tragados de curvas em coordenadas polares; 4. Intersec¢do de curvas em coordenadas polares; 5.
Distancia entre dois ponfos em coordenadas polares; 6. Equacdo da recta em coordenadas polares; 7.
Equacdo da circunferéncia em coordenadas polares; 8. Equacdo geral das conicas em coordenadas polares
1.4 4 Equagdes Paramétricas

1. Obtengdo de equagdo paramétrica de uma curva a partir de um representagio paramétrica; 2. Grafico de
uma curva a partir da sua representagdo paramétrica; 3. Representacdo parameéfrica das comicas; 4. A
cicloide. Epicicloide e hipercicloide.

1.4.5 Superficies de revolugdo

1. Dedugdo de equagdes de uma superf icie de revolugio; 2. Analise da construgdo de uma superficie de
revolugdo; 3. Representagio da esfera. elipsoide. hiperboloide de uma folha: 4. Representacio do
hiperbol ‘oide de duas folhas. parabol oide e cone de revolugdo: 5. Equagdo de uma superficie cilindrica
cujas geratrizes sdo paralelas a um dos eixos coordenados.

1.4.6 Quadricas

1. Propriedades gerais; 2. Quadricas com centro; 3. Quadricas sem centro; 4. Intersecgdo. Planos
tangentes; 5. Ponfos singulares e quadricas degeneradas; 6. Quadricas regulares; 7. Secgdes circulares.
Seccgoes diametrais

Bibliografia
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MINISTERIO DO ENSINO SUPERIOR
ESCOLA SUPERIOR PADAGOGICA DO BIE
DEPARTAMENTO DE CIENCIAS EXACTAS
Plano de Estudo do Curso de Licenciatura em MATEMATICA

1% Ano
1° Semestre C.H./Sem 2° Semestre C.H./Sem
N.° de Semanas Lectivas: 15 T|P[TP T.SMN T.SMT N.° de Semanas Lectivas: 15 T P TP | T.SMN | T.SMT
Pedagogia Geral 2 2 4 60 Pedagogia Geral 2 2 4 60
Psicologia Geral 2 2 4 60 Psicologia Geral 2 2 4 60
Fund. da Matematica Escolar | 1 2 3 45 Fund. da Matematica Escolar |l 1 1 1 3 45
Analises Matematico | 1] 2 al 4 60 Analises Matemafico Il 1 1 2 4 60
Algebra | 1121 4 60  |Algebra | 1 2 1 4 60
Geometria Analitica | 1 1 1 3 45 Geometria analitica Il 1 1 1 3 45
Iinformatica Basica | 1 1 2 30 Informatica Basica Il 1 1 2 30
Lingua Portuguesa | 1 1 2 30 Lingua Poruguesa | 1 1 2 30
Lingua Estrangeira | 1 1 2 30 Lingua Estrangeira | 1 1 2 30
Historia e Cultura de Angola 1 1 2 30 Histona e Cultura de Angola 1 1 75 30
TOTAL SEMANAL 30 TOTAL SEMANAL 30
TOTAL SEMESTRAL 450 TOTAL SEMESTRAL 450
TOTAL ANUAL = 300
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Met Invest Cienfifica 2 i 3 45 Met Invest Cientifica 2 1 3 45
Psicologia pedag e do desenvolvimento 2 1 3 45 Psicologia pedag e do desenvolvimento 5 1 3 45
(Geometria Descripfiva 2 1 3 45 Geometria Superior 2 1 3 45
Didactica Geral 2 2 4 60 Didactica Geral 1 1 2 4 60
Analise Matematico 1l 2 2 4 60 Analises Matematico [V 2 2 4 60
Fun_da Matematica Escolar Ill Teoria do Desenvolvimento Curricular
1. 1 2 4 60 2 2 4 60
Algebra Superior 1 1 1 3 45 Aritmética e Teoria dos Nimeros 1 i 1 3 45
Historia da Matemética 1 1 2 30 Probabilidades e Estatistica | 1 2 3 45
Lingua Estrangeira Il 1 1 2 30 Lingua Estrangera |l 1 1 7 30
Lingua Portuguesa Il 1 1 2 30 LinguaPortuguesa Il 1 1 2 30
TOTAL SEMANAL 30 TOTAL SEMANAL 30
TOTAL SEMANAL 450 TOTAL SEMANAL 450
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Anexo n°4: Questionario de diagnéstico

Objetivo:

Diagnosticar o grau de dificuldade relativamente ao estudo das conicas no tocante
ao processo de ensino-aprendizagem da Geometria Analitica em alguns alunos sele-
cionados do primeiro ano do curso de Matematica da Escola Superior Pedagogica
do Bié.

Os alunos responderam as sete questoes que procuram averiguar as dificuldades
comuns entre os varios alunos da amostra no que diz respeito ao ensino das conicas

e que foram apresentadas no seguinte formato:.

e Em uma atividade de resgate um policial de intervencao rapida pretende atra-
vessar com uma corda do terraco do prédio gabiconta para o teto do lado
frontal do pavilhao desportivo do Sporting clube do Bié, como mostra a figura

abaixo.

- Qual é a medida do comprimento da corda que liga os dois edificios?

e O Pedro e o Joao sao duas criancas do Centro infantil Kilamba do Cuito e

estao a andar de gangorra, como indica a figura:

- A altura maxima a que pode subir cada um dos amigos é de 60cm. Qual é

o comprimento da gangorra?
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e O que sao conicas?

e I[dentifique o tipo de conica a partir das formulas abaixo representadas:

a)

(@—af+(y—bf =

(x—k)?  (y—h)
a? - PE !

(x—k)?* (w—h?
a? B b2 =1

(y — h)* = 4p(z — k)?

e Observando as equagoes reduzidas das conicas conseguem visualizar a defini¢ao

da distancia entre dois pontos retratada nestas equagoes?

e Identifique o tipo de conica tendo em conta o valor da excentricidade.
- Excentricidade nula:
- Excentricidade igual a 1:

- Excentricidade menor que 1:
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- Excentricidade maior que 1:

Classifique de forma analitica, tendo em conta o valor do binémio discrimi-
nante, o tipo de cada uma das conicas a partir da equacao do segundo grau

com duas variaveis, do tipo

Az? + Bay +Cy* + Dz +Ey+ F =0

—B? —4AC <0
—B%2—4AC >0
—B%2 —4AC =0
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A.2 Proposta pedagoégica

1. Planificacao da aula n° 1: Espaco cartesiano e distancia entre dois pontos no

espago.
2. Planificacao da aula n° 2: Conceito de conicas.

3. Planificacao da aula n° 3: Equacao reduzida das conicas.

4. Planificacao da aula n® 4: Equacao geral das conicas.

5. Planificacao da aula n°® 5: Parametrizacao de uma curva no plano.

6. Panificagao da aula n°® 6: Traco de uma curva parametrizada no plano.

7. Planificacao da aula n® 7: Parametrizacdo de uma curva no espago.
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Planificagao ¢ Geometria Analitica Turma: 1° ano de Matematica

Unidade Didéatica 1.3.4- Espaco cartesiano

Topico Central - Espaco cartesiano.
Distancia entre dois pontos no espaco.

Aula n°: 1 Data:
Duracao: 90 min.

Sumario

Espago cartesiano.

Determinacao de coordenadas de um ponto no espaco.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Distancia entre dois pontos no espaco.

Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Conhecimento bésico sobre plano cartesiano.

- Determinacao das coordenadas de um ponto no plano.
- Representar um par ordenado no plano cartesiano.

- Conhecimento basico sobre triangulo retangulo.

- Aplicacao do teorema de Pitagoras.

- Determinacao das distancia entre dois pontos no plano.

Materiais e Recursos
- Material de apoio a docéncia.

- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:

Definir um espaco cartesiano.

Determinar coordenadas de um ponto no espaco cartesiano.

Resolver exercicios relacionados com a representacao de pontos no espaco
Determinar a distancia entre dois pontos no espaco.

- Resolver exercicios relacionados com a determinagao da distancia entre dois

pontos no plano.

Competéncias transversais

- Ser capaz de aplicar o aprendido na resolugao de outros problemas matemaéticos.

- Usar esses conhecimentos na visualizagao de objetos geométricos que fazem parte
do contexto.

- Desenvolver habilidade para aplicacao do aprendido na resolucao de problemas
geométricos do contexto.
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Contetdos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagcao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O Professor comeca por recordar o conceito de plano cartesiano bem como a razao de ser
chamado plano bidimensional, afirmando que um ponto no plano pode ser representado
como um par ordenado (a,b) de nimeros reais, onde a é coordenada z e b é a coordenada
y. Em seguida pergunta aos alunos, entdo o que é o espaco cartesiano? e como podemos
representar um ponto no espaco? Diante da busca de idéias por parte dos alunos, o
professor apresenta o sumério em videoprojetor e orienta os objetivos da aula, explicando
que a aula estara dividida em duas fases, na primeira tratar-se-a4 do espaco cartesiano e
na segunda trataremos da distancia entre dois pontos no espago.

Videoprojetor
Aulas n°: 1 Data:
Sumario:

Espaco cartesiano.

Determinacao de coordenadas de um ponto no espaco.

Resolucgao de exercicios de aplicagao.

Distancia entre dois pontos no espaco.

Resolugao de exercicios de aplicagao.

Depois de ouvir as diferentes opinioes dos alunos, o Professor apresenta a definicao de
espaco cartesiano em videoprojetor.

Videoprojetor

Defini¢ao 11. O Espago Os trés eixos coordenados
cartesiano consiste num sistema determinam trés planos

de trés eirzos orientados, coordenados. O plano zy contém
mutuamente perpendiculares com R et 0 eixo z e y, o plano yz possui os
um ponto em comum O, a R eixos y e z e o plano xz detém os
origem do sistema de eiros : eixos = e z. Os trés planos
cartesianos, onde cada ponto P I s coordenados dividem o espa¢o em

T

pertencente a E® pode ser fen) N P oito partes, chamadas otante.
indicado com um triplo ordenado ----3

(a,b,c) pertencente a R® ¢
escrevemos P = (a,b,c), em
particular O = (0,0,0).

Na sequéncia o professor pergunta outra vez, como determinar as coordenadas de um ponto P no espago
cartesiano?

Depois de ouvidas as diferentes opinioes dos alunos, o professor apresenta o procedimento em
videoprojetor, explicando que cada ponto P do espago vai corresponder a um triplo ordenado (z,y, z),
chamado de coordenadas de P e denominadas abcissa, ordenada e cota, respetivamente.

Videoprojetor




Planificagao ¢ Geometria Analitica Turma: 1° ano de Matematica

1°-Como determinar a abcissa do ponto P? Para
obter a abcissa de P, tracemos por P um plano
paralelo ao plano yz, o ponto de interse¢ao deste

L

plano com o eixo dos = tem nesse eixo uma
coordenada a, que é a abcissa de P.

R

2°-Como determinar a ordenada do ponto P? Para
obter a ordenada de P. Tracemos por P um plano
paralelo ao plano zz, o ponto de intersecao deste
plano com o eixo dos y tem, nesse eixo, uma
coordenada b, que é a ordenada de P.

2°-Como determinar a cota do ponto P? De forma
analoga, ao tragar por P um plano paralelo ao

plano zy, fica determinada a coordenada c, que é a
cota de P. &

B

o] u

Tragando os trés planos pelo ponto P, fica determinado um paralelepipedo retangulo como o da Figura
anterior.

Continuando, o professor propde a resolugao do seguinte exercicio.

Exercicio 1:

1.1 Observem um dos cantos da nossa sala, suponham que o canto inferior seja a origem
do sistema de eixo cartesiano, o eixo z estd ao longo da intersecao do chao com a parede
esquerda, o eixo y estd ao longo da interse¢ao do chao com a parede direita e o eixo z fica

ao longo da intersecao das duas paredes orientadas no sentido do teto.
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T
-

1.2 Em que plano estd a parede que se encontra & vossa esquerda?.
1.3 Em que plano esté a parede que se encontra & vossa direita?.

1.4 Em que plano estd o chao?
Resolucgao:
O Professor pede para os alunos observarem o canto em estudo e em conjunto resolvem o

exercicio no quadro.

Quadro

A parede que se encontra a vossa esquerda estd no plano xz
A parede que se encontra & vossa direita estd no plano yz
O chao se encontra no plano zy.
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De seguida o professor fica posicionado num ponto do espago visualizado com forme a
figura abaixo e coloca as seguintes questoes.

Considerem 1m e 80c¢m como medida da minha altura, calculem a distancia que me
separa dos eixos x e y, contando os mosaicos colocados no piso da sala. Determinem em
que posicao do espaco estou situado.

Obs: A dinamica aplicada neste exercicio ¢ fundamental para vincular os conhecimentos
da matéria em estudo no contexto do aluno, neste caso em sala de aula, entretanto, o
professor pode repetir varias vezes o mesmo exercicio pedindo aos alunos para
determinarem a posicao de cada um deles na turma, tomando em consideracao o espaco
visualizado. Por outro lado o professor pode aproveitar introduzir o conceito de lugar
geométrico, tomando um aluno como referéncia e posicionar os outros a volta dele, mas
com igual distancia, usando o mosaico da sala como unidade de medida. Recomenda-se
que o professor dedique algum tempo a estas dindmicas para que os alunos ganhem
habilidade de aplicar o aprendido em suas vivéncias.

Resolucao:

Quadro

O professor orienta os alunos para trabalharem em grupo, contando os mosaicos supoe-se
que encontram 8 de distancia que separa o professor do eixo x e 5 do eixo y, entdao o
professor esta localizado no ponto (8,5, 1.80).
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Continuando o professor propde a resolucao do seguinte exercicio (Stewart,2008p.794).

Exercicio 2:

2.1 Representa os seguintes pontos no espago cartesiano: (—4,3,—5) e (3, -2, —6).

2.2 Que superficie de R? sdo representadas pelas seguintes equacoes? z =3 e 1y =25,
relacione o resultado da equacao z = 3, com uma das superficies da sala apresentadas na

segunda imagem (parede esquerda, parede direita, chdo, teto), justifique a tua resposta

Resolucao:

O professor orienta os alunos para a resolugao dos exercicios no quadro.

Quadro

Para os pontos (—4,3,—5) e (3, —2,—6) tem-se:

Quanto a equacgao z = 3, tem-se:

A equagdo z = 3 representa o conjunto

(x,y,2)|z = 3, que é o conjunto de todos os z

pontos de R? com coordenada z igual a 3. /HJ\H

Isso representa um plano horizontal {-/= T
paralelo ao plano xy e trés unidades acima ‘/T*-'f;:_/
dele. *
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Considerando 3 como a distancia medida
em metro entre os planos paralelos em
questao, entdao a superficie representada
pela equagao z = 3 é o teto, conforme
indica afigura.

A equacdo y = 5 representa o conjunto de todos os pontos de R? com coordenada y igual
a 5. Esses pontos pertencem a um plano vertical, paralelo ao plano zz, e cinco unidades a
direita deste.

Continuando propoe-se o seguinte exercicio.

Exercicio 3:

3.1 Descreva e esboce a superficie em R? representada pela equacio y = .

Resolucgao:

Em forma de elaboragao conjunta o exercicio é resolvido no quadro.

Quadro

A equacao representa o conjunto de todos
os pontos em R3 com coordenada e y
iguais, isto &, (z,y, 2)|zeR, zeR. Esses
pontos pertencem a um plano vertical que
interseta o plano xy na reta y =z, z = 0.
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Continuando o professor pergunta aos alunos o enunciado do teorema de Pitégoras, e
recorda o procedimento para a determinacao da distancia entre dois pontos no plano. Na
sequéncia pergunta aos alunos, como determinar a distancia entre dois pontos no espago?
Enquanto os alunos refletem, o professor apresenta os titulos que constituem a segunda
fase da aula em videoprojetor e orienta os objetivos.
Videoprojetor

Distancia entre dois pontos no espaco.
Resolucgao de exercicios de aplicagao.

Depois de ouvir as diferentes opinioes dos alunos, o professor apresenta o procedimento
para a determinacao da distancia entre dois pontos no espago em videoprojetor,
explicando que a férmula da distancia entre dois pontos no espaco é uma extensao da
formula da distancia entre dois pontos no plano.

Videoprojetor

Consideremos um paralelepipedo retangular conforme a Figura que se segue. Sejam os
pontos Py = (x1,y1,21) € Py = (22, Y2, 22) vértices opostos do mesmo, tal que as faces
desse paralelepipedo sejam paralelas aos planos coordenados. Se A = (z2,y1,21) e
B = (z2,y2,21) s@o vértices da caixa indicados na figura, entao. |PLA| = |zg — z1],

[AB| = lya —w1l,  |BPf =22 -2

)]
P(x.y,.2)

LAt LR L |

Pix .y

Como os triangulos Py BP» e PiAB sao retangulos, o Teorema de Pitagoras fornece

|P\Ps| = \/|P\B? + | BP,|?

|PB| = V/|PLAP + [AB]?

Combinadas as duas equacoes, obtemos

|PLP2| = /| PLAP + [ABP? + | BR,J?
Substituindo os valores de |P1A|, |AB| e |BPs|, temos

PPy = \/(z2 — 21)% + (y2 — y1)2 + (22 — 21)?

Portanto a formula da distancia entre P; e P, em trés dimensoes é dada por

|PLPy| = /(22 — 1)2 + (y2 — y1) + (22 — 21)2
(Stewart, 2008 p.795).
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Como exemplo o professor propoe a resolugao do seguinte exercicio.

Exercicio 4:

4.1 Determine a distancia entre os pontos P = (2,—1,7) e Q = (1,-3,5).

Resolucao:

Em forma de elaboragao conjunta o exercicio é resolvido no quadro.

Quadro

Aplicando a férmula temos:

IPQ| = /(1 -2)2+ (-3+1)2+(5-17)?

PQ|=/(1+4+4=3

Portanto a distancia entre os Pontos P e @) é igual a 3.

Continuando, o professor propde a resolucao dos seguintes exercicios.

Exercicio 5:

5.1 Mostre que o triangulo com vértices P = (—2,4,0), Q@ = (1,2,—-1) e R=(—1,1,2) ¢
equilatero. 5.2 Encontre o comprimento dos lados do tridngulo com vértices
A=(1,2,-3), B=(3,4,-2) e C = (3,-2,1). O triangulo ABC ¢ retangulo? E

isosceles?
Resolucao:
Em forma de elaboragao conjunta os exercicios sao resolvidos no quadro com a mediacao

do professor.

Quadro

Quanto ao primeiro exercicio, tem-se:
Por defini¢do, um tridngulo é equilatero quando todos os seus lados sao iguais, isto é.

|PQ| = |QR| = | PR
1PQl =1 +22+(2—-42+(-1)2=14

QR =/(-1—-12+(1-22+(2+1)2 =14

PRl =/(-1+22+(1—-4)2+(22=V14
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Portanto o triangulo PQR é equilétero.
Quanto a terceiro exercicio, vem:

IAB|=/(3-1)2+(4—2)2+(-2+3)2=3

IBC| =/(3—3)2+(—2—4)2+ (142)2 =45

AC| = /(3—12+(—2—2)2+ (1 +3)2 =6
Como (v/45)2=32 + 62, o triangulo ABC é retangulo.

Avaliacao
A avaliacao dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
Participagao durante a exposicao da aula.
- Interacdo com o professor e os colegas.
Comportamento em sala de aula.

Referéncias

[43] [44]
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Unidade Didatica 1.4.1 - conicas

Topico Central - Conicas.
Conceito de conicas

Aula n®: 2
Duracgao: 90 min.

Data: —/—/—

Sumario

Coénicas - vertentes sintética e analitica.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Conhecimento basico sobre conceito de lugar geométrico.
- Conhecimento bésico de superficies conicas e planos.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.

- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor, cones, facas, pioneses,

papeis e pedacos de corda, folha de cartolina, caneta hidrocolor.

- Ficha de trabalho:

Objetivos
No final da aula os alunos devem saber:

- Definir as conicas na vertente sintética e analitica.
- Identificar as conicas e visualiza-las no seu contexto.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao

contexto em estudo.
- Ser capaz de identificar curvas cénicas no contexto em estudo.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informacao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O professor comeca por fazer as seguintes perguntas aos alunos:

Conhecem o conceito de lugar geométrico? Recorda o conceito.

Conhecem algumas curvas que se identificam com este conceito? como sao obtidas?
Enquanto os alunos procuram responder as questoes colocadas, o professor apresenta o
sumério em videoprojetor e orienta os objetivos.
Videoprojetor
Aulas n°: 2 Data:—/—/—
Sumaério:

Conicas - vertentes sintética e analitica.

Resolucao de exercicios de aplicagao.

Em seguida o professor reitera a questao. O que sao conicas? Porqué que elas possuem
este nome?

Na sequéncia o professor introduz uma dindmica de experimentagao em sala de aula
inspirada em Ana Kaleff [26] e divide a turma em 3 grupos, de tal forma que o primeiro e
o terceiro tenham dois cones de esferovite e o segundo tenha um em sua posse, e para
além disso cada grupo terd: uma faca, uma tesoura, uma folha de cartolina, pionés, um
pedaco de corda e uma caneta hidrocolor. O grupo 1 executara duas atividades que
designaremos por (a) como primeira atividade e (b) como segunda atividade.

Com o material em posse, os alunos executam as seguintes atividades:

- Grupo n°1 (a): fard um corte ao meio do cone paralelamente a sua respetiva base;

- Grupo n°l (b): fard um corte ao cone de forma obliqua a sua base, ndo paralelo a
sua geratriz;

- Grupo n°2 fard um corte ao cone de forma paralela a uma das suas geratrizes;

- Grupo n°3 unird os dois cones pelos vértices e fard um corte paralelo ao seu eixo.

Terminada a execucao desta atividade, cada grupo contornard com uma tinta da caneta
hidrocolor a sua se¢ao plana de cada pedago do cone originado de um corte.

Na sequéncia, cada grupo terd as seguintes atividades, com vista a identificagdo de cada
curva coénica:

Grupo n° 1 (a)

- Coloque uma folha de papel em branco sobre a folha de cartolina para servir de
apoio, fixe um pionés mais ou menos no centro da folha e chama este ponto C.

- No pionés prenda uma das pontas de um pedaco de corda de forma que quando o
esticar, a outra ponta nao saia da folha;

- Amarre o lapis na outra ponta da corda e desloque-o sobre o papel partindo de um
ponto e retornando até ele, de modo a manter a corda bem esticada ao tragar a
curva;

- Troque a corda que o grupo utilizou por um pedaco menor e repita os itens
anteriores;
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- O grupo responderé as seguintes questoes:
- Qual ¢é a forma dessa ultima curva?
- Esta é parecida com a anterior;
- Em que essas curvas sao parecidas e em que sao diferentes?

-Qual corte do conjunto de cortes do cone tem a forma parecida com a curva que o
grupo desenhou?

- Pegue a pega correspondente do corte do cone e molhe a parte do corte com tinta
de carimbo e carimbe-a sobre uma folha de papel;

- Em seguida o grupo respondera a seguinte questao:

- O contorno da figura carimbada é parecido com o que o grupo desenhou
anteriormente?

Na discussao o professor ajudard o grupo a compreender que as curvas obtidas sao
representacoes de uma circunferéncia onde:

- O ponto onde foi fixado o pionés é chamado centro da circunferéncia e o tamanho
da corda é o tamanho do raio.

Na sequéncia da atividade o professor orienta o grupo para a formacao dos dois conceitos,
apresentando-os em videoprojetor.
Videoprojetor

Conclusao 1. - Do corte do cone veio a idéia de que a curva da circunferéncia é
resultante da intersecao de um cone circular reto com um plano paralelo a sua base;
- do desenho, veio a idéia de que a circunferéncia € o lugar geométrico onde todos os
pontos estio a mesma distdncia de um ponto fito chamado centro.

Percebido o conceito da circunferéncia nas duas perspetivas

o professor colocard a seguinte questao:

- Conhecem alguns instrumentos e artefatos culturais que fazem parte do vosso contexto
socio-cultural que possibilita a visualizacao desta curva? se sim descreva-os.

Grupo n° 1 (b)

- Tome um pedaco de corda, coloque uma folha de papel em branco na folha de
cartolina de apoio, fixe dois pioneses de forma que a distancia entre eles seja menor
que o comprimento da corda e prenda-a usando os pioneses. Coloque um lapis no
lago da corda e desloque-o partindo de um ponto e retornando até ele, de modo a
manter a corda bem esticada sobre o papel.

- O grupo observard a curva desenhada depois respondera as seguintes questoes:

- Ja viu a forma desta curva antes?

- O grupo sabe qual é o seu nome?
- Troque o pedaco de corda por um menor e repita o mesmo procedimento;
- O grupo responderé as seguintes questoes:

- Qual curva foi formada?

- Esta curva é parecida com a anterior?
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- Em que sao parecidas e em que sao diferentes?

- Qual corte do conjunto de cortes do cone tem a forma parecida com essa curva?

- O grupo pegara a pega correspondente ao corte do cone, molharé com tinta de
caneta hidrocolor e carimbara sobre a folha de papel. depois respondera a seguinte
questao:

- A forma do contorno da figura carimbada é parecida com as curvas que o grupo
desenhou?

A partir da discussao o grupo sabera que as curvas desenhadas sdo representacoes de
uma elipse e os pontos onde foram fixados os pioneses sao chamados de focos da elipse.
Na sequéncia o professor ajudara os alunos a formarem o conceito da elipse nas duas
vertentes, apresentando-os em videoprojetor:

Videoprojetor

Conclusao 2. - Do corte do cone vem a ideia de que a elipse é a curva que resulta da
wntersecdao de um cone circular reto com plano obliquo a sua base;

- do desenho vem a ideia de que a elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja soma da
distancia aos focos é constante.

O professor ajudard os alunos a compreender através das atividades por eles executadas
que a soma das distancias de um ponto da elipse aos focos é igual a medida do
comprimento da corda.

Percebido o conceito da elipse nas duas perspetivas, o professor colocard a seguinte
questao:

- Conhecem alguns artefatos culturais ou objetos que fazem parte do vosso contexto que
permitem a visualizagdo desta curva? Descreva alguns e explique como podemos
interpreté-los matematicamente.

Grupo n°3

- Use uma folha de papel em branco;

- Desenhe uma reta e nomeie-a por d, marque fora dessa reta um ponto e nomeie-o
por F.

- Selecione um ponto D sobre a reta e dobre o papel de forma a fazer coincidir os
pontos D e F.

- Repita essa operacao para diferentes escolhas de pontos sobre a reta d. Realizando
esta operacao um nimero suficiente de vezes, observar-se-a que as dobragens
parecem tangenciar uma curva.

- Depois disso o grupo respondera as seguintes questoes:

- O que tém em comum os pontos desta curva?

- Relacionar as dobras feitas com o conceito de mediatriz de um segmento que une
dois pontos.

- O grupo ja viu uma curva geométrica como esta?
- O grupo sabe o nome dela?

- Qual corte do conjunto de cortes do cone tem uma forma parecida com esta?
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- Pegue a peca que corresponde ao corte do cone, molhe com tinta de caneta
hidrocolor e carimbe-a sobre a folha de papel. O contorno da figura carimbada é
parecido com a curva que o grupo desenhou?

Na discussao o Professor ajudard os alunos a compreender que as curvas obtidas sao
representacoes de uma parabola, a reta d é a diretriz e o ponto F' o foco da parabola.
E na formacao do conceito nas duas vertentes, o professor ajudard o grupo a entender
apresentando-os em videoprojetor:

Videoprojetor

Conclusao 3. - Do corte vem: a pardbola é a curva que resulta da intersecao de um cone
com um plano paralelo a uma das suas geratrizes;

- do desenho o grupo entenderd que a pardbola é o lugar geométrico onde todos os pontos

encontram-se a mesma distincia de um ponto fito chamado foco e de uma reta chamada

diretriz.

Percebido o conceito da pardbola nas duas perspetivas

o professor colocard a seguinte questao:

- Conhecem alguns instrumentos e artefatos culturais que fazem parte do vosso contexto
socio-cultural que possibilita a visualizagao desta curva? Se sim descreva-os.

Grupo n° 3
Obs: Para a atividade deste grupo, foi preciso uma tira de papel de cartolina
com alguma espessura para desenhar a cénica, obtida pelo seguinte
procedimento: recortaram-se duas tiras de papel de cartolina de tamanho
10ecm x 3cm e colou-se uma por cima da outra. Com um furador fez-se um
furo numa das extremidades da tira.

- Coloque uma folha de papel em branco na folha de cartolina de apoio;

- Trace duas retas perpendiculares na folha de papel, uma vertical e outra
horizontal, tais que, o ponto de intersecao esteja aproximadamente no centro da
folha. Nomeie de = e y.

- Marque dois pontos na reta = de maneira que sejam simétricos em relacao a y.
chame-os de I} e Fs.

- Com o auxilio de um pionés prenda a tira de papel para desenhar a conica na
extremidade nao furada no ponto Fj.

- Pegue um pedago de corda de comprimento menor que 15¢m e amarre-o no furo
da tira de papel feito numa das suas extremidades para desenhar a coénica e
posicione obliquamente a tira em relacao ao eixo x.

- Amarre um pionés na outra ponta da corda e prenda-o no ponto F». Obs: faca
com que a corda tenha uma folga e tenha uma posicao paralela em
relacao ao eixo y.

- Com o lapis, estique a corda de cima para baixo, de modo a encosti-la na tira de
papel e a movimente em torno de F, mantendo a ponta do lapis encostada na
folha de papel e a corda esticada, pare quando o lapis chegar ao final da corda.

- Agora prenda a tira de papel com o auxilio de um pionés no ponto Fy.
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- Amarre um pionés na outra ponta da corda e prenda-o no ponto F;. Obs: facga
com que a corda tenha uma folga e tenha uma posicao paralela em
relacao ao eixo y.

Com o lapis, estique a corda de cima para baixo, de modo a encosté-la na tira de
papel e a movimente em torno de F5, mantendo a ponta do lapis encostada na
folha de papel e a corda esticada, pare quando o lapis chegar ao final da corda.

- O qué que o grupo observou?

O grupo ja viu alguma curva parecida com esta?

- O grupo sabe o nome dela?

No conjunto de cortes do cone existe algum corte parecido com esta curva?

- Pegue a peca que corresponde ao corte do cone, molhe a parte do corte com tinta
de carimbo e carimbe-a sobre a folha de papel. O contorno da figura carimbada é
parecido com as curvas que o grupo desenhou?

Da discussao, o grupo percebera que as curvas obtidas sao representagoes de uma
hipérbole. Os pontos F} e F5 sao chamados focos da hipérbole.

Desta feita o professor orientara a formacgao do conceito nas duas vertentes
apresentando-os em videoprojetor.

Videoprojetor

Conclusao 4. - Do corte do cone vem ideia de que a hipérbole ¢ a curva resultante da
interse¢ao entre um cone circular reto de duas folhas com um plano paralelo ao seu eixo;
- do desenho, através da promocao de alguma experimentacio e alguma observacgao de
repeti¢oes na medicao de distdncias, garantindo um tempo necessdrio aos alunos para
descobrirem propriedades comuns a vdrios pontos. Vem a ideia de que a hipérbole é o
lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das distdncias aos focos é constante.

Na sequéncia o professor orientard os seus alunos a responderem a seguinte questao:

- Conhecem alguns artefatos culturais e objetos que fazem parte da vossa realidade que
possibilita a visualizagao desta curva? Descrevam alguns, explicando como podemos
interpreté-los matematicamente.

Continuando, o professor propde a resolucao do seguinte exercicio.

Exercicio 1:
1.1 Visualize as imagens apresentadas em videoprojetor e identifique o tipo de cénica que
elas representam. Como explicd-las matematicamente?

O professor apresenta as imagens em videoprojetor

Videoprojetor
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Resolucao:

Os alunos vao identificando cada uma das conicas visualizadas na imagem e vao
explicando matematicamente cada uma delas.

Obs: algumas dessas imagens foram interpretadas geometricamente no

capitulo 3.

Avaliacao
A avaliacao dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

Interesse demonstrado durante a aula.

Participagao durante a exposi¢ao da aula.

Interacao com o professor e os colegas.

Comportamento em sala de aula.

- Os alunos vao escrever um relatorio explicando os métodos utilizados, descrevendo
detalhadamente as facilidades e dificuldades apresentadas. A partir dos relatorios
individuais, avaliar-se-4 a capacidade de argumentacao, a légica do raciocinio, a
compreensao correta dos conceitos envolvidos. Por outro lado, os alunos vao pensar
num outro modelo construindo com materiais alternativos para o conjunto de

cortes do cone.

Referéncias

[26]



Planificagao ¢ Geometria Analitica Turma: 1° ano de Matematica

Unidade Didatica 1.4.1 - Conicas

Topico Central - Equacao reduzida das conicas.

Aula n°: 3 Data: —/—/—

Duracao: 90 min.

Sumario

Equagao reduzida das conicas.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Representagao grafica de coordenadas de um ponto num sistema de coordenadas
retangulares.

- Distéancia entre dois pontos no plano.

- Polinémios e equacoes do segundo grau com duas variaveis.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.
- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:

- Determinar as equagoes reduzidas de uma curva cénica
- Identificar e construir as representac¢des graficas das conicas.
- Resolver exercicios relacionados com as conicas.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao
contexto em estudo.
- Ser capaz de identificar curvas conicas no contexto em estudo.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O professor comeca por fazer as seguintes perguntas aos alunos:

Conhecem o procedimento para a determinacgao da distancia entre dois pontos? A seguir
recorda o procedimento

Quais sao os tipos de conicas aprendidos na aula passada e como sao definidas? o
professor ajuda os alunos a recordar em seguida, questiona outra vez, como determinar as
equacoes para cada uma delas? Em quanto os alunos refletem, o professor apresenta o
sumario em videoprojetor e orienta os objetivos.
Videoprojetor
Aulas n°: 3 Data:—/—/—
Sumario:

Equacoes reduzidas das conicas.

Resolucao de exercicios de aplicac¢ao.

Na sequéncia o professor pergunta outra vez, como determinar a equacao reduzida da
circunferéncia?
Em seguida apresenta o procedimento em videoprojetor.

Videoprojetor

Defini¢ao 12. A circunferéncia de centro O e raio r maior que zero, é o lugar geométrico dos pontos do
plano que estao a distdncia v de O (Aradjo, 2012, p.37).

Tendo em conta a sua definigdo, vamos deduzir a equagao reduzida da circunferéncia a partir da Figura
(A1)

P=(z,4)

g /|

Figura A.1: Circunferéncia

Como o triangulo AAPQ é retangulo em @, podemos determinar a distancia entre o centro A e o ponto
P aplicando o teorema de Pitagoras.

A P)=r=@x—a)’+{y-b’s

(x—a)+(y—b)* =17
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A equagdo obtida é a reduzida da circunferéncia e no caso particular em que o centro esta na origem das

coordenadas, a equacgdo é: z* +y* = r’.

Exemplo: Exercicio 1:

1.1 Determine a equagdo da circunferéncia centrada em (3,2) de raio 5.

Resolucgao:

Depois de analisado o exercicio é resolvido no quadro pelo professor.

Quadro

A equacdo da circunferéncia centrada em (3,2) e raio 5 é dada por:

(x—3)%+(y—2)7°=25

Continuando questiona outra vez, como determinar a equacao reduzida da elipse?
Depois de ouvir as diferentes opinides dos alunos o professor apresenta o procedimento em videoprojetor.

Videoprojetor

Definigao 13. A elipse é o conjunto dos pontos de um plano, tais que a soma das suas distdncias a dois
pontos fizos (focos) do plano é uma constante positiva.

Para deduzirmos a equacao reduzida da elipse, comecemos por introduzir um sistema conveniente de
coordenadas da seguinte forma: Escolhemos como eixos das abcissas a reta que passa pelos focos Fi e Fy,
e a origem no ponto médio do segmento I} F». Este ponto é chamado centro da elipse.

Se F5 tem coordenadas (c,0), ¢>0, entdo Fi tem coordenadas (-¢,0). A distancia de Fy a F> é 2c.
Denotemos 2a a soma constante das distancias de P a Fi e F». Pela defini¢ao da elipse P(x,y)
pertenceré a elipse se e somente se:

PF1+PF2:2CL

Pela férmula da distancia entre dois pontos temos:

V- +y?+ @+’ +y’ =2

(VE=P+7 )= (20— VaF P )’

x2—2xc+02+y2:4a2—4a\/(m+c)2+y2+m2+2xc+02+y2

Simplificando os termos simétricos temos:

—dze = 4a® — da/(z + )2 + 12

- 1
Multiplicando ambos 0s membros por 1 temos:

ze=—a® +a\/(z +c)2 + ¢?
ze+a® = av/(z +c)? + y2
(wet+a®)’ =(av/(z+)>+y? )

22 + 2d%zc + a* = d® (2 + 2zc + & + 7)
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22 4 2a’zc + ot = a*2® + 2a’zc + P + a2y2
2 2 2 2 2 2 2 2 4
z°c" —a’z" —a’y  =a’c —a
71:2(042 . C2) o a2y2 — 702(042 . C2)

m2(012 _ 02) + a2y2 _ a2(a2 _ 02)

Graficamente observa-se que os focos e o ponto P da elipse sdo vértices de um tridngulo, logo a distancia

entre os focos 2¢ é menor que a soma dos comprimentos dos segmentos PF} e PF», ou seja 2¢ < 2a.

2

Entio ¢<a e podemos dividir toda equacdo pela quantidade positiva b = a® — ¢?. Assim a equacio fica:

b2.’L'2 a2y2 CL2b2

a2b?  a?b? a2b?

2 2
x Y
pol + =i 1 (A1)
Observamos que o grafico da equacao (4.1) é simétrico em relagdo a ambos os eixos coordenados. Quando
y=0, entdo x==+ a, e quando =0, vem y== b. Assim a elipse interseta o eixo dos xx nos pontos
Vi(—a,0) e Va(a,0) e interseta o eixo dos yy nos pontos B1(0,—b) e B2(0,b). O segmento V1 V> chama-se
eixo maior da elipse e 0 segmento B B2 chama-se eixo menor.

Como exemplo o professor apresenta o seguinte exercicio:

Exercicio 2:

2.1 Determinar a equacao da elipse que tem focos (0,£4) e vértice no ponto (0,6).

Resolucao:

O professor resolve o exercicio no quadro enquanto os alunos prestam atengao.

Quadro
Como os focos estao no eixo dos yy a equagao é do tipo A.1, e como ¢ =4 e a = 6 tem-se:

b =a%—c?=36-16 = 20.

A equacao fica por isso:

Continuando questiona outra vez como obter a equacao reduzida da parabola?
Depois de ouvir as ideias dos alunos, o professor apresenta o procedimento em
videoprojetor.

Videoprojetor

Definicao 14. Uma Pardbola é o conjunto de todos os pontos do plano que sao
equidistantes a um ponto e uma reta fiza no plano. O ponto fixo chama-se foco e a reta



Planificagao ¢ Geometria Analitica Turma: 1° ano de Matematica

fixa chama-se diretriz.

A equacao reduzida de uma paréabola obtém-se quando colocamos um sistema de
coordenadas numa posi¢ao especial relativamente ao foco e a diretriz. Seja o eixo do zx a
reta que passa no foco e é perpendicular & diretriz, e considere-se a origem no vértice.
Entao, escolhemos a>0, designamos as coordenadas do foco F'(a,0), e a equagao da
diretriz por x = —a (ver figura A.2)

Figura A.2: Parabola (a)

Como P(z,y) é equidistante ao foco e a diretriz tem-se a igualdade das distancias:

T+ a=+/(r—a)®+ y?

elevando ao quadrado ambos os lados da equagao e reorganizando os termos obtém-se:
( +a)? = (x—a)® + 4,
z? 72a$+a2+y2 :$2+2a$+a2,

y? = dax

Esta é a equagdo de uma parébola com vértice na origem e foco em (a,0). Como a > 0, x
pode ter qualquer valor positivo ou zero mas nao pode ter valores negativos. Logo o
grafico pode estender-se indefinidamente ao longo do dos 1° e 4° quadrantes, e o eixo da
parabola coincide com o semi-eixo positivo dos zx. Fica evidente a partir da equacao que
a pardbola é simétrica em relacao ao seu eixo, porque

y = +t+vazx.
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Figura A.3: Parabola (b)

Também se pode considerar o foco de uma paréabola & esquerda da origem. Nesse caso
tem-se a < 0, e a varidvel z s6 pode tomar valores negativos ou zero.

Fla,0)

Figura A.4: Parabola (c)

Podemos ainda trocar os papeis das varidveis x e y e colocar o foco no eixo dos yy,
obtendo a pardbola de equacao:
z? = day

A parabola desta equacgao é voltada para cima quando a > 0 e é voltada para baixo
quando a < 0, tal como se observa nas seguintes figuras:

=y

4 Ho.a) .
(—2a,a) (2a,a) F0,a)

Figura A.5: Parabola (d)
Figura A.6: Parabola (e)
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Vamos agora considerar o caso em que o eixo da pardbola é paralelo a um dos eixos
coordenados mas nao coincide com nenhum deles. Na figura A.7 o vértice é no ponto
(h,k) e o foco &€ F(h+ a,k). Introduzimos um novo par de eixos por transla¢ao para o
ponto (h, k).

Flh+ak)

Figura A.7: Parabola (f)

Nas novas coordenadas x1 =z — h e y; =y — k a distancia do foco a origem
(x,y) = (h,k) é a, logo a parabola satisfaz a equagao

y? = dar

ou equivalentemente

(y — k) = da(x — h)

Observamos na equacgao e na figura que, quando a > 0, o fator x — h tem que ser maior
igual a zero, logo a pardbola tem abertura para a direita. No caso em que a < 0, a
pardbola abrira para a esquerda. Em qualquer dos casos o eixo da parabola a reta y = k.
Podemos obter de forma anéloga a equacao de uma pardbola com eixo paralelo ao eixo
dos yy. Podemos concluir que a equacao standard de uma parabola tem uma das
seguintes formas:

(y— k)2 =4da(z—h) (A2)

(. —h)?> =4da(y — k) (A.3)

Observamos que cada uma das equacoes A.2 ou A.5 é quadratica numa das varidveis e
linear na outra. Podem desenvolver-se os quadrados escreverem-se respetivamente nas
formas:

Y+ Dx+Ey+F=0 (A4)

>+ Dr+Ey+F=0 (A5)
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Como exemplo o professor propoe a resolugao do seguinte exercicio.

Exercicio 3:

3.1 Uma parabola, cujo vértice é a origem e cujo eixo de simetria é coincidente com o
eixo x, passa pelo ponto P = (—2,4). Determinar a equagao da parébola, o seu foco e a
sua diretriz.

Resolucgao:

O Exercicio é resolvido no quadro enquanto os alunos prestam atencao.

Quadro

V =(0,0)

Como o eixo de simetria coincide com o eixo x, o foco pertence ao eixo das ordenadas,
logo a equagao tem a seguinte forma:

y? = dax
4 =4a(-2) = 16 = —8a = a = —2

Como a>0, a concavidade é voltada para a esquerda. Logo a equacao da parabola é:

y?=4(-2)z
y2 = —8x
_ Y
= —2
8
F =(-2,0)
l:x=2

Graficamente temos:

Figura A.8: Parabola com foco no eixo das abcissas
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Na sequéncia o professor questiona outra vez, como obter a equacao reduzida de uma
hipérbole?

Depois de ouvir as ideias dos alunos o professor apresenta o procedimento em
videoprojetor.

Videoprojetor

Definicao 15. A hipérbole é o conjunto dos pontos de um plano, tais que a soma das
suas distdncias a dois pontos fizos (focos) do plano é uma constante positiva.

Para obtermos a equacado da hipérbole, escolhemos um sistema de coordenadas com focos
Fi(—¢,0) e Fy(c,0) e denotemos a distancia (constante) por 2a.

F1 (—C, U)

Figura A.9: Representacao de focos da hipérbole

Pela defini¢ao, o ponto P(x,y) pertence a hipérbole se e somente se a condigao abaixo for
verdadeira:

’F1P’ - |F2P‘ = 2a
Pela formula da distancia entre dois pontos temos:
Vie—e)2+y2—(x+e)2+y2=2a

(ViE—e2+12 ) =(2a+(z+c)2+y2 )
22 —2zc+ A+t =4a® +da/(z+ )2 + 42 + 22 + 2ze+ A+ P

Simplificando os termos simétricos temos:
—dxc = 4a* + 4ar/x + )2 + ¢2

1
Multiplicando ambos os membros por 7 temos:

ze = —a® —dar/(z + c)? + y2

ze+a® = —ay/(z +¢)2 + 12
(ze+a®)? = ( —a/(z+c)2 +y2 )?
22 + 2a%xc + at = a®(2® + 2z + A2+ y?)

22 + 2d%zc + ot = a®2? + 20’z + a*P + aQy2
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222 — a20? — a2y? = 22 — o

1132(02 _ CL2) o a2y2 _ 02(62 o a2)
Como no gréfico da hipérbole (ver Figura A.10) a relacdo que se pode estabelecer entre
a,b,c é
? =a® + b7,

onde a é a metade do eixo do eixo real ou transversal, b a metade do eixo conjugado e ¢ a
metade da distancia focal. tomando b* = ¢ — a? e substituindo na expressio
22(c? — a?) = a®(c? — a?), temos:

a2 a2y? a2

aZ? a6 aZb?

1‘2 y2

A divisdo por ¢ — a? pode fazer-se porque a distancia focal 2¢ é maior que a medida do
eixo transversal, logo ¢ > a. O grafico da equacao 2.11 é simétrico em relagdo aos eixos

coordenados. Para percebermos que que valores podem ter as variaveis podemos usar a

equagao para isolar cada uma delas:

.TU::E% b2 + 42

b

y==x—vz2—a?
a

Vemos na primeira destas equacoes que y pode ter qualquer valor, mas da segunda
conclui-se que 2 < a?. Assim a hipérbole afasta-se dos eixos indefinidamente em cada
quadrante. Mas ndo tem pontos entre as retas verticais x = —a e £ = a. A hipérbole dois
ramos separados e os pontos Vi(—a,0) e Va(a,0) chamam-se vértices. Ao segmento V;Va
chama-se eixo transversal. O segmento entre B;(0,—b) e By(0,b) chama-se eixo
conjugado, mas nao contém pontos da hipérbole. O centro da hipérbole é a origem.

¢ B:(0.5)

Fa(e,0) X

hd i
Fi(-c,0) [ Vil=a,0) | Vi(a,0)

‘r Bi(0, —b)

Figura A.10: Hipérbole

As relagoes entre a, b e ¢ ndo sdo as mesmas na elipse e na hipérbole. Para a elipse a > ¢,
c? =a? — b% e a > b. Para a hipérbole ¢ > a, ¢ = a® + b? e ndo ha restricdes na relacio

de a com b. Se os focos da hipérbole estiverem no eixo dos yy entdao a equacao da
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hipérbole fica

2 2
y:
= -——==1 (AT
2 (A7)
Nesse caso os vértices sao V1(0, —a) e V2(0,a), mas as relacoes entre a, b e ¢ nao se
alteram. As equagoes gerais da hipérbole quando os eixos sao paralelos aos eixos
coordenados e tém origem num ponto de coordenadas (h, k) sao:

(LL“ ;Qh)Q - (y ;21{;)2 -1 (AS)

ou

AV r—h)2
Wk Wy

Como exemplo o professor propoe a resolucao do seguinte exercicio.

Exercicio 4:

4.1 Determine a equacao da hipérbole de focos F1(—3,0) e F5(3,0),cujo eixo transversal

mede 4.

Resolucao:

Em forma de elaboragao conjunta o exercicio é resolvido no quadro.

Quadro

Como o eixo transverso mede 4, temos:

20=4=a=2

2 =a’+v?
3% =22 40
¥ =5

como ) )
r_Y 4
a? b2

temos: ) )
N
4 5

Em seguida o professor propoe a resolugao do seguinte exercicio.
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Exercicio 5:

5.1 Pretendendo-se fazer a base circular de um Onjango na aldeia de Njimba Silili, os
construtores amarram nas extremidades de uma corda de 2m duas estacas, ao serem
esticadas, uma foi fixada ao centro e a outra era forcada a girar em volta do centro.
Suponha que a estaca central foi colocada no ponto (3,5). Qual é a equagao da base
circular do Onjango.

O professor apresenta a imagem em videoprojetor.

Videoprojetor

Resolucao:

Depois de analisado o exercicio é resolvido no quadro pelo professor.

Quadro

O ponto (3,5) onde foi colocada a estaca central é o centro, e a corda mede 2m portanto
é o raio, logo a equagao da base circular do Onjango é dada por:

(x—3)2+(y—-5)2%=4

Continuando, o professor propde a resolucao dos seguintes exercicios.

Exercicio 6:
6.1 Para fazer um canteiro de tomateiros, um agricultor do Njimba Silili tragou uma

elipse tangenciando, nos respetivos pontos médios, os quatro lados de um terreno
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retangular de 4m por 3,2m. Para isso, usou uma corda esticada presa em duas estacas
por suas extremidades M e N, como mostra a figura. Qual a distancia entre os pontos M

e N7

O professor apresenta a imagem em videoprojetor

Videoprojetor

3,.2m

Figura A.11: Canteiro eliptico (a)

Resolucao:

Em forma de elaboracao conjunta os exercicios é resolvidos no quadro com a mediacao do
professor.

Quadro

Se a elipse tracada pelo agricultor tangencia o terreno retangular que tem como
comprimento 4m, entdo o comprimento do eixo maior desta elipse é 4m. Sabendo que a é
a metade do eixo maior, entao:

a=—=2m
2
De modo anélogo, b é o comprimento do eixo menor, entao:

_3.2m

b 1.6m

Se M e N representam os focos da elipse tracada pelo agricultor, entao:
|[MN|=2c

Entao para acharmos a distancia de | M N|, precisamos do valor de ¢, para tal vamos
analisar a figura a baixo:
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3.2m

Figura A.12: Canteiro eliptico (b)

Como o tridngulo formado é retangulo, entdao pelo teorema de Pitdgoras temos:
a?=b*+c?
2=16+<
A=4-256<
=144
c=1,2

logo
IMN|=21,2<

IMN| =24«

Resposta: A distancia entre os pontos M e N é de 2.4m

Obs: os dois altmos exercicios foram elaborados com base aos pressupostos
narrados no capitulo 3.

Avaliacao

A avaliagdo dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

Interesse demonstrado durante a aula.

- Participagao durante a exposicao da aula.
- Interagdo com o professor e os colegas.
Comportamento em sala de aula.

Referéncias

[ 15]
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Unidade Didéatica 1.4.1 - conicas
Topico Central - Equacao geral das conicas.

Aulas n°: 4 Data: —/—/—
Duracgao: 45 min.

Sumario

Equagao geral das conicas.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Representagao grafica de coordenadas de um ponto num sistema de coordenadas
retangulares.

- Distancia entre dois pontos no plano.

- Polinomios e equacoes do segundo grau com duas variaveis.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.
- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:

- Determinar as equagoes gerais de uma curva conica
- Identificar e construir as representacdes graficas das conicas.
- Resolver exercicios relacionados com a equagao geral das conicas.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao
contexto em estudo.
- Ser capaz de identificar curvas conicas no contexto em estudo.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagado que o aluno deve copiar
para o caderno.

Obs: Esta aula é uma continuacao da anterior, por isso foi planificada para um periodo
de 45min

O professor comeca por fazer uma retrospetiva da aula passada, recordando aos alunos a
definicao analitica e sintética das conicas bem como o procedimento para a obtencao das
suas equacoes reduzidas, na sequéncia coloca as seguintes questoes: Qual é a forma da
equagao geral das conicas? Enquanto os alunos procuram responder apresenta o sumério
em videoprojetor e orienta os objetivos.
Videoprojetor
Aula n°: 4 Data:—/—/—
Sumario:

Equacgoes gerais das conicas.

Resolugao de exercicios de aplicagao.

Na sequéncia o professor apresenta em videoprojetor as vérias equacoes reduzidas das
conicas estudadas na aula anterior, e pede aos alunos para identificarem as
particularidades comuns e nao comuns entre elas.

Videoprojetor

2 2

Yy _
@ T !
y° =4dax
2 y271
az 2

Com a identificacdo, o professor espera que os alunos apontem como umas das semelhancas o fato de
todas elas serem do segundo grau, em duas varidveis e como diferenca entre elas, a forma como cada uma
estad estruturada algebricamente.

Depois desta discussdo o professor apresenta o conteido em videoprojetor.

Videoprojetor

A equacio geral de uma conica é uma equacgio polinomial do segundo gran em duas variaveis do tipo:

Az + By  + Cay+ Dax+ Ey+ F =0

Continuando questiona outra vez, que condi¢Ges devem respeitar os coeficientes desta equacao para a
identificagdo de cada uma das conicas?

Depois de ouvir as diferentes opinides dos alunos o professor apresenta as condig¢oes em videoprojetor,
afirmando que o grafico de uma conica pode ser imediatamente determinado quando a equagio é
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reduzida a uma das suas formas simplificadas, para tal a determinacdo pode ser feita a partir dos
coeficientes da equacdo geral.

Videoprojetor
Uma equagao do tipo

Az’ + By? + Cay+ Dz + Ey+F =0

representa

Uma circunferéncia se A= B # 0, C =0e D> + E? > 4AF
Uma elipse se C? —4AB < 0

Uma parabola se C2 —4AB =0

Uma hipérbole se C? — 4AB > 0

Continuando o professor apresenta o seguinte exercicio:

Exercicio 1:

2.1 Identifique cada uma das conicas e escreva a sua forma reduzida.

1. 22 +9y? +42+8y+2=0
2. 22 — 10z +2y+23=0
3. 22 +4x + 42 +8y+4=0

4. 5y?> —6x —3y> — 10y —13=0

Resolucao:

O professor resolve o exercicio no quadro enquanto os alunos prestam atencao.

Quadro

Quanto ao primeiro exercicio, olhando pela forma Az? + By? + Cay + Dx + Ey + F = 0,
temos
22+ 92 44+ 8y+2=0

E possivel verificar que A = B # 0, C' = 0. Tudo indica para uma circunferéncia, para
confirmarmos vamos verificar a outra condicao.

D? + E? > 4AF
Como D=4, FE =8¢ F =2, entao
42 +8% > 32

O que confirma ser uma circunferéncia, cuja forma reduzida é obtida pelo seguinte
procedimento.

2?4+ +4+8y+2=0
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Vamos completar quadrados
2+ dr+44+92 +8y+16=—-24+4+16

(z+2)%+ (y+4)>° =18

Portanto trata-se de uma circunferéncia centrada em (—2, —4) com o raio 3v/2.

Quanto a segunda 22 — 10z + 2y + 23 = 0, temos:
A=1 B=0 C=0
A diferenga do caso anterior, temos A # B, entao vamos aplicar o bindmio discriminante.

C? - 4AB=0%>-41.0=0

Logo a condigao aponta para uma parabola cuja equacao reduzida é obtida pelo seguinte
procedimento:
22— 10z +2y+23=0

completando quadrado temos:

22— 10z +254+2y+23—-25=0
(x—5)2+20y—1)=0
(z—5)=—2(y—1)

Esta é a equacao reduzida da parédbola com o vértice no ponto (5,1).

Quanto ao terceiro exercicio x2 4 4z + 43> + 8y 4+ 4 = 0, temos:

A=1 B=14 C=0

Como A # B, nao probabilidade de vir a ser uma circunferéncia, portanto vamos aplicar
o bindémio discriminate.

C? —4AB=0%>—-4.14<0

A condicado aponta para uma elipse, vamos obter a sua forma reduzida:

2+ 4z 442 +8y+4=0

Completando quadrado temos:

P4 +4+40P 2+ 1) =4

(z+2)2+4(y+1) =4
Dividindo tudo por 4 temos:
(x4 2)?
4

Trata-se de uma elipse centrada em (—2,—1), com eixo maior igual a 4 e eixo menor igual
a2

+y+1)i=1

Quanto a quarta y? — 8y + 92 + 16 = 0, temos:
A=0 B=1 C=0

Aplicando o binémio discriminate temos:

C? —4AB=0%>-4.0.1=0
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A condicao aponta para uma parabola, pelo mesmo procedimento a sua equac¢ao reduzida
é:
(y—4)2+9x=0

Trata-se de uma parabola com o vértice no ponto (0,4).
Quanto ao quinto exercicio, 5y? — 6x — 322 — 10y — 13 = 0, temos:
A=-3 B=5 C=0

Aplicando o binémio discriminate temos:
C? —4AB = 0% — 4.(=3).(5) > 0
A condig@o aponta para uma hipérbole. Vamos obter a sua equacao reduzida.
5y? — 6z — 322 — 10y — 13 =0
Completando quadrado temos:
52 =2y +1) =322 +22+1)2 - 15=0&
5y—12-3z+1)>%*-15=0«
dividindo tudo por 5, temos:

(y-1? (@+1?
3 5

Continuando o professor propoe os seguintes exercicios para os alunos resolverem na aula:

Exercicio 1:

2.1 Identifique cada uma das conicas e escreva a sua forma reduzida.

1. 922 — 18y? + 24y — 26 = 0

2. 322 — 122 + 2y + 8y = 14

Avaliacao
A avaliacao dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
Participagao durante a exposi¢ao da aula.
- Interacado com o professor e os colegas.

- Comportamento em sala de aula.
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Unidade Didética 1.4.4 - Curvas parametrizadas

Topico Central - Curvas parametrizadas no plano.
Curvas definidas por equacoes paramétricas

Aula n°: 5 Data:
Duracao: 90 min.

Sumario
Equacoes paramétricas.

Defini¢ao de curvas parametrizadas.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

Representacao grafica de uma funcao num sistema de coordenadas retangulares.
- Operagoes bésicas com vetores.

- Conhecimento bésico sobre curva no plano.

Relagoes trignométricas.

Obs: Para que haja eficicia no nivel de partida no que toca ao tratamento de
fungoes nas aulas de parametrizacao de curvas é necessario que o professor de
Geometria analitica tenha uma correspondéncia com o professor de Analise
matemaética.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.
- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:

- Parametrizar uma curva.
- Definir curvas paramétricas
- Obter os resultados do célculo de curvas parametrizadas no plano e no espago.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao
contexto em estudo.

- Ser capaz de usar os conhecimentos aprendidos na resolucao de problemas
geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagcao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O professor comega por escrever a seguinte fungdo no quadro
Quadro

y = f(z)

Na sequéncia fard a seguinte questao aos alunos: Imaginemos que queremos determinar
um ponto sobre esta fun¢do, qual seria o procedimento? Dos alunos o professor espera
que respondam da seguinte forma: temos que atribuir um valor para x e a partir dai
obtermos o valor de y.

O professor apresenta em videoprojetor uma parabola de equacio y = 22, pedindo aos
alunos para identificarem alguns pontos da curva usando uma tabela de valores entre —2
e 2. Da linha de pensamentos dos alunos, pode resultar o procedimento que segue.
Videoprojetor

y = a?
Obs: Depois de representar
os pontos no sistema de
eixo, o professor pede aos
seus alunos para recordarem
o tracado de uma parabola
e posteriormente unir os
pontos representados com
este tracado.

MR
P

=S
[

O Professor apresenta em videoprojetor outra funcao conhecida pelos alunos e pede
novamente para identificarem alguns pontos da curva usando uma tabela de valores entre
—1 e 1, pelo mesmo procedimento, obter-se-a o seguinte.

Videoprojetor
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=
=

Continuando questionara outra vez. Para curvas mais gerais, serd que também
conseguimos definir as coordenadas (x,y) de cada ponto da curva no plano a partir de
valores atribuidos a um nimero real? Os alunos fardo siléncio por desconhecerem a
resposta desta questao, entao o professor apresenta o sumério em videoprojetor e orienta
os objetivos da aula.

Videoprojetor

Aulas n°: 5 Data:
Sumario:

Conceito de curva parametrizada.

Equagbes paramétricas.

Resolucgao de exercicios de aplicagao.

O professor pede aos alunos para desenharem uma curva, conforme o desenho da figura
(A.13). Em seguida o professor observa que os seus desenhos podem ser vistos como
deformagao de um fio (ou de plasticina, ou uma palha). Lembrando-lhes que parece
existir uma correspondéncia entre um segmento de reta e o desenho feito.
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Videoprojetor

S

S~

Figura A.13: Curva (a)([43], p. 11)

Depois de ouvir as diferentes opinides dos alunos conducentes a identificacdo da curva, pedira aos alunos
para desenharem um sistema de eixos sobre a curva desenhada e averiguar quais deles podem ser funcdes
de x ou de y.

Diante das diferentes ideias dirigidas para o conceito de curva como uma deformagado continua de um
intervalo, questionara outra vez. O que é uma curva parametrizada? respeitando as ideias dos alunos
apresenta a imagem de curva parametrizada num sistema de eixos bem como a sua defini¢ao.

Videoprojetor

c Definigao 16. Seja (z,y) um ponto pertencente a

— - uma curva C do plano R?. Chamam-se Bquagées
__/I,.l'. vI=( fin, gli)) Paramétricas da curva C as equagoes:
@
/,HH_J/ z=f({t) y=g()
/ 0 p que definem ambas as coordenadas x ey como

fungdes continuas de uma terceira varidvel t, a que
se chama pardmetro.
Figura A.14: Curva (b) ([44], p. 650)

Na sequéncia questionarad outra vez, o que sdo equagdes paramétricas?
Depois de ouvir as diferentes opiniges, orienta a formagao da seguinte definigao:

Videoprojetor

Definigao 17. Quando x e y sio dadas como fungées de uma terceira varidvel t (denominada
pardmetro), as equagoes

= f(t) y=g(t)

sao chamadas equacdes paramétricas, onde f e g sGo funcdes continuas num intervalo de nimeros reais.

Obs: A curva com equagdes paramétricas z = f(t) e y=g(t) a <t <btem ponto inicial (f(a),g(a))
e ponto final (f(b), g(b))

Continuando, o professor propde a resolugao do seguinte exercicio.
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Exercicio 1:

1 Determine as equagoes paramétricas da seguinte curva, considerando ¢ a variar no
. T . .

intervalo [—g,g] e posteriormente estenda para um caso mais geral.

1.1y =22

Resolucao:

O exercicio é resolvido no quadro em forma de elaboragdo conjunta.

Quadro
Para determinarmos uma equacao paramétrica da parabola de equacio cartesiana y = 2.
vamos supor que desejamos associar x e y ao angulo 6 = t.

bt /
R 2 »

S
/

Figura A.15: Parabola parametrizada (a)

Do triangulo retangulo AOPX, vem: tant = g, como y = 2 (1), temos:
T
22
tant = — &
x
T = tant
Substituindo o valor de z em (1), temos:
y = (tant)?

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da parabola dadas por:

T = tant

Yy = tan? ¢

Atribuindo valores do intervalo dado a t, para r(t)=(tant,tan?t), temos:

_ (0) = (0.0)
)=ty (&) =)
o

r(g) = (=V3.3) "(5) = (V3,3)
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Para o caso mais geral, vamos determinar uma equacao paramétrica da parabola de

equagao cartesiana y*4—x2, onde a é a abcissa do foco, cuja abordagem mais detalhada
a

encontra-se no capitulo III. suponha que desejamos associar x e y ao angulo 6 = t.

5 Pmmmmm TN

Figura A.16: Parabola parametrizada (b)

1
Do tridngulo retangulo AOPX, vem: tant = g, como y = —z?2 (1), temos:
x

4a
1
2
tant:4a =
tan ¢ 1 51
ant = —x°—
4a x
tant = = o
ant = —
4a

r = 4atant

Substituindo o valor de = em (1), temos:

1
y = £(4atant)2 &

1
y = @(16(12 tan’t) <

y = 4datan®t
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Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da parabola dadas por:

T = 4atant
y = 4datan®t

Na sequéncia o professor propoe a resolucao do exercicio 2.

Exercicio 3:

3 Determine as equagoes paramétricas da circunferéncia de raio 4, com o centro na
origem, considerando ¢ a variar no intervalo [0, 27] e posteriormente determine um caso
mais geral para ela.

3.1y=2

Resolucao:

O professor resolve no quadro com a participacao dos alunos.

Quadro
Para obtermos as equacoes paramétricas da circunferéncia de equacio z2 + y? = 4, vamos
supor que desejamos associar x e y com o angulo t.

Figura A.17: Circunferéncia parametrizada (a)

No tridngulo retangulo inscrito na circunferéncia, é possivel verificar que o cateto oposto
mede y, o adjacente mede x e a hipotenusa mede 2 por ser o raio da circunferéncia. Dai
vem:

T
cost = — & x = 2cost
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. Yy .
sint = = & y = 2sint
2
Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da circunferéncia dadas por:

T = 2cost
y = 2sint

2

Para casos mais geral, da equacdo cartesiana z2 + y? = r2, a semelhanca do procedimento

anterior. Suponhamos que desejamos associar x e y com o angulo ¢.

Figura A.18: Circunferéncia parametrizada (b)

No triangulo AOPX, ilustrado na Figura (A.18), é possivel verificar que o cateto oposto
mede y, o adjacente mede x e a hipotenusa mede r. Dai vem:

T
cost = — & x =rcost
r

sint = Y &y =rsint
r

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da circunferéncia dadas por:

xr =rcost
Yy =rsint

Continuando propoe-se o seguinte exercicio.

Exercicio 3:
3 Determine as equagdes paramétricas para a seguinte equacao, considerando ¢ a variar

no intervalo [0, 27], na sequéncia estenda para um caso mais geral..
22

3.1
4

+y?=1

Resolucgao:
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Em forma de elaboragao conjunta o exercicio é resolvido no quadro.

Quadro
Usando o procedimento anterior, vamos supor que desejamos associar x e y com o angulo

0=t

Figura A.19: Elipse parametrizada (a)

Vamos considerar uma elipse com eixo maior 4 e eixo menor 2, consideremos também
duas circunferéncias concéntricas de raio 2 e 1. o angulo ¢t chama-se dngulo excéntrico.
No triangulo AOPX, ilustrado na Figura (A.19), é possivel observar que o cateto
adjacente mede = e a hipotenusa mede 2, pois é o raio da circunferéncia maior. Dai vem:

T
cost = B} & x = 2cost

por outro lado, observando o triangulo retdngulo inscrito na circunferéncia de raio b, é
possivel verificar que o cateto oposto mede y e a hipotenusa mede 1. Dai vem:

sint =y < y =sint

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da elipse dadas por:

{ r = 2cost

y =sint
2 2
. . . X Yy .
Para o caso mais geral da elipse com equagao —; + b—2:1, usando o mesmo procedimento,
a

temos:

Figura A.20: Elipse parametrizada (b)

Pela anélise anterior considerando uma elipse com eixo maior 2a e eixo menor 2b, e
também duas circunferéncias concéntricas de raio a e b, vem:

T
cost = — & x =acost
a
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.y L
sint = 7 &y =bsint

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da elipse dadas por:

com (a,b) >0,

{ T = acost Obs: Estas equacoes se relacionam com o
y = bsint caso da circunferéncia pois basta fazer
a=1"b

Exercicio 4:
5.1 Determine as equagoes paramétricas para a seguinte equacao, considerando ¢ a variar

no intervalo [0, 27] e estenda para um caso mais geral.

2
T
52 — —y?=1
4 Yy
Resolucao:

Em forma de elaboragao conjunta os exercicios sao resolvidos no quadro com a mediacao
do professor.

Quadro
A semelhanca dos procedimentos anteriores, vamos associar as variaveis x e y ao angulo

0 =t.

Figura A.21: Hipérbole parametrizada (a)

Na Figura (A.22) temos duas circunferéncias concéntricas de raio 2 e 1 e uma hipérbole
de eixo transverso igual a 4 e eixo conjugado igual a 2. Visualizando o tridngulo retangulo
ANOM X é possivel identificar a hipotenusa medindo x e o cateto adjacente medindo 2.

2 2
cost=— & =—— & =2sect
T cost
No tridngulo retangulo AONQ, o cateto adjacente mede 1 e o cateto oposto mede y. Dai
vem:
tant =y & y = tant
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Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da hipérbole dadas por:

T = 2sect
y = tant

Para o caso mais geral usando o mesmo procedimento a hipérbole de equacao cartesiana
22 2

— — 33 = 1, temos.

a b

Figura A.22: Hipérbole parametrizada (b)

Pela mesma andlise, considereando duas circunferéncias concéntricas de raio a e b e uma
hipérbole de eixo transverso igual a 2a e eixo conjugado igual a 2b. Visualizando o
triangulo retangulo AOM X é possivel identificar a hipotenusa medindo z e o cateto
adjacente medindo a.

a a
cost=— <& rx=——<%r=asect
x cost

No triangulo retangulo AONQ,o cateto adjacente mede b e o cateto oposto mede y. Dai
vem:

tant = % &y =btant

Portanto, usando um angulo como parametro, podemos considerar as equagoes
paramétricas da hipérbole dadas por:

com (a,b) >0
{ xr = asect

y =btant

Obs: o professor pode recorrer as figuras ilustradas no capitulo 3, e pedir aos
alunos para determinarem as equacgoes das suas curvas e posteriormente
parametriza-las

Avaliacao
A avaliagdo dos alunos seré baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
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- Participagao durante a exposicao da aula.

- Interagdo com o professor e 0s colegas.
- Comportamento em sala de aula.

Referéncias

[43]  [44]

Turma: 1° ano de Matematica
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Unidade Didéatica 1.4.4 - Curvas parametrizadas
Topico Central - Traco de uma curva parametrizada.

Aula n°: 6 Data:
Duracao: 90 min.

Sumario

Definicao de traco de uma curva parametrizada.
Resolugao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

Representacao grafica de uma func¢ao num sistema de coordenadas retangulares.
Operacoes basicas com vetores.

Relagoes trignométricas.

Conhecimento bésico sobre curva parametrizadas no plano e no espaco.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.
- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos

No final da aula os alunos devem saber:

- Definir traco de uma curva parametrizada.
- Esbogar o traco de uma curva parametrizada.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao
contexto em estudo.

- Ser capaz de usar os conhecimentos aprendidos na resolucao de problemas
geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagcao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O professor comeca por fazer uma retrospetiva da aula passada e em seguida apresenta
em videoprojetor um grafico de curva parametrizada estudada na aula anterior.
Videoprojetor

C -
—

F_/: YI=(AD, gl1)

-

Depois de observada a imagem, o professor coloca para a reflexdao dos alunos a seguinte
questdo: na aula passada estudamos que a curva ilustrada nesta figura, onde vimos que
as coordenadas dos pontos desta curva podem descrever-se como imagem de uma fungao
vetorial que tem o dominio num intervalo de niimeros reais e o contradominio em R?, e
entao sabendo isso, como se chama o desenho desta curva? Perante o siléncio feito pelos
alunos apresenta o sumario em videoprojetor e orienta os objetivos da aula.

Videoprojetor
Aulas n°: 6 Data:
Sumaério:

Definigao de traco de uma curva.

Resolucao de exercicios de aplicagao.

O professor ajuda os alunos a pensar com auxilio do grafico o desenho da curva é
chamado de trago da curva, e em seguida pergunta novamente aos alunos, entao como se
define o trago de uma curva? Depois de ouvir as diferentes opinides apresenta a defini¢ao
em videoprojetor.

Videoprojetor

Defini¢ao 18. Dada uma curva parametrizada v : I — R™. O conjunto imagem Im(y)—{~(t)eR™ : tel}
é chamado de traco de 7.
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Como exemplo o professor resolve exercicio n® 1.

Exercicio 1:

1.1 Esboce o trago da curva parametrizada 7 : [0,2] — R?, dada por: r(t) = (¢,?).

Resolucao:

O professor resolve o exercicio no quadro enquanto os alunos acompanham com atencao.

Quadro

o

O professor coloca a seguinte questao: como é que a curva liga o ponto (0,0) ao ponto
(2,4)?7 Em seguida ajudara os alunos a chegarem na seguinte conclusao: a melhor
maneira é determinar uma relagao entre x e y a partir das suas equagoes paramétricas.

..._
"
(&)

y=x

Como temos y = 22, entdo o trago de r estard sobre o grafico da fungao f(x) = 22, para
xel0, 2].

Obs: A parametrizacao de uma curva nao é unica. Este exemplo é uma segunda
parmetrizacao da parabola que ja tinham sido parametrizada na aula anterior. Nos dois
casos o parametro é escolhido de forma diferente, mas o traco é o mesmo.

Na sequéncia o professor propoe a resolucao do exercicio 2.
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Exercicio 2:

2.1 Esboce o traco da curva parametrizada [0, 1] — R?, dada por r(t) = (¢, 1)

Resolucao:

O professor resolve no quadro com a participacao dos alunos.

Quadro
A
Y
r(0) = (0,1)
1 1
N=(=.1
r(3) = (5.1)
r(1) =(1,1)
1
' _01-—?% r=1
0] 1 1 'r'-:
2

Entao enquanto ¢ varia de 0 a 1 o trago da curva vai paralelamente ao eixo dos x do
ponto (0,1) ao ponto (1,1).
Obs: o conceito de curva definido pode resultar num trago que descreve uma linha reta.

Continuando propoe-se o seguinte exercicio.

Exercicio 3:
3.1 Analisemos a curva de r : [0,1] — R? dada por: r(t) = (2t,t3)

Resolucao:

Juntos com os alunos o professor analisa a curva dada no quadro. Lembrando-os que
para cada t real que estiver entre 0 e 1 fornece um elemento de R?, por exemplo.

Quadro

t=1=r(1)=(2,1)

t=0=r(0) = (0,0)

Basta atribuirmos valores ao parametro ¢, uma vez que cada valor de ¢ oferece um ponto
na curva e unimos cada um deles por formas a obtermos a curva.
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Para sabermos de que curva se trata, basta determinarmos uma relagao entre x e y a
partir das suas equagoes paramétricas, chamando:

r=2¢ y=1t>

Dai vem:

graficamente temos:

Continuando o professor propde a resolucao do exercicio n°4.

Exercicio 4:

4.1 Suponha que o trajeto de uma formiga é descrito pela

correspondéncia r(t) — (cos2wt, sin27t) com ¢ pertencente ao
intervalo [0, 1] qual é o rasto que ela marcaria?

Resolucao:

A luz da orientacao do professor o exercicio é resolvido no quadro.

Quadro
Vamos atribuir valores ao parametro t.
t=0=r(t)=(1,0) A
) y 1
1 1 t=—
b= =7r(5)=(~1,0) L 4
2 2
1 1 t= 1
3 3 0 v
t= - —) = —1
graficamente temos: =1 §
4

Logo a trajetoria da formiga é uma
circunferéncia de raio 1.
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Continuando o professor propde a resolucao do exercicio n° 5.

Exercicio 5:

5.1 Que curva é representada pelas equages paramétricas x = cost, y = sint,
0<t <277,

5.2 Esboce o respetivo grafico.

Resolucao:

m forma de elaboracdo conjunta o exercicio é resolvido no quadro a luz da orientagdo do
professor, levando os alunos a perceber que se se plotar os pontos, parece que a curva é
um circulo. Podendo-se confirmar esta impressao ao estabelecermos uma relacao entre z
e y a partir das suas equagodes parameétricas, mostrando os passos no quadro.

Quadro

x2+y2:0082t+sin2t: 1

Quanto a questao 5.2 depois do professor explorar os diferentes pontos de vista dos
alunos, apresenta a figura, explicando a movimentagao da particula ao longo da curva.
VIdeoprojetor

(cost, sint)

Na sequéncia o professor propoe a resolugao do exercicio 6 (Stewart, 2008 p. 647-648).
Exercicio 6:
6.1 Esboce e identifique a curva definida pelas equacoes paramétricas = = t> — 2t e

y=t+1.
6.2 Depois de identificada a curva restringe o parametro ¢ no intervalo 0 < ¢ < 4.
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Resolucao:

O professor escreve a resolucao 6.1 no quadro, mostrando aos alunos que para
esbocarmos o gréafico da curva definida pelas equacoes paramétricas dadas, basta
atribuirmos valores ao parametro ¢, uma vez que cada valor de t oferece um ponto na
curva e unimos cada um deles por formas a obtermos a curva.

Quadro

1 3 0

s
-
th s W b

O Professor convidard os alunos a observarem a curva obtida por formas a
identificarem-na. Valorizando suas opinioes concluird que a curva dada pode ser uma
pardbola. Isso pode ao estabelecermos uma relacao entre x e y a partir das suas equagoes
parameétricas, mostrando os passos no quadro.
Quadro

r=t2—2%=(y—-12-20—-1)=9*>—4y+3
Assim a curva y? — 4y + 3 representada pelas equacdes paramétricas dadas é uma

parabola.

=4

Continuando o professor convidara os alunos a emitirem opiniao para a resolucao do
exercicio 2.2 e 2.3.

Valorizando a opiniao dos alunos o professor os levara a concluir que quando t aumenta
de 0 a 4, a curva comega no ponto (0,1) e termina no ponto (8,5).

Quadro
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@5 r=t>—2t y=t+1 0<t<4

P

/"

<{0,1)

Como o valor de ¢t aumenta de 0 a 4 e a curva comeca no ponto (0, 1) e termina no ponto
(8,5),

Para consolidar o conhecimento dos alunos o professor propde o seguinte exercicio.
Exercicio 7:

7.1 A trajetoria descrita por um jardineiro do Njimba silili ao fazer um canteiro de flores
¢ dada pela correspondéncia r(t) — (3cost, 2sint) com t pertencente ao intervalo [0, 27]
qual é o rasto que ele marcaria?

O professor apresenta a imagem do jardineiro a definir a curva em videoprojetor.

Videoprojetor

Resolucao:

Em forma de elaboracao conjunta o exercicio é resolvido no quadro, declarando as
varaveis da seguinte forma:

r = 3cost
e
Yy = 2sint
Quadro

Vamos atribuir valores ao parametro t.

t=0=r(t) = (3,0)

t=2=r(3)=(0.2)
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t=m=r(n)=(-3,0)

3T 3T
=5 =7r(5)=0-2)

t=2m = r(27) = (3,0)

t

Observa-se que o ponto inicial coincide com o ponto final, logo a curva é fechada.
graficamente temos:

y

2

) ﬁ/—
:‘! N

-2

&

|’=?

Portanto a trajetoria percorrida é uma elipse centrada na origem, com eixo maior igual a
6 e eixo menor igual a 2.

O Professor apresenta o traco feito pelo jardineiro em videoprojetor

Videoprojetor

O exercicio 7.1 foi inspirado nos contetidos desenvolvidos no capitulo 3

Avaliacao
A avaliacao dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
Participagao durante a exposicao da aula.
Interagao com o professor e os colegas.
Comportamento em sala de aula.

Referéncias

[43]  [44]
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Unidade Didética 1.4.4- Curvas parametrizadas

Topico Central - Curvas parametrizadas no espaco
Curvas espaciais definidas por equagoes paramétricas

Aula n°: 7 Data:
Duracao: 90 min.

Sumario

Definicao de curvas espaciais parametrizadas.
Equacoes paramétricas de curvas espaciais.
Resolucao de exercicios de aplicagao.

Pré-Requisitos

- Representacao grafica de uma funcao num sistema de coordenadas retangulares.
- Operagoes bésicas com vetores no espaco.

- Conhecimento bésico sobre curva no plano.

- Parametrizar uma curva no plano.

- Obter resultados de calculo de uma curva parametrizada no plano.

- Relacgoes trignomeétricas.

Materiais e Recursos

- Material de apoio a docéncia.
- Quadro, marcador, computador, ponteiro e videoprojetor.
- Ficha de trabalho:

Objetivos
No final da aula os alunos devem saber:

- Parametrizar uma curva espacial.
- Definir curvas espacial paramétricas
- Obter os resultados do calculo de curvas parametrizadas no espaco.

Competéncias transversais

- Desenvolver habilidades para aplicar o aprendido em situacoes relacionadas ao
contexto em estudo.

- Ser capaz de usar os conhecimentos aprendidos na resolucao de problemas
geométricos.
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Conteudos/Estratégias de ensino-aprendizagem

Notas:
As indicagoes Quadro ou Videoprojetor referenciam informagao que o aluno deve copiar
para o caderno.

O professor comeca por fazer duas questoes aos seus alunos: o que é uma curva
parametrizada no plano? E o que sdo equagoes paramétricas no plano? Por ser um
contetudo j4 tratado, o professor ajuda-os a recordar tais conceitos. De seguida questiona
novamente o que é uma curva parametrizada no espaco? Como determinar equagoes
paramétricas de uma curva no espaco? Face a curiosidade despertada nos alunos sobre o
assunto em questao, o professor apresenta o sumério em videoprojetor e orienta os
objetivos da aula.

Videoprojetor
Aulas n®: 7 Data:
Sumario:

Definicao de curvas espaciais parametrizadas.

Equacoes paramétricas de curvas espaciais.

Resolugao de exercicios de aplicagao.

Depois de ouvir as diferentes opinides com respeito as questoes feitas, o professor
apresenta em videoprojetor a definicao de uma curva parametrizada no espaco.

Videoprojetor

Definigao 19. Seja (v,y,2) um ponto pertencente
a uma curva C do espaco R®. Chamam-se
. o . . o Pifin, g, hir)
Equagoes Paramétricas da curva C' as equagdes: |~ */::\I____‘_ P
y X
o) ;
z=f(t) y=gt) z=h(t) (A.10) Py

]

que definem as coordenadas x, y e z como fungdes

continuas de uma quarta varidvel t, a que |- < rlt) =(fi1), git), hit))

0)
chamamos de pardmetro. / o ——
T
X ¥

Figura A.23: Curva espacial parametrizada ([44],
p- 849

As equagoes em (A.10) sao denominadas equagdes paramétricas de C e ¢ é conhecido como
parametro.

Podemos pensar em C' como tendo sido tracado pelo movimento de uma particula cuja posicdo no
instante ¢ é (f(t),g(t), h(t)). Se considerarmos a fungio vetorial r(t)=( f(t), g(t), h(t) ), entdo r(t) é um
vetor de posicao do ponto P(f(t),g(t),h(t)) sobre C. Assim, qualquer fun¢ao vetorial r define uma curva
espacial C que é tragada pela ponta do vetor em movimento r(t), como mostra a figura (A.23).
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Como exemplo o professor resolve exercicio n® 1.

Exercicio 1:

1.1 Determine a equagao vetorial e as equagoes paramétricas para o segmento de reta

ligando o ponto P = (1,3, —2) ao ponto @ = (2,—1, 3).

Resolucao:

O professor resolve o exercicio no quadro enquanto os alunos acompanham com atencao.

Quadro

Para obtermos uma equagcao vetorial do segmento de reta que passa pelos pontos
P=(1,3,-2) e @ =(2,—1,3), vamos inicialmente determinar o vetor deste segmento.

v=Q—-P=(2,-1,3)—(1,3,-2) = (1,—4,5)
Seja C' = (z,y,2) o conjunto de todos os pontos no espago, nos quais

z=f(t) y=g(t) z=h(t)

temos:

PC=tve C—P=t(1,-4,5) <
(x — 1,y —3,24+2) = (t,—4t,5t) &

r=t+1y=3—-4t z2=—-2+5¢

O intervalo de variagdo do parametro ¢ é definido a partir de uma das equagoes, por
exemplo z =t + 1, temos:

paraz=1,t=0eparax=2,t=1. LogotvariadeOal,isto ¢ 0 <t <1.

Como 7(t)=( f(t),9(t),h(t) ), a fungao vetorial é dada por:

r(t)=(1+t3—4t,—2+ 5t ) com 0 <t < 1. E as equagbes paramétricas sao:

r=t+1, y=3—-4, z=-2+4+5t 0<t<1

Graficamente temos:
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o002, —1,3)

h,
",

P(1,3,—2)%

Figura A.24: Segmento de reta ([44], p.850)

Na sequéncia o professor propoe a resolucao do exercicio 2.

Exercicio 2:

2 Descreva a curva definida pela funcao vetorial r(¢t)=( 1 +¢,2 4+ 5¢,—1 4+ 6t )

Resolucao:

O professor resolve no quadro com a participacao dos alunos.

Quadro

As equagbes parameétricas correspondentes sao:
x 1+t y—2+5t, z—14-6t

que sao reconhecidas como equagoes paramétricas de uma reta passando pelo ponto
(1,2 — 1) e paralela ao vetor (1,5,6). Outro modo de ver é observar que a fun¢ao pode
ser escrita como r = ¢ + tv, onde ro = (1,2, —1) e v = (1,5,6) (Stewart, 2008 p.849).
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Continuando propoe-se o seguinte exercicio.

Exercicio 3:
3.1 Mostre que a curva com equagoes paramétricas © = tcost, y = tsint, z = t, estd em
2% = 2% + 92

Resolucao:
Inicialmente o professor orienta aos alunos para resolverem o exercicio nos cadernos em
seguida ¢é apresentado por um aluno no quadro.

Quadro
Vamos substituir os valores das variaveis x, y e z, na equacao dada.

22 = t?cos’ t + t?sin’t & 2% = t?(cos® t + sin’ )
como z = t, temos

L2 2

2

Logo a curva com equacdes paramétricas dada esta em 22 = 22 + y2. Conforme a figura

abaixo.

B

Figura A.25: Curva no cone

Continuando o professor propde a resolucao do exercicio n°5.

Exercicio 4:
4.1 Mostre que a curva com equacoes paramétricas r=sint, y = cost, z = sin®t ¢ a curva
de intersecio das superficies z = 22 e 22 + y? = 1

Resolucgao:
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A luz da orientacao do professor o exercicio € resolvido no quadro.

Quadro

Se a curva com as equacoes paramétricas dadas for da intersecao entre as superficies em

causa, entao as suas equacoes paramétricas sao solugoes das suas equagoes.
z=2’oz—22=0<sin’t—sin’t =0

e por outro lado

m2+y2:1©sin2t—|—0052:1

Logo a curva com equagOes paramétricas dada é a intersecao das duas superficies, como
mostra a seguinte figura.

N T
i

¥

Figura A.26: Interse¢ao das duas superficies

Continuando o professor propoe a resolucao do exercicio n® 5.

Exercicio 5:
5.1 Encontre a equagao cartesiana da equacgao vetorial r(t)=( acost, bsint, t ) e analise
o estado da curva

Resolucao:

O professor resolve o exercicio no quadro, com a participacao dos seus alunos.
Quadro

Para a equagao vetorial r(t)—( acostbsint, t )
As suas equacdes parameétricas sao:

r=acost y=bsint, z=t

para encontrarmos a equacao cartesiana, vamos eliminar o parametro t, e entao
escrevemos.

2

— = cos’t e y—z — sin?t
a b

Somando membro a membro, obtemos
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22 g2

2y
A curva esté inteiramente no cilindro eliptico cuja diretriz é uma elipse no plano zy e
cujas determinantes sao paralelas ao eixo z.

=1

Para consolidacao, o professor propoe os seguintes exercicios para serem resolvidos na
aula.

Exercicio 6:
6.1 Encontre uma equacao vetorial e equacoes paramétricas para o segmento de reta que

liga Pe @ .

- P=(0,0,0) e Q=(1,2,3)
- P=(1,-1,2)eQ=(4,1,7)

- P=(-2,4,00eQ=(6,-1,2)

Obs: a construcao do Onjango narrada no capitulo 3 pode ser usada para

ilustracao e interpretagao geométrica nesta aula

Avaliacao
A avaliagao dos alunos serd baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula.
- Participagao durante a exposicao da aula.
- Interagdo com o professor e 0s colegas.

Comportamento em sala de aula.

Referéncias

[43]  [44]



