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Resumo 

 

Neste trabalho são apresentados vários contributos para o estudo e modelação do 

comportamento de vigas de betão estrutural à torção pura e à torção combinada com 

outros esforços internos (alguns casos). Todos os estudos apresentados focam o 

comportamento de vigas com secção transversal retangular (cheia e vazada). 

Para a concretização do presente trabalho, procedeu-se à compilação de informação 

encontrada na literatura consultada sobre resultados experimentais de vigas de betão 

armado e pré-esforçado, ensaiadas primariamente à torção por diversos autores. O 

objetivo foi utilizar esta informação como base de validação para os vários estudos 

apresentados no presente trabalho. 

Para a modelação do comportamento à torção de vigas de betão estrutural foram 

utilizados diversos modelos teóricos como base, nomeadamente: o Modified Variable 

Angle Truss Model (MVATM), o Generalized Softened Variable Angle Truss Model 

(GSVATM) e o Combined Action Softened Truss Model (CA-STM).  

Para o MVATM foi proposta e validada a sua extensão para o cálculo do comportamento 

global à torção de vigas de betão pré-esforçado. Este trabalho deu origem a 1 artigo 

científico publicado numa revista internacional. 

O GSVATM serviu de modelo base para o estudo comparativo das propostas de leis 

constitutivas médias para o betão à tração, encontradas na literatura consultada. O 

objetivo deste estudo foi identificar e avaliar a lei que melhor permite ao modelo prever 

o comportamento de vigas de betão armado em torção, para baixos níveis de 

carregamento, designadamente a transição entre o estado não fissurado e fissurado. Os 

resultados fizeram sobressair uma lei constitutiva média particular, a qual permite ao 

modelo obter a melhor aproximação dos resultados experimentais. Este trabalho deu 

origem a 1 artigo científico publicado numa revista internacional. 

Para o CA-STM foi proposto um refinamento do modelo com uma solução de cálculo 

eficiente para a previsão do comportamento de vigas de betão armado sujeitas à torção 

combinada com flexão. Os resultados obtidos demonstraram que o refinamento proposto 

é adequado e que o novo procedimento de cálculo é mais simples e eficaz, com resultados 

bastante satisfatórios. Este trabalho deu origem a 1 artigo científico publicado numa 

revista internacional. 



 x 

No âmbito do comportamento último de vigas de betão armado sujeitas à torção pura foi 

focado o estudo da ductilidade em torção. Para tal, foi proposta uma quantificação da 

ductilidade em torção e analisada a influência de vários parâmetros caracterizadores das 

vigas. Os resultados demonstraram que o tipo de secção transversal (cheia ou vazada), a 

classe de resistência do betão e a taxa total de armadura de torção são as variáveis de 

estudo que mais influenciam a ductilidade de uma viga de betão armado em torção. 

Foram também propostas orientações para a garantia da ductilidade em torção. Este 

trabalho deu origem a 1 artigo científico publicado numa revista internacional.  

No que toca à verificação da segurança ao estado limite último das vigas de betão armado 

sujeitas à torção pura foi feito um estudo comparativo, envolvendo disposições 

normativas sobre torção de diversos documentos de dimensionamento de vigas de betão 

armado. O objetivo deste estudo foi verificar a sua fiabilidade para o cálculo do momento 

torsor resistente através da comparação com numerosos resultados experimentais. Os 

resultados demonstram que existe necessidade de rever alguns aspetos das disposições 

normativas para otimizar o dimensionamento de vigas de betão armado à torção. Este 

trabalho deu origem a 1 artigo científico publicado numa conferência internacional. 

Por fim, tendo por base um estudo experimental previamente realizado e envolvendo 

vigas de alta resistência pré-esforçadas com secção vazada ensaiadas à torção, foi feito o 

estudo do comportamento registado e uma discussão dos resultados. Este trabalho deu 

origem a 1 artigo científico publicado numa revista internacional. 
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Abstract 

 

In this work, several contributions are presented for the study and modeling of structural 

concrete beams’ behavior under pure torsion and combined with some other internal 

forces. All the presented studies focus on the behavior of beams with rectangular cross-

sections (plain and hollow). 

For this, experimental results of reinforced and prestressed concrete beams tested under 

torsion as the main loading, from several authors, were compiled. The aim was to use 

this information as a basis to validate several studies presented in this work. 

To model the torsional behavior of structural concrete beams, several theoretical models 

were used as basis, namely: the Modified Variable Angle Truss Model (MVATM), the 

Generalized Softened Variable Angle Truss Model (GSVATM) and the Combined Action 

Softened Truss Model (CA-STM). 

For the MVATM, an extension was proposed and validated in order to predict the global 

behavior of prestressed concrete beams under torsion. Based on this work, 1 scientific 

article was published in an international journal. 

The GSVATM was used as a base model for perform a comparative study of the proposed 

smeared constitutive laws for tensile concrete found in the literature. The aim of this 

study was to evaluate and identify which law best allows the model to predict the 

behavior of reinforced concrete beams in torsion for low loading levels, namely the 

transition between the uncracked and cracked state. The results showed that there is a 

particular smeared constitutive law which allows the model to approximate better the 

experimental results. From the results of this work, 1 scientific article was published in 

an international journal. 

For the CA-STM, a refinement of the model was proposed along with an efficient 

calculation solution to predict the behavior of reinforced concrete beams under torsion 

combined with bending. The obtained results showed that the proposed refinement is 

appropriate and the new calculation procedure is simpler and more efficient, with very 

satisfactory results. This work originated 1 scientific article published in an international 

journal. 
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For the ultimate torsional behavior of reinforced concrete beams, the study of ductility 

in torsion was particularly focused. For this, a quantification of the torsional ductility 

was proposed and the influence of several parameters, which characterize the beams, 

was analyzed. The results showed that the type of cross section (plain or hollow), the 

concrete compressive strength and the total ratio of torsional reinforcement are the 

variable studies which most influence the torsional ductility. Guidelines for ensuring 

torsional ductility were also proposed. Based on this study, 1 scientific article published 

in an international journal. 

Regarding the safety for ultimate limit state of reinforced concrete beams under pure 

torsion, a comparative study was carried out involving the torsional guidelines from 

several normative documents. The aim of this study was to verify their reliability to 

predict the torsional strength by comparison with several experimental results. The 

results demonstrate that there is still a need to review some aspects of the normative 

guidelines to optimize the design of beams under torsion. This work originated 1 

scientific article published in an international conference. 

Finally, based on an experimental study previously carried out and involving pre-

stressed high-strength beams with hollow section under torsion, a study on the behavior 

of such beams and a discussion of the results was carried out. This work originated 1 

scientific article published in an international journal.  
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Behavior; Space Truss Analogy Models; Experimental Evaluation; Strength and 

Ductility; Normative Documents 
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Capítulo 1 

 

Enquadramento, revisão bibliográfica e 

objetivos do trabalho 

 

O momento torsor constitui um dos quatro esforços internos (para além do momento fletor, 

esforço transverso e esforço axial) passíveis de ocorrer nas secções transversais de uma 

barra, como é o caso de uma viga de betão estrutural integrada numa estrutura para 

equilibrar um carregamento externo. Entende-se por momento torsor como a resultante 

dos momentos atuantes no centro de corte das secções transversais, sendo aqueles 

geralmente provocados por carregamentos excêntricos e que provocam a rotação dessas 

secções em torno do eixo axial do elemento. A resistência dos elementos estruturais a este 

esforço interno depende da rigidez da secção transversal e, no caso do betão estrutural, do 

estado comportamental (fissurado ou não fissurado). No dimensionamento de estruturas 

de betão é importante considerar os efeitos torsionais primários com vista a garantir um 

adequado comportamento para os Estados Limites (de Serviço e Último). Se tal objetivo é 

relativamente fácil de garantir antes de o betão fissurar, por aplicação das teorias clássicas 

da resistência dos materiais, já após a fissuração os estados internos de tensão para 

equilibrar o momento torsor e a deformação tornam a análise de uma viga de betão 

estrutural bastante mais complexa. Para este caso, modelos baseados em campos de tensões 

ou modelos de treliça têm-se revelado particularmente adequados.   

1.1. A problemática da torção. Notas históricas. 

Até meados do século XX, mesmo depois de o betão armado assumir um papel importante 

na conceção de estruturas, a torção era um fenómeno geralmente desprezado no processo 

de dimensionamento. Os códigos e regulamentos que regiam o dimensionamento de 

estruturas não incorporavam disposições específicas para o dimensionamento de secções à 

torção, remetendo para as disposições específicas de outros esforços internos, como a flexão 

e o esforço transverso, ou simplesmente não faziam menção a este esforço. Na época, era 

assumido que o momento torsor seria absorvido pela redistribuição de esforços que surgiam 

internamente numa estrutura em virtude da fendilhação, sendo a segurança garantida pelos 

elevados coeficientes de segurança à flexão estipulados pelos documentos normativos.  
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Porém, existia um caso particular onde era reconhecido que a torção apresentava um papel 

primário na resistência do elemento estrutural, o que mereceu a realização de ensaios e 

estudos específicos para determinar novas regras de dimensionamento. Tratava-se das 

designadas “estacas-parafuso” (screwpiles), elementos pré-fabricados construídos em 

betão e armados com uma armadura transversal helicoidal, os quais eram cravados no solo 

por meios mecânicos. Durante o processo de cravação eram introduzidos, 

simultaneamente, esforços de compressão e de torção no elemento. 

A partir da Segunda Grande Guerra e com o advento de projetos arquitetónicos arrojados, 

os quais exigiam conceber estruturas com formas complexas e muitas vezes sujeitas a 

elevadas cargas excêntricas, os engenheiros projetistas começaram a sentir a falta de regras 

de dimensionamento específicas para a resistência à torção, tendo que, por vezes, se apoiar 

em estudos experimentais para avaliar a capacidade resistente de certos elementos 

estruturais. Foi o que aconteceu no caso de dois grandes projetos londrinos realizados na 

segunda metade da década de 40 do século passado e relatados por Armstrong [7] em 1956: 

a Ponte de Waterloo (Londres, 1945, Figura 1(a)) cujas cargas de projeto exercidas no 

tabuleiro originavam elevados momentos torsores nas vigas retangulares em caixão com 

três células (Figura 1(b) e 1(c)) [43]; e o Royal Festival Hall (Londres, 1951), onde foi 

necessário projetar uma viga triangular em caixão para apoiar a laje em consola do balcão 

superior do teatro (Figura 2(a) e 2(b)) [75].  

 

Figura 1. Ponte de Waterloo, Londres. (a) Registo fotográfico da ponte. (b) Pormenor da face inferior do 
tabuleiro. (c) Corte transversal do tabuleiro. [A] [D] [7]. 

 



Contribuição para o estudo e modelação do comportamento de vigas de BE à torção pura e combinada 

 3 

 

Figura 2. Royal Festival Hall, Londres. (a) Corte transversal do edifício. (b) Corte da viga triangular em 
caixão para apoiar a laje em consola. [75]. 

 

A partir daquela década de 40 verificou-se um “boom” de modernização na arquitetura. As 

estruturas, até então pensadas de forma plana, ganharam dimensões espaciais, formas 

complexas e irregulares que obrigaram, muitas vezes, a considerar nas estruturas 

carregamentos de grande excentricidade, não permitindo mais relegar os efeitos torsionais 

para um segundo plano e desprezar os seus efeitos torsores durante o processo de 

dimensionamento.  

Outra dificuldade sentida muitas vezes pelos engenheiros de estruturas, ao serem 

confrontados com uma arquitetura arrojada, dizia respeito ao cálculo dos efeitos torsionais 

em estruturas estaticamente indeterminadas que, por vezes, se tornavam bastante 

fastidiosos e morosos. Felizmente, o rápido desenvolvimento das aplicações 

computacionais para a análise estrutural, ao longo das últimas décadas, veio facilitar este 

tipo de cálculo. 

Na década de 60 do século passado, a substituição do método de dimensionamento de 

estruturas baseado nas tensões admissíveis, pelo método dos Estados Limites Últimos 

(ELU), veio reduzir os elevados fatores de segurança que conferiam a reserva necessária de 

resistência às estruturas para garantir a absorção dos efeitos torsionais, considerados até 

então como um efeito secundário.  

São raros os casos práticos sobre problemas associados à fraca resistência à torção que 

tenham sido devidamente documentados. A Figura 3 [56] constitui um exemplo de um 

desses registos feito em 1964, na Florida (EUA), onde uma viga sofreu uma rotura devido à 

torção, por insuficiência de armadura. Esta viga, integrada numa estrutura de um edifício 

destinado a um parque de estacionamento, apresentava ao longo das suas faces uma fenda 

única helicoidal, típica de uma rotura frágil por torção.  
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Figura 3. Rotura frágil por torção de uma viga num edifício [56]. 
 

Todos os fatores anteriormente referidos contribuíram para que, na comunidade científica, 

crescesse um sentimento de necessidade para que se estudasse adequadamente o 

comportamento das estruturas sujeitas à torção e definir regras de dimensionamento 

específicas para este esforço. Em resposta ao então amplo interesse mundial, em 1958 foi 

criada a Comissão 438 do American Concrete Institute (ACI 438) para promover 

investigação sobre esta temática e definir regras de dimensionamento para projeto de 

estruturas sujeitas à torção. Assim, no código ACI de 1971 (ACI 318-71 [1]) surgem, pela 

primeira vez, procedimentos para o dimensionamento de secções de betão armado à torção. 

Entre 1972 e 1977, no antigo Comité Européen du Béton (CEB), a Comissão V “Esforço 

Transverso – Torção” também desenvolveu extensos estudos sobre esta temática, 

culminando na incorporação de procedimentos de dimensionamento à torção, já baseados 

na teoria dos Estados Limites, na edição de 1978 do código modelo europeu (MC 78 [34]). 

Tendo por base este documento normativo, em Portugal, e no ano de 1983, surgiu o 

Regulamento de Estruturas de Betão Armado e Pré-Esforçado (REBAP [66]). Outros países, 

como a União Soviética e a Austrália, também deram o seu contributo para o estudo desta 

temática [56]. 

Desde então, inúmeros estudos foram realizados com vista ao melhor conhecimento do 

comportamento de estruturas de betão sujeitas a efeitos torsionais, em particular barras, e 

à definição de procedimentos adequados de dimensionamento para garantia de um 

comportamento adequado em Estado Limite de Serviço e Último. Hoje em dia, muitos 

desses procedimentos continuam a ser baseados em métodos semi-empíricos ou mesmo 

empíricos, ou tendo por base os resultados de programas experimentais pouco extensos, o 

que conduz à adoção de regras particulares de dimensionamento, diferentes nos 

documentos normativos adotados em vários países. Além disso, muitos aspetos hoje 

considerados importantes para um adequado comportamento estrutural, como sejam o 

comportamento em Serviço e a garantia de uma ductilidade na rotura, encontram-se ainda 

ausentes, ou deficientemente tratados, em muitos documentos normativos. 



Contribuição para o estudo e modelação do comportamento de vigas de BE à torção pura e combinada 

 5 

Muitas vezes, é necessário dimensionar elementos estruturais resistentes a elevados 

esforços de torção, na maioria dos casos combinados com outros esforços. Em geral, os 

regulamentos e códigos de dimensionamento prescrevem o dimensionamento dos 

elementos estruturais de forma separada para cada tipo de esforço e, posteriormente, 

prescrevem uma sobreposição de efeitos, eventualmente contemplada com uma verificação 

adicional da interação de esforços. Também nesta situação, o tratamento dos efeitos 

torsionais é ainda deficiente em muitos documentos normativos. 

A problemática do dimensionamento à torção é ainda agravada com o desenvolvimento de 

novas técnicas de construção, como a utilização de pré-esforço ou de reforço estrutural, e 

com o surgimento de novos materiais, como betões de alta resistência e ultra alta 

resistência, betões leves ou betões com fibras, onde a investigação é ainda muito necessária 

e onde os documentos normativos carecem, muitas vezes, de disposições normativas. 

1.2. Conceitos básicos para o tema investigado. 

São raras as situações em que um elemento estrutural se encontra submetido à torção pura, 

sendo este esforço normalmente acompanhado por outros esforços internos. No entanto, 

existem casos práticos da engenharia de estruturas, como é o caso de pontes com curvatura 

pronunciada, de longos vãos ou estruturas geometricamente complexas, de edifícios que, 

sob o efeito das acções gravíticas e dinâmicas incorporam elementos estruturais, tais como 

vigas e/ou colunas, sujeitos a elevados momentos torsores, onde a torção pode constituir 

um esforço dominante ou primário e condicionar bastante o processo de dimensionamento 

[76] [83] [84].  

No interesse do tema investigado, apresentam-se alguns conceitos considerados 

importantes para o presente trabalho.  

1.2.1. Tipos de torção. 

Os esforços de torção podem possuir diferentes graus de importância para o 

dimensionamento de estruturas, dependendo das condições em que a torção surge numa 

estrutura, da forma como a torção é absorvida pela secção transversal e/ou das 

consequências de a torção ser desprezada no dimensionamento. 

Tendo por base a ligação entre elementos estruturais e a existência, ou não, de redundância 

em termos de estaticidade, é possível considerar dois tipos fundamentais de torção:  

(i) Torção de Compatibilidade: são todos os efeitos torsionais que podem ser considerados 

como secundários face à compatibilidade de deformações entre elementos estruturais 
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(Figura 4(a)). Isto é, se o elemento sujeito à torção não possuir resistência suficiente a este 

esforço, a estrutura poderá sofrer deformações elevadas e fissuração excessiva, mas a 

estrutura não colapsará, mantendo-se em equilíbrio. Assim, este tipo de torção pode ser 

desprezado no dimensionamento da estrutura, desde que seja verificada a segurança da 

estrutura ao Estado Limite de Serviço (ELS), garantindo, por exemplo, a existência de uma 

armadura mínima de fissuração, em especial nas zonas de ligação entre elementos e no 

elemento em torção. Caso uma armadura mínima de torção não seja prevista numa viga de 

betão armado, a sua rigidez elástica de torção, no estado fissurado, decairá até 85% a 90% 

do seu valor inicial [51]. Em consequência da fissuração na zona de ligação e no elemento 

inicialmente em torção, parte dos esforços hiperestáticos são redistribuídos e a redução do 

esforço inicial de torção é “equilibrada” pelo aumento de outros esforços internos noutras 

secções, como a flexão e o esforço transverso. Para determinar os esforços internos de 

dimensionamento de uma estrutura, desprezando a torção de compatibilidade, é possível 

adotar modelos alternativos (Figura 4(b)), desde que garantido o bom comportamento em 

Serviço da estrutura. Este tipo de torção é comum surgir em pórticos correntes de edifícios, 

designadamente, nas ligações monolíticas entre elementos estruturais, como por exemplo, 

entre vigas (apoios indiretos, Figura 4), entre vigas de bordo e lajes de betão. 

 

Figura 4. Exemplo esquemático de uma estrutura com torção de compatibilidade [6]. 
 

(ii) Torção de Equilíbrio: são todos os efeitos torsionais que são considerados primários e 

fundamentais para o equilíbrio da estrutura, ou de parte dela (Figura 5(a)). Ou seja, se o 

elemento sujeito à torção não possuir resistência suficiente a este esforço, a estrutura, ou 

parte dela, fica instável (Figura 5(b)). Este tipo de torção não pode ser desprezado no 

processo de dimensionamento, sendo obrigatória a verificação de segurança dos elementos 

envolvidos no ELU de resistência à torção.  
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Figura 5. Exemplo esquemático de uma estrutura com torção de equilíbrio [6]. 
 

A Figura 6 apresenta dois exemplos de estruturas reais onde a torção de compatibilidade 

(Figura 6(a)) e a torção de equilíbrio (Figura 6(b)) ocorrem. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 6. Exemplos de estruturas reais com (a) torção de compatibilidade e (b) torção de equilíbrio [B] [C]. 
 

Conforme a secção transversal do elemento estrutural absorve os efeitos torsionais, é ainda 

possível considerar outros dois tipos fundamentais de torção: 

(i) Torção Circulatória: também conhecida por torção de Saint-Venant, surge em secções 

em que a torção é fundamentalmente resistida por um fluxo circulatório de tensões 

tangenciais, designado por fluxo de corte. Este tipo de torção ocorre em secções 

correntemente utilizadas, como sejam secções circulares ou quadrangulares, podendo ser 

cheias ou vazadas (Figura 7(a)). 

(ii) Torção de Empenamento: este tipo de torção surge principalmente em secções abertas 

de parede não espessa, onde o esforço torsional é fundamentalmente resistido por esforços 

secundários adicionais (momento fletor e esforço transverso), resultando no empenamento 

da secção (Figura 7(b)). O grau de empenamento pode ser controlado através da espessura 

das paredes, da configuração da viga e do tipo de carregamento [97]. Em toda a extensa 

literatura consultada no âmbito do presente trabalho não foi encontrado um modelo de 

dimensionamento plenamente satisfatório para elementos com secções de betão armado 
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sujeitos à torção com empenamento. Por essa razão, os documentos normativos incluem 

apenas disposições para o dimensionamento de elementos sujeitos à torção circulatória ou 

de Saint-Venant e, para o dimensionamento à torção com empenamento, remetem para a 

bibliografia especializada (por exemplo, os métodos de Walssow de 1964 [99], Grob de 

1975 [50] ou Kovács de 1995 [35]). 

 

Figura 7. Exemplo esquemático de elementos com (a) torção circulatória e (b) torção com empenamento [13]. 
 

Pelo facto de as vigas usadas no projeto de estruturas correntes possuírem secção retangular 

cheia ou vazada, a torção com empenamento não será abordada no presente trabalho. Do 

mesmo modo, será dada relevância às vigas sujeitas a esforços de torção primários, para as 

quais se considera fundamental o seu dimensionamento à torção. 

1.2.2. Comportamento de vigas de betão sujeitas à torção. 

O comportamento global da zona crítica de uma viga de betão estrutural sujeita à torção 

pode ser representado por uma Curva 𝑇 −  𝜃 (momento torsor vs. rotação transversal por 

unidade de comprimento). Esta curva pode ser determinada através de ensaios 

experimentais em laboratório e/ou calculada através de modelos matemáticos de 

comportamento que incorporam a não linearidade material. Atendendo a que o presente 

trabalho de investigação foca apenas o comportamento de vigas de secção retangular cheia 

ou vazada, as subsecções seguintes abordam apenas aspetos comportamentais deste tipo de 

vigas sujeitas à torção pura. Tais aspetos são evidenciados, fundamentalmente, pela 

observação experimental e com o suporte de conceitos-base teóricos e teorias simples para 

a sua compreensão. 

1.2.2.1. Vigas de betão simples. 

A Figura 8(a) representa o comportamento de duas vigas retangulares de betão simples 

(não armadas) ensaiadas à torção e cujos resultados foram publicados por Hsu em 

1968 [51]. De acordo com as Curvas 𝑇 −  𝜃 ilustradas naquela figura, para níveis baixos de 

carga o comportamento observado é praticamente linear. Já para níveis mais elevados de 
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carga as vigas tendem a perder o seu caráter de comportamento linear. Independentemente 

do tipo de viga de betão simples ensaiada, observa-se que a rotura é bastante frágil.  

 

Figura 8. Curvas 𝑇 −  𝜃 (a) experimentais e (b) teóricas para vigas de betão não armado [51].  
 (1 º/in = 39,37 º/m; 1 in-kips = 0,113 kNm) 

 

No seu estudo, Hsu [51] percebeu que ao utilizar a teoria de Saint-Venant para determinar 

o módulo de elasticidade inicial do betão (𝐸0) das vigas à torção, este era muito próximo do 

𝐸0 obtido pela Curva 𝜎 −  𝜀 do betão nos ensaios de compressão e tracção uniaxial (com 𝜎 a 

tensão unixial e 𝜀 a extensão, Figura 9). Assim, Hsu concluiu que a teoria de Saint-Venant 

pode descrever com precisão o comportamento das vigas de betão não armado sujeitas a 

carregamentos baixos de torção. Já para níveis elevados de carregamento, a Curva 𝑇 −  𝜃 

desvia-se da reta correspondente à rigidez de torção inicial, desviando-se por sua vez da 

previsão da teoria de Saint-Venant. Este fenómeno foi explicado por Hsu através da 

influência da microfissuração no betão, que se desenvolve ao longo das vigas antes de ser 

atingido o carregamento máximo. Apesar das suas observações, Hsu considerou que a teoria 

de Saint-Venant também pode descrever razoavelmente bem o comportamento de vigas 

sujeitas a elevados níveis de carregamento, desde que associados a algum tipo de módulo 

de elasticidade secante [56] (Figura 8(b)). 
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Figura 9. Curva 𝜎 −  𝜀 uniaxial para o betão [13]. 
 

Quanto à resistência das vigas de betão não armado à torção, esta pode ser prevista através 

de três teorias, a saber:  

(i) Teoria da Elasticidade: assumindo que a viga de betão não armado entra em rotura 

quando a tensão principal máxima de tração, 𝜎𝑚á𝑥, é igual à resistência à tração do betão, 

𝑓𝑡
′ (ou 𝑓𝑐𝑡), a resistência da viga poderá ser determinada através da teoria de Saint-Venant. 

Assim, o momento torsor resistente elástico, 𝑇𝑒, pode ser calculado através da Eq. (1.1), onde 

𝑥 e 𝑦 representam a largura e a altura da secção, e 𝛼 o coeficiente de Saint-Venant).  

𝑇𝑒 = 𝛼𝑥2𝑦𝑓𝑡
′ (1.1) 

 

A teoria elástica foi utilizada por Bach e Graf em 1912 [8], Young et al. em 1922 [100], 

Andersen em 1937 [5], Cowan em 1951 [40], Humphreys em 1957 [65] e Zia em 1961 [103]. 

Contudo, ensaios posteriores mostraram que a Eq. (1.1) subestima em cerca de 50% a 

resistência à torção das vigas [39] [56].  

(ii) Teoria da Plasticidade: atendendo a que a teoria elástica subestima a resistência à 

torção, Nylander [80] suspeitou que a resistência extra registada experimentalmente 

poderia ser atribuída à plastificação do betão. Assumindo o mesmo critério de rotura e a 

plastificação total da secção, o momento torsor resistente plástico, 𝑇𝑝, pode ser calculado 

através da Eq. (1.2), com o coeficiente plástico 𝛼𝑝 = 0,5 − 𝑥 (6𝑦)⁄ . Este coeficiente varia 

entre 1 3⁄  e 1 2⁄  e é cerca de 50% superior ao coeficiente 𝛼 de Saint-Venant. 

𝑇𝑝 = 𝛼𝑝𝑥2𝑦𝑓𝑡
′ (1.2) 

 

Contudo, esta teoria apresenta três falhas: (a) tendo em conta o critério de rotura, 

experimentalmente não é observado um comportamento plástico em betões à tração; (b) as 

vigas em betão simples possuem roturas bastante frágeis, não manifestando rotações 
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plásticas (Figura 9); (c) a teoria não considera o fator de escala, subestimando ou 

sobrestimando a resistência das vigas, consoante as dimensões da secção da viga.  

(iii) Teoria da Flexão Enviesada (Skew-Bending Theory): face aos resultados insatisfatórios 

das duas anteriores teorias na previsão da resistência de vigas de betão simples sujeitas à 

torção, Hsu [53] suspeitou que o critério de rotura admitido nessas teorias estivesse 

incorreto. Após observação rigorosa do processo de rotura durante um ensaio, Hsu verificou 

que a fenda na face lateral (face maior da secção da viga), com cerca de 45º em relação ao 

eixo longitudinal, progrediu e abriu gradualmente na face de topo da viga até ao 

esmagamento do betão na face posterior (Figura 10). Este tipo de rotura é característico em 

vigas de betão simples sujeitas à flexão. 

 
 

Figura 10. Mecanismo de rotura à torção de vigas de betão simples [13]. 
 

Tendo por base este mecanismo de rotura, Hsu deduziu uma equação para determinar a 

resistência à torção de vigas retangulares de betão simples, 𝑇𝑛𝑝 (Eq. (1.3)), considerando 

duas componentes de vetores momento na superfície de rotura: a componente de torção, 𝑇𝑡 

(Figura 11(a)), e a componente de flexão, 𝑇𝑏 (Figura 11(b)).  

𝑇𝑛𝑝 =
𝑥2𝑦

3
(0,85𝑓𝑟) (1.3) 

 

 
 

Figura 11. (a) Componentes do momento torsor e (b) Momento fletor resistente da secção de rotura [13]. 
 

A resistência 𝑇𝑛𝑝 é deduzida a partir das condições de equilíbrio na secção de rotura, por 

aplicação da teoria elástica da flexão nessa secção, e tendo em conta a influência 

desfavorável da componente de torção, 𝑇𝑡, mediante a utilização de um módulo de rotura 

reduzido para o betão, 𝑓𝑟, determinado pela Eq. (1.4):  
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𝑓𝑟 = 21 (1 +
10

𝑥2) √𝑓𝑐
′3
 para 𝑥 ≥ 4 𝑖𝑛 (10,2 𝑐𝑚) (1.4) 

 

Note-se que esta equação é determinada em função de 𝑥, considerando, deste modo, o efeito 

de escala observado nos ensaios de torção [53]. As equações Eq. (1.3) e Eq. (1.4) devem ser 

utilizadas em unidades imperiais (1 in = 2,54 cm, 1 MPa = 145 psi). 

Assim, a Eq. (1.3) introduziu um novo critério de rotura, o qual assume que a viga de betão 

simples entra em rotura quando a tensão de tração do betão na face maior, induzida pela 

componente de flexão 𝑇𝑏, atinge o módulo de rotura reduzido do betão.  

1.2.2.2. Vigas com armadura longitudinal. 

A Figura 12 representa o comportamento à torção pura de duas vigas armadas apenas 

longitudinalmente, uma com uma taxa de armadura elevada e outra com uma taxa de 

armadura reduzida. Na Figura 12, 𝑇𝑛  e 𝑇𝑛𝑝 indicam os momentos torsores resistentes de 

cada viga.  

 
 

Figura 12. Curva 𝑇 −  𝜃 típica de vigas sem armadura transversal [13]. 
 

Os comportamentos das duas vigas são praticamente iguais até ao ponto de fissuração, após 

o qual a viga com taxa de armadura reduzida entra instantaneamente em rotura e a viga 

com taxa de armadura elevada apresenta uma certa resistência adicional à torção, mas que 

raramente excede os 15% do momento torsor de fissuração [56]. Assim, conclui-se que a 

armadura longitudinal tem pouca influência na resistência à torção de vigas de betão. Esta 

observação mantém-se, independentemente da localização das armaduras na secção 

transversal [56]. A rigidez de torção destas vigas pode ser determinada através da teoria 

clássica de Saint-Venant para barras homogéneas. 
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Desprezando a pequena influência da armadura longitudinal, conclui-se que a rigidez de 

torção e a resistência à torção de uma viga de betão sem armadura transversal podem ser 

calculadas considerando a viga em análise como uma viga de betão simples (não armada).  

1.2.2.3. Vigas com armadura longitudinal e transversal. 

A Figura 13 representa uma curva comportamental típica para uma viga de betão armado, 

incorporando armadura longitudinal e transversal, com taxas de armadura moderadas e 

evidenciando algum comportamento dúctil na rotura. A curva 𝑇 −  𝜃 pode ser dividida em 

três zonas de comportamento, desde o início do carregamento até à rotura da viga: 

(i) Zona 1, Estado não fissurado: esta zona traduz o comportamento elástico linear da viga. 

Na curva 𝑇 −  𝜃, a zona 1 encontra-se compreendida entre o ponto de origem da curva 𝑇 −

 𝜃 (0;0) e o ponto (𝜃𝑐𝑟
𝐼 ; 𝑇𝑐𝑟), (onde 𝑇𝑐𝑟 e 𝜃𝑐𝑟

𝐼  são, respetivamente, o momento torsor de 

fissuração e a rotação de torção correspondente a 𝑇𝑐𝑟) e é representada, aproximadamente, 

por uma reta. 

 
 

Figura 13. Curva 𝑇 −  𝜃 típica para uma viga de betão armado sujeita à torção pura [13]. 
 

Nesta fase inicial, Hsu [56] observou que a taxa total de armadura de torção (𝜌𝑡𝑜𝑡) possui 

muito pouca influência na rigidez da viga, contribuindo apenas para um ligeiro aumento do 

momento torsor de fissuração à medida que a taxa de armadura aumenta. Deste modo, a 

viga comporta-se, essencialmente, como uma viga de betão simples. Como tal, a sua rigidez 

de torção, nesta zona de comportamento inicial, pode ser determinada através da teoria de 

Saint-Venant. Já para o cálculo de 𝑇𝑐𝑟 de uma viga de betão armado, Hsu [52] propôs uma 

expressão empírica para o efeito, Eq. (1.5), onde 𝑇𝑛𝑝 representa a resistência à torção da 

mesma viga não armada.  

𝑇𝑐𝑟 = (1 + 4𝜌𝑡𝑜𝑡)𝑇𝑛𝑝 (1.5) 
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(ii) Zona 2, Estado fissurado: esta zona traduz o comportamento fissurado da viga antes da 

cedência das armaduras, o qual pode ser considerado aproximadamente elástico linear. Na 

curva 𝑇 −  𝜃, a zona 2 encontra-se compreendida entre o ponto (𝜃𝑐𝑟
𝐼 ; 𝑇𝑐𝑟) e o ponto 

correspondente à cedência de, pelo menos, uma das armaduras de torção (longitudinal e 

transversal). Nas vigas de secção cheia, a zona 2 tem início com um aumento brusco da 

rotação para um valor do momento torsor aproximadamente constante e igual a 𝑇𝑐𝑟 

(zona 2.a), desenvolvendo-se posteriormente de forma aproximada a uma reta (zona 2.b) 

até ao limite superior anteriormente referido. A extensão da zona 2.a é tanto maior quanto 

menor for a taxa de armadura de torção [51]. Experimentalmente, a zona 2.a não é registada 

em vigas de secção vazada, provavelmente por não existir, neste tipo de secções, uma 

capacidade pronunciada para a redistribuição transversal das tensões para o núcleo central 

de betão (o qual existe em vigas de secção cheia). Tal conduz a uma mobilização quase 

instantânea das armaduras de torção em vigas de secção vazada em consequência da 

fissuração [13]. Outro aspeto a realçar, é o facto de as vigas de secção vazada apresentarem 

um menor momento torsor de fissuração comparativamente às vigas similares de secção 

cheia. Tal deve-se à maior uniformidade de tensões ao longo da espessura da parede da 

secção, no caso da viga de secção vazada, comparativamente à “casca externa” da viga com 

secção cheia, na qual as tensões sofrem um maior gradiente.  Quanto ao declive da reta na 

zona 2.b, que representa a rigidez de torção da viga no estado fissurado, Hsu verificou que 

esta é muito influenciada pela armadura, aumentando linearmente com a taxa total de 

armadura. Nesta zona de comportamento é também observado um aumento linear do 

comprimento da viga com o aumento do momento torsor [3] [96], mostrando, deste modo, 

a participação efetiva das armaduras longitudinais tracionadas no equilíbrio interno da 

viga.  

(iii) Zona 3, Estado último: esta zona traduz o comportamento da viga após a plastificação 

das armaduras (comportamento não linear). Na curva 𝑇 −  𝜃, a zona 3 começa no ponto 

(𝜃𝑦; 𝑇𝑦) correspondente à cedência de pelo menos uma das armaduras de torção, até ao 

ponto (𝜃𝑢; 𝑇𝑢) correspondente ao momento torsor resistente da viga. A rotura efetiva da viga 

dá-se por esmagamento do betão comprimido nas escoras (no caso de vigas com taxas de 

armadura de torção moderadas a elevadas) ou por rotura das armaduras tracionadas (no 

caso de vigas com taxas de armadura de torção muito baixas). Experimentalmente, observa-

se que o comportamento em torção na Zona 3 de vigas de secção vazada não é 

completamente idêntico ao comportamento de vigas semelhantes de secção cheia [56]. Este 

facto deve-se, essencialmente, à ausência de núcleo de betão nas vigas de secção vazada, o 

que limita a capacidade de redistribuição de tensões para o interior da secção transversal. 

Consequentemente, as vigas de secção vazada apresentam menor ductilidade em torção.  
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A Figura 14 representa o comportamento de duas vigas com características idênticas 

(dimensões exteriores, materiais e taxas de armadura de torção), uma com secção cheia 

(Viga B4) e outra com secção vazada (Viga D4). Embora as duas vigas garantam resistências 

à torção praticamente idênticas, observa-se uma menor ductilidade na viga de secção 

vazada. Como já referido anteriormente, outra diferença notória é a que se pode constatar 

no comportamento das duas vigas na passagem do estado não fissurado para o estado 

fissurado. Em particular para a viga de secção vazada, observa-se um menor momento 

torsor de fissuração e a ausência visual do patamar horizontal imediatamente após a 

fissuração. 

 
 

Figura 14. Influência do tipo de secção no comportamento global à torção pura [56]. 
 

1.2.2.4. Vigas com pré-esforço longitudinal e sem armadura transversal. 

Tal como acontece numa viga de betão armado sujeito à flexão, a introdução de pré-esforço 

numa viga sujeita à torção aumenta a sua resistência à fissuração. O pré-esforço induz uma 

tensão de compressão adicional que, combinada com a tensão tangencial originada pelo 

momento torsor, resulta num estado de tensão biaxial (corte + compressão), atrasando 

assim a fissuração do betão. Além disso, Portanto, o pré-esforço pode também aumentar a 

resistência à torção e permitir que uma área maior da secção transversal do betão seja eficaz. 

Por estes motivos, o pré-esforço longitudinal constitui uma técnica correntemente utilizada 

em vigas submetidas a elevados esforços de torção, como, por exemplo, nas vigas de 

tabuleiro em pontes curvas [71].  

Para avaliar a eficiência do pré-esforço no comportamento de uma viga à torção, é 

necessário definir um critério de rotura do betão em estado biaxial. A Figura 15(a) 

representa a tensão de pré-esforço longitudinal, 𝜎, numa viga retangular sujeita a um 

momento torsor, 𝑇. Em cada uma das quatro faces da viga, um pequeno elemento de área 

“A” está sujeito a uma tensão tangencial, 𝜏, devida à torção. Já nas faces laterais, este 
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elemento “A” está sujeito a uma tensão de compressão adicional, 𝜎, devida ao pré-esforço. 

A Figura 15(b) representa as tensões biaxiais de um elemento “A” isolado a meia altura da 

superfície lateral da viga e a Figura 15(c) representa o estado de tensões desse mesmo 

elemento através do círculo de Mohr para as tensões.  

 
 

Figura 15. Estado de tensão de uma viga com pré-esforço sujeita à torção [13]: (a) viga, (b) elemento A, 
(c) círculo de Mohr. 

 

No círculo de Mohr (Figura 15(c)), o estado de tensão numa face vertical do elemento “A” é 

representado pelo ponto P de coordenadas (−𝜎 ;  𝜏) e o estado de tensão numa face 

horizontal do mesmo elemento é representado pelo ponto P’ de coordenadas (0 ;  −𝜏), onde 

a tensão normal devido ao pré-esforço é nula e a tensão de corte tangencial é considerada 

convencionalmente negativa. As tensões numa superfície arbitrária 𝑚 − 𝑚 (Figura 15(b)), 

com ângulo 𝜙 medido no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio em relação à 

superfície vertical, é representado pelo Ponto S.  

A rotura do elemento “A” ocorre quando as tensões biaxiais atuantes atingem um valor 

crítico. A teoria de rotura de Mohr prevê que a rotura desse elemento ocorra devido ao 

deslizamento de um plano definido dentro do material. Este critério de rotura relaciona as 

tensões tangencial e normal desse plano com uma determinada função, designada por 

envolvente de rotura de Mohr, a qual constitui uma característica do material. 

Uma vez que matematicamente é difícil expressar e aplicar a envolvente de rotura de Mohr, 

Cowan, em 1952 [41], propôs um critério de rotura para o betão mais simples. Considerando 

a simetria da envolvente de rotura de Mohr, Cowan substituiu a linha curva tangencial aos 

círculos de Mohr (na envolvente de rotura de Mohr) por duas linhas retas BD e DE 

(Figura 16). A linha reta BD é tangente em B ao círculo de Mohr C1 para o ensaio do betão à 

compressão uniaxial e forma um ângulo de atrito interno (assumido) de 37º com o eixo 
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horizontal. Este critério é usado nos casos em que a rotura do betão é condicionada pela 

compressão. Já a linha vertical DE é tangencial ao círculo de Mohr C2 para o ensaio do betão 

à tração uniaxial e este critério é usado nos casos em que a rotura do betão é condicionada 

pela tração.  

 
 

 

Figura 16. Envolvente de rotura de Cowan [41]. 
 

A partir deste critério de rotura é possível obter um fator de pré-esforço que define a relação 

entre a resistência de um elemento pré-esforçado e a resistência de um elemento sem pré-

esforço. Este fator pode ser determinado através da teoria elástica, da teoria plástica ou da 

teoria da flexão enviesada.  

Utilizando a teoria elástica (Saint-Venant) e para os casos em que a rotura do betão ocorra 

por compressão, o momento torsor de rotura de uma viga pré-esforçada, 𝑇, é determinado 

pela seguinte expressão: 

𝑇 = 𝛼𝑥2𝑦𝜏𝑚á𝑥 = 𝛼𝑥2𝑦𝑓𝑡
′√1 +

𝜎

𝑓𝑡
′ = 𝑇𝑒√1 +

𝜎

𝑓𝑡
′ = 𝑇𝑒𝛾 (1.6) 

 

Onde 𝜏𝑚á𝑥 é a tensão tangencial máxima de torção no elemento “A” e o termo 𝛼𝑥2𝑦𝑓𝑡
′ é o 

momento torsor elástico sem pré-esforço, 𝑇𝑒. Ou seja, a Eq. (1.6) determina que o momento 

torsor de rotura de uma viga pré-esforçada, T, é igual ao momento torsor de rotura de uma 

viga sem pré esforço, 𝑇𝑒, vezes um factor de pré-esforço, γ. Esta teoria foi utilizada por 

Cowan e Armstrong em 1955 [42] e Humphreys em 1957 [65] para determinar o factor de 

pré-esforço, γ.   

Usando a teoria plástica proposta por Nylander em 1945 [80], e para os casos em que rotura 

do betão ocorra por tração, o momento torsor de rotura de uma viga pré-esforçada, 𝑇, é 

determinada pela seguinte expressão:  
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𝑇 = 𝛼𝑝𝑥2𝑦𝜏 = 𝛼𝑝𝑥2𝑦𝑓𝑡
′√1 +

𝜎

𝑓𝑡
′ = 𝑇𝑝√1 +

𝜎

𝑓𝑡
′ = 𝑇𝑝𝛾 (1.7) 

 

Onde o termo 𝛼𝑝𝑥2𝑦𝑓𝑡
′ é o momento torsor plástico sem pré-esforço, 𝑇𝑝. A Eq. (1.7) segue a 

mesma lógica da Eq. (1.6), determinando o momento torsor de rotura de uma viga pré-

esforçada, 𝑇, através do momento torsor de rotura de uma viga sem pré esforço, 𝑇𝑝, vezes 

um factor de pré-esforço, γ. 

Nas equações Eq. (1.6) e Eq. (1.7), o factor de pré-esforço, γ, baseia-se na resistência à tração 

uniaxial do betão, 𝑓𝑡
′. Esta pode ser relacionada com a resistência à compessão, 𝑓𝑐

′, 

assumindo que 𝑓𝑐
′ 𝑓𝑡

′⁄ = 10 [56]. Ou seja:  

𝛾 = √1 + 10
𝜎

𝑓𝑐
′ (1.8) 

 

A Eq. (1.8) foi validada por numerosos resultados experimentais realizados por Nylander 

em 1945 [80], Humphreys em 1957 [65] e Zia e McGee em 1974 [104]. 

Na teoria da flexão enviesada, Hsu integrou o mesmo fator de pré-esforço no cálculo do 

momento torsor resistente de vigas sem armadura transversal e com pré-esforço 

longitudinal uniforme [54]. 

1.2.2.5. Vigas de betão armado com pré-esforço longitudinal. 

Tendo por base o modelo de treliça espacial com ângulo variável (vide Secção 1.3.2.1), Hsu 

e Mo [60] demonstraram que vigas de betão armado com pré-esforço longitudinal sujeitas 

à torção pura possuem um comportamento análogo ao de uma viga ordinária de betão 

armado, após a ocorrência de um fenómeno denominado por “descompressão do betão”. 

Este fenómeno ocorre quando a força longitudinal de tração, proveniente da aplicação do 

momento torsor, equilibra a força de compressão no betão induzida pelo pré-esforço. A 

partir desse ponto, a armadura de pré-esforço passa a suportar inteiramente a força 

longitudinal de tração, uma vez que nesse momento a extensão na armadura ordinária e no 

betão é nula, comportando-se como uma viga de betão armado ordinária.  

De acordo com estes autores, a localização da armadura de pré-esforço na secção transversal 

da viga (Figura 17) é indiferente. Desde que devidamente ancoradas nos topos da viga, uma 

armadura de pré-esforço centrada na secção (Figura 17(b)) participa de igual forma para a 

resistência dessa viga que uma armadura de pré-esforço localizada na região da espessura 

efetiva da secção (na “casca externa”, (Figura 17(a)).  
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Figura 17. Localização da armadura de pré-esforço na secção transversal de uma viga [13]. 
 

Hsu e Mo [60] verificaram ainda que, quando a armadura de pré-esforço é exagerada, esta 

poderá conduzir ao esmagamento do betão muito antes de ocorrer o fenómeno de 

“descompressão do betão” e, consequentemente, a rotura da viga ocorre com uma extensão 

de compressão instalada nos varões longitudinais da armadura ordinária. Deste modo, o 

modelo de treliça espacial com ângulo variável deixa de ser válido nesta situação.  

1.3 Modelos teóricos para determinar o comportamento 

global de vigas de betão à torção.  

 

1.3.1. Notas históricas. 

Os primeiros modelos propostos tiveram por base o estudo de barras homogéneas de betão 

à torção, os quais foram extrapolados para o caso das vigas de betão armado não fissurado 

sujeitas à torção. Navier, em 1826 [79], deduziu uma equação para barras homogéneas com 

secção retangular a partir da sua própria equação teórica para barras homogéneas com 

secção circular, assumindo que as tensões tangenciais eram proporcionais à distância ao 

eixo de torção. Contudo, a sua equação sobrestimava a rigidez de torção das barras 

retangulares em cerca de 20%.  

Em 1855, Saint-Venant [91] apresentou uma solução para esta problemática, propondo 

substituir o momento torsor polar de inércia pela constante de torção de Saint-Venant, 18% 

inferior ao referido momento torsor. Com o advento das Séries de Fourier e da Teoria da 

Elasticidade desenvolvida por Cauchy [33], Saint-Venant desenvolveu a sua própria teoria 

para barras prismáticas sujeitas à torção. De acordo com a sua teoria, uma barra prismática 

sujeita à torção origina apenas tensões tangenciais circulatórias, sendo a parte externa da 

secção transversal a mais solicitada e a tensão nula no eixo de torção (no centro da secção 

transversal). Tendo por base a teoria de Saint-Venant, Bredt, em 1896 [32], derivou 

equações para determinar a secção transversal mais eficiente e económica para resistir à 

torção. O autor concluiu que essa secção é constituída por um tubo de parede fina com 

tensão uniforme [95]. 
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Desde a segunda metade do século passado, várias teorias e modelos têm sido desenvolvidos 

para prever a resistência de elementos de betão estrutural sujeitos à torção pura e 

combinada. De todos aqueles modelos, destacam-se dois modelos físicos que serviram de 

base para posteriores desenvolvimentos: a Teoria da Flexão Enviesada (Skew-Bending 

Theory) e a Analogia da Treliça Espacial (Space Truss Analogy). 

O Modelo da Teoria da Flexão Enviesada foi proposta por Hsu em 1968 [52], baseado no 

modelo de superfície espacial de rotura, para determinar a resistência de vigas de betão 

armado, com secção retangular cheia, sujeitas à torção pura. Este modelo foi formulado 

através de observações empíricas e permite prever a distribuição das tensões na secção 

transversal apenas na fase última do comportamento (rotura) da viga. Apesar do Modelo da 

Teoria da Flexão Enviesada apenas poder ser aplicado, de forma mais fidedigna, a vigas com 

secção retangular do tipo das usadas em edifícios e de dar origem a formulações complexas 

quando extrapolado para casos mais complexos, o mesmo foi desenvolvido ao longo de mais 

de duas décadas e teve uma influência considerável no estabelecimento das regras para o 

dimensionamento à torção em alguns códigos importantes, como o código do ACI até 1995. 

Dos estudos desenvolvidos com este modelo destacam-se os realizados por Hsu [52], 

McMullen e Warwaruk [74] e Elfgren et al. [45] para vigas sujeitas à torção combinada 

(flexão, esforço transverso e axial). Hoje em dia, as disposições dos códigos normativos para 

o dimensionamento de elementos de betão estrutural sujeitos à torção deixaram de ser 

baseadas neste modelo para passarem a basear-se no modelo da Analogia de Treliça 

Espacial. Por este motivo, o Modelo da Teoria da Flexão Enviesada não será abordado com 

maior profundidade no presente trabalho.  

1.3.2. Analogia da Treliça Espacial (STA). 

A Analogia da Treliça Espacial (Space Truss Analogy – STA) para vigas de betão armado 

sujeitas à torção foi desenvolvida por Rausch em 1929 [88] a partir do Modelo de Treliça a 

45º de Ritter [89] e Morsh [77] (Figura 18). Estes autores simularam a fase pós-fissuração 

de um elemento de betão armado através de um modelo de treliça. De acordo com este 

modelo, numa viga de betão armado ao corte ocorre fissuração diagonal que divide o betão 

numa série de escoras, funcionando assim como uma treliça no plano de carga. As barras 

longitudinais (superiores e inferiores) constituem as cordas da treliça e as barras 

transversais e as escoras de betão constituem os elementos de equilíbrio da alma, sendo 

assumido um ângulo de 45º para a inclinação das escoras de betão. Através das equações 

de equilíbrio foram derivadas três equações para o cálculo das tensões nas armaduras 

(longitudinais e transversais) e nas escoras de betão a 45º.  
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Figura 18. Análise de uma viga com base no modelo de treliça plana [56]. 
 

Rausch alargou o campo de aplicação do Modelo de Treliça a 45º e conjugou-o com a Teoria 

de Saint-Venant e a Teoria do Tubo Fino de Bredt, formulando, assim, o primeiro modelo 

físico coerente capaz de prever a resistência de elementos de betão armado sujeitos à torção. 

A Analogia da Treliça Espacial assume que uma viga de betão armado, após a fissuração, 

funciona como um tubo, sujeito a um fluxo circulatório de tensões de corte em torno do eixo 

de torção da viga, formando uma série de escoras inclinadas a 45º em relação ao eixo 

longitudinal, que interagem com a armadura longitudinal e transversal (Figura 19). 

Contudo, o modelo de Rausch não tem em conta alguns mecanismos resistentes, tais como: 

a resistência ao corte das escoras, a resistência adicional devido ao “efeito ferrolho” nas 

armaduras, a contribuição do núcleo de betão em secções cheias e a resistência do betão à 

tração [13]. Em resultado destas simplificações, foi experimentalmente observado que o 

modelo era pouco conservativo [39]. Como discutido seguidamente, a partir da segunda 

metade do século passado, a Analogia da Treliça Espacial foi sofrendo vários refinamentos 

e constitui, atualmente, o modelo base em numerosos códigos normativos, em particular do 

código modelo europeu desde 1978 e do código americano desde 1995. 

 
 

Figura 19. A Analogia da Treliça Espacial de Rausch [13] [56]. 
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Com o objetivo de melhorar a precisão do modelo de Rausch, foram apresentadas várias 

propostas de modificação deste modelo, tendo estas resultado, basicamente, em três 

aproximações essenciais. A primeira aproximação assumiu que a armadura é apenas 

parcialmente eficiente [4] [39]. Para isso, a equação de Rausch foi multiplicada por um 

coeficiente de eficiência, λ, inferior ou igual à unidade. Esta aproximação foi seguida por 

Andersen em 1935 [4], Cowan em 1950 [39] e adotada pelo código ACI de 1971 [1] a 1995 

[2]. A segunda aproximação reduziu a área da secção, 𝐴, assumindo que a linha média do 

fluxo de corte, que delimita essa nova área, coincide com a linha fechada que liga os centros 

geométricos dos varões longitudinais [72]. Esta aproximação foi seguida por Lampert e 

Thurlirmann em 1969 [72] e adotada pelo código modelo europeu de 1978 [34]. A terceira 

aproximação assumiu que a linha média do fluxo de corte coincide com a linha média do 

bloco equivalente das tensões de compressão nas escoras de betão [38]. Para a definição da 

espessura deste bloco é excluído o betão de recobrimento exterior à linha média de um varão 

transversal fechado (cinta). Contudo, o cálculo da profundidade do bloco equivalente das 

tensões de compressão não é rigoroso, pois não é tido em conta o efeito de “amolecimento” 

do betão ou softening effect [96]. Este efeito, observado pela primeira vez por Robinson e 

Demorieux em 1972 [90], refere-se à redução significativa da resistência do betão na escora 

devido à fissuração diagonal, efeito este não observado em ensaios de provetes cilíndricos 

sujeitos à compressão uniaxial [61]. Esta aproximação foi adotada por Collins e Mitchell em 

1980 [38] e pelo código canadiano [94]. 

Pese embora estas três aproximações melhorassem a equação proposta por Rausch, 

verificaram-se algumas questões que comprometiam a sua utilização generalizada. A 

primeira questão prendia-se com o facto de este modelo e respetivas aproximações estarem 

calibradas apenas para vigas com secções pequenas, típicas das utilizadas em edifícios. A 

segunda questão prendia-se com os métodos empíricos considerados como pouco 

satisfatórios, segundo alguns autores, utilizados para modificar a equação de Rausch. Como 

tal, vários autores tentaram abordagens diferentes de melhoramento ao modelo de Rausch, 

tentando generalizar o modelo para o comportamento de vigas com secções pequenas e 

grandes, assim como para vigas com pré-esforço, abandonando, tanto quanto possível, o 

carácter empírico da correção da equação de Rausch. De entre estes modelos teóricos 

propostos, destaca-se o Modelo de Treliça com Ângulo Variável (Variable Angle Truss 

Model – VATM). 
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1.3.2.1. Modelos de Treliça de Ângulo Variável (VATM). 

Em 1969, Lampert e Thurlirmann [72] generalizaram o modelo de treliça a 45º para vigas 

de betão armado sujeitas à torção, assumindo que o ângulo de inclinação das escoras de 

betão podia variar dos 45º e que a teoria da plasticidade seria aplicável, propondo, assim, o 

VATM. De acordo com o novo modelo proposto pelos referidos autores, o ângulo variável 

das escoras de betão é determinado pela magnitude das forças de cedência das armaduras 

transversais e longitudinais, explicando, deste modo, a observação experimental da 

cedência das armaduras de torção, mesmo quando estas não se encontram equilibradas. Os 

autores também observaram experimentalmente que uma superfície plana inicial (face 

exterior) da viga ensaiada se transforma numa superfície hiperbólica, após aplicação de um 

momento torsor, concluindo assim que as escoras de betão estão sujeitas à flexão e à 

compressão, simultaneamente. Desta observação, os autores derivaram duas condições 

adicionais de compatibilidade, onde a primeira condição relaciona a curvatura de flexão das 

escoras de betão com o ângulo de torção e a segunda condição relaciona a mesma curvatura 

com a extensão máxima de compressão à superfície da escora. Desta forma, o novo modelo 

consegue prever a resistência teórica de uma viga de betão armado à torção e também a 

respetiva deformação.  

Em 1972, Elfgren [44] apresentou um modelo alternativo de treliça com ângulo variável 

tendo por base a analogia de Rausch, a teoria da plasticidade e a teoria do campo de trações 

de Wagner para vigas com alma fina de perfis metálicos [96]. O modelo proposto por este 

autor, denominado por Teoria da Plasticidade do Campo de Compressões (Plasticity 

Compression Field Theory), assume que o ângulo de inclinação das fissuras de betão é o 

mesmo que o ângulo de inclinação do campo de compressão. Contudo, o próprio autor 

reconheceu que o ângulo do campo de tensões de compressão não é igual ao ângulo real das 

fissuras, pelo facto de estas não “rodarem” continuamente em função da redistribuição das 

tensões.  

Em 1973, Collins [37] apresenta outra abordagem do modelo de treliça com ângulo variável, 

tendo por base a compatibilidade de deformações do modelo de treliça. No seu modelo, 

denominado por Teoria do Campo Diagonal de Compressões (Compatibility Compression 

Field Theory), o ângulo do campo de tensões de compressão é determinado através de uma 

equação de compatibilidade. Já as condições de deformação são previstas através do círculo 

de Mohr.  

Em todos os modelos anteriormente referidos foi adotada uma curva tensão (𝜎) – extensão 

(𝜀) convencional para o betão comprimido nas escoras, proveniente de ensaios de provetes 

cilíndricos à compressão axial. No entanto, por esta curva não incorporar o efeito de 
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amolecimento do betão, os modelos demonstraram ser pouco conservativos para a previsão 

teórica da resistência das vigas à torção.   

Em 1985, Hsu e Mo [59] [60] [61] conseguem colmatar esta falha e propõem um novo 

refinamento do VATM, incorporando, pela primeira vez, leis constitutivas médias 

apropriadas para o betão à compressão e para as armaduras à tração. Para a primeira, a lei 

foi estabelecida a partir de ensaios experimentais controlados em painéis de betão armado 

sujeitos ao corte no plano, a fim de contabilizar o efeito do estado de tensão biaxial, o efeito 

das fissuras diagonais e a interação dos materiais componentes (betão e armadura). A lei 

constitutiva média adotada contabilizava, assim, o efeito de amolecimento bem como o 

efeito de “enrijecimento” (stiffening effect) do betão, este último para contabilizar a 

participação do betão em tração entre fissuras. Este modelo refinado do VATM mostrou-se 

capaz de prever adequadamente o valor da resistência real em torção de vigas de betão 

armado e pré-esforçadas e respetiva deformação. A Figura 20 ilustra um exemplo de modelo 

de treliça espacial com ângulo variável para uma viga com secção retangular vazada sujeita 

à torção pura. A secção é armada com quatro barras de canto idênticas e cintas espaçadas 

uniformemente.  

 
 

Figura 20. Modelo VATM para uma viga de secção retangular vazada sujeita à torção [56]. 
 

As previsões deste VATM refinado mostraram boa concordância com os resultados 

experimentais, nomeadamente na previsão da resposta das vigas à torção na fase final. Já 

para níveis de carga mais baixos, o modelo prevê uma resposta longe do comportamento 

real da viga, uma vez que assume que a viga se encontra completamente fissurada desde o 

início do carregamento e também por negligenciar a influência do núcleo de betão na 

resistência da viga [60] [61] (aspeto importante para secções cheias). Este facto pode ser 

observado no exemplo apresentado na Figura 21, onde se encontra representado o 

comportamento de uma viga de betão armado de resistência normal com secção cheia (viga 

M2) ensaiada à torção pura e respetiva previsão teórica do seu comportamento através do 

modelo VATM de Hsu e Mo [61]. 
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Figura 21. Exemplo de uma curva 𝑇 − 𝜃 experimental e teórica calculada pelo VATM [61]. 
 

Quando comparado com modelos mais complexos propostos para vigas de betão armado 

sujeitas à torção, que por vezes envolvem um maior esforço computacional (e.g., [9] [10] 

[78]), o VATM é reconhecido como um modelo mais simples e confiável para prever a 

resistência à torção das vigas, parâmetro crucial para o procedimento de verificação 

estrutural. Contudo, o VATM continua a possuir várias lacunas, tais como, a não 

consideração da resistência ao corte das escoras de betão, a influência do efeito “ferrolho” 

nas armaduras e a contribuição do betão à tração no comportamento das vigas para baixos 

níveis de carregamento. Nas últimas três décadas, este modelo tem sido amplamente 

melhorado e generalizado pelos investigadores, tendo sido propostos vários refinamentos 

ao VATM para vigas de betão armado e pré-esforçado (e.g., [31] [60] [86] [98]), para vigas 

de betão armado sujeitas à torção combinada com outros esforços internos (e.g., [48] [87] 

[93] [95]) e para vigas de betão armado sob torção e com restrição axial (e.g., [28] [30]). 

1.3.2.2. Modelos recentes baseados no VATM. 

Entre 2008 e 2011, Bernardo e Lopes [25] [27] propuseram um dos primeiros modelos 

teóricos capaz de prever o comportamento global de vigas de betão armado sujeitas à torção 

pura. A aproximação teórica realizada por estes autores é composta por três fases de 

comportamento das vigas à torção, observadas experimentalmente, a saber: 

(i) Estado I: fase de comportamento elástico-linear em regime não fissurado, caracterizada 

pelas teorias clássicas da torção adotadas por Hsu [56], i.e., a teoria da elasticidade [91], a 

teoria da flexão enviesada [56] e a teoria do tubo fino de Bredt [32]; 

(ii) Estado II: fase de comportamento elástico-linear em regime fissurado, caracterizada 

pela analogia da treliça espacial com angulo de 45º para as escoras de betão e pelo 

comportamento linear dos materiais, modelo proposto por Hsu [55]; 



Capítulo 1. Enquadramento, revisão bibliográfica e objetivos do trabalho 

 26 

(iii) Estado III: fase de comportamento não linear, caracterizada pelo modelo de treliça com 

ângulo variável (VATM), modelo proposto por Hsu e Mo [59] [60] [61]. 

O modelo de Bernardo e Lopes foi ainda, então, pioneiro na previsão do comportamento à 

torção de vigas construídas com betões de alta resistência. Tais betões destacam-se dos 

betões de resistência normal pela maior durabilidade, elevadas propriedades mecânicas a 

curto prazo, reduzida tração e fluência, e melhor comportamento em Serviço. Segundo o 

código modelo europeu MC10 [36], um betão de alta resistência é um betão que, aos 28 dias 

de idade, possui, no mínimo, uma resistência característica ao ensaio de compressão de 50 

MPa (Clausula 5.1.1). Abaixo desse valor, o betão é considerado de resistência normal. 

Devido às propriedades do betão de alta resistência, o comportamento das vigas à torção 

construídas com estes betões, para elevados carregamentos, é ligeiramente diferente do das 

vigas construídas com betões de resistência normal, possuindo um comportamento menos 

dúctil, mas uma maior capacidade de resistência à torção.  

A Figura 22 mostra exemplos de previsões teóricas obtidas através do modelo proposto por 

Bernardo e Lopes (linha clara) e respetivos resultados experimentais (linha escura), 

referentes a vigas com secção cheia e vazada e vigas com betões de resistência normal e de 

alta resistência. As curvas 𝑇 − 𝜃 mostram que o modelo de Bernardo e Lopes permite obter 

boas previsões do comportamento global das vigas à torção. 

 

 
 

Figura 22. Curvas 𝑇 − 𝜃 obtidas por Bernardo e Lopes [25] [27]. 
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Pese embora a obtenção de bons resultados, o modelo de Bernardo e Lopes possui algumas 

limitações. A primeira limitação prende-se com o facto de o modelo ser pouco consistente 

face à utilização de três teorias distintas, com formulações próprias para cada fase de 

comportamento da viga. A transição entre as diversas teorias é feita através de critérios de 

ajustamento semi-empíricos baseados em observações experimentais disponíveis na 

literatura [25]. Os próprios autores reconhecem que o modelo seria mais satisfatório se 

fosse baseado numa única teoria. A segunda limitação prende-se com a não possibilidade 

de o modelo fornecer informação precisa sobre o estado de tensões e de deformações 

internas para baixos níveis de carregamento. Este facto deve-se à adoção dos critérios semi-

empíricos de transição e de critérios de ajustamento da curva 𝑇 − 𝜃 segundo o eixo das 

rotações, após o cálculo das várias fases de comportamento da viga. Estes ajustes fazem com 

que os parâmetros internos de cálculo deixem de ser válidos nos troços da curva 𝑇 − 𝜃 

posteriores aos troços ajustados. A falta de informação precisa sobre o estado de tensões e 

de deformações internas dos materiais compromete a utilização do modelo para a 

verificação da segurança das vigas ao Estado Limite de Serviço.  

Em 2012, Andrade, Bernardo e Lopes [18], desenvolveram um modelo generalista para 

prever o comportamento global das vigas à torção, com base num único modelo, o VATM. 

Este novo modelo, designado por Modelo de Treliça com Ângulo Variável Modificado 

(Modified Variable Angle Truss Model – MVATM), consiste na modificação do VATM na 

fase de pré-fissuração da viga, de forma a adaptá-lo aos baixos níveis de carregamento. À 

semelhança do anterior modelo, o MVATM é composto por três fases de comportamento 

das vigas à torção, a saber: 

(i) Estado não fissurado: a formulação do VATM é alterada de forma a incorporar a 

contribuição do betão tracionado nas equações de equilíbrio e a contribuição do núcleo de 

betão na rigidez das vigas com secção cheia; 

(ii) Transição entre o estado não fissurado e o estado fissurado: é anulada a contribuição do 

betão tracionado, mantendo a contribuição do núcleo de betão nas vigas de secção cheia, de 

modo que as rotações sofram um acréscimo brusco para um momento torsor constante; 

(iii) Estado fissurado: a contribuição do núcleo de betão (em vigas com secção cheia) vai 

diminuindo até atingir o momento torsor resistente, em resultado da propagação da 

fissuração e dos danos no betão. Para vigas de secção vazada, face à inexistência de um 

patamar horizontal na curva 𝑇 − 𝜃 imediatamente após o momento torsor de fissuração, é 

realizado um pequeno ajuste na curva no troço pós-fissuração.  
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A Figura 23 mostra exemplos de previsões teóricas obtidas através do modelo proposto por 

Bernardo e Lopes, pelo MVATM e os respetivos resultados experimentais. As curvas 𝑇 − 𝜃 

mostram que o MVATM permite obter previsões muito próximas do modelo original de 

Bernardo e Lopes. 

 
 

Figura 23. Curvas 𝑇 − 𝜃 obtidas por Bernardo et. al [27]. 
 

Apesar do MVATM permitir boas previsões teóricas e ser teoricamente mais consistente que 

o modelo de Bernardo e Lopes [25] [27] por se basear em apenas num único modelo teórico, 

este modelo continua a não fornecer informações precisas sobre o estado interno de tensões 

e de deformações da viga na fase pós-fissuração. Esta situação deve-se ao facto de o modelo 

base (VATM) ser incapaz de prever corretamente o momento de fissuração e, em 

consequência, ser necessário recorrer a outra teoria para estabelecer o limite da fase não 

fissurada. Ainda assim, o MVATM foi validado tendo por base, essencialmente, os 

resultados de numerosos ensaios experimentais com vigas de betão armado sujeitas à 

torção. No Capítulo 3 do presente trabalho, uma extensão do MVATM é estudada e utilizada 

para o cálculo e análise do comportamento à torção de vigas de betão incorporando pré-

esforço longitudinal. 

Em 2015, Bernardo et al. [20] apresentam um novo modelo designado por Generalização 

do Modelo de Treliça Espacial com Ângulo Variável (Generalized Softened Variable Angle 

Truss Model – GSVATM), o qual constitui uma generalização do VATM. Tendo por base as 

modificações propostas por Jeng e Hsu ao modelo SMM (Softened Membrane Model, vide 
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Secção 1.3.2), o GSVATM incorpora um “tirante” perpendicular à escora de betão na 

reformulação do VATM, por forma a considerar a influência do betão à tração na resistência 

das vigas à torção. Para tal, o modelo incorpora uma nova lei constitutiva média para o betão 

à tração. O VATM constitui um caso particular do GSVATM, quando a resistência à tração 

do betão não é considerada. A Figura 24 apresenta exemplos de previsões teóricas obtidas 

através do modelo GSVATM e respetivas curvas experimentais.  

 

 
 

Figura 24. Curvas 𝑇 − 𝜃 obtidas pelo GSVATM [20]. 
 

As curvas 𝑇 − 𝜃 mostram que o novo modelo generalizado do VATM continua a ter alguma 

dificuldade na previsão do comportamento real da viga, bem como da sua rigidez, 

imediatamente após a fissuração, em especial para vigas com taxa de armadura pequena. 

De acordo com Bernardo et al. [20], o decréscimo do momento torsor após a fissuração 

deve-se à forma geométrica da curva 𝜎 − 𝜀 adotada para a relação constitutiva média do 

betão à tração, em particular no ramo descendente pós-pico. Esta curva média, calibrada 

para ensaios de prismas de betão armado à tração uniaxial, não tem em conta os 

mecanismos suplementares que ocorrem em situações de corte, como por exemplo, o 

interbloqueamento dos agregados ou o “efeito ferrolho” das armaduras, o que leva a 

resultados teóricos desajustados em relação aos resultados experimentais para o caso da 

torção. No Capítulo 3 do presente trabalho, é feito um estudo comparativo de várias leis 

constitutivas médias do betão à tração encontradas na literatura consultada, a fim de 

verificar qual a lei que melhores resultados apresenta nesta zona comportamental de 

transição. Este estudo é importante porque as previsões dos modelos do tipo dos 
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anteriormente referidos dependem, fortemente, das leis constitutivas médias incorporadas 

no modelo. Este aspeto já tinha sido verificado e estudado por Bernardo et al. [16] [19] para 

as leis constitutivas médias para o betão à compressão e para as armaduras à tração a 

incorporar no MVATM. Para o GSVATM, ao incorporar uma lei constitutiva média do betão 

à tração adicional, é assim requerida uma avaliação similar. 

O modelo original do GSVATM foi validado tendo apenas por base os resultados 

experimentais de vigas de betão armado com secção cheia à torção. Tal foi justificado pelos 

autores recorrendo a vários motivos. Em primeiro lugar, o número de resultados 

experimentais de vigas com secção vazada era ainda muito inferior aos de vigas com secção 

cheia. Em segundo lugar, como referido anteriormente (Secção 1.2.2.3), as vigas de secção 

vazada apresentam um comportamento diferente na transição do estado não fissurado para 

o estado fissurado, quando comparadas a vigas de secção cheia similar. Tendo por base 

resultados experimentais posteriores vocacionados para o estudo deste problema, bem 

como resultados experimentais adicionais com novas vigas (incluindo vigas com secção 

vazada e pré-esforço longitudinal, cujos resultados são apresentados no Capítulo 4 deste 

trabalho), o GSVATM foi posteriormente generalizado para vigas de secção vazada [14], 

para vigas de betão pré-esforçado [29] [95] [6] e para vigas com secção “T” [15]. Foi também 

recentemente formulada uma versão unificada do GSVATM [17]. 

1.3.3. Modelo de Treliça com Amolecimento para Membranas (STM). 

Para simplificar o dimensionamento de estruturas complexas, vários autores têm 

desenvolvido diversos modelos analíticos para calcular a resistência dessas estruturas 

sujeitas a um determinado esforço ou conjunto de esforços atuantes, a partir de estruturas 

mais pequenas e simples que compõem as estruturas originais. Para muitas estruturas 

sujeitas, fundamentalmente, a esforços de membrana, essas estruturas mais simples podem 

ser representadas por elementos bidimensionais (2D), também denominados por placas ou 

painéis na literatura, sujeitas a tensões atuantes no seu plano (tensões de membrana). 

Em 1988, Hsu [57] desenvolveu um modelo de cálculo a partir de resultados experimentais 

obtidos em diversos ensaios de painéis de betão armado sujeitos ao corte puro (Figura 25). 

Este modelo, designado por Modelo de Treliça com Amolecimento (Softened Truss 

Model – STM), tem por base o Modelo de Treliça Plana desenvolvido por Ritter e Mörsch 

[77] [89] e incorpora o efeito de amolecimento do betão [90]. Para o estado fissurado, o 

STM assume que a direção das fissuras é igual à direção das tensões internas principais de 

compressão do elemento de betão. Contudo, em 1993 [58], Hsu conclui que tal não acontece 

na realidade. No estado não fissurado, a direção da primeira fissura é, de facto, determinada 

pela direção das tensões principais. No entanto, com o aumento da carga, as novas fissuras 
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surgem orientadas em virtude da rotação da direção das tensões principais, rotação essa 

que acontece devido à redistribuição interna de tensões e das condições de compatibilidade. 

Esta observação é mais evidente em elementos com armaduras não equilibradas nas duas 

direções. 

 
                                    (a)                                                                                                     (b) 
 

 
(c) 

 

Figura 25. Ensaios de painéis de betão armado no Universal Panel Tester [58]: (a) vista norte, (b) vista sul. 
(c) Exemplo geral de uma placa sujeita ao corte [13]. 

 

Da conjugação dos estudos de Belarbi e Hsu em 1994 [11] e em 1995 [12], e também de Pang 

e Hsu em 1995 [81], surge um novo modelo designado por Modelo de Treliça com 

Amolecimento e Ângulo Rotacional (Rotating-Angle Softened Truss Model – RA-STM). 

Este modelo tem por base, de forma mais completa, os três princípios de Navier da mecânica 

dos materiais: o equilíbrio das tensões, a compatibilidade das deformações e as leis 

constitutivas médias dos materiais. Como tal, o modelo resulta da calibração das relações 

constitutivas médias do betão à tração e da incorporação do efeito de enrijecimento do betão 

[11], da calibração do coeficiente de amolecimento do betão [12] e da incorporação do “efeito 

de ferrolho” [81] na sua formulação. Em 1998, Zhang e Hsu [101] propuseram ainda a 

introdução de novas relações constitutivas médias para o betão à compressão. Uma vez que 
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as equações de equilíbrio e compatibilidade são formuladas num referencial cujos eixos 

coincidem com a direção principal das fissuras, igual à direção principal das tensões 

internas de compressão do elemento para qualquer nível de carregamento, o RA-STM não 

incorpora uma lei constitutiva média do betão ao corte. Na realidade, o betão apresenta uma 

pequena contribuição adicional ao corte devido ao “efeito ferrolho” nas armaduras e ao 

interloquemaneto dos agregados do betão ao longo das fissuras. Ainda assim, o RA-STM 

apresenta boas previsões teóricas globais comparadas com os resultados experimentais, 

sendo ainda um modelo amplamente utilizado para prever a resposta carga-deformação ao 

corte de painéis de betão armado e com pré-esforço [22] [23] [24]. 

Entre 1996 e 1997, Pang e Hsu [82], bem como Hsu e Zhang [63], desenvolveram um 

modelo diferente denominado de Modelo de Treliça com Amolecimento e Ângulo Fixo 

(Fixed-Angle Softened Truss Model – FA-STM). Como o próprio nome indica, o modelo 

assume um ângulo fixo, coincidente com o ângulo das direções principais dos esforços de 

tração e compressão externos aplicados no elemento, que define a orientação do sistema de 

coordenadas adotado para estabelecer as equações de equilíbrio e compatibilidade. Este 

modelo assume que a orientação das fissuras do elemento é perpendicular à direção 

principal do esforço de tração aplicado no elemento de betão armado, esforço esse 

constante. Após a fissuração do elemento, as armaduras começam a ser solicitadas e o 

sistema de coordenadas assumido para as tensões principais tende a desviar-se em virtude 

da rotação destas, implicando a necessidade de considerar tensões tangenciais nas equações 

de equilíbrio. Assim, para o cálculo da resistência do elemento aos esforços aplicados, foi 

incorporada uma lei constitutiva média do betão ao corte na formulação deste modelo, a 

qual foi calibrada tendo por base os resultados de ensaios de painéis ao corte. 

Comparativamente com RA-STM, o FA-STM possui um procedimento e uma formulação 

mais complexa.  

Os modelos anteriores não preveem adequadamente o comportamento pós-pico da curva 

tensão tangencial (𝜏) – distorção (𝛾) das placas, particularmente pelo facto de o efeito de 

Poisson ser desprezado no estado fissurado. Para colmatar esta situação, em 2002, Hsu e 

Zhu [64] propuseram um refinamento ao FA-STM, desenvolvendo um novo modelo 

denominado por Modelo de Membrana com Amolecimento (Softened Membrane Model – 

SMM). Este modelo constitui um desenvolvimento do FA-STM e incorpora, na sua 

formulação, o designado coeficiente de Hsu/Zhu (equivalente ao coeficiente de Poisson para 

o estado fissurado [102]) bem como uma nova relação constitutiva média refinada para o 

betão ao corte. Quando comparado com os resultados dos modelos anteriores para painéis 

de betão armado sujeitos ao corte, o SMM prevê melhor o comportamento pós-pico [23].  
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1.3.3.1. Modelos com base no STM para vigas à torção pura. 

Em 2009, Jeng e Hsu [69] apresentaram um novo modelo designado por Modelo de 

Membrana com Amolecimento para a Torção (Softened Membrane Model for Torsion – 

SMMT). Este modelo foi desenvolvido tendo por base a associação do SMM com a Teoria 

do Tubo Fino de Bredt, relacionando o fluxo de tensões de corte que atua num elemento de 

membrana (ou de parede da secção) e o momento torsor aplicado na secção, de modo a 

prever o comportamento global de vigas de betão armado com secção cheia sujeitas à torção. 

Neste modelo são incorporadas relações constitutivas médias do betão (à compressão, à 

tração e ao corte), permitindo incluir a contribuição do betão à tração na direção 

perpendicular às escoras, assim como o efeito da distorção devido ao corte no betão. Para 

calibrar o SMMT por forma a ser aplicável a vigas em torção na fase pré-fissurada, os autores 

propuseram, relativamente à formulação do SMM para painéis ao corte, a incrementação 

em 45% da rigidez pré-fissuração e da extensão para o pico de tensão na relação constitutiva 

média do betão à tração de Belarbi e Hsu [11]. Já para a fase última comportamental, os 

autores reduziram para 80% o coeficiente de Hsu/Zhu adotado no SMM.  

A Figura 26 apresenta exemplos de previsões teóricas obtidas através do modelo SMMT 

(linha a traço interrompido) e respetivas curvas experimentais (linha contínua) de vigas 

ensaiadas à torção. As curvas 𝑇 − 𝜃 mostram que o SMMT apresenta resultados bastante 

satisfatórios na previsão do comportamento das vigas à torção, em geral similares às 

previsões do GSVATM até ao momento torsor máximo. 

 
 

Figura 26. Curvas 𝑇 − 𝜃 obtidas pelo SMMT [69]. 
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Pese embora o SMMT seja um modelo consistente, por se basear num único modelo teórico, 

verifica-se existir alguma discordância entre as curvas 𝑇 − 𝜃 teóricas e experimentais, 

imediatamente a seguir ao momento torsor de fissuração, de forma semelhante ao 

observado para o GSVATM. Também de forma semelhante ao explicado anteriormente para 

o GSVATM, o SMMT foi validado tendo por base apenas resultados experimentais de vigas 

com secção cheia.  

Em 2013, Bernardo et al. [21] realizaram um estudo para analisar a validade do SMMT na 

previsão do comportamento de vigas com secção vazada sujeitas à torção. Os autores 

concluíram que o SMMT não fornece boas previsões para a fase pré-fissurada pelo facto de 

a correção à lei constitutiva média do betão à tração, adotada por Jeng e Hsu [69], não ser 

a mais adequada a este tipo de secções. Segundo Bernardo et al., a rigidez da fase pré-

fissurada e a extensão para o pico de tensão deveriam ser incrementados para 24% e não 

para 45%, como proposto por Jeng e Hsu. Assim, conclui-se que o SMMT necessita 

incorporar coeficientes empíricos de correção em função do tipo de secção a modelar.   

Mais recentemente, o SMMT foi refinado e generalizado para vigas com pré-esforço [68] e 

para vigas com secção vazada [67]. 

1.3.3.2. Modelos com base no STM para vigas à torção combinada com outros 

esforços. 

A consulta de literatura realizada no decurso deste trabalho revelou que existe um escasso 

número de modelos baseados em treliças com amolecimento capazes de prever 

adequadamente a resistência de elementos de betão armado sujeitos à torção combinada 

com outros esforços internos. A previsão do comportamento carga-deformação de um 

elemento estrutural nestas condições torna-se bastante mais complexa devido à interação 

que ocorre entre os vários esforços internos e à forma como cada esforço solicita as secções, 

em particular no estado fissurado. 

Entre 2006 e 2009, Greene [47] e Greene e Belarbi [48] [49] propuseram um modelo com 

base no RA-STM, designado por Modelo de Treliça com Amolecimento para Ações 

Combinadas (Combined Action Softened Truss Model – CA-STM), capaz de prever o 

comportamento global de vigas de betão armado, com secção retangular cheia e vazada, 

sujeitas à torção combinada com flexão, esforço transverso e esforço axial. Este modelo 

simula a viga real em estudo através da combinação e compatibilização de quatro painéis de 

betão armado sujeitos a esforços de membrana, desprezando o núcleo de betão, no caso das 

vigas com secção cheia (Figura 27).  
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                          Paredes de BA.                 Elemento de BA 2D.         Principais tensões. 

Figura 27. Idealização de uma viga de betão armado pelo CA-STM. 
 

A Figura 28 apresenta exemplos de previsões teóricas obtidas através do CA-STM e 

respetivas curvas experimentais de vigas ensaiadas à torção pura e vigas ensaiadas à torção 

combinada com flexão. As curvas 𝑇 − 𝜃 e as curvas de interação mostram resultados 

satisfatórios na previsão do comportamento das vigas.  

 
(a) 

 

 
(b) 

 

Figura 28. Curvas 𝑇 − 𝜃 e de interação experimentais e teóricas determinadas pelo CA-STM [49]: (a) Torção 
pura; (b) Torção combinada com flexão. 

 

O CA-STM foi validado pelos referidos autores tendo por base um número relativamente 

reduzido de resultados experimentais, particularmente para vigas sujeitas à torção 

combinada com flexão. Em adição, o seu procedimento de cálculo é complexo devido à 

característica intrínseca não linear das equações, as quais são resolvidas numericamente 
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baseando-se numa técnica de “tentativa e erro” que exige um grande esforço de cálculo, 

dado o número elevado de equações e variáveis envolvidas. Esta técnica de resolução faz 

com que o modelo perca alguma eficiência e estabilidade numérica devido ao grande 

número de estimativas iniciais que são necessárias para iniciar os cálculos. 

Entre 2016 e 2017, Silva [92] e Silva et al. [93] propuseram um procedimento de cálculo 

mais eficiente para o CA-STM, capaz de prever o comportamento carga-deformação de vigas 

de betão armado solicitadas a diferentes combinações de esforços. Para tal, os referidos 

autores reformularam o procedimento de cálculo num sistema de equações não lineares 

com restrições, conseguindo, deste modo, reduzir o número de estimativas iniciais 

necessárias. Outra alteração empreendida no modelo original foi a de introdução de um 

algoritmo de otimização que permite resolver as equações não lineares sem recorrer à 

técnica original de “tentativa e erro”. O modelo CA-STM, com o novo procedimento de 

cálculo, mostrou ser mais estável, exigindo menos esforço computacional de cálculo 

comparativamente ao procedimento de cálculo original. A Figura 29 mostra que, quando 

comparados com resultados experimentais e com o CA-STM original, o CA-STM com o novo 

procedimento de cálculo apresenta resultados teóricos bastante satisfatórios, 

principalmente na última fase de comportamento [93]. 

 
(a) 

Figura 29. Curvas 𝑇 − 𝜃 experimentais e teóricas determinadas com o CA-STM com o novo procedimento de 
cálculo de Silva et al. [93]: (a) Torção pura; (b) Torção combinada com esforço transverso. 
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(b) 

Figura 29. [cont.] Curvas 𝑇 − 𝜃 experimentais e teóricas determinadas com o CA-STM com o novo 
procedimento de cálculo de Silva et al. [93]: (a) Torção pura; (b) Torção combinada com esforço 
transverso. 

 

O CA-STM com o novo procedimento de cálculo foi validado tendo por base um número 

relativamente reduzido de resultados experimentais, envolvendo apenas vigas à torção pura 

e à torção combinada com esforço transverso. Tendo por base esta constatação, no Capítulo 

3 é apresentada uma proposta de alteração ao procedimento de cálculo do CA-STM, 

reformulado de acordo com algumas propostas de Silva et al. [93], com vista ao seu 

refinamento para vigas de betão armado sujeitas à torção combinada com flexão. O modelo 

refinado proposto é validado tendo por base um número elevado de resultados 

experimentais de vigas de betão armado em torção combinada com flexão. 

Foram recentemente propostos outros modelos melhorados tendo por base o SMM para 

torção com combinação de outros esforços, apresentando bons resultados [46] [70]. No 

entanto, observa-se novamente que, para a validação dos modelos, a combinação da torção 

com flexão é, em geral, preterida em relação a outras combinações de esforços internos.  

1.4. Estado limite último de torção de vigas de betão armado. 

Ductilidade e resistência à torção. 

A teoria da plasticidade faz hoje parte integrante da mecânica estrutural. A validade desta 

teoria pressupõe um comportamento dúctil da estrutura nas suas secções críticas, para que 

se possa adaptar à redistribuição lenta e gradual de esforços internos admissíveis no cálculo 

aos ELU, sem ocorrer uma rotura frágil nessas secções ou o seu colapso súbito. Se não for 

prevista uma redistribuição de esforços em projeto, a estrutura deve ainda assim ser dotada 

dessa capacidade para qualquer situação imprevista. Assim, a ductilidade pode ser definida 
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como a capacidade do material, secção, elemento estrutural ou estrutura estar sujeita a uma 

notável deformação inelástica sem uma perda apreciável da sua capacidade de carga.  

No caso da torção, e atendendo a que o fenómeno principal associado a este esforço é o 

corte, a aplicação da teoria da plasticidade é ainda hoje questionável. É sabido que o betão 

simples (não armado) é um material frágil. Contudo, quando lhe é adicionada armadura em 

quantidade e com disposição adequada, a sua rotura não é tão frágil como poderia ser 

esperado. Já para níveis de carga elevada, a fissuração por corte apresenta uma influência 

direta na dissipação de energia interna, através de uma razoável deformação inelástica 

(efeito de amolecimento), tornando a rotura mais dúctil. Assim, para estes casos, a teoria 

da plasticidade torna-se numa escolha viável para analisar a capacidade resistente dos 

elementos estruturais à torção.  

A Figura 30 ilustra dois casos exemplificativos, analisados numericamente, de vigas 

contínuas de dois tramos com eixo curvo sujeitas a uma carga distribuída uniforme, sem 

excentricidade em relação ao eixo da secção. A diferença entre os dois sistemas estruturais 

está no apoio central onde, no primeiro caso (Figura 30(a)) o apoio não restringe a 

deformação da viga à torção (rotação transversal), enquanto, no segundo caso 

(Figura 30(b)) o apoio central restringe essa mesma deformação. Em ambos os sistemas 

estruturais, os apoios de extremidade restringem a rotação de torção. O caso da Figura 30(a) 

é frequente em pontes, quando o apoio intermédio se localiza sob o eixo da viga do tabuleiro. 

 
(a)                                                                                              (b) 

 

Figura 30. Redistribuição do diagrama dos momentos torsores elásticos em vigas contínuas com eixo curvo. 
(a) Rotação transversal livre no apoio central. (b) Rotação transversal restringida no apoio 
central. [73]. 
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Nos apoios de extremidade, as armaduras são dimensionadas para o esforço máximo 

predominante, neste caso a torção (combinada com esforço transverso moderado e 

momento fletor nulo). Quando o momento torsor ultrapassa o momento torsor resistente 

das secções críticas, as vigas sofrem grandes deformações angulares nos apoios de 

extremidade, acompanhadas de uma redistribuição dos esforços internos elásticos (torsor, 

fletor e transverso) ao longo dos vãos. Se os apoios de extremidade não possuírem 

ductilidade suficiente para resistirem às acções imprevistas, a redistribuição de esforços 

decorrerá de forma brusca, plastificando a zona de extremidade e originando uma “rótula 

de torção”. Esta situação obrigará a uma alteração do diagrama de momento torsor 

(Figura 31). 

 
 

Figura 31. Redistribuição total do diagrama de momentos torsores [73]. 
 

A existência de “rótulas de torção” foi observada experimentalmente por Lopes e Bernardo 

[73], através do ensaio à torção de vigas de betão armado com secção vazada, tendo por base 

o registo das rotações transversais ao longo do eixo da viga, em numerosas secções pouco 

espaçadas (Figura 32). Essas medições revelaram que, para vigas que apresentaram um 

comportamento dúctil em torção, existem zonas localizadas com plastificação das 

armaduras de torção e comprimento médio igual à altura da secção transversal, onde se 

concentra a deformação da viga no estado último.   
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(a) 
 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

Figura 32. Ensaio experimenta [73]: (a) ensaio de uma viga à torção pura; (b) e (c) evidência experimental 
de uma “rótula de torção”. 

 

Fruto da nova redistribuição de esforços internos, surge um novo momento torsor máximo 

não previsto numa secção na zona do vão. Esta nova secção crítica em torção gera uma nova 

“rótula de torção” e a estrutura forma um mecanismo parcial de torção (Figura 33).  

 
 

Figura 33. Mecanismo de torção resultante da redistribuição total do diagrama dos momentos torsores [73]. 
 

Existem casos documentados de colapsos de estruturas de pontes onde o esforço de torção 

demonstrou ser predominante na secção crítica. Um desses casos aconteceu em Northridge 

(USA) em 1994 (Figura 34), onde uma ponte com diretriz curva colapsou após um sismo de 

elevada intensidade. Este caso demonstra que é importante existir uma preocupação em 
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projeto de dotar as estruturas de um mínimo de ductilidade em torção, principalmente nas 

zonas críticas, para eventuais redistribuições de esforços inesperados.   

 
 

Figura 34. Colapso estrutural de uma ponte rodoviária com eixo curvo [85]. 
 

Na literatura consultada são escassos os estudos que analisam especificamente a questão da 

ductilidade em torção de elementos estruturais. Em 1968, Hsu [52] [55] realizou um estudo 

experimental para averiguar a influência do núcleo central de uma viga de betão armado na 

rigidez de torção pós-fissuração e na resistência à torção. O autor ensaiou à torção pura, até 

à rotura, três vigas idênticas com geometria, materiais e taxas de armadura semelhantes. 

Das três vigas, uma era constituída por secção cheia e duas por secção vazada com 

espessuras de parede diferentes. Os resultados obtidos pelo autor encontram-se 

apresentados na Figura 35. 

 
 

Figura 35. Influência do núcleo e espessura da parede da secção transversal no comportamento de uma viga 
de betão armado à torção pura [55]. 

 

Da observação do gráfico da figura anterior, em particular os resultados para as vigas B4 e 

D4 (a viga E4 sofreu uma rotura prematura por instabilidade das paredes finas) verifica-se 
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que, em maior ou menor grau, as vigas possuem um comportamento dúctil. No entanto, 

existe uma perda notória de ductilidade quando a secção da viga carece de um núcleo de 

betão (viga com secção vazada), sendo muito menor a sua capacidade em suster a carga sob 

deformações inelásticas.  

Em 2003, Bernardo [13] também apresentou um estudo experimental com o objetivo de 

averiguar a influência da resistência do betão à compressão, 𝑓𝑐𝑚, e da taxa de armadura, 

𝜌𝑡𝑜𝑡,𝑚, na ductilidade e na capacidade de rotação plástica em torção de vigas com secção 

vazada de betão armado. O autor ensaiou onze vigas à torção pura até à rotura. As vigas 

possuíam dimensões idênticas, mas a resistência do betão à compressão e a taxa total de 

armadura de torção (com as armaduras longitudinal e transversal equilibradas) variaram. 

Dependendo da variável de estudo, as vigas foram agrupadas em séries com características 

semelhantes. Para este estudo, o autor definiu e quantificou um índice de ductilidade em 

torção. Os resultados obtidos pelo autor estão representados nas Figuras 36 e 37.  

 
 

Figura 36. Influência do betão na ductilidade em torção [13]. 
 (Grupo 1: 𝜌𝑡𝑜𝑡,𝑚 = 0,35 %, Grupo 2: 𝜌𝑡𝑜𝑡,𝑚 = 0,77 %) 

 

 
 

Figura 37. Influência da taxa de armadura na ductilidade em torção [13]. 
 (Série A: 𝑓𝑐𝑚 = 49,2 MPa, Série B: 𝑓𝑐𝑚 = 72,4 MPa, Série C: 𝑓𝑐𝑚 = 992,7 MPa) 
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Este autor observou que a ductilidade em torção das vigas ensaiadas diminuía com o 

aumento da resistência do betão à compressão (para vigas com taxa de armadura constante) 

e com o aumento da taxa de armadura (para vigas com classes de resistência do betão 

semelhantes). Esta influência era mais expressiva para a variação da taxa de armadura para 

a qual foi observada, independentemente da classe do betão, um limite superior de cerca de 

1,30% para garantir uma ductilidade mínima em torção. 

A partir dos estudos anteriormente referidos, pode concluir-se que, à semelhança do 

procedimento usado para a flexão, para garantir uma ductilidade mínima em torção num 

elemento estrutural, este deve passar por um controlo de parâmetros, de entre os quais: (i) 

a escolha dos materiais (classe do betão à compressão e classe do aço) com características 

de ductilidade adequadas; (ii) a definição do tipo de secção (cheia ou vazada) e a limitação 

da espessura da secção transversal (para o caso das secções vazadas) do elemento solicitado; 

(iii) a adoção de uma taxa de armadura adequada, em particular com espaçamentos 

pequenos para garantir o confinamento do betão comprimido; e (iv) a limitação das tensões 

nas escoras de betão comprimido.  

A fim de garantir uma ductilidade suficiente nos elementos estruturais, os engenheiros, 

geralmente, seguem regras de dimensionamento definidas em documentos normativos. No 

entanto, no que toca à problemática da torção, tais documentos revelam-se escassos na 

definição de regras de dimensionamento e de pormenorização específicas para garantir a 

ductilidade em torção para o ELU. Por exemplo, em alguns códigos de dimensionamento de 

estruturas de betão, a quantidade mínima de armadura de torção, considerada como um 

requisito básico, não se encontra definida. Já a armadura máxima de torção, em vários 

códigos, pode ser deduzida através da imposição de uma tensão máxima de compressão nas 

escoras de betão. À falta de disposições específicas para a torção, muitos códigos de 

dimensionamento remetem ainda para disposições específicas relacionadas com a 

armadura de flexão (para a armadura longitudinal) e de esforço transverso (para a 

armadura transversal). Tal constatação nos documentos normativos demonstra que existe 

ainda um longo trabalho de investigação por realizar no campo da torção. 

Tendo por base o exposto anteriormente, no Capítulo 3 do presente trabalho é apresentado 

um estudo focado na ductilidade em torção de vigas de betão armado, onde é estudada a 

influência de várias propriedades geométricas e mecânicas das vigas, tendo por base 

numerosos resultados experimentais recolhidos na literatura. Em complemento do estudo 

anteriormente referido, no Capítulo 3 é ainda apresentado um estudo adicional com vista à 

verificação da adequação de vários documentos normativos de dimensionamento de 
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estruturas de betão com vista a prever o momento torsor resistente de um número elevado 

de vigas de betão armado sujeitas à torção.  

1.5. Objetivo e justificação do trabalho. 

A torção em vigas de betão estrutural continua a constituir um tema atual de investigação 

na área da mecânica estrutural. Desde o final do século passado têm vindo a ser publicados 

os resultados de diversos estudos que incorporam novos desenvolvimentos sobre a 

modelação do desempenho de vigas de betão estrutural submetidas à torção. Tais 

desenvolvimentos incluem, entre outros: o refinamento de modelos para prever o 

comportamento global de vigas de betão estrutural sujeitas à torção pura e à torção 

combinada com outros esforços internos; modelos de dimensionamento à torção de vigas 

executadas com betões não convencionais ou incorporando técnicas de reforço para 

melhorar o seu desempenho à torção; modelos que incluem o pré-esforço; modelos para 

contabilizar a influência do empenamento em secções abertas. Além disso, para a situação 

de interação de esforços internos, os procedimentos de verificação da segurança aos ELU 

das secções críticas das estruturas, geralmente prescritos pelos documentos normativos de 

dimensionamento de estruturas de betão, requerem o conhecimento prévio e 

individualizado do comportamento dessas secções críticas à torção. 

O presente trabalho surge da necessidade de contribuir para o desenvolvimento de alguns 

estudos em curso na área da torção de vigas de betão estrutural. Assim, procedeu-se a 

estudos inseridos em três campos específicos, a saber: 

1. Modelação do comportamento de vigas de betão estrutural sujeitas à torção 

pura ou combinada com outros esforços, em particular a acção do pré-esforço 

e da flexão (Capítulo 2).  

Pese embora os recentes desenvolvimentos nesta área (vide Secção 1.3), continua a existir 

discrepância entre as previsões dos modelos teóricos propostos pela comunidade científica 

e os resultados observados em laboratório. Como tal, foram elaborados e publicados 3 

artigos científicos, com os seguintes objetivos: 

- Refinamento e validação do modelo MVATM [18] para o cálculo do comportamento global 

de vigas de betão armado com pré-esforço longitudinal (1 artigo em revista internacional). 

Na atualidade, a técnica do pré-esforço é amplamente utilizada em diversos tipos de 

sistemas e elementos estruturais, inclusive em vigas sujeitas a elevados momentos torsores. 

Quando aplicado de forma racional, o pré-esforço pode aumentar a resistência à fissuração 

e a rigidez de torção das vigas de betão. O pré-esforço também aumenta a resistência à 
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torção e permite que uma maior área da secção transversal do betão seja eficaz. Por essas 

razões afigura-se como necessário o desenvolvimento de um modelo confiável que preveja 

o comportamento global de vigas estruturais de betão sob torção, inclusive para baixos 

níveis de carregamento. A escolha do MVATM [18] para este estudo prendeu-se com o facto 

de este modelo ser um dos modelos teóricos em uso, desenvolvido na Universidade da Beira 

Interior, que melhores resultados tem demonstrado na previsão do comportamento das 

vigas em torção e para o qual a implementação do efeito do pré-esforço é relativamente 

simples [18].  

- Estudo da lei constitutiva média do betão à tração para prever o momento torsor de 

fissuração de vigas de betão armado sujeitas à torção (1 artigo em revista internacional). No 

projeto de estruturas, os documentos normativos de dimensionamento obrigam à 

verificação da segurança das estruturas ao ELS. Para tal, é necessário conhecer com rigor o 

momento torsor de fissuração. Tal como para o MVATM, o GSVATM [20] (também 

desenvolvido na Universidade da Beira Interior) é um modelo capaz de prever o 

comportamento global de uma viga de betão estrutural sujeita à torção, desde o início do 

carregamento até à rotura. Contudo, na previsão da zona de transição entre o estado não 

fissurado e o estado fissurado da viga, este modelo afasta-se do comportamento real das 

vigas. Esta zona de transição é muito dependente da lei constitutiva média adotada para o 

betão à tração. Uma vez que, teoricamente, o GSVATM constitui um modelo mais 

consistente do que o MVATM, por incorporar diretamente na formulação a influência média 

do betão à tração na direção perpendicular às escoras de betão, entendeu-se ser importante 

contribuir para a resolução do problema anteriormente referido. Atendendo às várias leis 

constitutivas médias para o betão à tração encontradas na literatura consultada, existe a 

necessidade de verificar qual destas leis permitirá ao modelo aproximar, o melhor possível, 

do comportamento real das vigas em torção para baixos níveis de carregamento.  

- Refinamento do procedimento de cálculo para o Modelo de Treliça com Amolecimento 

para Ações Combinadas e para elementos de betão armado sujeitos à torção combinada com 

flexão (1 artigo em revista internacional). Em muitos elementos estruturais de betão, a 

torção pode ser uma das acções principais a ser considerada em projeto. Contudo, na 

maioria dos casos, este esforço encontra-se combinado com outros esforços internos. Silva 

et al. [93] apresentou uma solução de cálculo alternativa baseada no procedimento de 

cálculo do CA-STM [48], reformulando-o como um sistema de equações não lineares com 

restrições e utilizando um algoritmo de otimização. Apesar de este modelo ter sido validado 

tendo por base poucos resultados experimentais relacionados com vigas de betão armado 

sujeitas à torção e à torção combinada com esforço transverso, os resultados revelaram-se 

satisfatórios [93]. No entanto, foram relatados alguns problemas numéricos relacionados 
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com a espessura máxima das paredes da secção transversal vazada efetiva. No presente 

trabalho são propostas algumas alterações ao procedimento do CA-STM, reformulando-o 

de acordo com algumas propostas de Silva et al. [93] e sendo os resultados teóricos 

comparados com numerosos resultados experimentais encontrados na literatura, para vigas 

sujeitas à torção combinada com flexão. Esta interação de esforços foi escolhida por se ter 

verificado que é uma das menos estudadas na literatura. Considerou-se, por isso, este ser o 

primeiro caso de combinação de esforços a estudar para validar o modelo refinado proposto, 

antes de se passar para outras condições de carregamento, em trabalho futuro. 

2. Estudo do comportamento último das secções críticas de vigas de betão 

armado sujeitas à torção pura (Capítulo 3).  

Para o dimensionamento à torção, os atuais documentos normativos revelam ainda algumas 

lacunas relacionadas com disposições específicas, em particular para garantir a ductilidade 

e o bom comportamento em serviço (vide Secção 1.4). Tal resulta na necessidade de 

existirem mais estudos especialmente focados nestes aspetos. Com vista a contribuir para 

este objetivo, foram elaborados e publicados 2 artigos científicos, com os seguintes 

objetivos: 

 - Estudo da ductilidade de vigas de betão armado sujeitas à torção (1 artigo em revista 

internacional). A redistribuição lenta e gradual dos esforços internos numa estrutura é 

fortemente dependente de uma adequada ductilidade nas suas regiões críticas, a qual 

permite evitar a formação de mecanismos súbitos. Ensaios anteriores mostram que, se 

corretamente dimensionadas e armadas, as vigas de betão armado evidenciam um 

comportamento dúctil na rotura, com formação de rótulas de torção [13]. Contudo, existe 

uma enorme escassez de estudos focados na ductilidade em torção de vigas de betão 

armado, não tendo sido encontrados na literatura quaisquer estudos especificamente 

vocacionados para o tema. Como tal, o estudo realizado tem como objetivo verificar a 

influência de diversas variáveis de estudo na ductilidade em torção de vigas de betão 

armado, designadamente: a resistência do betão à compressão; a taxa total de armadura de 

torção; o desequilíbrio de armaduras de torção (longitudinal versus transversal); o fator de 

escala (ratio entre a altura e largura da secção retangular); e o tipo de secção (secção cheia 

e vazada). O objetivo é contribuir para a inclusão futura nos documentos normativos de 

dimensionamento de estruturas cláusulas específicas à torção para garantir a ductilidade, à 

semelhança do que já acontece no caso da flexão.  

- Verificação da fidelidade dos documentos normativos de dimensionamento de estruturas 

na previsão do momento torsor resistente de vigas de betão armado (1 artigo em congresso 
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internacional). Os códigos nacionais e normativos podem ter um caráter de lei em alguns 

países ou um caráter de recomendação em outros países. Apesar dos procedimentos para o 

dimensionamento à torção, incorporados em grande parte dos documentos normativos 

atuais, terem por base o mesmo modelo teórico (Analogia de Treliça Espacial), os cálculos 

a realizar diferem de documento para documento, designadamente em virtude das 

simplificações adotadas para facilitar os cálculos. Assim, com o presente estudo pretende-

se fazer um ponto de situação atual sobre a fiabilidade de vários documentos normativos, 

reconhecidos e abrangentes do ponto de vista territorial, para a previsão da resistência à 

torção de vigas de betão armado. Para tal, as previsões normativas são comparadas com os 

valores obtidos experimentalmente em numerosos ensaios encontrados na literatura. Ao 

avaliar as eventuais discrepâncias observadas entre as previsões normativas e os resultados 

experimentais, pretende-se que este estudo possa servir de guia, quer para novos estudos, 

quer para o trabalho de comissões técnicas nas revisões futuras dos documentos 

normativos.  

3. Contribuição para o aumento da base de dados de resultados experimentais 

de vigas de secção vazada com betões de alta resistência com pré-esforço 

longitudinal sujeitas à torção pura (Capítulo 4, 1 artigo em revista internacional). 

1.6. Organização do documento. 

Nesta secção apresenta-se, de forma sumária, a organização do presente documento.  

No Capítulo 1 apresentou-se o enquadramento, uma revisão bibliográfica e os objetivos do 

trabalho elaborado ao longo do 3.º Ciclo de estudos conducente ao grau de Doutor em 

Engenharia Civil na Universidade da Beira Interior, com a apresentação de notas históricas, 

conceitos base ao tema da torção, revisão bibliográfica considerada de interesse e 

introdução das matérias específicas aos temas investigados. 

No Capítulo 2 são apresentados 3 artigos científicos publicados em revistas internacionais, 

no âmbito da modelação do comportamento de vigas de betão estrutural sujeitas à torção 

pura e combinada. Um primeiro artigo propõe o refinamento do modelo MVATM para a 

previsão do comportamento de vigas pré-esforçadas longitudinalmente sujeitas à torção 

pura. Num segundo artigo, avaliam-se leis constitutivas médias para o betão à tração a 

serem implementadas na formulação do modelo GSVATM, para a previsão da zona de 

transição do estado não fissurado para o estado fissurado de vigas de betão armado sujeita 

à torção pura. O último artigo propõe um refinamento ao modelo CA-STM para a previsão 

do comportamento global de vigas de betão armado sujeitas à torção combinada com flexão. 
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No Capítulo 3 são apresentados 2 artigos científicos, um publicado em revista internacional 

e outro publicado em congresso internacional. Estes artigos estão direcionados para o ELU 

de vigas de betão armado sujeitas à torção pura. O primeiro artigo foca o estudo da 

ductilidade em torção. O segundo artigo faz um ponto de situação sobre a fiabilidade de 

vários documentos normativos de dimensionamento de estruturas atuais na previsão do 

momento torsor resistente de vigas de betão armado.  

No Capítulo 4 é apresentado 1 artigo científico, publicado em revista internacional, onde se 

apresentam os resultados decorrentes de um estudo experimental previamente realizado e 

envolvendo vigas com secção vazada ensaiadas à torção, construídas com betão de alta 

resistência e incorporando pré-esforço longitudinal. 

No Capítulo 5 resumem-se as principais conclusões apresentadas em cada artigo científico. 

São também apresentadas indicações e recomendações para futuros trabalhos de 

investigação no tema da torção em vigas de betão estrutural. 
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Capítulo 2 

 

Modelação do comportamento de vigas de betão 

estrutural sujeitas à torção pura e combinada 

 

Neste capítulo são apresentados três artigos científicos, publicados em revistas 

internacionais, no âmbito da modelação do comportamento de vigas de betão estrutural 

sujeitas à torção pura e combinada. Apresenta-se lista de artigos que integram o presente 

capítulo: 

 

Bernardo, L. F. A., and Teixeira, M. M. (2018). Modified softened truss-model for 

prestressed concrete beams under torsion. Journal of Building Engineering. 19: 49-61. 

https://doi.org/10.1016/j.jobe.2018.04.024 

 

Teixeira, M. M. and Bernardo, L. F. A. (2021). Evaluation of Smeared Constitutive Laws for 

Tensile Concrete to Predict the Cracking of RC Beams under Torsion with Smeared Truss 

Model. Materials. 14(5): 1260. https://doi.org/10.3390/ma14051260 

 

Bernardo, L. F. A. and Teixeira, M. M. (2020). Refined softened-truss model with efficient 

solution procedure for reinforced concrete members under torsion combined with bending. 

Structures. 26: 651-669. https://doi.org/10.1016/j.istruc.2020.04.055 
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Capítulo 3 

 

Estudo do comportamento último das secções 

críticas de vigas de betão armado sujeitas à 

torção pura 

 

Neste capítulo são apresentados dois artigos científicos, um publicado em revista 

internacional e outro publicado em congresso internacional, no âmbito do comportamento 

último de vigas de betão armado sujeitas à torção pura. Apresenta-se lista de artigos que 

integram o presente capítulo: 

 

Teixeira, M. M. and Bernardo, L. F. A. (2018). Ductility of RC beams under torsion. 

Engineering Structures. 168: 759-769. https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2018.05.021 

 

Teixeira, M. M. and Bernardo, L. F. A. (2021). Torsional strength of reinforced concrete 

beams – Evaluation of some codes of practice. Concrete structures: New trends for eco-

efficiency and performance. Lisbon, June 2021. Fib Symposium. 2035-2046 pp.  
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Capítulo 4 

 

Estudo experimental de vigas de secção vazada 

com betões de alta resistência e pré-esforço 

longitudinal ensaiadas à torção pura 

 

Neste capítulo é apresentado um artigo científico, publicado em revista internacional, onde 

são apresentados e discutidos os resultados de um estudo experimental envolvendo vigas 

de secção vazada sujeitas à torção construídas com betões de alta resistência e incorporando 

pré-esforço longitudinal.  

 

Bernardo, L. F. A., Lopes, S. M. R. and Teixeira, M. M. (2020). Experimental Study on the 

Torsional Behaviour of Prestressed HSC Hollow Beams.  Applied Science. 10(2): 642.   
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Capítulo 5 

 

Conclusões e recomendações para estudos 

futuros 

No presente capítulo são apresentadas as principais conclusões de cada trabalho de 

investigação realizado. No final do capítulo são propostos alguns estudos e trabalhos que 

podem contribuir para o desenvolvimento na área da torção em vigas de betão estrutural.  

5.1. Conclusões 

 

5.1.1. Modelo de Treliça com Ângulo Variável Modificado para vigas com pré-

esforço sujeitas à torção.  

Neste estudo, o modelo teórico MVATM [3] [4] para vigas de betão armado sujeitas à torção 

foi generalizado para a analise do comportamento de vigas de betão pré-esforçado sujeitas 

à torção. Para tal, foram feitas algumas modificações ao modelo MVATM de modo a definir 

e a implementar um procedimento de cálculo que determine, na integra, a curva 𝑇 − 𝜃 

teórica para vigas de betão pré-esforçado, com secção cheia e vazada, sujeitas à torção.  

Neste estudo foi demonstrado que o MVATM generalizado fornece bons resultados quando 

comparados com resultados experimentais de vigas de betão pré-esforçado sujeitas à torção 

encontrados na literatura. Já quando comparado com a previsão de outro modelo teórico, 

designadamente o SMMT [10] [11] [12], o MVATM generalizado fornece previsões melhores 

para o comportamento real pós-fissuração das vigas.  

Assim, o modelo MVATM generalizado pode ser considerado como uma boa contribuição 

na tentativa da generalização da Analogia da Treliça Espacial [14] para a previsão do 

comportamento global de vigas de betão pré-esforçado sujeitas à torção. 

5.1.2. Avaliação de leis constitutivas médias do betão à tração para prever a 

transição entre o estado não fissurado e fissurado de vigas de betão armado 

sujeitas à torção, tendo por base a Analogia da Treliça Espacial. 

Neste estudo, o modelo GSVATM [4] foi utilizado para avaliar algumas propostas de leis 

constitutivas médias para o betão à tração encontradas na literatura. O objetivo deste estudo 

foi avaliar qual das leis permite a um modelo recente da Analogia da Treliça Espacial prever, 

de forma mais adequada, a resposta de vigas de betão armado à torção para a fase de baixo 
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carregamento, designadamente a transição da fase não fissurada para a fase fissurada. A 

partir dos resultados obtidos, foi possível concluir o seguinte:  

- Os resultados obtidos confirmam que a previsão da resposta das vigas de betão armado 

sujeitas à torção, para a transição da fase não fissurada para a fase fissurada, depende 

fortemente da lei constitutiva média do betão à tração incorporada no modelo;  

- As previsões para o momento torsor de fissuração das vigas com secção cheia são melhores 

do que as previsões para as vigas de secção vazadas. Para estas últimas observa-se uma 

maior variabilidade dos resultados, como já foi relatado em estudos anteriores;  

- Independentemente da lei constitutiva média utilizada para o betão à tração, o momento 

torsor de fissuração apresenta uma notável variabilidade de resultados em virtude da forte 

dependência da resistência à tração do betão;  

- Dentro das leis constitutivas médias para o betão à tração estudadas, a lei proposta por 

Belarbi e Hsu [2] permite prever com segurança o momento torsor de fissuração das vigas 

de betão armado sujeitas à torção, independentemente do tipo de secção transversal (cheia 

ou vazada). Este resultado vem confortar vários estudos anteriores, nos quais os autores 

utilizaram por hipótese esta lei constitutiva média nos seus modelos de treliça espacial.  

Os resultados obtidos neste estudo, utilizando o modelo GSVATM como modelo de 

referência, podem ser extrapolados para outros modelos de treliça para vigas de betão 

armado sujeitas à torção. Contudo, são necessários novos estudos experimentais sobre os 

diferentes mecanismos de rotura do betão em torção e respetivas aproximações teóricas 

para identificar melhor os parâmetros influentes nas fases mais baixas de carregamento, 

por forma a calibrar melhor os modelos para o estudo da fissuração de vigas de betão 

armado sujeita à torção. 

5.1.3. Refinamento do Modelo de Treliça com Amolecimento com 

procedimento de cálculo eficiente para vigas de betão armado sujeitas à torção 

combinada com flexão.  

Neste estudo foi apresentado uma versão refinada do CA-STM [8] com uma solução 

numérica eficiente para o seu procedimento de cálculo. Esta nova versão, designada por CA-

STM refinado com procedimento de cálculo eficiente, foi usado para calcular a resposta 

completa de numerosas vigas de betão armado de referência sujeitas à torção combinada 

com flexão, cujos resultados experimentais foram encontrados na literatura. A partir dos 

resultados obtidos ao longo deste estudo, foram obtidas as seguintes conclusões: 
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- Os refinamentos propostos para o procedimento de cálculo do CA-STM, nomeadamente a 

incorporação de um conjunto de relações constitutivas médias para os materiais 

consideradas mais adequadas e um critério mais simples para calcular a armadura 

longitudinal equivalente em cada painel, mostraram-se apropriados para modelar com 

razoável precisão a resposta das vigas de betão armado sujeitas à torção combinada com 

flexão. Tal foi observado para todos os níveis de carregamento, incluindo a transição da fase 

não fissurada para a fase fissurada; 

- Outros refinamentos propostos, como a utilização de um algoritmo alternativo ao uso da 

técnica original de “tentativa e erro” e a definição de um novo critério para fixar a espessura 

máxima dos painéis em vigas com secção cheia, conduziu a um procedimento de cálculo 

mais eficiente e com maior estabilidade numérica. Os resultados numéricos foram obtidos 

em períodos de tempo muito aceitáveis, sendo o tempo médio de processamento, para as 

vigas em estudo, de aproximadamente 30 segundos por viga (embora com alguma variação 

entre vigas), usando um computador corrente (Intel (R) Core (TM) i7-4700MQ CPU @ 2,40 

GHz); 

- Quando comparado com os vários resultados experimentais de vigas de betão armado 

ensaiadas à torção combinada com flexão, o CA-STM refinado com procedimento de cálculo 

eficiente provou ser um modelo confiável para prever o comportamento global dessas vigas, 

incluindo os pontos-chave de comportamento (pontos de fissuração e último). 

O CA-STM refinado com procedimento de cálculo eficiente mostrou ser um modelo 

relativamente simples e confiável, baseado no modelo de treliça para elementos de betão 

armado e pode constituir um modelo analítico alternativo a modelos mais complexos. O 

modelo pode ainda ser facilmente utilizado para elaborar ferramentas computacionais de 

utilização simples, que ajudem a dimensionar e otimizar elementos estruturais de betão 

armado. 

5.1.4. Ductilidade de vigas de betão armado sujeitas à torção. 

Este estudo focou especificamente a ductilidade de torção de vigas de betão armado, com 

secção transversal retangular cheia e vazada. A partir dos resultados obtidos, foi possível 

obter as seguintes conclusões: 

- O índice de ductilidade torsional utilizado neste estudo mostrou ser adequado para 

caracterizar a ductilidade em torção de vigas de betão armado e realizar análises 

comparativas entre a ductilidade de numerosas vigas, cujos resultados foram encontrados 

na literatura; 
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- Para vigas de betão armado com secção cheia, a ductilidade torsional aumenta com o 

aumento da resistência à compressão do betão, enquanto que, para vigas de betão armado 

com secção vazada a tendência observada é a oposta; 

- A ductilidade de torção diminui notavelmente à medida que a taxa de armadura de torção 

total aumenta. Isto é verdade até que um determinado limite seja alcançado e a partir do 

qual se observa um comportamento dúctil residual (que é maior, para vigas de secção cheia). 

O limite da taxa de armadura parece aumentar à medida que a resistência do betão 

aumenta, com um valor compreendido entre os 2,0-3,0% para vigas de secção cheias e um 

valor compreendido entre os 1,0–1,5% para vigas vazadas; 

- Vigas de betão armado semelhantes com secções transversais cheias e vazadas apresentam 

diferentes níveis de ductilidade torsional, devido à influência do núcleo de betão. Para uma 

dada taxa de armadura, as vigas de secção cheia são mais dúcteis do que as vigas de secção 

vazada. As vigas de secção cheia apresentam ainda um comportamento dúctil para um 

maior intervalo de taxa de armadura de torção; 

- A taxa de armadura total apresenta maior influência na ductilidade torsional quando 

comparada com a influência da resistência do betão à compressão; 

- Para os códigos ACI 318R-14 [1], MC 10 [6] e EC2 [13] observou-se que as regras que 

definem o cálculo da armadura transversal mínima de torção, para vigas de betão armado 

com armadura aproximadamente equilibrada, são adequadas para evitar a rotura frágil e 

prematura dos elementos por armadura insuficiente. Já para o código CSA A23.3–14 [7], 

este limite parece ser ligeiramente excessivo; 

- Os códigos ACI 318R-14 e MC 10, bem como o CSA A23.3-14 embora em menor extensão, 

são excessivamente restritivos em relação ao limite máximo da armadura transversal de 

torção, o que conduz à não aceitação de vigas de betão armado que na realidade apresentam 

um comportamento dúctil em torção. Isso acontece mais em vigas com secção cheia e 

armadura aproximadamente equilibrada. Dos códigos estudados, o EC2 é o código que 

mostra ser mais eficiente para definir o limite máximo da armadura transversal de torção. 

Para as demais normas estudadas, o valor da tensão máxima permitida para as escoras de 

betão comprimido parece ser muito conservador, sugerindo-se que este limite deva ser 

revisto. 
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5.1.5. Resistência à torção de vigas de betão armado – Avaliação de alguns 

documentos normativos. 

Neste artigo foi apresentada uma análise comparativa entre os resultados experimentais do 

momento torsor último de numerosas vigas de betão armado com secção retangular sujeitas 

à torção pura, encontradas na literatura consultada, e a previsão do momento torsor 

resistente dessas mesmas vigas calculado segundo diversos códigos e regulamentos 

utilizados para o dimensionamento de estruturas de betão. Dos resultados obtidos neste 

estudo, é possível concluir o seguinte: 

- O tipo de secção das vigas, a classe do betão e a taxa de armadura têm influência direta na 

previsão da capacidade resistente à torção das vigas calculada pelos códigos analisados; 

- Os códigos americanos tendem a sobrestimar a resistência à torção pura de vigas de secção 

cheia com taxas de armadura baixas, prevendo uma rotura teórica frágil e prematura por 

insuficiência de armadura. O limite da armadura mínima de torção estipulado por estes 

códigos necessita ser revista, designadamente para a versão mais recente analisada; 

- O código MC90 tende a sobrestimar a resistência à torção de vigas com taxas de armaduras 

elevadas e/ou desequilibradas, independentemente do tipo de secção ou da classe do betão. 

Para estas vigas, o referido código prevê roturas frágeis por compressão das escoras de betão 

ou por insuficiente de armadura longitudinal. Como tal, o limite máximo para a armadura 

não se mostra adequado, uma vez que implica tensões elevadas nas escoras de betão, tal 

como o limite mínimo de armadura longitudinal, o qual não é suficiente para garantir a 

resistência das vigas à força longitudinal adicional provocada pelo momento torsor; 

- O código MC10 tende a sobrestimar a resistência à torção das vigas construídas com betões 

de alta resistência, independentemente do tipo de secção. O limite da tensão nas escoras de 

betão requer ser revista para evitar roturas frágeis por compressão nas escoras de betão; 

- Os códigos EC2 e CSA A23.3-04 tendem a sobrestimar a resistência à torção de vigas com 

taxas de armadura elevadas, independentemente do tipo de secção ou da classe do betão. 

Também para estes códigos, o limite da tensão nas escoras do betão requer ser revisto para 

evitar roturas frágeis; 

No global e no que toca à previsão da capacidade resistente das vigas em estudo sujeitas à 

torção pura, o código que demonstrou estar mais do lado da segurança foi o código 

americano ACI 318R-14, enquanto que o código que demonstrou estar menos do lado da 

segurança foi o código canadiano CSA A23.3-04. Já o código que demonstrou estar mais 

perto do comportamento real das vigas e com grau de segurança satisfatório foi o código 
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ACI 318R-89 (único código, de entre os analisados, cujo modelo base não é a Analogia da 

Treliça Espacial e atualmente já não está em vigor), enquanto que o código EC2 apresentou 

resultados médios muito próximos da unidade para o ratio entre o momento torsor 

resistente real e normativo. 

5.1.6. Estudo experimental do comportamento torsional de vigas pré-

esforçadas com betões de alta resistência e secção vazada. 

Tendo por base o tratamento dos resultados experimentais obtidos em ensaios à torção 

previamente realizados e envolvendo vigas pré-esforçadas com betões de alta resistência e 

secções vazadas, foi possível demonstrar a eficácia do pré-esforço longitudinal em retardar 

a fissuração e aumentar a resistência à torção. Após a fissuração, a armadura de pré-esforço 

longitudinal passa a comportar-se efetivamente como uma armadura ordinária, 

contribuindo assim para o estado de equilíbrio interno das vigas. Apesar do número 

limitado de resultados associados às vigas ensaiadas, os mesmos mostraram que o nível de 

pré-esforço longitudinal pode influenciar o modo de rutura da viga. Observou-se também 

que, à medida que o nível de pré-esforço aumenta, o risco de rutura frágil por esmagamento 

do betão nas escoras também aumenta. Portanto, neste tipo de vigas, o nível de tensões de 

compressão nas escoras de betão deve ser cuidadosamente controlado e a contribuição da 

armadura de pré-esforço não deve ser desprezada. Este problema torna-se mais importante 

em vigas construídas com betões de alta resistência, pois o betão de alta resistência possui 

um caráter mais frágil do que o betão de resistência normal. De fato, o intervalo de taxas de 

armadura que levam a que as vigas vazadas tenham um comportamento dúctil sob torção é 

maior nas vigas construídas por betões de resistência normal do que em vigas construídas 

por betões de alta resistência [5]. 

Os resultados mostraram que a utilização do pré-esforço longitudinal não apresentou 

grandes alterações no comportamento das vigas ensaiadas na fase de fissuração. Contudo, 

apesar do número limitado de resultados apresentados, os mesmos mostram que existem 

diferenças percetíveis no comportamento global das vigas ensaiadas. Com este estudo, 

tornou-se óbvio que alguns aspetos particulares do comportamento de vigas pré-esforçadas 

com betões de alta resistência e secção vazada precisam de ser mais aprofundados. 

5.2. Recomendações para trabalhos futuros. 

O presente trabalho contribuiu para o desenvolvimento de campos específicos do estudo do 

comportamento de vigas de betão estrutural sujeitas à torção. No entanto, vários aspetos 

ficaram ainda por esclarecer, o que demonstra que a problemática da torção em vigas de 

betão estrutural constitui ainda uma área de investigação atual e em desenvolvimento. 

Assim, para cada assunto estudado e apresentado neste trabalho, são sugeridos futuros 
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estudos que poderão ajudar a compreender melhor e a desenvolver os modelos para vigas 

de betão estrutural em torção. 

Na área da modelação do comportamento de vigas de betão estrutural sujeitas à torção pura 

e torção combinada com outros esforços, considera-se importante o desenvolvimento dos 

seguintes estudos: 

- Generalização do modelo MVATM para a incorporação de pré-esforço transversal nas 

paredes de vigas com secção vazada e estudar a sua efetividade nos problemas de torção. 

- Novos estudos experimentais focados no comportamento do betão à tração em vigas 

sujeitas à torção, afim de refinar a respetiva lei constitutiva média. Aprofundar o estudo da 

fissuração de vigas de betão armado sujeita à torção, em particular a previsão da fissuração 

para as cargas de serviço. 

- Generalização e validação do procedimento CA-STM refinado com procedimento de 

cálculo eficiente para combinações de carregamento mais gerais. 

Na área da segurança ao estado limite último de vigas de betão armado sujeitas à torção, 

considera-se importante o desenvolvimento dos seguintes estudos: 

- Realização de novos ensaios focados especificamente no estudo da ductilidade em torção 

e na capacidade de rotação plástica em torção de vigas de betão armado com secção cheia e 

vazada sujeitas; 

- Estudo da influência da microfissuração do betão comprimido nas escoras na ductilidade 

em torção de vigas; 

- Refinamento de modelos teóricos baseados na Analogia da Treliça Espacial para o 

comportamento pós-pico de vigas de betão armado em torção, em particular o 

comportamento dúctil; 

- Alargamento do estudo da ductilidade a vigas pré-esforçadas sujeitas à torção e a vigas 

com outro tipo de secções para além das retangulares (do tipo “T”, “U” e “L”); 

- Estudo de propostas para alteração das disposições normativas dos códigos em vigor com 

o objetivo de melhorar a fiabilidade do cálculo da resistência e a garantia da ductilidade em 

torção de vigas de betão armado. 
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Anexo I. Código em MATLAB do CA-STM refinado com 

procedimento de cálculo eficiente 

Script para iniciar o CA-STM 

 

%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% CA-STM - COMBINED ACTION SOFTENED TRUSS MODEL                         / 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 

  
% INICIO 

///////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
tic; clear all; clc; global eds1 

  
% DADOS DE ENTRADA 
% /////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
DADOS_INICIAIS; 

  
% EXTENSÃO DE COMPRESSÃO INICIAL DO PAINEL 1///////////////////////////// 
eds1 = -0.01; 

  
% CÁLCULO DA ESTIMATIVA INICIAL////////////////////////////////////////// 
EST_CAMCTM(eds1); 

  
% SOLUÇÃO DO SISTEMA///////////////////////////////////////////////////// 
COMP_CASTM; 

  
% CURVAS CARGA-DEFORMAÇÃO//////////////////////////////////////////////// 
toc; PLOT_CASTM; 
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Função para a escolha da viga de referência (T+M) 

 

function DADOS_INICIAIS 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% SELEÇÃO DA VIGA A ANALISAR                                           
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 

  
disp('Selecione os dados iniciais'); 
disp(' '); 
disp('1  - McMullen_and_Warwaruk_11 (M/T=0)'); 
disp('2  - McMullen_and_Warwaruk_12');  
disp('3  - McMullen_and_Warwaruk_13'); 
disp('4  - McMullen_and_Warwaruk_14'); 
disp('5  - McMullen_and_Warwaruk_15'); 
disp('6  - McMullen_and_Warwaruk_16');  
disp('7  - McMullen_and_Warwaruk_21 (M/T=0)'); 
disp('8  - McMullen_and_Warwaruk_22'); 
disp('9  - McMullen_and_Warwaruk_23'); 
disp('10 - McMullen_and_Warwaruk_24'); 
disp('11 - McMullen_and_Warwaruk_25'); 
disp('12 - McMullen_and_Warwaruk_31'); 
disp('13 - McMullen_and_Warwaruk_32'); 
disp('14 - McMullen_and_Warwaruk_33'); 
disp('15 - McMullen_and_Warwaruk_34'); 
disp('16 - McMullen_and_Warwaruk_35'); 
disp('17 - McMullen_and_Warwaruk_41'); 
disp('18 - McMullen_and_Warwaruk_42'); 
disp('19 - McMullen_and_Warwaruk_43'); 
disp('20 - McMullen_and_Warwaruk_44'); 
disp('21 - McMullen_and_Warwaruk_45'); 
disp('22 - McMullen_and_Warwaruk_46'); 
% 
disp('26 - Lampert_and_Thurlimann_TB0'); 
disp('27 - Lampert_and_Thurlimann_TB1'); 
disp('28 - Lampert_and_Thurlimann_TB2'); 
disp('29 - Lampert_and_Thurlimann_TB3'); 
disp('30 - Lampert_and_Thurlimann_TB4'); 
disp('31 - Lampert_and_Thurlimann_TB5'); 
disp('32 - Lampert_and_Thurlimann_TB6'); 
% 
disp('41 - Winston_Onsongo_TBS1'); 
disp('42 - Winston_Onsongo_TBS2'); 
disp('43 - Winston_Onsongo_TBS3'); 
disp('44 - Winston_Onsongo_TBS4'); 
disp('45 - Winston_Onsongo_TBO2'); 
disp('46 - Winston_Onsongo_TBO3'); 
disp('47 - Winston_Onsongo_TBO4'); 
disp('48 - Winston_Onsongo_TBO5'); 
disp('49 - Winston_Onsongo_TBU2');  
disp('50 - Winston_Onsongo_TBU3');  
disp('51 - Winston_Onsongo_TBU4');  
disp('52 - Winston_Onsongo_TBU5'); 
% 
disp('73 - Pandit_and_Warwaruk_B-2') 
disp('74 - Pandit_and_Warwaruk_B-3') 
disp('741 - Pandit_and_Warwaruk_B-4 (M/T=0)') 
disp('75 - Pandit_and_Warwaruk_C-1') 
disp('76 - Pandit_and_Warwaruk_C-2') 
disp('77 - Pandit_and_Warwaruk_C-3') 
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disp('771 - Pandit_and_Warwaruk_C-4 (M/T=0)') 
disp('78 - Pandit_and_Warwaruk_D-1') 
disp('79 - Pandit_and_Warwaruk_D-2') 
disp('80 - Pandit_and_Warwaruk_D-3') 
disp('801 - Pandit_and_Warwaruk_D-4 (M/T=0)') 
disp('81 - Pandit_and_Warwaruk_E-1') 
disp('82 - Pandit_and_Warwaruk_E-2') 
disp('821 - Pandit_and_Warwaruk_E-3 (M/T=0)') 
disp('83 - Goode_and_Helmy_III.1') 
disp('84 - Goode_and_Helmy_III.2') 
disp('85 - Goode_and_Helmy_III.3') 
disp('86 - Goode_and_Helmy_III.4') 
disp('87 - Goode_and_Helmy_IV.1') 
disp('88 - Goode_and_Helmy_IV.2') 
disp('89 - Goode_and_Helmy_IV.3') 
disp('90 - Goode_and_Helmy_IV.4') 
disp('91 - Goode_and_Helmy_V.1') 
disp('92 - Goode_and_Helmy_V.2') 
disp('93 - Goode_and_Helmy_V.3') 
disp('94 - Goode_and_Helmy_V.4') 
disp('95 - Goode_and_Helmy_VI.1') 
disp('96 - Goode_and_Helmy_VI.2') 
disp('97 - Goode_and_Helmy_VI.3') 
disp('98 - Goode_and_Helmy_VI.4') 
disp('99 - Collins_et_al_RE1') 
disp('100 - Collins_et_al_RE2') 
disp('101 - Collins_et_al_RE3') 
disp('102 - Collins_et_al_RE4') 
disp('103 - Collins_et_al_RE5') 
disp('104 - Collins_et_al_RE4x') 
disp('105 - Collins_et_al_RU1') 
disp('106 - Collins_et_al_RU3Ax') 
disp('107 - Collins_et_al_RU2xx') 
disp('108 - Collins_et_al_RU3xx') 
disp('109 - Collins_et_al_RU3Axx') 
disp('110 - Collins_et_al_RU4') 
disp('111 - Collins_et_al_RU5') 
disp('112 - Collins_et_al_RU5A') 
disp('113 - Collins_et_al_RU6') 
disp('114 - Kemp_BT2') 
disp('115 - Kemp_BT3') 
disp('116 - Kemp_BT4') 
disp('117 - Kemp_BT5') 
disp('1171 - Kemp_TT6 (M/T=0)') 
disp('118 - Kemp_BBT3') 
disp('119 - Kemp_BBT4') 
disp('120 - Kemp_BBT6') 
disp('1201 - Kemp_BT1') 
disp('121 - Iyengar_and_Rangan_V1') 
disp('122 - Iyengar_and_Rangan_V2') 
disp('123 - Iyengar_and_Rangan_V3') 
disp('124 - Iyengar_and_Rangan_V5') 
disp('125 - Iyengar_and_Rangan_V6') 
disp('1251 - Iyengar_and_Rangan_V4I (M/T=0)') 
disp('126 - Iyengar_and_Rangan_S1II') 
disp('127 - Iyengar_and_Rangan_S2I') 
disp('128 - Iyengar_and_Rangan_S2II') 
disp('129 - Iyengar_and_Rangan_S3') 
disp('130 - Iyengar_and_Rangan_S4I') 
disp('131 - Iyengar_and_Rangan_S4II') 
disp('132 - Iyengar_and_Rangan_S5I') 
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disp('133 - Iyengar_and_Rangan_S5II') 
disp('1331 - Iyengar_and_Rangan_S6 (M/T=0)') 
disp('134 - Iyengar_and_Rangan_L1-2II') 
disp('135 - Iyengar_and_Rangan_L2-1II') 
disp('136 - Iyengar_and_Rangan_L2-2II') 
disp('137 - Iyengar_and_Rangan_L3-1I') 
disp('138 - Iyengar_and_Rangan_L3-1II') 
disp('139 - Iyengar_and_Rangan_L3-2I') 
disp('140 - Iyengar_and_Rangan_L3-2II') 
disp('141 - Iyengar_and_Rangan_L4-1') 
disp('142 - Iyengar_and_Rangan_L4-2') 
disp('143 - Iyengar_and_Rangan_L5-1') 
disp('144 - Iyengar_and_Rangan_L5-2') 
disp('145 - Iyengar_and_Rangan_L6-1I') 
disp('146 - Iyengar_and_Rangan_L6-2I') 
disp('1461 - Iyengar_and_Rangan_L1-1 (M/T=0)') 

  

  
disp(' '); 
disp('200 - Introduzir manualmente os dados iniciais');  
disp(' '); 
disp('0 - Sair'); 
disp(' '); 
IND = input('Escolha uma opção: '); 

  
if IND >= 0 
    switch IND 
        case 1 
            McMullen_and_Warwaruk_11; 
        case 2 
            McMullen_and_Warwaruk_12; 
        case 3 
            McMullen_and_Warwaruk_13; 
        case 4 
            McMullen_and_Warwaruk_14; 
        case 5 
            McMullen_and_Warwaruk_15; 
        case 6 
            McMullen_and_Warwaruk_16; 
        case 7 
            McMullen_and_Warwaruk_21; 
        case 8 
            McMullen_and_Warwaruk_22; 
        case 9 
            McMullen_and_Warwaruk_23; 
        case 10 
            McMullen_and_Warwaruk_24; 
        case 11 
            McMullen_and_Warwaruk_25; 
        case 12 
            McMullen_and_Warwaruk_31;  
        case 13 
            McMullen_and_Warwaruk_32;  
        case 14 
            McMullen_and_Warwaruk_33;  
        case 15 
            McMullen_and_Warwaruk_34; 
        case 16 
            McMullen_and_Warwaruk_35; 
        case 17 
            McMullen_and_Warwaruk_41; 
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        case 18 
            McMullen_and_Warwaruk_42; 
        case 19 
            McMullen_and_Warwaruk_43; 
        case 20 
            McMullen_and_Warwaruk_44; 
        case 21 
            McMullen_and_Warwaruk_45; 
        case 22 
           McMullen_and_Warwaruk_46; 
        case 26 
            Lampert_and_Thurlimann_TB0; 
        case 27 
            Lampert_and_Thurlimann_TB1; 
        case 28 
            Lampert_and_Thurlimann_TB2;   
        case 29 
            Lampert_and_Thurlimann_TB3; 
        case 30 
            Lampert_and_Thurlimann_TB4; 
        case 31 
            Lampert_and_Thurlimann_TB5; 
        case 32 
            Lampert_and_Thurlimann_TB6; 
        case 41 
            Winston_Onsongo_TBS1; 
        case 42 
            Winston_Onsongo_TBS2; 
        case 43 
            Winston_Onsongo_TBS3; 
        case 44 
            Winston_Onsongo_TBS4;  
        case 45 
            Winston_Onsongo_TBO2; 
        case 46 
            Winston_Onsongo_TBO3; 
        case 47 
            Winston_Onsongo_TBO4; 
        case 48 
            Winston_Onsongo_TBO5; 
        case 49 
            Winston_Onsongo_TBU2; 
        case 50 
            Winston_Onsongo_TBU3; 
        case 51 
            Winston_Onsongo_TBU4; 
        case 52 
            Winston_Onsongo_TBU5; 
        case 73 
            Pandit_and_Warwaruk_B2; 
        case 74 
            Pandit_and_Warwaruk_B3; 
        case 741 
            Pandit_and_Warwaruk_B4;            
        case 75 
            Pandit_and_Warwaruk_C1; 
        case 76 
            Pandit_and_Warwaruk_C2; 
        case 77 
            Pandit_and_Warwaruk_C3; 
        case 771 
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            Pandit_and_Warwaruk_C4;             
        case 78 
            Pandit_and_Warwaruk_D1; 
        case 79 
            Pandit_and_Warwaruk_D2; 
        case 80 
            Pandit_and_Warwaruk_D3;          
        case 801 
            Pandit_and_Warwaruk_D4;                 
        case 81 
            Pandit_and_Warwaruk_E1;             
        case 82 
            Pandit_and_Warwaruk_E2; 
        case 821 
            Pandit_and_Warwaruk_E3;             
        case 83 
            Goode_and_Helmy_III1;           
        case 84 
            Goode_and_Helmy_III2;           
        case 85 
            Goode_and_Helmy_III3;           
        case 86 
            Goode_and_Helmy_III4;           
        case 87 
            Goode_and_Helmy_IV1;           
        case 88 
            Goode_and_Helmy_IV2;           
        case 89 
            Goode_and_Helmy_IV3;           
        case 90 
            Goode_and_Helmy_IV4;  
        case 91 
            Goode_and_Helmy_V1;           
        case 92 
            Goode_and_Helmy_V2;           
        case 93 
            Goode_and_Helmy_V3;           
        case 94 
            Goode_and_Helmy_V4;          
        case 95 
            Goode_and_Helmy_VI1;           
        case 96 
            Goode_and_Helmy_VI2;           
        case 97 
            Goode_and_Helmy_VI3;           
        case 98 
            Goode_and_Helmy_VI4;                 
        case 99 
            Collins_et_al_RE1; 
        case 100 
            Collins_et_al_RE2; 
        case 101 
            Collins_et_al_RE3; 
        case 102 
            Collins_et_al_RE4; 
        case 103 
            Collins_et_al_RE5; 
        case 104 
            Collins_et_al_RE4x; 
        case 105 
            Collins_et_al_RU1;             
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        case 106 
            Collins_et_al_RU3Ax; 
        case 107 
            Collins_et_al_RU2xx;             
        case 108 
            Collins_et_al_RU3xx;             
        case 109 
            Collins_et_al_RU3Axx; 
        case 110 
            Collins_et_al_RU4; 
        case 111 
            Collins_et_al_RU5;             
        case 112 
            Collins_et_al_RU5A; 
        case 113 
            Collins_et_al_RU6; 
        case 114 
            Kemp_BT2; 
        case 115 
            Kemp_BT3; 
        case 116 
            Kemp_BT4; 
        case 117 
            Kemp_BT5;      
        case 1171 
            Kemp_TT6;                  
        case 118 
            Kemp_BBT3; 
        case 119 
            Kemp_BBT4; 
        case 120 
            Kemp_BBT6; 
        case 1201 
            Kemp_BT1; 
        case 121 
            Iyengar_and_Rangan_V1;              
        case 122 
            Iyengar_and_Rangan_V2;      
        case 123 
            Iyengar_and_Rangan_V3;                 
        case 124 
            Iyengar_and_Rangan_V5;                
        case 125 
            Iyengar_and_Rangan_V6;                 
        case 1251 
            Iyengar_and_Rangan_V4I;   
        case 126 
            Iyengar_and_Rangan_S1II;     
        case 127 
            Iyengar_and_Rangan_S2I; 
        case 128 
            Iyengar_and_Rangan_S2II;         
        case 129 
            Iyengar_and_Rangan_S3;         
        case 130 
            Iyengar_and_Rangan_S4I;         
        case 131 
            Iyengar_and_Rangan_S4II; 
        case 132 
            Iyengar_and_Rangan_S5I; 
        case 133 
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            Iyengar_and_Rangan_S5II;         
        case 1331 
            Iyengar_and_Rangan_S6;      
        case 134 
            Iyengar_and_Rangan_L1_2II;         
        case 135 
            Iyengar_and_Rangan_L2_1II;           
        case 136 
            Iyengar_and_Rangan_L2_2II;           
        case 137 
            Iyengar_and_Rangan_L3_1I;           
        case 138 
            Iyengar_and_Rangan_L3_1II;   
        case 139 
            Iyengar_and_Rangan_L3_2I;           
        case 140 
            Iyengar_and_Rangan_L3_2II;   
        case 141 
            Iyengar_and_Rangan_L4_1;           
        case 142 
            Iyengar_and_Rangan_L4_2;              
        case 143 
            Iyengar_and_Rangan_L5_1;           
        case 144 
            Iyengar_and_Rangan_L5_2;              
        case 145 
            Iyengar_and_Rangan_L6_1I;           
        case 146 
            Iyengar_and_Rangan_L6_2I;              
        case 1461 
            Iyengar_and_Rangan_L1_1;    

             
        case 200 
            INTRODUZIR_DADOS; 
        case 0 
            error('SCRIPT INTERROMPIDO!') 
            clc 
     end  
end 
end 
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Função para o cálculo da estimativa inicial 

 

function EST_CAMCTM(eds1) 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% ESTIMATIVA INICIAL - COMPORTAMENTO LINEAR DE UM PAINEL SUBMETIDO      / 
%                      A UM ESTADO DE TENSÃO DE CORTE PURO              / 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global x fcm b h  

  
% Perímetro externo da secção: 
pcp = 2*(b+h); 

  
% Área inclusa pelo perímetro externo da secção: 
Acp = b*h; 

  
% NBR-6118/2007 - Módulo de elasticidade secante do betão: 
Ecc = 0.85*5600*sqrt(fcm); 

  
for i = 1:3 
    x(i) = eds1; 
end 

  
for i = 4:7 
    x(i) = (-eds1)/2; 
    x(i+4) = 0; 
    x(i+8) = 1; 
end 
    x(16) = eds1*10^-3*(-Ecc/2)*(Acp^2/pcp); 
end 
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Função do CA-STM 

 

function F = CASTM(x,eds1) 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% CA-STM - COMPORTAMENTO NÃO LINEAR DA SECÇÃO                           /   
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global h b t1 t2 t3 t4 Al1 Al2 Al3 Al4 At s fLy fTy Es 
global fcm e0 ecr TETA Tcr MyTx MzTx VyTx VzTx NxTx Mz fiL24 

  
% Área inclusa pelo perímetro externo da secção: 
Acp = b*h; 

  
% Área bruta da secção: 
Ag = (b-t1)*t4 + (h-t2)*t1 + (b-t3)*t2 + (h-t4)*t3; 

  
% Tensão de fissuração do betão: 
fcr = 0.5*Ag/Acp*sqrt(fcm); 

  
% Deformação de cedência da armadura longitudinal (1/1000): 
eLy = fLy/Es*1000; 

  
% Deformação de cedência da armadura transversal: 
eTy = fTy/Es; 

  
% Perímetro externo da secção: 
pcp = 2*(b+h); 

  
% Momento torsor de fissuração: 
Tcr = 1/3*sqrt(fcm)*(Acp^2/pcp); 

  
% COMBINED ACTION SOFTENED TRUSS MODEL (CA-STM)////////////////////////// 
% Relação dos outros esforços com o momento torsor: 
Tx = Tcr*x(16); 
My = MyTx*Tx; 
Mz = MzTx*Tx; 
Vy = VyTx*Tx; 
Vz = VzTx*Tx; 
Nx = NxTx*Tx; 

  
% Espessura do fluxo e deformação interna do painel: 
if x(12) < 2 
    td1 = x(12)*t1/2; 
    ea1 = 0; 
else 
    td1 = t1; 
    ea1 = (x(12) - 2)*eds1*10^-3; 
end 

  
if x(13) < 2 
    td2 = x(13)*t2/2; 
    ea2 = 0; 
else 
    td2 = t2; 
    ea2 = (x(13) - 2)*x(1)*10^-3; 
end 

  
if x(14) < 2 
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    td3 = x(14)*t3/2; 
    ea3 = 0; 
else 
    td3 = t3; 
    ea3 = (x(14) - 2)*x(2)*10^-3; 
end 

  
if x(15) < 2 
    td4 = x(15)*t4/2; 
    ea4 = 0; 
else 
    td4 = t4; 
    ea4 = (x(15) - 2)*x(3)*10^-3; 
end 

  
% Base do fluxo de tensões tangenciais: 
b0 = b - (td1 + td3)/2; 

  
% Altura do fluxo de tensões tangenciais: 
h0 = h - (td2 + td4)/2; 

  
% Área inclusa pelo fluxo de tensões tangenciais: 
A0 = b0*h0; 

  
% Deformação principal de compressão nos painéis: 
eD1 = (eds1*10^-3 + ea1)/2; 
eD2 = (x(1)*10^-3 + ea2)/2; 
eD3 = (x(2)*10^-3 + ea3)/2; 
eD4 = (x(3)*10^-3 + ea4)/2; 

  
% Curvaturas longitudinais: 
fiL13 = (x(8)*10^-3 - x(10)*10^-3)/b0; 
fiL24 = (x(9)*10^-3 - x(11)*10^-3)/h0; 

  
% Princípio da invariância das extensões: 
eT1 = x(4)*10^-3 + eD1 - x(8)*10^-3; 
eT2 = x(5)*10^-3 + eD2 - x(9)*10^-3; 
eT3 = x(6)*10^-3 + eD3 - x(10)*10^-3; 
eT4 = x(7)*10^-3 + eD4 - x(11)*10^-3; 

  
% Curvaturas transversais: 
fiT13 = (eT1 - eT3)/b0; 
fiT24 = (eT2 - eT4)/h0; 

  
% Taxa de armadura longitudinal e transversal: 
roL1= (Al1/(td1*h0)); 
roL2= (Al2/(td2*b0)); 
roL3= (Al3/(td3*h0)); 
roL4= (Al4/(td4*b0)); 
roT1= At/(td1*s); 
roT2= At/(td2*s); 
roT3= At/(td3*s); 
roT4= At/(td4*s); 
  

 
% Coeficiente de amolecimento: 
R = 5.8/(sqrt(fcm)); 
if   R <= 0.9 
    R_linha = R; 
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else 
    R_linha = 0.9; 
end 

  
n1 = (roT1*fTy)/(roL1*fLy); 
if   n1 <= 1 
    n1_linha = n1; 
else 
    n1_linha = 1/n1; 
end 
zeta1 = R_linha/(sqrt(1+((0.4*x(4))/n1_linha))); 

  
n2 = (roT2*fTy)/(roL2*fLy); 
if  n2 <= 1 
    n2_linha = n2; 
else 
    n2_linha = 1/n2; 
end 

  
zeta2 = R_linha/(sqrt(1+((0.4*x(5))/n2_linha))); 

  
n3 = (roT3*fTy)/(roL3*fLy); 
if   n3 <= 1 
    n3_linha = n3; 
else 
    n3_linha = 1/n3; 
end 

  
zeta3 = R_linha/(sqrt(1+((0.4*x(6))/n3_linha))); 

  
n4 = (roT4*fTy)/(roL4*fLy); 
if   n4 <= 1 
    n4_linha = n4; 
else 
    n4_linha = 1/n4; 
end 

  
zeta4 = R_linha/(sqrt(1+((0.4*x(7))/n4_linha))); 

  
% Relação entre a resistência à compressão no pico e a resistência 
% média: 
if  eds1*10^-3 / (zeta1*e0) <= 1 
    k1D1 = eds1*10^-3/(zeta1*e0) - (eds1*10^-3)^2/(3*(zeta1*e0)^2); 
else 
    k1D1 = 1 - zeta1*e0/(3*eds1*10^-3) - (eds1*10^-3 - 

zeta1*e0)^3/(3*eds1*10^-3*(4*e0-zeta1*e0)^2); 
end 

  
if  x(1)*10^-3 / (zeta2*e0) <= 1 
    k1D2 = x(1)*10^-3/(zeta2*e0) - (x(1)*10^-3)^2/(3*(zeta2*e0)^2); 
else 
    k1D2 = 1 - zeta2*e0/(3*x(1)*10^-3) - (x(1)*10^-3 - 

zeta2*e0)^3/(3*x(1)*10^-3*(4*e0-zeta2*e0)^2); 
end 

  
if  x(2)*10^-3 / (zeta3*e0) <= 1 
    k1D3 = x(2)*10^-3/(zeta3*e0) - (x(2)*10^-3)^2/(3*(zeta3*e0)^2); 
else 
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    k1D3 = 1 - zeta3*e0/(3*x(2)*10^-3) - (x(2)*10^-3 - 

zeta3*e0)^3/(3*x(2)*10^-3*(4*e0-zeta3*e0)^2); 
end 

  
if x(3)*10^-3 / (zeta4*e0) <= 1 
    k1D4 = x(3)*10^-3/(zeta4*e0)  - (x(3)*10^-3)^2/(3*(zeta4*e0)^2); 
else 
    k1D4 = 1 - zeta4*e0/(3*x(3)*10^-3) - (x(3)*10^-3 - 

zeta4*e0)^3/(3*x(3)*10^-3*(4*e0-zeta4*e0)^2); 
end 

  
% Tensão principal de compressão no betão: 
sigmaD1 = -zeta1*fcm*k1D1; 
sigmaD2 = -zeta2*fcm*k1D2; 
sigmaD3 = -zeta3*fcm*k1D3; 
sigmaD4 = -zeta4*fcm*k1D4; 

  
% Extensão principal de tração na face externa dos painéis: 
ers1 = 2*x(4); 
ers2 = 2*x(5); 
ers3 = 2*x(6); 
ers4 = 2*x(7); 

  
% Relação entre a resistência à tração no pico e a resistência 
% média: 
if ers1 <= ecr 
    k1R1 = ers1/(2*ecr); 
else 
    k1R1 = ecr/(2*ers1) + ecr^0.4/(0.6*ers1)*((ers1)^0.6 - (ecr)^0.6); 
end 

  
if ers2 <= ecr 
    k1R2 = ers2/(2*ecr); 
else 
    k1R2 = ecr/(2*ers2) + ecr^0.4/(0.6*ers2)*((ers2)^0.6 - (ecr)^0.6); 
end 

  
if ers3 <= ecr 
    k1R3 = ers3/(2*ecr); 
else 
    k1R3 = ecr/(2*ers3) + ecr^0.4/(0.6*ers3)*((ers3)^0.6 - (ecr)^0.6); 
end 

  
if ers4 <= ecr 
    k1R4 = ers4/(2*ecr); 
else 
    k1R4 = ecr/(2*ers4) + ecr^0.4/(0.6*ers4)*((ers4)^0.6 - (ecr)^0.6); 
end 

  
% Tensão principal de tração no betão: 
sigmaR1 = k1R1*fcr; 
sigmaR2 = k1R2*fcr; 
sigmaR3 = k1R3*fcr; 
sigmaR4 = k1R4*fcr; 

  
% Tensão na armadura trasnversal: 
BT1 = (1/(At/(td1*s)))*(fcr/fTy)^1.5; 
enT1 = eTy*(0.93-2*BT1); 
if eT1 <= enT1 
    fT1  = eT1*Es; 
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else 
    fT1 = fTy*((0.91-2*BT1)+(0.02+0.25*BT1)*(eT1/eTy)); 
end 

  
BT2  = (1/(At/(td2*s)))*(fcr/fTy)^1.5; 
enT2 = eTy*(0.93-2*BT2); 
if eT2 <= enT2 
    fT2  = eT2*Es; 
else 
    fT2 = fTy*((0.91-2*BT2)+(0.02+0.25*BT2)*(eT2/eTy)); 
end 

  
BT3  = (1/(At/(td3*s)))*(fcr/fTy)^1.5; 
enT3 = eTy*(0.93-2*BT3); 
if eT3 <= enT3 
    fT3  = eT3*Es; 
else 
    fT3 = fTy*((0.91-2*BT3)+(0.02+0.25*BT3)*(eT3/eTy)); 
end 

  
BT4  = (1/(At/(td4*s)))*(fcr/fTy)^1.5; 
enT4 = eTy*(0.93-2*BT4); 
if eT4 <= enT4 
    fT4  = eT4*Es; 
else 
    fT4 = fTy*((0.91-2*BT4)+(0.02+0.25*BT4)*(eT4/eTy)); 
end 

  
% sin(alfaD)^2: 
sin21 = ((x(8)*10^-3) - eD1)/((x(4)*10^-3) - eD1); 
sin22 = ((x(9)*10^-3) - eD2)/((x(5)*10^-3) - eD2); 
sin23 = ((x(10)*10^-3) - eD3)/((x(6)*10^-3) - eD3); 
sin24 = ((x(11)*10^-3) - eD4)/((x(7)*10^-3) - eD4); 

  
% cos(alfaD)^2: 
cos21 = ((x(4)*10^-3) - (x(8)*10^-3))/((x(4)*10^-3) - eD1); 
cos22 = ((x(5)*10^-3) - (x(9)*10^-3))/((x(5)*10^-3) - eD2); 
cos23 = ((x(6)*10^-3) - (x(10)*10^-3))/((x(6)*10^-3) - eD3); 
cos24 = ((x(7)*10^-3) - (x(11)*10^-3))/((x(7)*10^-3) - eD4); 

  
% sin(alfaD)*cos(alfaD): 
sincos1 = sqrt(((x(8)*10^-3) - eD1)*(eT1 - eD1))/((x(4)*10^-3) - eD1); 
sincos2 = sqrt(((x(9)*10^-3) - eD2)*(eT2 - eD2))/((x(5)*10^-3) - eD2); 
sincos3 = sqrt(((x(10)*10^-3) - eD3)*(eT3 - eD3))/((x(6)*10^-3) - eD3); 
sincos4 = sqrt(((x(11)*10^-3) - eD4)*(eT4 - eD4))/((x(7)*10^-3) - eD4); 

  
% Equação de equilíbrio transversal: 
F(1) = sigmaD1*sin21 + sigmaR1*cos21 + fT1*(At/(td1*s)); 
F(2) = sigmaD2*sin22 + sigmaR2*cos22 + fT2*(At/(td2*s)); 
F(3) = sigmaD3*sin23 + sigmaR3*cos23 + fT3*(At/(td3*s)); 
F(4) = sigmaD4*sin24 + sigmaR4*cos24 + fT4*(At/(td4*s)); 

  
% Cálculo dos Fluxos: 
q1 = Tx/(2*A0) + Vy/(2*h0); 
q2 = Tx/(2*A0) + Vz/(2*b0); 
q3 = Tx/(2*A0) - Vy/(2*h0); 
q4 = Tx/(2*A0) - Vz/(2*b0); 

  
% Distorção nos painéis: 
gamaLT1 = 2*((x(4)*10^-3) - eD1)*sincos1*sign(q1); 
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gamaLT2 = 2*((x(5)*10^-3) - eD2)*sincos2*sign(q2); 
gamaLT3 = 2*((x(6)*10^-3) - eD3)*sincos3*sign(q3); 
gamaLT4 = 2*((x(7)*10^-3) - eD4)*sincos4*sign(q4); 

  
% Ângulo Teta: 
TETA = ((gamaLT1 + gamaLT3)*h0 + (gamaLT2 + gamaLT4)*b0)/(2*A0); 

  
% Curvatura da escora: 
curv1a = -((eds1*10^-3) - ea1)/td1; 
curv2a = -((x(1)*10^-3) - ea2)/td2; 
curv3a = -((x(2)*10^-3) - ea3)/td3; 
curv4a = -((x(3)*10^-3) - ea4)/td4; 

  
curv1b = TETA*2*sincos1 - fiL13*cos21 - fiT13*sin21; 
curv2b = TETA*2*sincos2 - fiL24*cos22 - fiT24*sin22; 
curv3b = TETA*2*sincos3 + fiL13*cos23 + fiT13*sin23; 
curv4b = TETA*2*sincos4 + fiL24*cos24 + fiT24*sin24; 

  
F(5) = curv1a - curv1b; 
F(6) = curv2a - curv2b; 
F(7) = curv3a - curv3b; 
F(8) = curv4a - curv4b; 

  
% Tensão tangencial: 
tal1a = q1/td1; 
tal2a = q2/td2; 
tal3a = q3/td3; 
tal4a = q4/td4; 

  
tal1b = (-sigmaD1 + sigmaR1)*sincos1*sign(q1); 
tal2b = (-sigmaD2 + sigmaR2)*sincos2*sign(q2); 
tal3b = (-sigmaD3 + sigmaR3)*sincos3*sign(q3); 
tal4b = (-sigmaD4 + sigmaR4)*sincos4*sign(q4); 

  
F(9) = tal1a-tal1b; 
F(10) = tal2a - tal2b; 
F(11) = tal3a - tal3b; 
F(12) = tal4a - tal4b; 

  
% Tensão na armadura longitudinal: 
BL1  = (1/(Al1/(td1*h0)))*(fcr/fLy)^1.5; 
enL1 = eLy*10^-3 *(0.93-2*BL1); 
if x(8)*10^-3 <= enL1 
    fL1  = x(8)*10^-3*Es; 
else 
    fL1 = fLy*((0.91-2*BL1)+(0.02+0.25*BL1)*(x(8)/eLy)); 
end 

  
BL2  = (1/(Al2/(td2*b0)))*(fcr/fLy)^1.5; 
enL2 = eLy*10^-3 *(0.93-2*BL2); 
if x(9)*10^-3 <= enL2 
    fL2  = x(9)*10^-3*Es; 
else 
    fL2 = fLy*((0.91-2*BL2)+(0.02+0.25*BL2)*(x(9)/eLy)); 
end 

  
BL3  = (1/(Al3/(td3*h0)))*(fcr/fLy)^1.5; 
enL3 = eLy*10^-3 *(0.93-2*BL3); 
if x(10)*10^-3 <= enL3 
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    fL3  = x(10)*10^-3*Es; 
else 
    fL3 = fLy*((0.91-2*BL3)+(0.02+0.25*BL3)*(x(10)/eLy)); 
end 

  
BL4  = (1/(Al4/(td4*b0)))*(fcr/fLy)^1.5; 
enL4 = eLy*10^-3 *(0.93-2*BL4); 
if x(11)*10^-3 <= enL4 
    fL4  = x(11)*10^-3*Es; 
else 
    fL4 = fLy*((0.91-2*BL4)+(0.02+0.25*BL4)*(x(11)/eLy)); 
end 

  
% Equação de equilíbrio longitudinal: 
sigmaL1 = sigmaD1*cos21 + sigmaR1*sin21 + fL1*(Al1/(td1*h0)); 
sigmaL2 = sigmaD2*cos22 + sigmaR2*sin22 + fL2*(Al2/(td2*b0)); 
sigmaL3 = sigmaD3*cos23 + sigmaR3*sin23 + fL3*(Al3/(td3*h0)); 
sigmaL4 = sigmaD4*cos24 + sigmaR4*sin24 + fL4*(Al4/(td4*b0)); 

  
% Momento fletor no eixo Y: 
F(13) = (sigmaL3*td3*h0 - sigmaL1*td1*h0)*b0/2 - My; 

  
% Momento fletor no eixo Z: 
F(14) = (sigmaL4*td4*b0 - sigmaL2*td2*b0)*h0/2 - Mz; 

  
% Esforço normal em X (Eq. 62): 
F(15) = sigmaL1*td1*h0 + sigmaL2*td2*b0 + sigmaL3*td3*h0 + sigmaL4*td4*b0 

- Nx; 

  
% Compatibilização das deformações longitudinais: 
ecL13 = (x(8)*10^-3 + x(10)*10^-3)/2; 
ecL24 = (x(9)*10^-3 + x(11)*10^-3)/2; 

  
F(16) = ecL13-ecL24; 
end 
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Função para o cálculo do comportamento carga-deformação da viga 

 

function COMP_CASTM 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% CÁLCULO DO COMPORTAMENTO CARGA-DEFORMAÇÃO DA SECÇÃO                   / 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global eds1 Tcr TETAj Tj x TETA fcm FIL24 MZ Mz fiL24 Mzj 

  

  
% Limites inferiores e superioes para x(1)-x(16): 
lb = [-100; -100; -100; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0]; 
ub = [0; 0; 0; 100; 100; 100; 100; 100; 100; 100; 100; 3; 3; 3; 3; 100]; 

  
nmax = 400; 
TETAj(nmax) = 0; Tj(nmax)=0; 
for i = 1:nmax 
    passo =0.01; 

     
    options = optimset('MaxFunEvals',40000,'MaxIter',50000,'TolX',10^-

8,'TolFun',10^-8); 
    x = lsqnonlin(@(x) CASTM(x,eds1-passo*i),x,lb,ub,options); 
    TETAj(i) = TETA; 
    Tj(i) = x(16)*Tcr*1000; 
    FIL24(i) = fiL24; 
    MZ(i) = Mz*1000; 

     
    lim = min(min(eds1-passo*i,x(1)),min(x(2),x(3))); 

     
    % Critérios de paragem (betão normal e de alta resistência): 
    if fcm <= 50 
        if lim < -3.5 
            TETAj = TETAj(1:i); 
            Tj = Tj(1:i); 
            break 
        end 
    else 
        if lim <= -( 2.8 + 27 * ((98-fcm)/100)^4) 
            TETAj = TETAj(1:i); 
            Tj = Tj(1:i); 
            break 
        end 
    end 
end 
Tj = [0 Tj]; 
TETAj = [0 TETAj]; 
Mzj = [0 MZ]; 
max(Tj) 
TETAj(find(Tj==max(Tj))) 
max(Mzj) 
Mzj(find(Tj==max(Tj))) 
end 
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Função para impressão das curvas carga-deformação da viga 

 

function PLOT_CASTM 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% IMPRESSÃO DAS CURVAS CARGA-DEFORMAÇÃO                                 / 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global TETAexp Texp TETAteo Tteo TETAj Tj aa bb cc dd FIL24 MZ TETAexp_1 

Mzexp_1 
global Mzexp FIL24exp Mzj TCI_exp MCI_exp TCI_teo MCI_teo TCI_teog 

MCI_teog 
% Opção 
disp('1 - Curva momento torsor-rotação axial'); 
disp('2 - Curva momento fletor-rotação axial'); 
disp('3 - Curva momento fletor-curvatura longitudinal'); 
disp('4 - Curva de interação'); 
disp(' '); 
disp('5 - Voltar ao inicio'); 
disp('0 - Sair'); 
disp(' '); 
IND = input('Escolha uma opção: '); 

  
% SELEÇÃO DA CURVA/////////////////////////////////////////////////////// 
while IND > 0 
    switch IND 
        case 1 
            hold on 
            plot(TETAexp,Texp,'-rs','LineWidth',2) 
            plot(TETAj,Tj,'--b','LineWidth',2) 
            plot(TETAteo,Tteo,'-k','LineWidth',1) 
            xlabel('\theta (rad/m)'); 
            ylabel('T_X (kN.m)'); 
            legend(aa,... 
                bb,... 
                cc,'Location','southeast'); 
            grid on 
        case 2 
            hold on 
            plot(TETAexp_1,Mzexp,'-rs','LineWidth',1.5,'MarkerSize',4) 
            plot(TETAj,Mzj,'--b','LineWidth',1.5) 
            xlabel('\theta (rad/m)'); 
            ylabel('M_Z (kN.m)'); 
            legend(aa,cc,'Location','southeast'); 
            grid on 
        case 3 
            hold on 
            plot(FIL24exp,Mzexp_1,'-rs','LineWidth',1.5,'MarkerSize',4) 
            plot(-FIL24,MZ,'--b','LineWidth',1.5) 
            xlabel('\phi_L_,_2_4(rad)'); 
            ylabel('M_Z (kN.m)'); 
            legend(aa,cc,'Location','southeast'); 
            grid on 
        case 4 
            hold on 
            plot(MCI_exp,TCI_exp,'-rs','LineWidth',1.5) 
            plot(MCI_teo,TCI_teo,'-bs','LineWidth',1.5) 
            plot(MCI_teog,TCI_teog,'-ks','LineWidth',1) 
            xlabel('M_Z (kN.m)'); 
            ylabel('T_X (kN.m)'); 
            axis ([0 300 0 150]) %auto 
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            legend(dd,... 
                bb,... 
                cc,'Location','southeast'); 
            grid on 
        case 5 
            if IND == 5 
                INICIO; 
                break 
            end 
    end 
    disp(' '); 
    IND = input('Escolha uma opção: '); 
end 
tempo = toc; 
end 
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Exemplos de funções para os dados experimentais e de alguns 

resultados para duas vigas 

 
function McMullen_and_Warwaruk_22 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% Dados experimentais viga 2-2 (McMullen e Warwaruk em 1970)               
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global h b t1 t2 t3 t4 Al1 Al2 Al3 Al4 At s fLy fTy Es fcm e0 ecr ecr0 

Acp pcp 
global TETAexp Texp TETAteo Tteo MyTx MzTx VyTx VzTx NxTx aa bb cc 
global TCI_exp MCI_exp TCI_teo MCI_teo TCI_teog MCI_teog  TETAexp_1 Mzexp 

FIL24exp Mzexp_1 
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% DADOS DA SECÇÃO                                                          
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 

  
% Geometria da secção: 
h = 0.30;             % Altura da secção (m) 
b = 0.15;             % Base da secção (m) 
% Área inclusa pelo perímetro externo da secção: 
Acp = b*h; 
% Perímetro externo da secção: 
pcp = 2*(b+h); 
% Espessura máxima dos painéis (m) 
t1 = Acp/pcp; t2 = t1; t3 = t1; t4 = t1;  

  
% Quantidade das armaduras: 
Al1 = 2.84*10^-4;    % Área da armadura longitudinal no painel 1 (m2) 
Al2 = 2.84*10^-4;    % Área da armadura longitudinal no painel 2 (m2) 
Al3 = 2.84*10^-4;    % Área da armadura longitudinal no painel 3 (m2) 
Al4 = 2.84*10^-4;    % Área da armadura longitudinal no painel 4 (m2) 
At = 7.10*10^-5;     % Área da armadura transversal (m2) 
s = 0.083;           % Espaçamento da armadura transversal (m) 

  
% Propriedades Mecânicas dos aços: 
fLy = 323.365;       % Tensão de cedência da armadura longitudinal (MPa) 
fTy = 370.249;       % Tensão de cedência da armadura transversal (MPa) 
Es = 200000;         % Módulo de elasticidade dos aços (MPa) 

  
% Propriedades Mecânicas do betão: 
fcm = 34.61;         % Resistência média do betão à compressão (MPa) 
e0=(-0.7*(fcm)^0.31)*10^-3; % Extensão de compressão do betão 

correspondente à tensão máxima (1/1000) 
ecr = 0.116;         % Deformação de tração de fissuração do betão 

(1/1000) 
ecr0 = 4.5;          % Deformação de tração limite do betão (1/1000) 

  
% Relação dos outros esforços com o momento torsor: 
MyTx = 0;            % Momento Fletor y / Momento Torsor x 
MzTx = 0.5;          % Momento Fletor z / Momento Torsor x 
VyTx = 0;            % Esforço Cortante y / Momento Torsor x 
VzTx = 0;            % Esforço Cortante z / Momento Torsor x 
NxTx = 0;            % Esforço Normal x / Momento Torsor x 

  
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% DADOS CURVA EXPERIMENTAL E TÉORICA                                       
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
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TETAexp = [0.0000; 0.0082; 0.0126; 0.0161; 0.0205; 0.0289; 0.0389; 

0.0485; 0.0627]; 
Texp = [0.000; 5.423; 5.649; 7.909; 9.151; 11.185; 13.445; 15.591; 

17.738]; 

  
TETAexp_1 = [0.0000; 0.0082; 0.0126; 0.0161; 0.0205; 0.0289; 0.0389; 

0.0485; 0.0627]; 
Mzexp = [0.000; 2.712; 3.389; 3.954; 4.519; 5.649; 6.666; 7.796; 8.812]; 

  
FIL24exp = []; 
Mzexp_1 = []; 

  
TETAteo = [0.0000; 0.0013; 0.0129; 0.0260; 0.0354; 0.0442; 0.0483; 

0.0560; 0.0596; 0.0615]; 
Tteo = [0.000; 4.604; 9.927; 13.436; 15.490; 16.814; 17.375; 17.703;   
18.119; 18.214]; 

  
TCI_exp = [20.449; 19.4324; 18.755; 15.139; 10.168]; 
MCI_exp = [0; 9.942; 18.755; 30.165; 40.898]; 
TCI_teo = [19.4705; 17.7858; 16.9302; 13.0901; 13.1451]; 
MCI_teo = [0; 8.8929; 16.9302; 26.1803; 52.5803]; 
TCI_teog = [19.8; 18.1; 16.8; 13]; 
MCI_teog = [0; 9;  16.7; 26]; 

  
% Legenda 
aa = '2-2 Exp. (M/T = 0.5)'; 
bb = 'CA-STM'; 
cc = 'CA-STM [15]'; 
end 

 

 
 

  
Curvas 

XT   Curva 
ZM   
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function Lampert_and_Thurlimann_TB2 
%/////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% Dados experimentais viga TB2 de Lampert e Thurlimann (1969)              
%/////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
global h b t1 t2 t3 t4 Al1 Al2 Al3 Al4 At s fLy fTy Es fcm e0 ecr ecr0 
global TETAexp Texp TETAteo Tteo aa bb cc dd MyTx MzTx VyTx   
global VzTx NxTx TCI_exp MCI_exp TCI_teo MCI_teo TCI_teog MCI_teog 

TETAexp_1 Mzexp FIL24exp Mzexp_1   
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% DADOS DA SECÇÃO                                                          
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 

  
% Geometria da secção: 
h = 0.50;                % Altura da secção (m) 
b = 0.50;                % Base da secção (m) 
t1 = 0.08; t2 = 0.08;    % Espessura máxima dos painéis 1 e 2 (m) 
t3 = 0.08; t4 = 0.08;    % Espessura máxima dos painéis 3 e 4 (m) 

  
% Quantidade das armaduras: 
Al1 = 2.262*10^-4;   % Área da armadura longitudinal no painel 1 (m2) 
Al2 = 2.262*10^-4;   % Área da armadura longitudinal no painel 2 (m2) 
Al3 = 2.262*10^-4;   % Área da armadura longitudinal no painel 3 (m2) 
Al4 = 11.31*10^-4;   % Área da armadura longitudinal no painel 4 (m2) 
At = 1.131*10^-4;    % Área da armadura transversal (m2) 
s = 0.110;           % Espaçamento da armadura transversal (m) 

  
% Propriedades Mecânicas dos aços: 
fLy = 390;           % Tensão de cedência da armadura longitudinal (MPa) 
fTy = 390;           % Tensão de cedência da armadura transversal (MPa) 
Es = 210000;         % Módulo de elasticidade dos aços (MPa) 

  
% Propriedades Mecânicas do betão: 
fcm = 27.9;          % Resistência média do betão à compressão (MPa) 
e0 = (-0.7*(fcm)^0.31)*10^-3; % Extensão de compressão do betão 

correspondente à tensão máxima (1/1000) 
ecr = 0.0992;        % Extensão de tração de fissuração do betão (1/1000) 
ecr0 = 4.5;          % Extensão de tração limite do betão (1/1000) 

  
% Relação dos outros esforços com o momento torsor: 
MyTx = 0;            % Momento Fletor y / Momento Torsor x 
MzTx = 2;            % Momento Fletor z / Momento Torsor x 
VyTx = 0;            % Esforço Cortante y / Momento Torsor x 
VzTx = 0;            % Esforço Cortante z / Momento Torsor x 
NxTx = 0;            % Esforço Normal x / Momento Torsor x 

  
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
% DADOS CURVA EXPERIMENTAL E TÉORICA                                       
%//////////////////////////////////////////////////////////////////////// 

  
TETAexp = [0.0000; 0.0004; 0.0006; 0.0008; 0.0019; 0.0039; 0.0054; 

0.0079; 
    0.0092; 0.0178; 0.0252; 0.0319; 0.0393]; 
Texp = [0.000; 10.000; 15.823; 22.777; 32.000; 42.306; 51.262; 61.234;  
    71.000; 77.389; 80.665; 80.665; 81.789]; 

  
TETAteo = [0.0000; 0.0001; 0.0017; 0.0047; 0.0078; 0.0130; 0.0160; 

0.0178; 
    0.0193; 0.0211; 0.0250]; 
Tteo = [0.000; 13.000; 24.483; 40.617; 55.000; 62.252; 67.582; 68.730; 
    68.730; 69.000; 71.000]; 



Contribuição para o estudo e modelação do comportamento de vigas de BE à torção pura e combinada 

 195 

  
TETAexp_1 = []; 
Mzexp = []; 

  
FIL24exp = [0; 0; 0.000007; 0.00036; 0.000839; 0.001256; 0.001772; 

0.002322; 
    0.002618; 0.003127; 0.0064; 0.009884; 0.013496; 0.01732; 0.021482; 
    0.027575; 0.030086; 0.03797]; 
Mzexp_1 = [0; 25.5; 38; 49.5; 64.5; 83; 103.5; 122; 143; 161.5; 174; 

180.5; 
    181.5; 183; 185.5; 189; 190.5; 193.5]; 

  

  

  
TCI_exp = [105.5; 115.3; 81.4; 59.0]; 
MCI_exp = [0; 146.6; 176.2; 232]; 
TCI_teo = [108.4; 92.4377; 75.3271; 67.3394 ]; 
MCI_teo = [0; 92.4377; 150.6541; 249.1557]; 
TCI_teog = [95.9; 105.9; 70.5]; 
MCI_teog = [0; 135; 153]; 

  
% Legenda 
aa = 'TB2 Exp. (M/T = 2.0)'; 
bb = 'CA-STM'; 
cc = 'CA-STM [15]'; 
dd = 'T3, TB1, TB2 e TB3'; 
end 
 

 

 
 
 

  
Curvas 

XT   Curva 
,24Z LM   
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