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Resumo

A forma do planeta Terra, desprezando o achatamento nos polos, pode ser modelada por uma
esfera. Na construcdo de mapas ou cartas, € necessario projetar a superficie curva da Terra
no plano, processo que inevitavelmente introduz deformacdes pois a superficie esférica nao é
planificavel. As deformacdes podem ser de distancias, de angulos ou de areas. Um dos
objetivos deste trabalho foi estudar as propriedades de quatro projecdes da esfera: a
projecao estereografica (que preserva angulos), a projecdo cilindrica equidistante (que
mantém distancias ao longo dos meridianos), a projecdo de Mercator (que preserva angulos) e

a projecéao cilindrica de Lambert (que preserva areas).

0 segundo objetivo do trabalho foi estudar curvas notaveis na esfera: as linhas que formam
um angulo constante com os meridianos, denominadas linhas de rumo ou loxodromicas, e as
curvas que resultam da interseccao da esfera com um plano secante que passa pelo seu

centro, designadas geodésicas, circulos maximos ou ortodromicas.

Palavras-chave

Esfera, plano, projecdo estereografica, projecdao equidistante, projecdo de Mercator,
projecao cilindrica de Lambert, linhas de rumo, circulos maximos.
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Abstract

The shape of the Earth, neglecting the flattening of the poles, can be modelled by a sphere.
In the construction of maps or charts, it is necessary to project the curved surface of the
earth in the plane, which will inevitably introduce distortions, because the spherical surface
cannot be planned. These deformations can be related to distances, angles and areas. One of
the goals of this work was to study the properties of four projections of the sphere: the
stereographic projection (which preserves angles), the equidistant cylindrical projection
(which maintains distances along the meridians), the Mercator projection (which preserves

angles) and the Lambert cylindrical projection (preserving areas).

The second goal was to study notable curves on the sphere: the curves that form a constant
angle with the meridians, known as rhumb lines or loxodrome, and the curves resulting from
the intersection of the sphere with an intersecting plane, which passes on its centre, called

geodesic, great circles or orthodrome.

Keywords

Sphere, plane, stereographic projection, equidistant cylindrical projection, Mercator

projection, Lambert cylindrical projection, rhumb lines, great circles.

vii



viii



Indice

1 o T L= o 1

Capitulo 1

Projecoes da esfera N0 Plan0 ... .o e ii ittt e et et e e aeaaes 5
1.1 Sistemas de coordenadas para a esfera e para 0 Plano ......c.ceeeeveeiniiniiniiniiniinennennen. 5
1.1.1 CoOrdenadas POLATES ...ccuueiieretireieteereteeeeeeeeneeeennneeernseserasessnnsessnsssesnneenns 5
1.1.2 CoOrdenadas ESFEIICAS «.vuverernininiiieiet ettt tetet e e e eeneneetaeeaeneneenenenens 6
1.1.3 Coordenadas GEOZGIAfICAS ..u.uruiueniniieiet et eeeete et re e eeeneeetaeeeenenenenenenans 7
1.2 Projecan €SterE0grafiCa. vuuu it iitieiiiee ittt eeti et eetteeeteeetenentenenteneneaneneenenssnens 9
L B 0 T) 4] et Lo R PP PP 9
LY A o o] o] =T - Lo L2 S P PPN 9
1.2.3 Formulas de transformacao pela projecao estereografica ........cccevevveeninennnnenn. 11
1.3 Projeg0es CiliNAriCas ...eu e eeeiieeeiieeiieeiiteeeiteeerteeeeentieneeeenseeesennsnennsnennenenns 13
1.3.1 Projecéo cilindrica equidistante .........ceevuiinininininineiiiieierieieiee e eieeneenans 16
LI IVAN o o] [=Tot- To e [l 11T of- | o] S PP 19
1.3.3 Projecdo cilindrica de Lambert.....c.vieeinirniiiiiiiieie e eieee e eieeaenenas 23
1.3.4 As trés projecoes cilindricas NOMMAIS. . ..uueeriiieriiieiieeiie e eieeeieeeeieeeenenns 25

Capitulo 2

Linhas de rumo e geodesiCas NA €STEIa ......vuiiieiiiiiiiiiiiieiieeeeetteeeteeaeereneenenaenans 27
20 T 8 11 = L= 03T 27
2.1.1 Linhas de rumo e espiral logaritmiCa.....cvueeeieiiiiiiieiiieieieieeieeeneenenenens 27
2.1.2 Rumo e comprimento de arco de curva loxodromica.......ceeeveevnennennenenennnnnnn. 33

2.2 GeOd@SICAS NA ESTEIA «.euenineein ettt ettt e e e e e e eeaas 35
2.2.1 Problemas VariaCionais ......ooevueiiiiiiiitiitiitiitiieieeieeieeieeineineenereaeeeanens 35
2.2.2 Geodésicas na esfera e circulos MAXIMOS ...cuvierereinieniiiiiinereieeeeeeaeaenennn 35
2.2.3 Comprimento de um arco de circulo MAXiMO......uvuvuiniririiiiineiieieieneneeeeenann, 38

2.3 Um exemplo: De Lisboa a NOVA lOrQUE .....uviiineeiiiinteieitereieeereieeeesneeeesneeeennecenns 39

Consideracgoes finais

Referéncias BibliografiCas . ...o.ueeeeeiee i e ee e e e e e e aeaneanens 45






Lista de Figuras

Figura 1: Classificacdo das projecdes quanto ao tipo de superficie de projecao .................. 1

Figura 2: Linha de rumo de 45° e o correspondente circulo maximo passando por um ponto do

Equador, figura de Pedro NUNES (1537) ..iiuiiiiieiiiiitiiiitieeietieeeerenneererasessnnseesneeesnnnees 3
Figura 3: Método de determinacdo de pontos sobre a mesma linha de rumo por resolucao
sequencial de triangulos esféricos, figura de Pedro NUNEs.........cceieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeenns 3
Figura 4: Sistema de coordenadas POlares ..........cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieieieieieenenaes 5
Figura 5: Sistema de coordenadas @SfEriCas .....uvueiieiitiitii i ee e e eeeeeeeeeeeeeanenss 6
Figura 6: Paralelos € Meridianos ....ceeueiiiieiiiiiitiiiiiiitteiieeeeeneeeenneererasessnnseesneeesonnees 7
Figura 7: Sistema de coordenadas ge0grafiCas .......coeveeieieereinininirininininereeeenenenenenannnns 8
Figura 8: Projecan estere0grafiCa ..vuuuiee i irtinirtiirtiietieetieetineetrnenteneneenennenenesnennsnens 9
Figura 9: Vista lateral da projecao estereografiCa ........oeveveeiiireiiieiiienieenieneneeneneenens 10
Figura 10: A projecdo estereografica preserva angulos.......v.eeeveerernerernererneneeneneeneneenens 11
Figura 11: Classificacdo das projecdes cilindricas quanto a posicao do cilindro ................. 13
Figura 12: Projecao cilindrica NnOrmal.......ceuiereiiirniiinninirneiirenienentrneneeneneeneneeneneenens 13
Figura 13: Sistema de coordenadas cartesianas para uma projecao cilindrica normal.......... 14
Figura 14: Elementos infinitesimais na esfera € Na pProjeCan .....ccevevveeieiienirenerenerenennns 15
Figura 15: Projecao cilindrica equidistante ......occvevuiiirniiinniririiiiirenreneeneneenenennens 17
Figura 16: Deformacdes na projecao cilindrica equidistante ..........ccccveveveiniiineneninennnnnn. 17

Figura 17: Mapa-mlndi desenhado a partir das tabelas do tratado Geographile Hyphegesis de

[0 0] ()5 0 1= U P P 18
Figura 18: Projecao de MerCator .. ..c.u i iiiiii it e et et renerenereneranaaans 20
Figura 19: Deformacgdes na projecao de Mercator ......covveeiitiiitiiiiirier e e reerenenns 21

Figura 20: Projecao de Mercator, 1569, “Nova et aucta orbis terrae descriptio ad usum

navigantium emendate acCOMMOAALA” ........cuuiieieeieiieeieieereitereraeeeeieeeessnseeeneseeenaess 22
Figura 21: Projecao cilindrica de Lambert .......c.oiiiuiiiiniiiiiiiiiiiiiiieieeece e eeeeeeeaeas 23
Figura 22: Deformacgdes na projecao cilindrica de Lambert ........cocvveviveiiiiininneninnenennens 24
Figura 23: Representacao dos meridianos na projecdo estereografica ..........cccvvevevnennnnnns 27
Figura 24: ESpiral logaritMiCa ....eeeeeeieeiiiii e ee et e e e eaeeneaeeneaneanens 29
Figura 25: Linha de rumo ou curva loXodromiCa ........ccveeiiiiiiiiieieeeiieieeieeeeeeeeeanns 31

Figura 26: Pontos de sete rumos vistos em projecdo estereografica, figura apresentada num

MANUSCHTO de Harmiot, 1500 ... it e ettt e eei e eeeereeeeeeeaannnaes 32
Figura 27: Loxodrémica entre os pontos A e B na projecao de Mercator. ...........cccevveennens 32
Figura 28: Sphere Spirals, Escher, 1958 ......oiiiiiiiiiiiiiii i e i eiteeneeeeenaeennnes 33
Figura 29: Comprimento de linha de rumO.......ciiiiiiiiiiiii e 34
Figura 30: Arco de Circulo MAXIMO ..uueneieiiiie i e e e e eteeeeneeeaneaneanens 38

Xi



Figura 31: Arco de curva loxodromica e arco de curva ortodromica entre Lisboa e Nova lorque

NA ProJECAD AE MEICATON «.uuuiittii ittt ee e et et eeteeateenetaaeeaneraneeaaeenneenneennesnneennes 41

xii



Lista de Tabelas

Tabela 1: Comparacao das trés projecoes cilindricas NOrmais ........oeevvveeriieeeiienerennnnenn. 25
Tabela 2: Coordenadas geograficas de Lisboa e Nova lorque .......ccveveveiiiinininininennnnenene. 39
Tabela 3: Coordenadas esféricas de Lisboa e Nova lorque .......cceevvieiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeenns 39

Tabela 4: Coordenadas polares de Lisboa e Nova lorque (projecédo estereografica) ............ 39

Xiii



Xiv



Introducao

O planeta Terra pode ser representado por um volume aproximadamente esférico, assim se
pretendermos representar a superficie da Terra sem distorcées devemos utilizar um globo,
pois esta forma de representacdo apenas implicara a utilizacdo de uma escala de reducao. No
entanto, os globos apresentam inconvenientes de natureza pratica, que sao ultrapassados

quando a Terra € representada enquanto mapa (ou carta) sobre uma superficie plana.

Em Cartografia, sdo definidas e classificadas projecoes cartograficas que definem a forma
como a superficie da Terra é representada numa superficie plana, designada por superficie de
projecao. A superficie de projecdo pode ser um plano ou uma superficie planificavel,
habitualmente o cilindro ou o cone. Em Cartografia, de acordo com a superficie de projecao
utilizada, as projecdes cartograficas sdo classificadas em planas ou azimutais, cilindricas e

conicas (figura 1).

Figura 1: Classificacdo das projecoes quanto ao tipo de superficie de projecao

Qualquer que seja a superficie de projecao escolhida é impossivel projetar a superficie curva
da Terra num plano sem que sejam introduzidas distorcoes, pois a esfera nao é planificavel.
Assim sendo, uma projecao deve ser pensada de acordo com a propriedade que se pretende
conservar. De um modo geral, as propriedades que interessam preservar sao as distancias, as

areas ou os angulos. Segundo Catalao [5],

“o cartografo deve escolher qual a caracteristica que deve aparecer
corretamente, em prejuizo das outras, ou contemporizar com todas elas, nao
aparecendo nenhuma correta. Os numerosos sistemas de representacao
cartografica existentes, apresentam vantagens e inconvenientes, dependendo o

critério de escolha do fim a que a carta se destina.”



De acordo com a propriedade que se preserva as projecoes sao classificadas em:

» Equidistantes: quando as relacdoes de distancia sdao conservadas ao longo de certas
linhas ou a partir de determinados pontos.

« Conformes: quando a forma dos objetos (com dimensdes infinitesimais) é conservada,
ou seja, os angulos sao preservados.

«  Equivalentes: quando as proporcoes entre as areas dos objetos sao conservadas.

A representacao das deformacodes introduzidas pelas projecoes pode ser apresentada de modo
grafico através da elipse de deformacdo ou indicatriz de Tissot. O matematico francés
Auguste Tissot (1824-1897) sugeriu a utilizacdo de um dispositivo grafico, que denominou
indicatriz, para ilustrar os conceitos de distorcao angular e de superficie que se produzem
num circulo de dimensées infinitesimais, de uma superficie de referéncia, quando é projetado
sobre um plano. A representacdo, nas projecoes cartograficas, destas deformacoes efetua-se
pela colocacdo de figuras (circulos ou elipses) representativas das indicatrizes de Tissot na
interseccao de paralelos e meridianos, a determinados intervalos. Desta forma, fornece-se

uma imagem expressiva e intuitiva das deformacoes [3-5].

Sobre a superficie esférica destacam-se duas curvas notaveis: as curvas que intersectam todos
os meridianos segundo um mesmo angulo, denominadas linhas de rumo ou curvas
loxodromicas; e as curvas que resultam da interseccao da esfera com um plano secante que
passa pelo seu centro, que correspondem ao caminho mais curto entre dois pontos da
superficie esférica, designadas por circulos maximos, geodésicas ou ortodromicas. Na
navegacao maritima a utilidade das linhas de rumo é evidente, pois a forma mais simples de
navegar em mar alto sera mantendo um angulo constante com o norte indicado pela bussola,
no entanto esta trajetoria nao corresponde, exceto se navegarmos ao longo do Equador ou de

um meridiano, ao caminho mais curto entre dois pontos.

O matematico portugués Pedro Nunes (1502-1578) tera sido o primeiro a colocar a questdo
das linhas de rumo [13]. Em 1537, data da publicacao da traducao do Tratado da Esfera de
Sacrobosco, Pedro Nunes incluiu em anexo dois tratados em portugués sobre questdes de
navegacao: o Tratado sobre certas duvidas da navegacdo e o Tratado em defesa da carta de
marear, com o regimento da altura. Nestes tratados, Pedro Nunes faz a distincao entre dois
tipos de curva: os circulos maximos e as rotas de rumo constante. Pedro Nunes refere que
salvo no caso do Equador e dos meridianos, as rotas de rumo constante nao coincidem com

circulos maximos, ou seja, nao sao o caminho mais curto entre dois pontos (figura 2).



Equinocial.

Figura 2: Linha de rumo de 45° e o correspondente circulo maximo passando por um ponto do Equador,
figura de Pedro Nunes (1537)

Na versao desenvolvida destes Tratados, publicada em 1566, em Basileia e escrita em latim,
Pedro Nunes apresenta uma analise mais pormenorizada das linhas de rumo apresentando um
processo complicado para obter pontos sobre linhas de rumo na esfera. Este processo consiste
na resolucao sequencial de varios triangulos esféricos. A figura 3 € do texto original de Pedro
Nunes [13].

Figura 3: Método de determinacdo de pontos sobre a mesma linha de rumo por resolucao sequencial de

triangulos esféricos, figura de Pedro Nunes

Ainda no século XVI, Mercator (1512-1594) apresentou um mapa construido de tal modo que
as linhas de rumo fossem representadas por retas e Edward Wright (1558-1615) forneceu uma

explicacao matematica recorrendo a tabelas para a construcao da carta de Mercator [13].

No capitulo 1, do presente trabalho, serdo inicialmente definidos sistemas de coordenadas
para a esfera e para o plano, nomeadamente coordenadas polares no plano, coordenadas
esféricas e coordenadas geograficas, de modo a que nos topicos subsequentes seja claro quais
as notacdes a utilizar. De seguida, serao apresentadas quatro projecées da esfera no plano: a
projecao estereografica, cujo método de construcdo sera definido, bem como serdo
enunciadas as suas principais propriedades e provada a propriedade de conformalidade

(preservacao de angulos); trés projecoes cilindricas: a projecao cilindrica equidistante (que



preserva distancias ao longo dos meridianos), a projecao de Mercator (que preserva angulos) e
a projecao cilindrica de Lambert (que preserva areas). Nas subseccoes dedicadas a cada uma
destas projecdes, serao definidas as suas principais propriedades e apresentado um estudo
das deformacdes por recurso a elipse de deformacao ou indicatriz de Tissot. Sempre que se

considerar interessante serao apresentadas referéncias historicas.

No segundo capitulo serao abordadas curvas notaveis na esfera: as curvas loxodrémicas e as
curvas ortodromicas. Comecaremos por apresentar uma deducdo da equacdo das linhas de
rumo com recurso as técnicas do calculo infinitesimal, ainda inexistentes na época de Pedro
Nunes. Usando a propriedade de conformalidade da projecao estereografica, este problema
sera transferido para o plano, onde as imagens das linhas de rumo sdo curvas que cortam um
feixe de retas concorrentes segundo um angulo constante. Veremos que estas curvas sao
solucbes de uma equacao diferencial homogénea de primeira ordem. De seguida, serao
deduzidas férmulas para a determinacdao do rumo (o angulo constante segundo o qual a
loxodrémica corta os meridianos) e do comprimento de arco da curva loxodrémica entre dois
pontos na superficie da Terra. Apresentaremos também a prova de que as curvas de
comprimento minimo na esfera sao circulos maximos, através da resolucdao de um problema
de calculo variacional, e deduziremos uma férmula de calculo do comprimento de um arco de
circulo maximo entre dois pontos na superficie da Terra em funcdo das suas coordenadas
geograficas. Por Ultimo, apresentaremos um exemplo de utilizacdo das formulas deduzidas

anteriormente com as coordenadas de Lisboa e Nova lorque.

Nao poderiamos terminar esta introducao sem uma breve referéncia ao uso que pontualmente
faremos de infinitésimos. Embora reconhecendo a sua incompatibilidade com a axiomatica da
analise infinitesimal, ndo podemos esquecer que os infinitésimos sdao ainda utilizados de
forma corrente e eficaz em muitas areas de aplicacdo da matematica. Como afirmava Klein
em 1908 [8],

“The reason why such reflections could so long hold their place [alongside] the
mathematically rigorous method of limits, must be sought probably in the widely
felt need of penetrating beyond the abstract logical formulation of the method
of limits to the intrinsic nature of continuous magnitudes, and of forming more
definite images of them than were supplied by emphasis solely upon the

psychological moment which determined the concept of limit.”



Capitulo 1

Projecdes da esfera no plano

1.1 Sistemas de coordenadas para a esfera e para o plano

1.1.1 Coordenadas polares

Para definir um sistema de coordenadas polares no plano, considere-se um ponto fixo O,
designado origem ou podlo, e uma semi-reta orientada, denominada eixo polar, com

extremidade em O (figura 4).

O :
polo eixo polar

Figura 4: Sistema de coordenadas polares

Seja P um ponto do plano arbitrario, distinto da origem, as coordenadas polares de P sao

(p,(p), onde p ¢ a distancia de P a O e 6 é a amplitude do angulo medido no sentido positivo

formado pelo eixo polare OP,com p>0 e 0<8<2n.

Fazendo coincidir o eixo polar com o eixo cartesiano Ox, a relacao entre as coordenadas

polares e as coordenadas cartesianas de um ponto P pode ser traduzida por:

{x=pcosﬂ 1.1)

y=psin@

1.2
G:arctan(lj (1-2)



1.1.2 Coordenadas esféricas

Fixemos no espaco tridimensional um sistema de eixos cartesianos Oxyz. Num sistema de

coordenadas esféricas, um ponto P do espaco, distinto da origem, é representado por um
terno (p,e,(p), onde p é o comprimento do vetor OP, 6 é o angulo polar associado a projecao

P’ de P sobre o plano horizontal e ¢ é o angulo entre a parte positiva do eixo Oze o vetor

OP,com p>0, 0<8<2n e 0<s¢<m.

P(p,0,0)

T Pr

Figura 5: Sistema de coordenadas esféricas

Atendendo a figura 5 e a trigonometria do triangulo retangulo, a relacdo entre as coordenadas

esféricas e as coordenadas cartesianas de um ponto P pode ser traduzida por:

X =p singcosd
y=p sinpsin® (1.3)
Z=pPCosyp




1.1.3 Coordenadas geograficas

As coordenadas geograficas baseiam-se em linhas imaginarias tracadas sobre o globo

terrestre: os paralelos e os meridianos (figura 6).

A linha do Equador é o paralelo de referéncia, correspondendo ao circulo maximo
perpendicular ao eixo da Terra e dividindo-a em dois hemisférios, Norte e Sul. Os restantes

paralelos sao circulos menores paralelos ao Equador.

Os meridianos sao circulos maximos que passam pelos polos e sao perpendiculares ao
Equador. A metade de um meridiano que vai de pélo a pdlo chama-se semimeridiano. O
meridiano de referéncia adotado desde 1884 é o semimeridiano de Greenwich, o seu anti-

meridiano é a Linha Internacional de Mudanca de Data.

merndianos

paralelos

circulo
~ maximo

~ equador

cireulo
menor

Figura 6: Paralelos e Meridianos

Num sistema de coordenadas geograficas (figura 7), cada ponto a superficie da Terra é
identificado por dois angulos (expressos habitualmente em graus, minutos e segundos): a

latitude (¢) e a longitude (A).

A latitude de um lugar é a amplitude do angulo entre o plano do Equador e o raio que passa
por esse lugar ou o arco do meridiano entre o Equador e o lugar; varia de 0° no Equador, a
90° nos polos, Norte ou Sul.

A longitude de um lugar é a amplitude do angulo entre o plano do meridiano desse lugar e um
meridiano de referéncia (como ja foi referido, o semimeridiano de Greenwich) ou o arco do

Equador entre esses meridianos; varia entre 0° e 180°, Este (E) ou Oeste (W).



Figura 7: Sistema de coordenadas geograficas

Dado um ponto P com coordenadas geograficas (¢, A\) onde, ¢ representa a latitude e A a

longitude, em coordenadas cartesianas temos (com Rraio da Terra):

X = Rcosd cosi
y= Rcosp sinA (1.5)
z= Rsing

E importante notar que a latitude geografica, que identificamos com a letra ¢, e a

coordenada esférica ¢ sao angulos complementares, pois



1.2 Projecao estereografica
1.2.1 Definicao

Sejam S? a superficie esférica centrada na origem com raio unitéario, o ponto N (pdlo Norte)
de coordenadas (0,0,1), e n um plano perpendicular ao eixo Oz que nao contenha o ponto

N . A projecao estereografica
NN}~

€ uma aplicacdo da superficie esférica no plano definida da seguinte forma: dado um ponto
P pertencente a S? \{N} , tracemos a reta PN ; o ponto Tl (P) € o ponto de interseccao de

PN com o plano T. Esta construcao, quando o plano é colocado ao nivel do Equador (plano

z=0) é ilustrada na figura 8. Ao longo deste trabalho consideramos sempre o plano do

Equador como plano de projecao T, que por sua vez sera identificado com IR?.

Figura 8: Projecao estereografica
1.2.2 Propriedades

De acordo com esta construcdo geométrica, podemos concluir que por uma projecao

estereografica:

» 0 polo Sul, ponto (0,0,-1), é transformado no ponto (0,0).

» O Equador é transformado numa circunferéncia de centro na origem e raio unitario.
Os pontos do hemisfério sul sao projetados dentro desta circunferéncia e os pontos do
hemisfério norte fora desta circunferéncia.

e Os meridianos no plano sao representados por retas que passam pela origem e os
paralelos por circunferéncias centradas na origem.

« As areas e as distancias ndo sao preservadas.

» Os angulos sao conservados, ou seja, a projecao estereografica é conforme.



A Unica destas propriedades que nado resulta diretamente da definicdo € a ultima. Vejamos

entao uma prova, adaptada da apresentada em Hilbert e Cohn-Vossen [7].

Consideremos um ponto PO Sz\{N} e sejam Tp o plano tangente a S? no ponto P e Tyo plano

tangente a S° no ponto N.

Atendendo a figura 9, o triangulo [ONP] ¢é isosceles, pois [ON] e [OP] s&o raios, e logo os
angulos designados por o sdo iguais. Como os planos tangentes formam um angulo reto com os
raios [ON] e [OP], entdo os angulos designados por B séo iguais. Os angulos B e B’s&o iguais,
0 que permite concluir que o triangulo [PQP’] é isosceles e entao os segmentos de reta [PQ]

e [QP’] tém o mesmo comprimento (denotado por b).

Te

B

Figura 9: Vista lateral da projecao estereografica

Consideremos a extensao natural da projecao estereografica N a IR \{N}, que continuaremos

a designar por IM. Seja y uma curva suave em S® por P, t a reta tangente a curva y no ponto P e

t aimagem por N de t.

Atendendo a que toda a aplicacdo diferenciavel transforma curvas tangentes em curvas
tangentes e N é diferenciavel, podemos concluir que t é tangente a imagem de y pela

projecao estereografica I no ponto M(P).

Observando a figura 10, temos que o lado [QS] é comum aos triangulos [PQQ e [I'I( F)QS],

P_Q:QI'I P)=b (como provado anteriormente) e o angulo Q é reto, podemos entdo concluir

que os triangulos [PQY e [M(PQS| sao semelhantes, e logo o angulo 6 é igual.

Repetindo esta analise para uma segunda curva ¥ por P, a prova fica completa.
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Figura 10: A projecao estereografica preserva angulos

Na prova anterior assumiu-se que as retas t e t se intersectam, no caso particular de as
retas t e t serem estritamente paralelas, temos que t é paralela ao plano de projecao e

entdo 6=9C.
1.2.3 Férmulas de transformacao pela projecao estereografica

Considerando coordenadas cartesianas (x,y,z) na superficie esférica e coordenadas
cartesianas (X,Y) no plano, as férmulas de transformacao direta e inversa pela projecao

estereografica sao:

A (xy)= 2X 2Y -1+ X2+Y?2 (1.6)
’ 1+ X2+Y2 "1+ X2 +Y?2 1+ X2 +Y?

Por exemplo, dado um ponto P'(X,Y) em IRZ’ para encontrar as coordenadas (x,y,z) de

I'I‘l(X,Y ) procedemos do seguinte modo. A reta PN tem equacao paramétrica

(xy,2)=(001)+A(XY,~1) AOIR
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Esta reta intersecta a esfera S? quando

NXZ+NY2+(1-2) =1,

De onde resultam duas solucdes: A =0 (o polo Norte) e A -2 .
XZ+Y%+1
Esta ultima solucao corresponde ao ponto
2X 2y -1+ X2 +Y?
(x.y.2)= , :
1+ X2+Y2 1+ X2 +Y2 1+ X2 +Y?

A deducéo da formula para M € idéntica.

Considerando coordenadas esféricas (p,e,(p) na esfera e coordenadas polares (p,e) no plano,

as formulas de transformacao direta e inversa pela projecao estereografica sao:

1-cosp

n (p,e,cp){ Sine ,Gj

(1.7)
N2(p,6)= [p,Zarctan{% ,GJ
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1.3 Projecoes cilindricas

Uma projecao cilindrica é uma projecao cartografica em que a esfera é projetada sobre um
cilindro tangente ou secante a esfera. Quanto a posicdo o cilindro pode ser: normal ou

equatorial, transverso ou obliquo (figura 11).

Normal ou equatorial Transverso Obliquo

Figura 11: Classificacdo das projecées cilindricas quanto a posicdo do cilindro

As trés projecoes cilindricas aqui apresentadas sdao projecdes cilindricas normais, pois o

cilindro é colocado tangente ao Equador.

Para definir uma projecao cilindrica normal, consideremos um cilindro e uma esfera, ambos
com raio a, e posicionemos o cilindro tangente a esfera no Equador. O eixo do cilindro
coincide com o diametro NS da esfera. Qualquer plano que contenha o eixo do cilindro
intersecta a esfera num meridiano e o cilindro numa geratriz. Uma projecao cilindrica

transforma pontos de um meridiano em pontos da geratriz correspondente (figura 12).

Figura 12: Projecéao cilindrica normal

Por esta construcao geométrica, os meridianos sao projetados em retas paralelas com igual
espacamento e os paralelos sao projetados em retas paralelas com um espacamento

eventualmente variavel.
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No plano, é definido um referencial, de modo a que o eixo Ox coincida com o Equador e o

eixo Oy coincida com um meridiano em particular (habitualmente com o Meridiano de

Greenwich).

= P L y=af(p)
\._‘-\ l 1A 180°W 180°E
|

Pixy)

o Ry X=-1a oo : X=nd
Meridiano de Greenwich
]

Figura 13: Sistema de coordenadas cartesianas para uma projecao cilindrica normal

Seja P um ponto da esfera com coordenadas (¢,)\) onde ¢ representa a latitude e A a

longitude. Por uma projecao cilindrica, as coordenadas cartesianas (x,y) de P no plano sao

dadas por

X=aA

(1.8)
y=af(9)

onde a raio da esfera e ¢ e A em radianos.

Neste subcapitulo sdo apresentadas trés projecoes cilindricas normais: a projecao cilindrica
equidistante, a projecdo de Mercator e a projecdo cilindrica de Lambert. Para cada uma
destas trés projecdes, a funcao f(¢) sera definida de acordo com a propriedade que se
pretende preservar. Como ja foi referido, na projecao cilindrica equidistante pretende-se que
0 espacamento entre os paralelos seja constante, na projecao de Mercator pretende-se

garantir a conformalidade e na projecao cilindrica de Lambert a preservacao de areas.

De modo a definir a funcao f(¢) para cada uma destas trés projecoes cilindricas, comecemos

por observar as seguintes propriedades em relacdo a angulos e a areas na esfera e na

projecao.
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[P’M 'Q'K'] na projecao cilindrica, representados na figura seguinte:

Consideremos o elemento infinitesimal [PMQK] na esfera e o correspondente elemento

Esfera Projecao
Q ¢+ do y+dy
ds ade ds! d
acos@d h M ¢ dx M’ d
A+d A X+ dx

Figura 14: Elementos infinitesimais na esfera e na projecao

PM é precisamente o paralelo correspondente a latitude ¢ .

Temos que,

tano = acost dA
adg
dx _ adA

tanBzd—y——(—M )0

Resolvendo as igualdades anteriores em ordem d A, temos

tanp = %%tana (1.9)

A igualdade anterior estabelece uma relacdo entre angulos na esfera e angulos na projecao
cilindrica.

De modo a encontrar um fator de area, e atendendo novamente a figura 14, o fator de escala

ao longo de um paralelo € dado por

dx _  ad:x 1

= = =sea)
acospdA acospdA cosp

e o fator escala ao longo de um meridiano por

15



Entdo o fator de escala de area sera dado por

sea '(¢) (1.10)

1.3.1 Projecéo cilindrica equidistante

Como ja foi referido, na projecao cilindrica equidistante pretendemos que os paralelos sejam
projetados por retas paralelas com espacamento constante e igual ao espacamento dos
meridianos. Ou seja,

dy=dx

Atendendo as formulas de transformacdo pela projecao cilindrica normal (igualdades 1.8),

temos
af (¢)do = adr
ey O
f (¢)—£—1
Integrando
()= [1d0=0

Concluimos assim que a funcao f(q)) para a projecao equidistante é

f0)=0 (.11

Por uma projecao cilindrica equidistante, as imagens dos meridianos e dos paralelos formam

uma quadricula no plano.
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Figura 15: Projecéo cilindrica equidistante

Esta projecdo nao preserva areas ou angulos. Apesar da designacao equidistante, as distancias
também nao sao preservadas (apenas ao longo dos meridianos). A sua vantagem reside no

facto de ser de facil construcao [11].

Na figura seguinte é possivel observar as deformacdes introduzidas pela projecéo cilindrica

equidistante.

Figura 16: Deformacdes na projecao cilindrica equidistante

Com o auxilio das elipses de deformacao representadas, podemos facilmente observar que a
distorcdo aumenta em funcdo da latitude. A medida que nos aproximamos dos polos, as

elipses de deformacao sofrem um alongamento na direcao horizontal.
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Com efeito, o fator de escala nos paralelos é dado por seag e entao

. . 1
lim secp=Ilim —— =
6T 6T coso
2 2

Ja a deformacao vertical é inexistente porque o fator de escala nos meridianos para uma

projecdo cilindrica equidistante é f'(¢)=1.

Historicamente a projecdo cilindrica equidistante, também designada por projecao
equiretangular ou projecao de Plate Carré, é atribuida a Marinus de Tiros, cerca de 100 A.C.
Esta projecao foi utilizada por Claudio Ptolomeu (90-168) na construcdo do mapa-mundi de
Ptolomeu. Ptolomeu escreveu obras importantes das quais se destaca Geographile
Hyphegesis, na qual descreveu as terras conhecidas até entao, no mundo ocidental, embora

com imprecisoes de calculo [11].

Figura 17: Mapa-mindi desenhado a partir das tabelas do tratado Geographile Hyphegesis de Ptolomeu.
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1.3.2 Projecao de Mercator

Pretendemos que a projecao de Mercator seja conforme. Considerando a igualdade (1.9)

tanf = fea!)) tana

que relaciona um angulo a na esfera com o correspondente angulo B na projecao, temos de

fazer a=f3 e entao
'(9)=seap

Integrando
£(6)= [ secp o =j$d¢

Para resolver este integral notemos que

o T
cosp = sv{q) +§j
= Zsir{9 +cho $+7_Tj
2 4
= 2tar{¢ ]cosz( ]
4

Assim

Concluimos que a funcao f(q)) para a projecao de Mercator é

f(¢)=|n[tan(%+gﬂ (1.12)

Na projecao de Mercator o espacamento entre os paralelos aumenta a medida que a latitude
aumenta. Este espacamento é tal que permita a preservacao de angulos, e é inversamente

proporcional ao cosseno da latitude.
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Figura 18: Projecao de Mercator

A projecao de Mercator apresenta grande distorcao nas altas latitudes, aparecendo as areas
das regides polares muito exageradas. As distorcoes de area na projecdo de Mercator podem
levar a concecoes erradas, por exemplo, na projecdo de Mercator a area da Gronelandia é
maior do que a América do Sul, apesar de na realidade o tamanho da Gronelandia ser cerca
de 1/8 do tamanho da América do Sul. O pélo Norte e o polo Sul ndo tém representacdo na

projecao de Mercator.

Na projecao de Mercator as indicatrizes de Tissot sdo sempre circulos (figura 19), uma vez
que o fator de escala nos meridianos é igual ao fator de escala nos paralelos (como vimos é

igual a secg ). O tamanho dos circulos aumenta em funcdo do aumento da latitude.
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Figura 19: Deformacdes na projecao de Mercator

Uma vez que a projecao de Mercator preserva angulos, € particularmente apropriada na
construcao de cartas para apoiar a navegacao maritima ou aeronautica, pois em cartas assim
construidas as linhas de rumo ou loxodrémicas, linhas de angulo constante com os meridianos
sobre a superficie da Terra, sdo representadas por linhas retas (no capitulo 2 as loxodromicas

serao tratadas em maior detalhe).

O matematico portugués Pedro Nunes tera abordado no seu trabalho a questdo de desenhar
cartas em que as linhas de rumo sao representadas por linhas retas, nos tratados de 1537

Pedro Nunes apresentou um esboco de uma solucao para esta questao [13].

Em 1569, o cosmografo e cartografo flamengo Gerard de Kremer (1512-1594), em latim
Gerardus Mercator, apresentou um planisfério com 202 cm por 124 cm, constituido por
dezoito folhas impressas separadamente (figura 20), construido de tal forma que as linhas de
rumo sdo representadas por retas. O método de construcao da carta ndo foi explicado por
Mercator, mas provavelmente tera utilizado um método grafico. Mercator tera transferido
algumas linhas de rumo tracadas num globo para uma quadricula e ajustado o espacamento
entre os paralelos de modo a que essas linhas de rumo se tornassem retas e mantivessem o
angulo com os meridianos no plano igual ao angulo que formavam com os meridianos no globo
[4-11].
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Figura 20: Projecao de Mercator, 1569, “Nova et aucta orbis terrae descriptio ad usum navigantium

emendate accommodata”.

Em 1599, o matematico inglés Edward Wright (1558-1615) publicou um livro onde descreveu
com exatiddo o processo matematico de desenhar cartas em que as linhas de rumo sao
representadas por linhas retas. Nesse livro Wright apresentou tabelas precisas para a
construcdo de cartas através da projecao de Mercator, fornecendo uma explicacdo

matematica para a carta apresentada por Mercator alguns anos antes [13].
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1.3.3 Projecado cilindrica de Lambert

Na projecao cilindrica de Lambert pretende-se que as areas sejam conservadas, recordando

que o fator de escala de area é dado por (1.10), seap f' (¢) , temos

f'(¢)seap =1
a1
f(¢)—E

Integrando
qOE J'coap dd = sind
Concluimos assim que a funcao f(d)) para a projecao cilindrica de Lambert é

f(0)=sind (1.13)

Nesta projecdo as areas sdo preservadas uma vez que o fator de escala nos meridianos
compensa o alongamento nos paralelos. A escala sobre os meridianos é reduzida na proporcao
inversa a do seu aumento sobre os paralelos, de modo a manter as areas. Nesta projecdo o

espacamento entre os paralelos diminui a medida que a latitude aumenta.
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Figura 21: Projecao cilindrica de Lambert

A projecao cilindrica de Lambert apresenta grande distorcao em latitudes elevadas devido a
desigualdade entre a escala nos meridianos e nos paralelos, assim a forma dos elementos
representados sofre grandes distorcoes. As indicatrizes de Tissot sao elipses, exceto no

paralelo central onde séo circulos, mas mantém sempre a area original (figura 22).
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Figura 22: Deformacoes na projecao cilindrica de Lambert

A medida que a latitude aumenta, ocorre um alongamento na direcdo horizontal
acompanhado de uma contracao na direcao vertical de forma a manter a area das indicatrizes
constante. Considerando os fatores de escalas nos meridianos e paralelos (formulas 1.9 e

1.10), para a projecao cilindrica de Lambert, temos para o fator de escala nos meridianos

lim seap= lim
Tt Tt
07 -7 cosp

=00

E para o fator de escala nos paralelos

lim cosp =0
6T
2

A projecao cilindrica de Lambert foi proposta em 1772 por Johann Heinrich Lambert (1728-
1777), € a quarta projecao de um total de sete apresentadas por este matematico. Esta
projecao ndo tem grande aplicacao pratica, sendo essencialmente referida como exemplo de

uma projecao cilindrica equivalente de construcao simples [3-11].
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1.3.4 As trés projecoées cilindricas normais

Na tabela 1 é apresentada uma sintese das principais propriedades de cada uma das trés

projecdes cilindricas normais atras descritas.

Tabela 1: Comparacéo das trés projecdes cilindricas normais

Projecao Cilindrica

Equidistante Mercator Lambert
X X =al X = ad X = ad
Intervalo de variacao de x (— aﬂ,aﬂ) (— aﬂ,aﬂ) (— aﬂ,aﬂ)
T .
y ad ain| tan[ £+ T asin
g
Intervalo de variagao de y (— aI—ZT ,ag) (- 00 ,+o0) (- aa)
f ] in| tan[ £+ sin
(0) { (2 4ﬂ 0
f () 1 se cosd
Escala nos meridianos 1 sed cos ¢
Fator de escala nos paralelos sec se(d sec
Fator de escala no Equador 1 1 1
Fator de escala para areas se seéd 1
Angulos tan = sec¢ tan o tanB =tana tanp = sec ¢ tana
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Capitulo 2

Linhas de rumo e geodésicas na esfera

2.1 Linhas de rumo

2.1.1 Linhas de rumo e espiral logaritmica

Consideremos o problema de conhecer a trajetéria de um barco que navegue segundo uma
linha de rumo, ou seja, que navegue mantendo um angulo constante com os meridianos. Para
dar resposta a este problema vamos considerar a projecdo estereografica da esfera no plano.
Como foi demonstrado na seccao 1.2, a projecao estereografica é conforme, isto €, preserva
angulos. Assim, podemos comecar por encontrar a equacao das curvas no plano que cortam
um feixe de retas concorrentes segundo um angulo constante. As linhas de rumo na superficie
esférica serdo precisamente as imagens inversas dessas curvas por meio da projecao
estereografica. Obviamente que este ndao é o Unico método possivel. Por exemplo,
poderiamos optar por utilizar a projecao de Mercator para estudar as linhas de rumo. Outra
possibilidade seria trabalhar diretamente sobre a superficie esférica, esta abordagem pode

ser encontrada em Queiro [13].

Pela projecao estereografica no plano, os meridianos sao projetados num feixe de retas que
se intersectam na origem. Seja B o angulo entre a direcao de navegacdo e os meridianos

(rumo) e a o angulo entre a direcao de navegacao e a parte positiva do eixo Ox (figura 23).

Figura 23: Representacao dos meridianos na projecao estereografica
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Se localmente a curva solucao é dada pelo grafico de uma funcéo y(x), temos

y=tan(a+B) (2.1)

tana = (2.2)

X |<

Atendendo a formula trigonométrica:

tana +tanp

tan(a +p)=—————
(a+F) 1-tana tanf

2.3)

Substituindo 2.2 e 2.3 em 2.1 vem

_ y+ xtanB

y X — ytanf3

(2.4)

A igualdade 2.4 é uma equacao diferencial homogénea, que recorrendo a substituicdo y = zx

y' =Xz +z e por simplificacdo algébrica pode ser transformada numa equacao diferencial de

variaveis separadas (2.5).

1- ztanp 4z

dx
=tan— (2.5
1+2° P X (2-3)

Integrando ambos os membros da equacdo 2.5 e aplicando as regras operatoérias dos

logaritmos, temos:

Irizdz—tanﬁjﬁdz:tanﬁjidx

arctanz = tanB(In|x| +Inv1+ Z ) +C

arctanz = tanB(In xy1+ z2 j +C  (2.6)

Substituindo Z=%: em 2.6, vem
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arctan(%) = tanB(In X+ y? ) +C  (2.7)

Considerando coordenadas polares (igualdades 1.2)

p=yx*+y?
0= arctan[lj
X

e resolvendo em ordem a p, a equacao 2.7 pode ser escrita na forma

0

p: Cetanﬁ (2.8)

A igualdade 2.8 é a equacado de uma espiral logaritmica.

A espiral logaritmica foi estudada por René Descartes (1596-1650), e algumas décadas depois
extensivamente analisada por Jacob Bernoulli (1654-1705) que, impressionado com as suas
propriedades matematicas, a designou por Spira mirabilis. A espiral logaritmica é uma curva
no plano que corta as retas radiais segundo um mesmo angulo, ou seja, dado um ponto P
sobre a espiral logaritmica, o angulo entre o respetivo raio e a tangente a curva nesse ponto é
sempre igual a uma constante. Atualmente, a espiral logaritmica é utilizada na descricao

matematica de varios fendmenos naturais.

Figura 24: Espiral logaritmica

De modo a obter a equacdo da imagem da espiral logaritmica sobre a superficie esférica,

vamos aplicar as formulas de transformacéo pela projecao estereografica (igualdades 1.7)

M (p,e,q>)=(ﬂ 9]

1-cosp’
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Temos

_ ]
Sing_ _ ~ tanp

1-cosp (2.9)

Usando algumas relagdes trigonométricas, o 1° membro da equacao anterior pode ser escrito

. 1+sif S -¢ 1+25i.—(”_q’)00{”_@)
sing _1+cosp _ 2 B 4 2 4 2 _

oSk S0 cof Pog)  cod{F-2)-si(F-9)
2 4 2 4 2

P i L o i
e I

Substituindo na equacao (2.9) e resolvendo em ordem a ¢, obtemos a equacao da linha de

rumo ou curva loxodromica
0

@=-2arctan e®™® |+11 (2 10)

De forma equivalente,

0 =tanp In[tan[g —(—ZPJJ (2.11)

As equacdes anteriores permitem obter as linhas de rumo ou curvas loxodromicas, onde g é o

rumo, ¢ €é a latitude esférica e 6 é a longitude.

30



As equacdes 2.10 e 2.11 podem ser reescritas considerando as coordenadas geograficas (¢,)\)

A

¢ = 2arctan| e®®™® |- (2.12)

NS

_ o,
A =tanf In(tan( > + 4D (2.13)

A curva loxodromica € uma espiral infinita convergente, um barco que hipoteticamente
navegasse segundo a mesma linha de rumo sobre um planeta coberto de agua seguiria uma
trajetoria que se aproximaria de um dos polos, so6 o atingindo depois de um nUmero infinito
de voltas.

Figura 25: Linha de rumo ou curva loxodréomica

0 primeiro matematico a observar que a projecao estereografica de uma linha de rumo é uma
espiral logaritmica foi provavelmente o inglés Thomas Harriot (1560-1621). Na figura 26 pode
observar-se uma imagem de um manuscrito de Harriot, de 1595, que incluiu pontos de sete

linhas de rumo vistas em projecao estereografica [13].
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Figura 26: Pontos de sete rumos vistos em projecao estereografica, figura apresentada num manuscrito
de Harriot, 1595

Como foi referido no capitulo 1, na projecao de Mercator as loxodrémicas sdo representadas

por retas (figura 27).

Figura 27: Loxodromica entre os pontos A e B na projecao de Mercator.

A titulo de curiosidade refira-se que a espiral loxodromica foi utilizada pelo artista holandés
Maurits Cornelis Escher (1898-1972) em alguns desenhos de efeito visual bastante interessante

[6]. Na figura seguinte apresenta-se uma das gravuras de Escher.
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Figura 28: Sphere Spirals, Escher, 1958

2.1.2 Rumo e comprimento de arco de curva loxodromica

Pretendemos determinar o rumo (angulo constante ) de modo a que dados dois pontos do
plano com coordenadas polares (po,eo) e (pl,el) estes estejam sobre a mesma espiral

logaritmica. Substituindo as coordenadas destes pontos na equacao da espiral logaritmica
(igualdade 2.8) temos

B
Po = CetanB

8
P, = C tanf

resolvendo em ordem a [3, temos

80-6,

& —e tanp

P1
B = arctan %6 (2.14)

@

A igualdade 2.14 permite calcular o rumo entre dois pontos sobre a mesma espiral
logaritmica. Como a projecao estereografica € conforme, o rumo no plano sera igual ao rumo
sobre a superficie esférica.
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Consideremos agora o problema de determinar o comprimento de um arco de loxodrémica
entre dois pontos. Seja P um ponto da linha de rumo com coordenadas (¢,A) € P um ponto
sobre a mesma linha de rumo obtido por uma variacao infinitesimal dd da latitude ¢ de P. N
€ o polo norte e Q é o ponto de interseccao do paralelo de P com o meridiano de P'.

Denotemos por ds o comprimento infinitesimal do arco de curva loxodromica entre P e P'.

Figura 29: Comprimento de linha de rumo

Podemos considerar que o triangulo [PQP] € um triangulo retangulo no vértice Q e no vértice

P' 0 angulo é B. Como a diferenca de longitudes entre Q e P é d$ , temos

do
cosB ==
P ds

S=¢f db _ by~

cosp3 - cosp3
bo

(2.15)

Ou seja, para determinar o comprimento de um arco de loxodrémica basta dividir o arco de

meridiano entre duas latitudes pelo cosseno do rumo da loxodrémica.
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2.2 Geodésicas na esfera

2.2.1 Problemas Variacionais

O principal problema do Calculo Variacional é o de encontrar uma fungao x:[ab]- IR que

minimize (ou maximize) o integral
b
I f(tx{).{t)dt (2.16)
a

Prova-se que se | atinge um extremo local em x,, entdao X, é solucdo da equacao de Euler-

Lagrange (2.17),

oF  df of ).
ax(t)_a[ax'(t)]_o (2.17)

Fica assim estabelecida uma condicao necessaria para a existéncia de extremo local.
Mais detalhes sobre problemas de calculo variacional poderao ser consultados em Povoas [12].
2.2.2 Geodésicas na esfera e circulos maximos

Pretendemos determinar as geodésicas, ou seja, as linhas de comprimento minimo na esfera

S?de centro na origem e raio R>0. Usando coordenadas esféricas (p ,8, ¢) e tomando para

parametro @, um caminho na esfera que une os pontos (R,GO,(pO) e (R,el,(pl) € parametrizado

por:
x = Rsingcos6(o)
y= Rsincpsine((p)
z=Rcosp

entao

ST 813 oord]
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Assim, determinar as geodésicas na esfera corresponde a minimizar o integral:

3
1(8) = Rj,/1+92 (¢)sin? @ dip
()

Trata-se de um problema variacional com f(9,6,8)=+1+82(¢)sin*@. Como a funcio f(6,0)

nao depende explicitamente de 6, a equacao de Euler-Lagrange reduz-se a:

0'sin’ @

J1+62sirt o

=c (2.18)

Resolvendo 2.18 em ordem a 9':

Entao,

0'sin @=cy1+8 ?sin’ @

c

singy sin® @—c?

6=

C

0= d
J.sin(p\/sinch—cz ?

Tomando a [ IR tal que C=Sind , temos

sina
0=
I . (p\/ L2 2 d(P
Sin sSin“@—-sIn~a

(onde c constante, c< 1)

. 1 .
Efetuando a mudanca de variavel tan@=— e resolvendo o integral, obtemos
u
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sina

6=- d
J‘\/1—(1+ u? )sin?a )

tana
-,

VJi-u?tan®a

= —arccos(utana ) +3
(com BOIR constante)

, 1
Efetuando a mudanca de variavel u=——, resulta
tang

0= —arcco{tana J +p
tang

6 = —arccogutana ) + 3

0-B=- arcco{taﬂ]
tang

nto-5)- 22

Atendendo a relacdo trigonométrica para o cosseno da diferenca de angulos, podemos

escrever

tana

cosBcos3 +sinBsinB =
tang

Multiplicando a igualdade anterior por RSin¢ e voltando as variaveis (x,y,z) a equacao

anterior escreve-se
xcosp + ysin3 = ztana  (2.19)
(com a e B constantes)

A equacdo 2.19 é a equacdo de um plano de IR® que passa pela origem (centro da esfera). Fica
assim demonstrado que as geodésicas na esfera obtém-se intersectando a esfera com um

plano que passa pelo seu centro, ou seja, sdo os circulos maximos.
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2.2.3 Comprimento de um arco de circulo maximo

Pretendemos determinar o comprimento de um arco de circulo maximo entre dois pontos a
superficie da Terra. Esta tarefa resume-se a efetuar o produto da amplitude do angulo ao

centro a (em radianos) pelo comprimento do raio da Terra R (figura 30).

Figura 30: Arco de circulo maximo

De modo a determinar a amplitude de a, consideremos dois pontos P e Q de coordenadas

geograficas, respetivamente, ((I)O,)\O) e (¢1,)\1). Em coordenadas retangulares temos:
()g) Yo ,zo)= (Rcosd)O COSAq ,Rcosd, SinA g ,Rsinq)o)
( X % ,zl) = (Rcosz:l)1 cos\; ,Rcosp; sinA; ,Rsinq)l)

Sabendo que para o produto interno usual de dois vetores G e V temos

a
a9 = [ co{U.VJ . podemos escrever

R? cos, cosh, cosp, cosh, + R%cosd, SinA, cosd, SinA; + R?sind, .sing, = RRcosa
COSO =COSp, COSAy COSP; COSA; +COSP, .SINA, COSP; .SINA; +Sind, .Sind,
COs0 = Ccosp, COsh; cos{)\o —)\1)+ sind, sing,
a= arccos(coscl)O cosd, cos()\o —)\1)+ sing, .sin¢1) (2.20)
Assim, o comprimento de um arco de circulo maximo a superficie da Terra é dado por:
F=Ra (2.21)

com a em radianos.
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2.3 Um exemplo: De Lisboa a Nova lorque

Nas seccoes 2.1.2 e 2.2.3 foram deduzidas as férmulas para o comprimento de arco de
loxodromica, a amplitude do rumo e o comprimento de arco de circulo maximo, neste
subcapitulo é apresentado um exemplo de utilizacdo dessas férmulas com as coordenadas das

cidades de Lisboa e Nova lorque.

Consideremos as coordenadas geograficas de Lisboa e Nova lorque e as correspondentes

coordenadas em radianos (tabela 2).

Tabela 2: Coordenadas geograficas de Lisboa e Nova lorque

Coordenadas Geograficas

Lisboa Nova lorque

Latitude ()

Longitude (A)

Latitude ()

Longitude (A)

38°42° 9" N

9°8"10"'W

40°42° 57°'N

74°0° 21°'W

0,6755 rad

0,1595 rad

0,7106 rad

1,2916 rad

Efetuando a ‘correcao da latitude’ ((ng - ¢ ) em coordenadas esféricas temos:

Tabela 3: Coordenadas esféricas de Lisboa e Nova lorque

Coordenadas esféricas

Lisboa Nova lorque

Longitude (M)
1,2916 rad

Latitude (@)
0,8953 rad

Longitude (M)
0,1595 rad

Latitude (@)
0,8602 rad

Pelas formulas de transformacao pela projecao estereografica (1.7), podemos escrever as

coordenadas esféricas de Lisboa e Nova lorque em coordenadas polares no plano:

Tabela 4: Coordenadas polares de Lisboa e Nova lorque (projecao estereografica)

Coordenadas polares

Lisboa Nova lorque

p 0 P 0
2,0826 rad | 0,1595 rad | 2,1800 rad | 1,2916 rad
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Recordando que o rumo B € dado pela igualdade 2.14

eo ~ e1
In[poJ
Py

e efetuando os calculos, concluimos que o rumo de Lisboa a Nova lorque é aproximadamente
272° 18’ 38"’

[} =arctan

O comprimento de arco de loxodrémica é dado por 2.15,

S= $1-9o
cosp

considerando o raio da Terra igual a 6371 km, substituindo as longitudes de Lisboa e Nova
lorque e o rumo calculado anteriormente, obtém-se o comprimento do arco de loxodromica
de Lisboa a Nova lorque igual a 5553 km. De referir que entre dois pontos a superficie da
Terra existem dois arcos de curva loxodromica, na pratica considera-se sempre o menor, que

correspondera ao menor caminho em longitude.
Quanto ao comprimento de arco de circulo maximo, ja deduzimos que € dado por 2.20
N = Ra

Com a dado por (2.21)
o = arccos(cosp, cosp, cogA, —A, )+ sind, sind,)

Calculando a e multiplicando pelo raio da Terra, obtemos um comprimento de arco de circulo

maximo igual a 5423 km.

Na figura 31 pode observar-se o arco de curva loxodromica e o arco de circulo maximo entre
Lisboa e Nova lorque na projecao de Mercator. De notar que, como ja foi referido
anteriormente, na projecao de Mercator as loxodromicas sdo representadas por retas e os

circulos maximos representados por curvas.
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Loxodromica

SEspafa
[Spain)

A% 1
Fortugal, o

Figura 31: Arco de curva loxodromica e arco de curva ortodromica entre Lisboa e Nova lorque na
projecao de Mercator

O comprimento do arco de circulo maximo entre Lisboa e Nova lorque é menor que o

comprimento de arco de loxodromica, uma diferenca de aproximadamente 130 km.

Os valores encontrados foram comparados com os obtidos em alguns calculadores disponiveis

na internet e os resultados nao diferiram significativamente (por exemplo ver [10]).

Para os calculos aqui apresentados foi utilizado o programa Microsoft Excel, o ficheiro
produzido permite o calculo do rumo e dos comprimentos de arco de loxodromica e
ortodromica entre dois pontos na superficie da Terra. O utilizador deve introduzir as
coordenadas geograficas (em graus, minutos e segundos) de dois locais a superficie da Terra
no campo assinalado para o efeito. O ficheiro pode ser encontrado em formato digital no CD

de apoio ao presente trabalho.
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Consideracées finais

Neste trabalho procurou-se apresentar uma base tedrica sobre projecoes da esfera no plano,
um topico com aplicacdo sobretudo na construcdo de mapas cartograficos. As quatro
projecoes aqui apresentadas foram as que se consideraram importantes abordar
essencialmente pela sua ligacdo com as curvas notaveis da esfera. A projecao estereografica
surgiu como um exemplo de uma projecdo plana e conforme. Ja as trés projecoes cilindricas

apresentadas diferem pela propriedade que é preservada.

0 segundo objetivo do trabalho foi estudar duas curvas notaveis na superficie esférica: as
loxodromicas e as ortodromicas. A este tema dedicou-se o capitulo 2, onde, entre outros
assuntos, se apresentou a relacao entre as curvas loxodromicas e a as espirais logaritmicas.
Como ja foi referido, a abordagem aqui apresentada para a deducdo da curva loxodrémica
(via projecao estereografica) resultou de uma escolha pessoal. Em alternativa poderiamos ter
trabalhado diretamente sobre a superficie esférica ou com a projecdo de Mercator, contudo
se tivesse sido essa a nossa escolha a relacao entre a loxodrémica e a espiral logaritmica nao

seria evidente.

Para além das aplicacoes praticas em Cartografia, o tema deste trabalho revela-se bastante
rico em multiplos aspetos da matematica, nomeadamente, Geometria, Trigonometria, Analise
Infinitesimal, Equacoes Diferenciais, Calculo Variacional e Histéria da Matematica. Muitos dos
temas aqui apresentados podem ser relacionados com os curriculos do ensino basico,

secundario ou dos primeiros anos do ensino superior.

Por exemplo, o tema circulos maximos na esfera pode ser trabalhado com alunos do ensino
secundario, pois os conhecimentos matematicos envolvidos, tais como a conversao de graus
em radianos, o produto interno entre vetores, as propriedades de angulos na circunferéncia,
fazem parte do programa destes anos de escolaridade. Os referenciais cartesianos sao um
assunto transversal a varios anos de escolaridade, sendo uma oportunidade de
interdisciplinaridade com a Geografia. Ja o tema equacdes diferenciais faz parte do curriculo
de varias licenciaturas, e assim o processo de deducdo da equacdo da espiral logaritmica
através da solucdo de uma equacao homogénea de primeira ordem podera ser utilizado como

exemplo de modelacao de uma situacao real.

No decurso do trabalho de pesquisa, surgiram nomes de varios matematicos cujo trabalho
esta de algum modo relacionado com os temas aqui tratados, optamos por ao longo do texto
incluir referéncias a alguns desses nomes na tentativa de fornecer ao leitor uma abordagem

ndo so6 dos conteldos matematicos, mas também uma perspetiva historica.
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E importante referir que neste trabalho a forma do planeta Terra foi modelada por uma
esfera, desprezando-se o efeito do achatamento dos polos. Em situacbes em que seja
desejavel maior precisao, nomeadamente em calculos de Geodesia, é utilizado o elipsoide
para modelo da Terra.

Como foi referido na introducdo, pontualmente recorreu-se a utilizacdo de infinitésimos,
considero que seria interessante no futuro fazer um estudo sobre o uso de infinitésimos no
ensino da matematica, uma vez que, neste aspeto, continua a existir um desfasamento
metodoldgico entre as areas de aplicacdo da matematica e a analise infinitesimal presente

nos programas curriculares dos ensinos pré-universitario e universitario.

Com a elaboracdo deste trabalho reforcei conhecimentos cientificos transversais a varias
areas da Matematica que certamente serdo Uteis na minha vida profissional. Para além disso,
considero que conhecer aplicacdes da Matematica é importante, pois permitem tornar esta
ciéncia mais proxima dos alunos. Com a realizacdo deste trabalho pude aprofundar a ligacao

da Matematica a Cartografia e conhecer a aplicacdo da Matematica na resolucdo de

problemas de navegacao, dois exemplos de aplicacao da Matematica.
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