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Resumo

O relatorio de estagio (RE) aqui apresentado é elaborado no ambito da unidade curricular
Estagio Pedagogico (EP) do 2° ano do plano de estudos do 2° Ciclo em Ensino da Matematica

no 3° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario, pela Universidade da Beira Interior (UBI).

A Pratica de Ensino Supervisionada (PES), parte integrante do EP, decorreu ao longo do ano

letivo de 2012/2013, na Escola Secundaria Nuno Alvares (ESNA) em Castelo Branco.

0 nucleo de estagio integrou duas estagiarias, Paula Marques e Rita Isidoro, e a PES esteve
sob a orientacdo de um docente do departamento de Matematica (orientador cientifico)
Professor Doutor Rui Pacheco e do docente da ESNA (orientador cooperante) Professor José

Monteiro.

A elaboracao deste RE esteve sob a orientacao do Professor Doutor Rui Pacheco e divide-se
em dois capitulos. No primeiro capitulo descreve-se de forma sumaria o trabalho realizado no
ambito da PES e no segundo capitulo apresenta-se um roteiro para a classificacdo dos padroes

do plano.

A par deste trabalho escrito foi elaborado um portfolio de estagio onde estdo arquivados

todos os documentos produzidos ao longo do ano de estagio.
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Abstract

This document is a report of the Pedagogic Practice, which is part of the 2" year of the

Master course on Mathematics teaching at the University of Beira Interior (UBI).

The Pedagogic Practice took place throughout the academic year 2012/2013, in the Secondary
School Nuno Alvares, Castelo Branco - Portugal under the supervision of Professor Rui Pacheco
(from the Mathematics Department - UBI) and Professor José Monteiro (from Secondary School

Nuno Alvares).

This report is structured in two main chapters. The first chapter describes the work carried
out during the Pedagogic Practice at Secondary School Nuno Alvares. The second chapter

presents a roadmap for wallpaper patterns classification.
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CAPITULO 1

Pratica de Ensino Supervisionada

Neste capitulo, descreve-se o trabalho realizado durante a PES, com referéncia a diversos
documentos que poderao ser consultados no portefdlio do nlcleo de estagio. Apresenta-se
detalhadamente os planos de aula de seis aulas lecionadas a turma de 10° B de Matematica A

e termina-se com uma reflexao sobre o trabalho realizado durante a PES.
1.1 Introducao

O EP iniciou-se no dia 3 de setembro de 2012, quando as estagiarias se apresentaram na ESNA
e lhes foi apresentado o orientador da escola cooperante, o Professor José Monteiro.
Realizou-se uma reunido informal na qual se procedeu a troca de contactos quer telefonico
quer eletrdnico, informacao sobre o horario do professor cooperante e na indicacdo dos

manuais escolares que iriam ser necessarios para o corrente ano letivo.

Posteriormente realizou-se na UBI uma reuniao convocada pela Diretora de Curso, Professora
Doutora Isabel Cunha, na qual estiveram presentes os dois orientadores e as duas estagiarias.
Nesta reunido foi apresentado o regulamento especifico da iniciacdo a pratica profissional do
2.° Ciclo em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario. No

decorrer desta apresentacao discutiu-se em concreto a natureza e objetivos da PES e do RE.

A distribuicao das turmas procedeu-se apos algumas reunides informais com o Professor José
Monteiro e o resultado foi que ambas as estagiarias iriam poder realizar a PES em duas turmas
de 10° ano. Destas turmas, uma corresponderia ao curriculo de Matematica A e outra ao
curriculo de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS). A PES iniciou-se com a turma G
do 10° ano de MACS, no decorrer do 1° periodo, onde se lecionou seis blocos de 90 minutos
(dos dezoito blocos minimos obrigatorios) do capitulo Teoria da partilha equilibrada, mais
concretamente sobre o tema das Partilhas no caso continuo. Os restantes doze blocos foram
lecionados no 3° periodo, na turma 10° B de Matematica A, sobre o tema Funcdes polinomiais
e Polindmios. Destes doze blocos, seis estdao apresentados detalhadamente no subcapitulo

1.2, na forma de plano de aula e seu desenvolvimento.
1.2 Descricao do trabalho desenvolvido da PES
O trabalho desenvolvido durante a PES divide-se em dois momentos: o primeiro

momento desenvolvido no 1° periodo na turma 10° G do curriculo de MACS e o segundo
1



momento desenvolvido no 3° periodo na turma 10° B do curriculo de Matematica A. Desde o
inicio do periodo e devido a especificidade do curriculo de MACS, elaborou-se com o apoio e
supervisdo do Professor José Monteiro, instrumentos de trabalho e avaliacdo, nomeadamente
uma ficha de trabalho, onde constavam apenas exercicios/problemas retirados de provas
escritas de MACS dos Exames Nacionais do Ensino Secundario, uma vez que se considerou
oportuno e vantajoso que os alunos tivessem um primeiro contacto com este tipo de
exercicios/problemas. Elaboraram-se também 3 enunciados para trabalho de grupo para que
os alunos pudessem trabalhar em conjunto. Até ao momento da realizacao deste trabalho de
grupo, ja tinham sido abordados em sala de aula, pelo Professor José Monteiro, todos os
conteldos referentes ao capitulo da Teoria matemadtica de elei¢bes e os Métodos de partilha
no caso discreto, nomeadamente os Métodos de divisdo justa e os Métodos de divisdo
proporcional. Como tal, neste trabalho de grupo era solicitado aos alunos que realizassem
uma pesquisa, elaborassem um relatério e que apresentassem o trabalho oralmente a toda a
turma com recurso a uma apresentacao eletronica, sobre os seguintes temas: Vida e obras de
Condorcet e Borda; Evolucao das formas de voto até ao voto eletrénico; Vida e obra de Malba
Tahan, Steven Brams, Alan Taylor, Bronislaw Knaster; Vida e obra de Victor d’Hondt,
Alexander Hamilton, Thomas Jefferson, John Quincy Adams, Daniel Webster, Edward V.
Huntington e Saint-Lagué. Foi entregue aos alunos por via eletronica um documento onde

constavam orientacdes para a realizacdo de uma boa apresentacao eletrdnica.

Apos o subtema das Partilhas no caso discreto, iniciou-se o primeiro momento de
servico docente com o subtema das partilhas no caso continuo, nomeadamente com os
seguintes métodos: Método de divisor-selecionador; Método do divisor Unico, Método do
selecionador Unico, Método do Gltimo a diminuir, Método livre de inveja e Método da faca
deslizante (nao constava no manual adotado). Foram planeados e elaborados seis planos de
aula, com base no manual adotado [7], nos quais a metodologia adotada consistiu na
apresentacao oral (com recurso a uma apresentacao eletronica) de cada um dos métodos, e
para consolidacdo procedia-se a resolucdo individual ou em grupo dos exercicios propostos
pelo manual. Numa das aulas, onde foi apresentado o Método da faca deslizante, realizou-se
com os alunos uma atividade que consistia em dividir uma torta gigante (desenhada no
quadro) por toda a turma seguindo os passos deste método. Tornou-se uma aula diferente,
divertida e com resultados inesperados relativamente ao tamanho da fatia da torta que coube
a cada um. O primeiro momento de docéncia terminou com a elaboracdo e entrega de um

teste de avaliacao.

0 segundo momento de docéncia realizou-se no 3° periodo na turma do 10° B, onde se
lecionou o tema Funcgbes polinomiais e polinomios. Dadas as caracteristicas deste tema
optou-se na planificacdo das aulas pelo método expositivo seguido da resolucao de
exercicios/problemas para aprofundamento e consolidacdo dos conteldos abordados. Para
auxilio na exposicao oral dos conteldos recorreu-se a uma apresentacao eletronica que
proporcionou um desenrolar organizado das aulas. A turma geralmente mostrava-se
2



empenhada e trabalhadora: sempre que eram solicitados para responder a qualquer questao

ou para ir ao quadro, respondiam ao pedido sem qualquer problema.
1.3 Planificac6es

A elaboracao dos planos de aula apresentados nesta subsecao teve como base o manual da
disciplina adotado pela escola [3] e documento oficial dos Programas de Matematica do
Ensino Secundario do Ministério da Educacdo e Ciéncia, mais concretamente o programa de

Matematica A - 10° ano.

Os pré-requisitos exigidos aos alunos para o ensino do tema Funcées polinomiais e Polinémios
foram: conhecer a funcdo afim; reconhecer a funcao afim através do grafico; esbocar o
grafico e conhecer algumas propriedades, nomeadamente a monotonia e zeros de forma
apenas intuitiva e usando os conhecimentos de equacdes; saber resolver equaches e
inequacoes do 1° grau e resolver equacdes do 2° grau; conhecer os numeros reais e

representar intervalos de nimeros reais.

Na tabela seguinte encontram-se de uma forma resumida os conteldos, objetivos e

metodologias para o tema Func¢ées polinomiais e Polinémios.

N° de
Conteudos Objetivos Metodologias at(.ﬁgs
min.)
Polindmios numa Usar a linguagem e Resolver analitica, grafica
variavel. simbologia dos polindmios. e numericamente equacoes
e inequacoes.
Reduzir e ordenar um Identificar um monémio,
polinémio. binémio, trindmio e Resolver analiticamente
polinémio. problemas acompanhada de
Operagoes com verificacdo numérica ou
polindmios: adicao, Reduzir e ordenar gréfica.
subtracdo, polinémios.
multiplicacao. Resolver  exercicios e 6

Determinar grau de um problemas do manual.

polinémio.

Operar com polinémios:
soma, subtracao e

multiplicacao.

Aplicar os casos notaveis da

multiplicacao de binémios.




Divisao inteira de Efetuar divisao inteira de

polindmios. polinémios, indicando o
quociente e o resto.

Método dos

coeficientes Aplicar o método dos

indeterminados. coeficientes indeterminados.

Regra de Ruffini. Aplicar a Regra de Ruffini na
divisao inteira de
polindmios.

Teorema do resto. Aplicar o Teorema do resto.

Zeros de um polinomio. | Decompor polindmios de

grau superior a dois.
Decomposicao de um

polinémio. Determinar os zeros de um

polindmio.

Seguidamente apresentam-se detalhadamente os seis planos de aula lecionadas no segundo

momento de docéncia da PES.

1.3.1 Planificacao da aula n°1

Tema Funcdes polinomiais e polinémios | Data | 02/04/2013 | N° aula | 133/134

Topico | Polinémios
Operagoes com polinomios

Objetivos Conteudos programaticos

Usar a linguagem e simbologia dos polindmios; Polindmios numa variavel;

Identificar um monoémio, bindmio, trindmio e polindmio; Reduzir e ordenar um polinémio;

Reduzir e ordenar polinémios; Operagdes com polinémios: adicao, subtracéo,
Determinar grau de um polinémio; multiplicacao;

Operar com polindmios: soma, subtracdo e multiplicacao;

Aplicar os casos notaveis da multiplicagcao de binémios.

Sumario Polinomios numa variavel. Materiais
Operacgoes com polindmios. e Manual da disciplina

Resolucao de exercicios. o Apresentacio eletronica
e Quadroe giz

Avaliacao Observacao direta.

Desenvolvimento da aula

Recorde-se alguns conceitos ja estudados em anos anteriores e também abordados nas Ultimas

aulas:



Monémio é um numero real ou produto de um numero real (coeficiente) por uma ou mais

Parte numérica

variaveis (parte literal).

Variaveis (letras

Exemplo:

Monoémio | Coeficiente | Parte Literal
x? 1 x?
4x 4 X
4 4 Nao tem
2xyz*? 2 xyz?

Monoémio numa variavel é um ndmero real, ou produto de um nimero real por uma poténcia

de uma variavel em que o expoente é um nimero inteiro ndo negativo (zero ou n° positivo).

Exemplos:
Monémios 4x 2x*

N&o sdo mondémios x~ ! 2x73

Monoémios ndo semelhantes, sdo mondmios cuja parte literal é diferente.

Exemplos: 2x2, 2x3, 6x*, 4x® sdo mondmios nao semelhantes.
Monoémios semelhantes, sio monémios com a mesma parte literal.

Exemplos: 2x2 é semelhante a 4x2 e 6x° é semelhante a 4x°.
Binémio € a soma de dois monomios ndo semelhantes.

Exemplos: 2x? — 3;4x + 5; 3x* + 2.
Trindmio é a soma de trés mondmios nao semelhantes.

Exemplos: x3 — 2x2 — 3; x2 + 4x + 5; 3x* + 3x3 — 2.

Polindmio é a soma de varios monomios a que também podemos chamar de termos do

polinémio.
Exemplos: 2x% + x — 1, 2x3 — 7x, 6x* + 9, 4x° + x5 + 2x* — 3x® — x? + 8.
Grau de um polinémio é o grau do seu termo (# 0) de grau mais elevado.
Exemplos:

=  Polindmio de grau 2

2x? + 5 - Incompleto (falta o termo de grau 1)

=  Polinémio de grau 4

3x*+ x3 4+ x? —3x — 3 - Completo



Poder-se-ia arranjar inimeros exemplos de polinomios dos mais variados graus, mas vamos

generalizar e definir a expressao que define o polinémio de grau n, sendo n um nUmero

natural.
Polindmio de
grau 1: agx! + a;
grau 2: agx? + a;x! + a,
grau 3: agx® + a;x? + a,x3 + a;

grau 4: agx* + a;x3 + ayx? + azx' + a,

grau n: aox" + a;x" + ax™ i+ -+ a,_xt +a,
Em suma, um polindmio de grau n, em x, é toda a expressao algébrica do tipo
Apx™ + a;x™ 1+ ax™ 2 + -+ ap,_xt +a,

em que:
e x € avariavel real;
e ay0ay,..,a, € Reay #0;
e n € N.

Nota: Ao termo sem parte literal chamamos de termo independente.

Polindmio nulo é um polindmio que apresenta todos os coeficientes iguais a zero e tem grau

indeterminado.
Exemplos: 0x? + 0; 0x® + 0x* — 0.
Reduzir um polinomio é escrevé-lo de forma que nao apresente termos semelhantes.

Ordenar um polindmio é escrevé-lo segundo as poténcias crescentes ou decrescentes da

variavel.

Polinémio completo é um polindmio que possui todos os termos desde o de maior grau até ao

termo independente.

Nota: So se deve indicar o grau de um polindomio depois deste ser reduzido e ordenado.



Exercicios de aplicacao
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Exercicio 74

Considera os seguintes
polinémios:

A(x) = 3x* + 5x — x°
B(x) =1+ x* + 5x*

Quais das seguintes expressées sao
polinémios e qual é o respetivo grau?

4
Ax) =% -1+,
B(x) = x3 +2x2 —Vx +1;

A(x) = —x% + 3x2 + 5x é de grau
6

B(x) = 5x* +x?+1éde grau 4
C(x)=—x+ 3 édegrau1

D(x) =—-7édegrau0

Cx)=3—-x 1
D(x) = =7 C(x) = —3x2 +V2x% —=;
Indica o grau e ordena cada um 3 4
deles segundo as poténcias D(x)=2- )
decrescentes de x. x*

E(X) = Ik
Resolucao: Resolucao:

A(x) - Polindmio de grau 4.

B(x) - Nao é um polinémio, pois o 3° termo
tem expoente que nao pertence a N.

C(x) - Polindbmio de grau 3.

D(x) - Nao é um polinémio, pois tem um
termo com expoente que nao pertence a N.
E(x) - Polinomio de grau 4.

Exercicio 73

Comenta a afirmacgéao:

“Existe um valor de a€eR tal que (a+1Dx®+ax*+Ba+3)x+a é um
polinémio completo de 2° grau.”

Resolucao:

Para que o polinomio dado seja um polindmio de 2° grau temos que eliminar o
termo de grau 3, portanto
a+1=0,

Mas, como tem de ser completo temos de garantir que

a#0e3a+3 #0
De a+1 =0 temos que a = —1 e portanto a # 0
Substituindo a por —1na segunda desigualdade temos
3((k1)+3 #0e -34+3#0=0+0 P.F.
Se a = —1 eliminamos o termo de grau 1.
Portanto a afirmacédo é FALSA.

Operacdes com polindmios

Adicao
Reduzir os termos semelhantes, ou seja, somar os monémios com igual parte literal.
Exemplo:

(—2x%2+3x— 1)+ (-5x2—2x+3)=—2x>+3x—1-5x> —2x+ 3 =—-7x? + x + 2.
Subtracao
Ao primeiro polindmio adicionar o simétrico do segundo polinémio.

Exemplo:



(=2x24+3x—1)— (-5x2—2x+3) = —2x2+3x—1+5x2 + 2x — 3 = 3x% + 5x — 4.

Multiplicacao

Aplicar a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao algébrica e adiciona-

se os termos semelhantes.
Exemplo:
(2 +x+2)x(B+2x)=3x2+3x+6+2x3 +2x* + 4x = 2x3 + 5x2 + 7x + 6.

Nota: Se observarmos o 1° polinémio tem grau 2 e o 2° polindmio tem grau 1. Do produto de

ambos resulta um polinomio de grau 3.

A partir deste resultado podemos generalizar e afirmar que:

Para dois polindbmios M e N de grau m e n respetivamente o polindbmio M X N sera um

polinémio de grau m+n.

Polinbmio | Grau
M M
N N

M X N m+n

Casos notaveis da multiplicacdo de binémios.

Quadrado de um binémio Diferenca de quadrados
(A+ B)? = A% + 2AB + B2 (A+ B)(A — B) = A% — B2

Exercicios de aplicacao

Exercicio 75

75. Considera os polinémios:
Alx) =3x2+x-1;
B(x) = x? - 2;
C(x) = 10x* + 3x* + x — 8.
Calcula, apresentando o resultado na forma de polinémio reduzido e
ordenado:

75.1. A(x) + B(x);
75.2. A(x) — C(x);
75.3. A(x) X B(x);
75.4. (B(x))?—C(x).

Resolucao:
75.1. A(x)+B(x)=3x*+x—1+x*—2=4x>+x—3.
75.2. A(x)—-C(x)=3x>+x—-1—(10x*+3x2+x—-8)=3x2+x—1—
10x* —3x2 —x+8=—-10x* + 7.
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75.3. A(x)XB(x) =Gx*+x—-1)(x%?—-2)=3x*—6x2+x3—-2x—
x?+2=3x*+x3—7x%-2x+2.

75.4. (B(x))*—C(x) = (x> —2)?> — (10x* —3x? + x — 8) = x* —4x? +
4—10x*—3x2 —x+8=—-9x* — 7x% —x + 12.

Exercicio 76

Comenta a afirmacgao: “Se o polinomio P(x) e Q(x)sdo polinémios do 4° grau,
entdo P(x) + Q(x) também é um polinémio do 4° grau.”

Resolucao:
A afirmacao é falsa.
Consigo arranjar um exemplo que contraria esta afirmacao:

P(x) =4x*—3x*>+9eQ(x) = —4x*+2x -4
PX)+0Q(x)=4x*—3x2+9—4x2+2x—4=-3x>+2x+5
P(x) + Q(x) é um polindmio de 2° grau.

1.3.2 Planificacao da aula n°2

Tema Funcgdes polinomiais e polinomios | Data | 04/04/2013 | N° aula | 135/136
Topico | Operacées com polinémios

Objetivos Conteudos programaticos

Efetuar divisao inteira de polindmios, indicando o Divisdo inteira de polinémios;

quociente e o resto; Método dos coeficientes indeterminados.

Aplicar o método dos coeficientes indeterminados.

e  Manual da disciplina
e  Apresentacéo eletronica
. Quadro e giz

Sumario Divisao inteira de polinomios. Materiais
Método dos coeficientes
indeterminados.
Resolucdo de exercicios.

Avaliacao Observacao direta.

Desenvolvimento da aula

Divisao inteira de polindmios

Desde o 1°Ciclo do E.B. que o algoritmo utilizado para efetuar divisdes é o seguinte:

Dividendo Divisor 21 B
~—— /V
21 | 5 ou
-20 4
1 4
/ e Quociente 1
Resto

21=5x4+1

AN T

Dividendo = Divisor x Quociente + Resto




Solicitar aos alunos que apliquem o algoritmo nos seguintes exemplos:

1. 566+ 2;
2. 1425+3;
3. 1425+ 22

Para efetuar uma divisao inteira de polindmios pode proceder-se da mesma forma:

Considere-se M e N dois polindmios de graus m e n respetivamente. Se m > n entdo é possivel

encontrar polindmios Q e R de modo que se verifique a condicao:

M(x) = N(x) x Q(x) + R(x)

M(x) N(x)

R(x) Q)

Relativamente ao grau de cada polindmio, temos que:

Polinémio | Grau
M m
N n
Q m-n
R r<n

A divisao termina quando o resto tem grau inferior ao grau do divisor, ou seja,
grau R(x) < grau N(x)

Exemplo 1:
Calcular o quociente e o resto da divisao de x® + x? — 3x — 3 por x2 + 1:

Passo 1 x3+x2-3x-3 | x2+1 Escrever o dividendo e o divisor por

ordem decrescente das poténcias

2 2 - - .
Passo 2 x34/ x> -3x -3 x“+ Divide-se o monémio de maior grau do
dividendo pelo mondémio de maior grau
X

- - X do divisor.

/ x%2 —4x -3

1
Passo 3 5+ x2-3x-3 x*+1
x+1

- - X

Repete-se 0 processo até se obter como
resto um polindmio de grau inferior ao
10 do divisor.




xf —4x —3

/ —4x — 4

23+ x2-3x-3=(?+1)x(x+1)+ (—4x—4)

Dividendo = Divisor X Quociente + Resto

Grau 3 2 1 1<2
Exemplo 2:

Calcular o quociente e o resto da divisao de x3 + x? —3x — 3 por x + 1

Passo 1 x3+x%2—-3x—-3 | x+1
Passo 2 %/)Vf—Sx—S |x+1

—3x—-3
Passo 3 / /—Sx— x+1
X x? -3
_3x_
+3x+3
0

3+ x2-3x—-3=(x+1Dx®x*-3)+0
Dividendo = Divisor x Quociente + Resto

Grau 3 1 2 0<1
Neste exemplo em concreto o resto deu zero, isto é, R(x) = 0, portanto estamos perante uma

divisao exata e diz-se que o dividendo é divisivel pelo divisor.

Exercicios de aplicacao

Exercicio 78.1

Determina o polinémio que dividido por x? + 3x — 1 tem como quociente
3x —2 eoresto 5x + 4.

Resolucao:
M(x) = D(x) X Q(x) + R(x)
Sendo M(x) o polindmio que se quer determinar entao,
M(x)=(x?*+3x—1)x (3x—2) + (5x + 4)
M(x)=3x3—2x2+9x?2—6x—3x+2+5x+4
M(x) = 3x3 + 7x% —4x + 6.

Exercicio 79

Efetua as seguintes divisodes, indicando o quociente e o resto:
79.1. (3x* —2x® —5x +10) ~ (3x — 2);
79.2. (x* —8) + (x* - 2).

11



Resolucao:

79.1. (Bx* —2x3 = 5x+10) + 3x — 2)
;/* x3/5x+10 |3x—2
—3Ix* + 2x 5
) 3
—5x+ 10
+5x——
20
3

Q(x) =x3—§eR(x) =2

79.2. x*—8)+(x?-2)
x4+ 0x3+0x2+0—-8 | x%2+42
—x4 — 2x? x? =2
/ —2x? -8
2/3 +4

—4
Q(x) =x>—2eRX) Z—4

Pagina 73 Exercicio 80.3

Mostra que A(x) é divisivel por B(x) e indica o respetivo quociente:
A(x) =x*-8e B(x) =x—2.

Resolucao:

Precisamos apenas de efetuar a divisao e verificar que o resto é zero:

x3-lzf)x2+0—8 | x—2
—X3 + 2x7 x?+2x+4
T
2¥° + 4x | ,
L vd
—4k +
I 6

Qx)=x*+2x+4eR(x)=0

Além do algoritmo anterior utilizado na divisdao de polindmios, e portanto na determinacao do

quociente e do resto, existem outros métodos que estudaremos de seguida:

Método dos coeficientes indeterminados

Para a sua aplicacao necessitamos de conhecer o seguinte resultado:

Polinémios idénticos

Dois polindmios na mesma variavel sdo idénticos (ou iguais) se e sé se os coeficientes dos

termos de igual grau sao iguais.
Exemplo:

Considere-se os seguintes polindmios M(x) = 2x3 —3x2+5x+2e N(x) = x + 1.

12



Sejam Q(x) e R(x) os polindmios que representam o quociente e o resto da divisao inteira de
M (x) por N(x).

Sabemos que,

Polinémio Grau
M 3
N 1
Q 3-1=2 |— Q) =ax?*+bx+c
R r=00r<1) | —» R(x)=r

Atendendo a esta igualdade M(x) = N(x) X Q(x) + R(x) temos que:

2x3 —3x2+5x+2=(x+1(ax®?+bx+c)+r

Efetuando os calculos no 2° membro da igualdade, obtemos:

2x3 —3x2+5x+2=(x+1(ax®?+bx+c)+r

2x3 = 3x2+5x+2=ax3+ax?+bx*+bx+cx+cH+r

Reduzindo os termos semelhantes,

2x3 —3x2+5x+2=ax®>+ (a+b)x*+ (b+c)x+c+r

Pela definicao de polinémios idénticos, temos:

a=2 a=2
a+b=-3 b=-5
b+c=5=) c=10
c+r=2 r=-8

Os coeficientes estao determinados e portanto podemos construir os polinémios que definem

0 quociente e o resto:

Q(x) =2x?>—-5x+10
R(x) = -8

Exercicios de aplicacdo

Pagina
74

Exercicio 82

Na figura esta representado um retangulo [ABCD].
A area do retangulo é dada pela expressao 3x® + x* — 2x e AB = x* + x.

Utiliza o método dos coeficientes indeterminados para determinar a expressao

que representa BC.

13




Resolucao:
Pelo enunciado sabemos que:
AB=x?>+xe A(x) = 3x3 +x? — 2x
Sabemos também que o calculo da area de um retangulo é igual ao produto da
sua largura pelo seu comprimento, ou seja:
A(x) = L(x) x C(x)
Onde L(x) =CBe C(x) =AB=x?>+x
Como A(x) tem grau 3 e C(x) tem grau 2 entdo L(x) tera grau 1, logo sera um
polinémio do tipo ax + b.
Entdo da igualdade 1) temos
3x3 +x?2 —2x = (x2 + x)(ax + b)
3x3 + x? — 2x = ax® + bx? + ax? + bx
3x3 +x% —2x = ax®+ (a + b)x* + bx

a=3 a=3

{a+b=1@{b=1—3=—2
b=-2 b=-2

L(x)=ax+b=3x—2

Portanto o polindomio que representa a largura é L(x) = 3x — 2.

1.3.3 Planificacao da aula n°3

Tema Fungées polinomiais e polinémios Data | 08/04/2013 N° aula | 137/138

Topico | Operacdes com polinémios

Objetivos Conteudos programaticos

Aplicar a Regra de Ruffini na divisdo inteira de polinémios. Regra de Ruffini:

. Divisor do tipo x —a, com a € R.

. Divisor do tipo ax — b, com a # 0.

Sumario Regra de Ruffini. Materiais
Resolucao de exercicios. «  Manual da disciplina
— e  Quadro e giz
Avaliacao Observacéo direta.

Desenvolvimento da aula

Outro método utilizado para determinar o quociente e o resto de uma divisdao de polinomios é

a Regra de Ruffini.

Regra de Ruffini

Aplica-se quando, na divisdo inteira de polinomios, o divisor € um polinomio de grau 1, em

particular do tipo x — a, com a € R.
Exemplo:

Aplicar a Regra de Ruffini para obter o quociente e o resto da divisdao de x> —2x + 5 por

x — 3.

14



O divisor é da forma x — a portanto a = 3.

Etapas:

Nota: No caso do polinémio ser incompleto, os coeficientes dos termos em falta sdo iguais a

Zero.
1. 1 0 -2 5 Coeficientes do dividendo por
3 ordem decrescente das poténcias
Valor de a
2. 1 0 -2 5 Escrever na 32 linha o 1° elemento
3 da 1° linha
1
3 1 O)+'2 5 3x1=3e0+3=3
3 3
/ﬂ
| x1 73
4, 1 0 -2 . 5 3Xx3=9e-2%x9=7
3 3 - 9 )
< 1 *37 7
5. 1 0 2 5 )+ 3xXx7=21e5x%x21=26
3 | 3 9 L2
x[ 1 377 26

- Resto

Coeficientes do polinémio quociente

Os coeficientes que irao “construir” o polinomio Q(x) sdo trés, portanto este sera composto

por trés monoémios onde:

7 | Termo independente 7
3 | Coeficiente do termo de grau 1 3x
1 | Coeficiente do termo de grau 2 x?

Portanto,

Quociente: Q(x) = x> +3x+7

Resto: R(x) = 26

15



Exercicios de aplicacao

Pagina
75

Exercicio 85.1

Utiliza a regra de Ruffini para efetuar a seguinte divisao:
2x3 —x?—12x—7) = (x — 3).

Resolucao:
2 -1 -12 -7
3 6 15 9

2 5 3 [ 2

Q(x) =2x?>+5x+3
R(x) =2

1.3.4 Planificacao da aula n°4

Tema | Func¢des polinomiais e polinomios Data | 09/04/2013 | N° aula | 139/140
Topic | Teorema do Resto
o Determinacao das raizes de um polinémio
Decomposi¢cdo em fatores
Objetivos Conteudos programaticos
Aplicar a Regra de Ruffini na divisao inteira de polindmios; Regra de Ruffini;
Aplicar o teorema do resto; Teorema do resto;
Sumario Regra de Ruffini: divisor do tipo ax — b,a # 0. Materiais
Teorema do resto: demonstracéo e aplicacd. | o  Manual da disciplina
Resolucdo de exercicios. e Quadro e giz
Avaliagéao Observacao direta.

Desenvolvimento da aula

A Regra de Ruffini com divisor do tipo ax — b,a # 0

Exemplo:

Seja a divisao de um polinomio A(x) por um polindmio do tipo ax — b,a # 0.

Sabe-se que

Alx) ax —b

R Q)

b b
AG) = (ax —b)Q(x) + R & A(x) = a(x——)Q(x) +R o A(x) = (x——>aQ(x)+R
a a

Desta igualdade verifica-se que o quociente da divisao de A(x) por (x - %) € um polinémio

Q,(x) tal que Q,(x) = a x Q(x), sendo Q(x) o quociente da divisao de A(x) por ax — b.

Logo, Q(x) = = Q1 (%).

16




Os restos das divisoes sao os mesmos.

Exercicios de aplicacao

Pagina 76

Exercicio 87

87. Utiliza a regra de Ruffini para efetuar as seguintes divisdes:
87.2(x*+ 1)~ (x—1);
87.3(4x® —8x*-1)+ (2x—1).

Resolucao:
87.2.
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 2
Q) =x3+x2+x+1
R(x) =2
87.3.

1 = s : .
Como 2x — 1 =2(x —1), onde a = > €entao ira determinar-se o quociente,

Q,(x), e o resto da divisao por (x — %) pela Regra de Ruffini:

Temos

Qi(x) = 4x? —6x —3 e R(x) = —>

Para determinar Q(x) temos que Q(x) = %Ql (x), portanto

Q(x) =%(4x2—6x—3)=2x2—3x—%eR(x)=—§

Exercicio 88

88. Considera que a area do tridngulo [RST] da figura é dada, em
centimetros quadrados, pela expressao: A(x) = 2x3 — x2 — 5x + 3 e que
SR é representado, em centimetros, por H(x) = 2x — 3.
88.1. Calcula ST para x = 4.
88.2. Determina uma expressao em que x represente ST.

Resolucao:

88.1. Sabemos que a expressao2x3 — x? — 5x + 3 representa a area do

triangulo e que 2x — 3 a altura.
STXRS

Sabemos que A, = %, ou seja, A, = & ST = 24, X Rés

Seja ST a base do tridngulo e B(x) o polindmio que a representa, entao

B(x) =2(2x3 —x? —5x + 3) x
2x—3

Para x = 4, temos

B(4)=2(2X43—42—(5X4)+3)Xm
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1
B(4) =2(2x 64~16-20+3) X ¢

1
B(4) =2 %95 x =
190
B(4) = T = 38
1) Da alinea anterior temos que

1
B(x) = 2(2x3 —x% = 5x 4+ 3) X ——
() = 2(24° = 2% = 5x +3) X

3
B(x)=(2x3—x2—5x+3)>< :(2x3—x2—5x+3)+(x_§)

2x—3
Pela regra de Ruffini

3 3 3 -3
2
2 2 2 0

Portanto B(x) = 2x2 + 2x — 2 é o polindmio que representa a base do triangulo

[RST].

1.3.5 Planificacdo da aula n°5
Tema Fungdes polinomiais e polinomios Data | 11/04/2013 | N° aula | 141/142
Topico | Polinémios
Objetivos Conteudos programaticos
Determinar os zeros de um polindmio; Operagdes com polinémios;
Decompor polindmios em fatores. Regra de Ruffini;
Aplicar a regra de Ruffini; Teorema do Resto;
Aplicar o Teorema do Resto; Zeros de um polindmio;
Decompor polinémios de grau superior a dois; Decomposicdo de um polinémio.
Determinar os zeros de um polinomio.

e  Manual da disciplina

Sumario Determinacgao das raizes de um polinémio. Materiais
Decomposicao em fatores.
Avaliacao Observacao direta.

. Quadro e giz

Desenvolvimento da aula

Teorema do resto: O resto da divisdo inteira de um polinémio P(x) por um binémio (x — a)

é igual ao valor numérico do polinémio para x = a, ou seja, P(a). Se o divisor é um binémio

do tipo ax — b, o resto é dado por P (3)

O numero real a diz-se um zero ou raiz do polindmio P(x) se e s6 se P(a) =0

Seja M(x)
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aéraizde P(x) © P(a) =0 © x — a é divisor de P(x).

um polindémio de grau n, em linguagem de polindmios, resolver a equacao




M(x)=0
consiste em encontrar os zeros (ou raizes) do polinémio M(x).

A decomposicdo de polinomios em fatores € importante para resolver equacdes e inequagoes
de grau superior a dois.

Nesta factorizacao € util conhecer os seguintes teoremas:

Teorema: Dado um polindmio P(x) = apx™ + a;x™ '+ -+ a,, de grau n, com n raizes

Xy, X3, .., Xn, P(x) pode ser decomposto na seguinte forma:
P(x) = ag(x — x;,)(x — x2) ... (x — x)

Teorema: um polinémio de grau n de coeficientes reais tem, no mdximo, n raizes (zeros)

reais.

Decomposicao em fatores

Para a decomposicdo de polindmios de grau > 2 podem ser Uteis as seguintes ferramentas:

e Lei do anulamento do produto;

Um produto é nulo se e so se pelo menos um dos seus fatores é nulo.

ab=0=a=0Vb=20
e Regra de Ruffini (quando conhecida uma raiz ou zero);
e Colocar o x em evidéncia (ou x?2, ...,x?, com p < grau do polinémio);
e Formula resolvente.

Raiz de multiplicidade k

Diz-se que a é uma raiz de multiplicidade k do polinémio P(x) se o fator (x — a) aparece

exatamente k vezes na factorizacao de P(x). Isto é:
P(x) = (x — a)*Q(x)
e Q(x) nao é divisivel por (x — a).

Exercicios de aplicacao

Exercicio 89

Sem efetuar as operacdes determina o resto das seguintes divisées:
89.1. —x®+3x—2porx—1;
89.2. —x®+3x—2porx+1.

Resolucao:
Pelo Teorema do Resto, determinar o resto da divisao de A(x) por x —a é o
mesmo que determinar A(a).
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89.1. Para B(x) =-x* + 3x — 2 € a = 1temos
B(1)=—-(13)+3x1-2=-1+3-2=0
Portanto R(x) = 0.
Podemos acrescentar que 1 é zero ou raiz do polinomio B(x).
89.2. Para C(x) = —x3+3x — 2 e a = —1 temos
B(-1)=—(-13)+3x(-1)-2=1-3-2=—4
Portanto R(x) = —4.

Exercicio 90

Determina k € R de modo que a divisdo de 2x® — 5x? + kx + 3 por x — 3 seja
exata.

Resolucao:

Para procedermos a divisao do polinomio dado por x — 3 podemo usar a regra de
Ruffini, uma vez que estamos perante um divisor do tipo x — a.

Pretendemos que esta divisao, seja exata, ou seja, que o resto seja zero.

Pela regra de Ruffini
Pretende-se que

2 -5 k 3 este resultado seja

3 6 3 3(K+3) ' zero.
| 2 1 K+3 0

Portanto para que o resto seja zero temos que garantir que 3+ 3(k+3) =0
donde3+3k+9=03k=-129k=—-4
Para k = —4 o resto da divisdo de 2x3 — 5x% + kx + 3 por x — 3 é exata.

Exercicio 91

Considera a familia de polinémios P(x) = x3 — ax? — 2x + b;a,b € R.

91.1. Determina uma relacao entre a e b de modo que P(x) seja
divisivel por x — 2.
91.2. Determina a e b sabendo que P(x) é divisivelpor x — 1 e
dividido por x + 2 da resto 1.
Resolucao:

91.1. Para determinar uma relacao entre a e b de modo que P(x) seja
divisivel por x — 2, devemos proceder a respetiva divisdo, usando a regra
de Ruffini:

1 -a -2 b
2 2(2-a) 2(-2+2(2-a))
‘ 1 93 2+42(2-2) Pretende-se que
seja zero
Portanto b+ 2(—2+2(2—-a)) =0 b+2(-2+4-2a)=0&
©b+22-2a0)=0b+4—4a=0<b=4a—4.

91.2. Determina a e b sabendo que P(x) é divisivel por x — 1 e dividido por
x+ 2 daresto 1.

Se P(x) é divisivel por x — 1, entao pelo Teorema do Resto P(1) =0

eP(-2)=1.
Portanto
P)=1*-a(1>)-2+b=0&
©l1l—-a-2+b=0—-a+b-1=0
e

P(-2)=(-2)%-a(-2)?-2(-2)+bh=1&
& —-8—-4a+4+b=1—-4a+b=5
De ambas as igualdades podemos criar um sistema de duas equacoes de
duas incognitas
{—a+b—1:0 { a=b-1 o
—4a+b=5 —4(b—-1)+b=5




{—4b+4+b=5‘:’{—3b_=1‘:’ <

4
- 3 3
1
3

Pagina 82 Exercicio 100
Determina a multiplicidade da raiz —1 do polinémio P(x) = x* +2x3 —2x -1
e decompéde P(x) em fatores.
Resolucao:
1 2 0 -2 -1
-1 -1 -1 1 1
1 1 -1 -1 0
-1 -1 0 1
1 0 -1 0
-1 -1 1
1 -1 0
1 1
1 0
A multiplicidade da raiz -1 é 3.
P(x) pode ser decomposto nos seguintes fatores:
P(x) = (x—1)(x+1)3
1.3.6 Planificacdo da aula n°6
Tema Funcdes polinomiais e polindbmios Data | 15/04/2013 | N° aula | 143/144
Topico | Polindmios
Objetivos Conteldos programaticos
Determinar os zeros de um polindmio; Operagdes com polinémios;
Decompor polindmios em fatores. Regra de Ruffini;
Aplicar a regra de Ruffini; Teorema do Resto;
Aplicar o Teorema do Resto; Zeros de um polinémio;
Decompor polindmios de grau superior a dois; Decomposicao de um polindémio.
Determinar os zeros de um polinomio.

Sumario Resolucao de exercicios. Materiais
Avaliacao Observacao direta. *  Manual da disciplina
. Quadro e giz

Desenvolvimento da aula

Pagina 80

Exercicio 94

Na figura encontra-se representado um prisma quadrangular regular cuja
area é dada, em centimetros quadrados, pela expressdo: A(x) = 6x* + 4x —
10. x—1

Sabe-se que o lado da base é dado em centimetros, por L(x) = x — 1.
94.1. Mostra que 1 é uma das raizes do polindmio A(x).
94.2. Mostra que a area de cada face lateral é dada pela expressao:
x*+2x—3.
94.3. Determina, em funcao de x, a altura do prisma.
94.4. Determina as dimensées do prisma no caso de a sua area ser 22cm?.
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Resolucao:
94.1. Pelo Teorema do Resto, 1 é raiz de A(x) sse A(1) = 0.
A1) =6x12+4x1-10=6+4—10=0

94.2. A area do prisma € igual a 2x a area da base mais 4x a area lateral, ou

seja,
A, = 24, + 44,

Como a area total é dada pela expressao 6x* + 4x — 10 e a area da base é
dada pela expressao (x — 1)2, entao pela igualdade temos

6x% +4x — 10 = 2(x — 1)? + 44,(%)
6x2+4x—10=2(x2-2x+1)+44,(x) ©
S 6x2+4x—10=2x%2—4x+ 2+ 44,(x) ©
S 44, (x)=6x?—2x>+4x+4x—10-2 &

S 44,(x) =4x?+8x—-12 &
e A4,(x) = x*+2x — 3.

94.3. Seja A4;(x) = x% + 2x — 3 a expressao que nos da a area lateral do prisma
e A;(x) = (x — 1)C(x), e C(x) € o polindbmio que nos da a altura do prisma.
Portanto C(x) = A4;(x) = (x — 1). Para o calculo desta divisao, poemos usar a
regra de Ruffini, pois o divisor é do tipo x — a, com a — 1:

1
1
| 1
Logo, C(x) = x + 3.

W= N

3
3
[ o |

94.4. No caso de termos A(x) = 22cm? temos 6x2 + 4x — 10 = 22 donde
6x2+4x—-10—-22=0o6x>+4x—-32=0&
—44/42-4x6x(-32)

Sx=—N" TN Y e A equacdo tem duas
4+ m solucées mas para o
Sx= - 12 < problema s6 nos serve
o= —4 + 28 Ve —4—28 - uma solucao, a
12 ot 12 positiva, pois estamos
Sx = va =, a tratar de medidas de

e x =2 comprimento.

Portanto a aresta da base mede 1c¢m (L(x) = x — 1)e a altura mede 4 cm
(C(x) =x+3).

Exercicio 96

Considera o polinémio P(x) = x3 + 2x? — x.
96.1. Mostra que P(—1) = 2.
96.2. Recorrendo a Regra de Ruffini, resolve a equagdo P(x) = 2.

Resolucao:

96.1. P(-1)= (=123 +2(-1)2=(-1)=—-1+2+1=2.
Este resultado representa o resto da divisao inteira do polinémio P(x) por
(x + 1), pelo Teorema do Resto.

96.2. P(x)=2ox3-2x>-x.=2©x3-2x>—-x—-2=0
Considere-se P'(x) = x® — 2x? — x — 2 um polinémio de grau 3.
Pretende-se saber para que valores de x, o polindmio P’ é igual a zero.
Como

Px)=(x+1Qx)+R(x)
PX)=xx+1D)ox)+2&
Px)—-2=x+1)QXx) &
P(x) = (x+1)Q(x) e R(x) = 0.
Pelo Teorema do Resto, —1 é zero ou raiz do polindmio P’(x).
Aplicando a regra de Ruffini:




-2
2
0
0 polinémio P’ pode ser decomposto da seguinte forma

Px)=(@x?*+x—2)(x+1)
Igualando P’(x) a zero obtemos o seguinte:

-1
-1 1 A
T 1 2

P) =0 (x?*+x-2)x+1)=0s
©x*+x-2=0Vx+1=0¢&
-1++v1+8
@xzf Vx=-1le
~143 "~ -1-3
2 =
ox=1Vx=-2Vx=-1
C.S.={-2,-1,1}.

Vx=-1l&

S X =

Exercicio 98

Decompde em fatores os seguintes polinomios.

98.1. A(x) = x3 -1,

98.2. B(x) = x* — x* — 2. Sugestdo: Considera y = x?;

98.3. C(x) = x® + 3x* — 4x — 12, sabendo que C(x) é divisivel por x + 2.

Resolucao:
98.1. Facilmente se confirma que 1 é zero do polindmio pois A(1) = 0.

Usando a regra de Ruffini para decompor o polindmio temos:

1 0 0 -1
1 11 1
I 0

Portanto A(x) = (x — D(x?+x+ 1)

98.2. Se considerarmos a seguinte mudanca de variavel y = x? ficamos com
C(y) = y?> —y — 2 e se igualarmos a zero temos,

y2—y=-2=0
pela Formula Resolvente,
, 1+V1+8
ye—y—2=0 @y=f@
1+3V 1-3
Sy =— =
y=73 Y=72

oy=2Vy=-1

Portanto pode ser decomposto da seguinte forma:
C=y"-y-2=@-2(+1)
Fazendo novamente a mudanca de variavel ficamos com

B(x) = (" —2)(* + 1) = (x = V2)(x +V2)(x* + 1)

98.3. Pela Regra de Ruffini ,

Cx) =x3+3x2—4x—-12=(x—2)(x + 2)(x + 3).

Nota: (x2 —2) =0 & x2 =2 & x = +V2 , donde (x? — 2) = (x — V2)(x + V2)

1 3 -4 -12
-2 -2 -2 12
1 1 -6 0
C.A xz+x—6=0<:)x=_1i21+24<:>x=_1+5V =1 e x=2Vx=—
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1.4 Reflexao sobre a PES

Da experiéncia obtida no decorrer do EP, salienta-se o apoio fundamental do orientador
cooperante Professor José Monteiro. Como sempre se mostrou disponivel para dialogar,
refletir, orientar e apoiar, considera-se que os objetivos propostos foram alcancados. A opcao
de efetuar a pratica de ensino em duas turmas do mesmo nivel mas de curriculos diferentes

revelou-se vantajosa, pois alargou o leque de experiéncias.

A experiéncia resultante do contacto com o programa de MACS foi estimulante na medida em
que permitiu usar outros instrumentos de avaliacao (ndao apenas os testes de avaliacao),
nomeadamente os trabalhos de grupo. O uso destes materiais/instrumentos permitiram que
os alunos revelassem capacidades que de outra forma nao conseguiriam revelar,
nomeadamente, responsabilidade, empenho e capacidade de trabalhar em grupo de uma

forma proveitosa.

Destaca-se o facto de apenas o manual de MACS da editora Texto Editores possuir informacao
referente a uma revisao cientifica e pedagogica efetuada por um professor universitario e por
um professor do ensino secundario respetivamente. Talvez por este facto se considere que o
livro de MACS tem melhor organizacao, estrutura e apresentacdo de conteldos, embora se
considere que o manual de Matematica A da Porto Editora possua uma grande quantidade de

bons exercicios e uma grande quantidade de problema estimulantes ligados a situacoes reais.

Considera-se que o nimero de aulas atribuidas ao tema Funcdes polinomiais e polinémios

deveria ser superior, para permitir a resolucdao de um maior nimero de exercicios/problemas.

Como algo menos positivo, salienta-se o facto de ambas as turmas onde se realizou a PES

serem demasiado grandes no que diz respeito ao nimero de alunos por turma.

No que diz respeito a atividades Extra Curriculares, participou-se na correcdo de 7 provas das

Olimpiadas Portuguesas de Matematica, da Categoria A - 8°/9° anos, 12 Eliminatoria.
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CAPITULO 2

Roteiro para a classificacdo dos padrdes

do plano

O objetivo deste capitulo é apresentar um estudo de introducao a classificacdo dos padroes
planos. Esta classificacdo, estabelecida pela primeira vez pelo matematico russo E. Fedorov,
tem como base a classificacdo dos grupos simetria - grupos cristalograficos bidimensionais -
das respetivas figura geométricas. Como tal, em primeiro lugar vamos apresentar as principais
propriedades do grupo das isometrias do plano. Para mais detalhes o leitor pode consultar a

referéncia [1].

Nem todos os subgrupos do grupo de isometrias correspondem a padroes do plano. Por
exemplo, o Postulado da melhor aproximac¢io garante uma distancia minima entre dois
centros de rotacao e a Restricdo cristalografica garante que so existem centros de rotacao
de ordem 2,3, 4 e 6.

Neste estudo optou-se pela notacao IUC - International Union of Crystallography para nomear
cada um dos 17 padrdes e portanto apresenta-se uma explicacao detalhada de cada simbolo
que compde esta notacdo, uma vez que a informagao dada através destes simbolos refere-se
as simetrias que pertencem ao conjunto de geradores do padrao. Segue-se uma explicacao
detalhada da existéncia de apenas 4 padroes sem simetrias de rotacdo e da existéncia de
apenas 5 padroes com simetrias de rotacao de ordem 2. Os restantes padroes com simetrias
de rotacao de ordem 3, 4 e 6 sao apresentados sem uma explicacao detalhada indicando-se,
além de um exemplo para cada tipo de padrao, o seu conjunto de simetrias, o conjunto de

geradores e o dominio fundamental.

Alguns dos exemplos de padrdes apresentados foram criados com auxilio do programa Kali de
Jeff Weeks obtido na Internet [10].

Como o processo de classificar um padrao pode ser muito complexo, apresenta-se um
fluxograma baseado numa ideia original de Dorothy Washburn e Donald Crowe [5] para

facilitar este processo.
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2.1. Transformacdes geométricas
2.1.1.Transformacao geométrica

Uma transformacao geométrica T é uma correspondéncia que associa a cada ponto P de R?

um e um so ponto P’ de R?, verificando as seguintes condicdes:

a) Se P e Q sao dois pontos distintos, entao os pontos correspondentes P’ e Q' sao
também distintos;
b) Se U é um ponto qualquer de R?, entdao existe um ponto V em R? tal que o seu

correspondente pela transformacdo geométrica T é U.

Por outras palavras a transformacdao geométrica T €& uma correspondéncia biunivoca

(bijectiva) entre os pontos do plano R?
2.1.2.Transformacdo geométrica inversa

Seja T uma transformacdo geométrica qualquer e N um ponto qualquer de RZ?. Designemos
por M a sua imagem inversa. Diz-se transformacao geométrica inversa de T, e designa-se por

T~1, a correspondéncia N » M assim definida.
A correspondéncia verifica a) e b) e é portanto uma transformacao geométrica.

Para cada transformacao geométrica T existe uma transformacao geométrica inversa T~1.
2.1.3.Produto de transformacées geométricas

Dadas duas transformacdes geométricas S e T, o produto de S por T (ou composta de S com
T) é a correspondéncia P — P"', em que P’ = T(P) e P = S(P"). O produto de S por T denota-
sepor SoT.

Dada uma transformacdo geométrica T, diz-se que o ponto P é um ponto fixo da

transformacao T, ou que T fixa P, se o ponto P é transformado em si proprio, isto &, T(P) = P.

Designa-se por identidade, € escreve-se I, a transformacdao geométrica em R? que faz
corresponder a cada ponto o mesmo ponto, ou seja, qualquer que seja o ponto P , I(P) = P.
Todos os pontos do plano sao fixos para a transformacao identidade. Para qualquer

transformacao geométrica T, tem-se T"1 o T =T o T 1 = .
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Sejam S e T duas transformacdes geométricas. Diz-se que S e T sdo iguais se, qualquer que
seja o ponto P do plano, as imagens de P por meio de S e por meio de T coincidem, isto é,
S(P) =T(P).

2.2. Exemplos de transforma¢des geométricas
2.2.1.Translacao

Sejam A e B dois pontos quaisquer do plano. O segmento orientado AB é um segmento de
reta AB a que foi atribuido um sentido. No segmento orientado AB considera-se o ponto A
como a origem e o ponto B como a extremidade. Sendo AB um segmento orientado possui

comprimento, direcao e sentido.

Diz-se que dois segmentos orientados sao equipolentes quando possuem O mesmo

comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido.

Dado um segmento orientado AB, diz-se translacao definida por AB a transformacao
geométrica T que faz corresponder, a cada ponto P do plano, o ponto P’ que é a extremidade

do segmento orientado PP’ equipolente a AB e tendo P como origem.

Figura 1: Translacao do ponto P.

Ao comprimento do segmento AB designa-se por modulo da translacdo. Se A e B coincidem,

ou seja, o mddulo de AB é zero, a translacdo € a transformacao identidade.

Designa-se por vetor o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a um dado
segmento orientado do plano. No caso do segmento orientado ser AB, pode dizer-se que a

translacao é definida pelo vetor AB.
2.2.2.Rotacdo

Sejam dados um ponto O e um angulo orientado «. Diz-se rotacao R de centro O e angulo a a
transformacao geométrica que faz corresponder, a cada ponto A do plano, o ponto 4’ = R(A4)

nas seguintes condicdes:

a) R(0) =0, isto é, o ponto O é fixo para a rotacao R;
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b) SeA=+o0,
e 0Oangulo A0A' éigual a a;

e Os segmentos OA e OA' tém igual comprimento.

Figura 2: Rotacao do ponto A com centro em O e angulo a.

O ponto que nao é afetado por esta transformacdo € o centro de rotacdo. Uma rotacdo em
que o seja um multiplo inteiro de 360° é a transformacdo identidade. A rotacdo inversa de R

¢ a rotacao R~1de centro 0 e angulo —«.

Duas rotacdées com o mesmo centro e angulos que difiram de um multiplo inteiro de 360° sao

a mesma transformacao geométrica. Uma rotacao de 180° chama-se meia-volta (MV).

2.2.3.Reflexao

Dada uma reta m, a reflexdo M de eixo m, € a transformacdo geométrica que faz

corresponder a cada ponto P do plano o ponto P’ = M(P) que verifica as seguintes condicées:

e SeP pertenceram, P =P’;

e Se P nao pertencer a m, a mediatriz do segmento PP’ é o segmento m.

Figura 3: Reflexao de um segmento, de um ponto e de um triangulo.

Se M é uma reflexdo, M~ é a mesma reflexdo ou seja M> =Moo M~ =].
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2.2.4.Reflexao deslizante

Dados um segmento orientado RG e uma reta g paralela ao segmento RG, sejam T a
translacao definida pelo segmento RG e M a reflexao definida pelo eixo g. Diz-se reflexao
deslizante definida pela reta g e pelo segmento orientado RG a transformacao geométrica G

definida por G =T o M.

Figura 4: Reflexao deslizante do triangulo T;.

Na figura esta exemplificado o efeito da reflexdo deslizante G = T o M. O triangulo tracejado
€ o transformado do triangulo T, pela reflexdo M de eixo g antes de se aplicar a
transformacdo T. A ordem de aplicacdo das duas transformacdes de que é composta uma

reflexao deslizante é indiferente, isto &, ToM = Mo T.
2.2.5.Homotetia

Dados um ponto O e um nUmero real k # 0, diz-se homotetia H, de centro O e fator k, a
transformacdo geométrica que faz corresponder a cada ponto P do plano o ponto P’ = H(P),

que verifica as seguintes condicoes:

e H(0)=0,isto é, 0 é um ponto fixo para H;

!
e Se P+ 0, entdo P’ = H(P) esta situado na reta OP e % = |k|;

e Sendo k positivo ou negativo, assim P e P’ estao do mesmo lado ou em lados
contrarios relativamente ao ponto 0.

Ainversa H™! de H (centro O e fator k) € uma homotetia com 0 mesmo centro e fator% .

Conforme |k| > 1 ou |k| < 1, homotetia € uma ampliacao ou reducao. Se k = 1 a homotetia

reduz-se a identidade e se k = —1 a homotetia € uma meia-volta de centro 0.
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Figura 5: Exemplo de duas homotetias do mesmo triangulo ABC com o mesmo centro e fatores

diferentes.

Neste exemplo o triangulo A;B;C; é a imagem do tridangulo ABC por meio da homotetia de
centro 0 e fator k > 1 e que o triangulo A'B'C’' é a imagem do triangulo ABC por meio da

homotetia como o0 mesmo centro mas de fator k = —1.

2.3. Isometrias

2.3.1.Definicao

Diz-se que uma que transformacao geométrica T preserva a distancia entre dois pontos se,
quaisquer que sejam dois pontos P e Q do plano, as distancias entre P e Q e entre P’ e @',
transformados respetivamente de P e Q por meio de T, s&o iguais, isto é:

dist(P’, Q") = dist(T(P), T(Q)) = dist(P,Q).

Portanto, diz-se que a transformacao geométrica T € uma isometria se preserva a distancia

entre quaisquer dois pontos P e Q.

As transformacoes geométricas, reflexao, translacao, rotacdo e reflexao deslizante sao

isometrias.

Isometria é uma palavra de origem grega Isos = igual e metria = medida.
2.3.2.Propriedades

Diz-se que o ponto C esta situadoentre A e B se dist(4,C) + dist(C,B) = dist(4,B).
Portanto se A’, B’ e C’ forem respetivamente as imagens de A, B e C por meiode T, e se C
estiver situado entre 4 e B, teremos dist(A’,C") + dist(C',B") = dist(A’, B") e portanto também

C’ esta situado entre A’ e B’.
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Teorema: As isometrias preservam as nocoes de situado entre, ponto médio, segmento,

semi-reta, reta, tridngulo, dngulo, amplitude, paralelismo e perpendicularidade.

Teorema: O conjunto de todas as isometrias do plano, verifica as seguintes propriedades:

O produto de duas isometrias é sempre uma isometria.
A inversa de uma isometria é ainda uma isometria.

A transformacéo Identidade é uma isometria.

AW b=

O produto de isometrias goza da propriedade associativa, isto é, sejam P, Q e R
isometrias, entdo P o (Q cR) = (P> Q) o R.

Portanto, o conjunto de todas as isometrias tem uma estrutura de grupo relativamente a

composicéo.
Finalmente, enuncia-se 0 mais importante teorema relacionado com as isometrias do plano.

Teorema da classificacdo das isometrias: Seja f um isometria do plano: entdo f é uma

translacd@o, ou uma rotacdo, ou uma reflexdo ou uma reflex@o deslizante.

2.4. Produtos de isometrias

Nesta seccao estudaremos o produto ou composicao dos quatros tipos de isometrias e iremos
constatar que a reflexao pode ser considerada como a isometria fundamental, pois todas as

outras podem ser obtidas como o produto de reflexoes.
2.4.1.Produto de duas translacoes

Para o produto ou composicao de duas translacées T, e T,, cada uma delas representada por

um vetor, necessitamos de aplicar a Regra do Paralelogramo:

T,(P)

P'=T, *T,(P)=T,"T,(P)

T,(P)

Figura 6: Produto de duas translacoes.
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Podemos assim enunciar o seguinte teorema:

Teorema: O produto de duas translacées é uma translagéo.
2.4.2.Produto de duas reflexdes

Eixos de reflexao r e q sao paralelos nao coincidentes

Teorema: Sejam R e Q duas reflexdes distintas de eixos paralelos r e q. O produto Ro(Q é
uma translagéo definida por um segmento orientado que obedece as seguintes condicées:

e Direcdo perpendicular as retas (eixos) r e q;

e Sentido de “q parar “;

e Comprimento igual ao dobro da distdncia entre r e q.
Eixos de reflexdo r e g ndo sao paralelos

Teorema: Sejam R e Q duas reflexoées distintas de eixos ndo paralelos r e q. O produto R - Q
€ uma rotacdo cujo centro é a intersecdo de r com q e o angulo tem amplitude igual ao dobro
da amplitude do dngulo orientado definido pelas retas q e r, sendo q o lado origem e r o

lado extremidade.
2.4.3.Produto de uma translacdo com uma reflexao

Translacdo e reflexdo paralelas

Teorema: A composicGo de uma translacGo com uma reflexdo, cujo eixo se posiciona

paralelamente ao vetor que define a translacGo, produz uma reflexéo deslizante.
Translacdo e reflexao perpendiculares

Teorema: A composicdo de uma translacgo T com uma reflexdo M, com eixos

perpendiculares, é uma reflexdo paralela a M e que dista desta 'Z—'

Com efeito, sejam T uma translacao e M uma reflexao, com eixos perpendiculares. A
translacao pode ser vista como o resultado do produto de duas reflexoes, isto &, T =L, o L,.

Vejamos o que se obtém de M o T e T o M, fazendo coincidir uma das reflexoes de T com M:

e (Considere-se M = L,, de acordo com a figura seguinte:
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Figura 7: Produto da translacao T pela reflexaio M e M = L,.

Entao,

MOTZMO(LZOLl)=L2°L2°L1=I°L1

Ou seja, obtem-se uma reflexdo que coincide com a “primeira” reflexao da
translacao, e que dista de M metade do comprimentos do vetor que define T. Por

outras palavras, M o T resulta numa reflexao “recuada”.

Considere-se agora M = L, de acordo com a figura seguinte:

Figura 8: Produto da translacao T pela reflexao M e M = L;.
Entao,
ToM=(LyoL)oLly=Lyo(LyoLly) =Lyol =L,

Ou seja, obtem-se uma reflexdao que coincide com a “segunda” reflexao da
translacao, e que dista de M metade do comprimento do vetor que define T. Por

outras palavras, T o M resulta huma reflexao “avancada”.

Podemos acrescentar que uma reflexao e uma translacdo prependiculares nao

comutam uma com a outra.
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Translacdo e reflexdo nao sao paralelas nem perpendiculares

Consideremos a reflexdo M e a translacao T definida pelas componentes T, e T,

(perpendicular e paralela a M, respetivamente). Como T =T, o T, entao
MoT=Mo(TyoT,)=(MoT,)oT,.

Mas como M é uma reflexdo perpendicular a T; temos que o produto entre estas duas
isometrias € uma nova reflexao que desigaremos de M’. Portanto, substituindo na expressao

anterior temos
MoT=M'oT,=G".

Ou seja, obtemos uma reflexao deslizante G’ em relacdo a um eixo paralelo ao de M e a

s LA . T; . x . ~
distancia de '2—1| (“recuado” relativamente a direcao de T) .

Mas também podemos ter T =T, o T; e pelo mesmo argumento usado anteriormente, temos

que,
ToM=(TyoT,)oM=T,0(TyoM)=T,o M" =G".

Isto é, obtemos uma reflexao deslizante G” em relacdo a um eixo paralelo ao de M e a

Ty

distancia de -~ (“avancada” relativamente a direcao de T).

Como podemos ver ilustrado na figura seguinte:

T T

T SEEsEsEEEEEEEEERERENS G"

M

EEsEEESEEEERR R R G'

Figura 9: Produto da translacao T pela reflexao M (nem paralela nem perpendicular).

Teorema: A composicdo de uma translacdo T com uma reflexGo M, cujos eixos nGo sGo nem

[Ty

perpendiculares nem paralelos, é uma reflexdo deslizante paralela a M e que dista desta -
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2.4.4.Produto de uma translacdo com uma reflexao deslizante

Seja G uma reflexao deslizante com G =TyeM =M T,, e T uma translacao paralela a G.

Pretende-se determinar o resultadode G o T e de T - . Entao,
GoT=(MoTy)oT=Mo(TyoT)=MoT =G
ToG=To(TyoM)=(ToTy))oM=T oM=G".

Isto é, obtemos a reflexdo deslizante G’ paralela a G e vetor deslizante T'. Se T e T, sdo

paralelos entdo G’ e G sao semelhantes.

Teorema: A composicdo de uma translacGo T com uma reflexdo deslizante G, com eixos

paralelos, é uma reflexdo deslizante com o mesmo eixo.
2.4.5.Produto de uma rotacdo com uma translacao

Consideremos a rotacao Rz = (B,a) de centro em B e angulo a, e a translacdo T. Uma vez

que a rotacao pode ser a composicao de duas reflexdes M e N, que se intersetam em B e
cujos eixos de reflexdo fazem entre si um angulo de %, entao Rz = N o M. Suponhamos que a
reflexdao M é perpendicular a T. Uma vez que a composicao da reflexdao M perpendicular a
translacdo T resulta numa nova reflexao L com eixo perpendicular a T e a distancia 'Z—' do eixo

de M, entao

RgoT=(NoM)oT=No(MoT)=NoL=R,.

C
L
Tl :
2 a/2 M
T B

Figura 10: Composicao de uma translacao com uma rotacao.

R. € 0 novo centro que resulta da intersecdo de L com N, e a amplitude do seu angulo € a

IT|

25en(%) )

mesma que Ry e |BC| =
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2.4.6.Produto de uma reflexao com uma reflexao deslizante

Teorema: A composicdo de uma reflexdo com uma reflexdo deslizante, com eixos paralelos é

uma translacgéo.

Seja M uma reflexao e G uma reflexao deslizante paralela a M que distam d uma da outra. Se

considerarmos G = T o M’ entao,
GoM=(ToM)oeM=To(M oM)=ToT'

Uma vez que M' o M é uma translacdo T’ cujo vetor de translacao é perpendicular aos eixos de
reflexdo e tem comprimento 2d. Ou seja, resulta numa nova translacao que pode ser

determinada por aplicacao da Regra do Paralelogramo.

Teorema: A composicGo de uma reflexdo com uma reflexdo deslizante, cujos eixos se

intersetam, é uma rotacdo.

Seja M uma reflexao, G uma reflexao deslizante e K a intersecao dos eixos de reflexao que

fazem entre si um angulo a. Se considerarmos G = T o M’ entao,
GoM=(ToM)oM=To(M oM)=ToRy
Uma vez que de M' o M resulta uma rotacdo R, com centro em K e angulo 2a, entdo
ToRg =R

Ou seja, resulta numa nova rotacdo R, de angulo 2a e centro C situado sobre o eixo de M’ e

tal que |KC| = %

2.4.7.Produto de duas reflexdes deslizantes
Reflexdes deslizantes paralelas

Seja G, uma reflexao deslizante obtida por composicao da reflexao M; com o vetor Ty, e G,
outra reflexao deslizante obtida por composicao da reflexao M, com o vetor T, paralelo a T;.

Temos
GyoGy=(TyeMp)o(TyoM) = (Ty0Ty) o (MpoMy) =T’
GroGy=(TyoM)o(TaoMy) = (TyeTy) o (MyoMy) =T"
De acordo com a seguinte figura:
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Ty°Ty M, oM,

M_I T
G1 O . W W N N S S . e . e .
-ﬂ—_r
M2 1
— 62
T T’
2 V <
M, o M, T,oT,

Figura 11: Composicao de duas reflexdes deslizantes com eixos paralelos.
Teorema: A composicdo de duas reflexées deslizantes com eixos paralelos é uma translacdo.

Reflexdes deslizantes que se intersetam

Seja G, e G, duas reflexdes deslizantes que se intersetam em K por um angulo a.
Consideremos M; e M, as respetivas reflexdes e T, e T, os respetivos vetores deslizantes:

G, =M, T, e G, =M, oT,. Considere-se ainda a rotacao Ry = M; o M,. Entao
GroGy=(MyoT)o(MyoTy) = (Tyo M) o (MyoTy) =
=Tio(MyoMy)oT, =T o (RgoT,) =T, °Rk, = R¢.
Ou seja, R. é uma rotacao de centro em C e de angulo 2a.

Teorema: O produto de duas reflexées deslizantes com eixos ndo paralelos é uma rotacé@o.

2.4.8.Produto de duas rotacées

Consideremos uma rotacao R; = (C,2a) de centro C de angulo 2a. Se “quebrarmos” esta
rotacdo, podemos obté-la como uma composicdo de duas reflexdes desde que os eixos de
reflexao se intersectem em C e o angulo formado por eles seja @, como podemos ver ilustrado

na figura seguinte:

Figura 12: Rotacao obtida como uma composicao de duas reflexoes.

Este “quebrar” das rotacoes em duas reflexdes sera daqui em diante, muitas vezes utilizado.
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Teorema: O produto de duas rotacées que partilham do mesmo centro e dngulos a e B é uma

rotacdo com o mesmo centro e de dngulo ¢ = a + B.
Teorema: O produto de duas rotacées de centros distintos é em geral uma rotacdo.

Consideremos duas rotacdes R, = (4,a) e Ry = (B,B), ambas com sentido horario. Se
“quebrarmos” as rotacoes em reflexdes obtemos Ry,=MoL € Rg=NoM, com M e L
reflexdes que se intersetam em A com angulo % e M e N reflexdes que se intersetam em B
com angulo g. Suponhamos que a reflexdo M é uma reflexdo comum a ambos os centros,

entao,
RgoR,=(NoM)o(MoL)=NoL =R,

Ou seja, obtemos uma nova rotacao de centro em C e de angulo (sentido anti-horario) m —

a+p
P

Figura 13: Produto de duas rotacoes de centros distintos.
2.4.9.Produto de uma rotacdo com uma reflexao

Consideremos a rotacao R, = (4, a) de centro em A e angulo a (sentido horario) e a reflexao

M. Uma vez que a rotacao pode ser a composicao de duas reflexées L e N, que se intersetam
em A e cujos eixos de reflexao fazem entre si um angulo de %, entao R, = N o L. Suponhamos

que a rotagao encontra-se sobre o eixo da reflexao M e que o eixo de N coincide com o eixo
de M.
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Entao,

MoR,=Mo(NoL)=(MoN)oL=1L

Se L coincide com M entao,

N=MoR

RyoM=(NoL)oM=No(LoM)=N

Teorema: O produto de uma rotacGo com uma reflexdo que passa pelo centro de rotacdo é
uma reflexdo “inclinada” de angulo equivalente a metade do dngulo da rotacdo e que passa

pelo centro de rotacdo.

Na subsecdo 2.6.6.2 estudaremos a existéncia de apenas 5 padroes com rotacdes de ordem 2.
Por este facto, consideramos necessario acrescentar com algum detalhe o resultado do
produto de uma rotacdo de ordem 2, ou meia-volta com uma reflexao. Assim como o

resultado do produto de uma meia-volta com uma reflexao deslizante.

2.4.9.1. Produto de uma meia-volta por uma reflexao

Centro de MV pertence ao eixo de reflexao

Consideremos a reflexao M de eixo m e a rotacao de meia-volta R de centro C. Esta rotacao
R pode ser obtida pela composicao de duas reflexdes F e G de eixos f e g perpendiculares e

que passam por C. Podemos supor que f = m e portanto F = M. Assim

MoR=Mo(MoG)=M20G =G
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Figura 14: Centro de rotacao C sobre o eixo de reflexao f.

Centro de MV nao pertence ao eixo de reflexao

Consideremos a reflexao M de eixo m que dista d do centro de rotacao C de uma meia-volta
R. Podemos considerar novamente que esta rotacao R pode ser obtida pela composicao de
duas reflexdes F e G de eixos f e g perpendiculares e que passam por C. O que pretendemos
determinar é o resultado de M o R e como R = F o G, entdao passamos a ter que determinar o
resultado de M o F o G.

Figura 15: Centro de rotacao C fora do eixo de reflexao m.

Se “rodarmos” os eixos g e f fixando o angulo, até que o eixo f se posicione paralelamente

ao eixo m, obtemos o que se pode ver ilustrado na figura seguinte:
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Figura 16: Eixos de reflexao “rodados” e eixos f e m paralelos.

Como FoM =T sendo T uma translacao (direcao perpendicular a m, sentido de f para m e
comprimento 2d), entdo ReM = GoF oM = G o T. Portanto, o que obtemos é uma reflexao

deslizante G’ de eixo g e com vetor deslizante igual ao vetor que define a translacao T.
2.4.10. Produto de uma rotacdao com uma reflexao deslizante

Teorema: O produto de uma rotacGo com uma reflexéo deslizante é uma reflexdo (centro de
rotacdo sobre o eixo) ou uma reflexdo deslizante (centro de rotacdo fora do eixo de

reflexdo).
2.4.10.1. Produto de uma meia-volta por uma reflexao deslizante

Consideremos a reflexao deslizante G de eixo de reflexao g, com vetor deslizante T de
comprimento D. Consideremos também uma meia-volta R cujo centro C se posiciona sobre o

eixo g. Tendo em conta os resultados de 2.4.9.1 e 2.4.5, a composicao de R com ¢ € M, uma

reflexao de eixo de reflexao m perpendicular a g e que dista do centro de rotacao g.

A figura seguinte ilustra este resultado:

A

—_— - = == = —— =

Figura 17: Composicao de uma rotacao de MV com uma reflexao deslizante (sobre o eixo).
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Coroldrio: O produto de uma MV e uma reflexdo deslizante (centro de rotacdo sobre o eixo
de reflexdo) é uma reflexdo, perpendicular ao eixo de reflexdo deslizante e que dista do

centro de rotacdo metade do comprimento do vetor de translagéo.

Consideremos a reflexao deslizante G de eixo de reflexao g e com vetor deslizante de
comprimento D. Consideremos também uma meia-volta R cujo centro C dista d do eixo g. O

resultado da composicao de R com G é uma reflexao deslizante G’, de eixo de reflexdo g’

perpendicular a g que dista do centro de rotacao g com vetor deslizante de comprimento 2d.

gl
|
2d I C
— S—
: | d
—_—— e e = - g9
5 -~
: I : D
EC" I
e
D/2

Figura 18: Composicao de uma rotacao de MV com uma reflexao deslizante (fora do eixo).

Corolario: O produto de uma MV e uma reflexdo deslizante (centro de rotacdo fora do eixo
de reflexdo) é uma reflexdo deslizante, cujo vetor deslizante tem de comprimento o dobro
da distdncia do centro de rotacdo, e cujo eixo de reflexdo é perpendicular a primeira de
reflexdo deslizante e cujo eixo dista do centro de rotacdo metade do comprimento do vetor

de translacéo.
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2.4.11. Produto de trés reflexdes
Tendo em conta todos os resultados anteriores, podemos concluir o seguinte:

Teorema: O produto de trés reflexées cujos eixos sGo concorrentes num ponto ou paralelas

entre si é uma reflexao.

Teorema: O produto de trés reflexées distintas cujos eixos ndo sGo nem concorrentes num

ponto nem paralelos entre si é uma reflexao deslizante.

2.5. Simetrias de uma figura plana

2.5.1.Simetria de uma figura plana

Consideremos uma figura plana F (conjunto de pontos do plano) e o conjunto de isometrias do
plano que designamos por Iso(R?). Seja S uma isometria do plano e F’ a imagem de F por

meio de S. Quando F' = F, S diz-se simetria de F.

Desta definicdo convém salientar que nem todos os pontos de F ficam invariantes para a
isometria S, mas sim que a imagem de F por meio de S coincide com F, dai dizer-se
globalmente invariante. Como se pode verificar na figura seguinte, todos os pontos sao
alterados por meio da reflexdo, exceto os comuns com o eixo m, mas a figura mantém-se

invariante.

)
I
M
m
I
>,

Figura 19: Reflexao de eixo m do triangulo CDE.
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2.5.2.Conjunto das simetrias de uma figura: propriedades

Seja F uma figura qualquer. Procurar as simetrias de F é procurar as isometrias do plano que
deixam a figura globalmente invariante. Quando encontradas as simetrias, ao seu conjunto
designamos por Sim(F). A este conjunto pertence sempre a isometria identidade I, uma vez

que esta fixa todos os pontos do plano e portanto todas as figuras, nomeadamente F.

Se S € uma simetria de F, a sua inversa S~! é também uma simetria, uma vez que também

fixa F.
Se S, e S, sdo simetrias de F entdo o seu produto € uma simetria de F.
Podemos condensar estas propriedades no seguinte teorema:

Teorema: Sim(F) é um grupo.

2.6. Padroes

2.6.1.Definicao

Seja F uma qualquer figura do plano, diz-se que F é uma padrao se contém duas simetrias de
translacdo T e V de modulo # 0 e de direcoes diferentes e tais que as simetrias de translacao
de F sejam precisamente os produtos V™ oT", para m e n inteiros. Portanto, para
constatarmos se uma dada figura é um padrao, primeiramente temos que encontrar duas
simetrias de translacdées que sirvam para definir esse padrdo. Isto é, devemos escolher duas
simetrias de translacdo T; e T, tais que seja possivel obter qualquer uma das outras simetrias
de translacdo T de F como produto de duas poténcias de expoente inteiro de T, e T,.
Encontradas as duas simetrias de translacdao T, e T,, podemos dizer que estas geram o

conjunto de simetrias de translacao de F.

No exemplo seguinte, que se trata efetivamente de um padrao (tampa de saneamento em
ferro'), consegue-se verificar a existéncia de duas translacdes T,; e T,, definidas pelos
segmentos orientados AB e AD que obedecem as condicdes exigidas pela definicdo de padrao.
Qualquer outra simetria de translacdo do padrao pode exprimir-se como produto de poténcias

de expoente inteiro de Ty € Tap. Por exemplo, Tue = Tug © Tup € Tyr = Tig © Tap

! Imagem retirada da Internet: http://www.atractor.pt/simetria/matematica/caixas/.
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Figura 20: Diferentes simetrias de translacao existentes neste padrao.
2.6.2.Rede de um padrao

Consideremos novamente o padrao da “tampa de saneamento” a que chamaremos de P.
Tinhamos visto que a partir das translacbées T,; e T,, poderiamos gerar o padrao. Isto &,
qualquer simetria de translacao de P resulta como o produto de duas poténcias de expoente
inteiro de T,; e Typ. Se designarmos T(P) o conjunto de todas as simetrias de translacao de

P, entdo T(P) é gerado pelo conjunto {T 5, T4p} , ou seja, T(P) = A(Tag, Tap)-

Se considerarmos um qualquer ponto do padrao e no conjunto de todas as suas imagens
obtidas pelas translacdes de T(P), obtemos um conjunto de pontos em todo o plano. Na
figura seguinte escolheu-se o ponto A e por aplicacao de algumas translacbes de T(P)

obtivemos os seguintes pontos: B,C,D,E,G,H,I,],K,L e M.

Figura 21: Parte da rede formada pelo conjunto de translacoes {Tyz, Tap}-

Desta forma consegue-se associar a todos os padroes uma rede de pontos que cobre todo o

plano. Estes pontos da rede sao os vértices de paralelogramos que podem ser quadrados,
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retangulos, ou losangos. No contexto dos padrdes, estes paralelogramos que formam a rede

designam-se por células.

Esta rede de pontos é gerada por dois vetores linearmente independentes. No entanto, como

veremos de seguida, a escolha de um tal par de vetores pode nao ser Unica.

Dados i e ¥ dois vetores linearmente independentes, consideremos a grelha A(%4, V) = Zu +

Zv. Entao, para quaisquer u’,v' € A(i, ¥), podemos escrever

,» com ny,ny my, my € Z.

u' =nu + nyv
_; d
v =mu + my,v

— = — [ Ny el .
Teorema: A (u’, v’) = A(u, v) se e somente se a matriz [m1 mz] admite inversa com entradas

inteiras.

2.6.3.Dominio fundamental

Como ja foi dito, se quiséssemos cobrir toda uma parede com um padrao, a forma mais
simples seria cobrir toda a parede com um ladrilho. Apds a colocacao do primeiro ladrilho, os
restantes seriam colocados por “orientacao” apenas das simetrias de translacao. Mas vejamos
com mais detalhe este “ladrilho” designado de célula do exemplo da “tampa de

saneamento”:

Figura 22: Célula do padrdao de uma tampa de saneamento.

Dentro da célula podemos ver que existem duas regides, R e R’, em que R é uma

“duplicacdo” de R mas numa orientacdo diferente dentro da célula:

46



& 8

A

Figura 23: Simetrias do padrao de uma tampa de saneamento.

Ou seja, R’ surge por aplicacdo de uma reflexao deslizante, G perpendicular a translacdo Ty,
cujo vetor deslizante tem de comprimento metade do comprimento do vetor que define esta
translacdo. Esta regidao que se “repete” dentro da célula por aplicacdo de uma ou mais

simetrias, designa-se por dominio fundamental.

Entdo, dado um padrao, o dominio fundamental de um padrao caracteriza-se pelas seguintes

condicodes:

e E um subconjunto fechado da célula do padrao;

e Dado um ponto Y do plano, existe sempre um ponto X’ do dominio fundamental e uma
simetria do padrao tal que Y = S(X);

e Quaisquer que sejam os pontos distintos X e Y do interior do dominio fundamental,

nao existe nenhuma simetria S do padrao tal que Y = S(X).

0O conhecimento do dominio fundamental de um padrdo e de um conjunto de geradores do
grupo de simetria permite, através de um software de geometria dinamica com comando de

iteracao visualizar a reconstrucao de um padrao.
2.6.4.Postulado da Melhor Aproximacao

Nesta seccdo vamos apresentar o Postulado da Melhor Aproximacio, que além de garantir a
distancia minima entre dois centros de rotacdo, limita o comprimento das translagcbes que
deixam um padrao invariante, jA que estas ndao podem ter um comprimento qualquer

arbitrario.

Considerem-se dois centros de rotacdo P e P’ de ordem n, situados a uma distancia d um do
outro. Sejam Rp ) € R(p, 4)as rotagoes de angulo a = 27" e centros em P e P/, respetivamente.
As rotacoes Rpq) € Rp o) Sa0 simetrias do padrao e, consequentemente, a composicao
Reppay© R(‘Pl_a) € também uma simetria. Acontece que esta composicdo € uma translacdo por um
vetor de comprimento 2dsen(§) Como existe uma simetria de translacao (nao nula) com

comprimento minimo, existe também um valor minimo para d. Assim
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Postulado da Melhor Aproximagdo: Para qualquer padrao que se considere, existe uma
distancia minima d, tal que, quaisquer dois centros de rotacao que se considere, estes distam

um do outro uma distancia nunca inferior a d.

Em particular, existe uma distancia minima para centros de rotacdo com a mesma ordem.

2.6.5.Restricdo cristalografica

O teorema designado de Restri¢do cristalogrdfica, provado por W. Barlow em 1894, ¢ um
dos resultados mais importantes para o estudo dos padrdes no plano, pois limita o nimero de
padrées possiveis em R2. Portanto, tendo em conta a sua importancia a sua demonstracao

sera também aqui apresentada.

Restricao Cristalografica: Os centros de simetria de um padrdo apenas podem ser de ordem
2,3,4e6.

Prova: Seja P um qualquer centro de rotacao de ordem n. A aplicacdo das restantes
isometrias do grupo transforma P num nimero infinito de centros de rotacdo com a mesma
ordem. Seja Q@ um desses centros de rotacdo, que dista de P a distancia minima possivel

garantida pelo Postulado da melhor aproximacéo. Considere-se um terceiro centro de rotacao

P' que deriva de P por uma rotacao de 27" em torno de Q, e um quarto centro de rotacao Q’

que deriva de Q por uma rotacéo de —2?" em torno de P. Os segmentos PQ, QP’ e PQ’ tém o

mesmo comprimento.

e Se P'e @ coincidirem entao n = 6;

P=Q

Q P

e Sen=25 éobvio que |P'Q'| < |PQ| e portanto absurdo ja que o comprimento de PQ é

o comprimento minimo possivel entre dois centros de rotacdo da mesma ordem.

P Q

Q P

e Paran =4, PQP'Q’ € um quadrado e|PQ| = |Q'P'|.
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Q P

e Paran =3 o Postulado nao é violado.

P Q

Q P
e Para n = 2 nao existe qualquer violacao do Postulado.

@ @ @ @
PI Q P QI

e Se n>6, QP interseta PQ' e temos que |QP'| < |PQ|, o que é absurdo pois viola o

Postulado da melhor aproximacéo.

QI PI

Q P

Fica assim provado que em padrdes do plano s6 poderdo existir simetrias de rotacdo de ordem
2,3,4e6.

2.6.6.0s 17 tipos de padrées planos

Nos finais do século XIX, mais concretamente em 1891, o matematico e mineralogista Evgraf
S. Fedorov publicou um resultado sobre padrées em que afirmava a existéncia de apenas 17

tipos de padroes planos.

Para a classificacao de um padrao deve ser indicada a sua tipologia, as simetrias presentes no

padrao e/ou conjunto de geradores, a célula e o dominio fundamental.

Neste trabalho, para a designacdo dos 17 tipos de padrdoes ou nome cristalografico sera
utilizada a notacao IUC - International Union of Crystallography, por ser talvez a notacao mais

utilizada na literatura e pela sua origem na cristalografia.
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Esta notacdo é constituida por 4 digitos que nos dao informacéo relativamente as simetrias

geradoras de cada padrdo. No primeiro digito encontraremos dois simbolos, p ou c. O simbolo

p vem de célula primitiva (de primitive cell), e o simbolo ¢ de célula centrada (de centred

cell). No caso do primeiro digito ser p, temos:

No segundo digito os simbolos utilizados sao 1, 2, 3, 4 e 6 que indicam a maior ordem
de rotacdo dos centros de rotacdo. O simbolo 1 indica a auséncia de centros de
rotacao;

No terceiro digito os simbolos utilizados sdo 1, m e g que indicam existéncia ou nao
de reflexdes (deslizantes) perpendiculares a um eixo de translacao. Portanto, 1 indica
a auséncia de eixo de reflexdao perpendicular a um eixo de translacao, m (inicial da
palavra inglesa "mirror" e da francesa "miroir" que significam espelho) indica a
existéncia de uma reflexdao cujo eixo de reflexdao é perpendicular a um eixo de
translacdo (que sera designado de eixo principal) e g (inicial da palavra inglesa
"glide"e da francesa "glisement"que significam deslizamento) indica a existéncia de
uma reflexdo deslizante genuina (reflexao deslizante que nao resulta da composicao
de uma translacdo T por uma reflexdo M, com T e M € Sim(F)) cujo eixo deslizante é
perpendicular a um eixo de translacao;

No quarto digito os simbolos utilizados também 1, m e g que indicam existéncia de

eixos de reflexao (deslizantes) que poderao ser paralelos ao eixo principal, ou

A 180° ~ . . N
formarem um angulo de ——n> 2, em relacao ao eixo principal.

Nos 17 tipos de padrdes existem apenas dois casos em que se utilizara ¢ no primeiro digito.

Estes padroes nao exibem reflexdes geradoras perpendiculares ou paralelas aos vetores que

geram a rede.

Nota: Na possibilidade de existirem dois candidatos a eixo principal, pode ser escolhido

qualquer um dos dois.

Na tabela seguinte encontraremos a designacdo completa, abreviada e um exemplo? para os

17 tipos de padrdes planos:

Designacao Designacao
y L Exemplo
completa abreviada
pl pl

2

As

imagens dos exemplos aqui apresentados foram retiradas da Internet:

http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group#References.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group%23References
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p1-3.jpg

p211 p2
p3 p3
p4 p4
p6 p6
plml pm
r1lgl rg
clml cm
p2mm pmm
p2mg pmg
p299 rgg
cZmm cmm
pdmm pdm
pdgm p4g
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p2-4.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p3-1.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p4-4.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:A_periodic_tiling_by_regular_hexagons_and_equilateral_triangles.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-pm-4.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-pg-1.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-cm-6.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-pmm-2.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:2-d_pentagon_packing.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-pgg-1.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-cmm-1.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p4m-3.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p4g-1.jpg

p3ml p3ml

p31lm p31lm

pémm pém

Neste capitulo usar-se-a preferencialmente a designacdo abreviada por ser esta a mais

frequentemente utilizada na literatura.

Os padroes apresentados na subseccao seguinte foram criados no software interativo para
criacdo de padrdes planos, Kali. O motivo € sempre o mesmo, para facilitar a comparacao, e
foi propositadamente escolhido por ndao conter qualquer simetria de rotacao, ou simetria de

reflexao.
2.6.6.1. Auséncia de rotagoes

Se a composicao de duas reflexdes nao paralelas resulta numa rotacao, entao em padrdes
onde estao ausentes rotacoes, as reflexdes ou reflexdes deslizantes poderao existir mas

apenas com eixos de reflexao (deslizante) paralelos entre si.

Se, para além da auséncia de rotagdes, nao existirem reflexdes e/ou reflexdes deslizantes, o
conjunto de geradores do grupo de simetria possuiu apenas duas translacdes. Este tipo de

padrao designa-se por p1.

A figura seguinte ilustra um padrao do tipo p1,
T,

b b b b Db

T,

Figura 24: Exemplo de padrao do tipo p1.
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p3m1-3.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p31m-2.jpg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Wallpaper_group-p6m-3.jpg

Neste exemplo, a regiao azul corresponde a célula e ao dominio fundamental. Como conjunto

de geradores temos as duas translacoes assinaladas na figura.

A auséncia de rotacdes nao implica a auséncia de reflexdes ou de reflexdes deslizantes. Estas
duas isometrias poderao existir ou coexistir num mesmo padrao se os seus eixos de reflexao
se posicionarem paralelamente uns aos outros. Assim sendo, podemos ter trés situacoes
distintas: a situacao em que o padrao possui apenas reflexdes, a situacao em que o padrao
possui apenas reflexdes deslizantes e, por ultimo, a situacdo em que o padrao possui
simultaneamente reflexdes e reflexdes deslizantes. Aqui e de agora em diante pensaremos

sempre em reflexdes deslizantes genuinas.

Vejamos entdo a primeira situacao: além das translacdes o padrao pode possuir reflexodes.

Como ja foi dito, os eixos de reflexao deverao ser paralelos uns aos outros, mas como deverao
estes posicionar-se relativamente as translacoes? Deverdo posicionar-se perpendicularmente

ao eixo de uma das translacdes ou poderao fazer um angulo com este?

Se cada padrdo tem uma rede associada cuja célula é um paralelogramo, que é construido a
partir dos vetores de translacdo, entdo apenas as redes retangulares e rombicas admitem

reflexao como simetria, como podemos ver ilustrado pelas figuras seguintes:

M

Figura 25: Célula de uma malha retangular.

=

Figura 26: Célula de uma malha rémbica.
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Para termos apenas reflexdes nao é possivel termos malha rombicas. Com efeito, considerem-
se a figura 27 e as componentes Tje T,” de T,, paralela e perpendicular ao eixo de M,
respetivamente. A composicdo da reflexdo M com a translacdo T; € uma reflexao deslizante
com vetor deslizante dado por T; que nao pertence a rede do padrdao. Como tal ndo podemos
ter malhas rombicas na auséncia de reflexdes deslizantes. Reciprocamente, este mesmo
argumento mostra que a existéncia de uma reflexao deslizante implica a existéncia da

reflexao M.

Assim, devemos apenas considerar malhas retangulares e portanto as reflexdes e seus
respetivos eixos sao perpendiculares a um dos eixos de translacao (eixo principal). A partir

destes resultados surge o padrao pm que aparece ilustrado na figura seguinte:

my
T,

Barananana
MADANADN AN
:

ADADNADNANL

Figura 27: Exemplo de padrao do tipo pm.

M,

Este tipo de padrdao tem no seu conjunto de simetrias translacdes e reflexdes. No seu
conjunto de geradores podemos ter duas translacoes (T;,T,) e uma reflexao (eixo my). A

regido colorida corresponde a célula e a regiao rosa corresponde ao dominio fundamental.

Vejamos de seguida a possibilidade da existéncia de padroes apenas com reflexdes

deslizantes.

No caso da célula ser retangular, os correspondentes vetores deslizantes T, terdao de ter
comprimento inferior ao do vetor T, perpendicular ao eixo principal. Se estes comprimentos

fossem iguais a reflexao deslizante nao seria genuina.
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» NN N
NADANANAD L
NADANANAD L

Ga

T;

Figura 28: Exemplo de padrao do tipo pm com “falsas” reflexdes deslizantes (T, = T,).

Consideremos entao T, = kT,, com 0 < k < 1. Uma vez que a composicao de uma reflexao

deslizante com ela prdpria € uma translacao por um vetor paralelo ao vetor deslizante e com

. . 1
0 dobro do comprimento, temos necessariamente k = >

A figura seguinte ilustra um padréo do tipo pg, o Unico tipo de padrdao com célula retangular
e apenas uma reflexdo deslizante. Como ja vimos atras, ndo podemos ter padrées com células

rombicas e apenas uma reflexao deslizante.

Ga

9a
Figura 29: Exemplo de padrao do tipo pg.

Neste tipo de padrao o seu conjunto de simetrias possui translacdes e reflexdes deslizantes e

no seu conjunto de geradores podemos ter duas translacdes e uma reflexao deslizante G,.
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Neste exemplo, a regiao de colorida corresponde a célula e a regiao rosa corresponde ao

dominio fundamental.

Finalmente, resta analisarmos a terceira situacao, que se refere a possibilidade da

coexisténcia de reflexdes e reflexdes deslizantes num mesmo padrao livre de rotacdes.

Depois do que ja foi analisado nas duas situacdes anteriores, e com os possiveis comprimentos
do vetor deslizante T,, somos levamos a constatar numa primeira aproximacao que as
simetrias de reflexao e de reflexao deslizante poderao coexistir num mesmo padrao desde
que obedecam a determinadas condicdes. A primeira condicdo é que os seus eixos de reflexao
se posicionem paralelamente e alternadamente uns aos outros e que um eixo de reflexao

esteja a meia distancia entre dois eixos de reflexao deslizante e vice-versa.

Assim sendo, analisemos entao as diferentes possibilidades partindo dos dois tipos de padrao

ja estudados, pm e pg e mediante as condi¢des descritas no paragrafo anterior:
Opcado 1: Padrao do tipo pg, combinado com uma reflexao

Partindo do padrao pg e adicionando uma reflexao M,, cujo eixo se posiciona entre dois eixos

de reflexao deslizante, o padrao que obteriamos surge ilustrado na figura seguinte:

4 a 4 4
d 4 = 4 4 4
al a4 a 4 4

GA MA

Figura 30: Padrao do tipo pg, combinado com uma reflexao (entre reflexdes deslizantes).

Este € um padrao que nao estd nas condicoes pretendidas. Para existir um padrdo do tipo

plgm teriamos uma reflexdao deslizante G, e uma reflexdao M,. A combinacado das duas é a
~ T, , . . . ~ ~ ~
translacao T o ;1, que tambeém seria uma simetria do padrao. No entanto esta translacao nao

pertence ao subgrupo de simetrias de translacao gerado pelo conjunto {T;,T,}.
Opcéao 2: Padrao do tipo pm, combinado com uma reflexao deslizante
0 mesmo argumento acima utilizado mostra que nao é possivel ter padrdes do tipo plmg.

No entanto existe um padrao de rede rombica com uma reflexdo M, e uma reflexao
deslizante G,, denotado por cm e ilustrado na figura seguinte:
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Al dbh dbh db
MU D AN dD d
Al dD dbh dN
ngb dh dbh
Al dD dDh dD

M, G,
Figura 31: Exemplo de padrao do tipo cm.

A sua célula corresponde portanto a um losango (que forma uma rede rombica), como

podemos ver ilustrado na figura seguinte:

M,

Figura 32: Célula de um padrao do tipo cm.

Neste tipo de padrao o conjunto de simetrias possui translacoes, reflexdes e reflexdes
deslizantes. No seu conjunto de geradores, podemos ter duas translacoes e uma reflexao

(eixo m) como indica a figura. O dominio fundamental corresponde a regido rosa da célula.

Sendo o padrdo do tipo ¢m um caso particular, a melhor forma de o detetar é apos o
reconhecimento dos eixos de reflexao, procurar entre dois eixos adjacentes, um eixo de
reflexao deslizante e seu vetor deslizante que nao “choque” com os restantes vetores que

definem as simetrias de translacao do padrao.

Fica assim terminado o estudo dos padroes livres de rotacao, e podemos verificar que existem

apenas quatro padrdes nestas condicoes, pl, pm, pg e cm.
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2.6.6.2. Rotacdes de ordem 2

De uma rotacao de ordem 2 (ou de meia-volta-MV) combinada com uma translacao resulta

dois novos centros de rotacdo de meia volta, como podemos ver ilustrado pela figura
seguinte:

| Tl

|T]

yrooc

CII L|

Figura 33: Composicao de uma translacao T com uma rotacao de MV com centro em C.

Consideremos T uma translacdo minima de componentes T; e T, minimas. Se as combinarmos
com um centro de rotacao de MV em centro C, obteremos novos centros de MV como

podemos ver na figura seguinte:

Ty

Figura 34: Produto das translacoes geradoras de um padrao pelo um centro de rotacao C.

A combinacao destas translacdes com os novos centros de MV gera uma rede infinita de novos
centros de MV. Portanto, um padrao nestas condicoes, onde s6 existem translacoes e

rotacoes de MV, designa-se de padrao do tipo p2 ilustrado no exemplo da figura seguinte:
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Figura 35: Exemplo de padrao do tipo p2.

O paralelogramo que podemos visualizar na figura seguinte corresponde a célula do padrédo e
o dominio fundamental corresponde a regido rosa. Todos os pontos assinalados a negro sao

centros de rotacao de MV.

ﬂ = L

- E »
Cc
—i—

Figura 36: Célula primitiva de um padrao do tipo p2.

Neste tipo de padrao, o conjunto de simetrias possui translacdes e rotacées de ordem 2, e no

conjunto de geradores podemos ter duas translacoes e uma rotacao de MV com centro em C.

Antes de continuarmos com o estudo de padrées com simetrias de rotacdo de MV, convém
relembrar que uma rotacao de centro C de angulo 2a pode ser obtida como uma composicdo
de duas reflexdes desde que os seus eixos se intersectem no centro de rotacao e a amplitude
do angulo formado pelos seus eixos seja a. Portanto, um centro de rotacdo de MV pode ser
obtido pela composicao de duas reflexdes desde que os seus eixos se intersectem no centro
de rotacdo e a amplitude do angulo formado pelos seus eixos de reflexao seja de 90°, isto é,

sejam perpendiculares.
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Outro resultado que convém recordar é que a composicdo de uma reflexao com uma rotacao
de MV resulta numa reflexao (centro pertence ao eixo de reflexao) ou numa reflexao
deslizante (centro nao pertence ao eixo de reflexao), ambas perpendiculares em relacao ao

eixo da reflexao dada.

Podemos observar que, num padrao com simetrias de rotacao de ordem 2, as reflexdes e as
reflexdes deslizantes a existirem, terao os seus eixos de reflexao posicionados

perpendicularmente uns com os outros.

Usando os padroes pg, pm e cm (padroes com reflexoes e reflexdes deslizantes), iremos
“adicionar” rotacées de MV e estudar o que resulta da composicao desta simetria com as ja

existentes em cada um dos padroes.

Das composicoes estudadas que envolvam as rotacdes de MV, podemos verificar que os
centros de rotacao se poderao posicionar sobre os eixos de reflexao (deslizante) ou fora
destes, mas fora destes significa mais precisamente que se posicionam a meia distancia entre

dois eixos de reflexao (deslizante).

Comecemos por analisar o padrao pm com centros de rotacao de MV posicionados sobre o

eixo de reflexao.

Se os centros de rotacao se posicionam sobre os eixos de reflexao entao o resultado da
composicao destas duas simetrias € uma reflexdo, que passa pelo centro de rotacdao e com

eixo perpendicular a simetria ja existente.

Na figura seguinte podemos observar que a rotacdao de MV com centro em K é transladada
por multiplos das translacdes T; e T,. Por sua vez, esta rotacdo por composicdo com T, e T,

- \ A . T T . =
gera novos centros de rotacdao a distancia '2—1| e '2—2|, todos sobre os eixos de reflexao.

Finalmente a composicao de rotacao de MV com uma reflexdo M origina novas reflexdes

perpendiculares as ja existentes e que também passam pelos centros de rotacao.

bnl o4l
111

Figura 37: “Esqueleto” de um padrao pm com centros de MV sobre os eixos de reflexao.
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Fica assim encontrado um padrdao que além de simetrias de rotacdao de ordem 2 possui
também simetrias de reflexao, com eixos perpendiculares e paralelos ao eixo de translacao

principal. Este padrao designa-se por p2mm ou pmm na sua designacao abreviada.

hld

AN AN
NIRIVARNIR IV

AN AT

NIRIVaRNER IV

ZAN
N ¢
D C

Figura 38: Exemplo de padrao do tipo pmm.

O paralelogramo seguinte corresponde a célula primitiva do padrao e o dominio fundamental

corresponde a regido rosa.

3

Figura 39: Célula de um padréo do tipo pmm.

Neste tipo de padrao temos no conjunto de simetrias translacdes, rotacées de ordem 2 e
reflexdes. No conjunto de geradores podemos ter duas translacdes e duas reflexdes (eixos m e

m’).

Analisemos agora o padrao pm com centros de rotacao de MV posicionados fora do eixo de

reflexao.

Se os centros de rotacao se posicionam fora dos eixos de reflexdo entao o resultado da

composicao destas duas simetrias € uma reflexao deslizante, com eixo perpendicular ao eixo
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de reflexao e que passa pelo centro de rotacao e o vetor deslizante tem comprimento igual

ao dobro da distancia do centro de rotacao ao eixo de reflexao.

T,

- B _.._‘.___._
K

- —»>0-{-0--1-0---0-

- o -lo--lo-

--0--0-4-0-1-0--l0-

Figura 40: “Esqueleto” de um padrao pm com centros de MV fora dos eixos de reflexao.

Fica encontrado um padrao que possui simetrias de rotacao de ordem 2, simetrias de reflexao
e simetrias de reflexao deslizante, com eixos perpendiculares e paralelos ao eixo de

translacao principal, respetivamente. Este padrao designa-se por p2mg ou pmg.

A ad b oada b
I Z N PN
A b ada b a b
N N A PN

Figura 41: Exemplo de padrao do tipo pmg.

O paralelogramo seguinte corresponde a célula primitiva do padrao e o dominio fundamental

corresponde a regiao rosa.

[ ]

m

Figura 42: Célula de um padréo do tipo pmg.
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Neste tipo de padrao temos no conjunto de simetrias translacdes, rotacées de ordem 2,
reflexoes e reflexdes deslizantes. No conjunto de geradores podemos ter duas translacoes,

uma rotacao de MV (centro em () e uma reflexao (eixo m).

Analisemos agora o padrao pg com rotacoes de MV sobre os eixos.

Sabemos que a composicao de um centro de rotacao de MV com uma reflexao deslizante,
quando o centro de rotacao se encontra sobre o eixo de reflexdao ¢ uma reflexao. Portanto os
eixos de reflexao ficariam posicionados da forma como vemos ilustrada na figura seguinte, ou

seja outra representacao de padrao do tipo pmg.

-ot1-@---@g---0 -

Figura 43: “Esqueleto” de um padrao pg com centros de MV sobre os eixos de reflexao.

Vejamos agora a possibilidade dos centros de MV se posicionarem fora dos eixos de reflexao

deslizante num padrao pg.

Como ja sabemos, a composicdo de uma reflexdo deslizante com uma rotacdao de MV cujo
centro ndo pertence ao eixo de reflexao é uma reflexao deslizante perpendicular a reflexao

deslizante dada, com vetor deslizante T, = %
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Figura 44:“Esqueleto” de um padrao pg com centros de MV fora dos eixos de reflexao.

Desta forma, obtemos um padrao do tipo p2gg ou na sua designacao abreviada pgg que

podemos ver exemplificado na figura seguinte:

ANV
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Figura 45: Exemplo de padrao do tipo pgg.

O paralelogramo seguinte corresponde a célula primitiva do padrao e o dominio fundamental

corresponde a regido rosa.

Figura 46: Célula de um padrao do tipo pgg.
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Neste tipo de padrao o conjunto de simetrias possui translacoes, rotacdes de ordem 2 e
reflexoes deslizantes. No conjunto de geradores podemos ter duas translacdes, uma rotacao

de MV (centro em C) e uma reflexao deslizante (4B).

Finalmente, vejamos como podemos combinar centros de rotacao de MV com o padrao do

tipo cm.

Bt BEF SRR
|
|

B S B A i o

Figura 47: “Esqueleto” de um padrao cm com centros de MV sobre os eixos de reflexao.

Obtemos assim um padrao do tipo cmm ilustrado na figura seguinte:

UV O JdY

Figura 48: Exemplo de padrao do tipo cmm.

O paralelogramo seguinte corresponde a célula primitiva do padrao e o dominio fundamental

corresponde a regido rosa.
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Figura 49: Célula do padrao do tipo cmm.

Este tipo de padrao possui como conjunto de simetrias, translacdes, meias-voltas, reflexdes e
reflexdes deslizantes. Quanto ao conjunto de geradores podemos ter duas translacées e duas

reflexdes (eixos m e m’).

Os restantes padroes com simetrias de rotacao de ordem 3, 4 e 6 sao apresentados sem uma
explicacdo detalhada indicando-se, além de um exemplo para cada tipo de padrao, o seu

conjunto de simetrias, o conjunto de geradores e o dominio fundamental.
2.6.6.3. Rotacdo de ordem 4

Sao trés os possiveis padroes de ordem 4: p4, p4m e p4g.
Padrao p4

0 padrao do tipo p4 tem como caracteristicas o facto de possuir no seu conjunto de simetrias
translacoes e rotacdes de ordem 2 e 4. Como conjunto de geradores podemos ter duas

translacoes e uma rotacao (ordem 4 e centro em C).
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Figura 50: Exemplo de padrao do tipo p4.

Na figura seguinte podemos visualizar a célula deste tipo de padrdao. A regido rosa
corresponde ao dominio fundamental e os centros de rotacdo de ordem assinalados nos

circulos negros, e os centros de rotacao de ordem 4 assinalados nos quadrados negros.

[ | & H

P
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.

Figura 51: Célula do padrao p4.

Padrao p4m

Este tipo de padrdao tem rotacées de ordem 2 e de ordem 4. Tem também quatro eixos de
reflexao inclinados entre si de 45°, de modo que estes quatro eixos de reflexao passem
através de cada centro de rotacao da ordem de 4 e também reflexdes deslizantes que passam
através dos centros de rotacdao de ordem 2, com os eixos a 45 ° em relacdo aos eixos de
reflexdao. Portanto os padrdes do tipo p4m tém no seu conjunto de simetrias, translacoes,
rotacées de ordem 2 e 4, reflexdes e reflexdes deslizantes. Como conjunto de geradores
podem ter duas translacdes, uma rotacao (ordem 4 e centro em C) e uma reflexao (eixo m). A

figura seguinte ilustra um padrao do tipo p4m:
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Figura 52: Exemplo de padrao do tipo p4m.

Vejamos com mais detalhe uma célula do exemplo anterior:
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Figura 53: Célula do padréao p4m.

Nesta célula a regidao rosa corresponde ao dominio fundamental. O padrdao p4m é muito

comum e é facil de reconhecer por causa de sua rede quadrada.
Padrao p4g

Este tipo de padrao contém reflexdes e rotacdes de ordens 2 e 4. Possui também reflexdes
perpendiculares que passam por cada rotacao da ordem 2. No entanto, através dos centros de
rotacao de ordem 4 nao passa qualquer eixo de reflexao. Tem quatro direcoes de reflexoes

deslizantes. Na figura seguinte podemos visualizar um padrao do tipo p4g:

N XTAAAATPAANS
DT O R O
ONRNNIAGONNTAY
I TAIATAIAS

Figura 54: Exemplo de padrao do tipo p4g.

Este padrao tem no seu conjunto de simetrias, translacdes, rotacoes de ordem 2 (circulos
negros) € 4 (quadrados negros), reflexoes e reflexdes deslizantes. No conjunto de geradores
podemos ter duas translacoes, uma rotacao (ordem 4 e centro em () e uma reflexao (eixo m).

Na célula seguinte a regiao rosa corresponde ao dominio fundamental.
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Figura 55: Célula do padréo p4g.
2.6.6.4. Rotacao de ordem 3
Os padroes planos possiveis de ordem 3 sao: p3, p31m e p3ml.
Padrao p3

0 padréo do tipo p3 tem como caracteristicas o facto de possuir no seu conjunto de simetrias,
translacoes e rotacdes de ordem 3 (triangulos negros). Como conjunto de geradores podemos

ter duas translacdes e uma rotacao (ordem 3 e centro em C).

< < <
qad gqd gd
<5 < <
ad qd gd
<> < <>

qd qd qd
Figura 56: Exemplo de padrao do tipo p3.

Na figura seguinte podemos visualizar a célula deste tipo de padrdo. A regidao rosa

corresponde ao dominio fundamental

-

C
/1

Figura 57: Célula do padrao p3.
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Padrdo p31m

Este padrao contém reflexdes que fazem entre si um angulo de 60°, rotacoes de ordem 3
e reflexdes deslizantes. Os centros de rotacao posicionam-se sobre os eixos de reflexao e

fora destes. Estas simetrias compdéem o conjunto de simetrias deste padrao.

/| ‘] - -
N N N N
RAPNRAPN A/
-l ‘] ‘]
N N N
XQGOQQGOQQ@OQ'i

Figura 58: Exemplo de padrao do tipo p31m.

No conjunto de geradores deste padrao podemos ter duas translacées, uma rotacao de ordem

3 (centro em C) e uma reflexao (eixo m), como podemos visualizar na figura seguinte:

Figura 59:Célula do padrao p31m.

0 dominio fundamental corresponde a regiao assinalada na cor rosa.

Padrao p3m1

O grupo de simetrias deste padrdao é semelhante ao anterior ja que contém reflexdes que

fazem entre si um angulo de 60°, rotacdes de ordem 3 e reflexdes deslizantes, mas os centros
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de rotacao posicionam-se sobre os eixos de reflexao. Estas simetrias compdem o conjunto de

simetrias do padrao p3ml1.

Figura 60: Exemplo de padrao do tipo p3m1.

Na figura seguinte podemos visualizar uma célula deste padrao. A regido rosa corresponde ao

dominio fundamental.

Figura 61: Célula do padrao p3m1.

No conjunto de geradores deste padrao podemos ter duas translacées, uma rotacao de ordem

3 (centro em C) e uma reflexao (eixo m).
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2.6.6.5. Rotacao de ordem 6

Existem apenas dois padroes do plano que possuem rotacoes de ordem 6, o padrao p6 e o

padrao pé6m.
Padrao p6

O padrao p6 é um padrao que no seu conjunto de simetrias possui apenas translacoes e
rotacoes de ordem 2, 3 e 6. Na figura seguinte podemos visualizar um exemplo de padrao

AN AN AN
S Ay dyT dy
R>QP ?QP R>QV
ADQdDQADQ
o Ap Ap A
5= Ay Ay dy
RANC AT A

Figura 62: Exemplo de padrao do tipo p6.

No conjunto de geradores deste padrao podemos ter duas translacées e uma rotacao de

ordem 3 (centro em C), como podemos visualizar na figura seguinte. O dominio fundamental

-
v
o

Figura 63: Célula do padréo p6.

corresponde a regiao rosa:
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Padrdo p6m

O padrao p6m possui rotacoes de ordem 2, 3 e 6, reflexoes e reflexdes deslizantes. Os eixos
de reflexao passam por todos os centros de rotacao. Nos centros de rotacao de ordem seis
passam seis eixos de reflexao que fazem entre si um angulo de 30°. Estas simetrias compoem

o conjunto de simetrias deste padrao.
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Figura 64: Exemplo de padrao do tipo p6m.

Na figura seguinte podemos visualizar a célula do padrao anterior, onde a regido rosa
corresponde ao dominio fundamental. Ao conjunto de geradores pertencem duas translacoes,

uma reflexao (eixo m) e uma rotacao de ordem 6 (centro C).
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Figura 65: Célula do padrao p6m.
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2.6.7.Fluxograma para a classificacao de padrées do plano.

A ideia da criacao de um fluxograma que facilitasse a classificacao de padrdes foi introduzida
por Dorothy Washburn and Donald Crowe e que serviria inicialmente como ferramenta em

Antropologia Cultural. O fluxograma seguinte € uma recriacdo do fluxograma original [5].

Sim

Existe uma reflexao
deslizante num eixo
que nao seja de

Existe uma reflexao?

reflexao?

Existe uma
reflexao ~

deslizante?

Estdo todos os centros
Nenhuma SimAde rotacdo em eixos de
reflexao?
Existem Nao
. reflexdes em
Sim duas direcoes?

Existe uma
reflexao?

Qual é a
rotacao de

deslizante?

Existem reflexoes
cujos eixos de
intersectam a 45°?

Estao todos os centros
de rotacao em eixos de
reflexao?

Existe uma
reflexao?
N&o p6

Figura 66:Fluxograma para a classificacao de padrées planos.
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