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Resumo

A anélise de dados funcionais tem ganhado destaque nas tltimas décadas como uma abor-
dagem poderosa para lidar com dados que podem ser representados por funcoes conti-
nuas, como o movimento ao longo do tempo. Este trabalho apresenta uma revisao das
técnicas estatisticas para a analise de dados funcionais e consequente aplicacao a dados
do momento de for¢a do tornozelo direito e esquerdo, obtidos durante o caminhar, em
mulheres com e sem artrite reumatoide. Adicionalmente, foi desenvolvido um classifica-
dor de artrite reumatoide com um modelo de regressao logistica funcional.

Espera-se que os resultados contribuam para o uso de métodos estatisticos funcionais na
biomecéanica.

Palavras-chave

Analise de dados funcionais, artrite reumatoide, bases de funcoes, suavizacao, estatisticas
funcionais, modelo linear funcional.
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Abstract

Functional data analysis has gained prominence in recent decades as a powerful approach
to dealing with data that can be represented by continuous functions, such as movement
over time. This work presents a review of statistical techniques for the analysis of func-
tional data and consequent application to force moment data of the right and left ankle,
obtained during walking, in women with and without rheumatoid arthritis. Additionally,
arheumatoid arthritis classifier with a functional logistic regression model was developed.
It is expected that the results will contribute to the use of functional statistical methods in
biomechanics.

Keywords

Functional data analysis, rheumatoid arthritis, basis functions, smoothing, functional sta-
tistics, functional linear model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao do tema

A anilise de dados funcionais (functional data analysis, FDA) foi popularizada no inicio
dos anos 2000 por J. O. Ramsay e B. W. Silverman [10]. A FDA consiste em técnicas e
métodos avancados de estatistica, cujos dados a serem analisados sao ou podem ser trans-
formados em curvas. Os conceitos elementares ou mais avancados de estatistica sao, em
geral, adaptados a anélise de curvas. Conceitos ou técnicas usuais como média, variancia,
correlacdo, analise de componentes principais, regressao (métodos dos minimos quadra-
dos penalizados ou nao penalizados, minimos quadrados parciais, etc.) tém, na FDA, um
analogo para curvas. As curvas sao geralmente estimadas ou interpoladas recorrendo-se a
bases de funcoes (Fourier, B-spline, wavelets, etc.). Naturalmente, a FDA atingiu um grau
de maturidade que permitiu que esta tenha sido aplicada frequentemente em medicina,
ciéncias, economia e engenharia.

Este trabalho tem como primeiro proposito apresentar os conceitos elementares de esta-
tistica para dados funcionais, tais como, média, covariancia, variancia, intervalo de con-
fianca para uma média, teste t e modelos lineares funcionais. Estes modelos serao abor-
dados no capitulo 6. Nos capitulos 2, 3, e 4 serao abordados os conceitos que permitem a
abordagem estatistica referida a dados funcionais. No capitulo 5 sera abordado o alinha-
mento de curvas, cuja utilizacao podera ser facultativa na FDA, mas podera ter um grande
impacto nas suas aplicagoes.

Um segundo proposito deste trabalho consistiu em aplicar os conceitos estatisticos refe-
ridos a dados do momento de forca ou torqueﬂ dos tornozelos direito e esquerdo, obtidos
durante o caminhar, com o objetivo de discriminar dois grupos de mulheres. Um grupo foi
constituido por mulheres diagnosticadas com artrite reumatoide e o outro foi constituido
por mulheres saudaveis, que serviu de controlo. Estes dados foram gentilmente cedidos
pelos Professores Joao Abrantes e Pedro Aleixo da Universidade Lus6fona de Humanida-
des e Tecnologias, Portugal.

Saliente-se que a artrite € um conjunto de condi¢oes inflamatorias que afetam as articu-
lacGes, resultando em dor, rigidez e limitacdo de movimentos. A artrite afeta milhGes de
pessoas em todo o mundo, impactando diretamente na qualidade de vida. Existem varios
tipos de artrite, mas, neste trabalho, focAmos a atencdo numa consequéncia da artrite do
tipo reumatoide em mulheres.

'Efeito de rotacdo de uma forga num corpo, em torno de um ponto ou eixo.



1.2 Problema a investigar

O problema de investigacao que orienta este trabalho é: em que medida as técnicas de
FDA podem auxiliar na distin¢ao entre mulheres com e sem artrite reumatoide?

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Aplicar técnicas de FDA para distinguir mulheres com e sem artrite reumatoide, através
da anélise do momento de forca articular dos tornozelos direito e esquerdo durante o ca-
minhar.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Ampliar as aplicacées da FDA no campo da biomecanica;

2. Explorar e adaptar métodos estatisticos da FDA para o tratamento de dados refe-
rentes a0 momento de forca durante o caminhar;

3. Desenvolver um método que permita discriminar mulheres com artrite reumatoide
daquelas sem a doenca.

1.4 Fundamentacao do estudo

Com as ferramentas da FDA, espera-se facilitar o diagnostico de artrite reumatoide por
especialistas.

A FDA oferece um conjunto de ferramentas estatisticas avancadas para tratar dados que
apresentam natureza funcional, como os dados do momento de for¢ca de um movimento.
Utilizando essas técnicas, € possivel capturar as variacoes do momento de forca que po-
derao distinguir os individuos com artrite reumatoide daqueles sem esta condicao.

1.5 Amostra

A amostra foi composta por 36 mulheres pos-menopausicas. Destas, 18 apresentavam
diagnostico de artrite reumatoide e foram recrutadas no Instituto Portugués de Reuma-
tologia, em Lisboa, enquanto as outras 18, sem historico da doenca, foram selecionadas
na comunidade como grupo de controlo. Informacdes detalhadas sobre as caracteristi-
cas demograficas, bem como sobre o histérico médico e reprodutivo das participantes,
encontram-se descritas em [1].
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1.6 Avaliaciao biomecanica do caminhar

Para avaliar os parametros biomecanicos do caminhar, foi realizada uma analise tridimen-
sional utilizando o sistema Vicon Motion Capture MX (Vicon Motion Systems, Oxford,
UK), sincronizado com uma plataforma de forca (AMTI, modelo BP400600). O sistema,
calibrado segundo as especificacoes técnicas da Vicon, registou dados cinematicos a 200
Hz e forcas de reacdo do solo a 1000 Hz. O modelo Plug-in Gait Full-Body foi aplicado
para determinar a posicao de 39 marcadores refletivos colocados em pontos anatémicos
especificos, permitindo modelar os segmentos da perna e do pé e calcular o centro arti-
cular do tornozelo. Foram recolhidos dados antropométricos (altura, massa corporal e
diametros segmentares) para a construcao do modelo. As participantes caminharam des-
calcas, a sua velocidade natural, ao longo de uma passadeira de 7 metros com a plataforma
de forca embutida. Foram recolhidos sete ensaios validos por pé, sendo considerados ape-
nas os ensaios em que o pé assentava completamente na plataforma. Para evitar fadiga,
as participantes descansavam 2 minutos apoés cada 20 ensaios. A analise concentrou-se
na fase de apoio do caminhar (plano sagital), desde o contacto inicial do calcanhar até a
saida dos dedos. Varios parametros foram avaliados, destacando-se o momento de forca
(Nm/kg), utilizado no presente estudo. Mais detalhes metodolégicos podem ser encon-
trados em [{1].

1.7 Dados utilizados no estudo

Os dados consistiram no momento de forca articular dos tornozelos direito e esquerdo
das participantes dos dois grupos. O momento de forca de cada mulher foi previamente
normalizado pelo respetivo peso, sendo a unidade considerada o Newton-metro por qui-
lograma (Nm/kg). Para cada participante, foram registados seis ensaios por tornozelo,
a partir dos quais se determinou a média funcional do momento de forca. Antes do cal-
culo das médias, os dados dos seis ensaios foram transformados em curvas com fungoes
B-spline, aplicando-se suavizacao pelo método dos minimos quadrados penalizados com
um parametro reduzido (definido por validagao cruzada generalizada), de modo a elimi-
nar ruidos ou erros de observacao. Todas as analises foram realizadas a partir destas
médias funcionais. Convém frisar que também foram disponibilizados dados relativos ao
angulo articular do tornozelo (em graus). Contudo, estes nao foram utilizados neste tra-
balho, devido a elevada correlacdo com os dados do momento de forca. Optou-se pela
analise do momento de forca, por se considerar que este parametro possui maior poder
de discriminacao entre individuos com e sem artrite reumatoide.

1.8 Analise estatistica

A revisao da literatura foi fundamental para fundamentar a escolha das ferramentas es-
tatisticas e computacionais aplicadas no ambito da FDA. A interpretacao dos resultados
centrar-se-a nos padroes encontrados nos dados funcionais, destacando as diferencas en-
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tre mulheres com e sem artrite reumatoide. Toda a analise estatistica foi efetuada no
software R (versao 4.4.2), com recurso aos pacotes fda [13], (versao 6.2.0) e refund [6],
(versao 0.1-37). Os codigos correspondentes encontram-se nos Apéndices.

1.9 Estrutura deste trabalho

Este trabalho divide-se em seis capitulos.

No primeiro capitulo, apresentamos a contextualizagdo do tema, os objetivos, a funda-
mentacao, a metodologia e a estrutura da dissertacao. O proposito deste capitulo é forne-
cer uma visao geral do trabalho, situando o leitor quanto ao contetido que sera desenvol-
vido ao longo do estudo.

O segundo capitulo introduz a matéria-prima fundamental que utilizamos para a realiza-
¢ao da andlise estatistica: os dados do tipo funcional. Neste capitulo, abordamos sobre o
que sao os dados funcionais, como obté-los e como trata-los, para poderem ser chamados
dados funcionais. Neste capitulo também discutimos as bases de fung¢des que utilizaimos
para transformar os dados discretos em dados funcionais.

Apo6s conhecer as bases de fungdes, necessitamos que esses dados discretos sejam trans-
formados em curvas continuas suaves, de modo a garantir que as curvas resultantes te-
nham derivadas de varias ordens. Este assunto é abordado no capitulo trés, onde se dis-
cute a suavizacao pelo método dos minimos quadrados e método dos minimos quadrados
penalizados.

No capitulo 4, apresentamos uma panoplia de estatisticas elementares funcionais. O capi-
tulo também discute brevemente os teoremas que fundamentam a consisténcia da funcao
média e da covariancia amostral, e a confiabilidade dos intervalos de confianca.

No Capitulo 5, discutimos o alinhamento, uma ferramenta essencial para ajustar diferen-
cas de fase e periodo entre as curvas.

O capitulo final detalha o modelo linear funcional empregado para discriminar os grupos
de artrite e controlo. Concluimos este capitulo com a aplicacao do modelo a dados reais,
focando especificamente no momento de forca dos tornozelos direito e esquerdo.

Apbs a bibliografia, encontram-se os apéndices. O apéndice [A| aborda de uma forma su-
cinta o espaco onde podem ser realizadas as inferéncias estatisticas, isto é, um espaco de
Hilbert, especificamente o espaco L?. Os demais apéndices contém os c6digos R utilizados
nesta pesquisa.



Capitulo 2

Bases de Funcoes

2.1 Notacoes

Primeiramente vamos considerar certas notacoes, que utilizaremos a partir deste capitulo.
Iremos representar por letras mintsculas, por exemplo, x, um escalar ou uma funcao z(t)
e a negrito, x, um vetor, sendo z; os seus elementos, e X’ serd a versao transposta do vetor
X.

As matrizes serdo representadas por letras maitsculas a negrito, por exemplo, X. Se con-
siderarmos a matriz M, a sua transposta é M’ e o traco da matriz M é ¢trM. Em certas
ocasides, utilizamos também letras gregas, que representam as mesmas caracteristicas
das letras usuais. Em relacdo as derivadas, adotamos a notacio D"z ou z(") para a m-
enésima derivada de .

Para os vetores x = (z1, 22, ..., 2,), €Y = (Y1, Y2, ---, Yn ), 0 produto interno é denotado por
(x,y). Sera também obtido o operador tensorial ®, que se aplica da seguinte forma: dados
X € R"™ ey € R" (vetores coluna), o produto tensorial, x ® y, é uma matriz m x n dada
por:

XQy=Xxy (2.1)

2.2 Dados funcionais

Na FDA, o foco de estudo sao os dados que podem ser representados em forma de fun-
¢ao continua em certo dominio, como por exemplo tempo, espaco, frequéncia, peso, etc.
Os dados funcionais resultantes podem ser curvas, superficies ou mesmo hipersuperfi-
cies. Embora os dados nao sejam mais do que observagoes discretas sobre cada unidade
estatistica (individuo), estes podem ser ajustados por uma funcao. Obtém-se assim uma
unica informacao para essa unidade estatistica, como se fosse um tinico dado, uma Gnica
observacao, na estatistica tradicional.

Na pratica, os dados funcionais sao geralmente observados e registados discretamente
como n pares (tj, y;), e wy; € uma observacio de xz(¢;), com
j=123,..,net € [ab]. O resultado destes pontos observados é uma tnica funcao
x. As amostras de dados na FDA normalmente sao colec6es de dados funcionais z;, com
i =1,2,3,...,n. Afuncao observada z; é formada por n; pares (t;;,vi;),j = 1, ..., n;.

Neste contexto, acredita-se que existe uma funcao z, suave (ver capitulo 3), que repre-
senta os dados observados y, cujos valores sao iguais em cada ¢ observado. Isto é o que
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interessa para a FDA. Assim, o conjunto seguinte,
{z;(t) : t € [a,b],i =1,2,3,...,n}, (2.2)

€ um conjunto de curvas, onde as fungoes z;(t) existem em qualquer ponto ¢, mas so-
mente foram observadas num nimero finito de pontos discretos t; ;. O conjunto (g.2) é
um conjunto de curvas.

Vamos considerar, a partir daqui, uma tinica curva de z nas nossas abordagens. E comum
que erros ocorram durante a obtencao dos dados y, 0 que pode comprometer a suavizacao
da funcdo. Esse tipo de erro é chamado de erro observacional . Assim, a relagdo entre x
e y pode ser expressa como

Y; =; +€j5. (23)

Uma das tarefas é representar os dados como funcoes suaves e tentar filtrar estes erros.
Na forma matricial, pode ser representada por,

y=Xx(t) +e, (2.4)

onde y, X e e sdo vetores coluna com n linhas e x(t) sdo os valores de 2 em ¢.

Segundo Dias e Souza [5], a suavizacao é importante para dados funcionais, porque, nor-
malmente na FDA, interessa também analisar as suas derivadas. Uma das técnicas para
obter uma funcao x suave é escrever = em combinacao linear dos elemento de uma base de
funcoes, utilizando as observacoes discretas efetuadas. Isso garante que a funcao = possa
ser derivavel um certo nimero de vezes.

2.3 Representaciao de uma funcao por uma base de funcoes

Vimos anteriormente que os dados funcionais sao recolhidos discretamente. No entanto,
na FDA s3o tratados como objetos de dimensao infinita. Para que se possa realizar as in-
feréncias estatisticas, estes dados tém de ser tratados em certos espacos funcionais, nor-
malmente o espaco de Hilbert L2. De acordo com Kokoszka e Reimherr [10], os dados
funcionais, tipicamente uma coleco de funcoes z,, € L? definidas num intervalo comum,
sdo vistos como objetos de dimensdo infinita. E depois comum projetar essas funcoes
em subespacos de dimensao finita para facilitar os calculos estatisticos. Uma abordagem
sucinta ao espaco L? encontra-se no apéndice [A. O espaco de Hilbert permite que uma
funcdo possa ser escrita como combinacdo linear dos elementos em uma base ortonor-
mada. Observe-se que o intervalo comum referido é usualmente um intervalo [a, b], com
a e b finitos, ja que, os dados discretos observados entdo num intervalo deste tipo.

Definicao 2.3.1. Seja A o conjunto de indices arbitrarios. Dizemos que {¢;,i € A} é um
sistema ortonormado se
1 sei=3

(ei, e5) = ) .
0 sei#j.



Definicao 2.3.2. Um espaco de Hilbert, H, é um espaco separavel, se existe um sistema
ortonormado numeravel {e1, es, €3, ...}, tal que, para qualquer € H admite a expansao

0
r = E ;€4
7

onde a série converge em norma, isto é,

T = nh_)rrolo Z a;€;.
Diz-se que o sistema ortonormado {¢;} é completo em H quando
span{e;} = H.

Um sistema ortonormado completo num espaco de Hilbert separavel é chamado de base
ortonormada.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Parseval). Suponha que H é um espaco de Hilbert sepa-
ravel e {e; : j = 1,2,...} um sistema ortonormado completo. Entdo, para qualquer
r e H,

o
E x,ej)e
J=1

oo
2= " | (z,e5)
j=1

Uma funcao x pode ser representada por uma combinagio linear de elementos de uma
base de funcoes. Uma base de fungdes € um conjunto de funcées conhecidas, ¢, inde-
pendentes, que tém propriedades que permitam aproximar uma funcdo com um grande
numero K de funcoes dessa base de funcoes através de uma soma ponderada ou combina-
cdo linear. De acordo com Ramsay e Silverman [11], a forma de representar uma funcao
x em termos de K funcées ¢, de uma base de funcoes, é dada por,

K
Z cror(t) (2.5)

k=1

onde zx(t) é a fungdo estimada obtida, a partir dos dados observados, y, pelos elemen-
tos da base de funcgdes, e ¢, sdo os coeficientes. A interpolagio ou representacdo exata é
quando K = n; neste caso, x(t;) = y;, para cada j. A suavizacao dos dados y; depende
da escolha de K. Nao existe um método para se encontrar o nimero K. A sua escolha
depende das caracteristicas dos dados.

A escolha de base de fun¢des também é importante, em particular, se for necessario o
calculo de derivadas. Uma base de funcGes pode servir para representar uma funcao, mas
nao necessariamente a sua derivada.

Existem véarios tipos de bases de fun¢des conhecidas, por exemplo, a base da série de Fou-
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rier, B-spline, mon6mios, exponenciais, wavelets, etc. Nao existe uma base de funcoes
universal adequada para todos as funcoes. Ao se escolher uma base, tem de se verificar
se a sua estrutura combina com a func¢fo a estimar. Isso ajuda muito para que se consiga
uma aproximacgao satisfatoria com o menor nimero K de fungdes da base de fungdes.
De acordo com Ramsay e Silverman [11], as func¢des que desejamos modelar tendem a en-
quadrarem-se em duas principais categorias: periodicas e nao periodicas. Para as funcoes
periodicas a série de Fourier é a melhor escolha, enquanto a base de fungoes spline é mais
para as fungoes nao periodicas.

2.3.1 Funcao spline

As fungoes spline formam uma base de fun¢ées muitas vezes utilizadas para suavizar as
curvas na FDA. E usual utilizarem-se polinémios para se aproximar uma curva em deter-
minado intervalo. Assim, partindo de um intervalo I = [a, b], onde a curva esté definida, e
considerando-se i parti¢des do intervalo I da forma I; = [x;, z;11], podemos aproximar a
curva por um polinémio, p;, em cada intervalo /;. Assim, resultam as funcoes polinomiais
por partes, s(.), usualmente independentes entre si, e define-se a funcao spline, que une
esses polinomios por partes, da forma seguinte:

m—1 k
S(t) = Z Oéiti + Z 5l(t — l‘i)m_l, (2.6)
=0 =1

onde ay, ..., 1 € B, ..., Bx S80 nimeros reais, {1,¢,...,t" 1, (t—x)™ L, ., (t—x)" 1}
¢ a base de funcoes polinomiais e x1, ..., x; sao 0s nos interiores. Observe-se que a expres-
sdo (2.6) é uma combinacio linear de m + k polinémios. O conjunto de funcdes spline
de ordem m e nds interiores em 1, ..., x; € chamado de espaco spline e é denotado por
Sm(x1,...,z). Resumindo, a func¢do spline é determinada pela ordem do polinémio em
cada intervalo e os nds.

2.3.2 Funcao B-spline

O termo ”"B-spline” é uma abreviatura de "basis spline”. B-spline é uma extensao da fun-
¢ao spline e forma uma base no espaco spline. Assim, como é um spline, os B-spline sdo
formados por partes de polinomios que ligam um certo nimero de noés entre eles. Assim,
verifica-se que um B-spline de ordem m é uma juncao de m pedacos de funcoes polino-
miais de ordem m — 1, continua e derivavel nos m — 1 nos.

Tomando-se num intervalo I = [a,b] uma particio de k + 1 intervalos da forma
[to, t1], ..., [tk, tk+1], onde t1, ..., t; A0 nds interiores, para o B-spline o nimero de nos deve
ser k + 2m, ou seja, adicionam-se mais m — 1 n6s em cada extremidade com valores arbi-
trarios ou, usualmente, iguais aos valores dos nos das extremidades. A seguinte expressao
iterativa, conhecida por algoritmo de Boor [2], define o i-ésimo B-spline de ordem m para
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uma sequéncia de nos ¢;:

t—1;

o ti—i—m —t
tivm—1— 1t

Bim(1) Bim-1(t) + Bitim—1(t).

tivm — tit

Tomando-se para primeiro elemento da iteracdo, B; 1, a funcao dada por:

1, set; <t <t
B@l(t): ) 7 1+1,

0, caso contrario,

o processo de célculo torna-se mais eficiente.

(2.7)

(2.8)

Considerando-se o B-spline de ordem m com k noés interiores, podemos aproximar uma

funcao z, num dado intervalo I, da seguinte forma:

K=m+k

.%'K(t)z Z CiBi7m(t).
=1

(2.9)

Como exemplo, na figura b.1 estdo representadas 10 funcdes B-spline de ordem 4 (ctibicas)

no intervalo [0, 1], com nos igualmente espacados, sendo 6 nds interiores (ver codigo R

no apéndice [d).

08 08 10
1 1

Fungdes Bspline

04

Figura 2.1: Dez func¢Ges B-spline de grau 3 (ordem 4) no intervalo [0, 1].

2.3.3 Séries de Fourier

Uma das bases de funcoes mais conhecidas é a que propicia a bem conhecidas série de

Fourier. A base de Fourier é mais utilizada para aproximar fung¢oes periddicas, onde o
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valor da funcdo no inicio e fim do intervalo é o mesmo. A sua forma é,

o0
x(t) = co + ¢1 sinwt + g coswt + ¢3 sin 2wt + ¢4 cos 2wt + ... = Z cjpi(t), (2.10)
j=0

com ¢o(t) = 1,01(t) = sinwt, pa(t) = coswt, p3(t) = sin2wt, p4(t) = cos2wt, e assim
sucessivamente. O w esta relacionado ao periodo 7' da seguinte forma:

_27T

T (2.11)

w

A primeira funcdo na base de Fourier é a funcao constante, e depois segue com as fun-
coes seno e cosseno de periodo igual a duracao do intervalo. Os argumentos dos senos
e cossenos estao multiplicados por niimeros naturais, implicando que as sucessivas fun-
coes seno e cosseno apresentem periodo decrescente ou, equivalentemente, de frequéncia
crescente.

Para a aproximacdo de uma funcao pela base de Fourier, composta por senos e cossenos,
o numero de parcelas a considerar em () sera K = 1 + 2m, onde m corresponde ao
numero de pares harmoénicos seno-cosseno a incluir.

Na figura p.2 estdo representadas as cinco primeiras funcées da base de Fourier (ver co-
digo R no apéndice ().

15

10

05
1

0.0

05

-1.0

-1.5

00 02 04 06 08 10

Figura 2.2: Cinco primeiras funcoes base de Fourier no intervalo [0,1] (2 senos, 2 cossenos e a constante).

2.4 Derivadas

Frequentemente, na FDA as derivadas jogam um papel importante, pois existem muitas
aplicacOes onde interessa estudar alteragdes ou variaces, como no exemplo classico do
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crescimento de criancas [12].

No caso particular do crescimento de criancas, este é a taxa de alteracao da altura no
instante de tempo ¢, ou seja, a velocidade, isto é, a primeira derivada da altura. Também
pode ter interesse considerar-se a taxa de alteracao da velocidade, ou seja, a aceleracao,
que é a segunda derivada.

Na aproximacao de uma func¢io = por uma base de funcoes {¢;}, a derivada de ordem m
da aproximacao z x de x é dada por:

K
x%’) (t) = Z ckqbgn) (t). (2.12)
k=1

Convém salientar que a validade e utilidade da expressao anterior depende da escolha da
base de funcGes. No caso da base de Fourier, a expressao anterior é sempre valida, ja que
os elementos da base sdo infinitamente diferenciaveis. Mas, para uma base B-spline de
ordem m o segundo membro da expressio (2.12) ser4 nulo a partir da derivada de ordem
m + 1. Deste modo, em aplicacoes, a ordem da base B-spline devera exceder em, pelo
menos, duas unidades a ordem da derivada que se pretender considerar.
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Capitulo 3
Suavizacao

3.1 Suavizacao pelo método dos minimos quadrados

A suavizacao pode ocorrer naturalmente quando se utiliza um grande nimero K de ele-
mentos de uma base de funcdes de modo a que a funcao aproximada resultante coincida
em cada um dos pontos dos dados observados. No entanto, se os dados apresentarem um
ruido suficientemente grande ou erros de observacao, a utilizacao de um niimero grande,
K, de elementos da base de func¢des originard uma aproximac¢ao muito ondulada, isto €,
a aproximacao da funcao alvo apresentar-se-a sobrestimada.

Segundo Kokoszka e Reimherr [10], uma abordagem simples para a suavizacao é utilizar
um K relativamente pequeno em (2.5). Uma desvantagem desta abordagem é que as
funcoes suaves resultantes sdo sempre combinacoes lineares das K funcoes da base de
fungdes considerada, o que restringe a sua forma.

Para evitar este problema, a suavizacao penalizada utiliza um grande nimero de elemen-
tos da base de fung¢des, podendo-se usar mais elementos da base do que o nimero de
pontos, t;, para os quais foram obtidas as observacoes, e depois suavizam-se as curvas
com base em critérios que sao adequados para o problema em causa. Os coeficientes em
(B.5) podem ser estimados pelo bem conhecido método dos minimos quadrado da regres-
sdo linear, adaptado para dados funcionais. Neste caso, a soma de quadrados a minimizar
em relacdo aos coeficientes (de regressao), ¢, € dada por:

n K
SQM ="y, — > cxdr(ty))*. (3.1
=1 k=1

Ou, matricialmente, pode escrever-se da forma:
SQM = (y — @¢)'(y — @¢) =|| y — @c ||, (3-2)

onde ® ¢ a matriz de ordem n x K, relativa aos elementos ¢ (¢;) da base de funcoes, ey e
¢, representam os vetores de dados observados e coeficientes a estimar, respetivamente.
O ntmero de parcelas K pode ser igual ou maior do que o niimero de pontos t;.

3.2 Suavizacao pelo método dos minimos quadrados pena-

lizados

Se ao método dos minimos quadrados for adicionado um fator de penalizacao, por exem-
plo, na curvatura da curva a estimar, podemos encontrar uma estimativa mais suave.
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Em geral, tomando-se o operador diferencial linear L, ou combinacao linear de m deriva-
das de z,

L(z)(t) = ap(t)a(t) + ay () Da(t) + .. + am(t) D™ x(t). (3.3)

Por exemplo, L pode ser a segunda derivada, isto é, L(z)(t) = D?x(t). Podemos estimar
a curva z, equivalentemente, estimar os coeficientes c;, minimizando, em relagao a esses
coeficientes, a soma dos quadrados penalizado, que é definida por:

n

b
SQUP, (1, ex) = S (w5 — 1c(t)? + A / (L (i) (02, (3.4)

J=1

Ou, fazendo-se zx (t) = ¢¢'(t) = ¢(t)c/, a expressdo anterior fica da forma:

n

b
SQMP)(c1,.ocxc) = 3 _[y; — 6(t)€]? + Ae { / L(b’(t)qu(t)dt] ¢, (3.5)

Jj=1

sendo A > 0 o parametro de penalizacao. Se A\ = 0, o método dos minimos quadrados pe-
nalizado reduz-se ao método dos minimos quadrados (nao penalizado). Isto é, a expressao
(B.4) reduz-se a (B.1)).

E usual a penalizacio ser aplicada a curvatura da funcio a estimar, isto é, penaliza-se o
quadrado da segunda derivada de x em relacao a ¢, ou, mais concretamente, penaliza-se
a funcao:

PENy(z) = / [D%(t)) dt, (3.6)
I
onde I = [a, b], é 0 intervalo relativo aos dados observados.

Se houver como objetivo analisar o comportamento até a segunda derivada da funcéo a
estimar, também comum na FDA, a penalizacao sera efetuada na quarta derivada, isto &,
sera penalizada a funcao:

2
PEN4(z) = / [D*z(t)]” dt. (3.7)
I
Em geral, quando se pretende analisar m derivadas da fun¢ao x a estimar, deve-se pena-
lizar a m + 2 derivada, isto é, penaliza-se a func¢ao:

PEN pso(z) = / [D™+22(1)]” dt. (3.8)
I
Consequentemente, segundo a especificacao de se analisar m derivadas da funcao x a es-
timar, a expressao (84) toma a forma:

n

SQMP,(c1,.cocx) = 3 lyj — d(t)€? + A / (D™ 20(t)] dt. (3.9)

i=1 !
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Uma das principais dificuldades consiste em encontrar-se o parametro de penalizacao
A, que equilibre entre a subestimacao e o excesso de suavizacdo. A maioria das vezes a
validacdo cruzada generalizada é o método mais aplicado na determinac¢ao do parametro
M. Este assunto est4a abordado na seccao seguinte.

3.3 A escolha do parametro \

Existem dois tipos de método na determinacao do parametro de penalizacao A\. Um pri-
meiro tipo consiste, simplesmente, em escolher-se o parametro de forma livre, isto é, tes-
tam-se individualmente varios valores para o parametro até se encontrar um que dé um
bom ajuste. Obviamente, é um método muito subjetivo. Porém, é muito utilizado, em
particular, quando se pretende ajustar uma tnica curva com grande dispersao dos dados.
O segundo tipo é mais automatizado e objetivo, e consiste em utilizar-se algum método de
reamostragem. Frequentemente, o método de reamostragem mais recomendado na FDA
¢ a validacao cruzada generalizada (general cross-validation, GCV).

De acordo com Ramsay e Silverman [11], a GCV é uma forma modificada de validacao cru-
zada (cross-validation, CV) com o objetivo de se determinar o parametro de penalizacao,
tendo sido desenvolvida em 1978 por Craven e Wahba [4/] . Verifica-se que este método é
computacionalmente mais eficiente do que a vulgar validacao cruzada.

O critério define-se por:

aovo = (=) () (3.10)

onde df () sdo os graus de liberdade do ajuste definido pelo parametro \ e que satisfaz a
relagao:

df (\) = trH(), (3.11)

sendo H(\) a matriz chapéu associada ao método dos minimos quadrados, que é uma
matriz quadrada simétrica de ordem n, que satisfaz a igualdade

x =H(\)y, (3.12)

onde X e y sdo os vetores (z(t1),...,z(t,)) e os correspondentes dados observados
(y1,--.,Yn), respetivamente.

De acordo com Dias e Souza [5], ndao se deve confiar cegamente num método automa-
tico para a escolha de \. Podem surgir certos problemas como, por exemplo, quando ha
necessidade de ser analisada a derivada, o nivel de suavizacdo obtido automaticamente
pode gerar derivadas complicadas, isto é, que se afastam das verdadeiras derivadas. Os
autores sugerem que se comece por encontrar o valor que minimize GCV ()), e depois
tentar experimentar outros valores proximos para visualizar qual o comportamento da

suavizacao.
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Como exemplo de aplicacao do método dos minimos quadrados penalizados, onde o pa-
rametro A foi escolhido por GCV (nao se tomou o valor minimo, mas um relativamente
proéximo; ver codigo R no apéndice [D)) e a penalizacio foi efetuada na derivada de ordem
4, consideramos as curvas relativas ao momento de forca articular do tornozelo direito
de dois grupos de mulheres: 18 mulheres diagnosticadas com artrite reumatoide (grupo

artritico); 18 mulheres consideradas saudaveis (grupo controlo).
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Figura 3.1: Curvas do momento de forc¢a dos grupos artritico (A) e controlo (B).
As curvas foram obtidas com 197 fun¢oes B-spline de ordem 6 e foi considerado um para-

metro de penalizacio muito pequeno (A = 10~15) sobre a derivada de ordem 4 (ver codigo

R no apéndice [B).
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Capitulo 4

Estatistica de Dados Funcionais

Neste capitulo, assumimos uma amostra aleatoria constituida por n curvas, X1, Xo, ..., X,
que foram convertidas em objetos funcionais. Cada curva pode ser vista como uma rea-
lizacdo de uma funcio aleatéria X em L? com a mesma distribui¢io de cada X;. Isto é,
suporemos o seguinte:

Suposicao 4.0.1. As funcoes X1, Xo, ..., X,, sdo independentes e identicamente distri-
buidas em L?, e tém a mesma distribuicdo que X, que é assumida como quadrado inte-
gravel em algum intervalo [T, T3).

4.1 Meédia e variancia amostral

A estatistica para os dados funcionais é obtida de modo similar ao caso de dados univari-
ados. A média para uma amostra de n dados funcionais é definida por:

) = X(0) = -3 Xilh). (4.1
=1

Observe-se a figura 4.1 (ver c6digo R no apéndice [H), onde estio representadas as médias
do momento de forca articular do tornozelo direito dos dois grupos: artritico e controlo.

1.0

—— Grupo controlo
== Grupo artritico

0.6

Valor médio
04
1

0.2

0.0

Tempo

Figura 4.1: Médias funcionais do momento de forca de cada grupo.

E notoério um momento de forca médio progressivamente maior no grupo controlo até pro-
ximo de 0,55 segundos. Depois desse instante, a média do momento de forca do grupo
artritico foi maior, porque os individuos do grupo controlo terminaram, em média, o mo-

vimento mais rapidamente.
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Novamente, como exemplo, estdo representas nas figuras 4.2 e 4.4 as superficies das va-

riancias-covariancias para os grupos artritico e controlo, respetivamente (ver codigo R

A funcao variancia amostral corrigida é dada por

N

1 n
var(t) =

=1 > IXa(t) -

=1

e a funcao desvio padrao é a raiz quadrada da func¢ao varidncia amostral corrigida

4.2 Covariancia e correlacao

féormula:

Blt,5) = —= S {Xu(0) ~ AOHXs) -
=1

A~

(s)}-

(4.3)
Quanto a funcao correlacdo amostral, esta é dada por

c(t
corr(t,s) = &(t:s)

: (4.4)
var(t)var(s) 44

no apéndice [H). Observa-se uma maior variacio do momento de forca do grupo artritico

na primeira e segunda parte do movimento. No grupo controlo a variacao é maior na

artritico.

epugUeh
guenc
op EOUE

eio o0 WM

Figura 4.2: Superficie das variancias-covariancias do momento de forca entre os individuos do grupo

segunda parte do movimento, devido ao facto de os individuos deste grupo terminarem

o movimento em tempos diferentes. Isto também acontece, e é mais notério, no grupo

artritico (lado esquerdo) e respetivas curvas de nivel (lado direito).

(4.2)

A funcao covariancia amostral é calculada para todos os pontos ¢ e s através da seguinte



Figura 4.3: Superficie das varidncias-covariancias do momento de forga entre os individuos do grupo
controlo (lado esquerdo) e respetivas curvas de nivel (lado direito).

4.3 Consisténcia da funcao média e covariancia amostral

A seguir, vamos compreender as propriedades que garantem a consisténcia das funcoes
média e covariancia amostrais. Em procedimentos inferenciais, frequentemente tratamos
as curvas x; como realizacoes de uma funcao aleatéria X, para a qual definimos as funcoes
média, p(t), e covariancia, c(t,s), por

u(t) = E[X (1)) (4.5)

c(t,s) = E[(X(t) — u(t))(X(s) — pu(s))]- (4.6)

As funcoes amostrais /i e ¢ sdo vistas como estimadores dos parametros populacionais
e ¢, respetivamente. Defina-se também a covaridncia tensorial e o operador covariancia,
respetivamente, da seguinte maneira:

C=E[(X —p) (X —pu) (4.7)

C() = E[{(X — p), ) (X — p)] (4.8)
Lemma 4.3.1. Se X1, X, € L? sdo independentes e EX, = 0, entdo E[(X1,X5)] = 0.
Teorema 4.3.2. Se a suposicio 0.1 for valida, entdo Eji = pe E||ji — p||= O(n™1).

Este teorema afirma que /i ¢ um estimador ndo enviesado e L?-consistente de x. Em par-
ticular, a L2-consisténcia de p implica que é consistente em probabilidade: || — u| .

Demonstracgdo. Para cada n, em quase todos os pontos t € [T1,T3], EX,(t) = u(t), entdo
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resulta de imediato Eji = 1 em L2. Pelo lema [4.3.1, tem-se, sucessivamente,
n
Elp—ul = n> B{(X:— p), (X; — )]
i,j=1

n

= 072 BIX; - ul?
1=1
n

= n7' Y EIX - pl?
=1

O]

Os teoremas e 4.3.4, a seguir, sdo importantes para a demonstracio do teorema
l4.3.5. As demonstracdes destes dois teoremas podem ser encontradas em [1d]. O teorema
l4.3.9 estabelece a consisténcia do operador covariincia amostral.

Teorema 4.3.3. Se E|| X||*< oo, (EX = 0) e a suposicdo é valida, entao,

E|C|5< Bl X"

Observe-se que ||-||s representa a norma de Hilbert-Schmidt, que é definida por:
|All2= >,/ llAes]|?, onde A é um operador limitado, tal que, A : H — H, com H um
espaco de Hilbert, e {¢; : i € I} € uma base ortonormada de H.

Teorema 4.3.4. Sejam x,y € H. Entao

X @Yllron= (Y, )*s.
Teorema 4.3.5. Se E| X||*< oo, EX = 0 e a suposicdo é vdlida, entéo,
E|IC - Clls< N7'E|IX "

Demonstracdo. Pelo teoremal4.3.4,

E|C = Cll3= E|IC — Cliygn= 12> Y B(Xi® Xi = €, X; & X; — C)uon
i=1 j=1

Desde que as amostras sejam independentes e identicamente distribuidas, todos as par-
celas cruzadas no somatoério sao nulas. Deste modo, o segundo membro da igualdade
anterior reduz-se, sucessivamente, a

n
n?Y B(Xi®Xi—C,X;® X; — C)pou =
=1
= n'BX®X-C,X®X - Cusgn
= n H(BIX|'-ClF)

BlX|*

IN
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4.4 Intervalo de confianca para uma média

Para um estudo inferencial, é til encontrar as distribuicoes, muitas vezes assintoticas,
dos estimadores. Para o espaco L? temos, para quase todos ¢, que /i(t) é assintoticamente
normal com média y(t) e variAncia n~!c(¢,t). Temos a seguinte variante do Teorema do
Limite Central, cuja demonstracao pode ser encontrada em [1Q].

Teorema 4.4.1. Seja X1, ..., X,, uma sequéncia de elementos num espaco de Hilbert,
H, independentes e identicamente distribuidos com E||X;|*< oo, parai = 1,2,...,n.
Entao,

V(i - p) -5 n(0,0),

em H,onde C = E[(X1 — u) ® (X1 — u)]. Se, além disso, E|| X ||*< oo, entdo

V(€ - ) - n(0,T),

emS,ondel’ = E[[(X1—p)® X1 —p) - Cl@[(X1i —p) @ (X1 —p) - Clle S®S.
Da propriedade anterior resulta um intervalo de confianca para p(¢):

[ﬂ(t) — 21_agan PVE(t ), () + 21— gjon \/M} (4.9)

onde z;_, /5 € 0 quantil 1 — /2 da distribui¢do normal padrao. De outro modo, para cada
t, tem-se que

P (y at) — u(t) |< zl_a/Qn—l/%/a(t,t)) ~1-a (4.10)

Existem outras abordagens para se obter um intervalo de confian¢a para uma média fun-
cional, em particular, que nao dependam de uma distribuicao de probabilidade. Em [10]
é sugerido que, por exemplo, um intervalo de confianca para uma média funcional seja
obtido usando-se o método de reamostragem bootstrap.

4.5 Testet

Uma forma simples e pratica para se obter um teste de hipoteses para a comparacao de
duas médias funcionais a partir de amostras independentes, consiste em aproveitar-se o
bem conhecido teste de permutacao (ou de aleatorizacdao ou de reamostragem) univari-
ado, que designaremos simplesmente por teste t. Este teste € uma abordagem nao para-
métrica, isto é, nao requer qualquer condicao acerca da distribuicao nas populacoes, e é
especialmente atil quando os tamanhos amostrais nao sao grandes.
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Para este teste t considere-se a estatistica:

T(t) _ ‘ﬂl (t) — [LZ (t)| , (4.11)

VEvarlXa (6] + Svar(Xa(0)

ny

onde n; e ny sao os tamanhos amostrais. Esta estatistica fornece uma nocao da separa-
cao relativa dos dois grupos de funcoes. Para um teste de hipotese formal, precisamos de
uma estatistica para testar e um valor de probabilidade indicando o resultado do teste.
Observe-se que a estatistica de teste que aqui utilizaremos é o valor maximo do teste t
multivariado, isto é, é o maximo de 7'(¢). Para encontrarmos um valor critico da estatis-
tica 7'(t), usaremos, como referido anteriormente, um niimero suficientemente grande de
permutacoes aleatorias das curvas de duas amostras e recalcula-se para cada permutacao
o novo valor maximo de 7'(¢). Consegue-se assim obter a distribuic@o exata sob a hipdtese
nula, que consiste na igualdade das duas médias funcionais: ;1 (t) = pa(t).

Como exemplo de aplicacao, recorreremos novamente aos dados funcionais do momento
de forca articular do tornozelo direito dos dois grupos de mulheres: grupo artritico e grupo
controlo.

Na figura .4 encontra-se representado o resultado do teste t para a igualdade das médias
do momento de forca das duas populagdes em estudo. Foram consideradas 200 permu-
tacoes aleatorias entre os dois grupos (ver cddigo R no apéndice [B).

A figura }4.1 sugere um momento de forca médio menor no grupo artritico até ao instante
0,55 segundos. O teste t encontrou, para o nivel de significancia a 5%, diferencas esta-
tisticamente significativas entre as médias pontuais do momento de forca no intervalo
[0,14; 0,50] segundos, aproximadamente, sendo menores as médias do momento de forca
no grupo artritico. Nos intervalos [0,23; 0,27] e [0,36; 0,45] segundos, aproximadamente, as
diferencas absolutas maximas entre as médias foram estatisticamente significativas (va-
lor de prova igual a 0,04), para o nivel de significancia de 5%, onde o quantil da diferenca
absoluta méaxima, dada pela estatistica 7(¢), foi, aproximadamente, igual a 2,995.

No intervalo [0,66; 0,80] segundos, aproximadamente, foram encontradas também, para o
nivel de significancia a 5%, diferencas estatisticamente significativas entre as médias do
momento de forca articular dos dois grupos. Mas, neste caso, as médias observadas foram
maiores no grupo artritico, o que é natural que tal tenha acontecido, devido ao facto de os
individuos do grupo controlo terminarem, em média, o movimento mais rapidamente.
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Resultado do Teste

Estatistica t

— Estatistica observada
== valor critico (pontual) a 0.05
— — valor critico maximo a 0.05

T T I
0.0 02 04 0.6 08 1.0

Tempo

Figura 4.4: Resultado do teste de permutacoes para as médias multivariadas do momento de forca dos dois
grupos. Foram consideradas 200 permutacoes aleatoérias entre os dois grupos.

23



24



Capitulo 5
Alinhamento

Na analise de dados funcionais, a variabilidade num conjunto de curvas pode provir prin-
cipalmente de duas fontes. A primeira € a variacao de amplitude, que se refere as dife-
rencas na forma ou magnitude das curvas. A segunda é a variacao de fase, que se refere
as diferencas no tempo ou alinhamento de caracteristicas nas curvas. As curvas podem
apresentar a mesma forma, mas poderao estar desfasadas. Isto ¢, maximos, minimos ou
até pontos de inflexdo das curvas ocorrerem em tempos distintos. Segundo Bates et al.,
citado por Page et al. [8], essa variabilidade pode contribuir para o efeito de cancelamento
estatistico associado a agregacao dos dados. As principais caracteristicas de cada padrao
individual podem entao ser ocultadas quando padroes médios sao obtidos. A variacao da
fase faz com que esses padrdes niao possam ser comparados num dado momento porque
nao apresentam a mesma forma. Por isso, para poderem ser comparados, a escala do
tempo tem de ser distorcer ou transformada através do alinhamentoll das curvas.

Na maioria dos casos, os dados funcionais costumam apresentar diferencas de fase e/ou
de amplitude, como no exemplo, ja classico, na FDA de curvas relativas do crescimento de
criancgas [13, Secgao 8.1]. As criancas tendem a crescer em ritmos diferentes. Se compa-
rarmos essas curvas de crescimento sem alinhamento, a média pode nao representar bem
os padroes reais. Algo similar acontece com as curvas que provém dos dados do momento
de forca, que usamos no presente trabalho. Por observacio das figuras B.1-A e .1-B cons-
tata-se que todas as curvas do momento de forca tendem a ter padroes similares; tém um
minimo no inicio do movimento e um maximo préximo do final do movimento. No en-
tanto, a fase do movimento nos individuos artriticos (figura A) é notoriamente diferente
da fase do movimento dos controlos (figura B), onde se observa, tendencialmente, uma
maior duracao desse movimento, além de uma maior variacao da duracao.

O alinhamento de curvas é, genericamente, um método que consiste em sincronizar as
curvas de forma a reduzir a variabilidade de fase, mas mantendo a forma e a amplitude
das curvas. Em particular, o alinhamento fornece uma padronizacao local como funcao
do tempo. Essa padronizagio transforma um conjunto de curvas num novo conjunto de
curvas que variam apenas em termos da amplitude. Portanto, os eventos principais, tais
como maximos, minimos ou pontos de inflexdo, ocorrem ao mesmo tempo para todas as
curvas transformadas e as caracteristicas individuais de interesse permanecem idénticas.
Existem trés formas para o alinhamento das curvas: padronizacao linear do tempo (deslo-
camento do tempo), alinhamento por pontos de referéncia (utiliza, por exemplo, maximos
ou minimos locais das curvas) e alinhamento continuo (utiliza toda a informacao con-
tida nas curvas). Observe-se, no entanto, que apés a padronizacao linear as diferencas

'Na literatura em inglés é usual utilizar-se a palavra registration. Escolhemos utilizar a palavra alinha-
mento porque, pareceu-nos, da uma melhor ideia do que esta em causa.
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de tempo locais podem permanecer, isto é, a variacao de fase pode nao alterar. Conse-
quentemente, podera ser necessario adicionalmente um procedimento nao linear como o

alinhamento por pontos de referéncia ou continuo.

5.1 Padronizacao Linear do Tempo

O caso mais simples de alinhamento consiste na padronizacao linear do tempo, que nao
€ mais do que o deslocamento das curvas ao longo do eixo temporal. Ou seja, se os dados
das curvas z; foram obtidos em diferentes intervalos de tempo, por exemplo, [0,T;], é
desejavel deslocar-se o tempo com o auxilio de uma constante nao negativa, J;, de modo
a que o tempo maximo, 7', seja comum as novas curvas alinhadas. Isto é, cada constante
nao negativa ¢; devera ser escolhida de modo que, para cada curva z;, [0,7;] C [0,7] e as
novas curvas alinhadas, =}, sao dadas por:

$;k (t) =x; (t + 51) (51)

Como exemplo de aplicacao do alinhamento pelo deslocamento do tempo, os graficos da
figura .1 correspondem as curvas do momento de forca articular do tornozelo direito das
mulheres artriticas e saudaveis, onde o tempo foi deslocado para o valor maximo obser-
vado entre todos os individuos da amostra, que foi de 0,950 segundos (ver cédigo R no
apéndice [{). Por comparacio com os graficos A e B da figura R.1, é visivel que as curvas
mantém a forma (inclusive, a escala do momento de forca é a mesma), mas agora todas as
curvas terminam no mesmo instante de tempo. Observe-se, no entanto, que, em qualquer
dos graficos das novas curvas alinhadas pelo tempo, estas ainda nao estao na mesma fase.
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Figura 5.1: Curvas do momento de forca dos grupos artritico (A) e controlo (B) no intervalo [0; 0,950]
segundos.

5.2 Alinhamento por Pontos de Referéncia Utilizando Fun-

cao de Distorcao Temporal

Em muitas aplicacOes reais, como no momento de forca articular do tornozelo, podem
ocorrer variacoes no instante em que determinados eventos se manifestam, ainda que
todos os dados tenham sido registados no mesmo intervalo temporal. Se essas variacoes
forem desconsideradas, medidas estatisticas como a média e a variancia poderao deixar
de refletir adequadamente as caracteristicas dos dados funcionais.

A distorcao temporal € uma técnica usada na FDA para corrigir variacoes de fase quando
as curvas tém formas semelhantes, mas ocorrem em momentos diferentes. Esta técnica
permitira alinhar as curvas de modo que os eventos importantes, como maximos e mini-
mos, coincidam no tempo. A ideia consiste em admitir que existe, para cada curva z;(t),
uma funcgdo, h;(t), que distorca o tempo de modo que as mudancas de fase fiquem alinha-
das, isto é, sincronizadas.

Assim, dado um conjunto de n curvas, x;(t), i = 1,2,...,n, o alinhamento destas curvas
corresponde a um novo conjunto de curvas, z}(t), i = 1,2, ..., n, tais que,

zi(t) = x; (hi(t)),

de modo a reduzir-se as variacoes de fase entre as curvas, onde h;(t) é a func¢ao de dis-
torcao temporal a estimar para a curva x;(¢). As novas curvas, que depois pretenderemos
analisar, sao dadas por:
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onde h; ' é a fungdo inversa de h;, que satisfaz a propriedade: h~[h(t)] = t.

Segundo Ramsay e Silverman [12], a funcao de distorcao temporal deve ser estritamente
crescente, pois nao é admissivel que o tempo volte para tras. A fun¢ao de distorcao tem-
poral também deve ser suave de modo a permitir o calculo de derivadas até, pelo menos,
a ordem de interesse na aplicacao das curvas que se desejam alinhar. Quando as curvas
forem observadas num intervalo de tempo comum, [0, 7], ou previamente alinhadas no
mesmo intervalo de tempo, como descrito na secco k.1, a funco de distorcio temporal
tem ainda de satisfazer as condig¢oes: ~(0) = 0 e h(T') = T. Para além destas duas con-
dicOes, sera necessario primeiro escolherem-se, manualmente, os pontos de referéncia,
como maximos, minimos ou outras caracteristicas relevantes das curvas. Sao todos esses
pontos que irdo permitir estimar por um método de interpolagio cada funcao h;(t), para
uma dada curva z;(t).

Para ilustrarmos a ideia subjacente a estimacao de uma funcao de distorcao temporal, su-
ponhamos que as curvas a alinhar somente tinham uma tnica caracteristica de interesse.
Por exemplo, se, para cadai = 1,...,n, t; é o instante de tempo que torna a curva x;(¢;)
maxima, entao interessa alinhar as curvas tendo em conta esses maximos de modo que
hi(t;) = ty, paratodoi = 1,2,...,n,ondet, = 13" ¢,  Assim, para cada curva x;, te-
mos os pontos (0, 0), (¢;,t,,) e (T,T) e existe uma Unica parabola h;(t) que passa por esses
trés pontos. Consequentemente, a curva alinhada, =}, é definida por x}(t) = z;(h; (1)),
parat € [0, 7.

5.3 Alinhamento Continuo

Enquanto o alinhamento por pontos de referéncia baseia-se em informacoes locais das
curvas, o alinhamento continuo utiliza toda a informacao contida nas curvas para estimar
a funcao de distorcao temporal, sendo assim um procedimento mais refinado. Segundo
Ramsay e Silverman [12], o alinhamento por pontos de referéncia é mais tedioso, em par-
ticular numa amostra grande, e pode nao alinhar corretamente alguma caracteristica das
curvas. Embora o alinhamento continuo seja computacionalmente bem mais intensivo
que o alinhamento por pontos de referéncia, nao necessita qualquer informacao inicial
acerca das caracteristicas das curvas a alinhar. O alinhamento continuo consiste num
algoritmo complexo que comeca por encontrar as caracteristicas relevantes das curvas a
alinhar. Utiliza, inclusive, as derivadas das curvas a alinhar para detetar, por exemplo,
maximos, minimos ou pontos de inflexdao. De seguida estima a funcao de distorcao, em
particular a sua inversa, para cada curva por um método de interpolacao, como descrito
na seccio f.d.

Como exemplo, aplicAmos o alinhamento continuo as curvas do momento de forca do
tornozelo direito de cada grupo de mulheres, que foram previamente alinhadas para o in-
tervalo [0; 0,950] segundos (ver graficos A e B da figura f.1). O resultado do alinhamento
continuo encontra-se representado nos graficos A e B da figura f.d (o cédigo R encon-
tra-se disponivel no apéndice [F). E visivel uma diminuicio da variacdo de fase apos o
alinhamento continuo, sem que tenha sido alterada a amplitude de cada curva.
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Figura 5.2: Curvas do momento de forc¢a dos grupos artritico (A) e controlo (B) no intervalo [0; 0,950]
segundos apo6s o alinhamento continuo.

Se repetirmos o teste t da seccdo 4.5, mas agora com os dados do momento de forca com
o alinhamento continuo, encontra-se um valor de prova igual a 0,015 para a diferenca ab-
soluta maxima entre as médias dos momentos de for¢a dos dois grupos, a favor do grupo
controlo, sendo o quantil da diferenca absoluta maxima, dada pela estatistica 7'(¢), igual a
2.876. O intervalo [0,29; 0,60] segundos foi onde se obtiveram as diferencas absolutas ma-
ximas estatisticamente significativas, para o nivel de significancia de 5%, entre as médias
do momento de for¢a dos dois grupos. As diferencas pontuais estatisticamente significati-
vas, para o nivel de significancia de 5%, entre as médias do momento de forca situaram-se,
aproximadamente, no intervalo [0,22;0,70] segundos, sendo, obviamente, as médias me-
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nores no grupo artritico. Este teste encontra-se representado na figura .3

Resultado do Teste

Estatistica t

— Estatistica Observada
== valor critico (pontual) a 0.05
— — valor critico méaximo a 0.05

T T T T T I
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Tempo

Figura 5.3: Resultado do teste de permutacGes para as médias multivariadas do momento de forca dos dois
grupos apds o alinhamento continuo. Foram consideradas 200 permutacdes aleatorias entre os dois grupos.

E visivel na figura f.9 que, apés o alinhamento continuo, a média do momento de forca
do grupo artritico € menor que a respetiva média do grupo controlo durante quase todo o
movimento do tornozelo.
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""" Grupo artritico
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Figura 5.4: Médias funcionais do momento de forca de cada grupo ap6s o alinhamento continuo dos dados.
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5.4 Decomposicao da Variancia em Termos da Amplitude

e Fase

Kneip e Ramsay (2008) [g] desenvolveram uma teoria que permite decompor o erro qua-
dratico médio (Mean Square Error, MSE) total de n curvas x; nao alinhadas num inter-
valo comum /,

MSE =nY /1 [25(t) — T (t)]*dt (5.2)

em termos de duas componentes de variacao: aquela que é devida a amplitude, que repre-
sentaremos por MSE,,,,,, € aquela que é devida a fase, que representaremos por MSE .

Kneip e Ramsay mostraram que € valida a decomposicao:
MSEtotal = MSEamp + MSEfasea (53)

se for considerada uma constante, C'g, definida por

n ST [, [Dhi(t) — nt 307 Dhy(t)] [272(t) — =t Y07 a2(t)] dt

Cr=1+ ST T (0 di , (54)
onde
MSEany = Can™' 3 [ [si(t) & ()ae 55
—~J1
MSE a0 = C / (1)t — / 22(t)dt, (5.6)
I I

ez} e ¥ representam as curvas alinhadas e a média das curvas alinhadas, respetivamente,
pelas funcoes de distorcao h;.

Verifica-se que a estrutura da constante C' implica que Cr — 1 esta relacionada com a co-
variancia entre a fun¢do Dh; e o quadrado da curva alinhada z}2. Se as fungdes Dh;(t)
e as funcdes alinhadas ao quadrado, z;?, sdo independentes, entdo a variacdo de fase
capturada por Dh;(t) é independente da variagdo de amplitude capturada por z}2.
Assim, pode afirmar-se, em termos gerais, que MSE . € a parte da varidncia removida
pelo processo de alinhamento e sera ttil considerar-se o coeficiente de determinacao se-
guinte:

s MSEj

= m (5.7)

Este coeficiente da-nos a proporcao de variancia devida a variacao de fase. Observe-se
que, ao contrario do que acontece com o coeficiente de determinacao na regressao linear,
este coeficiente pode ser negativo, ja que, a segunda parcela em k.6 pode exceder a pri-
meira. Isto significa que houve alguma falha durante o processo de alinhamento ou houve
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alinhamento excessivo.

Considerando novamente os dados funcionais do momento de forca dos grupos artritico
e controlo, as percentagens de variancia devidas a fase que resultaram do alinhamento
continuo foram, aproximadamente, 15,6% (MSE,.. ~ 0,00358; MSE,,, ~ 0,01944) e
23,7% (MSE ¢, =~ 0,00339; MSE,;,,, = 0,01090), respetivamente. Destes valores deduz-se
que houve, proporcionalmente, maior variacao devida a amplitude no grupo artritico. Tal
é bem visivel quando se comparam os respetivos graficos das figuras f.1] (sem alinhamento
continuo) e (com alinhamento continuo) dos grupos artritico e controlo. O cédigo R
utilizado nestes calculos encontra-se no apéndice [H.
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Capitulo 6

Modelos Lineares Funcionais

No bem conhecido modelo de regressao linear,
Yi = Bo + Brxi + Baxiz + ...+ Bpxip + €, =1,2,...,n, (6.1)

todas as variaveis, dependente e independentes, e os coeficientes de regressao sao escala-
res. Na FDA existe o analogo ao usual modelo de regressao linear, mas onde pelo menos
uma das variaveis, dependente ou independentes, ¢ uma funcao. Para esses modelos li-
neares funcionais, o analogo aos coeficientes de regressao, 3;, terao de ser definidos apro-
priadamente; tanto podem ser escalares como funcoes. Os modelos lineares funcionais
dividem-se em trés grandes categorias, dependendo se a variavel dependente e/ou as va-
ridveis independentes sao funcoes.

Variavel Dependente Escalar e Independente Funcional: Para este caso o modelo
¢é dado por:

vi = Bo + /Iﬁl(t)$i(t)dt +e,i=1,2,...,n, (6.2)

onde y; é a i-ésima observacao da variavel dependente escalar, x;(¢) é a i-ésima obser-
vacdo funcional da variavel independente funcional, /3, é a constante escalar, 3;(¢) é o
coeficiente de regressao funcional e ¢; € o residuo escalar, que sao estimativas do erro
e com média zero e variincia o2 constante. Observe-se que este modelo pode tornar-se
multiplo, se forem incluidas variaveis independentes escalares ou funcionais. Para duas
ou mais variaveis independentes funcionais, passa-se a ter multiplos coeficientes de re-
gressdo funcionais. Estes coeficientes tém uma interpretacdo analoga aos coeficientes de
regressao dos modelos lineares nao funcionais: variacao da variavel dependente por uni-
dade aumentada da variavel independente, mas agora ao longo do tempo.

Variavel Dependente Funcional e Independentes Escalares: Neste caso pretende-
-se prever uma curva com variaveis independentes escalares. O modelo é dado por:

yi(t) = Bo(t) + Y wikBe(t) + &it), (6.3)
h=1

onde o y;(t) é a i-ésima observacao funcional da variavel dependente funcional, x;; é a
i-ésima observacao da variavel escalar xy, 5;(t) é o i-ésimo coeficiente de regressao funci-
onal, 5y(t) é também funcional e ¢;(¢) é o i-ésimo residuo funcional.

33



Variaveis Dependente e Independente Funcionais: Neste caso pretende-se prever
curvas com curvas. O modelo é dado por:

ui(t) = Bolt) + /I 25()B(s.b)ds + 24(1), 6.4)
onde y;(t) é a i-ésima observacao funcional da variavel independente funcional no tempo
t, x;(s) é a i-ésima observacao funcional da variavel independente funcional no tempo s,
B(s,t) € uma funcao kernel bidimensional, £y (t) é também funcional e ¢;(t) é o i-ésimo
residuo funcional.

No presente trabalho somente focaremos a nossa aten¢ao no modelo em que a variavel de-
pendente é escalar e a independente é funcional, isto é, no modelo [6.2. Para este modelo,
abordaremos como ¢ estimado o coeficiente de regressao funcional, 31, e o seu intervalo
de confianca. Finalizaremos o estudo do modelo .9 adaptando-o ao caso especial em que
a variavel dependente é dicotomica e aplicaremos este modelo aos dados do momento
de forca articular dos tornozelos direito e esquerdo dos grupos de mulheres com e sem
artrite. Os modelos e 6.4 podem ser analisados detalhadamente em [110] ou [3].

6.1 Estimacao de j(?)

A estimacdo do coeficiente de regressdo 3; do modelo .9 é similar aquela que se utiliza nos
modelos nao funcionais, isto €, consiste em utilizar-se o método dos minimos quadrados:

n 2
ﬁ(f%ilr(lt) - {yz — Bo — /151 (t)l‘i(t)dt} (6.5)

No entanto, esta abordagem tem o desafio acrescido de que tanto a variavel independente
como o coeficiente de regressao sao funcionais. Mas, esta abordagem ¢ similar aquela que
foi feita na secciio R.1.

Assim, de acordo com Crainiceanu et al. [3], toma-se a expansao do coeficiente 5; usando-
-se uma base de funcoes ¢4 (s),..., i (s), isto é,

K
Bi(t) = Z Birdr(t) (6.6)
k=1

Segundo Kokoszka e Reimherr [10], K deve ser um ntimero relativamente pequeno. Subs-
tituindo esta expansio dentro do integral no modelo 6.9, obtemos, sucessivamente,

Ely] = ﬁo+/lﬁ1(t)xi(t)dt
K
- kZ{ [ o] s
= G5, (6:7)
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onde C;;, = f] or(t)X;(t)dt, C; = [Ci,...,Cik] e B = (b1, ..., B1x) € o vetor dos coe-
ficientes da expansdo [6.6. Consequentemente, a expressio b.5 fica reduzida em termos
matriciais a

rrgnlly - wWgj%, (6.8)

ondey = (y1,-..,yn) € W é a matriz cujas linhas sio os vetores [1, C;1, ..., Cix].

Devido a dispersao ou, simplesmente, aos erros de observacdo dos dados, o método dos
minimos quadrados podera nao ser a melhor abordagem para a estimacao do coeficiente
de regressdo funcional 3, (¢). A semelhanca da abordagem efetuada na secciio 3.4, inte-
ressa acrescentar um fator de penalizacdo ao critério dos minimos quadrados 6.8 para se
garantir suavidade a estimativa da funcao 5, (¢). Usualmente, como referido também na
seccdo 3.9, costuma-se penalizar a curvatura da funcio a estimar, ou seja, sera adicionado
ao critério dos minimos quadrados uma penalizacdo da forma [,{D?3(t)}?dt. Obtém-se
assim o critério dos minimos quadrados penalizado:

min|ly - Wa||* + A3'D, (6.9)

onde W é a matriz de ordem n x (K + 1), com cada linha i dada por [1, Cj1,...,Ci], B éa
matriz coluna com K + 1 linhas, para incluir a constante /3, e todos os coeficientes de /1,
A > 0 é o parametro de penalizacao e D é a matriz

O1x1 O1xk
0K><1 P

sendo P a matriz quadrada de ordem K com entradas (i,j) iguais a [, D?;(t)D?3;(t)ds e
01« s30 matrizes nulas com 1 linhas e c colunas. O aparecimento da matriz P deve-se ao
facto de se ter, sucessivamente, que

[wrsmpa = [ D*s00s
I

1

- ﬂMD%wD%w%Mt

=ﬁﬂ/D%@mewﬁl
I
= BiPpAL. (6.10)

E usual que a base de funcdes seja com funcdes B-spline, pois, de acordo com Crainiceanu
et al. [3], as funcOes B-spline sao mais flexiveis e numericamente estaveis. Quanto ao
fator de penalizacdo na estimacao do coeficiente funcional, este permite controlar o grau
de suavidade: uma penalizacao maior leva a um coeficiente funcional mais achatado, en-
quanto uma penalizacdo menor permite um coeficiente funcional mais flexivel, mas mais
ondulado. Uma outra vantagem é que, na expresso 6.6, ao contrario do método sem pe-
nalizacdo, permite agora utilizar-se um nimero K maior de elementos da base de funcoes.
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6.2 Intervalo de confianca para j;(¢)

A semelhanca da regressio linear niio funcional, a construcdo de um intervalo de confi-
anca para 3, (t) parte de um seu estimador pontual, 3, (t), e sera necessario conhecer-se
o erro padrao desse estimador para cada ponto ¢, que, em aplicacoes, tera de ser um nu-
mero finito de pontos. Sendo, obviamente, o erro padrao a raiz quadrada da variancia do
estimador, esta varidncia para /3, (¢) é dada por

var{f1(t)} = ®(t)var(3,)®' (1), (6.11)

tendo-se em conta que 3, () = ®(t)3; éaforma matricial da expansio.6. Se assumirmos
que o erro ¢ segue uma distribui¢do normal de média zero e variincia o2 constante, deduz-
-se facilmente que um intervalo de confianca para (;(¢) com probabilidade 1 — « é da
forma:

~ ~

Bi(t) + Z1-g var(p1(t)), (6.12)

onde z;_g € o quantil 1 — § da distribuicdo Normal padréo. Quando se fixa uma base
de funcoes e se estimam todos os coeficientes (3, e todos os coeficientes de ;) com o
método dos minimos quadrados ordinario (isto é, sem penalizacao), var(Bl) em é
determinada a partir da matriz W, a semelhanca do que acontece para o modelo linear
usual, isto é, tem-se que,

var(Br) = 62(W'W)

e, para cada ponto ¢, 52 é a varidncia amostral dos residuos

K

& =yi—Bo— Y Bid(t).
k=1
Com o método dos minimos quadrados penalizado a obtencao do intervalo de confianca
é conceptualmente similar e, novamente, resulta de 6.11, mas o calculo de var(3,) ja é
distinto. Este calculo nao sera aqui discutido, pois vai além dos objetivos do presente
trabalho. Alguns pormenores acerca deste assunto podem ser consultados em [3, seccao
4.3].

6.3 O Modelo de Regressao Logistica Funcional

Nos casos em que a variavel dependente segue uma distribui¢do binomial, de Poisson ou
outra pertencente a familia exponencial, o modelo 6.2 tera de ser adaptado, inserindo-se
esta adaptagdo nos modelos lineares funcionais generalizados, que nao é mais do que a
versao funcional dos modelos lineares generalizados.

No caso particular em que a variavel dependente é dicotémica, o modelo [6.2 ndo é, obvia-
mente, diretamente aplicavel, ja que, nao se pode assumir a linearidade quando a variavel
dependente é categorica. Mas, se definirmos que E[Y;|X;(t) = z;(t) : t € I] = p;, 0 mo-
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delo b.d transforma-se no modelo

o) = fo + /] Br(D)Xi(t)dt + 5. (6.13)

onde g(.) € uma funcao de ligacdo. Existem muitas func¢oes de ligacao para se estabelecer
arelacao entre p; e um modelo linear. Mas, para os objetivos deste trabalho, limitar-nos-
-emos a funcao de ligacao logit:

9(p) = log <1fu> ;

que é a inversa da funcao de distribuicao logistica padrao. Para a funcao de ligacao logit, o
modelo € 0 bem conhecido modelo de regressao logistica, mas agora na sua vertente
funcional. A semelhanca do modelo logistico usual, o coeficiente 3; () em é interpre-
tado, para cada ¢, como o logaritmo da razao de chances (log-odds) e a sua exponencial a
razao de chances (odds ratio).

Neste contexto, o método dos minimos quadrados penalizados nao permite estimar os
coeficientes em [6.19. E necessério recorrer-se ao método da méxima verosimilhanca pe-
nalizada. Detalhes sobre a utilizacao deste método na estimacao dos coeficientes em
podem ser obtidos, por exemplo, em [10, seccao 6.1]. Um intervalo de confianca para
$1(t) tem a mesma forma do intervalo [6.19, mas agora a variancia do estimador de 5 (t)
também requer ser estimada pelo método da maxima verosimilhanca. Detalhes acerca da
construcao deste intervalo de confianca podem ser encontrados em [6] para uma extensao
do modelo .13, que adiciona vari4veis independentes escalares.

O modo como um modelo de regressao logistica usual classifica ou discrimina os indivi-
duos no contexto de um estudo tem assim um analogo na vertente funcional. Veremos
como isto é feito na seccao seguinte para dados funcionais reais.

6.4 Classificador de Artrite

Para os dados funcionais do momento de forca articular dos tornozelos, direito e esquerdo,
dos dois grupos de mulheres (18 mulheres diagnosticadas com artrite reumatoide; 18 mu-
lheres saudaveis, que serviram de controlo) foram obtidos dois modelos logisticos funcio-
nais, um para cada tornozelo, recorrendo-se ao modelo com a funcao de ligacao logit.
Obviamente, a variavel dependente foi a variavel categorica dicotdmica com as categorias
“com artrite” e “controlo”.

Previamente, os dados do momento de forca articular de cada tornozelo foram transfor-
mados em curvas suaves com B-splines, como descrito no final da secciio 3.3, e todas essas
curvas foram alinhadas para o intervalo de tempo [0; 0,950] segundos, como descrito na
seccdo .1, e alinhadas continuamente para se corrigir as variacdes de fase (ver seccio f.9).
Nas figuras b.1 e 6.2 estdo representados os coeficientes de regressao funcionais que resul-
taram da aplicacao do modelo ao momento de forca articular dos tornozelos direito
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e esquerdo, respetivamente (ver c6digo R no apéndice [G)
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Figura 6.1: 3(t) do modelo logistico funcional com o momento de forca articular do tornozelo direito. Para
este modelo a constante, (g, foi estimada em 4,140.
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Figura 6.2: 3(t) do modelo logistico funcional com o momento de forga articular do tornozelo esquerdo.
Para este modelo a constante, 3y, foi estimada em 3,705.

Destes graficos constata-se que, para cada instante de tempo considerado, os coeficientes
de regressao nao foram significativamente diferentes de zero, para o nivel de significancia
de 5%, pois, verifica-se, para cada tornozelo, que a reta horizontal y = 0 encontra-se den-
tro dos limites a 95% do intervalo de confianca para o verdadeiro coeficiente de regressao
funcional. Do teste do racio de verosimilhancas, adaptado para o modelo logistico funcio-
nal, cujos valores de prova foram, aproximadamente, iguais 0,158 e 0,363 para os tornoze-
los direito e esquerdo, respetivamente, obtém-se a mesma conclusio. E previsivel que tal
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tenha acontecido devido ao facto de o nimero de individuos em cada grupo ser reduzido.
Observe-se ainda que a deviance explicada foram, aproximadamente, iguais a 16,5%, para
o tornozelo direito, e 12.7%, para o tornozelo esquerdo. Tenha-se em conta que a deviance
¢ a diferenca entre o logaritmo natural da verosimilhanca do modelo saturado (D; modelo
com as variaveis independentes) e o logaritmo natural da verosimilhanca do modelo nulo
(Dp; modelo sem variaveis independentes). A deviance explicada é definida por:

D
R?=1-—,
Dy

Observe-se este R? toma valores entre 0 e 1, mas ndo tem a mesma interpretacio do coe-
ficiente de determinacao da regressao linear, e somente indica quanto préoximo do ajuste

perfeito, isto é, de 1, estad o modelo logistico obtido.

Embora os coeficientes de regressao para cada tornozelo nao se tenham mostrado signi-
ficativos, como explicado anteriormente, os respetivos modelos logisticos funcionais com
o momento de forca mostraram um bom poder de discriminacao dos individuos, como
se pode constatar da respetiva analise ROC, que se encontram representadas nas figuras
6.3 eb.4. As areas ROC foram, aproximadamente, iguais a 0,790 e 0,781, para os modelos
dos tornozelos direito e esquerdo, respetivamente. Novamente, constata-se que a amos-
tra em cada grupo é pequena, devido ao facto de os intervalos de confianca a 95% para as
verdadeiras areas ROC apresentarem amplitude consideravel.

Com as amostras disponiveis, estimaram-se duas probabilidades de corte para o modelo
do tornozelo direito para o critério:

max(sensibilidade + especificidade).

Mas, para o critério que minimiza a distancia da curva ROC ao vértice (1,1) do quadrado
de area total 1, e sendo este critério o mais utilizado, a sensibilidade e a especificidade
do modelo logistico com o momento de forca articular do tornozelo direito foram 72,2% e
83,3%, respetivamente, para a probabilidade de corte 0,473. Para o modelo logistico com
o momento de forca articular do tornozelo esquerdo, os valores dessas medidas foram
94,4% e 61,1%, respetivamente, para a probabilidade de corte 0,391. Ambos os modelos,
para as probabilidades de corte consideradas, apresentaram a mesma acuracia: aproxi-
madamente 77,8% (ver codigo R para a anilise ROC no apéndice [G).

Assumindo-se que os modelos propostos sao suficientemente bons, o que nao é descabido,
pelo que foi anteriormente exposto, é visivel nos graficos dos coeficientes de regressao do
modelo de cada tornozelo (ver figuras 6.1 e 6.9), que entre, aproximadamente, 0,17 e 0,71
segundos, para o tornozelo direito, e entre, aproximadamente, 0,14 e 0,73 segundos, para
o tornozelo esquerdo, a chance de uma mulher apresentar artrite € menor e fora desses
intervalos a chance de apresentar artrite é maior.
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Figura 6.3: Analise ROC do modelo logistico funcional com o momento de forca articular do tornozelo
direito.

1.0

0.391 (0.611, 0.944)

0.8

0.6

AUC: 0.781 (0.623-0.939)

Sensibilidade

0.4

0.2

T T T
1.0 05 0.0

Especificidade

Figura 6.4: Anéalise ROC do modelo logistico funcional com o momento de forca articular do tornozelo
esquerdo.

No entanto, os classificadores apresentados podem ser melhorados, se forem excluidas
duas observacoes, que sio claramente outliers, como se pode observar nos graficos 6.5 e
6.6 dos residuos estandardizados de Pearson dos modelos logisticos para os tornozelos
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direito e esquerdo. Os residuos estandardizados de Pearson sao definidos por:

Yi — Di

B V(1 —pi)(1 = b;)

onde p; e b; representa a probabilidade predita e a leverage da observacao i, respetiva-

T 1=1,2,...,n,

mente.

Existem outros outliers, dependendo do critério adotado, mas, claramente, as observa-
coes identificadas por “ar18” e “sau8”, que pertencem aos grupos artritico e controlo, res-
petivamente, mostraram-se muito discrepantes e, como mais abaixo veremos, influentes
na estimacao dos modelos logisticos, em particular para o modelo do tornozelo direito,
cujos valores dos residuos estandardizados de Pearson foram aproximadamente iguais a
21,70 e —32.14, respetivamente.
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Figura 6.5: Residuos estandardizados de Pearson do modelo logistico funcional com o momento de forca
articular do tornozelo direito.
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Figura 6.6: Residuos estandardizados de Pearson do modelo logistico funcional com o momento de for¢a
articular do tornozelo esquerdo.

Com a exclusao das duas observacoes referidas, admitindo-se que, eventualmente, pos-
sam ter sido incorretos os valores obtidos para o momento de forca, os novos modelos lo-
gisticos (ver figuras .7 e 6.8) apresentam maior poder de discriminacio de artrite, como
se pode constatar pelos graficos da analise ROC dos dois modelos (ver figuras 6.9 e b.1d).
Para o tornozelo direito a sensibilidade e especificidade passaram a ser 76,5% e 88,2%,
respetivamente, para a probabilidade de corte 0,417 (critério da distancia minima ao vér-
tice (1,1)), enquanto para o tornozelo esquerdo esses valores passaram a ser 70,6% e 88,2%,
respetivamente, para a probabilidade de corte 0,411 (com o mesmo referido critério). As
acuracias destes modelos logisticos para os tornozelos direito e esquerdo foram aproxi-
madamente iguais a 82,4% e 79,4%, respetivamente. Verificou-se ainda que a deviance
explicada aumentou consideravelmente para 43,7% e 31,8% para os modelos relativos aos
tornozelos direito esquerdo, respetivamente.

Observe-se ainda que, com a exclusao dos dois outliers referidos anteriormente, o0 mo-
delo logistico com o momento de forca articular do tornozelo direito apresentou um co-
eficiente de regressao do logit significativamente diferente de zero no intervalo aproxi-
mado [0,327; 0,397] segundos, para o nivel de significincia de 5%. Assim, neste intervalo
a chance de uma mulher ser classificada com artrite foi significativamente menor que a
chance de ser classificada sem artrite. Para o intervalo aproximado [0,174; 0,715] segundos
a conclusao é a mesma, mas a significancia estatistica referida somente foi no intervalo
[0,327;0,397] segundos. Fora do intervalo [0,174; 0,715] segundos, a chance de uma mulher
ser classificada com artrite foi maior do que a chance de ser classificada sem artrite, mas
o coeficiente de regressao do logit nunca se mostrou significativamente diferente de zero
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neste intervalo de tempo, para o nivel de significancia de 5%.

Para o modelo logistico relativo ao tornozelo esquerdo, o coeficiente de regressao do logit
nunca se mostrou significativamente diferente de zero, para o nivel de significancia de
5%. No entanto, embora sem esta significancia, estimou-se uma chance menor de uma
mulher ser classificada com artrite do que ser classificada sem artrite no intervalo apro-
ximado [0,143; 0,736] segundos. Fora deste intervalo, a chance foi maior de uma mulher
ser classificada com artrite do que ser classificada sem artrite.

Estes modelos logisticos, apresentados no presente trabalho, parecem ser uteis para a
classificacao de artrite reumatoide em mulheres p6s-menopéausicas. No entanto, carecem
de validacao com uma amostra maior. Poderia também ter sido util se tivesse sido obtida
a informacao acerca do pé dominante das participantes do estudo.
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Figura 6.7: 5(t) do modelo logistico funcional, com o momento de for¢a articular do tornozelo direito,
obtido com a exclusao dos dois outliers. Para este modelo a constante, /3y, foi estimada em 11,508.
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Figura 6.8: 5(t) do modelo logistico funcional, com o0 momento de forca articular do tornozelo esquerdo,
obtido com a exclusdo dos dois outliers. Para este modelo a constante, 8o, foi estimada em 8,726.
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Figura 6.9: Anéalise ROC do modelo logistico funcional com o momento de forca articular do tornozelo
direito, quando excluidos os dois outliers.
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Figura 6.10: Analise ROC do modelo logistico funcional com o momento de forca articular do tornozelo

esquerdo, quando excluidos os dois outliers.
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Apéndice A

O Espaco de Hilbert >

Frequentemente considera-se que as func¢des aleatoérias sao independentes e partilham a
mesma distribuicao de probabilidade [10]. Para a realizacao de inferéncias estatisticas,
por exemplo, testes de hipdteses e estimativas com medidas de incerteza associadas, de-
vemos considerar as funcoes observadas como elementos de algum espaco. Estas funcoes,
se forem quadrado integraveis, garante-se, em particular, a existéncia do analogo da vari-
ancia e da funcio de covariancia. Usualmente, os dados funcionais sao funcoes x,, em L?
definidas num intervalo comum.

A maioria das ferramentas da FDA utiliza a teoria dos espacos de Hilbert como suporte.
Um espaco de Hilbert é um espacgo vetorial equipado com um produto interno, que induz
uma distancia, implicando que seja um espaco métrico completo. O caso particular de um
espaco de Hilbert que interessa para o presente trabalho é o conhecido espaco L2, que é
o conjunto de todas as fun¢des quadrado integraveis num intervalo I (simplificaremos a
escrita escrevendo L2 no lugar de L?(I)). Assim, para qualquer f € L? tem-se que,

/fQ(t)dt = /{f(t)}th < o0. (A1)
I I

L? constitui um espaco vetorial, isto é, satisfaz a propriedade: se f, g € L?, entdoaf+bg €
L?, para quaisquer niimeros reais a e b, e para o qualquer se define o produto interno,

(f.9) = /I F(Hg(t)dt. (A2)

Se o f e g sdo ortogonais, entdo (f, g) = 0. Este produto interno permite equipar L? com
uma norma, que ¢é definida por,

1= VT = { / f(t)th}é, (A3)

e induz uma distancia entre duas funcdes de L?, que é simplesmente a norma da diferenca
entre as duas: d(f,g) =|f — g, para f,g € L?.
Verifica-se em L? a conhecida desigualdade de Cauchy-Schwarz:

/ f(t)g(t)dt] ~I(7al < 1AMlgl={ [ f?(t)dt}é {/ g2<t>dt};. (Aq)

O espaco L? satisfaz também outras propriedades, como a desigualdade triangular:
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1+ gll< [ £1lllgll- (A.5)

ou a linearidade do produto interno:

(af +bg,h) = a(f,h)+b{(g,h). (A.6)

Sendo as bases de fun¢des importantes na construcdo de dados funcionais, um conjunto
de funcoes {e;, e, e3, ...} € uma base em L2, se qualquer f € L? tem uma tinica expansio

F) = cie;(t). (A7)
Jj=1

Tem-se, portanto, que L? é um espaco de dimensdo infinita. Adicionalmente, a base
{e1,e2,e3,...} ¢ uma base ortonormada, se (ej,e;) = 0, com e; # ejr, e |le;|| = 1. Uma
base ortonormada de L? satisfaz a igualdade de Parseval:

[ o= g1 Zm =S| [ st dt}. (A8)
> 2
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Apéndice B

Calculo da Média das 6 Réplicas

Cddigo R com os pacotes fda e haven (importacio e exportacao de dados) para o calculo
da média das 6 réplicas do momento de forca de cada individuo da amostra.

library(fda)

library(haven)

# Funcdo para guardar por coluna as médias das 6 réplicas de cada individuo
# da amostra

cbind.fill<-function(...){

nm <- 1list(...)

nm<-lapply(nm, as.matrix)

n <- max(sapply(am, nrow))

do.call(cbind, lapply(nm, function (x)

rbind(x, matrix(, n-nrow(x), ncol(x)))))

# Primeiro foram importados para o R os dados do tempo e das 6 réplicas do
# momento de forga de cada um dos individuos a partir de uma base de dados
# SPSS. Por exemplo, a base de dados para o individuo 1 do grupo artritico
# tinha o nome: arOldto.sav

dados=data.frame(ar0ildto[c(1,3,5,7,9,11,13)])

attach(dados)

dados[is.na(dados)] <- 0

knots <- dados$tempo

norder <- 6

nbasis  <- length(knots) + norder - 2

arbasis <- create.bspline.basis(range(knots), nbasis, norder, knots)
Lfdobj <- 4

lambda <- 1le-15 #2e-26

arfdPar <- fdPar(arbasis, Lfdobj, lambda)

arfd <- smooth.basis(as.vector(knots), as.matrix(dados[,2:7]), arfdPar)$fd

# Guardar a média para o primeiro individuo numa base de dados
med_ardto <- data.frame(cbind.fill(mean.fd(arfd)$coefs))
# Para guardar a média dos restantes individuos na mesma base de dados

med_ardto <- data.frame(cbind.fill(med_ardto,mean.fd(arfd)$coefs))
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med_ardto[is.na(med_ardto)] <- 0

# Exportar a base de dados para uma base de dados SPSS

write_sav(med_ardto, "med_mf_saudto.sav")
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Apéndice C

Exemplos de Bases de Funcoes

Cédigo R com o pacote fda para a elaboracio dos graficos das figuras b.1ep.2.

library(fda)

exbsline = create.bspline.basis(c(0,1), 10)
plot(exbsline, xlab="t", ylab="Func¢des Bspline", lwd=2)
exfourier=create.fourier.basis(c(0,1), 5)

plot (exfourier, xlab="t", ylab="Fungdes de Fourier", lwd=2)
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Apéndice D

Estimacao de )\ por GCV

Codigo R com o pacote fda para a procura do parametro A por GCV.

# GCV

library(fda)

lambda=seq(le-30,1e-8,1e-30)

Lfdobj <- 4

gcvli=seq(1l,length(lambda),1)

for (i in 1:length(lambda)) {
arfdPar <- fdPar(arbasis, Lfdobj, lambdal[il)
artofdl <- smooth.basis(as.vector(tempo), as.matrix(dados[,2:7]),

arfdPar) $gcv
gcvl[i]<-mean(artofdl)
}
min(gcvl)
list(cbind(lambda,gcvl))
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Apéndice E

Graficos das Curvas
Cbdigo R com o pacote fda para a elaboracio dos graficos das figuras B.1, 4.1, 4.2 e l4.4.

library(fda)

# 0 ficheiro med_mf_dto continha os dados do tempo e das 36 curvas médias
# do momento de forga articular do tornozelo direito: 18 do grupo

# artritico e 18 do grupo controlo.

dados=data.frame(med_mf_dto)

attach(dados)

dados[is.na(dados)] <- 0

# Criagdo da base B-spline, com 197 fungdes B-spline de ordem 6, e

# suavizagdo pelo método dos minimos quadrados penalizados com parametro

# de penalizagdo igual a 10e-15 sobre a derivada de ordem 4.

knots <- dados$tempo

norder <- 6

nbasis  <- length(knots) + norder - 2

arbasis <- create.bspline.basis(range(knots), nbasis, norder, knots)

Lfdobj <- 4

lambda <- le-15 #2e-26

arfdPar <- fdPar(arbasis, Lfdobj, lambda)

arfd <- smooth.basis(as.vector(knots), as.matrix(dados[,2:19]), arfdPar)$fd
saufd <- smooth.basis(as.vector(knots), as.matrix(dados[,20:37]), arfdPar)$fd

# Graficos das 18 curvas do momento de forga dos grupos artritico e controlo,
# respetivamente.

plot(arfd, xlab="Tempo", ylab="Momento de Forga",lwd=1.5)

plot(saufd, xlab="Tempo", ylab="Momento de Forga", lwd=1.5)

# Grafico das médias do momento de forga dos dois grupos.
oldpar<- par(no.readonly=TRUE)

plot (mean.fd(saufd),lwd=2)
lines(mean.fd(arfd),lty=2,1lwd=2)

par (oldpar)

# Graficos da média, superficie das varidncias-covaridncias e respetivas
# curvas de nivel do momento de forga articular do grupo artritico.
plot (mean.fd(arfd))

arvar=var.fd(arfd)
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arvar_mat = eval.bifd(as.vector(tempo), as.vector(tempo), arvar)
persp(as.vector(tempo), as.vector(tempo), arvar_mat,

theta=25, phi=25, r=3, expand = 0.5,

ticktype="detailed",

xlab="Tempo",

ylab="Tempo",

zlab="Variincia-covaridncia do Momento de Forga")

contour (as.vector(tempo), as.vector(tempo), arvar_mat)

# Graficos da média, superficie das variédncias-covaridncias e respetivas
# curvas de nivel do momento de forga do grupo controlo.

plot (mean.fd(saufd))

sauvar=var.fd(saufd)

sauvar_mat = eval.bifd(as.vector(tempo), as.vector(tempo), sauvar)
persp(as.vector(tempo), as.vector(tempo), sauvar_mat,

theta=25, phi=25, r=3, expand = 0.5,

ticktype="detailed",

xlab="Tempo",

ylab="Tempo",

zlab="Variidncia-covariédncia do Momento de Forga")

contour (as.vector(tempo), as.vector(tempo), sauvar_mat)

Codigo R com o pacote fda para se efetuar o teste t e obtencao do respetivo grafico.

oldpar<- par(no.readonly=TRUE)

tres <- tperm.fd(saufd,arfd,nperm=200,plotres=FALSE)

plot(tres$argvals, tres$Tvals, type = "1", main = "Resultado do Teste",
ylab = "Estatistica t", xlab = "Tempo", bty = "1",lty=1, lwd=2)
lines(tres$argvals, tres$qvals.pts,lty=2, lwd=2,col="blue")
abline(h=tres$qval, lty=5, lwd=2, col="blue")

legend ("bottomright", inset=c(0.05,0.05), c("Estatistica Observada",

"valor critico (pontual) a 0.05", "valor critico maximo a 0.05"),
lty=c(1,2,5), lwd=2,col=c("black","blue","blue"))
par (oldpar)
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Apéndice F

Alinhamentos por Deslocamento e Continuo

Cddigo R com os pacotes fda e haven para o alinhamento das curvas do momento de forca
por deslocamento para o tempo maximo de 0,950 segundos.

library(fda)

library(haven)

cbind.fill<-function(...){

nm <- list(...)

nm<-lapply(nm, as.matrix)

n <- max(sapply(am, nrow))
do.call(cbind, lapply(nm, function (x)

rbind(x, matrix(, n-nrow(x), ncol(x)))))

# Como exemplo, importagdo dos dados das bases de dados SPSS dos individuos

# com artrite.

setwd("~/BD/ar_dto")
files_sav <- list.files(path = "~/BD/ar_dto",
pattern = "\\.sav$", full.names = TRUE)

for (i in 1:18) {

data<- read_sav(files_sav[i])
dados=data.frame(datal[c(1,3,5,7,9,11,13)])
attach(dados)

for (j in 2:7) {

knots <- as.vector(tempo[l:length(na.omit(dados[,j]1))])

norder <- 6

nbasis  <- length(knots) + norder - 2

arbasis <- create.bspline.basis(range(knots), nbasis, norder, knots)
Lfdobj <- 4

lambda <- 1le-15 #2e-26

arfdPar <- fdPar(arbasis, Lfdobj, lambda)

arfd <- smooth.basis(knots, as.matrix(na.omit(dadosl[,jl)), arfdPar)$fd
#plot (arfd)

areval=eval.fd(seq(min(knots) ,max(knots),length=103) ,arfd)
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knotsO0 <- seq(0.005,0.950,1length=103)

norder0 <- 6

nbasisO <- length(knotsO) + norder - 2

arbasisO <- create.bspline.basis(range(knots0), nbasisO, norder0, knotsO)
Lfdobj0 <- 4

lambdaO <- 1le-15 #2e-26

arfdPar0 <- fdPar(arbasisO, LfdobjO, lambdaO)

arfd0 <- smooth.basis(knots0O, areval, arfdPar0)$fd
arevalO=eval.fd(knotsO,arfd0)

if (3==2) {

warpcurves <- data.frame(cbind.fill(areval0O))

} else {

warpcurves <- data.frame(cbind.fill(warpcurves,areval0))
}
}

knotsi <- seq(0.005,0.950,1length=103)

norderl <- 6

nbasisl  <- length(knotsl) + norder - 2

arbasisl <- create.bspline.basis(range(knotsl), nbasisl, norderl, knotsl)
Lfdobjl <- 4

lambdal <- 1le-15 #2e-26

arfdParl <- fdPar(arbasisl, Lfdobjl, lambdal)

arfdl <- smooth.basis(knotsl, as.matrix(warpcurves), arfdParil)$fd
arevall=eval.fd(knotsl,mean.fd(arfdl))

if (i==1) {

armeans <- data.frame(cbind.fill(arevall))

} else {

armeans <- data.frame(cbind.fill(armeans,arevall))
}

}

write_sav(armeans, "med_mf_ardto_tw.sav")

Cdbdigo R com o pacote fda para o alinhamento continuo das curvas do momento de forca
articular de cada um dos grupos e respetivas representacoes graficas.

arregfd <- register.fd(yfd=arfd)
arfd=arregfd$regfd

sauregfd <- register.fd(yfd=saufd)
saufd=sauregfd$regfd
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plot(arfd, xlab="Tempo", ylab="Momento de Forga", lwd=1.5, xlim=c(0,1))
plot(saufd, xlab="Tempo", ylab="Momento de Forga", lwd=1.5, xlim=c(0,1))

Codigo R com o pacote fda para o calculo do R? que resultou do alinhamento continuo
das curvas do momento de forca dos dois grupos.

AmpPhasList_ar = AmpPhaseDecomp(arfd, arregfd$regfd, arregfd$warpfd)
AmpPhasList_ar$RSQR

AmpPhasList_ar$MS.pha

AmpPhasList_ar$MS.amp

AmpPhasList_sau = AmpPhaseDecomp(saufd, sauregfd$regfd, sauregfd$warpfd)
AmpPhasList_sau$RSQR

AmpPhasList_sau$MS.pha

AmpPhasList_sau$MS.amp
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Apéndice G

Regressao Logistica Funcional

Cddigo R com os pacotes fda, refund e pROC (analise ROC) para toda a analise efetuada
na seccio 6.4.

library(fda)
library(refund)

# Depois da importacdo dos dados do momento de forga, tornozelo esquerdo
# ou direito, faz-se

cl=data.frame(med_mf_ardto_tw,med_mf_saudto_tw)

# ou

cl=data.frame(med_mf_aresq_tw,med_mf_sauesq_tw)

# Comando para a exclus8o dos dois outliers
#cl=c1[,-c(18,26)]

# B-splines e critérios de suavizagdo

knots <- 5eq(0.005,0.950,1length=103)

norder <- 6

nbasis  <- length(knots) + norder - 2

arbasis <- create.bspline.basis(range(knots), nbasis, norder, knots)
Lfdobj <- 4

lambda <- 1le-15

arfdPar <- fdPar(arbasis, Lfdobj, lambda)

# Curvas do momento de forga
todasfdl <- smooth.basis(as.vector(knots), as.matrix(c1[,1:36]), arfdPar)$fd

# Alinhamento continuo

todasregfdl <- register.fd(yfd=todasfdl)
todasfdl=todasregfdi$regfd
todasevall=eval.fd(knots,todasfdl)

todasevalOl=t(as.matrix(todasevall))

# Criagdo do Modelo Logistico

Y=vector ()

Y[1:18]=1

Y[19:36]=0

ar_fit<-pfr(Y~1f(todasevalOl, argvals=knots, presmooth="bspline"),
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family=binomial (link="logit"))

# Grafico do coeficiente e outras estatisticas de interesse
plot(ar_fit, xlab="Tempo", ylab=expression(paste(beta(t))), xlim=c(0,1))
abline(h=0, 1lty=5, lwd=2, col="blue")

summary (ar_£fit)
ar_fit$deviance
ar_fit$null.deviance

ar_fit$fitted.values

# Analise ROC

library (pROC)

analise_roc=roc(Y, ar_fit$fitted.values,

smoothed = TRUE, xlab="Especificidade", ylab="Sensibilidade",
ci=TRUE, ci.alpha=0.95, stratified=FALSE,

plot=TRUE, auc.polygon=TRUE, max.auc.polygon=TRUE, grid=TRUE,
print.auc=TRUE, show.thres=TRUE,

print.thres="best", print.thres.adj = c(1, -1))
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