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Resumo

Nesta tese, apresenta-se uma nova formulação do método dos elementos finitos móveis,

para se obter a solução aproximada de uma vasta classe de problemas de evolução, do tipo

∂y
∂t

=

d∑
I=1

FI
∂2y
∂x2

I

+ g ,

definidos em domínios espaciais de Rd, com d = 1, 2, que são caracterizados por apresentarem

fronteira móvel. A originalidade está presente no desenvolvimento do algoritmo numérico que

conduz à aplicação computacional para resolver problemas multifase bidimensionais com duas

interfaces móveis. Os elementos da matriz diagonal FI, bem como os do vetor g, são funções de

x, t, y e das derivadas ∂y/∂xI. No caso bidimensional, o domínio espacial inicial do problema,

que pode possuir uma geometria não retangular, é discretizado por intermédio de elementos

finitos triangulares. São usadas malhas possuindo diferentes tipos de simetria. Os vértices da

malha espacial movem-se no tempo de modo a permitir uma descrição eficiente da posição da

fronteira móvel e de modo a que a solução seja convenientemente representada. Esta repre-

sentação consiste numa aproximação por funções interpoladoras, seccionalmente polinomiais

de grau superior a um. Desenvolve-se a formulação do método adotado, recorrendo-se a um

elemento finito fixo de referência. Para cada uma das variáveis dependentes, associa-se uma

malha espacial, o que é inovador em domínios espaciais bidimensionais. O facto de se poder

trabalhar com malhas distintas, permite simular todas as interfaces móveis num problema com

mais de uma fase de interesse. A técnica usada foi implementar uma decomposição do domínio

espacial do problema com a introdução de nós que vão descrever a posição de uma interface

em cada instante.

Estuda-se a solubilidade global do problema dado inicialmente para o caso em que a

m-ésima equação é definida por

(FI)m,m = am

(∫
Ωt

yσ(m)(x, t)dx
)

e gm = gm(x, t) ,

onde σ é uma permutação dos elementos de {1, ..., n}, com m = 1, ..., n. Prova-se a existên-

cia e unicidade de soluções fortes para n = 1, 2, assim como o decaimento exponencial das

soluções. É de realçar que o último resultado é obtido diretamente no domínio não cilíndrico.

O sistema de equações é discretizado utilizando o método de Galerkin no espaço e um método

de Crank-Nicolson no tempo. Prova-se a convergência das soluções discretas e obtém-se a

ordem de convergência em função dos parâmetros da discretização. São apresentados exem-
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plos numéricos ilustrativos da influência dos dados iniciais no comportamento assintótico das

soluções. Tanto quanto é possível saber, estes resultados são os primeiros nesta direção para

equações com um termo difusivo não local do tipo apresentado.

O código desenvolvido com base no método adotado permite a simulação de sistemas de

equações diferenciais do tipo apresentado, em domínios espaciais de dimensão 1 e 2 com fron-

teira parcialmente ou totalmente móvel. A discretização espacial, que origina a construção de

um sistema de equações diferenciais ordinárias de grande dimensão, é a principal tarefa a ser

implementada. Para o conseguir, constrói-se um conjunto de funções do Matlab que implemen-

tam o algoritmo numérico de modo a que o utilizador tenha apenas que caracterizar o problema

a resolver. É de realçar que esta nova aplicação computacional geral, desenhada em Matlab,

pode ser utilizada de modo simples, por um utilizador com conhecimentos de nível básico em

Matlab, para resolver de modo eficiente uma grande variedade de problemas evolutivos, in-

cluindo problemas em que ocorrem mudança de fases. São resolvidos vários problemas e os

resultados numéricos são comparados com os fornecidos na literatura, evidenciando a eficácia

e potencialidade do método e a robustez e performance do código numérico desenvolvido.

Palavras-chave

Fronteira móvel; Sistema com derivadas parciais parabólicas; Termo difusivo não local;

Solubilidade global; Decaimento exponencial; Método dos elementos finitos móveis; Malhas

adaptativas.
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Abstract

In this thesis, we present a new formulation of the finite element method, to obtain

the approximate solutions of a wide class of evolution problems of the type

∂y
∂t

=

d∑
I=1

FI
∂2y
∂x2

I

+ g ,

defined in spatial domains Rd, with d = 1, 2, which are characterized as having moving bounda-

ry. The originality is present in the development of the numerical algorithm that leads to the

computational application for solving two-dimensional multiphase problems with two moving

interfaces. In the above equation, the elements of the diagonal matrix FI and of the vector g

are functions of x, t, y and of the derivatives ∂y/∂xI. In the two-dimensional case, the initial

spatial domain of the problem, which may have a non-rectangular geometry, is discretized by

means of triangular finite elements. Meshes having different types of symmetry are used. The

vertices of the spatial mesh move in time, to allow an efficient description of the position of

the moving boundary and in such a way that the solution is conveniently represented. This

representation is an approximation by interpolating functions, piecewise polynomials of degree

greater than one. The formulation of the method adopted, using one fixed finite element of

reference, is presented and developed. One spatial mesh is associated to each one of the

dependent variables, which is an innovation for two-dimensional spatial domains. The use of

distinct meshes allows the simulation of all the moving interfaces in a problem with more than

one phase of interest. The technique used is the decomposition of the spatial domain of the

problem, with the introduction of nodes which describe the position of one interface at each

instant.

The overall solvability of the initially given problem, for the case where the m-th equa-

tion is defined by

(FI)m,m = am

(∫
Ωt

yσ(m)(x, t)dx
)

and gm = gm(x, t) ,

where σ is a permutation of the elements {1, ..., n}, with m = 1, ..., n, is studied. Proof of

the existence and uniqueness of strong solutions, for n = 1, 2, as well as of the exponential

decay of solutions is given. It should be emphasized that the final result is obtained directly

in the non-cylindrical domain. The system is discretized using the Galerkin method in space

and a Crank-Nicolson method in time. The convergence of the discrete solutions is proved,

and the order of convergence in terms of the discretization parameters is obtained. Numerical
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examples, which illustrate the influence of the initial data on the asymptotic behaviour of

solutions, are presented. To the best of our knowledge, these are the first results in this

direction, for equations with a nonlocal diffusive term of the type presented.

The code developed, based on the adopted method, permits the simulation of systems

of differential equations of the type presented, in spatial domains of dimensions 1 and 2 with

partially or totally moving boundary. The spatial discretization, which leads to the construction

of a large system of ordinary differential equations, is the main task to be implemented. To

achieve this, a set of Matlab functions, which implement the numerical algorithm in such a

way that the user only has to characterize the problem to be solved, is constructed. It should

be noted that this general new computer application may be easily used by someone with a

basic knowledge of Matlab to efficiently solve a wide variety of evolution problems, including

problems in which phase changes occur. Various problems are solved and numerical results are

compared with those given in the literature, indicating the effectiveness and potentiality of

the method and the robustness and performance of the numerical code developed.

Keywords

Moving boundary; Nonlinear system with parabolic partial derivatives; Nonlocal diffusion

term; Global solvability; Exponential decay; Moving finite element method; Adaptive grids.
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Capítulo 1

Introdução

A simulação numérica dos modelos matemáticos de sistemas físicos dinâmicos descritos

por equações diferenciais de derivadas parciais (EDPs) é um problema de difícil resolução,

particularmente quando a fronteira do domínio é móvel e tem que ser determinada como parte

da solução do problema. É igualmente um desafio o estudo da solubilidade deste tipo de

problemas, com demonstração da unicidade e de propriedades das soluções. O exemplo clássico

de um problema com fronteira móvel é a fusão de um sólido ou a congelação de um líquido em

que a posição da interface (superfície onde ocorre a mudança de fase) evolui continuamente

no tempo. Numa descrição mais aproximada do fenómeno real, considera-se que a mudança

de fase ocorre ao longo de um intervalo de temperatura de transição. Neste caso, não se pode

falar numa interface e o problema é bem mais complexo. Problemas deste tipo surgem nos

mais variados campos da ciência, da engenharia e da vida real:

• na biologia, por exemplo, na difusão de uma população num meio que é dependente do

tempo;

• na engenharia química, por exemplo, numa reação sólido-fluído;

• na física, por exemplo, no uso de dispositivos de calor latente para conservação da ener-

gia;

• na indústria alimentar, por exemplo, na confeção ou na congelação de alimentos;

• na indústria metalúrgica, por exemplo, na fusão ou soldagem de um metal;

• na indústria vidreira;

• na teoria de combustão.

Os problemas com fronteira móvel, que são frequentemente designados por problemas

de Stefan, com referência ao trabalho inicial de J. Stefan que, em 1889 [33], se interessou

pela fusão da camada de gelo polar, têm sido estudados por muitos autores, como Briozzo et

al. [15], Santos et al. [91], Benabidallah e Ferreira [10], Friedman e Hu [41] e, Caffarelli e

Evans [16], por exemplo. No entanto, eles não investigaram a solução numérica dos proble-

mas nem realizaram a simulação dos modelos. Rincon [79] obteve a existência, unicidade e

regularidade das soluções, fazendo ainda a análise da solução do problema discretizado, mas
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sem a determinar. Meyer [68], Nochetto et al. [73] e Rose [88], entre outros (veja-se [101]),

propuseram, e implementaram, métodos numéricos para o cálculo de soluções aproximadas de

problemas com fronteira móvel, em domínios espaciais bidimensionais. Para desenvolverem as

suas metodologias, os autores usaram uma reformulação do problema original, à custa de uma

função de entalpia, de modo a que todas as EDPs do novo sistema estejam definidas no mesmo

domínio cilíndrico. As principais publicações dedicadas ao tema estão sintetizadas nos livros

[33, 66, 89] e os desenvolvimentos posteriores encontram-se mencionados em [46, 102, 104] e

nas referências aí apresentadas.

Um dos dois principais objetivos desta tese é estabelecer resultados teóricos relativos

à solubilidade, unicidade e propriedades das soluções de problemas em aberto, modelizados

por sistemas de EDPs, dependentes do tempo, em domínios com fronteira móvel. O segundo

objetivo primordial é desenvolver uma aplicação computacional geral que permita determinar

soluções aproximadas deste tipo de problemas evolutivos, o que inclui a posição da fronteira

móvel em cada instante, diretamente no domínio inicial não cilíndrico.

Seja Ωt ⊂ Rd, com d = 1, 2, um domínio limitado com fronteira ∂Ωt regular e depen-

dente do tempo. Nesta tese interessa resolver problemas de evolução constituídos por EDPs do

tipo
∂ym
∂t
−

d∑
I=1

(FI)m

(
x, t,y,

∂y
∂x1

,
∂y
∂xd

)
∂2ym
∂x2

I

= gm

(
x, t,y,

∂y
∂x1

,
∂y
∂xd

)
, (1.1)

para todo o (x, t) ∈ Ωt×]0,∞[, com m = 1, ..., n, onde y(x, t) = (y1(x, t), ..., yn(x, t))T é o

vetor das variáveis dependentes. No modelo de um sistema físico de mudança de fase, para

cada tempo t, a m-ésima função componente do vetor das incógnitas, pode estar definida

apenas num subdomínio de Ωt, que se passará a designar por Dm(t). Os exemplos de problemas

com fronteira móvel solucionados exatamente são muito poucos, sendo, na sua maioria, casos

com uma única dimensão de espaço e com condições de fronteira e iniciais bastante simples.

Normalmente, a complexidade matemática das funções (FI)m e gm, conjuntamente com a não

linearidade associada ao movimento da fronteira móvel, torna impraticável o desenvolvimento

de soluções analíticas. A simulação numérica constitui, assim, um desafio e praticamente a

única via de resolução deste tipo de problemas, pelo que o foco se centra no desenvolvimento

de algoritmos numéricos eficientes. Os resultados obtidos através da simulação numérica podem

fornecer linhas orientadoras para a demonstração da solubilidade do modelo de um determinado

fenómeno físico ou para o estabelecimento de propriedades da solução.

Considere-se, a título de exemplo, uma equação diferencial de derivadas parciais que

traduz matematicamente determinado fenómeno evolutivo com uma só dimensão espacial. O

domínio pode ser discretizado em quadriláteros “espaço-tempo” e as derivadas parciais substi-
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tuídas pelas suas aproximações em cada nó da malha. A resolução do sistema de equações assim

obtido gera uma aproximação da solução do problema original nos nós da malha. Atualmente,

a situação mais comum é discretizar no espaço e resolver o sistema de equações diferenciais

ordinárias (EDOs) resultante através de um integrador adequado.

Para esta classe de problemas que se propõe solucionar, a posição da fronteira móvel

tem que ser determinada em cada instante e, no caso bidimensional, pode ser função da va-

riável de espaço e possuir curvatura acentuada. No modelo de um sistema físico de mudança

de fase, num domínio espacial retangular, admite-se ainda a hipótese de que os pontos perten-

centes a uma interface possam ser definidos por xI = h(xJ , t), com J 6= I, e que esta função

pode desenvolver vários extremos no tempo. É ainda expectável encontrar perfis com gradiente

elevado numa região, que se deslocam no tempo, e bastante mais suave noutras. Assim, é de

todo conveniente que a integração numérica se faça numa malha adaptativa, continuamente

deformável.

Os algoritmos numéricos para resolver este tipo de problemas inserem-se, basicamente,

num dos três grandes grupos: métodos que descrevem a posição da fronteira móvel no tempo,

métodos que fixam a posição da fronteira e móvel e métodos que fixam o domínio. Nos

primeiros, a posição da fronteira móvel é calculada para cada instante em que se obtém a

solução numérica do problema, enquanto que os segundos são caracterizados pela fixação da

fronteira móvel através de uma mudança adequada de variáveis. Nos últimos, o problema é

reformulado por forma a estender as equações a todo o domínio espacial, surgindo a fronteira

móvel como uma característica importante da solução.

No primeiro grupo incluem-se as metodologias, alicerçadas em malhas móveis, desen-

volvidas por Baines et al. [7] ou Huang e Russel [51], o método dos elementos de fronteira

usado por Ghoneim e Ojo [42] ou Ahmed e Meshrif [1], ou as formulações do método dos ele-

mentos finitos móveis apresentadas por Rodrigues [87], Wacher e Sobey [106], Coimbra et al.

[30] ou Carlson e Miller [17]. Alternativamente aos métodos que definem a posição da fronteira

móvel em cada instante, na literatura encontram-se vários autores, como Barry e Caunce [8],

Rattanadecho e Wongwises [78], Gülkaç [43], Mazhukin e Chuiko [65], Kim e Kaviany [56] ou

Gupta e Kumar [44], que fazem uma mudança de variáveis por forma a que no novo sistema de

coordenadas a fronteira móvel permaneça fixa. Um caso especial desta metodologia é o método

da migração isotérmica descrito em [33]. Uma desvantagem inerente a esta técnica é que a

mudança de coordenadas só pode ser usada em domínios com uma geometria relativamente

simples. Os autores que fixam o domínio recorrem a uma função de distribuição da entalpia ou

reformulam o problema original em termos de inequações, quer diferenciais quer variacionais.

No método da entalpia, usado, por exemplo, por Chao et al. [20], Chen et al. [21], Feulvarch
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et al. [39], Hannoun et al. [47], Mencinger [67] ou Beckett et al. [9], a posição da interface

é obtida à posteriori como um conjunto de nível ou através do método das fases alternantes.

Lian et al. [60] resolvem um problema de Stefan bifásico, recorrendo a uma sua reformulação

através de uma inequação variacional. Neste método a equação que define o movimento da

interface é incorporada implicitamente nas inequações discretizadas. Várias formulações de

problemas com uma fronteira móvel através de inequações do tipo parabólico são apresentadas

por Crank [33], bem como as correspondentes soluções numéricas.

Muitas propostas de métodos baseados numa malha adaptativa, que dão origem a resul-

tados precisos com um consumo de tempo de computação razoável, têm surgido nos últimos

anos [7, 8, 52, 53, 105]. Uma abordagem que revelou potencialidades desde a sua formu-

lação inicial foi o Método dos Elementos Finitos Móveis (MEFM), proposto, em 1981, por K.

Miller e R. Miller [71] e K. Miller [69]. Como o próprio nome indica, a discretização espacial

faz-se por intermédio de elementos finitos, permitindo o movimento dos nós no tempo. Neste

método, a obtenção da solução aproximada e a redefinição da posição dos vértices da malha

encontram-se interligadas no mesmo algoritmo. A evolução da malha no interior do domínio

espacial é definida, em cada instante, pelo próprio método, obtida da minimização da soma

dos quadrados dos resíduos das equações do sistema (1.1). Após a discretização da variável

espacial, cada EDP de (1.1) origina um sistema de EDOs. Para prevenir o aparecimento de

singularidades na matriz deste sistema, introduzem-se, no processo de minimização, termos

de penalização do movimento nodal. Originalmente, o MEFM foi desenhado para aproximar,

por uma função seccionalmente linear, a solução de problemas evolutivos com uma variável de

espaço unidimensional, cujas soluções exibem muita atividade espacial, apresentando zonas de

transição abruptas que se movem com o tempo. Posteriormente, sofreu algumas alterações que

se encontram sintetizadas, por exemplo, em [52, 105].

A formulação do MEFM que é desenvolvida nesta tese, para sistemas que apresentam

fronteira móvel, baseia-se nos trabalhos de Coimbra [28], Coimbra et al. [29, 30] e Sereno

et al. [94, 95], onde o método foi desenvolvido e implementado para uma classe restrita

de problemas em que todas as variáveis dependentes estão definidas num domínio espacial

comum com fronteira fixa. É de salientar que, no presente trabalho, se admite que o domínio

espacial pode ter fronteira parcial ou totalmente móvel e, no caso bidimensional, pode possuir

variadas geometrias, enquanto que nos trabalhos de Coimbra, envolvendo variáveis de espaço

bidimensionais, o domínio do problema é sempre um paralelepípedo.

Uma parte original do núcleo desta tese é a inclusão de duas ou mais interfaces móveis

no desenvolvimento do algoritmo numérico que permite resolver problemas multifase em domí-

nios espaciais bidimensionais, modelados por sistemas de EDPs do tipo (1.1). Este algoritmo,
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que é baseado na formulação do MEFM com aproximações seccionalmente polinomiais de grau

arbitrário, motivou a construção de uma aplicação computacional para a simulação de sistemas

físicos de mudança de fase, que incorporam fronteiras fixas e uma ou mais interfaces móveis

e permite determinar eficientemente as posições de todas as interfaces móveis ao longo do

tempo.

Este trabalho é constituído por cinco capítulos. Neste primeiro capítulo, Introdução,

apresenta-se a motivação para o trabalho realizado e os objetivos da tese, assim como o modo

como está organizada. Descrevem-se ainda e discutem-se as principais características dos méto-

dos numéricos modernos que são aplicados a sistemas físicos com fronteira móvel, fundamental-

mente, os que se baseiam numa malha adaptativa visto serem os que minimizam os problemas

que a simulação numérica origina — a dispersão e a dissipação. A dispersão é notória quando

surgem oscilações na solução numérica e a dissipação revela-se pelo espalhamento da frente

por uma região do domínio mais ou menos larga.

No Capítulo 2, intitulado Método dos Elementos Finitos Móveis com funções de base

seccionalmente polinomiais de grau arbitrário, apresenta-se e desenvolve-se a formulação do

MEFM com aproximações locais de grau superior a um, para a simulação de sistemas físicos que

descrevem fenómenos evolutivos em domínios espaciais de Rd, com fronteira móvel, incluindo

problemas de mudança de fase, com uma ou mais fases de interesse. Para desenvolver o algo-

ritmo numérico, focando a atenção na discretização espacial, utiliza-se o MEFM com as seguintes

características:

• a malha de elementos finitos associada a uma variável dependente é independente das

outras malhas, podendo apenas haver interseção numa fronteira móvel comum;

• cada variável dependente é aproximada, num dado instante, por uma função interpo-

ladora seccionalmente polinomial de grau arbitrário;

• os pontos de interpolação são definidos em cada instante, de modo a minimizar o erro

máximo de interpolação em cada elemento finito unidimensional ou, com coordenadas

triangulares igualmente espaçadas em 2-D;

• as aproximações de cada uma das variáveis dependentes são regularizadas na vizinhança

de um nó ou de uma aresta nodal das respectivas malhas, para se poderem definir aproxi-

mações das derivadas espaciais nesses pontos;

• os integrais que surgem são calculados (sem erro de truncatura, sempre que possível)

recorrendo à integração numérica, por quadraturas de Lobatto, de Radau ou de Gauss.

Neste capítulo, discutem-se ainda algumas das dificuldades inerentes à resolução numé-

rica deste tipo de problemas em domínios espaciais bidimensionais, nomeadamente, a compli-
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cação para conseguir uma adequada definição da fronteira móvel através de um número re-

duzido de elementos finitos, quando esta desenvolve curvaturas acentuadas; a obtenção de

uma boa descrição poligonal da região associada a cada fase, num sistema físico bifásico, por

exemplo, se a fronteira for não poligonal e a introdução de uma fase inicial relativamente pe-

quena para conseguir simular um modelo em que prematuramente coexistam duas fases, mas

não inicialmente.

O MEFM descreve, eficientemente, a posição da interface móvel e pode ser inicializado

de uma forma autónoma, não requerendo o conhecimento da solução exata nem do compor-

tamento inicial da solução numérica e não exigindo o desenvolvimento de soluções locais de

inicialização. Para além disso, produz soluções de qualidade, independentemente da coexistên-

cia de condições iniciais e de fronteira não conformes e apesar da introdução de erros iniciais

na posição da fronteira móvel (quando uma fase de interesse não exista no princípio).

Nos últimos anos, a investigação da existência e unicidade de soluções para problemas

não locais descritos por uma EDP parabólica com um coeficiente de difusão não linear apli-

cado num termo linear tem sido particularmente intensa [19, 25, 26, 31, 111]. Este tipo de

coeficiente de difusão foi inicialmente proposto por Chipot e Lovat [24] num domínio aberto

cilíndrico. No entanto, os trabalhos com modelos descritos por um sistema de EDPs não line-

ares com termos não locais já não são tão abundantes na literatura [11, 76]. Tanto quanto a

pesquisa efetuada permite concluir, ainda não foi feito o estudo da solubilidade, unicidade e

comportamento assintótico das soluções de (1.1), para o caso em que a m-ésima equação é

definida por

(FI)m,m = am

(∫
Ωt

yσ(m)(x, t)dx
)

e gm = gm(x, t) ,

onde am é uma função de R em ]0,+∞[ e σ é uma permutação dos n primeiros números

naturais. Este problema tem aplicabilidade numa vasta classe de modelos, como na biologia,

por exemplo, onde pode governar os movimentos de diferentes espécies populacionais que

interagem num domínio comum dependente do tempo. O problema é não local no sentido em

que o coeficiente de difusão é determinado por uma quantidade global.

No Capítulo 3 desta tese, designado por Existência de solução forte para uma classe

de problemas não locais com fronteira móvel, prova-se a existência e unicidade de solução

forte, global no tempo, para uma certa classe de problemas parabólicos, sujeitos a condições

de fronteira de Dirichlet, nulas, com um coeficiente de difusão do tipo não local, definidos

num domínio limitado com fronteira móvel. É de realçar, por um lado, que é obtido o decai-

mento exponencial da energia associada à solução do problema, diretamente no domínio não

cilíndrico, considerando as mesmas hipóteses sobre os dados e, por outro lado, que também

é determinada uma solução aproximada para estes problemas de modo a poder comparar-se o
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comportamento teórico e numérico das soluções. O passo seguinte consiste na extensão destes

resultados, o que é feito para um sistema acoplado com duas equações, podendo recorrer-se

às técnicas utilizadas para se generalizarem os resultados apresentados para um sistema com n

EDPs. Usa-se uma transformação de coordenadas que fixa a fronteira móvel. O sistema definido

no domínio retangular é discretizado utilizando o método de Galerkin no espaço e um método

linearizado de Crank-Nicolson no tempo. A solução semidiscreta é definida por um polinómio

de grau arbitrário em cada elemento finito. Prova-se a convergência das soluções discretas,

obtendo-se a ordem de convergência em função dos parâmetros da discretização. No final do

capítulo, são apresentados exemplos numéricos ilustrativos da influência dos dados iniciais no

comportamento assintótico das soluções.

A discretização do modelo matemático (1.1), por aplicação do MEFM, conduz a um sis-

tema de EDOs de grande dimensão, no qual devem ser incorporadas as condições de fronteira e

incluídas as equações discretizadas que definem a velocidade de deslocamento da fronteira do

domínio espacial. Para resolver o problema de valor inicial no tempo assim constituído, recor-

re-se a um integrador adequado como, por exemplo, a rotina LSODI [50] ou a função ode15s do

Matlab [96], que são recomendados para problemas stiff. Estes integradores utilizam fórmulas

de integração de ordem variável e adaptam a amplitude do passo de integração, de modo a con-

trolarem o erro das estimativas em cada instante. Em [85], foi efetuada a comparação entre a

implementação Matlab do MEFM com a desenvolvida em código FORTRAN, em que a integração

no tempo é realizada recorrendo à rotina LSODIS, permitindo concluir que a opção por qualquer

um dos dois integradores não é determinante para a qualidade da solução numérica. Nos últi-

mos anos, o Matlab tem sido cada vez mais usado na simulação de modelos matemáticos em

diversas áreas da investigação científica como ferramenta computacional de alto desempenho.

Assim, no Capítulo 4, Aplicações do MEFM a sistemas com fronteiras móveis em 1-D e 2-D, apre-

senta-se a estrutura do código em ambiente Matlab, descrevendo os aspetos fundamentais com

interesse para o utilizador. Foi desenvolvido um conjunto de funções que implementam o MEFM,

executando a principal tarefa que consiste na discretização espacial e preparação do sistema

de EDOs para o integrador. O código foi escrito em Matlab, permitindo, a um utilizador com

conhecimentos básicos deste software, a determinação da solução aproximada do problema

em instantes pré-estabelecidos, a sua visualização e a validação dos resultados. Termina-se o

capítulo com a apresentação e simulação de diversos exemplos de problemas com fronteiras

móveis. Os resultados obtidos demonstram a robustez, a performance e flexibilidade deste

código numérico escrito em Matlab e baseado no MEFM.

Esta tese encerra com o Capítulo 5, Conclusões, onde são apresentadas as conclusões

do trabalho e propostos alguns pontos como potenciais áreas de estudo.
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A evolução registada durante os trabalhos com vista à elaboração desta tese permitiu

escrever artigos que foram divulgados pelo autor em apresentações orais nos congressos inter-

nacionais: “Congresso de Métodos Numéricos em Engenharia 2011”, Coimbra, Portugal; “Inter-

national Conference on Engineering UBI2011” e “6th Workshop on Statistics, Mathematics and

Computation”, ambos realizados na Covilhã, Portugal, em 2011 e 2012, respetivamente; “5th

International Conference on Approximation Methods and Numerical Modelling in Environment

and Natural Resources”, que se realizou em Granada, Espanha, em 2013. Os artigos encon-

tram-se publicados nos respetivos livros de atas [85, 86, 84, 83]. Alguns dos resultados obtidos

constam do artigo [82], aceite para publicação na revista Applied Mathematical Modelling e

dos preprints [81, 4, 3] que foram submetidos para revistas da área.

8



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

Capítulo 2

Método dos Elementos Finitos Móveis com funções
de base seccionalmente polinomiais de grau
arbitrário

2.1 Introdução

O domínio espacial de alguns problemas da área da engenharia ou da ciência modifica-se

continuamente no tempo. Os problemas de transferência de calor acompanhados de mudança

de fase e certos processos de difusão constituem grande parte dos fenómenos onde ocorrem

fronteiras móveis. Uma questão essencial que se coloca na resolução deste tipo de proble-

mas é determinar a posição da fronteira em cada instante que, pelo facto de se mover, pode

originar frentes móveis. No caso particular de existirem frentes móveis, especialmente se elas

forem abruptas, para se obter uma boa aproximação da solução, é necessário haver uma grande

definição da malha nas regiões onde ocorrem as variações acentuadas. Um bom método permite

obter uma boa solução numérica em tempo de computação adequado.

Muito do tratamento numérico dos modelos matemáticos de sistemas físicos com fron-

teira móvel é conseguido à custa de diferenças finitas ou elementos finitos, alternando na forma

de tratar a fronteira móvel [33]. A formulação inicial do método dos elementos finitos móveis

(MEFM) foi proposta por K. Miller e R. Miller [71] e K. Miller [69] para a resolução de problemas

de evolução com uma variável de espaço unidimensional, pertencente a um domínio fixo. O

método determina, não só a solução aproximada, como também a malha em que essa solução

está representada, gerando assim uma malha adaptativa que pode ser modificada de modo a

solucionar eficientemente problemas com fronteira móvel. Esta malha é continuamente de-

formável e está adaptada, em cada instante, à solução, o que, naturalmente, inclui a região

onde ela está definida por estar a modificar-se, permitindo uma descrição eficiente da posição

da interface móvel. Podem ainda apontar-se mais duas características do MEFM que o tornam

adequado para a simulação numérica de sistemas físicos com fronteiras móveis:

• pode ser inicializado de uma forma autónoma, não requerendo o conhecimento da solução

exata nem do comportamento inicial da solução numérica e não exigindo o desenvolvi-

mento de soluções locais de inicialização, como em [109];

• produz soluções de qualidade, independentemente da coexistência de condições iniciais
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e de fronteira não conformes e apesar da introdução de erros iniciais na posição da in-

terface num problema de mudança de fases (quando uma fase de interesse não exista no

princípio).

Assim, na secção 2.2 do presente capítulo, serão definidas as bases fundamentais do

MEFM, apresentando com rigor os conceitos envolvidos e as técnicas utilizadas na presente

abordagem. A formulação do método desenvolvida nesta tese é obtida a partir dos trabalhos

de Coimbra et al. [29, 30] e permite a obtenção de soluções de grande qualidade para um

vasta classe de problemas evolutivos definidos num domínio espacial de Rd (d = 1, 2), com fron-

teira móvel, incluindo problemas com duas ou três fases. A discretização da variável espacial

faz-se por intermédio de elementos finitos, associando uma malha distinta a cada função ym

componente do vetor solução, que é obtida por intermédio de uma partição inicial admissível

do domínio espacial do problema em subdomínios. Esta malha inicial é definida por um con-

junto finito de pontos (vértices) e pela relação de adjacência existente entre eles. É objeto de

reflexão, a geração da malha de elementos finitos em domínios espaciais iniciais, de R2, com

geometrias complicadas ou que as possam desenvolver no tempo. Localmente, em cada ele-

mento finito, a solução aproximada é definida por interpolação de Lagrange. No caso 1-D, usa-

-se uma estratégia recente para definir os pontos interiores de interpolação [6], que permite

minimizar o erro máximo de interpolação. Globalmente, cada componente da solução exata do

sistema de EDPs (1.1), é aproximada por uma função interpoladora contínua e seccionalmente

polinomial de grau superior a um, à qual está associada a malha de elementos finitos onde está

representada. No MEFM, o algoritmo que permite determinar a solução em cada instante e o

algoritmo de redefinição da malha estão interligados. Para determinar a posição dos vértices

e a aproximação da solução, é necessário integrar no tempo, o sistema de EDOs gerado pela

minimização da soma dos resíduos, em norma L2, com respeito a cada uma das derivadas de

primeira ordem dos parâmetros efetivos do método.

Na terceira secção, será apresentada a dedução das equações do sistema de EDOs que

resultam da aplicação do método ao modelo genérico de um sistema físico num domínio espacial

com fronteira móvel. A técnica usada para localizar a fronteira móvel consiste na introdução

de um conjunto finito de nós, que descrevem a posição da interface em cada instante e que

induzem uma decomposição do domínio espacial do problema. A velocidade destes nós da malha

espacial não é determinada por uma equação do MEFM, resultante do processo de minimização,

mas sim, por uma equação externa. As variáveis que figuram nesta equação são substituídas

pelas respetivas aproximações expressas em termos das diferentes variáveis que resultam da

aplicação do MEFM e, a seguir, são incorporadas no sistema de EDOs. Para se definirem apro-

ximações das derivadas espaciais nos pontos onde elas não existam, cada função componente da
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solução aproximada é regularizada através de polinómios interpoladores cúbicos de Hermite.

Esta estratégia é igualmente usada na simplificação dos integrais que figuram no sistema de

EDOs. Todos os integrais são calculados através de integração numérica, no elemento finito de

referência, por quadraturas de Gauss ou Lobatto.

2.2 Bases fundamentais do MEFM

Nesta secção, apresenta-se uma visão global dos aspetos essenciais do MEFM, apontando

as principais diferenças que distinguem a abordagem a um problema 1-D ou a um 2-D.

2.2.1 Discretização da variável espacial

No processo de discretização da variável espacial, inicialmente, considera-se uma de-

composição do domínio desta variável, permitindo que os nós se movam continuamente no

tempo, depois constrói-se a aproximação local em cada elemento finito e, finalmente, de-

fine-se a aproximação global. Seguidamente, explica-se, com detalhe, os conceitos e técnicas

envolvidas em subsecções distintas.

2.2.1.1 Geração da malha de elementos finitos

No MEFM, a primeira tarefa a realizar pelo utilizador consiste na construção da malha

adaptativa de elementos finitos. Assim, considera-se uma partição ou decomposição P =

{41,42, ...,4N} do domínio espacial conexo inicial Ω0 ⊂ Rd (d = 1, 2), de cada problema

que se pretende resolver, em subdomínios — os elementos finitos, dois a dois não sobrepostos

(isto é, sem pontos interiores comuns) e de reunião igual a Ω0, (o fecho de Ω0):

int (4Li) ∩ int
(
4Lj

)
= ∅ para Li 6= Lj ;

N⋃
L=1

4L = Ω0 . (2.1)

Esta decomposição é determinada por um conjunto finito de pontos de Ω0 e pela relação de

adjacência existente entre eles, podendo ser definida por intermédio de um grafo simples,

conexo e planar GP = (VP , EP). Os elementos de VP = {Xj : j = 1, ..., Nv} designam-se por

vértices (ou nós de separação) e cada elemento de EP é um segmento de reta [Xji ,Xjk ] que

une dois vértices adjacentes — uma aresta (nodal). As N faces finitas de GP, se d = 2, ou as

arestas nodais no caso d = 1, constituem o conjunto P, que se passará a designar por sistema

de elementos finitos ou malha espacial. A fórmula de Euler que relaciona o número de vértices,
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o número de faces e o número de arestas de um grafo conexo planar, permite escrever

Nv +N = Ne + 1 , (2.2)

onde Ne designa o número de elementos de EP.

Os elementos finitos triangulares, devido à sua adaptabilidade a fronteiras não poli-

gonais e à manutenção da convexidade (não serão considerados triângulos degenerados), são

frequentemente usados em domínios bidimensionais. Neste trabalho, irão considerar-se sempre

decomposições triangulares de Ω0, isto é, o grafo da partição é face-regular de grau 3. A

figura 2.1 apresenta dois exemplos de malhas espaciais triangulares num domínio retangular

de R2, uma malha uniforme em [0, 1] × [−1, 1] (à esquerda) e outra não uniforme em [0, 1]2 (à

direita). Para Huang e Russell [52], uma triangularização com elementos do mesmo tamanho,

só é considerada uniforme, quando os triângulos forem equiláteros. O sistema de elementos

Figura 2.1: Malha uniformemente distribuída (à esquerda) e malha concentrada junto da origem (à
direita)

finitos P, representado na figura da esquerda (considerado como exemplo), fica completamente

identificado pelas matrizes

X1 = 17×1 · (0, 1/3, 2/3, 1) ; X2 = (1, 2/3, 1/3, 0,−1/3,−2/3,−1)
T · 11×4 ,

que definem as coordenadas dos vértices e pela matriz de adjacência AGP que define o grafo

GP. O elemento da posição (i, j), da matriz de adjacência de um grafo simples, vale 1 se o

segmento de reta [Xi,Xj ] é uma aresta nodal e vale 0, caso contrário. A mancha de elementos

iguais a 1 da matriz AGP encontra-se ilustrada na figura 2.2

Num domínio retangular Ω0, os elementos finitos são numerados por colunas, tal como

a figura 2.1 (à esquerda) ilustra e usa-se a mesma estratégia para a numeração dos nós de se-

paração. Assim, o vértice de coordenadas (X1(i, j), X2(i, j))
T é o ((j − 1)nl + i)-ésimo elemento
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Figura 2.2: Padrão da matriz de adjacência da malha espacial representada na figura 2.1 (à esquerda)

de VP, onde nl representa o número de linhas de X1 (e de X2). Considere-se, por exemplo, o

décimo nono elemento finito de P, assinalado a amarelo. Tem-se

419 = [X11 X12 X19] ,

o que indica que o referido elemento finito é definido pelos vértices 11, 12 e 19 da malha.

Acrescente-se, por último, que se impõem condições de conformidade ou compatibi-

lidade à malha espacial, isto é, dois elementos finitos adjacentes estão ligados entre si por

“toda” uma aresta comum ou num vértice. Não serão admitidos outros tipos de conetividade

entre os elementos finitos, como a apresentada na figura 2.3, por exemplo.

Figura 2.3: Decomposição não admissível

Pode utilizar-se um único sistema de elementos finitos para todas as variáveis depen-
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dentes definidas em D0 ⊆ Ω0 ou optar por vários. Na presente abordagem, a cada variável

dependente ym do problema associa-se uma malha inicial Pm(0), constituída por Nm elemen-

tos finitos, que é independente das outras malhas definidas no domínio espacial comum. O facto

essencial do MEFM é a inclusão do movimento dos nós de separação. Assim, a decomposição

inicial Pm(0) estabelece uma malha espacial adaptativa

Pm(t) = {4m,L(t) : L = 1, ..., Nm} , t ≥ 0 , (2.3)

onde 4m,L(t) =
[
Xm,ji(t) ...Xm,ji+d(t)

]
representa o L-ésimo elemento finito da malha espacial

associada a ym, no instante t. A posição dos nós de separação vai variar continuamente no

tempo por forma a acompanhar a evolução da fronteira móvel e a concentrarem-se nas regiões

críticas, permitindo que a solução seja convenientemente descrita. Omitir-se-á o parâmetro t,

sempre que não gerar ambiguidade.

Interessa agora apontar três aspetos sobre os quais é fundamental que o utilizador tenha

um entendimento claro para poder gerar a malha espacial inicial:

• a possível dependência da malha relativamente à fronteira em domínios bidimensionais

com geometrias complicadas;

• a existência, ou não, de alguma simetria na solução durante o tempo;

• a não total desanexação de dois sistemas de elementos finitos com uma fronteira móvel

em comum.

Relativamente ao primeiro aspeto focado, em 1-D é simples de obter um sistema de

elementos finitos que cumpra as condições definidas em (2.1). É suficiente considerar uma

sucessão de pontos Dm(0) = D0m = [a, b], tal que

a = (X1)m,1 < (X1)m,2 < ... < (X1)m,Nm < (X1)m,Nm+1 = b , (2.4)

mas esta tarefa nem sempre é possível de concretizar em 2-D. Observe-se que a união
⋃Nm
L=14m,L

é sempre um domínio com fronteira poligonal. Assim, no caso de ∂Dm(0) — leia-se fronteira do

domínio Dm(0) — ser curva ou irregular e/ou Dm(0) ter uma fronteira móvel, tem-se

D̃m(t) =

Nm⋃
L=1

4m,L(t) ' Dm(t) , t ≥ 0 , (2.5)

isto é, a união dos elementos finitos de Pm, que constitui o domínio computacional associado

a ym é, em cada instante t, uma aproximação de Dm(t). Nestas condições, naturalmente,

impõe-se a definição de uma malha espacial suficientemente fina para que aproxime adequada-
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mente o domínio espacial em cada instante, de modo a que o erro inicial cometido na discretiza-

ção de Dm(0) não seja determinante para a qualidade da solução numérica.

Figura 2.4: Decomposição pouco fina da coroa circular definida por R = 2 e r = 0.5

Considere-se, para exemplificar, o sistema de elementos finitos P representado na figura

2.4 que define uma triangularização da coroa circular D(0) =
{
x ∈ R2 : 1/4 ≤ x2

1 + x2
2 ≤ 4

}
.

A numeração gerada para os vértices está indicada a cor “magenta” e a posição do vértice

X(j−1)nl+i, para i = 1, ..., 8(= nl) e j = 1, 2, 3, é definida pelas coordenadas

X1(i, j) = ρ(j)cos (θ(i, j)) , X2(i, j) = ρ(j)sin (θ(i, j)) , (2.6)

onde ρ = (2, 1.25, 0.5) e θ(i, j) = 3π
4 + π

8 (2i+ j − 3). Tal como a figura sugere, a região de D(0)

adjacente a 41 = [X1X2X9] e destacada a cor amarela, não faz parte do domínio computacional

inicial D̃(0). Para além desta, outras sete regiões do domínio espacial com a mesma área da

referida também não são incluídas em D̃(0). Por outro lado, as arestas nodais que constituem

a fronteira interior de D̃(0) não pertencem a D(0), bem como parte dos elementos finitos que

as contêm. Conclui-se, assim, que P não é uma boa decomposição da coroa circular D(0).

Neste caso, o utilizador deve começar por considerar um maior número de nós sobre a fronteira

exterior (por exemplo) por forma a obter uma boa descrição poligonal dessa fronteira, que

vai induzir uma decomposição mais fina de D(0) e, consequentemente, um menor erro na

aproximação do domínio espacial inicial.

Outro ponto a ter em conta na construção da malha espacial inicial é a possibilidade de

a solução apresentar algum tipo de simetria. Em caso afirmativo, é de todo conveniente que a

decomposição Pm(0) possua o mesmo eixo de simetria, para que haja uma representação ade-

quada da solução em cada instante. Por exemplo, as malhas espaciais representadas na figura

2.1 são simétricas relativamente ao eixo das abcissas e à bissectriz dos quadrantes ímpares,
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respetivamente. Já o sistema de elementos finitos da figura 2.4 apresenta simetria radial.

Suponha-se que a solução é simétrica e desenvolve uma frente que se desloca no tempo

perpendicularmente a um dos eixos de simetria do domínio espacial. Então, se a malha inicial

não refletir essa mesma simetria, muito dificilmente a solução numérica a manterá com o decor-

rer da simulação, originando, deste modo, erros que poderiam ser evitados com uma criteriosa

definição da malha inicial (figura 2.5 (à esquerda)). Na figura 2.5 (à direita), pode observar-se

uma decomposição inicial com a simetria desejada (em relação ao eixo das abcissas), que po-

tencia a manutenção desta simetria, no tempo, pela curva que define a posição da fronteira

móvel, representada a cor vermelha. Assim, se o utilizador tiver um conhecimento prévio da

Figura 2.5: A fronteira móvel perde a simetria em relação ao eixo Ox1(à esquerda) e mantém-na (à
direita)

distribuição dos valores das variáveis dependentes no domínio espaço-tempo, pode construir

sistemas de elementos finitos que favoreçam a obtenção de soluções numéricas de qualidade.

Um último facto relevante a considerar antes de se gerar a malha de elementos finitos

é a existência de uma fronteira móvel comum a dois subdomínios espaciais contíguos, digamos

Dmk(0) e Dml(0). Neste caso, os sistemas de elementos finitos Pmk(0) e Pml(0) não são com-

pletamente independentes um do outro, estão interligados pelos vértices comuns pertencentes

à fronteira móvel (figura 2.5). Por sua vez, o número e posição destes vértices da fronteira

móvel condicionam a definição das decomposições Pmk(0) e Pml(0). Logo, tendo por objetivo

a construção de uma partição inicial adequada da fronteira móvel, é importante saber como

evoluem os subdomínios espaciais no tempo (se há expansão, ou contração, por exemplo).

2.2.1.2 Solução aproximada local

Localmente, em cada 4m,L (L = 1, ..., Nm), a m-ésima variável dependente do sistema

(1.1) é aproximada por uma função interpoladora apropriada, que depende de um conjunto

finito de parâmetros ajustáveis. Estes parâmetros são as coordenadas dos pontos que descrevem
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a posição dos vértices de 4m,L e os coeficientes da combinação linear das funções da base do

espaço de funções escolhido para a representar. Frequentemente, são escolhidas as funções

polinomiais para aproximar cada função desconhecida ym, porque são fáceis de manipular.

De modo a poderem trabalhar-se todos os elementos finitos da mesma forma, consi-

dere-se um de referência ou unitário, independente de t, definido por

4 =

{
υ ∈ Rd : υI ≥ 0 ∧

d∑
I=1

υI ≤ 1

}
. (2.7)

A transformação Tm,L(t) : 4 −→ 4m,L(t) definida por

(Tm,L(t)) (υ) = X(1)
m,L(t) + T (t) · υ , com T (:, j) = X(j+1)

m,L − X(1)
m,L , (2.8)

é, para cada t, uma aplicação afim e bijetiva (figura 2.6). T (:, j) designa a coluna j da matriz

quadrada T (t), com 1 ≤ j ≤ d e X(i)
m,L representa o i-ésimo vértice de 4m,L, com 1 ≤ i ≤ d + 1.

Os vértices são percorridos no sentido positivo ou anti-horário, tal como ilustra a figura 2.6.

A família de malhas espaciais {Pm(t) : t ≥ 0} mantém a conetividade enquanto se permite o

movimento contínuo dos vértices. Assim cada elemento finito 4m,L(tk) ∈ Pm(tk), tem um

único correspondente 4m,L(t∗) ∈ Pm(t∗), para quaisquer tk e t∗ tais que 0 ≤ tk < t∗.

Figura 2.6: Transformação afim invertível do elemento finito unitário em 4m,L (d=2)

Denote-se por Zm,L a medida da área (ou do comprimento, se d = 1) do elemento finito

4m,L. Pode provar-se que

det(T ) = d.Zm,L , d = 1, 2 . (2.9)

Como não se consideram elementos finitos degenerados, tem-se que det(T ) > 0 e, consequente-
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mente, existe a inversa da transformação Tm,L, sendo definida por

T −1
m,L(x) = T−1

(
x− X(1)

m,L

)
, (2.10)

onde

T−1 =
1

2Zm,L

 (X2)
(3)
m,L − (X2)

(1)
m,L (X1)

(1)
m,L − (X1)

(3)
m,L

(X2)
(1)
m,L − (X2)

(2)
m,L (X1)

(2)
m,L − (X1)

(1)
m,L

 ,

se d = 2 e é igual a 1/Zm,L se d = 1. Na matriz anterior, (XI)
(i)
m,L representa a I-ésima

coordenada do vértice X(i)
m,L. A transformação Tm,L, definida em (2.8), pode ainda ser expressa

através das coordenadas baricêntricas ou triangulares
(
L(1), ..., L(d+1)

)T
em 4:

(Tm,L(t)) (υ) =

(
1−

d∑
I=1

υI

)
X(1)
m,L(t) +

d∑
I=1

υIX
(I+1)
m,L (t)

=

d+1∑
i=1

L(i)(υ)X(i)
m,L(t) .

(2.11)

Estas coordenadas satisfazem as condições seguintes

L(i)
(
υ(j)

)
= δij , i, j = 1, ...,d + 1 ,

0 ≤ L(i) (υ) ≤ 1 ∧
d+1∑
i=1

L(i) (υ) = 1 , ∀υ ∈ 4 ,
(2.12)

onde δi,j designa a função delta de Kronecker.

Seja Pd
r (4m,L) o espaço das funções polinomiais em d variáveis de grau menor ou igual a

r, com coeficientes reais, definidas em 4m,L. Note-se que não se usam aproximações lineares,

logo r > 1. A restrição da função Ym (que aproxima a m-ésima variável dependente ym) a4m,L,

que se nota por Ym|4m,L é um elemento deste espaço, isto é, Ym|4m,L ∈ P
d
r (4m,L). Cons-

trói-se, agora, cada uma destas funções interpoladoras locais Ym|4m,L, com L = 1, 2, ..., Nm.

Considerem-se definidos fr(d) pontos de interpolação
{
υi : i = 1, 2, ..., fr(d)

}
no ele-

mento finito unitário 4, onde

fr(d) =

d∏
i=1

(r + i)/d , (2.13)

e seja `i(υ) o polinómio de Lagrange de grau r, tal que

`i(υj) = δij , i, j = 1, ..., fr(d) . (2.14)
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Sabe-se que Br =
{
`i(υ) : i = 1, ..., fr(d)

}
é uma base do espaço de funções

P
d
r (4) = {P (υ) : P é um polinómio com coeficientes reais de grau máximo r , ∀υ ∈ 4} .

Para cada g ∈ C0 (Dm), defina-se

(INmg) (Tm,L(υ)) =

fr(d)∑
i=1

g
(
Tm,L(υi)

)
`i(υ) , υ ∈ 4 , L = 1, ..., Nm . (2.15)

Então INmg é uma função contínua em Dm e satisfaz as condições de interpolação:

(INmg)
(
Tm,L(υj)

)
= g

(
Tm,L(υj)

)
, j = 1, ..., fr(d) , L = 1, ..., Nm . (2.16)

Tem-se ainda que o operador INm define uma projeção limitada em C0 (Dm) e

‖INm‖∞ = max
υ∈4

fr(d)∑
i=1

∣∣`i(υ)
∣∣ .

A aproximação da função ym deve ser uma função contínua em Dm(t) para cada instante

t ≥ 0. Localmente, no L-ésimo elemento finito do m-ésimo sistema, é frequentemente obtida

por interpolação de Lagrange. Considere-se que a solução é conhecida nos fr(d) nós de interpo-

lação xim,L = Tm,L
(
υi
)

do elemento finito 4m,L. Então pode exprimir-se a solução aproximada

local Ym,L, em 4m,L, por

Ym,L(x) = Ym|4m,L (x) = (INmYm) (Tm,L(υ)) , υ ∈ 4 , L = 1, ..., Nm . (2.17)

Observe-se que `i(x) = `i
(
T −1
m,L(x)

)
= `i(υ), ∀x ∈ 4m,L.

Preste-se agora atenção à seleção dos pontos de interpolação — os nós locais. Sejam

(
j

r
, (d− 1)

k

r

)T
, j, k = 0, 1, ..., r , j + k ≤ r , (2.18)

as coordenadas dos fr(d) nós υi. Tal como a figura 2.7 sugere, os pontos de interpolação são

numerados a partir da origem (com cor preta) percorrendo as arestas nodais no sentido positivo

até ao nó υ3r = (0, 1/r)
T . A seguir, recomeça-se a numeração em υ3r+1 = (1/r, 1/r)

T (a

cor azul) e usa-se a mesma estratégia: percorrem-se os nós contidos nos segmentos de reta

paralelos às arestas nodais, e assim sucessivamente (a cor vermelha), até que todos os nós

tenham sido numerados. Estes nós de interpolação definem uma malha local em cada elemento

finito, que está ilustrada na figura 2.8 para o caso de r = 3, com d = 2.
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Figura 2.7: Numeração dos pontos de interpolação em 4

Figura 2.8: Nós locais xi
m,L em 4m,L para r = 3 (d=2). Os seus correspondentes em 4 estão à mesma cor

Neste caso, a i-ésima função da base Br dos polinómios de Lagrange é dada por

`i(υ) =

d+1∏
M=1

fki,M

(
L(M)(υ)

)
, sendo fk(s) =


k∏
j=1

(rs− j + 1)/j se 1 ≤ k ≤ r

1 se k = 0

, (2.19)

com ki,M = rL(M)
(
υi
)
∈ N e i = 1, 2, ..., fr(d). Na figura 2.9, está representado o gráfico de

dois polinómios básicos da interpolação de Lagrange no triângulo de referência: o primeiro (à

esquerda) de grau dois associado a υ1, o segundo (à direita) tem grau três e está associado ao

décimo nó.

Aqui, interessa fazer uma distinção clara entre a interpolação (local) num domínio bidi-

mensional e a interpolação em [a, b] ⊂ R. No caso unidimensional, em vez de se usar (2.19),
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Figura 2.9: Representação gráfica em 4 das funções `1, r = 2 (à esquerda) e `10, r = 3 (à direita) (d=2)

recorre-se à fórmula mais geral que define a i-ésima função da base Br,

`i(υ) =

r+1∏
j=1,j 6=i

υ − υj

υi − υj
, i = 1, 2, ..., r + 1 , (2.20)

e o grau da aproximação local é definido previamente para cada elemento finito de cada uma

das m malhas, logo r = r(m,L), com m = 1, ..., n e L = 1, ..., Nm. Assim, pode escolher-se

qualquer conjunto finito de pontos de interpolação. No MEFM, os nós interiores a 4m,L são

definidos em cada instante e, nesta tese, as suas posições são otimizadas com respeito à infor-

mação fronteira do elemento, como em [6]. De acordo com esta nova estratégia, as posições

dos r + 1 pontos de interpolação υi são definidas por

υi =
zi − z1

zr+1 − z1
, i = 1, 2, ..., r + 1 , (2.21)

sendo zi a i-ésima raiz do polinómio de Chebyshev de grau apropriado, r+ 1, no intervalo [0, 1],

dada por

zi = 0.5

(
1− cos

(
i− 0.5

r + 1
π

))
.

Este conjunto de nós permite minimizar o erro máximo da interpolação no intervalo

[
−z1

zr+1 − z1
,

1− z1

zr+1 − z1

]
⊃ 4 = [0, 1] .

Procedendo deste modo, os correspondentes pontos de interpolação xim,L, com i = 2, 3, ..., r

são tais que pertencem a int (4m,L) e as suas posições estão também otimizadas em relação à

informação fronteira, exterior ao elemento finito.

Relativamente ao caso bidimensional, observe-se que para se poder garantir a con-

tinuidade da solução numérica Ym sobre uma aresta comum a dois elementos finitos adjacentes
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4m,Li e 4m,Lj , o número de nós de interpolação pertencentes a esta aresta, bem como as res-

petivas posições devem ser coincidentes em ambos os elementos finitos 4m,Li e 4m,Lj . Logo,

o número de pontos de interpolação é o mesmo para todos os elementos da malha Pm, isto

é, r = r(m). Impõe-se agora a escolha dos melhores nós para interpolar num triângulo. Os

pontos de Lebesgue ou os de Fekete são dois conjuntos de nós de interpolação que surgem na

literatura [12, 13, 14, 48, 99] como sendo ótimos dentro de um certo critério. No entanto,

para estes conjuntos de pontos, que não têm coordenadas triangulares igualmente espaçadas,

não se encontraram fórmulas para avaliar os polinómios básicos de Lagrange com um custo

computacional reduzido. Estes são definidos recorrendo ao quociente do determinante de duas

matrizes de Vandermonde generalizadas. Assim, para d = 2, o conjunto de nós de interpolação

fica limitado aos pontos definidos em (2.18).

2.2.1.3 A aproximação global

Analise-se agora sobre a formulação global da aproximação Ym da m-ésima variável de-

pendente ym. Note-se que não se exigem mais condições de regularidade a Ym para além da

continuidade, isto é, Ym ∈ C0 (Dm(t)). Assim, o espaço de funções a que pertence a aproxi-

mação pode ser definido por

EPm =
{
Ym ∈ C0(Dm) : Ym|4m,L ◦ Tm,L ∈ P

d
r , ∀4m,L ∈ Pm

}
, (2.22)

e a sua dimensão é igual ao número de nós globais da malha espacial Pm. Estes nós são nume-

rados elemento a elemento, começando no primeiro e percorrendo todos os nós deste elemento

finito seguindo a ordenação ilustrada na figura 2.7. De seguida, passa-se para4m,2, sem repetir

os nós previamente numerados, e assim sucessivamente, até ao último nó de 4m,Nm.

Seja
{

Φkm : k = 1, ..., Ñm

}
uma base para EPm, constituída por funções que à partida

satisfaçam as condições de continuidade exigidas à aproximação. Então, pode definir-se global-

mente a aproximação Ym por

Ym (x, t) =

Ñm∑
k=1

Ym

(
ξkm, t

)
Φkm(x), x ∈ Dm(t) , (2.23)

onde Ym
(
ξkm, t

)
representa o valor aproximado de ym no respetivo nó global, em cada instante

t, que coincide com o correspondente valor local Y im,L(t) = Ym ◦ Tm,L
(
υi, t

)
, para L e i satis-

fazendo ξkm = xim,L. A função interpoladora básica associada ao nó ξkm é contínua e verifica

Φkm
(
ξjm
)

= δkj , k, j ∈ {1, 2, ..., Ñm} ,
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podendo ser definida por

Φkm (x) =

 `iL
(
T −1
m,L(x)

)
se x ∈ 4m,L ⊆ supp

(
Φkm
)

0 se x ∈ Dm\supp
(
Φkm
) , (2.24)

para algum iL ∈ {1, 2, ..., fr(d)}, onde supp
(
Φkm
)

— suporte da função Φkm — é o fecho do

conjunto
{
x ∈ Dm : Φkm(x) 6= 0

}
. Na figura 2.10, está representado o gráfico de duas funções

básicas globais num domínio unidimensional. A primeira (à esquerda) está associada ao primeiro

nó interior a 4m,L, enquanto que a segunda (à direita) está associada ao nó de separação

Xm,L+1. Usaram-se cores diferentes para o traçado do gráfico em cada elemento finito do

respetivo suporte e, fora deste, o gráfico está traçado a cor vermelha.

Figura 2.10: Representação gráfica de Φk
m, associada a x2

m,L(à esquerda) e a Xm,L+1 (à direita) (d=1)

Apontam-se, agora, algumas propriedades das funções básicas globais. Para cada m,

tem-se que

• a função Φkm, com k = 1, ..., Ñm, não depende diretamente de t, mas a sua definição está

associada aos vértices da malha Pm que varia continuamente no tempo;

• para cada x ∈ Dm, ∃U = int(U) tal que x ∈ U e todas, exceto um número reduzido de

funções Φkm, são nulas em U. No entanto, a coleção
{

Φkm : k = 1, ..., Ñm

}
não constitui

uma partição finita da unidade para Dm com funções de classe C0 [98] (porque Φkm (x) < 0

é possível, para algum k), o que aconteceria se as Φkm fossem funções “chapéu”, isto é,

se se usassem aproximações locais lineares;

• Φkm é contínua em todo o domínio associado a ym, mas não é diferenciável em todos os

pontos do seu suporte;

• e para cada k, int
(
supp

(
Φkm
))⋂

int
(
supp

(
Φjm
))

é não vazio para um número reduzido de

índices j.
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O gráfico da aproximação Ym obtém-se colecionando a representação gráfica de cada

um dos polinómios locais Ym,L, para L = 1, ..., Nm, que origina uma função contínua, tal como

ilustra a figura 2.11. Tem-se ainda que se ym ∈ C0 (Dm), a função interpoladora global Ym '

INmym converge uniformemente para ym em D̃m [58].

Figura 2.11: Aproximação seccionalmente de grau 3 de f(x1, x2) = (1 + exp (20 (x1 + x2 − 1)))−1, com a
malha projetada

Importa ainda deixar claro quais são os parâmetros efetivos de dependência da aproxi-

mação semi-discreta definida pela equação (2.23). Ym é, para cada instante t, uma função con-

tínua e seccionalmente polinomial que depende das amplitudes nodais (leia-se solução apro-

ximada em todos os pontos de interpolação) e da posição dos vértices da malha espacial Pm,

mas não depende da posição dos restantes nós globais. De facto, a posição de todos os xim,L,

com i = 1, 2, ..., fr(d), pode variar no tempo. No entanto, os pontos que não são nós de sepa-

ração mantêm sempre a mesma posição relativa aos vértices do elemento finito 4m,L. Assim,

denotando por (XI)m,j a coordenada I do j-ésimo vértice da malha Pm, pode escrever-se que

Ym = Ym

(
(XI)m,j (t), 1 ≤ I ≤ d , j = 1, ..., Nvm ; Y km(t), k = 1, ..., Ñm

)T
. (2.25)

É importante observar que não pertencem a esta lista de parâmetros efetivos todas as am-

plitudes em nós pertencentes a ∂Dm, para cada m, que sejam fixadas por uma condição de

fronteira (de Dirichlet, por exemplo). Por outro lado, todas as coordenadas de vértices que

se mantêm inalteradas durante a simulação, isto é, que não dependem de t, também deixam

de constar na equação (2.25) (veja-se a figura 2.12). Note-se ainda que o movimento dos

nós de uma fronteira móvel é definido por uma condição extra, externa ao MEFM. Consequente-

mente, cada uma destas condições retira um parâmetro ao método por cada vértice da fronteira

móvel, que se pode escolher como sendo a coordenada XI respetiva. Assim, as variáveis que
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permanecerem na lista completa definida em (2.25), que se reescreve como

Ym = Ym

(
(XI)m,j (t), 1 ≤ I ≤ d , j ∈ ΥNvm

; Y km(t), k ∈ ΥÑm

)T
, (2.26)

onde ΥM ⊆ {1, 2, ...,M} designa o conjunto dos índices (ou super-índices) “ativos”, constituem

o conjunto dos parâmetros efetivos de dependência da aproximação Ym. Note-se que ΥNvm
=

ΥNvm
(I), mas para não sobrecarregar a notação omitir-se-á esta dependência sempre que não

gerar ambiguidade.

Na figura 2.12, está representado um sistema de elementos finitos num domínio retangu-

lar com uma fronteira móvel (representada a cor vermelha). Os vértices desta malha espacial

inicial estão assinalados com diferentes cores, o que indica diferentes possibilidades para a

direção do movimento das posições nodais. Os vértices marcados a cor:

• azul, podem mover-se em qualquer direção na vizinhança da posição inicial (ambas as

coordenadas são parâmetros do MEFM);

• laranja, têm o seu movimento condicionado ao dos vértices do respetivo elemento finito

pelo que as coordenadas da sua posição não integram a lista (2.26);

• verde, movem-se numa única direção que está assinalada a cor “magenta” (só um dos

XI(t) é parâmetro de dependência de Ym), porque um nó de ∂Dm(0) terá que pertencer

a ∂Dm(t∗), para 0 < t∗;

• preta, mantêm a sua posição inalterada no tempo;

• azul claro, movem-se numa única direção com velocidade dada pela condição que define

o movimento da fronteira móvel, pelo que o parâmetro XI(t) respetivo não faz parte da

relação definida em (2.26).

2.2.2 Minimização dos resíduos

Uma vez escolhidas todas as funções Ym, m = 1, ..., n, que aproximam, em cada ins-

tante, os elementos da solução y = (y1, ..., yn)
T , do sistema de equações com derivadas parciais

(1.1) no domínio espacial Dm, então os parâmetros de que dependem são ajustados, de modo a

obter-se a função que mais se aproxima, dentro de um certo critério, da solução do problema.

A solução y pode ser considerada como uma variedade n-dimensional em R
n+d que evolui no

tempo [70, 106], parametrizada pelo conjunto de parâmetros efetivos do método. Assim, os

pontos do gráfico de cada função coordenada ym de y podem ser caracterizados pelo vetor

posição

sm(τ , t) = (x(τ , t), ym(x(τ , t), t)) , (2.27)
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Figura 2.12: Ilustração das diferentes possibilidades para a direção do movimento nodal (d=2)

onde τ é um parâmetro d-dimensional com domínio limitado. Na secção anterior, para cada t,

construiu-se uma aproximação seccionalmente polinomial da variedade

Sm = {(x, ym(x, ·)) : x ∈ Dm} ,

discretizando o domínio espacial de ym. Como a aproximação Ym, definida por (2.23), pertence

a um subespaço linear de funções de dimensão finita, então lineariza-se ym em torno de um

ponto base s0m = sm(τ 0, t0) (fixando todos os parâmetros de ym). s0m vai mudando com o

avançar do tempo e pode ser constituído pelos vetores que geram a base do espaço linearizado

calculados em t0. Este subespaço linearizado, onde se projecta a solução ym, é o espaço

tangente a Sm. Então, ∂Ym/∂t também pertence a este subespaço e, atendendo a (2.26),

tem-se
∂Ym
∂t

=

d∑
I=1

∑
j∈ΥNvm

∂Ym
∂ (XI)m,j

(ẊI)m,j +
∑

k∈ΥÑm

∂Ym
∂Y km

Ẏ km , (2.28)

onde ˙( ) designa o operador d/dt( ).

A solução aproximada Ym fica completamente determinada se, para cada instante, es-

tiverem definidos todos os parâmetros da lista (2.25). Nesta formulação do MEFM, os parâmetros

efetivos de dependência de Ym, definidos em (2.26), são escolhidos de modo a que o resíduo

da m-ésima equação discretizada do sistema (1.1), dado por

Rm =
∂Ym
∂t
− Lm(Y) , (2.29)

permaneça sempre ortogonal, em cada instante, ao subespaço tangente. Isto é equivalente

a dizer que a distância de Lm(Y) à sua projeção ortogonal ∂Ym/∂t deve ser mínima. Em
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conclusão, significa que se pretende minimizar a soma dos quadrados da norma L2 dos resíduos

das n equações com derivadas parciais discretizadas, com respeito a todas as possíveis escolhas

das derivadas temporais dos parâmetros efetivos de dependência de Y, isto é,

min
(ẊI)l,j ,Ẏ kl

n∑
m=1

|Rm|2L2(Dm) , 1 ≤ I ≤ d , (2.30)

para l = 1, ..., n, j ∈ ΥNvl
e k ∈ ΥÑl

. É importante realçar que, através deste processo, cada

equação de derivadas parciais do sistema (1.1) origina um sistema de equações diferenciais

ordinárias (EDOs) e que esta minimização gera o movimento nodal de modo a otimizar a aproxi-

mação da solução em cada instante. Em particular, num sistema físico modelado por equações

com derivadas parciais parabólicas em que o termo de difusão é dominante, a malha espacial

tende para um estado estacionário, tornando-se localmente ótima no seguinte sentido: é a que

produz o menor erro entre todas as possíveis malhas com a mesma conetividade [54, 69].

Neste momento, importa referir que, no MEFM, a maioria dos nós da malha tende a

concentrar-se nas regiões em que a solução apresenta gradientes elevados seguindo as frentes

abruptas no tempo, o que pode provocar distorções no sistema de elementos finitos com con-

sequente perda de propriedades, originando singularidades na matriz do sistema de EDOs resul-

tante da minimização do funcional (2.30). Assim, para prevenir o aparecimento destes proble-

mas, é necessário adotar uma estratégia que evite que o movimento nodal seja completamente

livre, reduzindo a influência na solução das regiões com grandes declives e penalizando as

situações potencialmente geradoras de singularidades.

A possibilidade de o mesmo polinómio representar as funções interpoladoras locais em

dois elementos finitos adjacentes de um dado sistema Pm ou a degeneração da malha espa-

cial por coalescência de dois nós de separação ou de um vértice com a aresta nodal oposta,

originando decomposições não admissíveis de Dm são os dois tipos de singularidades inerentes

ao MEFM e são ambos discutidos em [28, 105, 108]. Em qualquer uma destas duas situações,

tem-se que a característica da matriz de “massa” é inferior à ordem.

Para evitar a possível indeterminação na solução do sistema de EDOs resultante da dis-

cretização por elementos finitos, adiciona-se um termo a (2.30) para cada m que penaliza o

movimento relativo dos vértices. O valor absoluto destes termos é suficientemente pequeno de

modo a que eles só têm um papel ativo no caso dos nós da malha estarem próximos de gerar

elementos finitos degenerados. Considerando as penalizações do movimento nodal propostas

por Miller [69], estabelecidas independentemente para cada sistema de elementos finitos,
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obtém-se o problema de minimização modificado

min
(ẊI)l,j ,Ẏ kl

n∑
m=1

|Rm|2L2(Dm) +

Nm∑
L=1

(
εm,LQ̇m,L − Sm,L

)2

, (2.31)

com 1 ≤ I ≤ d, l = 1, ..., n, j ∈ ΥNvl
e k ∈ ΥÑl

. A função Q restringida a 4m,L, originalmente,

exprime a medida do respetivo elemento finito, isto é, Qm,L = Zm,L. Há outras possibilidades

para este funcional, como a que foi usada por Wacher e Sobey em [106]: Qm,L = ao perímetro

de 4m,L ao quadrado sobre Zm,L. Na função objetivo (2.31), εm,L e Sm,L representam os

coeficientes correspondentes à viscosidade internodal e às forças do tipo mola desse elemento

finito, respetivamente, e são definidos por

 εm,L

Sm,L

 =

(Zm,L − c3m,L)−1

 c2m,L

c1m,L

+

 c2m,L

0


(1 +

c3m,L
Zm,L − c3m,L

)2

. (2.32)

Estes coeficientes dependem de três constantes, tais que 0 < cim,L � 1, a definir pelo utilizador

para cada elemento de cada sistema de elementos finitos do problema que se pretende resolver.

Note-se que c3m,L representa a medida mínima permitida de 4m,L. Diferentes escolhas do

valor destas constantes podem produzir diferentes movimentos da malha espacial, mas a opção

tomada não interfere na qualidade da solução aproximada obtida com o MEFM [30].

2.2.3 Sistema de equações diferenciais ordinárias

O sistema de EDOs resultante da discretização por intermédio de elementos finitos é

obtido do problema de minimização modificado (2.31). Os pontos de estacionaridade deste

funcional (que se nota por) F são definidos por

Λ̇F = 0 , Λ̇ =

(
∂

∂(Ẋ1)l,j
,

∂

∂(Ẋd)l,j
,
∂

∂Ẏ kl

)T
, (2.33)

sendo l = 1, ..., n, j ∈ ΥNvl
e k ∈ ΥÑl

. Observe-se que, na definição de Λ̇, a segunda coordenada

só tem significado se d = 2. No caso d = 1, este operador reduz-se a Λ̇ =
(

∂
∂(Ẋ1)l,j

, ∂
∂Ẏ kl

)T
.

Este sistema, que é uma aproximação do sistema de equações com derivadas parciais (1.1),

permite determinar os parâmetros efetivos de que depende a aproximação Y. Uma vez que as

amplitudes nodais não intervêm na função Q, (que compõe a expressão que define os termos

de penalização) aplicando a fórmula de Leibnitz, de (2.33), obtém-se

n∑
m=1

(∫
Dm

Rm(Λ̇Rm)dx +

Nm∑
L=1

εm,L

(
εm,LQ̇m,L − Sm,L

)(
Q̇m,L , Q̇m,L , 0

)
Λ̇

)
= 0 , (2.34)
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interpretando ϕΛ̇ como sendo

(
∂ϕ1

∂(Ẋ1)l,j
,

∂ϕ2

∂(Ẋd)l,j
,
∂ϕ3

∂Ẏ kl

)T
,

onde ϕi são as componentes de ϕ.

Observe-se que, no resíduo discretizado Rm (2.29), o funcional Lm não depende de

nenhuma das variáveis do problema de minimização; apenas ∂Ym/∂t depende destas variáveis.

Por outro lado, se um dado vértice (pertencente a uma fronteira móvel, por exemplo (veja-se

a figura 2.5)) for comum a dois sistemas de elementos finitos Pm e Pl, as suas coordenadas

apenas fazem parte da lista de parâmetros efetivos afeta a uma das duas funções aproximadas

Ym ou Yl. Assim, a partir da equação (2.28), tem-se

∂

∂v̇
(R1, ...,Rn)

T
=
∂Yl
∂v

el , (2.35)

para v = (XI)l,j ou v = Y kl , em que el designa o l-ésimo vetor da base canónica de Rn. Daqui,

resulta que

Λ̇Rm = ΛYm δm,l , com Λ =

(
∂

∂(X1)l,j
,

∂

∂(Xd)l,j
,
∂

∂Y kl

)T
. (2.36)

Então, reescrevendo o sistema (2.34) e utilizando o índice m em substituição de l (inclusive na

definição dos operadores Λ e Λ̇), tem-se que

∫
Dm

Rm(ΛYm)dx +

Nm∑
L=1

εm,L

(
εm,LQ̇m,L − Sm,L

)(
Q̇m,L , Q̇m,L , 0

)
Λ̇ = 0 , (2.37)

com m = 1, ..., n. Intuitivamente, pode interpretar-se o MEFM como uma generalização do

método de Galerkin que obriga a que o resíduo da m-ésima equação com derivadas parciais

seja ortogonal ao subespaço linear de funções gerado pelos elementos de (2.26).

Para se explicitar e simplificar cada uma destas equações (2.37), é necessário, por um

lado, definir ΛYm e (Q̇m,L , Q̇m,L , 0)Λ̇ e, por outro, calcular os integrais, o que será feito na

secção seguinte. A este sistema resultante da aplicação do MEFM, é necessário juntar ainda a

equação discretizada que define o movimento de cada nó pertencente a uma fronteira móvel

(relembre-se que este é definido por uma condição externa ao método). Obtém-se assim, para

cada m, um sistema de EDOs de grande dimensão nas variáveis listadas em (2.25). Logo que

sejam conhecidos os valores de todos os parâmetros para um dado instante t, pode definir-se a

solução aproximada do problema.
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2.3 Equações gerais do MEFM para um modelo com fronteiras

móveis

Nesta secção, interessa definir todas as derivadas parciais que figuram no sistema (2.37)

e explicitar as aproximações das derivadas espaciais de Ym nos pontos do domínio espacial em

que não existam. Posteriormente, desenvolvem-se e simplificam-se os integrais que intervêm

nas equações que constituem o sistema de EDOs.

Primeiro define-se (Q̇m,L , Q̇m,L , 0)Λ̇, considerando a função Q original, isto é, Qm,L =

Zm,L. Atendendo à igualdade (2.9) e à definição da matriz da transformação (2.8), pode ex-

primir-se a medida de 4m,L por

Zm,L =


(X1)

(2)
m,L − (X1)

(1)
m,L , d = 1 ,

1

2

∑
σp∈S3

(X1)
(σp(1))
m,L

[
(X2)

(σp(2))
m,L − (X2)

(σp(3))
m,L

]
, d = 2 ,

(2.38)

onde σp é uma permutação par de S3, conjunto das permutações dos elementos de {1, 2, 3}.

Então, a derivada temporal da área de um elemento finito (caso d = 2) é dada por

Żm,L =
1

2

∑
σ∈S3

(ẊI)
(σ(1))
m,L

[
(X3−I)

(σ(2))
m,L − (X3−I)

(σ(3))
m,L

]
, (2.39)

com I = 1, se σ é par, e I = 2, caso contrário. Daqui, resulta que

(Q̇m,L , Q̇m,L , 0)Λ̇ =
1

2

(
(X2)

(σp(2))
m,L − (X2)

(σp(3))
m,L , (X1)

(σi(2))
m,L − (X1)

(σi(3))
m,L , 0

)T
, (2.40)

onde Xm,j = X(σ(1))
m,L e σi denota uma permutação ímpar de S3. Tendo presente a observação do

parágrafo imediatamente anterior à equação (2.35), tem-se (Q̇m,L , Q̇m,L , 0)Λ̇ = 0, se Xm,j não

é um vértice de 4m,L. Num problema unidimensional, tem-se simplesmente

(Q̇m,L , 0)Λ̇ =
(
(−1)i, 0

)T
, com Xm,j = X(i)

m,L , (2.41)

sempre que não se anular.

Pretende-se agora caracterizar ΛYm no domínio espacial onde não é identicamente nulo.

Relativamente às derivadas em ordem a cada parâmetro efetivo “ativo” (XI)m,j (observe-se que

Ym só depende deste parâmetro nos elementos finitos que têm Xm,j como um vértice), estas

são localmente obtidas recorrendo à derivada espacial respetiva da solução aproximada [30],
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por
∂Ym

∂(XI)m,j
(x, t) = −∂Ym,L

∂xI
(x, t)L(iL)

(
T −1
m,L(x)

)
, se x ∈ 4m,L , (2.42)

para algum iL ∈ {1, ...,d + 1}, tal que Xm,j = X(iL)
m,L. No que respeita às derivadas parciais da

aproximação Ym em ordem a cada uma das amplitudes nodais, que são parâmetros efetivos

inventariados em (2.26), obtém-se das equações (2.23) e (2.24) que

∂Ym
∂Y km

(x, t) = Φkm(x) = `iL
(
T −1
m,L(x)

)
, se x ∈ 4m,L ⊆ supp

(
Φkm
)
, (2.43)

para algum iL ∈ {1, 2, ..., fr(d)} tal que ξkm = xiLm,L.

Deste modo, fica então definido ΛYm e, no elemento finito 4m,L, reduz-se a

ΛYm =

(
−∂Ym,L

∂x1
L(jL) ◦ T −1

m,L ,−
∂Ym,L
∂xd

L(jL) ◦ T −1
m,L , `

iL ◦ T −1
m,L

)T
, (2.44)

para alguns jL ∈ {1, ...,d + 1}, tal que Xm,j = X(jL)
m,L e iL ∈ {1, 2, ..., fr(d)}, tal que ξkm = xiLm,L.

Consequentemente, a derivada parcial de primeira ordem de Ym em ordem à variável tempo,

dada pela equação (2.28), restringida ao L-ésimo elemento finito, pode ser simplificada. Tem-se

∂Ym
∂t

∣∣∣∣
4m,L

(x, t) =

d∑
I=1

−∂Ym,L
∂xI

(x, t)
d+1∑
j=1

L(j)(υ) (ẊI)
(j)
m,L +

fr(d)∑
i=1

`i(υ) Ẏ im,L . (2.45)

Recorde-se que υ = T −1
m,L(x), ∀x ∈ 4m,L e que esta transformação foi definida em (2.8). Para

que esta derivada fique completamente definida é necessário obter as derivadas espaciais de

primeira ordem da função Ym.

Para calcular ∂Ym
∂xI

num ponto interior a 4m,L, atendendo a que ∂Ym
∂xI

∣∣∣
4m,L

◦ Tm,L ∈ Pd
r,

∀4m,L ∈ Pm, pode recorrer-se à fórmula interpoladora de Lagrange, utilizando exatamente os

mesmos pontos de interpolação que se usam para definir a solução aproximada Ym no respetivo

elemento finito, desde que se conheçam as correspondentes derivadas em cada um dos nós de

interpolação. Assim, para cada instante t, tem-se que

∂Ym,L
∂xI

(Tm,L(υ)) =

fr(d)∑
i=1

∂Ym,L
∂xI

(
Tm,L(υi)

)
`i(υ)

=

fr(d)∑
i=1

`i(υ)

fr(d)∑
k=1

Y km,L
∂`k

∂xI

(
υi
)
, υ ∈ int(4) ,

(2.46)

sendo a última igualdade estabelecida a partir das equações (2.17) e (2.15) que definem a

solução aproximada local. Mas, pela derivada de uma função composta e tendo em conta a
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equação (2.10) que define a transformação T −1
m,L, pode escrever-se

∂`k

∂xI
=

d∑
J=1

∂`k

∂υJ

∂υJ
∂xI

=
(
T−1(:, I)

)T ∇`k , (2.47)

onde ∇ denota o operador gradiente. Então, reescrevendo a equação (2.46), obtém-se

∂Ym,L
∂xI

(Tm,L(υ)) =

fr(d)∑
i=1

`i(υ)
(
T−1(:, I)

)T fr(d)∑
k=1

Y km,L ∇`k
(
υi
)
, υ ∈ int(4) . (2.48)

Quanto à derivada espacial de segunda ordem ∂2Ym
∂x2
I

, que figura na expressão que define o

resíduo discretizado Rm, em analogia com o que foi feito para a derivada de primeira ordem,

esta define-se por

∂2Ym,L
∂x2

I

(Tm,L(υ)) =

fr(d)∑
i=1

`i(υ)

fr(d)∑
k=1

Y km,L
(
T−1(:, I)

)T
Hk
(
υi
)
T−1(:, I) , υ ∈ int(4) , (2.49)

sendo Hk a matriz hessiana da função `k.

No entanto, para se obterem as derivadas espaciais de Ym num ponto pertencente a

∂4m,L é preciso mais esforço. Interessa relevar que não foram exigidas condições suficientes

de diferenciabilidade a Ym e recorde-se que Ym ∈ EPm (2.32). Por conseguinte, é necessário

definir aproximações das derivadas espaciais de Ym em todos os pontos de Dm em que não

existam.

2.3.1 Regularização da solução aproximada

Com o objetivo de regularizar cada função componente do vetor solução Y, substitui-se

a aproximação Ym por um polinómio cúbico de Hermite na vizinhança dos nós de separação (em

1-D) ou das arestas nodais (em 2-D), numa secção perpendicular à aresta. Para economia de

escrita, expõe-se esta técnica de regularização restringida ao caso unidimensional. Assim, para

cada nó de separação Xm,j, com j = 1, ..., Nvm, considera-se uma sua vizinhança Vεj (Xm,j) ={
x ∈ Dm : Xm,j − εj

2 < x < Xm,j +
εj
2

}
, com 0 < εj � 1 e define-se o polinómio cúbico de

Hermite Hj que satisfaz as seguintes condições

Hj
(
Xm,j ±

εj
2

)
= Ym

(
Xm,j ±

εj
2

)
; H′j

(
Xm,j ±

εj
2

)
=
∂Ym
∂x

(
Xm,j ±

εj
2

)
, (2.50)

tal como apresentado na figura 2.13, à esquerda. Nesta figura, à direita, que ilustra a regulari-

zação de ∂Ym/∂x, o valor desta função nos dois elementos finitos consecutivos é mj−1(x) e

mj(x), respetivamente. Na vizinhança de amplitude εj de Xm,j, tem-se que o valor da derivada
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espacial da aproximação Ym, traçada a cor vermelha, assume uma variação regular dada por

H′j(x) = mHj (x).

Figura 2.13: Aproximação cúbica de Hermite da função Ym na vizinhança de um ponto anguloso Xm,j (à
esquerda) e o valor de ∂Ym/∂x em 4m,j−1, 4m,j e Vεj (Xm,j) (à direita)

A solução aproximada regularizada Ỹm, definida em Dm(t), fica caracterizada por

Ỹm(x, t) =


Ym(x, t) , x ∈ Dm\

Nvm⋃
j=1

Vεj (Xm,j)

Hj(x) , x ∈ Vεj (Xm,j) , j = 1, ..., Nvm

. (2.51)

Usando o desenvolvimento de Ym e ∂Ym
∂x em série de Taylor em torno de Xm,j, nos intervalos[

Xm,j − εj
2 , Xm,j

]
e
[
Xm,j , Xm,j +

εj
2

]
, obtém-se

H′j(Xm,j) =
1

2

(
∂Ym
∂x

(
X−m,j

)
+
∂Ym
∂x

(
X+
m,j

))
+ o1(εj) ,

H′′j (Xm,j) =
1

εj

(
∂Ym
∂x

(
X+
m,j

)
− ∂Ym

∂x

(
X−m,j

))
+

1

2

(
∂2Ym
∂x2

(
X−m,j

)
+
∂2Ym
∂x2

(
X+
m,j

))
+ o2(εj),

(2.52)

onde o·(εj) representa um infinitésimo com εj de primeira ordem, isto é, limεj→0 o·(εj) = 0.

Fazendo εj → 0, ∀j, tem-se que Ỹm → Ym. Então,

∂Ym
∂x

(Xm,j) = lim
εj→0

∂Ỹm
∂x

(Xm,j) = lim
εj→0

H′j(Xm,j) =
1

2

(
∂Ym
∂x

(
X−m,j

)
+
∂Ym
∂x

(
X+
m,j

))
. (2.53)

No caso de se pretender simular um sistema físico modelado por equações com derivadas par-

ciais, em que no operador L figurem derivadas espaciais de ordem superior a dois, pode aper-

feiçoar-se esta técnica de regularização aumentando o grau do polinómio de Hermite, de modo

a conseguir boas aproximações das derivadas nos pontos angulosos. As condições suplementares
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a impor para o conseguir poderão ser:

H′′j
(
Xm,j ±

εj
2

)
=
∂2Ym
∂x2

(
Xm,j ±

εj
2

)
.

Finaliza-se esta subsecção, apresentando os resultados obtidos para definir o valor do

limite de qualquer integral na vizinhança do ponto anguloso Xm,j, que eventualmente surja

por aplicação do MEFM ao modelo considerado neste trabalho. Estes resultados, que serão

usados na simplificação das equações que constituem o sistema de ODEs, estão sintetizados no

parágrafo seguinte.

Seja f(x) = f(x,u, dudx ) uma função contínua e finita para todos os valores das suas

variáveis de uma dada região de interesse S, que admite derivadas parciais contínuas e finitas

de qualquer ordem em todos os pontos de S. Suponha-se que cada função um = um(x), m =

1, ..., n, é contínua e finita em todo o seu domínio, é seccionalmente polinomial, podendo a sua

representação gráfica apresentar um número finito de pontos angulosos Xm,j. Então (veja-se

[80]),

(a) lim
εj→0

∫
Vεj (Xm,j)

f

(
x, ũ,

dũ
dx

)(
ψ̃(x),

∂ψ̃

∂Xm,j

)T
dx = 0 ,

(b) lim
εj→0

∫
Vεj (Xm,j)

f

(
x, ũ,

dũ
dx

)
d2ũm
dx2

(
ψ̃(x),

∂ψ̃

∂Xm,j

)T
dx '

f(Xm,j)

(
dum
dx

∣∣∣∣
X+
m,j

− dum
dx

∣∣∣∣
X−m,j

)(
ψ(Xm,j),−

ψ′(X−m,j) + ψ′(X+
m,j)

2

)T
,

onde ψ̃ designa a aproximação da função ψ, em Vεj (Xm,j), por um polinómio de terceiro grau

que satisfaça as condições (2.50). Nas duas equações anteriores, ψ representa uma função

contínua e seccionalmente polinomial em
[
Xm,j − εj

2 , Xm,j

]
e
[
Xm,j , Xm,j +

εj
2

]
.

Termina-se, referindo que só se assegura que não há erro de truncatura ao calcular os

integrais na vizinhança de pontos angulosos, se forem do tipo (a) ou quando f não for função

de dũ
dx . Se f for também função de dũ

dx , haverá um certo erro que depende da diferença das

derivadas laterais de ui em Xm,j, com i = 1, ..., n. No entanto, há que notar o seguinte:

• se Xm,j não é um ponto anguloso para uma dada função ui, então essa diferença é nula

e, por isso, a maior parte dos termos das expressões dos erros são nulos também;

• como ui é uma função polinomial em cada subdomínio limitado por dois pontos angulosos

consecutivos, então a diferença referida deverá diminuir à medida que se aumentarem os

graus dos polinómios que definem ui, em cada um destes subdomínios.
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Pelas razões apontadas, consideram-se como razoáveis as aproximações obtidas para os inte-

grais do tipo (b).

2.3.2 Desenvolvimento das equações e simplificação dos integrais

Nesta subsecção, apresenta-se com rigor, a simplificação dos integrais que aparecem nas

equações do sistema (2.37), para cada m = 1, ..., n, considerando a aproximação regularizada

Ỹm e decompondo-os de modo a fazer intervir as vizinhanças de todos os nós de separação (se

d = 1) ou de todas as arestas da malha espacial bidimensional (caso d = 2). Assim, tem-se

∫
Dm

Rm(ΛYm)dx =

Nm∑
L=1

(
lim

εm,L→0

∫
4ε
m,L

Rm(ΛYm)dx

)
+

N( ·)m∑
K=1

(
lim
εK→0

∫
VεK

R̃m(ΛỸm)dx

)
,

(2.54)

onde εm,L =
(
ε

(1)
m,L, ..., ε

(d+1)
m,L

)T
e 4εm,L é um aberto contido no respetivo elemento finito

definido por

4εm,L = 4m,L\
d+1⋃
i=1

V
ε
(i)
m,L

.

No terceiro integral de (2.54), R̃m representa o resíduo da m-ésima equação discretizada,

definido pela equação (2.29), em que a solução aproximada Y é substituída pela solução apro-

ximada regularizada Ỹ = (Ỹ1, ..., Ỹn)T e VεK denota a vizinhança de amplitude εK, do K-ésimo

elemento nodal (uma aresta da malha espacial, se d = 2). No caso d = 1, tem-se VεK =

VεK (Xm,K).

Daqui em diante, apontam-se os pormenores da dedução para d = 2. No caso unidimen-

sional, a simplificação dos integrais obtém-se de forma análoga. Começa-se por se considerar

uma vizinhança aberta retangular de cada aresta nodal de Pm, tal como ilustra a figura 2.14,

para o L-ésimo elemento finito. Assim, V
ε
(i)
m,L

é o interior do conjunto constituído pelos pontos

dos segmentos de reta de comprimento ε(i)
m,L, centrados num ponto da i-ésima aresta de 4m,L

— que se passará a designar por Γ
(i)
m,L —, e perpendiculares à referida aresta, isto é,

V
ε
(i)
m,L

= int

 ⋃
x̂∈Γ

(i)
m,L

{
x̂+ λv

(i)
m,L : v

(i)
m,L é unitário e ortogonal a Γ

(i)
m,L ∧ |λ| <

ε
(i)
m,L

2

} .

Sejam T εm,L, a transformação de 4 em 4εm,L definida por (2.8) e X(i)
m,L + ω(i)(εm,L), o

i-esimo vértice de 4εm,L, com ω(i)(ε) 6= 0. Pode provar-se, por um lado, que

T εm,L(υ) = Tm,L(υ) + ω(1)(εm,L) +Mε · υ ,
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Figura 2.14: Ilustração da vizinhança aberta de cada aresta nodal de 4m,L (d=2)

com Mε(:, j) = ω(j+1)(εm,L)− ω(1)(εm,L) e, por outro lado, que

det(T ε) = d (Zm,L + %(εm,L)) ,

onde T ε é a matriz da transformação T εm,L. Atendendo a que limεm,L→0 ω
(i)(ε) = 0, obtém-se

limεm,L→0 %(εm,L) = 0. Daqui, resulta que

lim
εm,L→0

∫
4ε
m,L

F (x)dx = lim
εm,L→0

∫
4
F
(
T εm,L(υ)

)
det(T ε)dυ = dZm,L

∫
4
F (Tm,L(υ)) dυ , (2.55)

sendo F uma função contínua em 4m,L.

Começa-se pelo primeiro somatório do segundo membro da equação (2.54). Tendo pre-

sente as equações (2.42) e (2.43), pode afirmar-se que todas as parcelas deste somatório são

nulas, exceto as que se obtêm para os elementos finitos contidos no suporte da função básica

associada ao nó global cuja posição ou amplitude é o parâmetro efetivo “ativo”. Assim, esta-

beleça-se que Xm,j é o kj-ésimo nó global e que o suporte da função Φkm é constituído por sk

elementos finitos da respetiva malha espacial, isto é, Xm,j = ξkjm e supp
(
Φkm
)

=
⋃sk
s=14m,Ls,

respetivamente. Então, o somatório referido reduz-se a:

s(·)∑
s=1

(
lim

εm,Ls→0

∫
4ε
m,Ls

Rm(ΛYm)dx

)
, (2.56)

onde s(·) = skj , nas equações associadas às posições nodais, e s(·) = sk, nas equações associadas

às amplitudes nos nós globais. Relembre-se que a definição de ΛYm num elemento finito é dada

por (2.44).

Atendendo agora às equações (2.29) e (2.45) que definem o resíduo Rm e a derivada
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parcial de primeira ordem de Ym em ordem à variável tempo, restringida ao L-ésimo elemento

finito, respetivamente, substituindo (2.46) em (2.45), fixando o domínio de integração no ele-

mento finito de referência, através da mudança de variável x = T εm,L(υ) e usando (2.55), da

equação (2.56) resulta para m = 1, ..., n, j ∈ ΥNvm
(I) e k ∈ ΥÑm

, que:

lim
εm,Ls→0

∫
4ε
m,Ls

Rm(ΛYm)dx =

= dZm,Ls
d+1∑
M=1

d∑
I=1

fr(d)∑
i=1

∂Ym,Ls
∂xI

∣∣∣∣
xim,Ls



fr(d)∑
l=1

A2 (i, l, pM,j)
∂Ym,Ls
∂x1

∣∣∣∣
xlm,Ls

fr(d)∑
l=1

A2 (i, l, pM,j)
∂Ym,Ls
∂xd

∣∣∣∣
xlm,Ls

−A1 (i, is,M)


(ẊI)

(M)
m,Ls

+dZm,Ls

fr(d)∑
i=1



−
fr(d)∑
l=1

A1(i, l, js)
∂Ym,Ls
∂x1

∣∣∣∣
xlm,Ls

−
fr(d)∑
l=1

A1(i, l, js)
∂Ym,Ls
∂xd

∣∣∣∣
xlm,Ls

A(i, is)


Ẏ im,Ls

−dZm,Ls



−
fr(d)∑
l=1

Bjs(l, Ls,m)
∂Ym,Ls
∂x1

∣∣∣∣
xlm,Ls

−
fr(d)∑
l=1

Bjs(l, Ls,m)
∂Ym,Ls
∂xd

∣∣∣∣
xlm,Ls

B(is, Ls,m)


,

(2.57)

onde A é uma matriz quadrada de ordem fr(d) e A1, A2 são arrays tridimensionais com 3 e 9

páginas, respetivamente, definidos por

A(i, is) =

∫
4
`i(υ) `is(υ)dυ ,

A1(i, is,M) =

∫
4
`i(υ)L(M)(υ) `is(υ)dυ ,

A2(i, is, pM,j) =

∫
4
`i(υ)L(M)(υ) `is(υ)L(js)(υ)dυ ,

com pM,j = M + 3(js − 1), para alguns js ∈ {1, ...,d + 1} e is ∈ {1, 2, ..., fr(d)}, tais que Xm,j =
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X(js)
m,Ls

e ξkm = xism,Ls. Na equação (2.57), B(i, Ls,m) e Bjs(i, Ls,m) representam integrais do

tipo

B(i, Ls,m) =

∫
4
Lm(Y)|x=Tm,Ls (υ) `

i(υ)dυ ,

Bjs(i, Ls,m) =

∫
4
Lm(Y)|x=Tm,Ls (υ) `

i(υ)L(js)(υ)dυ .

Considere-se agora um termo genérico do segundo somatório da equação (2.54), associ-

ado à K-ésima aresta da malha Pm. Para o cálculo do respetivo integral, segue-se a estratégia

proposta por Coimbra em [28], considerando uma mudança de coordenadas de modo a que, no

novo sistema, a referida aresta esteja contida no semieixo positivo das ordenadas e com um

extremo no ponto de coordenadas (0, 0)T . Assim, suponha-se que 4m,Ls é o primeiro elemento

finito que contém a K-ésima aresta global e que esta é a i-ésima aresta de 4m,Ls, para algum

i ∈ {1, ...,d + 1}. Interessa, neste momento, referir que, tal como as figuras 2.7 e 2.8 sugerem,

a orientação definida para a aresta Γ
(i)
m,L é de X(i)

m,L para X(i+1)
m,L , se i ≤ d, ou de X(i)

m,L para X(1)
m,L,

se i = d + 1. Seja ϕK : R2 −→ R
2 a transformação de coordenadas definida pela composição

da translação associada ao vetor de origem O (ponto de coordenadas (0, 0)T ) e extremidade

X(i)
m,Ls

, seguida de uma rotação de amplitude θK radianos, sendo θK a medida do ângulo (no

sentido positivo) que o semieixo positivo das ordenadas forma com o vetor constituído pela

aresta Γ
(i)
m,Ls

com a orientação introduzida. Então,

x = ϕK(η) = X(i)
m,Ls

+RTθKη , (2.58)

onde RθK é a matriz ortogonal da rotação, isto é,

RθK =

 cos θK sin θK

− sin θK cos θK

 .

Tendo presente a definição de R̃m, apresentada imediatamente a seguir a (2.54), e

efetuando a mudança de variável x = ϕK(η), definida por (2.58), visto que det
(
RTθK

)
= 1, pode
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escrever-se

lim
εK→0

∫
VεK

R̃m(ΛỸm)dx =

∫ aK

0

 lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
∂Ỹm
∂t

(ΛỸm)

]∣∣∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1

 dη2

−
∫ aK

0

 lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
d∑
I=1

(FI)m

(
x, t, Ỹ,

∂Ỹ
∂x1

,
∂Ỹ
∂xd

)
∂2Ỹm
∂x2

I

(ΛỸm)

]∣∣∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1

 dη2

−
∫ aK

0

 lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
gm

(
x, t, Ỹ,

∂Ỹ
∂x1

,
∂Ỹ
∂xd

)
(ΛỸm)

]∣∣∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1

 dη2 ,

(2.59)

onde aK denota o comprimento da K-ésima aresta da malha de elementos finitos Pm,

∂Ỹm
∂xI

=

(
∂Ỹm
∂η1

∂Ỹm
∂η2

)
RθK (:, I)

e
∂2Ỹm
∂x2

I

= (−1)3−I
(

sin(θK +
π

2
I)

∂

∂η1
+ cos(θK +

π

2
I)

∂

∂η2

)2

Ỹm , (2.60)

com ∂
∂ηI

∂
∂ηJ

Ỹm = ∂2Ỹm
∂ηI∂ηJ

. Os resultados apresentados no final da subsecção anterior permitem

concluir que o segundo e o quarto limites de (2.59) valem zero. Em relação ao terceiro limite

da referida equação, substituindo (2.60) em (2.59), obtém-se

lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
d∑
I=1

(FI)m
∂2Ỹm
∂x2

I

(ΛỸm)

]∣∣∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1 = l1 + l2 + l3 =

lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
(F1)m cos2 θK + (F2)m sin2 θK

]∣∣
x=ϕK(η)

∂2Ỹm
∂η2

1

(ΛỸm)
∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1

+ lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

d∑
I=1

(−1)I [(FI)m sin(2θK)]|x=ϕK(η)

∂2Ỹm
∂η1∂η2

(ΛỸm)
∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1

+ lim
εK→0

∫ εK
2

− εK2

[
(F1)m sin2 θK + (F2)m cos2 θK

]∣∣
x=ϕK(η)

∂2Ỹm
∂η2

2

(ΛỸm)
∣∣∣
x=ϕK(η)

dη1 .

(2.61)

A m-ésima componente de Ỹ, restringida a uma secção perpendicular a Γ
(i)
m,L, contida

em V
ε
(i)
m,L

, é definida por um polinómio cúbico de Hermite nas condições (2.50) e coincide com

Ym,L em 4εm,L. Fazendo uso, novamente, dos resultados estabelecidos na subsecção 2.3.1,

conclui-se, a partir do caso do tipo (a), que são nulos o terceiro e quarto limites de (2.61) e, a

partir do caso do tipo (b), que

l1 '
[
(F1)m cos2 θK + (F2)m sin2 θK

]∣∣
x=ϕK(0,η2)

(
∂Ym
∂η1

∣∣∣∣
(0+,η2)

− ∂Ym
∂η1

∣∣∣∣
(0−,η2)

)
(ΛYm)|x=ϕK(0,η2) .
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Assim, normalizando o intervalo de integração através de η2 = aKν de (2.59), resulta que

lim
εK→0

∫
VεK

R̃m(ΛỸm)dx ' −aK
∫ 1

0

[
(F1)m cos2 θK + (F2)m sin2 θK

]∣∣
x=ϕK(0,aKν)

×
d∑
I=1

[
sin
(
I
π

2
− θK

)( ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0+,aKν)

− ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0−,aKν)

)]
(ΛYm)|x=ϕK(0,aKν) dν ,

(2.62)

onde

(FI)m|x=ϕK(0,aKν) = (FI)m

(
ϕK(0, aKν), t, Y|ϕK(0,aKν) ,

∂Y
∂x1

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

,
∂Y
∂xd

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

)
,

e, Y|ϕK(0,aKν) e ∂Y
∂xI

∣∣∣
ϕK(0,aKν)

representam a aproximação da solução e a sua derivada par-

cial de primeira ordem em ordem a xI, respetivamente, calculadas num ponto genérico da

K-ésima aresta global. O valor da l-ésima função componente do último vetor é determinado

diretamente a partir de (2.48) se ϕK(0, aKν) é um ponto interior a um dos elementos finitos de

Pl ou pela média entre as derivadas à esquerda e à direita em ϕK(0, aKν), isto é,

∂Yl
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

=
1

2

(
∂Yl
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0+,aKν)

+
∂Yl
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0−,aKν)

)

=
1

2

(
∂Yl,LR
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

+
∂Yl,Ls
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

)
,

(2.63)

ainda definidas através da equação (2.48), no caso de ϕK(0, aKν) pertencer a uma aresta nodal

da malha espacial Pl. Note-se que, na equação anterior que é obtida de (2.53), Ls e LR

representam os números do primeiro elemento finito e do outro elemento de Pl, que contêm a

K-ésima aresta global, respetivamente.

No entanto, atendendo a (2.44) que define ΛYm no elemento finito 4m,L e, por um

lado, em virtude de a jL-ésima coordenada triangular ser nula numa aresta que não é incidente

a X(jL)
m,L e, por outro lado, devido a que a função interpoladora básica local associada a xim,L ser

identicamente nula numa aresta de 4m,L que não contém o referido nó, então as parcelas não

nulas do segundo somatório de (2.54) correspondem a arestas incidentes a Xm,j ou a arestas que

contêm o nó global ξkm. Assim, se a K-ésima aresta global não é incidente ao j-ésimo vértice,

nem contém o k-ésimo nó de Pm, tem-se que o segundo membro de (2.62) é identicamente

nulo.

Por último, analisam-se os casos particulares que surgem quando a K-ésima aresta per-

tence à fronteira do domínio espacial Dm, para algum m. A orientação introduzida para as

arestas no parágrafo imediatamente anterior a (2.58), é tal que, sempre que a aresta está
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contida em ∂Dm, não existe o elemento finito designado por LR. Assim, a avaliação de
∂Ym,LR
∂xI

∣∣∣
ϕK(0,aKν)

efectua-se fazendo intervir a condição de fronteira ou é imposta externa-

mente atendendo ao conhecimento que o utilizador tem (da solução) do problema específico

que pretende resolver.

Com o intuito de exemplificar, suponha-se que a condição de fronteira existente não

fixa o valor da amplitude em cada um dos pontos da K-ésima aresta, isto é, é do tipo

∂ym
∂xI

= Fp(xJ , t, ym) , I, J ∈ {1, 2} e J 6= I . (2.64)

Então, esta condição é introduzida em cada EDO associada a um nó global pertencente à

referida aresta, do seguinte modo:

∂Ym,LR
∂xI

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

= Fp(xJ , t, Ym)|ϕK(0,aKν) .

No entanto, a derivada parcial em ordem a xJ , que também aparece na equação (2.62)

e traduz o que se passa no lado exterior da fronteira, relativamente ao domínio da variável

espacial, já não poderá ser expressa pela condição (2.64). Neste caso, pode encarar-se a

hipótese de haver continuidade desta derivada, ou seja, admite-se que

∂Ym,LR
∂xJ

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

=
∂Ym,Ls
∂xJ

∣∣∣∣
ϕK(0,aKν)

.

Infelizmente, procedendo deste modo, pode perder-se informação relevante para a correta

definição das EDOs associadas a um nó contido na K-ésima aresta. De facto, se Dm for um

domínio retangular, todos os integrais (2.62) são nulos, esbatendo-se assim a contribuição para

o sistema de EDOs dos integrais que provêm da regularização da solução. Em alternativa, o

utilizador pode arbitrar esta derivada, impondo-a externamente de acordo com a solução do

problema. Refira-se ainda que, se se tiver uma condição de fronteira de Dirichlet a dificul-

dade mencionada mantém-se, podendo mesmo ser necessário arbitrar valores para ambas as

derivadas, em ordem a x1 e em ordem a x2. Isto acontece quando a condição de fronteira fixa

o valor de Ym(ϕK(0, aKν), t) numa constante.

2.3.3 O cálculo dos integrais

Nas EDOs deduzidas na subsecção anterior, aparecem alguns integrais que apresentam

diferente tipologia e que se agrupam numa das três classes seguintes:

• integrais de polinómios, definidos imediatamente a seguir a (2.57) e que figuram na matriz

do sistema simplificado de EDOs;
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• integrais que envolvem as derivadas espaciais da solução aproximada, caracterizados ime-

diatamente após a definição dos integrais do primeiro tipo e que surgem no segundo

membro das EDOs;

• integrais sobre uma aresta da malha, que aparecem apenas no segundo membro do sis-

tema de EDOs, no caso d = 2.

Como a função integranda dos integrais do primeiro grupo é um polinómio (de grau 2r,

2r + 1 ou 2r + 2), então estes integrais podem ser avaliados exatamente. Esta escolha obriga

a catalogar o valor exato dos três tipos de integrais que constituem a matriz A (veja-se [55])

e os arrays tridimensionais A1 e A2, respetivamente, para vários valores de r > 1. Todavia, os

integrais inseridos nos outros dois grupos têm, por um lado, funções integrandas dependentes

do tempo, pelo que têm que ser recalculados em cada instante e, por outro lado, uma maior

complexidade que depende das funções (FI)m e gm, I = 1,d, que definem o operador Lm(Y),

pelo que pode ser difícil obter o seu valor exato. Assim, optou-se pelo cálculo de todos os

integrais recorrendo à integração numérica.

A implementação do MEFM para a simulação de problemas com domínio espacial bidi-

mensional envolve o cálculo de alguns integrais no triângulo de referência, definido em (2.7).

Para se avaliarem estes integrais por integração numérica, pode optar-se pelo uso de fórmulas

de quadratura de Gauss simétricas [32, 110] ou quadraturas associadas a produtos tensoriais de

fórmulas de integração de Gauss-Jacobi [49, 77].

As primeiras estão relacionadas com a geometria do domínio de integração e a possível

simetria que ele apresenta e são invariantes para qualquer permutação das coordenadas bari-

cêntricas, isto é, se υι =
(
L(1), ..., L(d+1)

)T
é um ponto de quadratura em 4 com peso de

quadratura ωι, então
(
L(σ(1)), ..., L(σ(d+1))

)T
, com σ ∈ S3, também é ponto de quadratura em

4, associado ao mesmo peso ωι. Para qualquer integral inserido no primeiro grupo, tem-se

∫
4
FA(·)(υ) dυ ' 1

2

q∑
ι=1

ωιFA(·)(υ
ι) , (2.65)

em que ωιm é o peso da quadratura em υι e FA(·) denota a função integranda de um integral da

matriz ou array A(·). Existem, na literatura, vários trabalhos que tratam do desenvolvimento de

quadraturas de Gauss simétricas para o cálculo aproximado de integrais num domínio triangular

[32, 35, 63, 107]. Nesta tese, usam-se as fórmulas de quadratura de Gauss descritas por Zhang

em [110], com um número de pontos de quadratura suficiente para que os integrais que figuram

na matriz de massa, do sistema de EDOs, sejam calculados sem erro de truncatura.

É importante relevar que toda a informação sobre as fórmulas de integração de Gauss

simétricas, documentada nos trabalhos mencionados no parágrafo anterior, está limitada ao
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grau de precisão 20. Então, para se obter uma maior precisão no cálculo dos integrais que

envolvem as derivadas espaciais da solução aproximada, se for necessário, dependendo do

operador Lm(Y), as estimativas destes integrais podem ser obtidas através do produto de

duas quadraturas em 1-D, em alternativa à fórmula (2.65). Vários autores usaram esta abor-

dagem com base na transformação do triângulo num quadrado, para obter, de certa forma

por via indireta, uma quadratura para um domínio triangular [49, 62, 77, 92, 97]. Assim,

seja U a transformação do quadrado [0, 1]2 no elemento finito de referência, definida por

U (ζ) = (ζ1ζ2 , ζ1(1− ζ2))
T e ilustrada na figura 2.15. Usando a substituição υ = U (ζ) e q

pontos de quadratura quer em ζ1, quer em ζ2, obtém-se

B(·) =

∫
4
FB(·)(υ) dυ =

∫ 1

0

ζ1

(∫ 1

0

FB(·) (U (ζ)) dζ2

)
dζ1

'
q∑
ι=1

ω̄ιζι1

q∑
κ=1

ω̄κFB(·) (υι,κ) ,

onde υι,κ = U
(

(ζι1, ζ
κ
2 )
T
)

e ω̄ι é o peso da quadratura de Gauss-Legendre em 1-D associada ao

ι-ésimo ponto de quadratura. Note-se que uma quadratura obtida através desta abordagem não

Figura 2.15: Quadrado [0, 1]2 (à esquerda) e o seu transformado 4 por U (à direita). Os elementos
correspondentes estão à mesma cor

é simétrica, pois há uma maior densidade de pontos de quadratura junto de um dos vértices

do triângulo. Utilizando a transformação U, os pontos de quadratura vão concentrar-se na vizi-

nhança da origem, vértice de 4 assinalado a cor preta, rareando cada vez mais na proximidade

da aresta oposta, assinalada a cor amarela (veja-se a figura 2.15).
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Os integrais que constituem o terceiro grupo apresentam a seguinte tipologia:

C(i,K,m) =

∫ 1

0

[
(F1)m cos2 θK + (F2)m sin2 θK

]∣∣
x

×
d∑
I=1

[
sin
(
I
π

2
− θK

)( ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
x+

− ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
x−

)]
`i
(
T −1
m,Ls

(x)
)
dν ,

CJ(js,K,m) =

∫ 1

0

[
(F1)m cos2 θK + (F2)m sin2 θK

]∣∣
x

×
d∑
I=1

[
sin
(
I
π

2
− θK

)( ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
x+

− ∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
x−

)](
− ∂Ym,Ls

∂xJ

∣∣∣∣
x
L(js)

(
T −1
m,Ls

(x)
))

dν ,

onde x = ϕK(0, aKν) e x± = ϕK(0±, aKν). Calculam-se recorrendo à integração numérica, por

quadratura de Lobatto, utilizando qm pontos de quadratura. Assim, tem-se

C(·) '
qm∑
ι=1

ωιmFC(·)(ν
ι
m) ,

em que ωιm é o peso da quadratura em νιm e FC(·) denota a função integranda de C(·). Os pontos

interiores de quadratura νι, com ι = 2, ..., qm − 1, são as raízes do polinómio de Jacobi de grau

qm − 2 caracterizado pela função peso W (ν) = ν(1− ν) (Villadsen e Michelsen [103]).

Termina-se esta subsecção, apresentando uma síntese dos aspetos fundamentais do cál-

culo dos integrais, no caso em que Dm é unidimensional. Tal como no caso bidimensional,

os integrais que constituem o primeiro grupo são calculados sem erro de truncatura, recor-

rendo a uma quadratura de Lobatto. Situações particulares surgem quando o extremo Xm,1, ou

Xm,Nm+1, está fixo e não é usado como nó de nenhuma das malhas definidas no domínio espacial

comum. Neste caso, usa-se uma quadratura de Radau à direita, no primeiro elemento finito,

ou de Radau à esquerda, no último elemento finito, respetivamente. Os pontos interiores de

quadratura são as raízes do polinómio de Jacobi de grau apropriado, caracterizado pela função

peso W (υ) = 1− υ ou W (υ) = υ, respetivamente [103].

No que se refere ao cálculo dos integrais do segundo grupo, o domínio espacial comum

é decomposto numa malha única, mais fina, constituída pelos pontos de separação de todas

as partições, de modo a assegurar o cálculo muito mais preciso dos integrais que envolvem as

derivadas espaciais da aproximação Ym, se o elemento finito em causa contiver frentes abruptas

correspondentes a outras variáveis. É relevante referir ainda que não foi implementada uma

estratégia análoga a esta no caso 2-D, devido à complexidade dos polígonos que se podem obter

da intersecção de duas malhas triangulares.

44



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

2.3.4 Tratamento numérico da fronteira móvel

As várias abordagens existentes para a simulação de modelos matemáticos de sistemas

físicos evolutivos com fronteira móvel diferem na forma de tratar esta fronteira. Como foi

referido anteriormente, o MEFM determina a posição fronteira móvel como parte da solução,

para cada instante em que se obtém a solução numérica do problema. Assim, represente-se por

Ωt o domínio espacial do problema, definido por

Ωt =

n⋃
m=1

Dm(t)

e considere-se que ∂Dm = ΓM (t) ∪ ΓF , onde ΓM (t) e ΓF representam a fronteira móvel no

instante t e a parte fixa da fronteira do domínio espacial associado a ym, respetivamente. A

técnica usada para localizar ΓM consiste na introdução de um conjunto finito de nós Xsj (t) que

descrevem a posição da interface móvel. Com esta estratégia, que está ilustrada na figura 2.16

para um problema de mudança de fases, com mais do que uma fase de interesse, implementa-se

uma decomposição de Ω0.

Figura 2.16: Aproximação seccionalmente linear de ΓM definida pelos nós assinalados a cor vermelha

Além disso, e de acordo com o que foi dito na subsecção 2.2.1, no processo de discretiza-

ção do domínio espacial bidimensional, o conjunto de nós Xsj (0) determina uma aproximação

seccionalmente linear de ΓM (0) e, consequentemente, vai induzir a partição do domínio da

variável espacial de cada função componente de y. Assim, há uma forte dependência entre a

discretização de Dm(0), por intermédio de elementos finitos, e a discretização de ΓM (0). É

importante salientar ainda que uma partição não suficientemente fina, de uma interface móvel

que desenvolve curvaturas acentuadas e vários extremos relativos (relembre-se que se admite

a hipótese de que os pontos pertencentes a uma interface possam ser definidos por função da
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variável de espaço, e que esta função pode desenvolver vários extremos no tempo), pode con-

duzir a erros na descrição poligonal da região associada a cada fase. Erros esses que podem ser

determinantes para a qualidade da solução numérica.

Pormenoriza-se, agora, a implementação da condição que define o movimento da fron-

teira, para d = 2. Assume-se que a velocidade normal V da fronteira móvel é dada por

V = −∂ym
∂n

, t > 0 .

É necessário discretizar esta equação para se poder incluí-la no sistema de EDOs que se obtém

do problema de minimização (2.31). Assim, considerando que é nula a velocidade tangencial

de um nó Xsj =
(

(X1)sj , (X2)sj

)T
, obtém-se

d∑
I=1

nI |Xsj (ẊI)sj = −
d∑
I=1

nI |Xsj
∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
Xsj

, (2.66)

onde nI |Xsj representa a I-ésima coordenada do vetor normal à fronteira móvel, calculado

em Xsj . Duas questões pertinentes se levantam neste momento: por um lado, como definir

a aproximação do vetor normal a ΓM em cada instante e, por outro lado, como calcular as

derivadas espaciais presentes na equação (2.66) num vértice da malha Pm que pertença a ΓM .

Relativamente à primeira questão, considera-se como razoável a aproximação obtida

normalizando o vetor resultante da soma dos vetores normais exteriores aos dois lados nodais

(da fronteira móvel discretizada) incidentes ao respetivo vértice. Na figura 2.16, está represen-

tado o vetor normal exterior à fase I, no ponto de aplicação. Refira-se ainda que a aproximação

de n|Xsj obtida através desta estratégia, é tanto melhor quanto maior for o número de nós Xsj ,

considerados inicialmente.

Para o cálculo das derivadas espaciais presentes em (2.66), usa-se a seguinte estratégia:

∂Ym
∂xI

∣∣∣∣
Xsj

=
1

skj

skj∑
s=1

∂Ym,Ls
∂xI

∣∣∣∣
Xsj

é a média aritmética das derivadas locais.

Note-se que, por cada vértice Xsj em que é imposta uma condição (2.66), perde-se um

parâmetro efetivo do método, que pode ser escolhido como sendo a I-ésima coordenada desse

nó. Assim, incorpora-se a equação discretizada (2.66), que está associada a (XI)sj e é externa

ao MEFM, no sistema de EDOs resultante da discretização por intermédio de elementos finitos.

Sublinhe-se, por fim, que pode ser necessário estabelecer outra EDO associada à “se-

gunda” coordenada de cada vértice da fronteira móvel, que é parâmetro de dependência da
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aproximação Y. Esta EDO é dependente do problema a simular, podendo resultar do processo

de minimização, se se pretender que (XJ)sj seja um parâmetro efetivo do método ou, em al-

ternativa, ser imposta externamente, obrigando a que os nós Xsj se movimentem segundo uma

direção específica.

2.3.5 Equações gerais do MEFM

Neste trabalho, pretende-se determinar a solução numérica de problemas evolutivos

com fronteira móvel, por aplicação do MEFM. Assim, foi considerado o seguinte modelo genérico

de um sistema físico com uma, duas ou três fases, admitindo que a posição da fronteira do

domínio espacial associado a cada fase, na totalidade ou apenas em parte, pode variar no

tempo: 
∂yi

∂t
=

d∑
I=1

(FI)
i
(
x, t,yi,

∂yi

∂x1
,
∂yi

∂xd

)
∂2yi

∂x2
I

+ gi
(
x, t,yi,

∂yi

∂x1
,
∂yi

∂xd

)

i = I, II, III

, (2.67)

em que:

• x e t são as variáveis independentes de espaço e tempo, respetivamente;

• y =
(
yI,yII,yIII

)T
=
(
yI

1, ..., y
I
nI
, yII

1, ..., y
II
nII
, yIII

1 , ..., y
III
nIII

)T
= (y1, ..., yn)

T é o vetor solução, das

funções associadas quer à fase I, quer à fase II ou à fase III do sistema físico;

• ym = ym(x, t), com t ≥ 0 e x ∈ Dm(t) ⊆ Rd, para m = 1, ..., n.

Cada variável dependente do sistema anterior está sujeita a uma condição inicial, tendo-se

para a m-ésima variável

ym(x, 0) = y0m(x), com x ∈ Dm(0) =


DI(0) se m ≤ nI

DII(0) se nI < m ≤ nI + nII

DIII(0) se nI + nII < m ≤ n

. (2.68)

Em ∂Dm, considerou-se a hipótese de poderem existir condições de fronteira de Dirichlet e,

mais genericamente, condições de fronteira de Robin, visto que, em termos numéricos, o trata-

mento dado a cada uma delas é diferente. Assim, pode ter-se

γ̃m
∂ym
∂xI

∣∣∣∣
x∈∂Dm

+ α̃m(t) ym|x∈∂Dm = β̃m(xJ , t)
∣∣∣
x∈∂Dm

, I, J ∈ {1,d} e J 6= I . (2.69)

Finalmente, admitiu-se a hipótese de que os pontos pertencentes a uma interface possam ser

definidos explicitamente por xI = hi(xJ , t), para algum i ∈ {I, II, III}. Neste caso, o movimento
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da fronteira móvel é definido através da relação,

∂hi

∂t
= wi

(
x, t,y,

∂y
∂x1

,
∂y
∂xd

)∣∣∣∣
xI=hi(xJ ,t)

, (2.70)

em vez da equação, mais geral,

V = −∂ym
∂n

, t > 0 . (2.71)

que determina a velocidade normal V da fronteira móvel. Note-se que a equação (2.70) é usada

no algoritmo só depois de y, ∂y
∂x1

e ∂y
∂xd

terem sido substituídas pelas respetivas aproximações

expressas em termos das diferentes variáveis que resultam da aplicação do MEFM. Assim, para

cada nó Xsj , pertencente à fronteira móvel definida por xI = hi(xJ , t), obtém-se

(ẊI)sj =
∂hi

∂XJ

∣∣∣∣
(XI)sj=hi((XJ )sj ,t)

(ẊJ)sj + wi
(
Xsj , t,Y,

∂Y
∂x1

,
∂Y
∂xd

)∣∣∣∣
(XI)sj=hi((XJ )sj ,t)

. (2.72)

Então, têm-se as seguintes EDOs para descrever o MEFM quando aplicado ao modelo

genérico descrito no início da presente subsecção:

1. equação associada a (XJ)m,j, J-ésima coordenada do j-ésimo vértice da malha espacial

Pm, com 1 ≤ J ≤ d, j ∈ ΥNvm
(J) e m = 1, ..., n,

skj∑
s=1

dZm,Ls

 d+1∑
M=1

d∑
I=1

fr(d)∑
i=1

∂Ym,Ls
∂xI

∣∣∣∣
xim,Ls

fr(d)∑
l=1

A2 (i, l, pM,j)
∂Ym,Ls
∂xJ

∣∣∣∣
xlm,Ls

 (ẊI)
(M)
m,Ls

+

fr(d)∑
i=1

− fr(d)∑
l=1

A1(i, l, js)
∂Ym,Ls
∂xJ

∣∣∣∣
xlm,Ls

 Ẏ im,Ls



+

skj∑
s=1

[
ε2m,Ls

(X3−J)
(σ(2))
m,Ls

− (X3−J)
(σ(3))
m,Ls

2

d+1∑
M=1

d∑
I=1

(
(X3−I)

(σ(2))
m,Ls

− (X3−I)
(σ(3))
m,Ls

2
(ẊI)

(M)
m,Ls

)]

=

skj∑
s=1

dZm,Ls

− fr(d)∑
l=1

Bjs(l, Ls,m)
∂Ym,Ls
∂xJ

∣∣∣∣
xlm,Ls

+

sκj∑
s=1

aKsCJ (js,Ks,m)

+

skj∑
s=1

εm,LsSm,Ls
(X3−J)

(σ(2))
m,Ls

− (X3−J)
(σ(3))
m,Ls

2
,

com pM,j = M + 3(js − 1), para algum js ∈ {1, ...,d + 1} tal que Xm,j = X(js)
m,Ls

, onde σ é

uma permutação par de S3, se J = 1 (ou I = 1), e denota uma permutação ímpar se J = 2

(ou I = 2), tal que σ(1) = js (ou σ(1) = M);

2. equação associada a Ym

(
ξkm

)
, amplitude no k-ésimo nó global de Pm, com k ∈ ΥÑm

e
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m = 1, ..., n,

sk∑
s=1

dZm,Ls

 d+1∑
M=1

d∑
I=1

fr(d)∑
i=1

∂Ym,Ls
∂xI

∣∣∣∣
xim,Ls

(−A1 (i, is,M))

 (ẊI)
(M)
m,Ls

+

fr(d)∑
i=1

A(i, is) Ẏ
i
m,Ls

 =

sk∑
s=1

dZm,LsB(is, Ls,m) +

sκ∑
s=1

aKsC (is,Ks,m) ,

para algum is ∈ {1, 2, ..., fr(d)}, tal que ξkm = xism,Ls, onde sκ designa o número de arestas

da malha que contêm ξkm .

3. equação associada a (XI)sj , I-ésima coordenada do sj-ésimo vértice da malha espacial

Pm, com Xsj pertencente a ΓM , para algum m ∈ {1, ..., n} e algum I ∈ {1,d}, com

sj ∈ {1, ..., Nvm}\ΥNvm
(I),

(ẊI)sj −
∂hi

∂XJ

∣∣∣∣
(XI)sj=hi((XJ )sj ,t)

(ẊJ)sj = wi
(
Xsj , t,Y,

∂Y
∂x1

,
∂Y
∂xd

)∣∣∣∣
(XI)sj=hi((XJ )sj ,t)

,

com J 6= I, sendo a fronteira móvel definida por xI = hi(xJ , t), para algum i ∈ {I, II, III} .

É de notar ainda que, alguns dos termos dos dois tipos de EDOs provenientes do MEFM

assumem formas particulares no caso 1-D. Por exemplo, o último somatório da equação associ-

ada à amplitude num nó não tem significado para d = 1, pois não é necessário calcular integrais

sobre uma aresta da malha de elementos finitos. Este termo é definido a partir dos resultados

apresentados na subsecção 2.3.1, para definir o valor do limite de um integral na vizinhança de

um ponto anguloso, nomeadamente a partir do caso do tipo (b).

Para se obter a discretização total do sistema de EDPs (2.67), o sistema de EDOs definido

pelas equações que se acabaram de caracterizar, ao qual se devem incorporar as condições

de fronteira, deve ser resolvido numericamente através de um integrador adequado. Esta

formulação do MEFM deu origem a um algoritmo computacional, implementado em ambiente

Matlab, cujo desempenho será objeto de reflexão no Capítulo 4.
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Capítulo 3

Existência de solução forte para uma classe de
problemas não locais com fronteira móvel

3.1 Introdução

Um dos principais objetivos do presente capítulo é demonstrar a existência e unicidade

de solução forte para uma classe de problemas parabólicos, modelados por um sistema de n

equações do tipo

ut −Ad · uxx = f ,

sendo Ad uma matriz diagonal com aii = ai

(∫
Ωt
uσ(i)(x, t)dx

)
, definidas num domínio limitado

Qt = Ωt×]0, T [⊂ R2, com fronteira móvel. Na penúltima equação, σ representa uma permu-

tação dos n primeiros números naturais. Está-se ainda interessado em estabelecer algumas

propriedades da solução, como a taxa de decaimento exponencial da energia do sistema. Mode-

los matemáticos deste tipo têm aplicabilidade numa grande classe de modelos reais, nomeada-

mente na Biologia onde a solução u pode descrever a densidade populacional (de determinado

tipo de bactérias, por exemplo) sujeita à propagação [23] e o problema é não local no sentido

de que o coeficiente de difusão ai é determinado por uma quantidade global, isto é, depende

de toda a população no domínio.

Este tipo de coeficiente de difusão foi, inicialmente, proposto por Chipot e Lovat em

[24] num domínio cilíndrico limitado. Os autores mostraram que o modelo, definido por uma

única equação com derivadas parciais, possui solução global se a função a for contínua segundo

Lipschitz, positiva e limitada. Corrêa et al. estabeleceram uma extensão destes resultados em

[31] considerando a = a(l(u)) e que a não-linearidade também aparece no segundo membro,

onde se tem a função não linear f = f(u). O comportamento assintótico das soluções para t

arbitrariamente grande foi estudado por Zheng e Chipot [111] para uma equação parabólica não

linear com duas classes de termos não locais, num domínio cilíndrico. Cavalcanti et al. [18] tra-

balharam com uma função dependente do tempo a = a
(
t,
∫

Ωt
|∇u(x, t)|2 dx

)
para estabelecer

a solvabilidade e o decaimento exponencial da energia da solução, para um problema descrito

por uma equação hiperbólica-parabólica num subconjunto aberto e limitado de Rn, com fron-

teira móvel. Marinho et al. [64] provaram o decaimento exponencial para um problema não

linear num domínio não cilíndrico usando o método de Nakao [72].
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As referências sobre trabalhos que envolvam sistemas de equações diferenciais parciais

não lineares, com termos não locais do tipo referido acima, não são tão abundantes na litera-

tura. Raposo et al. [76], estudaram a existência, unicidade e decaimento exponencial das

soluções para sistemas acoplados de reação-difusão da forma

 ut − a(l(u))∆u+ f(u− v) = α(u− v) em Ω×]0, T ],

vt − a(l(v))∆v − f(u− v) = α(v − u) em Ω×]0, T ],

com a(·) > 0, l uma forma linear contínua, f uma função Lipschitz contínua e α um parâmetro

positivo. Os autores calcularam, também, as soluções aproximadas destes sistemas utilizando

diferenças finitas implícitas. Recentemente, Duque et al. [36] consideraram sistemas não

lineares de equações parabólicas com um termo de difusão não local mais geral, que atua em

duas formas lineares l1 e l2 ut − a1(l1(u), l2(v))∆u+ λ1|u|p−2u = f1(x, t) em Ω×]0, T ],

vt − a2(l1(u), l2(v))∆v + λ2|v|p−2v = f2(x, t) em Ω×]0, T ],

onde λi ≥ 0 e p > 1, estabelecendo resultados importantes relativos ao decaimento polinomial

e exponencial, extinção das soluções em tempo finito e propriedades de localização, como o

efeito do tempo de espera. Em [11], os autores investigaram a propagação de uma epidemia

modelada por um sistema de três EDPs, onde a i-ésima equação é dada por

(ui)t − ai
(∫

Ω

uidx

)
∆ui = fi (u1, u2, u3) ,

num domínio físico Ω ⊂ Rn, (n = 1, 2, 3).

Os problemas com fronteiras móveis surgem em muitas aplicações físicas que envolvem

a difusão, tais como na transferência de calor que ocorre durante uma transição de fase; no

transporte de humidade, tais como no inchaço de grãos ou de polímeros e nos problemas de

meios porosos com domínios deformáveis, onde o deslocamento sólido é governado pela di-

fusão. O estudo destes problemas tem ocupado os investigadores nas últimas décadas. Entre

eles, pode citar-se Briozzo et al. [15], Santos et al. [91], Benabidallah e Ferreira [10] ou

Ferreira e Lar’kin [38]. No entanto, estes não realizaram a análise numérica, nem fizeram

a simulação do problema. Um outro objetivo a atingir neste capítulo é aplicar o algoritmo

numérico baseado na formulação do MEFM com funções de base seccionalmente polinomiais de

grau arbitrário e malhas adaptativas associadas a cada uma das variáveis dependentes, para

estudar o comportamento da solução u, diretamente no problema original.

A organização do capítulo é a seguinte: na secção 3.2, apresenta-se a formulação do
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problema e as hipóteses sobre os dados no caso de o modelo ser constituído por uma única

equação. No caso de se ter um sistema, a formulação do problema obtém-se por analogia. Nas

duas secções seguintes, usa-se a aproximação de Galerkin, o teorema de Aubin-Lions e o método

da energia introduzido por Lions [61], para provar a existência global e unicidade de solução

forte para uma única equação. O comportamento assintótico da solução global quando t→∞ é

investigado na secção 3.5. Seguidamente, nas secções 3.6 e 3.7 estuda-se a solubilidade global

no tempo e o decaimento exponencial das soluções de um sistema acoplado com duas equações

com derivadas parciais. A secção 3.8 é dedicada à discretização do problema, primeiro no

espaço e depois no tempo, e à prova da convergência, quer da solução semidiscreta, quer da

solução totalmente discreta. Por último, na secção 3.9, aplica-se o MEFM para se obter uma

solução aproximada do problema e ilustram-se as propriedades estabelecidas.

3.2 Formulação do problema

Neste capítulo, quer estudar-se o problema unidimensional com fronteiras móveis definido

por

(Pu)



ut − a
(∫

Ωt

u(x, t)dx

)
uxx = f (x, t) , ∀(x, t) ∈ Qt

u (α(t), t) = u (β(t), t) = 0 , ∀t ∈ ]0, T [

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0 =]α(0), β(0)[

, (3.1)

onde o domínio não retangular Qt é definido por

Qt = Ωt×]0, T [=
{

(x, t) ∈ R2 : α(t) < x < β(t), 0 < t < T
}
,

T é um tempo arbitrário positivo, ut = ∂u/∂t, uxx = ∂2u/∂x2 e a designa uma função real

positiva. A fronteira lateral de Qt é dada por

Σt =
⋃

0<t<T

({α(t), β(t)} × {t}) .

Assume-se que α′(t) < 0 e β′(t) > 0 ,∀t ∈ [0, T ]. Então a projeção de ]α(t1), β(t1)[ no subespaço

Ω0 está contida na projeção de ]α(t2), β(t2)[ no mesmo subespaço, se t2 > t1. Isto significa ainda

que a função real β(t)− α(t) é crescente ∀t ∈ [0, T [. A geometria do domínio é apresentada na

figura 3.1.

Mostra-se a existência e unicidade de soluções fortes para o problema (Pu), recorren-

do-se a uma transformação do problema dado, num outro, definido num domínio retangular

com fronteiras do domínio espacial não dependentes do tempo. Para isso, usa-se uma mudança
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Figura 3.1: Domínio não retangular

de variáveis adequada e prova-se a existência e unicidade da solução para este novo problema.

O resultado sobre a existência e unicidade de solução do problema (Pu) obtém-se usando a

transformação inversa do difeomorfismo de classe C2 definido por

τ : Qt −→ Q = Ω×]0, T [

(x, t) 7−→ τ(x, t) = (y, t)
(3.2)

através de x = α(t)+γ(t)y, onde γ representa a função dilatação definida por γ(t) = β(t)−α(t),

com γ(t) 6= 0. A função inversa τ−1 : Q −→ Qt é definida por

(y, t) 7−→ τ−1(y, t) = (α(t) + γ(t)y, t) = (x, t) .

Assume-se que 0 < γ0 < γ(t) < γ1 < ∞ , ∀t ∈ [0, T ]. Para x = α(t), tem-se y = 0 e para

x = β(t), tem-se y = 1. Como

0 < y =
x− α(t)

γ(t)
< 1 ,

então o domínio espacial Ω =]0, 1[. A figura seguinte ilustra a mudança de domínio.

Faça-se a mudança de variável u(x, t) = v(y, t). Observe-se que

ut(x, t) = vt(y, t) + vy(y, t)
dy

dt
. (3.3)

Como y = (x− α(t))/γ(t),
dy

dt
= −α

′(t) + γ′(t)y

γ(t)
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Figura 3.2: Domínio não retangular (à esquerda) e domínio transformado por τ (à direita)

e a equação (3.3) vem

ut = vt −
α′(t) + γ′(t)y

γ(t)
vy. (3.4)

Tem-se ainda

uxx =
1

(γ(t))
2 vyy .

Denotando

b1(y, t) =
α′(t) + γ′(t)y

γ(t)
, b2(t) =

1

(γ(t))
2 e f(x, t) = g(y, t)

o problema (Pu) é transformado no seguinte problema:

(Pv)



vt − b1(y, t)vy − a
(
γ(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy

)
b2(t)vyy = g(y, t) em Q

v(0, t) = v(1, t) = 0 , 0 < t < T

v(y, 0) = v0(y), y ∈]0, 1[

, (3.5)

onde v0(y) = u0(α(0) + γ(0)y). Omitem-se os parâmetros y e/ou t sempre que não gerar

ambiguidade. Colocam-se agora hipóteses sobre as funções v0, γ, a e g de modo a ter solução

forte para o problema (Pv). Tem-se

τ

−→
Qt ←− Q

τ−1

u↘ ↙ v

R

.
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Assim, tomando v = u ◦ τ−1, tem-se

v(y, t) = u ◦ τ−1(y, t)

= u
(
τ−1(y, t)

)
= u (α(t) + γ(t)y, t)

= u(x, t) .

Como se está interessado em provar a existência de solução forte em Qt, assumem-se,

à priori, as hipóteses:

(H1) α, β ∈ C2 ([0, T ];R) e 0 < γ0 < γ(t) < γ1 <∞ , ∀t ∈ [0, T ] ,

(H2) α′, β′ ∈ L1 (]0, T [) ∩ L2 (]0, T [) ,

(H3) u0 ∈ H1
0 (Ω0) , Ω0 =]α(0), β(0)[ ,

(H4) f ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
∩ L1

(
0, T ;L2 (Ωt)

)
, Ωt =]α(t), β(t)[ ,

(H5) a : R −→ R
+ é contínua segundo Lipschitz com 0 < ma ≤ a(s) ≤Ma , ∀s ∈ R .

Note-se que o facto de a ser contínua e limitada inferiormente é suficiente para se provar

a existência de solução e que a hipótese de a função a satisfazer a condição de Lipschitz é

necessária para se provar a unicidade.

O resultado principal deste capítulo é o seguinte:

Teorema 3.1 Sob as hipóteses (H1)−(H5), então existe uma única solução forte u : Qt −→ R

do problema (Pu), isto é,

ut − a (l(u))uxx = f (x, t) em L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
e satisfazendo as seguintes condições (de regularidade):

u ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ωt) ∩H2 (Ωt)
)
,

ut ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
,

onde l : L2 (Ωt) −→ R é a forma linear contínua definida por

l(u) =

∫ β(t)

α(t)

u(x, t)dx .

Observe-se que, da condição de regularidade sobre u, resulta que a solução tem traço zero na

fronteira e que u ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
.
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3.3 Existência de solução do problema em domínio fixo

Com o intuito de se demonstrar a existência de solução no teorema 3.1, primeiramente

prova-se a existência de solução do problema (Pv) e depois utiliza-se o difeomorfismo para

estabelecer a existência de solução do problema original. Assim, considerem-se as seguintes

hipóteses:

(H3′) v0 ∈ H1
0 (Ω) ,

(H4′) g ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L1

(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Teorema 3.2 Sob as hipóteses (H1)− (H2), (H3′)− (H4′) e (H5), então existe v : Q −→ R

que é solução do problema (Pv), isto é,

vt − b1(y, t)vy − a
(
γ(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy

)
b2(t)vyy = g(y, t) em L2

(
0, T ;L2 (Ω)

)
e valem as seguintes condições (de regularidade):

v ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)
,

vt ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

A demonstração deste teorema decorre de três etapas:

• usar o método de Faedo-Galerkin para construir soluções do problema (aproximado) num

espaço de dimensão finita conveniente;

• estabelecer estimativas, à priori, sobre a sequência de soluções do problema aproximado;

• passar ao limite das sequências de soluções (aproximadas), mostrando que convergem,

numa topologia adequada, para a solução do problema (Pv) ,

que, por simplicidade, se vão pormenorizar, separadamente, nas subsecções seguintes.

No que se segue, sempre que não gerar ambiguidades, denota-se por (·, ·) e | · | o pro-

duto escalar e a norma em L2(Ω) e por ((·, ·)) e ‖ · ‖ o produto escalar e a norma em H1
0 (Ω),

respetivamente. Para simplificar a escrita, denota-se l1(v) =
∫ 1

0
γ(t)v(y, t)dy.

3.3.1 Problema aproximado

Constroem-se as aproximações de Galerkin, projetando o problema (Pv) num espaço de

dimensão finita. Assim, seja B = {wj}j∈N uma base de H1
0 (Ω) , onde os wj são solução do

problema espectral 
d2wj
dy2 = λjwj

wj(0) = wj(1)

,
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onde λj é um valor próprio do operador d2/dy2. Note-se que a separabilidade do espaço de

Hilbert H1
0 (Ω) garante a existência desta base hilbertiana. Como v0 ∈ H1

0 (Ω), então pode-se

aproximá-la por uma combinação linear finita dos wj, logo existe uma sucessão (v0m)m∈N de

termo geral

v0m =

m∑
i=1

cimwi ,

com wi ∈ B, tal que limm→∞v0m = v0 (porque B é uma base de Schauder [57]). Na construção

da solução do problema aproximado, considera-se o subespaço Vm gerado pelos primeiros m

vetores de B, isto é,

Vm = [w1, · · · , wm] ⊂ H1
0 (Ω) ,

onde os wi com i = 1, ...,m são ortonormais em L2(Ω). O problema aproximado associado ao

problema (Pv) consiste em procurar uma solução vm, (m = 1, 2, . . .) sob a forma

vm(t) =

m∑
i=1

cim(t)wi(y) ∈ Vm , 0 ≤ t < tm , tm < T ,

sendo os coeficientes (de Fourier) cim de classe C2([0, tm[), determinados de modo a satisfazer

o seguinte sistema:

(Pmv )


(
∂vm
∂t

, w

)
−
(
b1
∂vm
∂y

, w

)
− a (l1(vm)) b2

(
∂2vm
∂y2

, w

)
= (g, w) , ∀w ∈ Vm

vm(0) = v0m → v0 , forte em H1
0 (Ω)

. (3.6)

Note-se que, se pode reescrever o problema (Pmv ) como um sistema de equações diferenciais

ordinárias (não linear) em t  X ′ = F (t,X)

X(0) = X0

.

Relativamente à função F , pode provar-se que

• F (·, X) é mensurável (em t) para X fixo;

• F (t, ·) é contínua (em X) para t fixo;

• para cada compacto K contido no domínio de F , existe uma função real integrável hK,

tal que |F (t,X)| ≤ hK(t) , ∀(t,X) ∈ K .

Assim, pelo teorema de Carathéodory (veja-se [27]), existe uma constante positiva tm, tal que

o problema (Pmv ) admite uma solução local vm(t) ∈ C2([0, tm[).

Agora, por intermédio da estimativa, à priori, seguinte, estende-se a solução a todo o

intervalo [0, T ], independente de m e de t, obtendo-se uma subsucessão (vm)m∈N convergente
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para a solução do problema (Pv).

3.3.2 Estimativas à priori

Para se provar a existência de solução global do problema aproximado é necessário

estabelecer três estimativas:

3.3.2.1 Primeira estimativa

Tomando w(t) = vm(t) em (Pmv ) e como

(
−∂

2vm
∂y2

, w

)
=

(
∂vm
∂y

,
∂w

∂y

)
,

obtém-se (
∂vm
∂t

, vm

)
−
(
b1
∂vm
∂y

, vm

)
+ a (l1(vm)) b2

∣∣∣∣∂vm(t)

∂y

∣∣∣∣2 = (g, vm) . (3.7)

Observe-se que
1

2

d

dt
|vm(t)|2 =

(
∂vm
∂t

, vm

)
. (3.8)

Mas, em H1
0 (Ω), as normas ‖v‖H1(Ω) e |∇v|L2(Ω) são equivalentes [23]. Assim, reescrevendo a

equação (3.7), tem-se

1

2

d

dt
|vm(t)|2 −

(
b1
∂vm
∂y

, vm

)
+ a (l1(vm)) b2 ‖vm(t)‖2 = (g, vm) . (3.9)

Analise-se agora o segundo termo desta equação. Tem-se

(
b1
∂vm
∂y

, vm

)
=

∫ 1

0

b1
∂vm
∂y

vmdy =

∫ 1

0

b1
1

2

∂

∂y
|vm(y, t)|2 dy =

1

2

∫ 1

0

b1
∂

∂y
|vm(y, t)|2 dy

e integrando por partes, usando as condições de fronteira e a definição da função b1, obtém-se

1

2
b1 |vm(y, t)|2

∣∣∣y=1

y=0
− 1

2

∫ 1

0

γ′

γ
|vm(y, t)|2 dy = −1

2

γ′

γ
|vm(t)|2 .

Concluindo,

−
(
b1
∂vm
∂y

, vm

)
=

1

2

γ′

γ
|vm(t)|2 . (3.10)

Aplicando a hipótese (H5), tem-se

1

2

d

dt
|vm(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|vm(t)|2 +mab2 ‖vm(t)‖2 ≤ |(g, vm)| . (3.11)
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Além disso, tem-se

|(g, vm)| ≤ |g(t)| |vm(t)| ≤ 1

2

(
|g(t)|2 + |vm(t)|2

)
. (3.12)

Conjugando as inequações (3.11)-(3.12), multiplicando por 2 e integrando de 0 a t,

obtém-se

|vm(t)|2 − |vm(0)|2 +

∫ t

0

γ′

γ
|vm(s)|2 ds+ 2ma

∫ t

0

b2 ‖vm(s)‖2 ds ≤
∫ t

0

|g(s)|2 ds+

∫ t

0

|vm(s)|2 ds ,

donde resulta

|vm(t)|2 + 2ma

∫ t

0

b2 ‖vm(s)‖2 ds ≤
∫ t

0

|g(s)|2 ds+

∫ t

0

(
1 +

γ′

γ

)
|vm(s)|2 ds+ |v0m|2 .

Utilizando as hipóteses (H4′), (H1)− (H2) e o facto de que v0m converge (fortemente) para v0

em H1
0 (Ω), existem constantes positivas c1, c2, satisfazendo:

|vm(t)|2 + 2ma

∫ t

0

b2 ‖vm(s)‖2 ds ≤ c1 +

(
1 +

c2
γ0

)∫ t

0

|vm(s)|2 ds+ c0 . (3.13)

Como b2 > 1
γ2
1
, tem-se ∫ t

0

b2 ‖vm(s)‖2 ds > 1

γ2
1

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds

e de (3.13) resulta

|vm(t)|2 +
2ma

γ2
1

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds ≤ c1 + c0 +

(
1 +

c2
γ0

)∫ t

0

|vm(s)|2 ds . (3.14)

Sejam c3 = min{1, 2ma
γ2
1
} e c4 = max{ c1+c0

c3
,

1+
c2
γ0

c3
}. Então,

|vm(t)|2 +

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds ≤ c4 + c4

∫ t

0

|vm(s)|2 ds , (3.15)

que implica

|vm(t)|2 ≤ c4 + c4

∫ t

0

|vm(s)|2 ds .

Finalmente, pela desigualdade de Gronwall [74], obtém-se |vm(t)| ≤ C e, consequentemente,

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds ≤ C1 ,
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sendo C e C1 constantes positivas, independentes de m e de t. Logo,

(vm)m∈N é limitada em L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
,

(vm)m∈N é limitada em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

(3.16)

Então, pode estender-se a solução a todo o intervalo [0, T ].

3.3.2.2 Segunda estimativa

Pretende-se agora estimar a derivada ∂vm/∂t. Fazendo w(t) = ∂vm(t)/∂t em (Pmv ),

obtém-se

(
∂vm
∂t

,
∂vm
∂t

)
−
(
b1
∂vm
∂y

,
∂vm
∂t

)
+ a (l1(vm))

(
b2
∂vm
∂y

,
∂

∂y

(
∂vm
∂t

))
=

(
g,
∂vm
∂t

)
. (3.17)

Analise-se agora cada um dos termos da equação diferencial anterior. O primeiro termo

é igual a
∣∣∣∂vm(t)

∂t

∣∣∣2. Pela hipótese (H1) e observando que

|b1| ≤
|α′|+ |γ′|
|γ|

≤ |α
′|+ |γ′|
γ0

,

então, é fácil ver que

∣∣∣∣(b1 ∂vm∂y ,
∂vm
∂t

)∣∣∣∣ ≤ |α′|+ |γ′|γ0

∣∣∣∣∂vm(t)

∂y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂vm(t)

∂t

∣∣∣∣ =
|α′|+ |γ′|

γ0
‖vm(t)‖

∣∣∣∣∂vm(t)

∂t

∣∣∣∣ . (3.18)

Quer-se agora estimar o terceiro termo. Observe-se que, em analogia com (3.8), pode es-

crever-se
1

2

d

dt

∣∣∣∣∂vm(t)

∂y

∣∣∣∣2 =

(
∂vm
∂y

,
∂

∂y

(
∂vm
∂t

))
. (3.19)

Das hipóteses (H1), (H5) e de (3.19), obtém-se a desigualdade

a (l1(vm))

(
b2
∂vm
∂y

,
∂

∂y

(
∂vm
∂t

))
= a (l1(vm)) b2

1

2

d

dt

∣∣∣∣∂vm(t)

∂y

∣∣∣∣2 ≥ ma

γ2
1

1

2

d

dt

∣∣∣∣∂vm(t)

∂y

∣∣∣∣2 . (3.20)

Analogamente a (3.12) tem-se

∣∣∣∣(g, ∂vm∂t
)∣∣∣∣ ≤ 1

2
|g(t)|2 +

1

2

∣∣∣∣∂vm(t)

∂t

∣∣∣∣2 . (3.21)

Usando as desigualdades (3.18), (3.20) e (3.21) em (3.17), obtém-se

1

4

∣∣∣∣∂vm(t)

∂t

∣∣∣∣2 +
ma

γ2
1

1

2

d

dt
‖vm(t)‖2 ≤

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

‖vm(t)‖2 +
1

2
|g(t)|2 .
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Integrando de 0 até t, tem-se

∫ t

0

∣∣∣∣∂vm(s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+ c ‖vm(t)‖2 ≤ 4

γ2
0

∫ t

0

(|α′|+ |γ′|)2 ‖vm(s)‖2 ds+ 2

∫ t

0

|g(s)|2 ds+ c ‖v0m‖2 ,

(3.22)

onde c = 2ma/γ
2
1. Pela hipótese (H2), obtém-se

∫ t

0

(|α′|+ |γ′|)2 ‖vm(s)‖2 ds ≤ c1
∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds .

Novamente, usando (H4′) e a convergência dos dados iniciais, resulta que

∫ t

0

∣∣∣∣∂vm(s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+ c ‖vm(t)‖2 ≤ 4c1
γ2

0

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds+ c2 + c3 . (3.23)

Denotando por c4 = min {1, c} e por c5 = max
{

4c1
γ2
0c4
, c2+c3

c4

}
, de (3.23), finalmente, obtém-se

c4

(∫ t

0

∣∣∣∣∂vm(s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+ ‖vm(t)‖2
)
≤ 4c1

γ2
0

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds+ c2 + c3

⇔
∫ t

0

∣∣∣∣∂vm(s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+ ‖vm(t)‖2 ≤ c5 + c5

∫ t

0

‖vm(s)‖2 ds .

(3.24)

Pela desigualdade de Gronwall, obtém-se ‖vm(t)‖ ≤ C,

(vm)m∈N é limitada em L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

(3.25)

e

(
∂vm
∂t

)m∈N é limitada em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
. (3.26)

3.3.2.3 Terceira estimativa

Fazendo w(t) = −∂2vm(t)/∂y2 em (Pmv ), obtém-se

(
∂vm
∂t

,−∂
2vm
∂y2

)
−
(
b1
∂vm
∂y

,−∂
2vm
∂y2

)
− a (l1(vm)) b2

(
∂2vm
∂y2

,−∂
2vm
∂y2

)
=

(
g,−∂

2vm
∂y2

)
. (3.27)

Agora, observe-se que (
∂vm
∂t

,−∂
2vm
∂y2

)
=

1

2

d

dt
‖vm(t)‖2 (3.28)
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e em analogia com (3.18), obtém-se

(
b1
∂vm
∂y

,−∂
2vm
∂y2

)
≤ |α

′|+ |γ′|
γ0

‖vm(t)‖
∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣
≤ ε

2

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

‖vm(t)‖2 +
1

2ε

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 .
(3.29)

Além disso, tem-se

− a (l1(vm)) b2

(
∂2vm
∂y2

,−∂
2vm
∂y2

)
= a (l1(vm)) b2

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 ≥ ma

γ2
1

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 . (3.30)

Usando a desigualdade de Schwarz e a “mesma” estimativa que em (3.29), resulta que

(
g,−∂

2vm
∂y2

)
≤
∣∣∣∣−(g, ∂2vm

∂y2

)∣∣∣∣ ≤ |g(t)|
∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣ ≤ ε

2
|g(t)|2 +

1

2ε

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 . (3.31)

Substituindo (3.28) a (3.31) em (3.27), vem

d

dt
‖vm(t)‖2+

2ma

γ2
1

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 ≤ ε( |α′|+ |γ′|γ0

)2

‖vm(t)‖2+
1

ε

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2+ε |g(t)|2+
1

ε

∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 ,
ou, equivalentemente,

d

dt
‖vm(t)‖2 + 2

(
ma

γ2
1

− 1

ε

) ∣∣∣∣∂2vm(t)

∂y2

∣∣∣∣2 ≤ ε( |α′|+ |γ′|γ0

)2

‖vm(t)‖2 + ε |g(t)|2 . (3.32)

Para ε > γ2
1/ma, tem-se

∫ t

0

d

dt
‖vm(s)‖2 ds+

ma

γ2
1

∫ t

0

∣∣∣∣∂2vm(s)

∂y2

∣∣∣∣2 ds ≤ ∫ t

0

2γ2
1

ma

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

‖vm(s)‖2 ds

+

∫ t

0

2γ2
1

ma
|g(s)|2 ds .

(3.33)

Analogamente, como na primeira e segunda estimativas, obtém-se

∫ t

0

2γ2
1

ma
|g(s)|2 ds ≤ c0

∫ t

0

|g(s)|2 ds ≤ c1 .

Procedendo-se literalmente como nas estimativas anteriores, conclui-se que

∫ t

0

∣∣∣∣∂2vm(s)

∂y2

∣∣∣∣2 ds ≤ C ,
o que implica que

(
∂2vm
∂y2

)m∈N é limitada em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
(3.34)
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e daqui resulta que (∂vm∂y )m∈N é limitada em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

Usando as estimativas obtidas nesta secção, podem obter-se convergências e passar ao

limite na equação diferencial do problema (Pmv ).

3.3.3 Passagem ao limite

Considerando as limitações em (3.16), (3.25)-(3.26) e (3.34), então existe uma sub-

sucessão de (vm)m∈N, que, por simplicidade, será designada ainda por (vm), tal que

vm ⇀ v fracamente (ou na topologia fraca) em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

vm ⇀? v fraca estrela em L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

∂vm
∂t

⇀
∂v

∂t
fracamente em L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
,

∂2vm
∂y2

⇀
∂2v

∂y2
fracamente em L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
.

(3.35)

Da última convergência resulta que ∂vm
∂y ⇀ ∂v

∂y fracamente em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
. Da teoria dos

espaços de Sobolev, tem-se

H1
0 (Ω) ↪→c L2(Ω) =

(
L2(Ω)

)′
↪→ L2(Ω) .

Observe-se que L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
↪→ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, vm ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)

e ∂vm
∂t ∈ L2 (0, T ;

L2(Ω)
)
. Então, pelo lema de compacidade de Aubin-Lions (veja-se [61]), existe uma sub-

sucessão de (vm), a qual será denotada por (vm), tal que

vm → v (forte) em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, (3.36)

e, portanto, vm converge pontualmente para v q.s. em Ω×]0, T [.

Para se passar ao limite na parte não linear é necessário demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.1 Sabendo-se que l1 : L2(Ω) −→ R é a forma linear contínua definida por

l1(v) =

∫ 1

0

γ(t)v(y, t)dy ,

então a (l1 (vm))→ a (l1(v)) forte em L2(]0, T [).

Demonstração: Como a função a é contínua pela hipótese (H5), então basta verificar

que l1 (vm)− l1(v)→ 0, em L2(]0, T [). De facto, tem-se

∫ T

0

|l1 (vm)− l1(v)|2 dt =

∫ T

0

|l1 (vm − v)|2 dt ≤ C
∫ T

0

|vm − v|2 dt < ε .
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A última desigualdade decorre da convergência (3.36). Provou-se assim que, para cada T fixo,

lim
m→∞

|l1 (vm)− l1(v)|2L2(]0,T [) = 0 ,

o que conclui a demonstração. �

Observação 1: Pela hipótese (H4′), tem-se que g ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
. Das estimativas

estabelecidas na subsecção anterior, obtém-se que ∂v
∂t e ∂2v

∂y2 estão em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
e, usando

a limitação superior das funções a e b2, prova-se que

a

(
γ(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy

)
b2(t)

∂2v

∂y2
∈ L2

(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Consequentemente, a equação diferencial do problema (Pv) vale como igualdade no espaço de

funções L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Usando as convergências (3.35) e o lema anterior, pode passar-se ao limite, quando

m→∞, na equação diferencial do problema aproximado (Pmv ) e obter o seguinte:

∂v

∂t
− b1(y, t)

∂v

∂y
− a

(
γ(t)

∫ 1

0

v(y, t)dy

)
b2(t)

∂2v

∂y2
= g(y, t) em L2

(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Para a verificação da condição inicial, parte-se da terceira convergência em (3.35), inte-

gra-se por partes e usa-se a segunda convergência de (3.35). Atendendo a que limm→∞ v0m = v0

em L2(Ω), obtém-se v(0) = v0. Conclui-se, assim, a demonstração do teorema 3.2. Na próxima

secção, será tratada a unicidade da solução do problema (Pv).

3.4 Unicidade da solução

A unicidade da solução global forte do problema em domínio fixo é garantida pelo teo-

rema seguinte:

Teorema 3.3 Sejam v : Q −→ R a solução global forte de (Pv) dada pelo teorema 3.2,

v0 ∈ H1
0 (Ω) e 0 < T <∞. Suponha-se que a é uma função Lipschitziana com constante La > 0,

isto é,

|a (s1)− a (s2)| ≤ La |s1 − s2| , ∀ s1, s2 ∈ R .

Se valem as hipóteses (H1) e (H2), então a solução do problema (Pv) é única.
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Demonstração: Sejam v1 e v2 duas soluções do problema (Pv), isto é,

∂v1

∂t
− b1(y, t)

∂v1

∂y
− a (l1 (v1)) b2(t)

∂2v1

∂y2
= g(y, t) e v1(0, t) = v1(1, t) = 0 ,

∂v2

∂t
− b1(y, t)

∂v2

∂y
− a (l1 (v2)) b2(t)

∂2v2

∂y2
= g(y, t) e v2(0, t) = v2(1, t) = 0 .

Subtraindo membro a membro as duas equações diferenciais, tem-se que a função r = v1 − v2

é solução de
∂r

∂t
− b1

∂r

∂y
− a (l1 (v1)) b2

∂2v1

∂y2
+ a (l1 (v2)) b2

∂2v2

∂y2
= 0 ,

em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, com r(y, 0) = v0 − v0 = 0. Multiplicando (escalarmente) a equação dife-

rencial anterior por r, em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, tem-se

(
∂r

∂t
, r

)
−
(
b1
∂r

∂y
, r

)
− a (l1 (v1)) b2

(
∂2v1

∂y2
, r

)
+ a (l1 (v2)) b2

(
∂2v2

∂y2
, r

)
= 0 ,

ou, equivalentemente,

1

2

d

dt
|r(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|r(t)|2 + a (l1 (v1)) b2

(
∂v1

∂y
,
∂r

∂y

)
− a (l1 (v2)) b2

(
∂v2

∂y
,
∂r

∂y

)
= 0 . (3.37)

Somando e subtraindo a (l1 (v1)) b2

(
∂v2
∂y ,

∂r
∂y

)
, vem

1

2

d

dt
|r(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|r(t)|2 + a (l1 (v1)) b2

[(
∂v1

∂y
,
∂r

∂y

)
−
(
∂v2

∂y
,
∂r

∂y

)]

= [a (l1 (v2))− a (l1 (v1))] b2

(
∂v2

∂y
,
∂r

∂y

)
.

(3.38)

Usando (H5), tem-se

a (l1 (v1)) b2

[(
∂v1

∂y
,
∂r

∂y

)
−
(
∂v2

∂y
,
∂r

∂y

)]
= a (l1 (v1)) b2

(
∂r

∂y
,
∂r

∂y

)

= a (l1 (v1)) b2

∣∣∣∣∂r(t)∂y

∣∣∣∣2 = a (l1 (v1)) b2 ‖r(t)‖2 ≥
ma

γ2
1

‖r(t)‖2 .

(3.39)

Note-se que o último termo de (3.38) pode ser escrito como:

|a (l1 (v2))− a (l1 (v1))| |b2|
∣∣∣∣(∂v2

∂y
,
∂r

∂y

)∣∣∣∣ ≤ La
γ2

0

|l1 (v2)− l1 (v1)|
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂r(t)∂y

∣∣∣∣
≤ La
γ2

0

c0 |v2(t)− v1(t)|
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂r(t)∂y

∣∣∣∣ =
Lac0
γ2

0

|r(t)|
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣ ‖r(t)‖ .
(3.40)
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Usando (3.39) e (3.40) em (3.38) e multiplicando por 2, obtém-se

d

dt
|r(t)|2 +

γ′

γ
|r(t)|2 +

2ma

γ2
1

‖r(t)‖2 ≤ 2
Lac0
γ2

0

|r(t)|
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣ ‖r(t)‖
≤ ε

(
Lac0
γ2

0

)2

|r(t)|2
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣2 +
1

ε
‖r(t)‖2 ,

(3.41)

sendo a última desigualdade obtida de 2cd ≤ c2 + d2, fazendo c =
√
ε Lac0

γ2
0
|r(t)|

∣∣∣∂v2(t)
∂y

∣∣∣ e d =

1√
ε
‖r(t)‖, com ε > 0. Agora, passa-se o primeiro termo de (3.41) para o segundo membro,

considera-se o seu módulo e o mínimo da função γ, e passa-se o último termo da referida

condição para o primeiro membro. Tem-se, assim,

d

dt
|r(t)|2 +

(
2ma

γ2
1

− 1

ε

)
‖r(t)‖2 ≤ ε

(
Lac0
γ2

0

)2

|r(t)|2
∣∣∣∣∂v2(t)

∂y

∣∣∣∣2 +
|γ′|
γ0
|r(t)|2 . (3.42)

Para ε > γ2
1/ma/2, tem-se

(
2ma
γ2
1
− 1

ε

)
> 0. Assim, faça-se ε = γ2

1/ma, por exemplo. Observando

que γ′ ∈ L1(]0, T [), pela hipótese (H2) e que ‖v2(t)‖2 ≤ C, conclui-se que |γ′| e |∂v2(t)/∂y|2

são funções integráveis no tempo e limitadas localmente para cada t. Integrando de 0 a t, em

ambos os membros de (3.42), resulta que

|r(t)|2 − |r(0)|2 +
ma

γ2
1

∫ t

0

‖r(s)‖2 ds ≤ γ2
1

ma

L2
ac

2
0

γ4
0

∫ t

0

∣∣∣∣∂v2(s)

∂y

∣∣∣∣2 |r(s)|2 ds+
1

γ0

∫ t

0

|γ′| |r(s)|2 ds ,

ou, equivalentemente,

|r(t)|2 +
ma

γ2
1

∫ t

0

‖r(s)‖2 ds ≤
∫ t

0

ψ(s) |r(s)|2 ds , (3.43)

sendo a função ψ ∈ L1(]0, T [), definida por

ψ(s) =
γ2

1

ma

L2
ac

2
0

γ4
0

∣∣∣∣∂v2(s)

∂y

∣∣∣∣2 +
|γ′(s)|
γ0

.

Mas (3.43) implica que

|r(t)|2 ≤
∫ t

0

ψ(s) |r(s)|2 ds ,

e pela desigualdade de Gronwall, obtém-se r = 0. Logo v1 = v2. �

Está-se agora em condições de demonstrar o teorema 3.1.

Demonstração: Seja v a solução do problema (Pv) com o dado inicial v0(y). Como

u(x, t) = v(y, t), onde x = α(t) + γ(t)y, então v0(y) = u0 (α(0) + γ(0)y). Para se verificar que u
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dada pelo teorema 3.1 é solução do problema (Pu) é suficiente observar que a transformação

(x, t) 7−→τ
(
x− α
γ

, t

)

de Qt 7−→ Q é (um difeomorfismo) de classe C2. De facto, das igualdades (entre as derivadas)

ut = vt−b1(y, t)vy e uxx = b2(t)vyy, da existência de solução do problema (Pv) e da regularidade

de v(y, t) dada pelo teorema 3.2, conclui-se que u(x, t) é solução de (Pu). Finalmente, a uni-

cidade da solução do problema (Pu) é uma consequência da unicidade da solução do problema

(Pv), porque u = v. �

3.5 Decaimento exponencial da solução

Nesta secção, investiga-se o comportamento assintótico da solução do problema (Pu),

quando t tende para infinito. Uma estratégia possível para efectuar este estudo consiste em

trabalhar no domínio fixo Ω com a energia aproximada e, via limite, mostrar-se o decaimento

para Ωt. No presente trabalho, o decaimento exponencial da energia da solução do sistema,

estabelecido no teorema seguinte, é obtido diretamente no domínio não retangular. Assim,

introduz-se a função energia global do sistema, definida por

E(t) =
1

2
|u(t)|2L2(Ωt)

. (3.44)

Teorema 3.4 Sob as hipóteses do teorema 3.1, se f(x, t) = 0 em (Pu), então a função E satisfaz

E(t) ≤ E(0)e−δt , ∀t ≥ 0 , com δ > 0 .

De modo a demonstrar-se este teorema, vai, primeiramente, estabelecer-se a desigual-

dade de Poincaré em Ωt. Assim, tem-se

Lema 3.2 Se u ∈ H1
0 (Ωt), então

|u(t)|2L2(Ωt)
≤ γ2(t) |ux(t)|2L2(Ωt)

.

Demonstração: O teorema fundamental do cálculo integral permite escrever

u(x, t) =

∫ x

α(t)

∂

∂ξ
u(ξ, t)dξ .
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Logo,

|u(x, t)|2 ≤

(∫ x

α(t)

∣∣∣∣∂u∂ξ (ξ, t)

∣∣∣∣ dξ
)2

≤

(∫ β(t)

α(t)

∣∣∣∣∂u∂ξ (ξ, t)

∣∣∣∣ dξ
)2

e usando a desigualdade de Schwarz, obtém-se

|u(x, t)|2 ≤

(∫ β(t)

α(t)

1dξ

)(∫ β(t)

α(t)

∣∣∣∣∂u∂ξ (ξ, t)

∣∣∣∣2 dξ
)

= γ(t) |ux(t)|2L2(Ωt)
.

Integrando em Ωt, resulta que

|u(t)|2L2(Ωt)
≤ γ2(t) |ux(t)|2L2(Ωt)

. �

Demonstra-se, agora, o teorema 3.4.

Demonstração: Considere-se a primeira equação do sistema (3.1) com f = 0. Multipli-

cando escalarmente por u(x, t) em L2(Ωt), obtém-se

(ut, u)L2(Ωt)
− a(l(u)) (uxx, u)L2(Ωt)

= 0 . (3.45)

Aplicando a fórmula de Leibnitz, tem-se

d

dt

∫
Ωt

|u(x, t)|2 dx =

∫
Ωt

d

dt
|u(x, t)|2 dx+ β′(t) |u(β(t), t)|2 − α′(t) |u(α(t), t)|2 , (3.46)

e usando as condições de fronteira, resulta

(ut, u)L2(Ωt)
=

∫
Ωt

utu dx =
1

2

∫
Ωt

d

dt
|u|2 dx =

1

2

d

dt

∫
Ωt

|u(x, t)|2 dx . (3.47)

Além disso, tem-se

(uxx, u)L2(Ωt)
=

∫
Ωt

uxxu dx = −
∫

Ωt

uxux dx = − |ux(t)|2L2(Ωt)
. (3.48)

Substituindo (3.47) e (3.48) em (3.45) e usando (3.44) que define a função E, obtém-se

d

dt
E(t) + a(l(u)) |ux(t)|2L2(Ωt)

= 0 . (3.49)

Atendendo a que a é uma função positiva, então da última equação resulta que d
dtE(t) ≤ 0,

∀t ≥ 0. Assim, a energia E é uma função (não negativa) decrescente. Considerando a hipótese

(H1), do lema 3.2, obtém-se a desigualdade

|u(t)|2L2(Ωt)
≤ γ2

1 |ux(t)|2L2(Ωt)
.
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Portanto, da equação (3.49), resulta que

d

dt
E(t) +

ma

γ2
1

|u(t)|2L2(Ωt)
≤ 0 , ∀t ≥ 0 ,

e, consequentemente, que
d

dt

(
E(t)e2mat/γ

2
1

)
≤ 0 .

Integrando desde 0 até t, conclui-se que

E(t) ≤ E(0)e−δt , (3.50)

com δ = 2ma/γ
2
1, o que prova o decaimento exponencial da solução quando a força de reação

f(x, t) é nula. �

Observação 2: Pode demonstrar-se um resultado semelhante ao anterior, nomeada-

mente que a função energia satisfaz

E(t) ≤ 1

ma

(
C2

1

2
+Ma

)
e−δt , ∀t ≥ 0 com δ > 0 ,

recorrendo ao lema de Nakao [72], onde C1 é tal que |·|L2(Ωt)
≤ C1 ‖·‖H1

0 (Ωt)
.

Observação 3: Quando f decai de forma adequada (veja-se [37]), pode obter-se o

mesmo resultado que o do teorema 3.4 se f 6= 0.

Observação 4: Os resultados dos teoremas 3.1 e 3.4 podem ser generalizados para

ut − a
(∫

Ωt

u(x, t)dx
)

∆u = f(x, t) , (x, t) ∈ Qt ⊂ Rn+1 (n ≥ 1)

onde Qt é um domínio não cilíndrico definido por Qt =
⋃

0<t<∞ Ωt × {t} , com fronteira lateral

dada por Σt = ∪0<t<∞(∂Ωt × {t}). Para mais detalhes, veja-se [38, 91].

3.6 Solubilidade global do sistema acoplado

Seja Qt um domínio com fronteira móvel como o definido para o problema (Pu). Consi-

dere-se o seguinte sistema acoplado de equações parabólicas não lineares

(Su)


ut −Ad · uxx = f(x, t) em Qt

u (α(t), t) = u (β(t), t) = 0 , t > 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0 =]α(0), β(0)[

, (3.51)
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onde u = (u1(x, t), u2(x, t))
T é o vetor das variáveis dependentes, (·)t = ∂/∂t, (·)xx = ∂2/∂x2

e Ad é a matriz diagonal dos coeficientes dos termos de reação-difusão, definida por aii =

ai

(∫
Ωt
ukdx

)
, i, k = 1, 2 e k 6= i. É nestes coeficientes com uma não linearidade do tipo

não local que é feito o acoplamento das equações para esta classe de problemas. No que se

segue, omite-se a indicação i = 1, 2 e/ou a indicação k = 1, 2 e k 6= i, sempre que não gerar

ambiguidade.

Observação 5: Com o intuito de se provar a existência de solução forte em Qt, para o

problema anterior, sejam (H1)−(H2) como em (Pu) e supõe-se ainda que as seguintes hipóteses

são verdadeiras:

(H3s) uT0 ∈ H1
0 (Ω0)×H1

0 (Ω0) , Ω0 =]α(0), β(0)[ ,

(H4s) fi ∈ L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
∩ L1

(
0, T ;L2 (Ωt)

)
, Ωt =]α(t), β(t)[ ,

(H5s) ai : R −→ R
+ é contínua segundo Lipschitz e 0 < mai ≤ ai(s) ≤Mai , ∀s ∈ R .

Em analogia com o que se fez para o problema (Pu) (veja-se a secção 3.2), considera-se

a mudança de variáveis u(x, t) = v(y, t) dada por vi = ui◦τ−1, sendo τ o difeomorfismo de classe

C2 definido em (3.2). Por intermédio desta mudança de variáveis, o sistema (Su) é transformado

noutro equivalente definido num domínio retangular Q

(Sv)



∂vi
∂t
− b1(y, t)

∂vi
∂y
− ai

(
γ(t)

∫ 1

0

vkdy

)
b2(t)

∂2vi
∂y2

= gi(y, t) , i = 1, 2 em Q

v(0, t) = v(1, t) = 0 , t > 0

v(y, 0) = v0(y), y ∈ Ω =]0, 1[

. (3.52)

Relembre-se que:

• as derivadas parciais de ui e vi satisfazem as equações (3.4) e seguinte;

• gi(y, t) = fi(α+ γy, t);

• v0(y) = u0(α(0) + γ(0)y);

• as funções b1 e b2 são exactamente as mesmas que na secção 3.2.

Para mostrar a existência de solução global forte para o problema (Su), recorre-se a uma

ideia idêntica à utilizada para o problema constituído por uma única equação. Assim, primeira-

mente, prova-se a existência de solução do sistema transformado (Sv) através da aplicação do

método de Faedo-Galerkin, de um argumento de compacidade e de algumas ideias técnicas e,

em seguida, usa-se o difeomorfismo τ−1 para obter a existência de solução do problema inicial

(Su).
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Teorema 3.5 Sob as hipóteses (H1)− (H2),

(H3s′) vT0 ∈
(
H1

0 (Ω)
)2
,

(H4s′) gT ∈
[
L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L1

(
0, T ;L2 (Ω)

)]2
e (H5s), então existe vi : Q −→ R, com i = 1, 2, solução do sistema (Sv), isto é,

∂vi
∂t
− b1(y, t)

∂vi
∂y
− ai

(
γ(t)

∫ 1

0

vkdy

)
b2(t)

∂2vi
∂y2

= gi(y, t) em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
e satisfaz as seguintes condições de regularidade:

vT ∈
[
L∞

(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2 (Ω)
)]2

,

(vt)T ∈
[
L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)]2
.

Demonstração: Tendo em conta a demonstração pormenorizada elaborada na secção

3.3, apresentam-se aqui apenas os aspetos fundamentais para se provar a existência de solução

forte do sistema (Sv). Saliente-se que as ferramentas principais usadas são o método de Faedo–

-Galerkin e o lema de Aubin-Lions.

Assim, sejam B = {wn(y)}n∈N uma base hilbertiana de H1
0 (Ω) e Vm o subespaço gerado

pelos primeiros m vetores de B, com m = 1, 2, ... . Se vmi (t) ∈ Vm, então pode ser representada

por

vmi (t) =

m∑
j=1

cmij (t)wj(y) , 0 ≤ t < tm , tm < T ,

onde vm é a solução do sistema não linear de EDOs na variável t

(Smv )


(
∂vmi
∂t

, w

)
−
(
b1
∂vmi
∂y

, w

)
− ai (l1(vmk )) b2

(
∂2vmi
∂y2

, w

)
= (gi, w) , ∀w ∈ Vm

vmi (0) = vmi0 → vi0 , forte em H1
0 (Ω)

, (3.53)

em que l1 : L2 (Ω) −→ R é a forma linear contínua definida por l1(χ) =
∫ 1

0
γ(t)χ(y, t)dy.

Reescrevendo o sistema anterior como Y ′ = F (t, Y ) ∧ Y (0) = Y0, pode provar-se que F (·, Y )

é mensurável (em t) para Y fixo; F (t, ·) é contínua (em Y ) para t fixo e, para cada conjunto

compacto K contido no domínio de F , existe uma função real integrável hK, tal que |F (t, Y )| ≤

hK(t) , ∀(t, Y ) ∈ K. Então, pelo teorema de Carathéodory (veja-se [27]), o sistema (3.53) tem

uma solução local (vm1 (t), vm2 (t))
T no intervalo [0, tm[, para algum tm, tal que 0 < tm < T . A

seguinte estimativa, à priori, permite a extensão das soluções para o intervalo [0, T ] e a tomada

de limites nas soluções aproximadas de (Smv ).

Estimativa I: Fazendo w(t) = vmi (t) na i-ésima equação de (Smv ) e tendo em atenção as
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equações (3.7)-(3.10), obtém-se

1

2

d

dt
|vmi (t)|2 +

1

2

γ′

γ
|vmi (t)|2 + ai (l1(vmk )) b2 ‖vmi (t)‖2 = (gi, v

m
i ) . (3.54)

Somando membro a membro com i = 1, 2, denotando ma = min {ma1 ,ma2} e usando a de-

sigualdade de Schwarz em cada um dos termos do segundo membro, do sistema de equações

diferenciais ordinárias anterior, resulta

1

2

d

dt

∑
|vmi (t)|2 +

1

2

γ′

γ

∑
|vmi (t)|2 +mab2

∑
‖vmi (t)‖2 ≤ 1

2

∑
|gi(t)|2 +

1

2

∑
|vmi (t)|2 , (3.55)

onde
∑
χi = χ1 + χ2. Integrando de 0 a t, tem-se

∑[
|vmi (t)|2 − |vmi (0)|2 +

∫ t

0

γ′

γ
|vmi (s)|2 ds+ 2ma

∫ t

0

b2 ‖vmi (s)‖2 ds
]

≤
∑[∫ t

0

|gi(s)|2 ds+

∫ t

0

|vmi (s)|2 ds
]
,

o que implica

∑[
|vmi (t)|2 + 2ma

∫ t

0

b2 ‖vmi (s)‖2 ds
]

≤
∑[∫ t

0

|gi(s)|2 ds+

∫ t

0

(
1 +
|γ′|
|γ|

)
|vmi (s)|2 ds+ |vmi0 |

2

]
.

(3.56)

Das hipóteses (H1)− (H2) e da convergência forte em (3.53), resulta que

∑
|vmi (t)|2 +

∫ t

0

∑
‖vmi (s)‖2 ds ≤ C4 + C4

∫ t

0

∑
|vmi (s)|2 ds , (3.57)

sendo C3 = min{1, 2ma
γ2
1
} e C4 = max{

∑
(Ci1+Ci0)
C3

,
1+

C2
γ0

C3
}. Usando a desigualdade de Gronwall,

obtém-se ∑
|vmi (t)|2 ≤ C ,

e, consequentemente, que ∑∫ t

0

‖vmi (s)‖2 ds ≤ C̄ ,

onde C e C̄ são constantes positivas, independentes de m e de t. Concluindo,

(vmi )m∈N é limitada em L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
,

(vmi )m∈N é limitada em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

(3.58)

Então, é possível estender a solução a todo o intervalo [0, T ]. Mas, para se poder passar
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ao limite quando m→∞, são necessárias mais duas estimativas.

Estimativa II: Quer-se agora estimar as derivadas ∂vmi /∂t. Pondo w(t) = ∂vmi (t)/∂t na

equação i de (Smv ), obtém-se

(
∂vmi
∂t

,
∂vmi
∂t

)
−
(
b1
∂vmi
∂y

,
∂vmi
∂t

)
+ ai (l1(vmk )) b2

(
∂vmi
∂y

,
∂

∂y

(
∂vmi
∂t

))
=

(
gi,

∂vmi
∂t

)
. (3.59)

Usando as desigualdades (3.18), (3.20) e (3.21) e atendendo a que ma = min {ma1 ,ma2},

obtém-se

∑[∣∣∣∣∂vmi (t)

∂t

∣∣∣∣2 +
ma

γ2
1

1

2

d

dt

∣∣∣∣∂vmi (t)

∂y

∣∣∣∣2
]

≤
∑[

|α′|+ |γ′|
γ0

‖vmi (t)‖
∣∣∣∣∂vmi (t)

∂t

∣∣∣∣+
1

2
|gi(t)|2 +

1

2

∣∣∣∣∂vmi (t)

∂t

∣∣∣∣2
]
.

(3.60)

Aplicando a desigualdade de Young em (3.60), obtém-se

∑[
1

4

∣∣∣∣∂vmi (t)

∂t

∣∣∣∣2 +
ma

γ2
1

1

2

d

dt
‖vmi (t)‖2

]
≤
∑[(

|α′|+ |γ′|
γ0

)2

‖vmi (t)‖2 +
1

2
|gi(t)|2

]
. (3.61)

Integrando de 0 até t, obtém-se

∑[∫ t

0

∣∣∣∣∂vmi (s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+
2ma

γ2
1

‖vmi (t)‖2
]
≤
∑[

4

γ2
0

∫ t

0

(|α′|+ |γ′|)2 ‖vmi (s)‖2 ds

+2

∫ t

0

|gi(s)|2 ds+
2ma

γ2
1

‖vmi0‖
2

]
.

De (H2), pode garantir-se que

∫ t

0

(|α′|+ |γ′|)2 ‖vmi (s)‖2 ds ≤ ci1
∫ t

0

‖vmi (s)‖2 ds .

Portanto, em analogia com o que se fez para a primeira estimativa, existe uma constante

positiva C, que não depende de t nem de m, tal que

∫ t

0

∑∣∣∣∣∂vmi (s)

∂s

∣∣∣∣2 ds+
∑
‖vmi (t)‖2 ≤ C + C

∫ t

0

∑
‖vmi (s)‖2 ds .

Usando a desigualdade de Gronwall, obtém-se

∑
‖vmi (t)‖2 ≤ C1,
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e daqui resulta que ∫ t

0

∑∣∣∣∣∂vmi (s)

∂s

∣∣∣∣2 ds ≤ C2 .

Finalmente,

(vmi )m∈N é limitada em L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

(
∂vmi
∂t )m∈N é limitada em L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
.

(3.62)

Estimativa III: Fazendo w(t) = −∂2vmi (t)/∂y2 na i-ésima equação diferencial de (Smv ),

obtém-se

1

2

d

dt
‖vmi (t)‖2 −

(
b1
∂vmi
∂y

,−∂
2vmi
∂y2

)
− ai (l1(vmk )) b2

(
∂2vmi
∂y2

,−∂
2vmi
∂y2

)
=

(
gi,−

∂2vmi
∂y2

)
.

Adicionando membro a membro com i = 1, 2, obtém-se

∑[
1

2

d

dt
‖vmi (t)‖2 −

(
b1
∂vmi
∂y

,−∂
2vmi
∂y2

)
+ ai (l1(vmk )) b2

∣∣∣∣∂2vmi (t)

∂y2

∣∣∣∣2
]

=
∑(

gi,−
∂2vmi
∂y2

)
.

Usando desigualdades similares a (3.29), (3.30) e (3.31), resulta que

∑[
d

dt
‖vmi (t)‖2 + 2

(
ma

γ2
1

− 1

ε

) ∣∣∣∣∂2vmi (t)

∂y2

∣∣∣∣2
]

≤
∑[

ε

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

‖vmi (t)‖2 + ε |gi(t)|2
]
,

(3.63)

para todo o ε > 0, onde ma = min {ma1 ,ma2}. Observe-se que, para ε > γ2
1/ma, se tem

ma

γ2
1

− 1

ε
> 0 .

Assim, seja ε = 2γ2
1/ma. Integrando de 0 até t (3.63), obtém-se

∑[
‖vmi (t)‖2 +

ma

γ2
1

∫ t

0

∣∣∣∣∂2vmi (s)

∂y2

∣∣∣∣2 ds
]

≤ 2γ2
1

ma

∑[∫ t

0

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

‖vmi (s)‖2 ds+

∫ t

0

|gi(s)|2 ds

]
+
∑
‖vmi0‖

2
.

Usando (H4s′) e as convergências fortes em H1
0 (Ω), vmi (0) = vmi0 → vi0, com i = 1, 2, tem-se

que ∑
‖vmi (t)‖2 +

∫ t

0

∑∣∣∣∣∂2vmi (s)

∂y2

∣∣∣∣2 ds ≤ C + C

∫ t

0

∑
‖vmi (s)‖2 ds , (3.64)

onde C é uma constante positiva que não depende de t nem de m. Usando a desigualdade de
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Gronwall, pode concluir-se que

(
∂2vmi
∂y2 )m∈N é limitada em L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
. (3.65)

Usando as estimativas obtidas em (3.58), (3.62) e (3.65), podem extrair-se subsucessões de (vm1 )

e (vm2 ) que, por simplicidade, continuarão a ser designadas por (vm1 ) e (vm2 ), respetivamente,

tais que

vmi ⇀ vi fracamente (ou na topologia fraca) em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

vmi ⇀? vi fraca estrela em L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

∂vmi
∂t

⇀
∂vi
∂t

fracamente em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
,

∂2vmi
∂y2

⇀
∂2vi
∂y2

fracamente em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
.

(3.66)

Então, pelo lema de compacidade de Aubin-Lions (veja-se [61]), como H1
0 (Ω) ↪→c L2(Ω) =(

L2(Ω)
)′
↪→ L2(Ω), tem-se

vm1 → v1 e vm2 → v2 em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
. (3.67)

Assim, passando, se necessário, para uma subsucessão (indicada ainda pelo mesmo símbolo),

tem-se

vm1 → v1 e vm2 → v2 q.s. em Ω×]0, T [ . (3.68)

Agora, passa-se ao limite com m→∞. Pelo lema 3.1, tem-se que

ai (l1 (vmk ))→ ai (l1(vk)) em L2(]0, T [) , (3.69)

que é necessário para passar ao limite na parte não linear. Usando as convergências em (3.66)

e (3.69), pode passar-se ao limite com m → ∞ no problema aproximado (Smv ) e obtém-se o

seguinte:

∂vi
∂t
− b1(y, t)

∂vi
∂y
− ai (l1(vk)) b2(t)

∂2vi
∂y2

= gi(y, t) em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
.

Agora, verificam-se as condições iniciais. De facto, usando o resultado de regularidade, tem-se

vi ∈ C0
(
0, T ;L2(Ω)

)
.

Desta forma, faz sentido calcular vi(0). Considere-se z ∈ C1 (0, T ;R), com z(0) = 1 e z(T ) = 0.
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Uma vez que a terceira convergência em (3.66) implica que

∫ T

0

(
∂vmi
∂t

, ϑ

)
zdt→

∫ T

0

(
∂vi
∂t
, ϑ

)
zdt , ϑ ∈ L2(Ω) ,

integrando por partes, obtém-se

− (vmi (0), ϑ)−
∫ T

0

(vmi , ϑ)
∂z

∂t
dt→ − (vi(0), ϑ)−

∫ T

0

(vi, ϑ)
∂z

∂t
dt . (3.70)

De (3.70) e usando a segunda convergência em (3.66), obtém-se (vmi (0), ϑ) → (vi(0), ϑ), para

todo o ϑ ∈ H1
0 (Ω). Mas vmi (0) converge fortemente para vi0 em L2(Ω) e, consequentemente,

também converge fracamente em L2(Ω). Portanto, (vmi (0), ϑ)→ (vi0, ϑ) para todo o ϑ ∈ H1
0 (Ω).

Da unicidade do limite resulta que (vi(0), ϑ) → (vi0, ϑ), para todo o ϑ ∈ H1
0 (Ω). Assim, vi(0) =

vi0. Logo, o problema (Sv) possui solução. �

A unicidade da solução forte, global no tempo, para o problema transformado com

fronteira fixa é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 3.6 Sejam vi : Q −→ R, com i = 1, 2, a solução global forte de (Sv) dada pelo teorema

3.5, (v10, v20) ∈ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) e 0 < T < ∞. Suponha-se que ai é uma função Lipschitziana

com constante Lai > 0, isto é,

|ai (s1)− ai (s2)| ≤ Lai |s1 − s2| , para quaisquer s1, s2 ∈ R .

Se valem as hipótese (H1) e (H2), então a solução do problema (Sv) é única.

Demonstração: Sejam (v1, v2) e (ω1, ω2) duas soluções do problema (Sv), isto é,

∂vi
∂t
− b1(y, t)

∂vi
∂y
− ai (l1(vk)) b2(t)

∂2vi
∂y2

= gi(y, t), (3.71)

com vi(0, t) = vi(1, t) = 0, e

∂ωi
∂t
− b1(y, t)

∂ωi
∂y
− ai (l1(ωk)) b2(t)

∂2ωi
∂y2

= gi(y, t), (3.72)

com ωi(0, t) = ωi(1, t) = 0, i, k = 1, 2 e k 6= i. Subtraindo membro a membro a equação (3.72)

da equação (3.71), obtém-se

∂vi
∂t
− ∂ωi

∂t
− b1

(
∂vi
∂y
− ∂ωi

∂y

)
− ai (l1(vk)) b2

∂2vi
∂y2

+ ai (l1(ωk)) b2
∂2ωi
∂y2

= 0 ,
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e segue-se que ri = vi − ωi é solução de

∂ri
∂t
− b1

∂ri
∂y
− ai (l1(vk)) b2

∂2vi
∂y2

+ ai (l1(ωk)) b2
∂2ωi
∂y2

= 0 ,

em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
, com ri(0) = 0. Tomando o produto interno em L2 (Ω), com ri, e adicio-

nando e subtraindo ai (l1 (vk)) b2

(
∂ωi
∂y ,

∂ri
∂y

)
na equação anterior, obtém-se

1

2

d

dt
|ri(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|ri(t)|2 + ai (l1 (vk)) b2

[(
∂vi
∂y

,
∂ri
∂y

)
−
(
∂ωi
∂y

,
∂ri
∂y

)]

= [ai (l1 (ωk))− ai (l1 (vk))] b2

(
∂ωi
∂y

,
∂ri
∂y

)
.

Adicionando as equações com i = 1, 2, obtém-se

∑[
1

2

d

dt
|ri(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|ri(t)|2 + ai (l1 (vk)) b2

∣∣∣∣∂ri(t)∂y

∣∣∣∣2
]

=
∑[

[ai (l1 (ωk))− ai (l1 (vk))] b2

(
∂ωi
∂y

,
∂ri
∂y

)]
.

(3.73)

Observe-se que

ai (l1 (vk)) b2

∣∣∣∣∂ri(t)∂y

∣∣∣∣2 = ai (l1 (vk)) b2 ‖ri(t)‖2 ≥
mai

γ2
1

‖ri(t)‖2 (3.74)

e
Lai
γ2

0

|l1 (ωk)− l1 (vk)|
∣∣∣∣∂ωi(t)∂y

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂ri(t)∂y

∣∣∣∣ ≤ Laic0
γ2

0

|rk(t)|
∣∣∣∣∂ωi(t)∂y

∣∣∣∣ ‖ri(t)‖ . (3.75)

Substituindo (3.74) e (3.75) na equação (3.73), obtém-se

∑ d

dt
|ri(t)|2 +

(
2ma

γ2
1

− 1

ε

)∑
‖ri(t)‖2 ≤ ε

(
Lac0
γ2

0

)2∑
|rk(t)|2

∣∣∣∣∂ωi(t)∂y

∣∣∣∣2 +
|γ′|
γ0

∑
|ri(t)|2 ,

para algum ε > γ2
1/ma/2, onde La = max{La1 , La2}. Relembre-se que ma = min {ma1 ,ma2}.

Pondo ε = γ2
1/ma e integrando de 0 até t em ambos os membros da última desigualdade,

segue-se que ∑
|ri(t)|2 ≤

∫ t

0

ϕ(s)
∑
|ri(s)|2 ds , (3.76)

onde a função ϕ ∈ L1(]0, T [) é definida por

ϕ(s) =
γ2

1

ma

(
Lac0
γ2

0

)2∑∣∣∣∣∂ωi(s)∂y

∣∣∣∣2 +
|γ′(s)|
γ0

.

Finalmente, pela desigualdade de Gronwall, obtém-se
∑
|ri(t)|2 = 0, que é equivalente a
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ri(t) = 0, i = 1, 2. Logo, v1 = ω1 e v2 = ω2. �

Agora, está-se em condições de provar o teorema principal desta secção.

Teorema 3.7 Sob as hipóteses (H1) − (H2) e (H3s) − (H5s), então existe uma única solução

forte ui : Qt −→ R para o problema (Su), isto é,

(u1)t − a1 (l(u2)) (u1)xx = f1 (x, t) em L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
,

(u2)t − a2 (l(u1)) (u2)xx = f2 (x, t) em L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)
,

satisfazendo as seguintes condições de regularidade:

(u1, u2) ∈
[
L∞

(
0, T ;H1

0 (Ωt) ∩H2 (Ωt)
)]2

,

((u1)t, (u2)t) ∈
[
L2
(
0, T ;L2 (Ωt)

)]2
,

onde l : L2 (Ωt) −→ R é a forma linear contínua definida por l(φ) =
∫ β(t)

α(t)
φ(x, t)dx.

Demonstração: Seja (v1, v2) a solução do problema (Sv) com dados iniciais

vi0(y) = ui0 (α(0) + γ(0)y) , i = 1, 2 .

Como u(x, t) = v(y, t), onde x = α(t) + γ(t)y, para se verificar que (u1(x, t), u2(x, t)), dada

pelo teorema 3.7, é solução do problema (Su), é suficiente observar que a transformação τ :

Qt −→ Q é um difeomorfismo de classe C2. De facto, das igualdades (ui)t = (vi)t − b1(y, t)(vi)y

e (ui)xx = b2(t)(vi)yy, da existência de solução para o problema (Sv) e da regularidade de

(v1(y, t), v2(y, t)) dada pelo teorema 3.5, pode concluir-se que (u1(x, t), u2(x, t)) é solução de

(Su). Finalmente, a unicidade da solução para (Su) é uma consequência da unicidade da solução

para (Sv), porque ui = vi. �

3.7 Decaimento exponencial da solução do sistema

Um grande número de autores estuda a existência de soluções fracas ou soluções regu-

lares para equações parabólicas ou hiperbólicas com fronteira móvel. No problema apresentado

isto traz dificuldades acrescidas, porque a geometria do domínio influencia a exatidão do pro-

blema correspondente (veja-se [59]).

O objetivo desta secção é estabelecer uma taxa de decaimento para a energia associ-

ada ao problema (Su). Assim, obtém-se o comportamento assintótico para t, arbitrariamente
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grande, da energia natural do sistema, definida por

E(t) =
1

2

(
|u1(t)|2L2(Ωt)

+ |u2(t)|2L2(Ωt)

)
, (3.77)

no interior do domínio não cilíndrico Qt. Assim, pode enunciar-se o seguinte resultado:

Teorema 3.8 Sob as hipóteses do teorema 3.7, se f1(x, t) = f2(x, t) = 0 em (Su), então a função

E satisfaz

E(t) ≤ E(0)e−δt , para qualquer t ≥ 0 , com δ > 0 .

Demonstração: Considerem-se as duas equações diferenciais associadas a (Su), com

fi = 0. Multiplicando escalarmente a i-ésima equação por ui(x, t), em L2(Ωt), obtém-se

((ui)t, ui)L2(Ωt)
− ai(l(uk)) ((ui)xx, ui)L2(Ωt)

= 0 . (3.78)

Aplicando a fórmula de Leibnitz em (3.78) e usando as condições de fronteira, resulta

((ui)t, ui)L2(Ωt)
=

1

2

d

dt

∫
Ωt

|ui(x, t)|2 dx . (3.79)

Integrando por partes no segundo termo de (3.78) e pelas condições de fronteira, obtém-se

((ui)xx, ui)L2(Ωt)
= − |(ui)x(t)|2L2(Ωt)

. (3.80)

Substituindo (3.79) e (3.80) em (3.78), somando as duas equações para i = 1, 2 e usando (3.77)

que define a função E, obtém-se

d

dt
E(t) + a1(l(u2)) |(u1)x(t)|2L2(Ωt)

+ a2(l(u1)) |(u2)x(t)|2L2(Ωt)
= 0 . (3.81)

Atendendo à hipótese (H5s), como ma = min{ma1 ,ma2}, então, da última equação, resulta

que
d

dt
E(t) +ma

(
|(u1)x(t)|2L2(Ωt)

+ |(u2)x(t)|2L2(Ωt)

)
≤ 0 . (3.82)

Desta desigualdade, obtém-se que d
dtE(t) ≤ 0, para todo o t ≥ 0, porque ma > 0. Assim, a

energia E é uma função (não negativa) decrescente. Considerando a hipótese (H1), a partir do

lema 3.2, obtém-se a desigualdade de Poincaré

|ui(t)|2L2(Ωt)
≤ γ2

1 |(ui)x(t)|2L2(Ωt)
.
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Assim, usando esta última desigualdade, da equação (3.82), resulta que

d

dt
E(t) +

ma

γ2
1

(
|u1(t)|2L2(Ωt)

+ |u2(t)|2L2(Ωt)

)
≤ 0 , ∀t ≥ 0 ,

e, consequentemente, que
d

dt

(
E(t)e2mat/γ

2
1

)
≤ 0 .

Integrando desde 0 até t, conclui-se que

E(t) ≤ E(0)e−δt ,

com δ = 2ma/γ
2
1, o que prova o decaimento exponencial da solução quando ambas as forças de

reação, f1(x, t) e f2(x, t), são nulas. �

Observação 6: Quando f1 e f2 apresentam um decaimento adequado (veja-se [37]),

pode obter-se o mesmo resultado que o do teorema 3.8 se f1(x, t) 6= 0 e f2(x, t) 6= 0.

Observação 7: Os resultados dos teoremas 3.7 e 3.8 podem ser generalizados para


(u1)t − a1

(∫
Ωt

u2(x, t)dx
)

∆u1 = f1(x, t) , em Qt,

(u2)t − a2

(∫
Ωt

u1(x, t)dx
)

∆u2 = f2(x, t) , em Qt,

onde Qt ⊂ Rn+1 (n ≥ 1) é um domínio não cilíndrico definido por

Qt =
⋃

0<t<∞
Ωt × {t} ,

com fronteira lateral dada por Σt = ∪0<t<∞(∂Ωt × {t}). Para mais detalhes, veja-se [38, 91].

Observação 8: É possível recorrer às técnicas aqui apresentadas para provar a existência

e unicidade, bem como o decaimento exponencial das soluções, para um sistema do tipo


(ui)t − ai

(∫
Ωt

uσ(i)(x, t)dx

)
(ui)xx = fi(x, t) , em Qt,

i = 1, 2, ..., n

onde σ é uma permutação dos elementos de {1, 2, ..., n}, generalizando assim os resultados dos

teoremas 3.7 e 3.8.
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3.8 Estimativas do erro

Para finalizar o estudo teórico dos problemas não locais com fronteira móvel, nesta

secção, primeiramente, discretiza-se a variável espacial do problema transformado (Sv) e

obtêm-se estimativas do erro para a solução semidiscreta. Em seguida, discretiza-se o mesmo

também no tempo e procuram-se estimativas do erro para essa discretização. A formulação do

problema semidiscreto assenta na seguinte definição de solução fraca:

Definição 3.1 Diz-se que o par de funcões v = (v1, v2)T é uma solução fraca do problema (Sv)

se, para cada i ∈ {1, 2},

vi ∈ L∞
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
,

∂vi
∂t
∈ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
, (3.83)

a seguinte igualdade em D′(]0, T [) é verdadeira para qualquer w ∈ H1
0 (Ω) e t ∈]0, T [,

∫ 1

0

∂vi
∂t
w dy −

∫ 1

0

b1
∂vi
∂y

w dy + ai(l1(vk))b2

∫ 1

0

∂vi
∂y

∂w

∂y
dy =

∫ 1

0

giw dy (3.84)

e

vi(y, 0) = vi0(y), y ∈ Ω . (3.85)

A partir de agora, assume-se que v tem a regularidade necessária para realizar todos os

cálculos que se seguem.

3.8.1 Solução semidiscreta

Considere-se uma partição Ph do domínio espacial Ω em intervalos disjuntos 4L, L =

1, ..., N, tal que h = max{ZL : L = 1, ..., N}. Seja Srh o conjunto das funções contínuas em

Ω̄, seccionalmente polinomiais de grau r em cada elemento finito 4L e que valem zero na

fronteira de Ω, isto é,

Srh =
{
U ∈ C0

0(Ω̄) : U |4L ◦ TL ∈ P
1
r , ∀4L ∈ Ph

}
.

Se
{

Φk : k = 1, ..., Ñ
}

é uma base para Srh, então pode definir-se cada elemento U ∈ Srh por

U(y, t) =

Ñ∑
k=1

U
(
ξk, t

)
Φk(y), y ∈ Ω .

Para cada função u definida em Ω, que se anula em ∂Ω, defina-se a função interpoladora de

u, que se denota por Ihu, como sendo o elemento de Srh que coincide com u nos nós globais
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{
ξk : k = 1, ..., Ñ

}
. Assim, tem-se,

(Ihu) (y) =

Ñ∑
k=1

u
(
ξk
)

Φk(y), y ∈ Ω .

Pode enunciar-se o seguinte resultado:

Lema 3.3 Se u ∈ Hr+1(Ω) ∩H1
0 (Ω), então

|Ihu− u|+ h|∇(Ihu− u)| ≤ Chr+1‖u‖Hr+1(Ω) ,

sendo C uma constante positiva independente de h e de r.

A demonstração deste lema, bem como a do seguinte encontra-se em [100].

Definição 3.2 Uma função Ǔ ∈ Srh diz-se a projeção de Ritz de u ∈ H1
0 (Ω) sobre Srh, se satisfaz

a igualdade ∫
Ω

∇Ǔ · ∇U dy =

∫
Ω

∇u · ∇U dy , ∀U ∈ Srh .

Lema 3.4 Se u ∈ Hr+1(Ω) ∩H1
0 (Ω), então

|Ǔ − u|+ h|∇(Ǔ − u)| ≤ Chr+1‖u‖Hr+1(Ω) ,

sendo C uma constante positiva independente de h e de r.

O problema semidiscreto, baseado na definição 3.1, consiste em determinar a função

vectorial V = (V1, V2)T , pertencente a (Srh)
2 para t ≥ 0, tal que para todo o U = (U1, U2)T com

componentes em Srh e t ∈]0, T [ :


∫ 1

0

∂Vi
∂t

Ui dy −
∫ 1

0

b1
∂Vi
∂y

Ui dy + ai(l1(Vk))b2

∫ 1

0

∂Vi
∂y

∂Ui
∂y

dy =

∫ 1

0

giUi dy

Vi(0) = Ihvi0 , i = 1, 2

. (3.86)

Note-se que, se pode reescrever o problema (3.86) como um sistema de EDOs (não linear) em t.

A demonstração de existência de solução para este sistema resulta do teorema de Carathéodory

(veja-se [27]) e pode provar-se a unicidade da solução, usando argumentos semelhantes aos

utilizados na demonstração do teorema 3.6.

Teorema 3.9 Se v é solução do problema (Sv) e V é solução do sistema (3.86), então

|Vi(t)− vi(t)| ≤ Chr+1, t ∈]0, T ], i = 1, 2 ,
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sendo C uma constante positiva independente de h, r e i.

Demonstração: A diferença Vi(y, t)− vi(y, t) pode ser escrita como

(
Vi(y, t)− V̌i(y, t)

)
+
(
V̌i(y, t)− vi(y, t)

)
= ϑi(y, t) + ρi(y, t) ,

onde V̌i ∈ Srh representa a projeção de Ritz da função vi. Então

|Vi(t)− vi(t)| ≤ |ϑi(t)|+ |ρi(t)|

e, pelo lema 3.4, obtém-se

|ρi(t)| ≤ Chr+1‖vi(t)‖Hr+1(Ω) . (3.87)

Em seguida, determina-se um limite superior para |ϑi(t)|. Para cada i ∈ {1, 2}, tem-se

∫ 1

0

∂ϑi
∂t

Ui dy −
∫ 1

0

b1
∂ϑi
∂y

Ui dy + ai(l1(Vk))b2

∫ 1

0

∂ϑi
∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

∂Vi
∂t

Ui dy −
∫ 1

0

b1
∂Vi
∂y

Ui dy + ai(l1(Vk))b2

∫ 1

0

∂Vi
∂y

∂Ui
∂y

dy

−
∫ 1

0

∂V̌i
∂t

Ui dy +

∫ 1

0

b1
∂V̌i
∂y

Ui dy − ai(l1(Vk))b2

∫ 1

0

∂V̌i
∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

giUi dy −
∫ 1

0

∂vi
∂t
Ui dy +

∫ 1

0

b1
∂vi
∂y

Ui dy − ai(l1(vk))b2

∫ 1

0

∂vi
∂y

∂Ui
∂y

dy

+

∫ 1

0

(
∂vi
∂t
− ∂V̌i

∂t

)
Ui dy +

∫ 1

0

b1

(
∂V̌i
∂y
− ∂vi
∂y

)
Ui dy

+[ai(l1(vk))− ai(l1(Vk))]b2

∫ 1

0

∂V̌i
∂y

∂Ui
∂y

dy

= −
∫ 1

0

∂ρi
∂t

Ui dy +

∫ 1

0

b1
∂ρi
∂y

Ui dy + [ai(l1(vk))− ai(l1(Vk))]b2

∫ 1

0

∂V̌i
∂y

∂Ui
∂y

dy .

Fazendo Ui(t) = ϑi(t) na equação anterior e tendo em atenção as equações (3.8) e (3.10),

obtém-se

1

2

d

dt
|ϑi(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|ϑi(t)|2 + ai(l1(Vk))b2

∣∣∣∣∂ϑi(t)∂y

∣∣∣∣2

= −
∫ 1

0

∂ρi
∂t

ϑi dy +

∫ 1

0

b1
∂ρi
∂y

ϑi dy + [ai(l1(vk))− ai(l1(Vk))]b2

∫ 1

0

∂V̌i
∂y

∂ϑi
∂y

dy .

(3.88)

Integrando por partes o segundo termo do segundo membro da equação anterior, obtém-se

∫ 1

0

b1
∂ρi
∂y

ϑi dy = −γ
′

γ

∫ 1

0

ρiϑi dy −
∫ 1

0

b1ρi
∂ϑi
∂y

dy . (3.89)

84



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

Substituindo (3.89) em (3.88), somando membro a membro com i = 1, 2 e usando a desigualdade

de Schwarz em cada um dos termos do segundo membro, do sistema de equações diferenciais

ordinárias (3.88), resulta

∑[
1

2

d

dt
|ϑi(t)|2 +

1

2

γ′

γ
|ϑi(t)|2 +mab2 ‖ϑi(t)‖2

]
≤
∑[

1

2

∣∣∣∣∂ρi(t)∂t

∣∣∣∣2 +
1

2
|ϑi(t)|2

+
1

2

γ′

γ

(
|ρi(t)|2 + |ϑi(t)|2

)
+
ε

2

(
|α′|+ |γ′|

γ0

)2

|ρi(t)|2 +
1

2ε
‖ϑi(t)‖2

+
ε

2

(
Lac0
γ2

0

)2

|vk(t)− Vk(t)|2
∣∣∣∣∂V̌i(t)∂y

∣∣∣∣2 +
1

2ε
‖ϑi(t)‖2

]
,

(3.90)

para todo o ε > 0, onde
∑
χi = χ1 + χ2, ma = min {ma1 ,ma2}, Ma = max {Ma1 ,Ma2} e

La = max {La1 , La2}. Logo,

∑[
d

dt
|ϑi(t)|2 + 2

(
ma

γ2
1

− 1

ε

)
‖ϑi(t)‖2

]
≤
∑[∣∣∣∣∂ρi(t)∂t

∣∣∣∣2 + |ϑi(t)|2

+

(
γ′

γ
+ ε

(|α′|+ |γ′|)2

γ2
0

)
|ρi(t)|2 + ε

(
Lac0
γ2

0

)2 ∣∣∣∣∂V̌i(t)∂y

∣∣∣∣2 |vk(t)− Vk(t)|2
]
,

(3.91)

Observe-se que ∣∣∣∣∂V̌i(t)∂y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂vi(t)∂y

∣∣∣∣ (3.92)

e

|vk(t)− Vk(t)|2 ≤ (|ϑk(t)|+ |ρk(t)|)2 ≤ 2
(
|ϑk(t)|2 + |ρk(t)|2

)
. (3.93)

Substituindo (3.92) e (3.93) em (3.91) e pondo ε = 2γ2
1/ma, segue-se que

d

dt

(∑
|ϑi(t)|2

)
≤
∑∣∣∣∣∂ρi(t)∂t

∣∣∣∣2 + C1

∑
|ϑi(t)|2 + C2

∑
|ρi(t)|2 .

Pela desigualdade de Gronwall, obtém-se

∑
|ϑi(t)|2 ≤ C

∑
|ϑi(0)|2 + C

∫ t

0

∑∣∣∣∣∂ρi(s)∂t

∣∣∣∣2 ds+ C

∫ t

0

∑
|ρi(s)|2 ds . (3.94)

Das hipóteses do teorema, obtém-se

|ϑi(0)|2 ≤ |Vi(0)− vi0|2 ≤ Ch2(r+1)‖vi0‖2Hr+1(Ω) ,∫ t

0

|ρi(s)|2 ds ≤ CTh2(r+1)‖vi(t)‖2Hr+1(Ω)
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e ∫ t

0

∣∣∣∣∂ρi(s)∂t

∣∣∣∣2 ds ≤ CTh2(r+1)

∥∥∥∥∂vi(t)∂t

∥∥∥∥2

Hr+1(Ω)

,

para cada i ∈ {1, 2}. Então,

∑
|ϑi(t)|2 ≤ C

(∑
‖vi0‖2Hr+1(Ω) +

∑
‖vi(t)‖2Hr+1(Ω) +

∑∥∥∥∥∂vi(t)∂t

∥∥∥∥2

Hr+1(Ω)

)
h2(r+1) ,

que implica

|ϑi(t)| ≤ Chr+1 , i = 1, 2 . (3.95)

Adicionando as estimativas (3.87) e (3.95), termina-se a demonstração. �

3.8.2 Problema totalmente discreto

Seja δ > 0 e considere-se a partição de ]0, T ] determinada por

0 = t(0) < t(1) < ... < t(nT−1) < t(nT ) = T ,

com t(n) = t(n−1) + δ. A discretização no tempo é feita utilizando o método de Crank-Nicolson.

Seja V(n)(y) a aproximação de v(y, t(n)), no espaço (Srh)
2. Neste método, a equação diferencial

do problema semidiscreto (3.86) é avaliada nos pontos t(n−1/2) = t(n)+t(n−1)

2 , com n = 1, ..., nT ,

e usam-se as aproximações

V(y, t(n−1/2)) ' V(n)(y) + V(n−1)(y)

2
= V̂(n)(y)

e
∂V

∂t
(y, t(n−1/2)) ' V(n)(y)−V(n−1)(y)

δ
= ∂V̂(n)(y) .

O problema totalmente discreto consiste em determinar a função vectorial V(n) = (V
(n)
1 , V

(n)
2 )T ,

pertencente a (Srh)
2 para n ≥ 1, que satisfaça



∫ 1

0

∂V̂
(n)
i Ui dy −

∫ 1

0

b
(n−1/2)
1

∂V̂
(n)
i

∂y
Ui dy + ai(l1(V̂

(n)
k ))b

(n−1/2)
2

∫ 1

0

∂V̂
(n)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

g
(n−1/2)
i Ui dy ,

V
(0)
i = Ihvi0 , i = 1, 2 ,

(3.96)

para todo o U = (U1, U2)T com componentes em Srh, onde ϕ(n−1/2) = ϕ(t(n−1/2)).

O sistema de equações algébricas (3.96) é não linear, devido à presença de ai(l1(V̂
(n)
k )).

A utilização de um método iterativo, como o de Newton, por exemplo, para o solucionar em
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cada instante t(n), acarreta custos computacionais adicionais. Assim, nesta tese, opta-se por

uma estratégia de linearização do coeficiente de difusão e, de acordo com [100], substitui-se

V̂
(n)
k por V

(n)

k = 3
2V

(n−1)
k − 1

2V
(n−2)
k . Então, o problema totalmente discreto será, neste caso,

calcular a função V(n), para n ≥ 2, pertencente a (Srh)
2, que satisfaça



∫ 1

0

∂V̂
(n)
i Ui dy −

∫ 1

0

b
(n−1/2)
1

∂V̂
(n)
i

∂y
Ui dy + ai(l1(V

(n)

k ))b
(n−1/2)
2

∫ 1

0

∂V̂
(n)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

g
(n−1/2)
i Ui dy ,

V
(0)
i = Ihvi0 , i = 1, 2 ,

(3.97)

para todo o U = (U1, U2)T com componentes em Srh. Desta forma, tem-se um método linear

de passo múltiplo que requer duas estimativas iniciais V(0) e V(1). A estimativa V(0) é obtida

da condição inicial. Para se calcular V(1) com a mesma precisão, usa-se o seguinte método

estimador-corretor [100]:

∫ 1

0

V
(1,0)
i − V (0)

i

δ
Ui dy −

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂

∂y

(
V

(1,0)
i + V

(0)
i

2

)
Ui dy

+ai(l1(V
(0)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

∂

∂y

(
V

(1,0)
i + V

(0)
i

2

)
∂Ui
∂y

dy =

∫ 1

0

g
(1/2)
i Ui dy , i = 1, 2.

(3.98)

∫ 1

0

∂V̂
(1)
i Ui dy −

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂V̂
(1)
i

∂y
Ui dy

+ai

(
l1

(
V

(1,0)
k + V

(0)
k

2

))
b
(1/2)
2

∫ 1

0

∂V̂
(1)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy =

∫ 1

0

g
(1/2)
i Ui dy , i = 1, 2.

(3.99)

Esta secção termina com a estimativa do erro para a aproximação totalmente discreta

da solução do problema (Sv).

Teorema 3.10 Se v é solução do problema (Sv) e V(n) é solução do problema (3.97)-(3.99),

então ∣∣∣V (n)
i (y)− vi(y, t(n))

∣∣∣ ≤ C(hr+1 + δ2), t ∈]0, T ], n = 1, ..., nT , i = 1, 2 ,

sendo C uma constante positiva independente de h, r e δ.

Demonstração: Em primeiro lugar determina-se a estimativa para n = 1. Sejam ϑ
(1,0)
i =

V
(1,0)
i − V̌ (1)

i , ϑ̂(1,0)
i =

ϑ
(1,0)
i +ϑ

(0)
i

2 e ∂ϑ̂
(1,0)
i =

ϑ
(1,0)
i −ϑ(0)

i

δ . Analogamente, como na demonstração
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do teorema 3.9, para cada i ∈ {1, 2}, tem-se

∫ 1

0

∂ϑ̂
(1,0)
i Ui dy −

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂ϑ̂
(1,0)
i

∂y
Ui dy + ai(l1(V

(0)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

∂ϑ̂
(1,0)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

∂V̂
(1,0)
i Ui dy −

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂V̂
(1,0)
i

∂y
Ui dy + ai(l1(V

(0)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

∂V̂
(1,0)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

−
∫ 1

0

∂ ˆ̌V
(1)
i Ui dy +

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂ ˆ̌V
(1)
i

∂y
Ui dy − ai(l1(V

(0)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

∂ ˆ̌V
(1)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

g
(1/2)
i Ui dy −

∫ 1

0

(
∂vi
∂t

)(1/2)

Ui dy +

∫ 1

0

b
(1/2)
1

∂v
(1/2)
i

∂y
Ui dy

−ai(l1(v
(1/2)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

∂v
(1/2)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy

+

∫ 1

0

[(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

]
Ui dy +

∫ 1

0

b
(1/2)
1

(
∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y
− ∂v

(1/2)
i

∂y

)
Ui dy

+b
(1/2)
2

∫ 1

0

[
ai(l1(v

(1/2)
k ))

∂v
(1/2)
i

∂y
− ai(l1(V

(0)
k ))

∂ ˆ̌V
(1)
i

∂y

]
∂Ui
∂y

dy

=

∫ 1

0

[(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

]
Ui dy +

∫ 1

0

b
(1/2)
1

(
∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y
− ∂v

(1/2)
i

∂y

)
Ui dy

+ai(l1(v
(1/2)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

[
∂v

(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

]
∂Ui
∂y

dy

+
[
ai(l1(v

(1/2)
k ))− ai(l1(V

(0)
k ))

]
b
(1/2)
2

∫ 1

0

∂ ˆ̌V
(1)
i

∂y

∂Ui
∂y

dy .

Tomando Ui = ϑ̂
(1,0)
i , obtém-se

1

2
∂
∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 +
1

2

(γ′)(1/2)

γ(1/2)

∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 + ai(l1(V
(0)
k ))b

(1/2)
2

∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1,0)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

=

∫ 1

0

[(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

]
ϑ̂

(1,0)
i dy +

∫ 1

0

b
(1/2)
1

(
∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y
− ∂v

(1/2)
i

∂y

)
ϑ̂

(1,0)
i dy

+ai(l1(v
(1/2)
k ))b

(1/2)
2

∫ 1

0

[
∂v

(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

]
∂ϑ̂

(1,0)
i

∂y
dy

+
[
ai(l1(v

(1/2)
k ))− ai(l1(V

(0)
k ))

]
b
(1/2)
2

∫ 1

0

∂ ˆ̌V
(1)
i

∂y

∂ϑ̂
(1,0)
i

∂y
dy .

(3.100)

88



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

Integrando por partes o segundo termo do segundo membro da equação anterior, obtém-se

∫ 1

0

b
(1/2)
1

(
∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y
− ∂v

(1/2)
i

∂y

)
ϑ̂

(1,0)
i dy = − (γ′)(1/2)

γ(1/2)

∫ 1

0

(
ˆ̌V

(1)
i − v(1/2)

i

)
ϑ̂

(1,0)
i dy

−
∫ 1

0

b
(1/2)
1

(
ˆ̌V

(1)
i − v(1/2)

i

) ∂ϑ̂(1,0)
i

∂y
dy .

(3.101)

Então, usando as desigualdades de Schwarz e de Poincaré, pode concluir-se que

1

2
∂
∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 +
ma

γ2
1

∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1,0)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

≤ C

(∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − v(1/2)

i

∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∂v(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣+
∣∣∣v(1/2)
k − V (0)

k

∣∣∣) ∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1,0)
i

∂y

∣∣∣∣∣ ,
(3.102)

e, consequentemente, que

∂
∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 +

(
2ma

γ2
1

− 1

ε

) ∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1,0)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

≤ εC2

(∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − v(1/2)

i

∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∂v(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣+
∣∣∣v(1/2)
k − V (0)

k

∣∣∣)2

,

para todo o ε > 0. Para ε > γ2
1/ma/2, tem-se

∂
∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 ≤ C
∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − v(1/2)

i

∣∣∣2

+

∣∣∣∣∣∂v(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣v(1/2)
k − V (0)

k

∣∣∣2
 .

(3.103)

Além disso, as estimativas seguintes são verdadeiras para cada i ∈ {1, 2}

∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂v̂(1)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∂v̂(1)

i − ∂
ˆ̌V

(1)
i

∣∣∣ ≤ Cδ2 + Chr+1 ,

∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − v(1/2)

i

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − V̌ (1/2)

i

∣∣∣+
∣∣∣V̌ (1/2)
i − v(1/2)

i

∣∣∣ ≤ Cδ2 + Chr+1 ,

∣∣∣∣∣∂v(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣ ≤ Cδ
∫ t(1)

t(0)

∣∣∣∣ ∂3vi
∂y∂t2

∣∣∣∣ dt ≤ Cδ2 ,

e ∣∣∣v(1/2)
k − V (0)

k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣v(1/2)
k − v(0)

k

∣∣∣+
∣∣∣v(0)
k − V

(0)
k

∣∣∣ ≤ Cδ + Chr+1 .
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Daqui, resulta que

∂
∣∣∣ϑ̂(1,0)
i

∣∣∣2 ≤ C(hr+1 + δ)2 ,

e, finalmente, obtém-se

∣∣∣ϑ(1,0)
i

∣∣∣2 ≤ ∣∣∣ϑ(0)
i

∣∣∣2 + Cδ(hr+1 + δ)2 ≤ C(h2(r+1) + δ3) , i = 1, 2 . (3.104)

Repetindo esse processo para a equação (3.99), chega-se a

1

2
∂
∣∣∣ϑ̂(1)
i

∣∣∣2 +
ma

γ2
1

∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

≤ C

(∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(1/2)

− ∂ ˆ̌V
(1)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣ ˆ̌V (1)
i − v(1/2)

i

∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∂v(1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(1)
i

∂y

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣v(1/2)
k −

V
(1,0)
k + V

(0)
k

2

∣∣∣∣∣
) ∣∣∣∣∣∂ϑ̂(1)

i

∂y

∣∣∣∣∣ .
(3.105)

Neste caso, usa-se a estimativa seguinte

∣∣∣∣∣v(1/2)
k −

V
(1,0)
k + V

(0)
k

2

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣v(1/2)
k − ˆ̌V

(1)
k

∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ˆ̌V (1)
k −

V
(1,0)
k + V

(0)
k

2

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣v(1/2)
k − ˆ̌V

(1)
k

∣∣∣+
1

2

∣∣∣ϑ(1,0)
k

∣∣∣+
1

2

∣∣∣ϑ(0)
k

∣∣∣
≤ C(hr+1 + δ2) + C

(
hr+1 + δ3/2

)
+ Chr+1

≤ C
(
hr+1 + δ3/2

)
.

Então, usando a desigualdade (3.12) em (3.105), obtém-se

∂
∣∣∣ϑ̂(1)
i

∣∣∣2 ≤ C(h2(r+1) + δ3) ,

o que implica que

∣∣∣ϑ(1)
i

∣∣∣2 ≤ ∣∣∣ϑ(0)
i

∣∣∣2 + Cδ(h2(r+1) + δ3) ≤ C(h2(r+1) + δ4) , i = 1, 2 . (3.106)

Para concluir a demonstração, obtém-se o resultado para n ≥ 2. Procedendo literal-

mente como na estimativa para n = 1, conclui-se que

1

2
∂
∣∣∣ϑ̂(n)
i

∣∣∣2 +
ma

γ2
1

∣∣∣∣∣∂ϑ̂(n)
i

∂y

∣∣∣∣∣
2

≤ C

(∣∣∣∣∣
(
∂vi
∂t

)(n−1/2)

− ∂ ˆ̌V
(n)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣∣ ˆ̌V (n)
i − v(n−1/2)

i

∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∂v(n−1/2)
i

∂y
− ∂ ˆ̌V

(n)
i

∂y

∣∣∣∣∣+
∣∣∣v(n−1/2)
k − V (n)

k

∣∣∣) ∣∣∣∣∣∂ϑ̂(n)
i

∂y

∣∣∣∣∣ .
(3.107)
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Agora, usa-se a estimativa

∣∣∣v(n−1/2)
k − V (n)

k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣v(n−1/2)
k − v(n)

k

∣∣∣+
∣∣∣v(n)
k − V (n)

k

∣∣∣
≤
∣∣∣v(n−1/2)
k − v(n)

k

∣∣∣+
∣∣∣ρ(n)
k

∣∣∣+
∣∣∣ϑ(n)

k

∣∣∣
≤ Cδ2 + Chr+1 + C

(∣∣∣ϑ(n−1)
k

∣∣∣+
∣∣∣ϑ(n−2)
k

∣∣∣) ,
para se provar que

∂
∣∣∣ϑ(n)
i

∣∣∣2 ≤ C ∣∣∣ϑ(n−1)
k

∣∣∣2 + C
∣∣∣ϑ(n−2)
k

∣∣∣2 + C
(
hr+1 + δ2

)2
, i = 1, 2.

Somando membro a membro, com i = 1, 2, segue-se que

∂
∑∣∣∣ϑ(n)

i

∣∣∣2 ≤ C∑∣∣∣ϑ(n−1)
i

∣∣∣2 + C
∑∣∣∣ϑ(n−2)

i

∣∣∣2 + C
(
hr+1 + δ2

)2
.

Iterando sucessivamente, chega-se a

∑∣∣∣ϑ(n)
i

∣∣∣2 ≤ (1 + Cδ)
∑∣∣∣ϑ(n−1)

i

∣∣∣2 + Cδ
∑∣∣∣ϑ(n−2)

i

∣∣∣2 + Cδ
(
hr+1 + δ2

)2
≤ C

∑∣∣∣ϑ(1)
i

∣∣∣2 + C
∑∣∣∣ϑ(0)

i

∣∣∣2 + Cδ
(
hr+1 + δ2

)2
,

e tendo em conta as estimativas para
∣∣∣ϑ(0)
i

∣∣∣, ∣∣∣ϑ(1)
i

∣∣∣ e
∣∣∣ρ(n)
i

∣∣∣, termina-se a demonstração. �

O método exposto na presente secção foi implementado em ambiente Matlab e apli-

cado em [3] à resolução de um sistema acoplado de EDPs parabólicas com solução exacta.

Fez-se, ainda, um estudo das taxas de convergência, simulando o problema referido para dife-

rentes combinações de r, h e δ e, como esperado, os resultados obtidos estão de acordo com

a teoria. Por fim, comparou-se a solução numérica do problema totalmente discreto com a

solução aproximada obtida com o MEFM. Em ambas as simulações consideraram-se aproximações

locais de grau cinco e uma malha espacial inicial, uniforme, com quatro elementos finitos. É

relevante referir ainda que os resultados obtidos com o MEFM têm uma precisão semelhante à

solução numérica do problema discretizado utilizando o método de Galerkin no espaço e um

método linearizado de Crank-Nicolson no tempo.

3.9 Estudo numérico

O objetivo desta secção é determinar a solução aproximada dos problemas com fronteira

móvel, (Pu) e (Su), usando o MFEM com aproximações locais de grau arbitrário. Este método
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pode ser aplicado para simular os modelos referidos no domínio cilíndrico, assim como o fizeram

alguns autores. Além disso, o algoritmo numérico permite resolver o problema imediatamente

no domínio não cilíndrico. A manifestação das propriedades da solução como o decaimento

exponencial, a velocidade finita de propagação ou a ocorrência de “blow-up” está dependente

dos dados iniciais. Assim, estudar-se-ão os problemas referidos para diferentes funções ai, fi,

ui0, α e β, para ilustrar o decaimento exponencial da energia do sistema e a regularidade da

solução, em particular na vizinhança da fronteira móvel.

Os resultados numéricos aqui apresentados são obtidos no ambiente Matlab usando um

computador com um processador Intel Core i7 − 3960X a 3.30 GHz.

A seguir, apresentam-se alguns exemplos de dilatações γ que satisfazem as hipóteses

(H1)− (H2) sobre o domínio Qt ⊂ R2.

Assume-se que γ(t) = β(t) − α(t), −α′(t) > 0 e β′(t) > 0. Assim, considerando uma

variação limitada da posição de ambas as fronteiras móveis, deve ter-se

0 < −α′(t) ≤ K , 0 < β′(t) ≤ K , ∀t ≥ 0 . (3.108)

Seja ∣∣∣∣∣∣∣
α(t) = α(0)− α1Ψi(t) , 0 < α1,

β(t) = β(0) + β1Ψj(t) , 0 < β1,
(3.109)

onde os índices i e j podem ser iguais ou não.

Exemplos de funções Ψ.

1. Integrando cada uma das desigualdades (3.108) de 0 até t, obtém-se Qt definido por

(3.109) com

Ψ1(t) = t , α1 ≤ K , β1 ≤ K .

Note-se que, neste caso, se têm fronteiras lineares.

2. A fronteira de Qt dada por

Ψ2(t) = (t+K0)
1/n − (K0)

1/n
,

para n = 2, 3, ... e K0 =
(
α1

nK

) n
n−1 , ou K0 =

(
β1

nK

) n
n−1

, não é linear.

3. Este exemplo mostra que, quando t→∞, o domínio Qt é assintótico a um cilindro

Ψ3(t) =
1

n
√
K0

− 1
n
√
t+K0

,

com α1 = β1 = 1 e 1/K0 = (nK)n/(3n−1).
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Exemplo 1: Seja u(x, t) = 1
π2 sin(πη) cos(πt), onde η = (t+1)x+t

3t+1 , a solução exata do

problema (Pu) para uma escolha apropriada de f(x, t) com a uma função constante. O objetivo

é comparar a solução exata com a solução numérica. Considere-se que as fronteiras móveis são

definidas por

α(t) = − t

t+ 1
e β(t) =

2t+ 1

t+ 1
,

e a condição inicial é u0(x) = u(x, 0). Estes dados satisfazem as hipóteses do teorema 3.1.

Usa-se a = 1.71, quatro elementos finitos e aproximações polinomiais locais de grau

cinco. A figura 3.3 mostra a solução numérica, no domínio não cilíndrico Qt para t ≤ 1.

Figura 3.3: Solução aproximada em Ωt × [0, 1]

Tempo (t) |E|L2(Ωt)

0.0 3.6e-10
0.2 7.0e-09
0.4 2.1e-08
0.6 2.5e-08
0.8 1.7e-08
1.0 1.4e-08

Tabela 3.1: Erros obtidos em vários instantes

O erro da solução numérica U(x, t), na norma L∞(0, T ;L2(Ωt)), é definido por

EL∞ = max
0≤tk≤T

(
|u(x, tk)− U(x, tk)|L2(Ωtk )

)
= max

0≤tk≤T

(∫
Ωtk

|u(ξj , tk)− U(ξj , tk)|2dx

)1/2

,

onde U(ξj , tk) representa a solução aproximada no j-ésimo ponto de interpolação global de
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Ωtk e tk ∈ {0, 0.2, ..., 1.0}. Na tabela 3.1, apresentam-se os erros, entre a solução aproximada

obtida com o MEFM e a solução exata, calculados em diferentes instantes. Estes resultados

demonstram que o MFEM pode produzir aproximações com uma boa precisão, utilizando um

número reduzido de nós e de tempo de cálculo.

Figura 3.4: Perfis da solução em diferentes instantes para u (em cima) e para v (em baixo)

Exemplo 2: Seja Qt definido por

α(t) = α(0)−Ψ3(t) , β(t) = β(0) + Ψ3(t) , t ≥ 0 ,

com n = 2 e K0 = 1. De modo a ilustrar o comportamento assintótico das soluções de acordo

com as hipóteses (H3s)− (H5s), considerou-se o sistema (Su), com Ω0 =]0, 1[,

a1(s) = 1 + sin(2s) , a2(s) = 1 +
1

1 + s2
,
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e

f1(x, t) =
0.1e−x

(1 + t)10
, f2(x, t) =

0.01x

(1 + t)2
.

A hipótese (H5s) é satisfeita com ma = 0, com Ma = max{Ma1 ,Ma2} = 2 e com a seguinte

constante de Lipschitz: La ≥ max{La1 , La2} = 2. Além disso, as fontes externas f1 e f2

satisfazem (H4s). Realizou-se a simulação numérica usando as seguintes condições iniciais:

u0(x) = 32(α(0)− x)2(x− β(0))2 e v0(x) = 1− cos(4πx) ,

que satisfazem (H3s). Considerando que a solução (u, v) descreve as densidades de duas popu-

lações que interagem num meio físico que evolui com o tempo, então inicialmente, a população

da primeira espécie está concentrada no centro de Ω0 e os indivíduos da segunda espécie cons-

tituem dois grupos, cada um em metade do domínio espacial.

A solução numérica foi obtida em vários instantes desde t = 0 até t = 1, com aproxi-

mações polinomiais locais de grau cinco em cada um dos quatro elementos finitos da malha

associada a cada uma das variáveis dependentes. As posições iniciais dos nós constituem malhas

uniformes em Ω0.

Na figura 3.4, observa-se a extinção de ambas as espécies, o que é consistente com o

decaimento exponencial da solução. No entanto, o comportamento das soluções até à extinção

é diferente: vê-se na figura 3.4 (em cima), uma elevada taxa de decaimento da densidade de

população da primeira espécie (a morte dos indivíduos), sem haver uma difusão significativa.

Mas a figura 3.4 (em baixo) mostra a mobilidade para a região central, de um grande número

de indivíduos da segunda espécie, nos instantes iniciais.

Figura 3.5: Ampliação da figura 3.4 na região centrada em (β(t), 0), para u

Para se visualizar melhor a regularidade da solução na vizinhança da fronteira móvel,
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na figura 3.5, apresenta-se uma ampliação dos perfis da função u, centrada em (β(t), 0). Na

figura 3.6, traça-se o gráfico de X2,j(t) versus v(X2,j(t), t), para 0 ≤ t ≤ 1. Observam-se

as trajetórias descendentes dos nós interiores de separação e verifica-se que a evolução das

malhas adaptativas se processa com suavidade, apesar da situação inicial, em que a solução

apresentava variações bruscas.

Figura 3.6: Trajetórias dos nós de separação da malha associada a v

Como se usam aproximações locais de grau elevado, o MEFM não tem que recolocar os

nós rapidamente. Obtiveram-se trajetórias suaves, semelhantes, dos nós da malha associada a

u.

A solução numérica aproximada é apresentada no gráfico 3-D da figura 3.7. Observa-se

a diminuição da densidade de ambas as populações com o aumento do tempo. Finalmente,

na figura 3.8, representam-se histórias de valores de u (à esquerda) e de v (à direita) em dois

pontos fixos do domínio espacial, x1 = 0.25 e x2 = 0.5. Observa-se uma alta taxa de decaimento

dos valores de u(xk, t) e de v(xk, t), k = 1, 2, com o aumento de t, conduzindo a um decaimento

exponencial da energia das soluções.

Exemplo 3: Neste terceiro exemplo, usa-se uma dilatação γ diferente, definida por Ψ2,

com n = 3, K = 1/2 e α1 = 1, isto é

α(t) =
√

2/3− 3

√
t+ (2/3)

3/2
, β(t) = 1− α(t) , t ≥ 0 .

Quer ilustrar-se que o decaimento exponencial da solução depende de uma taxa adequada de

decaimento das funções fi, i = 1, 2. Assim, considera-se

a1(s) = 2− 1

1 + s2
, a2(s) = e−s

2

,
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Figura 3.7: Evolução da solução aproximada u (em cima) e v (em baixo) no domínio do espaço-tempo

e as forças de reação

f1(x, t) =
0.1x

(1 + t)4
e f2(x, t) =

e−x
2

(1 + t)6
. (3.110)

As condições iniciais são dadas por u(x, 0) = S3(x) e v(x, 0) = S̄3(x), onde S3, S̄3 representam

as funções splines cúbicas naturais, que interpolam os pontos de coordenadas

{(0, 0), (0.2, 1), (0.5, 0.5), (1, 0)} e {(0, 0), (0.6, 0.65), (0.8, 1), (1, 0)},

respetivamente. Estes dados satisfazem as hipóteses do teorema 3.7.

As simulações numéricas são realizadas utilizando malhas iniciais independentes, com

cinco pontos. De acordo com as condições iniciais, concentram-se os nós de separação interiores

na metade esquerda do domínio espacial, para u, e perto da extremidade direita de Ω0, para

v. As partições iniciais de Ω0 são determinados pelos pontos 0, 0.1, 0.25, 0.5 e 1, para a malha

associada a u e por 0, 0.5, 0.75, 0.9 e 1, para a malha associada a v. A solução aproximada
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Figura 3.8: Comportamento assintótico das soluções u (à esquerda) e v (à direita)

foi obtida com aproximações de grau quatro em cada elemento finito de ambas as malhas. O

intervalo de tempo de integração considerado foi [0, 1].

Figura 3.9: Solução aproximada u (à esquerda) e v (à direita) em Ωt×]0, 1[

A distribuição das duas densidades populacionais, no domínio não cilíndrico Qt para

t ≤ 1, está apresentada na figura 3.9. Como esperado, observa-se que a extinção da população

de ambas as espécies ocorre num tempo finito. Na figura 3.10, veem-se os resultados obtidos

para u(x, tk) (em cima) e v(x, tk) (em baixo), calculados em vários instantes tk. Observa-se o

mesmo comportamento das duas espécies: uma redução no tempo de ambas as populações, em

conjunto com uma redistribuição mais uniforme no meio ambiente de cada espécie, devido à

mobilidade de um grande número de indivíduos.

O MEFM reposiciona automaticamente os nós, de modo a concentrá-los nas regiões em

que a solução tem perfis abruptos. Como se utilizam aproximações locais de grau cinco, o

método é capaz de mover os nós com suavidade. Isto pode ser visto na figura 3.11, onde se

apresenta o movimento das duas fronteiras e dos nós de separação interiores associados a u.

Obteve-se um movimento suave regular análogo, para a malha associada a v.

Neste exemplo, também se estuda a taxa de decaimento da energia das soluções do
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Figura 3.10: Evolução da densidade populacional em diferentes instantes, u (em cima) e v (em baixo)

sistema. Assim, na figura 3.12, traçou-se o gráfico da função v(x, ·) versus t para duas forças

de reação diferentes associadas à segunda EDP: f2 definida em (3.110) e uma função diferente

f̄2(x, t) = te−x
2

, em dois valores fixos da variável espacial x. Observa-se uma elevada taxa de

decaimento, no tempo, dos valores historiados para f2 (veja-se a figura 3.12 (à esquerda)). Pelo

contrário, na figura 3.12 (à direita), vê-se que a função f̄2 não tem um decaimento adequado

que conduza a um comportamento assintótico da solução.

De modo a verificar o comportamento assintótico da solução do sistema, para f2, na

figura 3.13, (à esquerda) traçou-se o gráfico da função energia global. Para se mostrar que

a energia decai exponencialmente, na figura 3.13 (à direita), usou-se uma escala logarítmica

no segundo eixo coordenado do sistema de referência, para se efectuar uma comparação dos

valores de E com o majorante obtido no teorema 3.8, traçado a cor vermelha. Observou-se

o decaimento assintótico da energia do sistema (à esquerda), o que está de acordo com os
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Figura 3.11: Movimento da malha, associada a u

Figura 3.12: Histórias de v(x, t) em dois valores fixos de x para as funções f2 (à esquerda) e f̄2 (à direita)

resultados teóricos, verificando-se a desigualdade

log(E(t)) ≤ log(E(0))− δ

ln(10)
, t , t ≤ 0 ,

sendo δ como no teorema 3.8 (à direita).

Finalmente, na figura 3.14, representam-se as funções a1 e a2, que definem os coefi-

cientes não locais de difusão. A figura mostra taxas de difusão não lineares relativamente à

massa total de cada população.
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Figura 3.13: Energia do sistema com f2 (à esquerda) e comparação com o majorante estabelecido no
teorema 3.8 (à direita)

Figura 3.14: Evolução, no tempo, dos termos de difusão a1 e a2

Exemplo 4: Considere-se agora o problema (Su) com coeficientes de difusão mais gerais

(veja-se [3]), constituído por duas equações parabólicas não lineares definidas em Qt,


ut − a1

(∫ β(t)

α(t)

u(x, t)dx ,

∫ β(t)

α(t)

v(x, t)dx

)
uxx = f1 (x, t)

vt − a2

(∫ β(t)

α(t)

u(x, t)dx ,

∫ β(t)

α(t)

v(x, t)dx

)
vxx = f2 (x, t)

. (3.111)

Para se obter a solução aproximada deste sistema acoplado, com condições de fronteira de

Dirichlet nulas, usa-se

a1(s1, s2) = 2− 1

1 + s2
1

+
1

1 + s2
2

, a2(s1, s2) = 3 +
2

1 + s2
1

− 1

1 + s2
2

e

α(t) = − t

1 + t
, β(t) = 1 +

t

1 + 2t
, t ≥ 0 .
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Neste exemplo, as funções f1(x, t), f2(x, t), u0(x, t) e v0(x, t) são escolhidas de modo a que

u(x, t) =
1

t+ 1

(
611

70
η − 10513

210
η2 +

646

7
η3 − 1070

21
η4

)
(3.112)

e

v(x, t) = e−t
(

2047

140
η − 27701

420
η2 +

691

7
η3 − 995

21
η4

)
, (3.113)

com η = (2t+1)(x+tx+t)
5t2+5t+1 sejam as soluções exatas do sistema (3.111).

As simulações numéricas são realizadas utilizando malhas iniciais independentes, com

cinco pontos uniformemente distribuídos no domínio espacial Ω0 = [0, 1]. A solução aproximada

foi obtida com aproximações de grau quatro em cada elemento finito de ambas as malhas.

Figura 3.15: Soluções aproximadas em Ωt×]0, 3[

A evolução das duas densidades populacionais (u, v), no domínio não cilíndrico Qt para

t ≤ 3, está apresentada na figura 3.15. Observa-se que, inicialmente, cada população con-

centra-se principalmente em duas regiões e, com o decorrer do tempo, há uma diminuição

acentuada da população da segunda espécie e uma redistribuição mais uniforme no meio ambi-

ente dos indivíduos da primeira espécie.

Comparou-se a solução aproximada obtida com o MEFM com a solução numérica do

problema discretizado utilizando o método de Galerkin no espaço e um método linearizado

de Crank-Nicolson no tempo, tal como referido no último parágrafo da subsecção 3.8.2. Na

tabela 3.2 apresentam-se os erros nas soluções aproximadas, U(x, t) e V (x, t) obtidas com cada

102



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

max
j=1,...,Ñ

{|u(ξj , tk)− U(ξj , tk)|} max
j=1,...,Ñ

{|v(ξj , tk)− V (ξj , tk)|}

tk MFEM Galerkin Crank-Nicolson MFEM Galerkin Crank-Nicolson
0.001 7.3e-08 2.7e-10 4.2e-08 6.4e-10
0.005 8.9e-08 1.0e-09 5.2e-08 1.4e-09
0.01 2.8e-08 1.5e-09 1.6e-08 1.8e-09
0.02 1.3e-08 1.8e-09 7.7e-09 2.0e-09
0.05 7.3e-08 2.1e-09 4.2e-08 2.2e-09
0.5 1.9e-08 1.1e-09 1.1e-08 1.1e-09
1 2.1e-08 5.1e-10 9.3e-09 5.6e-10

Tabela 3.2: Comparação dos erros obtidos em vários instantes

uma das duas técnicas numéricas. Ambas as simulações foram feitas com aproximações de

grau cinco e quatro elementos finitos. Fixaram-se em 10−10 as tolerâncias do integrador, na

simulação realizada com o MEFM e usou-se o passo temporal δ = 10−4 na outra simulação

tabelada.

Como se conhece a solução exata deste problema, então é possível confirmar numeri-

camente os resultados teóricos demonstrados na secção 3.8. De modo a analisar as taxas de

convergência das soluções aproximadas obtidas com o método de Galerkin no espaço e um

método linearizado de Crank-Nicolson no tempo, este problema foi simulado com diferentes

combinações de r (grau da aproximação local), h (comprimento máximo de um elemento finito)

e δ (passo temporal) e os resultados de erro estão representados nas figuras 3.16 e 3.17.

Figura 3.16: Estudo da convergência em função de h com aproximações de grau 2 (à esquerda) e de grau
3 (à direita)

O erro foi calculado em t = T usando a norma L2 (Ωt) na variável espacial. Na figura

3.16 representa-se o gráfico do logaritmo do erro versus o logaritmo de h, para as simulações

realizadas usando δ = 10−4 e aproximações locais de grau dois (à esquerda) e de grau três (à

direita). A figura 3.17 mostra o gráfico do logaritmo do erro versus o logaritmo de δ. Nestas

simulações usaram-se aproximações seccionalmente polinomiais de grau dois e h = 10−3. Como

esperado, observa-se que os resultados numéricos obtidos estão de acordo com as ordens de

convergência para h e para δ, como foi demonstrado no teorema 3.10.
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Figura 3.17: Estudo da convergência em função de δ com aproximações de grau 2

104



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

Capítulo 4

Aplicações do MEFM a sistemas com fronteiras
móveis em 1-D e 2-D

4.1 Introdução

Como foi referido anteriormente, um dos objetivos deste trabalho é a simulação numéri-

ca de sistemas físicos com fronteira móvel, descritos por um sistema de EDPs parabólicas do

tipo (1.1). A solução numérica de um sistema de EDPs, através do MEFM, é obtida em duas

etapas distintas: a discretização espacial por intermédio de elementos finitos e consequente

aproximação das derivadas espaciais e a integração no tempo do sistema de EDOs resultante.

Depois de, no Capítulo 2, se ter desenvolvido o algoritmo numérico baseado na formulação do

MEFM com funções de base seccionalmente polinomiais de grau arbitrário e malhas adaptativas

associadas a cada uma das variáveis dependentes e de se ter deduzido o sistema de EDOs na

variável tempo que resulta da discretização espacial através de elementos finitos vai-se, no

presente capítulo, centrar a atenção na segunda etapa do processo que conduz à discretiza-

ção total do sistema de EDPs e que consiste apenas na utilização de um integrador de EDOs

adequado.

O sistema de EDOs que permite implementar o MEFM, definido pelas equações do tipo

1. a 3., apresentadas no final do Capítulo 2, é implícito e constitui um problema de valor

inicial. Para o resolver, utiliza-se um integrador adequado para sistemas stiff de EDOs. O

Matlab é um poderoso ambiente de trabalho usado para implementar e analisar algoritmos

numéricos e é cada vez mais utilizado na simulação de modelos matemáticos em diversas áreas

da investigação científica [2, 90, 93]. Assim, a fase de integração do sistema semi-discreto

de EDOs, é efetuada recorrendo ao integrador ode15s do Matlab [96], que é apropriado para

resolver sistemas stiff de EDOs. Foi desenvolvido um conjunto de funções que implementam

o algoritmo numérico do MEFM para simular sistemas físicos definidos num domínio de Rd+1

(d = 1, 2), com fronteira móvel, incluindo sistemas com mudança de fases. O código foi escrito

em linguagem Matlab permitindo, a um utilizador com conhecimentos básicos deste software,

a determinação da solução aproximada do problema em instantes pré-estabelecidos, a sua

visualização e a validação dos resultados.

Uma das tarefas principais a concretizar, no presente capítulo, é complementar o inte-

grador ode15s preparando, em particular, as funções exigidas por este por forma a constituir-se,

105



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

no conjunto, um “integrador” de um sistema de EDPs evolutivas através do MEFM. Assim, na

secção 4.2, descreve-se a estrutura da aplicação computacional em Matlab, que implementa

o algoritmo numérico, indicando como se deve utilizar o “integrador” de um sistema de EDPs

dependentes do tempo, em domínios espaciais com fronteira móvel. O objetivo principal desta

implementação do MEFM é que possa ser utilizada, de modo simples, por um utilizador que não

domine as técnicas de programação, para resolver de modo eficiente uma grande variedade de

problemas evolutivos com fronteira fixa e/ou móvel.

Na terceira secção, o código computacional desenvolvido é aplicado à resolução de um

conjunto de problemas da ciência e da engenharia, de modo a ilustrar a eficácia e desempenho

do MEFM. O primeiro é um problema em 1-D e os três últimos estão definidos num domínio

espacial 2-D. Realizaram-se todas as simulações em ambiente Matlab, num computador com um

processador Intel Core i7–3960X a 3.30 GHz.

Por último, na quarta secção, serão indicadas algumas conclusões sobre a forma como se

pode utilizar o método, fruto da experiência obtida na resolução dos problemas apresentados.

4.2 Desenvolvimento da aplicação computacional

Nesta secção, descrevem-se as características fundamentais da codificação Matlab do

algoritmo que permite resolver, numericamente, problemas de evolução com fronteira móvel.

O sistema de EDOs, na variável tempo, resultante da discretização da variável espacial por

aplicação do MEFM, depois de introduzidas as equações que definem o movimento dos nós da

fronteira móvel e incorporadas as condições de fronteira, é reescrito na forma matricial,

M(t,Yv) Ẏv = f(t,Yv) , Yv(0) = Yv0 , (4.1)

onde o vetor Yv = Yv(t) contém todas as amplitudes nodais que não são fixadas por condições

de fronteira de Dirichlet e as coordenadas dos vértices da malha que variam continuamente no

tempo. A solução deste problema de valor inicial, que aproxima a solução do problema inicial

que se pretende resolver, pode ser obtida por um integrador apropriado de ODEs.

Neste trabalho, usou-se a função ode15s do Matlab [96] que é um integrador de ordem

e passo temporal variáveis, recomendado para sistemas stiff de EDOs de primeira ordem e é

o que tem melhor ordem de precisão, entre todos os integradores disponíveis no pacote ODE.

Para executar a integração de (4.1), seleccionou-se a nova família de fórmulas de diferenci-

ação numérica (NDFs), proposta em [96] que, de acordo com os autores, são, geralmente, mais

eficientes do que as bem conhecidas fórmulas BDFs (fórmulas de diferenciação regressiva). No
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entanto, as fórmulas NDFs utilizam passos temporais de menor tamanho para obter a mesma

precisão que as fórmulas BDFs. A ordem máxima possível de uma fórmula é cinco e não se recor-

reu às propriedades opcionais do integrador para reduzir este valor. Deste modo, o integrador

não só pode escolher as fórmulas mais estáveis a serem utilizadas para calcular a solução, mas

também o passo inicial a ser testado. Além disso, também não se modificou o limite superior

do passo temporal que é 10% do comprimento do intervalo de integração.

O utilizador deste integrador é obrigado a fornecer duas funções, onde define a matriz

M(t,Yv) e o vetor f(t,Yv) do segundo membro do sistema a integrar, respetivamente. Uma

terceira função que define a matriz jacobiana de f é opcional. Como a definição analítica desta

é uma tarefa muito difícil de concretizar, optou-se por ser o próprio integrador a calculá-la

numericamente. Note-se que a opção tomada não interfere com a qualidade dos resultados,

apenas pode incrementar o número de etapas para os obter. Foi ainda desenvolvido um con-

junto de rotinas do Matlab que são usadas nas funções que definem o sistema de EDOs (4.1) ou

na visualização dos resultados. O núcleo central da estrutura do código é formado pelo con-

junto de funções do Matlab que foram desenvolvidas para discretizar no espaço com o MFEM.

Estas rotinas implementam a discretização espacial baseada no MFEM e transformam cada PDE

num conjunto de EDOs. Apresentam-se, agora, os factos mais importantes destas funções,

começando por aquelas que mudam de um problema para outro e, portanto, têm que ser re-

definidas pelo utilizador.

4.2.1 Funções fornecidas pelo utilizador

Inicia-se esta subsecção, realçando a simplicidade e a efetiva redução do trabalho

necessário para utilizar este novo software. O utilizador deste código tem somente que carac-

terizar o problema que pretende resolver, isto é, tem que definir as condições iniciais das várias

variáveis dependentes que figuram no sistema (4.1) e fornecer as três rotinas em linguagem Mat-

lab com:

• as n funções (FI)m e gm, com I = 1,d, que caracterizam o sistema de EDPs (2.67);

• as condições de fronteira dadas pelas equações (2.69) que existirem para o modelo mate-

mático que se pretende resolver;

• as funções wi do segundo membro de (2.70) que definem a velocidade dos nós perten-

centes à fronteira móvel.

Em relação às condições iniciais, saliente-se que o utilizador não tem que definir o vetor Yv0,

mas apenas indicar a solução inicial nos vértices de cada malha. No ficheiro através do qual
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são introduzidas as condições iniciais, o utilizador deve ainda especificar o tipo de condição de

fronteira existente, as tolerâncias absoluta e relativa a usar pelo integrador e alguns parâmetros

do método, tais como: o grau das aproximações locais, a malha espacial inicial associada a cada

função componente do vetor solução ou a medida mínima admissível para um elemento finito.

4.2.2 Programa principal e funções gerais da implementação do MEFM

A principal tarefa a ser realizada pelo programador é a discretização espacial. Para

executar este passo, que conduz à construção do sistema de EDOs, constrói-se um conjunto de

funções do Matlab que implementam o algoritmo numérico. O programa principal estabelece

a ligação entre todas as funções que constituem o código e, após a inicialização do vetor

Yv, realiza a integração do sistema de EDOs (4.1). Tanto a posição inicial dos vértices da

malha espacial Pm, para m = 1, ..., n, como as amplitudes iniciais da função ym nestes nós, são

especificados pelo utilizador no ficheiro de entrada de dados. No entanto, as amplitudes nodais,

nos outros pontos de interpolação que não são vértices de Pm, não são definidos pelo utilizador

e devem ser calculadas inicialmente no programa principal. Normalmente, estes valores são

obtidos por interpolação linear em cada elemento finito ou através de uma função da variável

de espaço que pode ser a solução exata, se existir.

Para além do integrador ode15s, o programa principal utiliza também uma função “ini-

cializadora”, bem como as funções que traçam os gráficos com os resultados numéricos. A

função “inicializadora” tem como objetivos:

• efetuar um controlo dos dados fornecidos pelo utilizador, nomeadamente através do

ficheiro com as condições iniciais;

• definir a posição absoluta de cada um dos elementos que formam a malha espacial asso-

ciada (vértices, arestas e elementos finitos) e estabelecer as ligações entre eles;

• ordenar os elementos finitos que constituem o suporte de cada função básica global e as

arestas incidentes a um dado vértice;

• estabelecer a correspondência entre posição absoluta de cada um dos nós globais e a sua

posição relativa em cada elemento finito do suporte respetivo;

• definir a posição absoluta no vetor Yv, de cada um dos parâmetros de dependência da

aproximação Y;

• definir todos os parâmetros necessários para determinar os nós de interpolação em cada

um dos elementos finitos, as derivadas de primeira e segunda ordem das funções básicas
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locais da interpolação de Lagrange, os pontos de quadratura e respectivos pesos e os

valores das funções básicas de interpolação nos diferentes pontos de quadratura;

• calcular todos os integrais que figuram na matriz do sistema (4.1).

As amplitudes nos pontos de interpolação, e as coordenadas das posições nodais encon-

tram-se intercaladas no vetor Yv, ordenadas de modo a conferir a melhor estrutura possível

à matriz dos coeficientes do sistema de EDOs. As componentes de Yv, relativas a 4m,L, são

ordenadas como se segue:

(X1)
(1)
m,L , (Xd)

(1)
m,L , Y

1
m,L , Y

2
m,L , ... , Y

r+1
m,L , (X1)

(2)
m,L , (Xd)

(2)
m,L , Y

r+2
m,L , Y

r+3
m,L , ... , Y

2r+1
m,L ,

(X1)
(d+1)
m,L , (Xd)

(d+1)
m,L , Y 2r+2

m,L , Y 2r+3
m,L , ... , Y 3r

m,L , Y 3r+1
m,L , ... , Y

fr(d)
m,L .

Percorrendo a malha Pm, para m = 1, ..., n, elemento finito a elemento finito, retirando da lista

anterior todos os que não são parâmetros do problema específico que se pretende simular e

eliminando as repetições, define-se assim, completamente, Yv. Construindo o vetor Yv desta

maneira, obtêm-se sempre matrizes M quase-diagonais por blocos, num problema com variável

espacial unidimensional. A figura 4.1 apresenta a mancha de elementos possivelmente não nulos

da matriz M, para um problema definido por uma única EDP, sujeita a condições de Dirichlet em

ambas as fronteiras móveis do domínio espacial 1-D e cuja solução é aproximada localmente por

polinómios de grau quatro, em cada um dos cinco elementos finitos que constituem a malha.

Figura 4.1: Blocos não-zeros da matriz M, para n = 1, Nm = 5 e r = 4

A formulação do MEFM apresentada origina matrizes de massa M(t,Yv) com grau de

esparsidade elevado e fortemente dependentes de Yv. No exemplo particular que a figura 4.1

ilustra, a matriz M tem densidade máxima igual a 0.3088. Assim, de modo a reduzir significa-

tivamente o número de avaliações da matriz do sistema (4.1) e da função f, é fornecido ao
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integrador, através de duas funções do Matlab, o padrão de esparsidade das matrizes ∂M(t,Yv)·v
∂Yv

e ∂f(t,Yv)
∂Yv

, respetivamente.

Durante o ciclo de integração, e após se atingir com sucesso cada um dos tempos de

saída de resultados, faz-se a conversão das variáveis Yv nas variáveis que definem as amplitudes

e posições nodais e escreve-se a lista completa de resultados num ficheiro de texto. São ainda

armazenados os resultados numéricos obtidos em todos os passos intermédios da integração,

sem haver necessidade de intervenção do utilizador. Finda a integração, procede-se à visua-

lização dos resultados. Opcionalmente, a solução aproximada, obtida com o MEFM, num dado

instante t∗, pode ser visualizada logo após se atingir, com sucesso, este tempo de saída de resul-

tados. Para cada função componente do vetor solução, é traçado um gráfico com os perfis, nos

valores da variável tempo definidos inicialmente pelo utilizador. Se o problema (2.67) a (2.70)

tiver solução exata, que tenha sido definida inicialmente, então é ainda calculada a norma

máxima do vetor erro considerando todos os nós de colocação, incluindo os nós interiores. Out-

ras três funções do Matlab produzem gráficos que mostram o movimento da malha espacial, as

trajectórias dos nós de separação e as histórias num conjunto discreto de pontos do domínio

espacial. Se a variável espacial for unidimensional, então é também representada a solução

aproximada Ym, no domínio espaço–tempo. Durante todo este procedimento, é solicitada, uma

única vez, a intervenção do utilizador, no sentido de redefinir as concretizações da variável

espacial onde pretende historiar os valores das variáveis dependentes do sistema (2.67). As

restantes rotinas do Matlab executam tarefas específicas e são usadas pelas funções descritas

anteriormente.

4.3 Problema de Stefan com duas fronteiras móveis

O MEFM foi aplicado na resolução de problemas de convecção-difusão-reação definidos

num domínio com fronteira móvel. O código Matlab resultante da implementação do algoritmo

numérico foi testado na simulação de um problema de Stefan, com domínio espacial unidi-

mensional e uma só fase de interesse. Os integrais que envolvem as derivadas espaciais da

solução aproximada são calculados através da quadratura de Lobatto, usando 11 pontos interi-

ores em cada elemento finito. Usaram-se valores de referência para as constantes das funções

de penalização do movimento nodal definidas por (2.32), que são c1m,L = 10−5, c2m,L = 10−3 e

c3m,L = 10−7, e fixaram-se as tolerâncias do integrador em 10−5.

A dilatação de grãos e polímeros pode ser modelada por uma equação de difusão não

linear com duas fronteiras móveis. Este problema está descrito em [8] e é definido, na forma
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adimensional, por
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
d(u)

∂u

∂x

)
, S(t) < x < R(t) , (4.2)

onde u representa o teor de humidade, com o movimento das fronteiras dirigido pelas equações

dR

dt
= a

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=R

,
dS

dt
= −b ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=S

, (4.3)

que dependem de dois parâmetros a e b. As condições de fronteira são u(x = S, t) = 0, u(x =

R, t) = 1 e, inicialmente, tem-se R(0) = S(0) = 0. O sistema possui geometria plana. A fase

I é constituída por um material sólido poroso por dilatar e a fase II pelo sólido dilatado, como

mostra a figura 4.2. Este sistema encontra-se em contacto com um fluido que é absorvido a

partir da fronteira exterior, em x = R(t). A difusão ocorre entre as duas fronteiras x = S(t) e

x = R(t), que se movem em sentidos opostos. Este modelo também foi estudado por Rodrigues

[87].

Figura 4.2: Representação do sistema com geometria plana

Por forma a adaptar-se este problema à situação para a qual o código foi desenvolvido,

há que considerar uma fase II com comprimento relativamente pequeno. Assim, inicia-se a

simulação do sistema físico partindo de R(0) = −S(0) = ε, com ε = 10−6. Os resultados

numéricos foram obtidos considerando quatro elementos finitos com quatro nós interiores cada

um. As posições iniciais dos nós de separação definem uma malha uniforme no intervalo [−ε, ε].

Nesta primeira simulação, considerou-se a função de difusão não linear, definida por

d(u) = e−β(1−u) e usou-se β = 2 e a = b = 10. O intervalo de tempo considerado foi 0 ≤ t ≤ 2.

Os resultados obtidos, em diferentes, instantes são apresentados na figura 4.3, à esquerda. Os

nós de separação estão assinalados em cada um dos perfis, encontrando-se as fronteiras móveis

representadas a cor azul marinho. A solução numérica obtida com o MEFM está em concordância
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com [8]. A figura 4.3, à direita, mostra a variação da posição dos nós ao longo do tempo. Pode

constatar-se o movimento regular dos nós de separação, distribuindo-se no domínio espacial

por forma a melhor representarem a solução.

Figura 4.3: Solução em vários valores de t (à esquerda) e movimento nodal (à direita)

A figura 4.4, à esquerda, apresenta a distribuição dos valores da solução no domínio

espaço-tempo. Os valores da variável dependente foram ainda historiados em dois pontos do

domínio espacial. Estas duas histórias podem ser observadas na figura 4.4, à direita.

Figura 4.4: Distribuição dos valores de u (à esquerda) e histórias do teor de humidade (à direita)

A figura 4.5 ilustra os diferentes comportamentos da solução no instante t = 1, para

vários valores dos parâmetros do modelo. Observa-se que quanto menor é o valor de a, maior é

a dificuldade para o líquido ser absorvido através da interface exterior do sistema físico, antes

de se difundir no meio poroso e obrigar ao movimento da interface sólido–sólido dilatado. Para

valores de a, b > 1, há menor resistência à absorção do fluido em x = R(t) e a velocidade das

fronteiras aumenta. Comparativamente com o processo de difusão, o movimento das fronteiras

é tão rápido, que se observam as condições de fronteira u(S, t) = 0 e u(R, t) = 1 a serem ainda

satisfeitas numa vizinhança da respetiva fronteira, enquanto que o processo de difusão domina

a região central da fase II.

112



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira móvel

Figura 4.5: Solução aproximada em t = 1, para diferentes valores dos parâmetros do modelo

Na tabela 4.1, apresenta-se o tempo de computação gasto até t = 2, bem como alguns

dados sobre o desempenho do integrador para três das corridas efetuadas. Como se pode ver,

com o aumento do valor dos parâmetros, é necessário mais esforço para realizar a integração. É

importante referir que o custo computacional para o ode15s realizar a integração até t = 0.001

é, para a segunda corrida tabelada, por exemplo, superior a 90% do custo final. Isto pode

ser explicado pela difícil situação inicial, com um domínio espacial com comprimento muito

reduzido e onde a solução apresenta uma variação acentuada. Em relação ao número excessivo

de avaliações da função f (comparativamente às avaliações da matriz jacobiana desta função),

salienta-se que a diferença reflete a quantidade de avaliações de f exigidas pelo integrador para

calcular todas as colunas da referida matriz jacobiana e pode aumentar, significativamente, o

tempo de computação. Durante a integração do sistema de EDOs, na simulação com a = b =

10, o ode15s efetuou 1872 factorizações LU e resolveu 5498 sistemas de equações lineares

algébricas.

a (= b) tempo comp. no passos no passos f. no f no Jac. no LU no Sist. Lineares

0.1 37 s 876 547 9757 289 764 2532
10 71 s 1843 1366 18898 536 1872 5498

1000 150 s 4046 2910 40379 11384 3981 11929

Tabela 4.1: Comparação de algumas estatísticas computacionais do integrador

Nesta última simulação, procurou resolver-se o problema (4.2)–(4.3), apresentado no

início desta subsecção, para valores distintos dos parâmetros a e b do modelo. Assim, de acordo

com [34], usaram-se d(u) = 1.43 × 10−7e15.66u, a = 3 e b = 0.15. Para estes valores de a e b,

os perfis do teor de humidade são bastante abruptos na vizinhança da interface sólido–sólido

dilatado, como se pode verificar na figura 4.6. Neste caso, como b é bem menor do que a, a
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maioria do fluido que entra no meio, absorvido através de x = R(t), vai forçar o movimento

da interface sólido dilatado–líquido, enquanto que a fronteira em x = S(t), praticamente,

permanece fixa.

Figura 4.6: Perfis do teor de humidade, para d(u) = 1.43× 10−7e15.66u, a = 3 e b = 0.15

A discretização espacial de D(0) = [−10−6, 10−6] foi realizada com quatro elementos

finitos com aproximação polinomial de grau cinco em cada elemento finito. Na figura 4.7,

podem visualizar-se as trajetórias dos nós de separação, que mostra que eles se movem suave-

mente para t > 10−3. O tempo de computação para completar a integração com t ∈ [0, 2] foi

uma hora, quarenta e seis minutos e trinta segundos, o que reflete a grande dificuldade do inte-

grador nos instantes iniciais em que a solução aproximada apresenta declives muito acentuados.

Figura 4.7: Trajetórias dos nós de separação para a = 3, b = 0.15 e d(u) = 1.43× 10−7e15.66u
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4.4 Problema das esferas de Frank

Considere-se o problema proposto por Frank, em 1950 [40], que, como tem solução

analítica, tem sido usado por vários autores [5, 7, 21, 22, 75] para testar a precisão da solução

numérica obtida com os seus algoritmos. Trata-se de um problema de solidificação modelado

pela equação de difusão
∂u

∂t
= d∇2u, s ≥ S, t > 0 , (4.4)

onde u representa a temperatura na fase líquida; d é o coeficiente de difusão e s = rd−1/2t−1/2,

com r =
(
x2

1 + x2
2

)1/2
, sujeita a condições de fronteira de Dirichlet

u|s=S = 0 ; u∞ < 0, t > 0 , (4.5)

onde u∞ designa o valor de u, quando s tende para infinito. A velocidade normal V da fronteira

móvel é dada por

V (x, t) = −∂u
∂n
, x ∈ ΓM (t), t > 0 , (4.6)

onde n representa o vetor normal exterior à fronteira do domínio espacial relevante e ∂u/∂n =

∇u · n. O objetivo de se apresentar este exemplo, que possui simetria esférica, pelo que

pode ser considerado como um problema 1-D no espaço, é validar os resultados obtidos com o

algoritmo numérico baseado no MEFM apresentado, por comparação com a solução analítica. A

solução deste problema de Stefan com uma única fase é

u(r, t) =


u∞

(
1− E1(s2/4)

E1(S2/4)

)
, s ≥ S,

0, s < S,

(4.7)

sendo E1 a função exponencial integral definida por E1(z) =
∫∞
z

e−t

t dt. O raio exato da inter-

face móvel é definido por R(t) = S
√
d t. O parâmetro S do modelo é a solução da equação

u∞ = −S
2

4
e
S2

4 E1

(
S2

4

)
. (4.8)

De acordo com [5, 7, 22], sejam d = 1 e u∞ = −0.5. Da equação (4.8), obtém-se S ' 1.5621239.

Inicialmente, o líquido ocupa todo o R2 \{(0, 0)}, isto é, a fronteira móvel expande-se a

partir da origem, que constitui a fase sólida. Assim, por um lado, para evitar esta singularidade

em t = 0 e, por outro lado, atendendo à geometria do domínio espacial ocupado pelo sólido em
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t > 0, iniciam-se as simulações num instante t0 > 0, com um domínio espacial limitado

D(t0) =

{
x ∈ R2 : R(t0) ≤

√
x2

1 + x2
2 ≤ RF

}
,

uma coroa circular em que a circunferência interior define a interface líquido–sólido. Os resulta-

dos numéricos foram obtidos numa malha de elementos finitos que aproxima, em cada instante,

a coroa circular D(t), contida em D(t0), com t > t0. Na figura 4.8, está representada a malha

espacial que define o domínio computacional D̃(t0), para R(t0) = 0.5 e RF = 2. Observe-se que

as arestas nodais que constituem a fronteira interior de D̃(t0) (traçadas a cor vermelha) não

pertencem a D(t0), pelo que estamos a introduzir um erro inicial, incluindo na região líquida

alguns pontos que efetivamente pertencem à região ocupada pelo sólido.

Figura 4.8: Decomposição triangular do domínio computacional D̃(t0), com R(t0) = 0.5 e RF = 2

Supondo que V (Xsj ) = Ẋsj · n (é nula a velocidade tangencial de um nó Xsj ∈ ΓM (t)),

então a equação (4.6), que define a velocidade da fronteira móvel, pode ser discretizada da

forma (2.66). Esta equação (2.66), que está associada a (XI)sj e é externa ao MEFM, é adi-

cionada ao sistema de EDOs resultante da discretização por intermédio de elementos finitos. A

EDO associada à segunda coordenada de Xsj é imposta externamente, exigindo que os vértices

da fronteira móvel se movimentem segundo retas que passam na origem. Assim, para que o

vértice Xsj tenha um movimento radial, as suas coordenadas têm que satisfazer a equação

2∑
I=1

(−1)I−1(X3−I)sj (ẊI)sj = 0 . (4.9)

Neste exemplo, consideraram-se aproximações quadráticas em cada um dos 512 ele-

mentos finitos da malha espacial inicial, apresentada na figura 4.8. Esta discretização origina
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Figura 4.9: Padrão da matriz do sistema de EDOs

um sistema de 1472 EDOs, na variável independente tempo, que possibilita a determinação

da solução aproximada do problema descrito no início da presente secção. A matriz dos coefi-

cientes deste sistema apresenta a configuração que a figura 4.9 ilustra e tem grau de esparsi-

dade superior a 98.4%. Como foi referido anteriormente, é fornecido, ao integrador, o padrão

dos elementos não nulos desta matriz, o que permite diminuir, substancialmente, o volume de

cálculo envolvendo zeros. Saliente-se ainda que a estrutura, patenteada pela matriz do sistema

de EDOs, só é possível de obter devido à estratégia utilizada na ordenação das componentes do

vetor Yv, no qual se intercalaram as amplitudes nos pontos de interpolação e as coordenadas

das posições nodais.

Os valores de tolerância (absoluta e relativa) para o integrador ode15s foram fixados

em 10−7; o intervalo de tempo considerado foi 0 ≤ T ≤ 0.1, com T = t − t0 e as constantes

de penalização usadas foram c1m,L = 10−6, c2m,L = 10−3 e c3m,L = 10−7. Para obter a solução

numérica, o integrador deu 375 passos; tentou, sem sucesso, 163 passos temporais; requereu

7022 avaliações da função f (que define o segundo membro do sistema de EDOs); definiu 123

jacobianos de f e resolveu 1096 sistemas de equações lineares algébricas, efetuando 254 fac-

torizações LU. O tempo de computação gasto para completar todos os cálculos foi uma hora e

quarenta e seis minutos.

As figuras 4.10 e 4.11 apresentam os perfis da solução e a evolução da malha espacial

em diferentes instantes. Pode observar-se que os vértices situados em duas circunferências

consecutivas, interiores ao domínio espacial, começam a rodar em sentidos opostos. Este movi-

mento inicia-se nos nós interiores mais próximos da fronteira móvel e vai-se propagando, no

tempo, aos vértices situados em circunferências cada vez mais afastadas de ΓM (t), o que pode

levar a que a malha se torne progressivamente menos adaptativa.
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Figura 4.10: Solução em diferentes instantes e malha na qual está representada
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Figura 4.11: Solução em diferentes instantes e malha na qual está representada (cont.)
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Na figura 4.12 (à esquerda), podem observar-se cortes da solução segundo o semi-plano

de equação x2 = 0, com x1 > 0, em três momentos distintos da simulação e a figura 4.12 (à

direita) mostra a evolução da interface líquido–sólido. A solução numérica obtida através do

MEFM e traçada com uma linha contínua, coincide praticamente com a curva correspondente

obtida analiticamente, que está representada a tracejado vermelho.

Figura 4.12: Cortes segundo x2 = 0 (à esquerda) e interface líquido–sólido (à direita), em diferentes
instantes

A tabela 4.2 mostra a precisão dos resultados obtidos em função do número de ele-

mentos finitos da malha espacial. As derivadas espaciais presentes na equação discretizada

(2.66) foram estimadas através da média aritmética das derivadas locais nos elementos fini-

tos incidentes no (ou que constituem o suporte associado ao) vértice. Refira-se que estas

derivadas locais podem diferir entre si em várias ordens de grandeza. Assim, na equação (2.66)

usou-se ainda o valor de ∂U
∂xI

∣∣∣
Xsj

dado pela derivada da solução exata. Para cada instante

T ∈ {0.005, 0.01, 0.03, 0.05, 0.07, 0.1}, a precisão foi avaliada calculando-se o erro da solução

aproximada na norma L∞. Na terceira e quarta colunas da tabela apresenta-se o máximo destes

valores, considerando todos os nós de interpolação e apenas os vértices, respetivamente. Da

análise dos resultados tabelados, pode concluir-se que o erro máximo diminui com o aumento

do número de elementos finitos. Assim, a escolha de uma malha inicial de elementos finitos

com “boa definição” na vizinhança da fronteira móvel pode ser determinante para a qualidade

da solução numérica. Na última coluna, apresenta-se o erro máximo no raio R(t0 + T ), calcu-

lado em todos os vértices pertencentes à fronteira móvel. Observa-se que o erro é inferior à

tolerância exigida ao integrador, quando ∂U/∂xI é obtida a partir da solução analítica do prob-

lema e que o erro é da mesma ordem de grandeza dos valores obtidos para o erro máximo nos

nós globais e nos vértices da malha, nas duas simulações com as derivadas espaciais estimadas.

Averiguou-se ainda se a posição da fronteira fixa do domínio espacial usado na simulação
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no EFs ∂U
∂xI

∣∣u (ξk, ·
)
− U

(
ξk, ·

)∣∣
L∞

|u (Xj , ·)− U (Xj , ·)|L∞ E∞(raio)

32 exata 2.03e-2 1.72e-2 1.94e-8
128 exata 1.61e-2 7.28e-3 1.17e-8
288 exata 6.96e-3 4.24e-3 2.05e-8
512 estimada 9.80e-3 8.19e-3 4.30e-3
512 exata 3.00e-3 2.04e-3 4.10e-8
800 estimada 7.02e-3 6.24e-3 3.49e-3
800 exata 2.06e-3 1.47e-3 8.68e-8

Tabela 4.2: Precisão dos resultados obtidos em função do número de elementos finitos

afeta o movimento da fronteira móvel. Assim, efetuaram-se várias simulações considerando RF

cada vez maior. O valor máximo do erro da solução aproximada obtida através do MEFM melhora

ligeiramente. Por exemplo, usando os mesmos dados iniciais da terceira corrida tabelada em

4.2 e alterando apenas o raio da fronteira fixa para quatro, o valor máximo do erro é 5.06 ×

10−3. Então, pode concluir-se que, pelo menos para as simulações registadas na tabela 4.2, a

influência da posição de ΓF no movimento da interface líquido–sólido é pouco significativa.

Por último, analisou-se a relação entre o erro na solução e o grau da aproximação local.

Na figura 4.13, apresenta-se a solução aproximada, seccionalmente de grau três, com a malha

de 512 elementos projetada nela. Os restantes dados iniciais são exatamente os mesmos que

se consideraram na primeira corrida apresentada. O tempo de computação foi quarenta e uma

horas, trinta e nove minutos e vinte e dois segundos. Ao passar de aproximações quadráticas

para cúbicas, o erro máximo não diminui, pelo que o grau dois parece ser suficiente para

descrever a solução em cada instante.

Figura 4.13: Solução em diferentes instantes, com a malha projetada; aproximação local de grau 3
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4.5 Modelo bifásico num domínio retangular

O problema que está descrito em [45] é definido, na forma adimensional, pelo sistema

de equações (4.10).

∂Tι
∂t

= αι

(
∂2Tι
∂x2

+
∂2Tι
∂y2

)
, (x, y) ∈ Dι(t), t > 0, ι = s, l , (4.10)

onde Ts e Tl representam a temperatura na fase sólida e a temperatura na fase líquida, respeti-

vamente, com

Ds(t) = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < R(y, t) ∧ −a < y < a} ,

Dl(t) = {(x, y) ∈ R2 : R(y, t) < x < 1 ∧ −a < y < a} ,
(4.11)

sujeito a ∂Ts
∂x

∣∣
x=0

= Fp(y, t), ou a T |x=0 = Tp(y, t), t > 0, e a condições de fronteira de Neumann

nas outras fronteiras fixas do sistema físico. Na interface sólido–líquido, que é definida por

x = R(y, t), tem-se Ts = Tl = 1 e

λ
∂R

∂t
=

[
1 +

(
∂R

∂y

)2
](

∂Ts
∂x
− β ∂Tl

∂x

)
, t > 0 . (4.12)

As condições iniciais são Tl|t=0 = h(x, y), com h(x, y)|x=0 = 1 e R(y, 0) = 0. Nas simulações

usou-se a temperatura inicial h(x, y) = 1 + 0.1x+ 0.1x2y2 e os valores seguintes dos parâmetros

do modelo: a = 1, αs = 0.7, αl = 0.6, β = 0.8 e λ = 0.15, de acordo com [45].

Para este problema, em que a mudança de fases ocorre a uma temperatura fixa, ad-

mitem-se três hipóteses distintas:

• assume-se um fluxo de calor constante em x = 0. Neste caso, a frente móvel é planar e

visa comparar os resultados obtidos através do MEFM com os apresentados por Xu [109];

• a temperatura é fixada por uma condição de Dirichlet em x = 0. Com esta simulação,

testou-se a localização de uma interface com curvatura;

• considerou-se um fluxo de calor variável em x = 0. Esta situação foi corrida para ser

testada a definição da posição de uma fronteira móvel (onde ocorre a mudança de fase)

em que a função R(·, t) possui curvaturas acentuadas e vários máximos e mínimos locais.

Neste problema de solidificação numa região retangular, o domínio espacial inicial é

totalmente ocupado pelo líquido. Subitamente, no instante t = 0, a temperatura do meio

adjacente à fase fluída, em x = 0, desce para valores inferiores à temperatura de fusão, pelo

que começa a formar-se sólido. Assim, para t > 0, o domínio espacial Ωt = [0, 1] × [−1, 1] é

dividido em duas regiões pela interface sólido–líquido. Na figura 4.14, que ilustra esta situação,
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Figura 4.14: Geometria do domínio espacial (à esquerda) e tratamento numérico da interface (à direita)

a fronteira móvel está representada a cor azul e a fronteira fixa do domínio ocupado pelo sólido

e do domínio da região fluída estão assinaladas a cor amarela e a azul claro, respetivamente.

A fronteira móvel surge junto da fronteira fixa definida por x = 0 e move-se, com o tempo, da

esquerda para a direita do domínio espacial.

Por forma a adaptar este problema à situação para a qual o código foi desenvolvido, há

que considerar, sempre, as duas fases de interesse que irão coexistir prematuramente. Assim,

iniciam-se todas as simulações com uma fase sólida muito pequena, com largura R(y, 0) =

1.5 × 10−4. Com esta estratégia, introduz-se um erro inicial na posição da fronteira móvel.

Atendendo a que a interface móvel pode, no decorrer da simulação, desenvolver curvatura

(que em certos casos pode ser acentuada), então a malha de elementos finitos que cobre

Ωt deve ser suficientemente fina para que haja uma boa descrição da posição da interface

ao longo do tempo. Note-se ainda que a discretização da região ocupada por cada uma das

fases é fortemente dependente do número de nós da partição inicial da interface. Esta é

aproximada por uma função seccionalmente linear que induz uma aproximação poligonal de

cada conjunto (4.11). A figura 4.14 (à direita) mostra uma possível, mas não adequada, partição

da interface e, consequente, má definição de cada conjunto Dm. É importante salientar a

dificuldade numérica para, por um lado, se obter uma boa descrição da interface, que se

consegue aumentando o número de nós da malha e, por outro, a necessidade imperiosa (nos

instantes iniciais) de se usar um reduzido número de elementos finitos na fase sólida.

A simulação do sistema físico de mudança de fase termina no primeiro instante em que

algum ponto da fronteira móvel atinge a vizinhança da fronteira fixa em x = 1, isto é, usa-se

como critério de paragem R(y, ·) > Rmax, sendo Rmax o valor máximo admissível para a abcissa

de algum ponto da fronteira móvel, e que é inferior a um.

Trata-se agora a discretização da equação (4.12) que define a velocidade dos pontos da

fronteira móvel. Utilizaram-se técnicas distintas para calcular as derivadas espaciais presentes
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em (4.12). A derivada ∂R
∂y (·, t∗) foi aproximada recorrendo:

• ao polinómio que interpola a curva x = R(y, t∗) em todos os vértices da interface;

• à interpolação linear segmentada;

• ao spline cúbico natural.

Obtiveram-se melhores resultados com a terceira estratégia apontada. Em relação às estimati-

vas das derivadas ∂Ts
∂x (·, t∗) e ∂Tl

∂x (·, t∗), usaram-se

• a média aritmética das derivadas locais nos elementos finitos que constituem o suporte

da função básica global associada ao vértice;

• apenas a derivada no elemento que contém a derivada dirigida segundo um vetor paralelo

ao eixo Ox.

Por fim, vamos referir a forma que se usou para adicionar a equação (4.12), discretizada, ao

sistema de EDOs. Derivando em ordem a t ambos os membros da equação x = R(y, t), resulta

dx

dt
=
∂R

∂y

dy

dt
+
∂R

∂t
.

Assim, por cada vértice Xsj =
(

(X1)sj , (X2)sj

)T
, vamos incorporar no sistema de EDOs resul-

tante da discretização por intermédio de elementos finitos, a equação

(Ẋ1)sj −
∂R

∂X2

∣∣∣∣
Xsj

(Ẋ2)sj =
∂R

∂t

∣∣∣∣
Xsj

, (4.13)

onde a derivada parcial do segundo membro é definida a partir de (4.12). Esta equação está

associada à abcissa do nó Xsj e substitui a equação (2.66).

4.5.1 Fluxo de calor constante

A condição de fronteira em x = 0 é definida por Fp(y, t) = 1. Neste caso, a frente

onde se processa a solidificação permanece planar durante toda a simulação. Assim, para cada

tempo, pode testar-se a precisão dos resultados, calculando as diferenças entre as abcissas dos

nós que pertencem à interface.

Neste exemplo, considerou-se uma malha inicial com 4× 7 nós uniformemente distribuí-

dos no domínio espacial ocupado por cada uma das fases e obrigou-se a que o movimento dos

vértices pertencentes à fronteira móvel fosse segundo retas paralelas ao eixo das abcissas.

Quanto à “condição inicial” na fase sólida, definiu-se para todos os pontos uma temperatura

constante igual a um. A simulação decorreu no intervalo de tempo entre t = 0 e t = 0.5. Para
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valores das tolerâncias do integrador ode15s, considerou-se 10−7 e usaram-se os valores refer-

ência para as constantes de penalização do movimento nodal, exceto o valor de c1m,L que foi

modificado para 10−6.

Figura 4.15: Solução e malha em que está representada em t = 0.02 (à esquerda) e no instante t = 0.45

(à direita)

Na figura 4.15, estão apresentados os perfis da solução interpolada em dois instantes,

t = 0.02 e t = 0.45 e a malha espacial na qual a solução está representada. A fronteira móvel

está traçada a cor vermelha. Verifica-se que a malha de elementos finitos mantém a simetria

relativamente ao eixo Ox, durante a simulação. Resolveu-se ainda este problema, tendo por

origem uma partição inicial distinta do domínio espacial associado a cada fase, mas definida

com base nos mesmos 4 × 7 nós. A solução obtida com o MEFM está apresentada na figura

4.16, para os mesmos dois instantes. Os resultados numéricos mostram que a posição da frente

de solidificação é determinada com precisão, mesmo com um número reduzido de vértices na

malha espacial. A solução aproximada, seccionalmente polinomial de grau dois, apresenta um

grau de concordância razoável com os resultados existentes na literatura [109]. A diferença

máxima entre as abcissas dos vértices pertencentes à fronteira móvel é inferior a 9.6 × 10−3,

isto é, tem-se

max (R(yi, ·))−min (R(yi, ·)) ≤ 9.6× 10−3 ,

em ambas as simulações apresentadas. Assim, neste exemplo, a malha espacial não é determi-

nante para a qualidade dos resultados numéricos obtidos.

4.5.2 Temperatura fixada por uma condição de Dirichlet

A condição de fronteira em x = 0 é definida por Tp(y, t) = 0.8 − 0.5y2. Os resultados

numéricos foram obtidos considerando uma decomposição inicial de cada subdomínio espacial

em trinta e seis elementos finitos com área igual e aproximações locais quadráticas. Como já

foi referido atrás, o programa foi desenvolvido para sistemas físicos bifásicos, em que ambas
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Figura 4.16: Solução aproximada e malha representativa em t = 0.02 (à esquerda) e em t = 0.45 (à
direita)

as fases coexistem em qualquer momento, pelo que se impõe terminar a simulação quando a

interface móvel atinge um determinado valor máximo, na vizinhança de x = 1, mas inferior a

um. Assim, e de acordo com [45], o intervalo de integração considerado foi 0 ≤ t ≤ 0.4312. Os

restantes dados iniciais usados foram exatamente os mesmos que nas simulações da subsecção

anterior.

Nas figuras 4.17 e 4.18 (à esquerda), representa-se a solução aproximada obtida com o

MEFM em diversos instantes do intervalo de simulação. É importante notar que, apesar da não

conformidade entre a solução inicial definida na fase sólida e a condição na fronteira em x = 0,

o método produz soluções numéricas de qualidade. Nas mesmas figuras (à direita), apresenta-se

a evolução da malha espacial que serve de suporte à definição da solução numérica em cada

um dos instantes considerados. Pode observar-se que a malha de elementos finitos preserva a

simetria em relação ao eixo das abcissas.

Na figura 4.19, apresenta-se a evolução da interface interpolada no tempo, que mostra

que a curvatura, por ela desenvolvida, é mantida durante a simulação. Na figura 4.20, podem

observar-se cortes da solução, em t = 0.2, segundo planos paralelos ao plano coordenado xOz.

Nas figuras 4.21 e 4.22 (à esquerda), a solução aproximada obtida com o MEFM, em

diversos instantes do intervalo de simulação, está representada numa malha espacial que não é

simétrica. Esta decomposição inicial não favorece a obtenção de soluções numéricas de quali-

dade, visto que os elementos finitos têm mais dificuldade em se arrumar no domínio ocupado

pelo fluido nos instantes finais da simulação.
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Figura 4.17: Solução aproximada em diferentes instantes e evolução da malha
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Figura 4.18: Solução aproximada em diferentes instantes e evolução da malha (cont.)

Figura 4.19: Evolução da interface sólido–líquido

Figura 4.20: Temperatura, nas duas fases, para diferentes valores de y, em t = 0.2
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Figura 4.21: Solução aproximada em diferentes instantes e evolução da malha
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Figura 4.22: Solução aproximada em diferentes instantes e evolução da malha (cont.)

4.5.3 Fluxo de calor variável

Por último, considerou-se uma condição de Robin em x = 0 dada por Fp(y, t) = 1 −

0.8 sin(2πy). Para a função indicada a interface desenvolve, no tempo, vários pontos em que

a derivada ∂R
∂y se anula. Para se obter uma boa descrição da posição destes pontos, extremos

da curva x = R(·, t∗), é necessário considerar uma partição inicial suficientemente fina “em

y”. Assim, neste exemplo, usou-se uma malha espacial com noventa e seis elementos finitos

em cada uma das duas fases e com um maior número de nós na interface. Inicialmente, os

elementos finitos, constituem uma malha uniforme em cada subdomínio Dm, como ilustra a

figura 4.23. O intervalo de integração considerado foi 0 ≤ t ≤ 0.5. Os restantes dados iniciais

e valores dos parâmetros do método usados foram exatamente os mesmos que nas simulações

anteriores incluídas na presente secção.

Nas figuras 4.23 e 4.24 (à esquerda), representam-se os perfis da solução aproximada

obtida com o MEFM em alguns instantes do intervalo de simulação. A fronteira móvel está assi-

nalada a cor preta. Nas mesmas figuras (à direita), apresenta-se a evolução da malha espacial

que serve de suporte à definição da solução numérica em cada um dos instantes considerados. A

fronteira móvel está traçada a cor vermelha. Pode observar-se a grande atividade dos vértices

da malha de elementos finitos associada à fase sólida, reposicionando-se, no tempo, de modo

a que a solução seja convenientemente representada.

A figura 4.25, ilustra a evolução da interface interpolada no tempo. Podem observar-se

as diferentes curvaturas desenvolvidas pela função R(·, t) e os vários extremos relativos, que

são mantidos durante um período do intervalo de integração. Finalmente, na figura 4.26,

apresentam-se cortes da solução, em t = 0.1, segundo planos paralelos ao plano coordenado

xOz.
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Figura 4.23: Fluxo de calor variável em x = 0, perfis de temperatura (à esquerda) e evolução da malha (à
direita)
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Figura 4.24: Fluxo de calor variável em x = 0, perfis de temperatura e evolução da malha (cont.)

Figura 4.25: Fluxo de calor variável em x = 0, evolução da interface sólido–líquido
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Figura 4.26: Fluxo de calor variável em x = 0, temperatura, nas duas fases, para diferentes valores de y,
em t = 0.1

4.6 Problema com duas fronteiras móveis em 2-D

Por fim, utiliza-se o MEFM na simulação de um sistema de mudança de fases fluido→

“mushy”→ sólido, recorrendo ao modelo bidimensional de solidificação apresentado por Gupta

[45]. Neste modelo considera-se que a transição do fluido para o sólido ocorre ao longo de

uma faixa de temperatura de transição [1, Tml], com Tml > 1. Se a temperatura do material

num dado ponto do domínio espacial é menor que um então este está no estado sólido; se a

temperatura é maior do que um, mas menor que Tml, então há uma coexistência instável de

ambas as fases, líquida e sólida e se a temperatura é superior a Tml então o material está no

estado fluido. Admita-se ainda que o sistema possui geometria plana. Inicialmente, o domínio

espacial

Ωt = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 ∧ −a ≤ y ≤ a} ,

está ocupado pelo fluido e pelo material em fase de transição. Subitamente, no instante t = 0,

a temperatura do meio ambiente adjacente à fronteira em x = 0 desce para valores inferiores à

temperatura de fusão, pelo que começa a formar-se sólido. A interface sólido–“mushy”, que se

assume definida por x = R1(y, t), separa a região sólida da região constituída pelo material em

fase de transição e a interface líquido–“mushy”, definida pela curva x = R2(y, t), é a fronteira

entre a região de transição e a região ocupada pelo fluido. Assim, o modelo matemático deste

problema de solidificação trifásico é definido, na forma adimensional, pelas equações seguintes:

Na região sólida:

∂Ts
∂t

= αs

(
∂2Ts
∂x2

+
∂2Ts
∂y2

)
, 0 < x < R1(y, t), t > 0 , (4.14)
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∂Ts
∂x

∣∣∣∣
x=0

= Fp(y, t), t > 0 , (4.15)

∂Ts
∂y

∣∣∣∣
y=a

= 0, 0 < x < R1(a, t), t > 0 , (4.16)

∂Ts
∂y

∣∣∣∣
y=−a

= 0, 0 < x < R1(−a, t), t > 0 . (4.17)

Na região de transição ou “mushy”:

∂Tm
∂t

= αm

(
∂2Tm
∂x2

+
∂2Tm
∂y2

+
λ

β1

∂fs
∂t

)
, R1(y, t) < x < R2(y, t), t > 0 , (4.18)

∂Tm
∂y

∣∣∣∣
y=a

= 0, R1(a, t) < x < R2(a, t), t > 0 , (4.19)

∂Tm
∂y

∣∣∣∣
y=−a

= 0, R1(−a, t) < x < R2(−a, t), t > 0 , (4.20)

Tm|t=0 = g(x, y) ≤ Tml, 0 ≤ x ≤ R2(y, 0), g(0, y) = 1 . (4.21)

Na região líquida:

∂Tl
∂t

= αl

(
∂2Tl
∂x2

+
∂2Tl
∂y2

)
, R2(y, t) < x < 1, t > 0 , (4.22)

Tl|t=0 = g(x, y) ≥ Tml, x ≥ R2(y, 0) , (4.23)

∂Tl
∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0, t > 0 , (4.24)

∂Tl
∂y

∣∣∣∣
y=a

= 0, R2(a, t) < x < 1, t > 0 , (4.25)

∂Tl
∂y

∣∣∣∣
y=−a

= 0, R2(−a, t) < x < 1, t > 0 . (4.26)

Na interface sólido–“mushy”, x = R1(y, t):

Ts = Tm = 1 , (4.27)

λC1
∂R1

∂t
=

[
1 +

(
∂R1

∂y

)2
](

∂Ts
∂x
− β1

∂Tm
∂x

)
. (4.28)

Na interface líquido–“mushy”, x = R2(y, t):

Tm = Tl = Tml , (4.29)

λC2
∂R2

∂t
=

[
1 +

(
∂R2

∂y

)2
](

β1
∂Tm
∂x
− β2

∂Tl
∂x

)
, (4.30)
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g(R2(y, 0), y) = Tml . (4.31)

Resolveu-se este problema para a temperatura inicial g(x, y) = 1+0.2x+0.05xy+0.1x2y2,

considerando Fp(y, t) = 1− 0.5y2 e

fs(x, y, t) =
C1 (Tml − Tm(x, y, t))− C2 (1− Tm(x, y, t))

Tml − 1
.

Usaram-se os seguintes valores para os diversos parâmetros do modelo: C1 = 0.9, C2 = 0.1,

a = 1, αs = 0.6, αm = 0.48, αl = 0.42, β1 = 0.8, β2 = 0.7, λ = 0.6 e Tml = 1.05, de acordo com

[45].

O programa foi desenvolvido para sistemas físicos trifásicos, em que as três fases coexis-

tem em qualquer momento. Assim, por um lado, em analogia com o que se fez para o problema

bifásico (veja-se a secção 4.5), há que considerar, inicialmente, uma fase sólida muito pequena,

com largura R1(y, 0) = 1.5× 10−4. Por outro lado, atendendo a que ambas as fronteiras móveis

se movem, com o tempo, da esquerda para a direita do domínio espacial, impõe-se terminar a

simulação quando a interface líquido–“mushy” atinge um determinado valor máximo, na vizi-

nhança de x = 1, mas inferior a um. Obrigou-se a que o movimento dos vértices pertencentes

a uma fronteira móvel fosse segundo retas paralelas ao eixo das abcissas. Quanto à “condição

inicial” na fase sólida, definiu-se para todos os pontos uma temperatura constante igual a um.

Figura 4.27: Mancha de elementos não nulos da matriz dos coeficientes do sistema de EDOs

Os resultados numéricos foram obtidos no intervalo de tempo entre t = 0 e t = 1.34,

considerando aproximações quadráticas em cada um dos 144 elementos finitos da malha es-

pacial inicial. Esta discretização é definida à custa de 33 nós uniformemente distribuídos no

domínio espacial ocupado por cada uma das fases e origina um sistema de 414 EDOs na variável

independente tempo. A matriz dos coeficientes deste sistema apresenta a configuração que a
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figura 4.27 ilustra e tem um grau de esparsidade superior a 95.7%.

Os valores de tolerância (absoluta e relativa) para o integrador ode15s foram fixados

em 10−7 e as constantes de penalização usadas foram c1m,L = 10−6, c2m,L = 10−3 e c3m,L = 10−7.

Para obter a solução numérica, o integrador deu 4709 passos; tentou, sem sucesso, 2371 passos

temporais; requereu 45729 avaliações da função f (que define o segundo membro do sistema de

EDOs); definiu 797 jacobianos de f e resolveu 12045 sistemas de equações lineares algébricas,

efetuando 3451 factorizações LU. O tempo de computação gasto para completar todos os

cálculos foi duas horas e vinte minutos.

Nas figuras 4.28 e 4.29 (à esquerda), representa-se a solução aproximada, seccional-

mente polinomial de grau dois, obtida com o MEFM em diferentes instantes do intervalo de

simulação. Nas mesmas figuras (à direita), apresenta-se a evolução dos nós da malha espacial

que serve de suporte à definição da solução numérica em cada um dos instantes considerados.

Ambas as fronteiras móveis estão assinaladas a cor vermelha. Pode observar-se a pouca mobi-

lidade dos nós interiores à região de transição ao longo da integração, cuja atividade espacial

é, praticamente, consequência direta do movimento das duas interfaces e que a malha de ele-

mentos finitos tem um comportamento fortemente adaptativo na região sólida, onde a solução

apresenta maior variação.

Figura 4.28: Perfis de temperatura nas três fases (à esquerda) e evolução da malha (à direita)
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Figura 4.29: Perfis de temperatura nas três fases (à esquerda) e evolução da malha (à direita) (cont.)
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Na figura 4.30 apresenta-se a evolução da interface interpolada sólido–“mushy” e a

figura 4.31 mostra a interface interpolada líquido–“mushy”, em diferentes instantes do intervalo

de integração. Os resultados obtidos mostram que o MEFM consegue descrever, eficientemente,

a posição das duas fronteiras móveis.

Figura 4.30: Interface sólido–“mushy” em diferentes instantes

Figura 4.31: Evolução da interface líquido–“mushy”

Na figura 4.32 podem observar-se cortes da solução aproximada no instante t = 1, se-

gundo planos de equação y = k, com k ∈ {0, 0.3, 0.5, 0.7, 1}. A posição da frente de solidificação

está assinalada pelos asteriscos e os círculos marcam a separação entre o fluido e a fase inter-

média de transição.

Por último, apresentam-se na figura 4.33 as histórias de temperatura em três pontos

do domínio espacial: no ponto médio da fronteira onde se inicia a solidificação e nos dois

extremos da fronteira definida por x = 1. Nestes dois últimos pontos, situados na fase líquida,
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Figura 4.32: Temperatura, nas três fases, para diferentes valores de y, em t = 1

há um decréscimo acentuado da temperatura nos instantes iniciais da simulação, variação esta

que se vai atenuando no tempo, tendendo a temperatura para a constante Tml. No ponto de

coordenadas (0, 0)T , a temperatura sofre uma variação inicial e depois mantém um decréscimo

praticamente linear até ao fim da simulação.

Figura 4.33: Histórias de temperatura em três pontos do domínio espacial

4.7 Algumas considerações

O conjunto de simulações realizadas permite retirar algumas ilações sobre o funciona-

mento do método. O MEFM mostrou-se eficaz na resolução de problemas com fronteira móvel,

em espaços bidimensionais, mas a sua aplicação é bem mais complexa do que em 1-D, uma vez

que a distorção da malha é mais frequente e a malha inicial escolhida pode ser determinante
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para a qualidade da solução obtida com o MEFM. Assim, é necessário que o utilizador tenha uma

ideia sobre a solução do sistema a simular para que defina, inicialmente, uma distribuição de

elementos finitos adequada ao problema que se vai resolver. Relativamente ao grau da aproxi-

mação polinomial a utilizar em cada uma das fases, verificou-se que a variação na solução é

muito pequena em corridas com graus distintos. Uma malha inicial ajustada ao sistema físico

permite a obtenção de soluções de elevada precisão com um número reduzido de elementos

finitos. Embora, a cada fase esteja associada uma malha de elementos finitos distinta, não

foi possível a completa desanexação das malhas, pois tem que haver partilha dos nós globais

resultantes da discretização da fronteira móvel e, consequentemente, dos segmentos nodais

(entre eles) que definem a aproximação da fronteira móvel.
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Capítulo 5

Conclusões

5.1 Considerações finais

Nesta tese, investiga-se a solubilidade global do sistema de equações parabólicas defi-

nidas num domínio limitado e conexo com fronteira móvel, em que a m-ésima equação, com

m = 1, ..., n, é caracterizada por

∂ym
∂t
− am

(∫
Ωt

yσ(m)(x, t)dx
) d∑
I=1

∂2ym
∂x2

I

= gm(x, t) ,

onde x ∈ Ωt ⊂ Rd , (d = 1, 2) e σ é uma permutação dos elementos de {1, ..., n}. Demonstrou-se

a existência e unicidade de soluções fortes para n = 1, 2, podendo usar-se as mesmas técnicas

para garantir a solubilidade do problema para qualquer número finito de equações. O resultado

relativo ao decaimento exponencial das soluções foi obtido diretamente no domínio não cilín-

drico com d = 1. Adicionalmente, o algoritmo numérico baseado no MEFM permitiu determinar

a solução aproximada do problema inicial, sem haver necessidade de o transformar, previa-

mente, noutro problema equivalente definido num domínio cilíndrico. Refira-se que, neste

último problema, obtido através de uma mudança de variável para fixar a fronteira do domínio

espacial, cada EDP tem mais um termo e é mais complexa que a original. Assim, recorrendo ao

MEFM, é possível evitar o esforço computacional acrescido inerente à simulação do problema

transformado. Os exemplos numéricos apresentados mostram a influência dos dados iniciais no

comportamento assintótico das soluções. Tanto quanto é possível saber, estes resultados são os

primeiros nesta direção para equações com um termo difusivo não local do tipo apresentado.

Desenvolveu-se uma formulação do MEFM com aproximações locais de grau arbitrário

para determinar a solução numérica de uma vasta classe de problemas com fronteira móvel,

modelados por um sistema de EDPs parabólicas do tipo

∂y
∂t

=

d∑
I=1

FI

(
x, t,y,

∂y
∂x1

,
∂y
∂xd

)
∂2y
∂x2

I

+ g
(
x, t,y,

∂y
∂x1

,
∂y
∂xd

)
,

definidas em domínios espaciais de Rd, com d = 1, 2, que constitui uma extensão do trabalho

de Coimbra [28]. Admitem-se as seguintes hipóteses:

• existem condições de fronteira não lineares numa fronteira móvel;
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• cada função coordenada do vetor das incógnitas y(·, t) tem associado um domínio Dm(t),

contido no domínio espacial do problema que, no caso bidimensional, pode possuir uma

fronteira não poligonal;

• a discretização de Dm(0) é independente das outras malhas espaciais, podendo não o ser

completamente;

• podem existir duas (ou mais) interfaces que evoluem continuamente no tempo.

Estas novas hipóteses que, por um lado, introduzem mais complexidade no desenvolvimento

e implementação do algoritmo numérico, permitem, por outro lado, a simulação de um leque

alargado, bem geral, de problemas com fronteira totalmente ou parcialmente móvel, incluindo

problemas com mudança de fases, com uma ou mais fases de interesse, e problemas cujas

soluções apresentam declives abruptos, que evoluem no tempo. O facto de se considerar a pos-

sibilidade de existirem múltiplas interfaces móveis, no desenvolvimento do algoritmo numérico,

é inovador em problemas com domínios espaciais bidimensionais.

O algoritmo computacional foi desenvolvido em ambiente Matlab. Foram construídas

funções do Matlab absolutamente gerais, que implementam a discretização espacial baseada no

MEFM com funções de base seccionalmente polinomiais de grau arbitrário. Estudaram-se ma-

lhas bidimensionais possuindo diferentes tipos de simetria e a sua adaptabilidade no tempo. É

de salientar que, o código assim desenvolvido pode ser usado por um utilizador com conhe-

cimentos básicos desta linguagem de programação, para resolver, de modo eficiente, uma

grande variedade de problemas evolutivos do tipo apresentado, o que inclui a determinação

da posição da fronteira num dado instante. A intervenção do utilizador foi reduzida ao mínimo:

é necessária apenas para caracterizar o problema a ser resolvido. O MEFM foi aplicado, com

sucesso, a vários problemas da ciência e da engenharia, que possuem fronteira móvel. Os resul-

tados numéricos obtidos permitem concluir que é possível alcançar boas soluções de problemas

difíceis com um reduzido número de elementos finitos, usando aproximações seccionalmente

polinomiais de grau elevado. Numa outra perspetiva, o MEFM dá uma resposta adequada à

questão da localização das interfaces móveis ao longo do tempo, permitindo descrever eficien-

temente as posições de todas as fronteiras móveis.

Em conclusão, pensa-se que o algoritmo computacional desenvolvido constitui uma im-

portante contribuição para a resolução de problemas com fronteira móvel. No entanto, há que

apontar alguns aspetos que podem influenciar de algum modo a qualidade das soluções obtidas,

nomeadamente, em domínios espaciais bidimensionais:

• para se obter uma boa definição da posição da fronteira móvel é necessário definir, de

forma adequada, o número e a distribuição inicial dos nós, especialmente, quando esta
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desenvolve curvaturas acentuadas e/ou vários extremos relativos, pelo que o utilizador

deste método deve possuir algum conhecimento da forma como a fronteira móvel deverá

evoluir;

• na simulação de um modelo em que, prematuramente, coexistam duas fases, mas não

inicialmente, é necessário a introdução de uma fase inicial relativamente pequena, re-

querendo a definição de uma malha suficientemente fina para que haja uma boa descrição

da solução, mas minimizando a probabilidade desta degenerar;

• a escolha da malha inicial pode revelar-se decisiva para a obtenção de soluções de quali-

dade em todo o intervalo de integração no caso da solução e/ou a fronteira móvel apre-

sentar algum tipo de simetria, sendo necessário que o utilizador tenha alguma experiência

numérica na definição de estratégias para correção de situações em que haja desajusta-

mento da malha a partir de um dado instante.

5.2 Perspetivas de trabalho futuro

Por um lado, apesar das potencialidades reveladas pelo MEFM, é necessário desen-

volver-se ainda muito trabalho no sentido do seu aperfeiçoamento. Assim, em relação ao

trabalho futuro, desenham-se as seguintes perspetivas:

1. Simular outros tipos de problemas para testar as performances do método;

2. Reduzir a complexidade do código, com a vetorização de todas as funções, por forma a

reduzir os custos computacionais utilizando todas as capacidades do integrador;

3. Em termos de tratamento teórico, generalizar o MEFM de modo a permitir a simulação

de sistemas físicos descritos por um sistema de EDPs de formulação geral com fronteira

móvel em domínios espaciais tridimensionais.

Por outro lado, o trabalho aqui desenvolvido para se demonstrarem os resultados teóri-

cos, poderá vir a ser continuado, nomeadamente, ainda se poderá estudar a solubilidade global

do sistema  ut − a1(l1(u), l2(v))∆u+ λ1|u|p−2u = f1(x, t),

vt − a2(l1(u), l2(v))∆v + λ2|v|p−2v = f2(x, t),

num domínio com fronteira móvel Ωt×]0, T ], assumindo que l1, l2 : L2(Ωt) → R são formas

lineares contínuas, λ1, λ2 ≥ 0 e p ≥ 1.
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Notação

Letras minúsculas

aK — comprimento da K-ésima aresta da malha de elementos finitos

am — função contínua segundo Lipschitz, positiva e limitada, que define o coeficiente do termo

de difusão da m-ésima EDP dos modelos estudados no Capítulo 3

b1, b2 — funções reais definidas imediatamente antes do problema (Pv)

cim(t) — coeficientes da combinação linear que define vm(t)

cim,L, i = 1, 2, 3 — constantes positivas utilizadas na definição dos termos de penalização do

movimento dos nós. c3m,L representa a medida mínima permitida de 4m,L

d — número de componentes de x

el — l-ésimo vetor da base canónica de Rn

f — função vetorial que define o segundo membro do sistema (4.1)

fr(d) — número de pontos de interpolação ou nós locais no elemento finito 4

gm — função real associada à m-ésima EDP do sistema (1.1)

gi — vetor de funções reais associado à fase i do sistema (2.67)

hi — função real que define a fronteira móvel de Di

is — número local em Ls, do k-ésimo nó global

js — número local em Ls, do j-ésimo vértice da malha

`i(υ) — i-ésimo polinómio da base local da interpolação de Lagrange em termos da variável

“normalizada”, definido por (2.14)

`i(x) — polinómio da base de Lagrange associado ao i-ésimo nó de 4m,L

l : L2 (Ωt) −→ R — forma linear contínua definida no teorema 3.1

l1 — forma linear contínua definida por l1(v) =
∫ 1

0
γ(t)v(y, t)dy

mai — mínimo dos valores da função positiva ai

n — vetor normal unitário exterior

n — número de EDPs do sistema (1.1), ou um número natural quando em R
n ou ( )(n)

q — número de pontos em 4 da quadratura de Gauss simétrica para o cálculo dos integrais

duplos ou, número de pontos de quadratura quer em ζ1, quer em ζ2 para o cálculo dos integrais

do segundo grupo através de um produto de duas quadraturas de Gauss-Legendre em 1-D

qm — número de pontos da quadratura de Lobatto para o cálculo dos integrais do terceiro

grupo

r — grau da aproximação local em 4m,L, r = r(m,L) > 1, exceto no Capítulo 3

sk — número de elementos finitos do suporte associado à k-ésima função básica global
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skj — número de elementos finitos do suporte da função básica associada a Xm,j

sm(τ, t) — vetor posição dos pontos do gráfico de ym, definido por (2.27)

s0m — ponto base obtido fixando todos os parâmetros de dependência de ym

t — variável independente de tempo

t∗ — valor particular de variável tempo

u — solução do problema (Su)

u — solução do problema (Pu)

v — solução do problema (Sv), no Capítulo 3

v — solução do problema (Pv)

vm — solução do sistema não linear de EDOs na variável t, (Smv )

vm(t) — solução do problema (Pmv )

wi — função real que define a derivada parcial de hi, em ordem a t

wj(y) — j-ésima função da base B

x — variável independente de espaço, d-dimensional, com d = 1, 2

xI — I-ésima coordenada cartesiana da variável de espaço x

xim,L — i-ésimo nó de interpolação em 4m,L, é igual a Tm,L
(
υi
)

y — solução do modelo matemático constituído pelo sistema de EDPs (1.1)

yi — vetor solução das funções associadas à fase i do modelo matemático constituído pelo

sistema de EDPs (2.67)

y — variável de espaço unidimensional, nos problemas (Pv) e (Sv)

ym — função das variáveis x e t, que é a m-ésima componente da solução y do modelo

matemático constituído pelo sistema de EDPs (1.1)

Letras maiúsculas

Br — base do espaço Pd
r (4)

B = {wj(y)}j∈N — base do espaço H1
0 (]0, 1[)

D — fecho do conjunto D

D0m — domínio espacial conexo inicial da função ym, D0m ⊂ Rd

Dm(t) — domínio espacial da função ym, no instante t

Di — domínio espacial associado à fase i do sistema físico

D̃m(t) — união dos elementos (finitos) de Pm, define o domínio computacional associado à

função ym, no instante t

E(t) — função energia global do sistema

EPm — conjunto das arestas (nodais) da malha espacial Pm

F — função objetivo definida pela expressão (2.31)
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Fp — função real que define o segundo membro de uma condição de fronteira de Robin

(FI)m, I = 1,d — função real associada à m-ésima EDP do sistema (1.1)

(FI)
i — matriz diagonal de funções reais associada à fase i do sistema (2.67)

GPm = (VPm , EPm) — grafo simples conexo planar que define a malha Pm

Hj — aproximação cúbica de Hermite da função Ym na vizinhança de Xm,j

INm — operador interpolante definido por (2.16)

L(i) — i-ésima coordenada triangular (ou baricêntrica) de um ponto de 4, i = 1, ...,d + 1

LR — número do segundo elemento finito que contém a K-ésima aresta global, se esta não

está contida em ∂Dm

Ls — número do primeiro elemento finito que contém a K-ésima aresta global

Lai — constante de Lipschitz associada à função ai

Lm(Y) — operador diferencial de segunda ordem no espaço utilizado na eq. (2.29)

Mai — máximo dos valores da função positiva ai

Nm — número de elementos finitos (ou faces) que constituem a m-ésima malha espacial

Nvm — número de vértices que constituem a m-ésima malha espacial

Nem — número de elementos de EPm

N( ·)m — é igual a Nvm, se d = 1 e é igual a Nem, se d = 2

Ñm — número de nós globais associados à malha espacial Pm

O — ponto de coordenadas (0, 0, ..., 0)T , que é a origem do sistema de referência

Pm — malha espacial ou conjunto dos elementos finitos associados a ym, e é dependente do

tempo

Q = Ω×]0, T [ — domínio transformado de Qt por τ

Qt = Ωt×]0, T [ — domínio não cilíndrico do problema que se pretende resolver

Qm,L — função de (XI)
(i)
m,L, presente na definição das penalizações do movimento nodal

Rm — resíduo da m-ésima equação discretizada do sistema (1.1), definido por (2.29)

R̃m — resíduo da m-ésima equação discretizada, em que Y é substituído por Ỹ

Sm — conjunto dos pontos do gráfico de ym num dado instante

Sk — conjunto das permutações dos elementos de {1, 2, ..., k}

Sm,L — termo de penalização correspondente às forças do tipo mola para 4m,L, definido por

(2.32)

T — tempo arbitrário positivo, usado no Capítulo 3

Tm,L — transformação afim do elemento finito 4 com valores em 4m,L, definida em (2.8)

T εm,L — transformação de 4 em 4εm,L, definida por (2.8)

T −1
m,L — inversa da transformação afim Tm,L

U — transformação do quadrado [0, 1]2 no elemento finito de referência bidimensional
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V — velocidade normal da fronteira móvel

Vm — subespaço de H1
0 (]0, 1[) gerado pelos primeiros m vetores de B

VPm — conjunto dos vértices (ou nós de separação) da malha espacial Pm

Vεj (Xm,j) — vizinhança de Xm,j de amplitude εj

Vεk — vizinhança de amplitude εk, do k-ésimo elemento nodal

V
ε
(i)
m,L

— vizinhança retangular da i-ésima aresta de 4m,L, de largura ε(i)
m,L

W — função peso que caracteriza a família dos polinómios de Jacobi de um dado grau

Xm,j — j-ésimo vértice da malha espacial Pm, e é dependente do tempo

(XI)m,j (t) — I-ésima coordenada do vértice Xm,j, no instante t

X(i)
m,L — representa o i-ésimo vértice de 4m,L, com 1 ≤ i ≤ d + 1

(XI)
(i)
m,L — representa a I-ésima coordenada do vértice X(i)

m,L

Xsj — nó de separação pertencente a ΓM , que é o sj-ésimo vértice de Pm, para algum m

[Xm,ji ,Xm,jk ] — aresta nodal ou segmento de reta incidente aos vértices Xm,ji e Xm,jk

[Xm,i Xm,j Xm,k] — elemento finito triangular, definido pelos vértices Xm,i, Xm,j e Xm,k de Pm

Y — aproximação de y

Yv — vetor das incógnitas do sistema (4.1)

Ỹ — solução aproximada regularizada

Ym — uma aproximação de ym seccionalmente polinomial, que é a m-ésima componente de Y

Ỹm — aproximação regularizada de ym

Ym,L = Ym|4m,L — restrição da função Ym a 4m,L

Y km(t) — valor da função Ym no k-ésimo nó global de Pm, no instante t

Y im,L(t) — valor da função Ym no i-ésimo nó de 4m,L, no instante t

Zm,L — medida da área (ou do comprimento, se d = 1) do elemento finito 4m,L

Letras gregas

α — função real da variável tempo, estritamente decrescente em [0, T ]

α̃m — função real associada à condição de fronteira para ym, definida por (2.69)

β — função real da variável tempo, estritamente crescente em [0, T ]

β̃m — função real associada à condição de fronteira para ym, definida por (2.69)

γ — função dilatação definida por γ(t) = β(t)− α(t)

γ0 — ínfimo da função γ no intervalo [0, T ]

γ1 — supremo da função γ no intervalo [0, T ]

γ̃m — parâmetro da condição de fronteira para ym, definida por (2.69)

δi,j — designa a função delta de Kronecker

εm,L — termo de penalização correspondente às forças viscosas para 4m,L, definido por (2.32)
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ε
(i)
m,L — largura da vizinhança retangular de Γ

(i)
m,L

ζ — variável de espaço relacionada com υ através de υ = U (ζ)

η — variável de espaço relacionada com x através de (2.58)

θK — medida da amplitude do ângulo da rotação associada a ϕK

ν — variável unidimensional de espaço normalizada

νιm — ι-ésimo ponto da quadratura de Lobatto

ξkm — k-ésimo nó global da malha espacial Pm

σ — elemento de Sk

σi — permutação ímpar de S3

σp — permutação par de S3

τ — parâmetro d-dimensional da função sm, com domínio limitado

τ — difeomorfismo de classe C2 definido por (3.2)

υ — variável “normalizada” de espaço, definida em (2.7)

υI — I-ésima coordenada da variável “normalizada” de espaço υ

υi — i-ésimo ponto de interpolação em 4

υι — ι-ésimo ponto em 4 da quadratura de Gauss simétrica para o cálculo dos integrais duplos

υ(j) — j-ésimo vértice de 4

υι,κ — ponto de quadratura em 4 correspondente de (ζι1, ζ
κ
2 )
T no quadrado [0, 1]2

ϕK — transformação de coordenadas definida por (2.58), associada à K-ésima aresta global

ωι — peso da quadratura de Gauss simétrica em υι

ω̄ι — peso da quadratura de Gauss-Legendre em 1-D associada a ζιI

ωιm — peso da quadratura de Lobatto associado a νιm

ΓF — fronteira fixa do domínio espacial associado a ym

ΓM (t) — fronteira móvel do domínio espacial associado a ym, no instante t

Γ
(i)
m,L — i-ésima aresta de 4m,L no caso bidimensional

Λ — operador diferencial definido em (2.36)

Λ̇ — operador diferencial definido em (2.33)

Σt — fronteira lateral de Qt

ΥM — subconjunto de {1, 2, ...,M}

Φkm — função interpoladora básica global associada ao nó ξkm definida em (2.24)

Ω — domínio espacial com fronteira fixa

Ωt — domínio espacial do problema que se pretende resolver, no instante t

Matrizes

0 — matriz nula, de dimensão adequada
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1nl×nc — matriz de uns com nl linhas, por nc colunas

A — matriz quadrada de ordem fr(d), definida imediatamente a seguir a (2.57)

A1, A2 — arrays tridimensionais com 3 e 9 páginas, respetivamente, definidos a seguir a (2.57)

Ad — matriz diagonal dos coeficientes de difusão, definida por aii = ai

(∫
Ωt
uσ(i)(x, t)dx

)
AGPm — matriz de adjacência que define o grafo GPm

B, Bjs — arrays tridimensionais cujos elementos são integrais do segundo grupo, definidos

imediatamente a seguir aos integrais do primeiro grupo

C, CJ — arrays tridimensionais cujos elementos são integrais do terceiro grupo

Hk — matriz hessiana da função `k

M — matriz do sistema de EDOs (4.1), que é dependente do tempo e de Yv

MT — transposta da matriz M

RθK — matriz da (rotação associada à) transformação ϕK

T (t) — matriz da transformação Tm,L, definida por (2.8)

T ε — matriz da transformação T εm,L

T (i, j) — designa o elemento da posição (i, j) da matriz T

T (i, :) — designa a linha i da matriz T

T (:, j) — designa a coluna j da matriz T

T−1 — inversa da matriz T

Outros símbolos

det(T ) — determinante da matriz quadrada T

int(D) — conjunto dos pontos interiores a D

q.s. — leia-se, quase sempre

supp
(
Φkm
)

— suporte da função Φkm, que é o fecho do conjunto
{
x ∈ Dm : Φkm(x) 6= 0

}
∂Dm — fronteira do domínio espacial Dm

∇ — denota o operador gradiente

4 — elemento finito de referência ou unitário, definido por (2.7)

4m,L(t) — L-ésimo elemento finito da malha espacial associada a ym, no instante t

4εm,L — aberto contido no respetivo elemento finito e definido a seguir a (2.54)

∀ — quantificador universal

∃ — quantificador existencial

◦ — composição de funções

˙( ) — designa o operador d/dt( ), com a exceção de Λ̇

( )t — designa o operador ∂/∂t( ), com a exceção de Qt, Σt e Ωt

( )xx — designa o operador ∂2/∂x2( )
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(Pu) — problema unidimensional com fronteiras móveis definido em (3.1)

(Pv) — problema transformado de (Pu) por τ e definido em (3.5)

(Su) — problema unidimensional com fronteiras móveis definido em (3.51)

(Sv) — problema transformado de (Su) por τ e definido em (3.52)

(Pmv ) — problema aproximado associado a (Pv) e definido em (3.6)

(vm)m∈N = (vm) — sucessão de termo geral vm

(u,w)L2(D) — produto escalar das funções u e w no espaço L2(D)

| · | — módulo de um número real ou simplificação de |·|L2(]0,1[), consoante o contexto

|u|L2(D) — norma da função u : D −→ R no espaço L2(D)

‖ · ‖ — denota a norma no espaço H1
0 (]0, 1[)

→ — indica uma convergência

⇀ — denota uma convergência fraca ou na topologia fraca

⇀? — denota uma convergência fraca estrela

↪→ — denota uma imersão contínua

↪→c — denota uma imersão compacta

� — denota o fim de uma demonstração

Espaços de funções

Ck (D) = Ck (D;R) — conjunto das funções reais k-vezes continuamente diferenciáveis em D

E′ — representa o dual do espaço de funções E

EPm — subconjunto de C0 (Dm) definido por (2.22)

H1 (D) — conjunto das funções reais com derivada fraca em L2 (D)

H1
0 (D) — conjunto das funções reais u ∈ H1 (D) e que valem zero em ∂D

Lp(D) — conjunto das funções reais mensuráveis u com
∫
D
|u(x)|p dx finito, para 1 ≤ p <∞

L∞(D) — conjunto das funções reais mensuráveis u com ess supx∈D |u(x)| finito

Lp(a, b;X ) — conjunto das funções mensuráveis u : ]a, b[ −→ X , com
∫ b
a
|u(t)|pX dt finito, para

1 ≤ p <∞, ou com ess supt∈[a,b] |u(t)|X finito, para p =∞

P
d
r (4m,L) — conjunto dos polinómios em d variáveis de grau menor ou igual a r, com coefi-

cientes reais, definidos em 4m,L
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