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Resumo

Nesta tese, apresenta-se uma nova formulacdo do método dos elementos finitos moveis,

para se obter a solucao aproximada de uma vasta classe de problemas de evolucao, do tipo

dy =~ 9%

e ;Flé)i:r% +8,
definidos em dominios espaciais de RY, com d = 1,2, que sao caracterizados por apresentarem
fronteira movel. A originalidade esta presente no desenvolvimento do algoritmo numérico que
conduz a aplicacao computacional para resolver problemas multifase bidimensionais com duas
interfaces moveis. Os elementos da matriz diagonal F;, bem como os do vetor g, sdo funcdes de
X, t, y e das derivadas dy/dz;. No caso bidimensional, o dominio espacial inicial do problema,
que pode possuir uma geometria nao retangular, é discretizado por intermédio de elementos
finitos triangulares. Sao usadas malhas possuindo diferentes tipos de simetria. Os vértices da
malha espacial movem-se no tempo de modo a permitir uma descricao eficiente da posicao da
fronteira mdvel e de modo a que a solucdo seja convenientemente representada. Esta repre-
sentacao consiste numa aproximacao por funcoes interpoladoras, seccionalmente polinomiais
de grau superior a um. Desenvolve-se a formulacdo do método adotado, recorrendo-se a um
elemento finito fixo de referéncia. Para cada uma das variaveis dependentes, associa-se uma
malha espacial, o que é inovador em dominios espaciais bidimensionais. O facto de se poder
trabalhar com malhas distintas, permite simular todas as interfaces méveis num problema com
mais de uma fase de interesse. A técnica usada foi implementar uma decomposicao do dominio
espacial do problema com a introducdo de noés que vao descrever a posicao de uma interface

em cada instante.

Estuda-se a solubilidade global do problema dado inicialmente para o caso em que a

m-ésima equacao é definida por

(FI)'m,Tn = Qm (/Q y(r(m) (X7 t)dX) € gm= gm(X, f) 5

onde o é uma permutacdo dos elementos de {1,...,n}, com m = 1,...,n. Prova-se a existén-
cia e unicidade de solucdes fortes para n = 1,2, assim como o decaimento exponencial das
solucdes. E de realcar que o Gltimo resultado é obtido diretamente no dominio nao cilindrico.
0 sistema de equacoes ¢ discretizado utilizando o método de Galerkin no espaco e um método
de Crank-Nicolson no tempo. Prova-se a convergéncia das solucdes discretas e obtém-se a

ordem de convergéncia em funcao dos parametros da discretizacdo. Sao apresentados exem-
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plos numéricos ilustrativos da influéncia dos dados iniciais no comportamento assintotico das
solucdes. Tanto quanto é possivel saber, estes resultados sao os primeiros nesta direcdo para
equacoes com um termo difusivo nao local do tipo apresentado.

0 codigo desenvolvido com base no método adotado permite a simulacao de sistemas de
equacoes diferenciais do tipo apresentado, em dominios espaciais de dimensao 1 e 2 com fron-
teira parcialmente ou totalmente movel. A discretizacao espacial, que origina a construcao de
um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de grande dimens&o, é a principal tarefa a ser
implementada. Para o conseguir, constroi-se um conjunto de funcdes do Matlab que implemen-
tam o algoritmo numérico de modo a que o utilizador tenha apenas que caracterizar o problema
a resolver. E de realcar que esta nova aplicacdo computacional geral, desenhada em Matlab,
pode ser utilizada de modo simples, por um utilizador com conhecimentos de nivel basico em
Matlab, para resolver de modo eficiente uma grande variedade de problemas evolutivos, in-
cluindo problemas em que ocorrem mudanca de fases. Sao resolvidos varios problemas e os
resultados numéricos sdo comparados com os fornecidos na literatura, evidenciando a eficacia

e potencialidade do método e a robustez e performance do cddigo numérico desenvolvido.

Palavras-chave

Fronteira movel; Sistema com derivadas parciais parabodlicas; Termo difusivo nao local;
Solubilidade global; Decaimento exponencial; Método dos elementos finitos moveis; Malhas

adaptativas.
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Abstract

In this thesis, we present a new formulation of the finite element method, to obtain

the approximate solutions of a wide class of evolution problems of the type
oy d 0%y
A F,—Z
ot ; 152 7%

defined in spatial domains RY, with d = 1,2, which are characterized as having moving bounda-
ry. The originality is present in the development of the numerical algorithm that leads to the
computational application for solving two-dimensional multiphase problems with two moving
interfaces. In the above equation, the elements of the diagonal matrix F; and of the vector g
are functions of x, ¢, y and of the derivatives dy/dz;. In the two-dimensional case, the initial
spatial domain of the problem, which may have a non-rectangular geometry, is discretized by
means of triangular finite elements. Meshes having different types of symmetry are used. The
vertices of the spatial mesh move in time, to allow an efficient description of the position of
the moving boundary and in such a way that the solution is conveniently represented. This
representation is an approximation by interpolating functions, piecewise polynomials of degree
greater than one. The formulation of the method adopted, using one fixed finite element of
reference, is presented and developed. One spatial mesh is associated to each one of the
dependent variables, which is an innovation for two-dimensional spatial domains. The use of
distinct meshes allows the simulation of all the moving interfaces in a problem with more than
one phase of interest. The technique used is the decomposition of the spatial domain of the
problem, with the introduction of nodes which describe the position of one interface at each

instant.

The overall solvability of the initially given problem, for the case where the m-th equa-

tion is defined by

(Fl)m,m = am </ ya(m) (X, t)dx> and 9m = g’m(xv t) 5
Q

where ¢ is a permutation of the elements {1,...,n}, with m = 1,...,n, is studied. Proof of
the existence and uniqueness of strong solutions, for n = 1,2, as well as of the exponential
decay of solutions is given. It should be emphasized that the final result is obtained directly
in the non-cylindrical domain. The system is discretized using the Galerkin method in space
and a Crank-Nicolson method in time. The convergence of the discrete solutions is proved,

and the order of convergence in terms of the discretization parameters is obtained. Numerical
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examples, which illustrate the influence of the initial data on the asymptotic behaviour of
solutions, are presented. To the best of our knowledge, these are the first results in this
direction, for equations with a nonlocal diffusive term of the type presented.

The code developed, based on the adopted method, permits the simulation of systems
of differential equations of the type presented, in spatial domains of dimensions 1 and 2 with
partially or totally moving boundary. The spatial discretization, which leads to the construction
of a large system of ordinary differential equations, is the main task to be implemented. To
achieve this, a set of Matlab functions, which implement the numerical algorithm in such a
way that the user only has to characterize the problem to be solved, is constructed. It should
be noted that this general new computer application may be easily used by someone with a
basic knowledge of Matlab to efficiently solve a wide variety of evolution problems, including
problems in which phase changes occur. Various problems are solved and numerical results are
compared with those given in the literature, indicating the effectiveness and potentiality of

the method and the robustness and performance of the numerical code developed.

Keywords

Moving boundary; Nonlinear system with parabolic partial derivatives; Nonlocal diffusion

term; Global solvability; Exponential decay; Moving finite element method; Adaptive grids.
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Capitulo 1

Introducao

A simulacao numérica dos modelos matematicos de sistemas fisicos dinamicos descritos
por equacdes diferenciais de derivadas parciais (EDPs) é um problema de dificil resolucao,
particularmente quando a fronteira do dominio € movel e tem que ser determinada como parte
da solucdo do problema. E igualmente um desafio o estudo da solubilidade deste tipo de
problemas, com demonstracao da unicidade e de propriedades das solucdes. O exemplo classico
de um problema com fronteira movel é a fusao de um sélido ou a congelacao de um liquido em
que a posicao da interface (superficie onde ocorre a mudanca de fase) evolui continuamente
no tempo. Numa descricdo mais aproximada do fenomeno real, considera-se que a mudanca
de fase ocorre ao longo de um intervalo de temperatura de transicao. Neste caso, nao se pode

falar numa interface e o problema é bem mais complexo. Problemas deste tipo surgem nos

mais variados campos da ciéncia, da engenharia e da vida real:

e na biologia, por exemplo, na difusdao de uma populacao num meio que é dependente do

tempo;

e na engenharia quimica, por exemplo, numa reacao soélido-fluido;

e na fisica, por exemplo, no uso de dispositivos de calor latente para conservacao da ener-
gia;

¢ na industria alimentar, por exemplo, na confecao ou na congelacao de alimentos;

e na indlstria metallrgica, por exemplo, na fusao ou soldagem de um metal;

e na indlstria vidreira;

e na teoria de combustao.

Os problemas com fronteira movel, que sao frequentemente designados por problemas
de Stefan, com referéncia ao trabalho inicial de J. Stefan que, em 1889 [33], se interessou
pela fusdo da camada de gelo polar, tém sido estudados por muitos autores, como Briozzo et
al. [15], Santos et al. [91], Benabidallah e Ferreira [10], Friedman e Hu [41] e, Caffarelli e
Evans [16], por exemplo. No entanto, eles nao investigaram a solucdo numérica dos proble-
mas nem realizaram a simulacdo dos modelos. Rincon [79] obteve a existéncia, unicidade e

regularidade das solucoes, fazendo ainda a analise da solucdo do problema discretizado, mas
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sem a determinar. Meyer [68], Nochetto et al. [73] e Rose [88], entre outros (veja-se [101]),
propuseram, e implementaram, métodos numéricos para o calculo de solucdes aproximadas de
problemas com fronteira movel, em dominios espaciais bidimensionais. Para desenvolverem as
suas metodologias, os autores usaram uma reformulacao do problema original, a custa de uma
funcao de entalpia, de modo a que todas as EDPs do novo sistema estejam definidas no mesmo
dominio cilindrico. As principais publicacoées dedicadas ao tema estdo sintetizadas nos livros
[33, 66, 89] e os desenvolvimentos posteriores encontram-se mencionados em [46, 102, 104] e

nas referéncias ai apresentadas.

Um dos dois principais objetivos desta tese é estabelecer resultados teoricos relativos
a solubilidade, unicidade e propriedades das solucdes de problemas em aberto, modelizados
por sistemas de EDPs, dependentes do tempo, em dominios com fronteira movel. O segundo
objetivo primordial é desenvolver uma aplicacdo computacional geral que permita determinar
solucdes aproximadas deste tipo de problemas evolutivos, o que inclui a posicao da fronteira

movel em cada instante, diretamente no dominio inicial nao cilindrico.

Seja Q;, ¢ RY, com d = 1,2, um dominio limitado com fronteira 0}, regular e depen-
dente do tempo. Nesta tese interessa resolver problemas de evolucdo constituidos por EDPs do

tipo
d

Ym oy 9y \ Pym dy dy
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para todo o (x,t) € ;x]0,00[, com m = 1,...n, onde y(X,t) = (y1(X,t),....yn(x.1))" é 0
vetor das variaveis dependentes. No modelo de um sistema fisico de mudanca de fase, para
cada tempo ¢, a m-ésima funcdo componente do vetor das incognitas, pode estar definida
apenas num subdominio de Q;, que se passara a designar por D,,(t). Os exemplos de problemas
com fronteira movel solucionados exatamente sdo muito poucos, sendo, na sua maioria, casos
com uma Unica dimensao de espaco e com condicdes de fronteira e iniciais bastante simples.
Normalmente, a complexidade matematica das funcées (Fy),, € g, conjuntamente com a nao
linearidade associada ao movimento da fronteira movel, torna impraticavel o desenvolvimento
de solugdes analiticas. A simulagcdo numérica constitui, assim, um desafio e praticamente a
Unica via de resolucao deste tipo de problemas, pelo que o foco se centra no desenvolvimento
de algoritmos numéricos eficientes. Os resultados obtidos através da simulacao numérica podem
fornecer linhas orientadoras para a demonstracao da solubilidade do modelo de um determinado

fendmeno fisico ou para o estabelecimento de propriedades da solucao.

Considere-se, a titulo de exemplo, uma equacao diferencial de derivadas parciais que
traduz matematicamente determinado fendmeno evolutivo com uma sé dimensao espacial. O

dominio pode ser discretizado em quadrilateros “espaco-tempo” e as derivadas parciais substi-
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tuidas pelas suas aproximacdes em cada n6 da malha. A resolucao do sistema de equacdes assim
obtido gera uma aproximacao da solucao do problema original nos nés da malha. Atualmente,
a situacdo mais comum é discretizar no espaco e resolver o sistema de equacdes diferenciais

ordinarias (EDOs) resultante através de um integrador adequado.

Para esta classe de problemas que se propde solucionar, a posicao da fronteira moével
tem que ser determinada em cada instante e, no caso bidimensional, pode ser funcao da va-
riavel de espaco e possuir curvatura acentuada. No modelo de um sistema fisico de mudanca
de fase, num dominio espacial retangular, admite-se ainda a hipétese de que os pontos perten-
centes a uma interface possam ser definidos por z; = h(x;,t), com J # I, e que esta funcao
pode desenvolver varios extremos no tempo. E ainda expectavel encontrar perfis com gradiente
elevado numa regiao, que se deslocam no tempo, e bastante mais suave noutras. Assim, é de
todo conveniente que a integracdo numérica se faca numa malha adaptativa, continuamente

deformavel.

Os algoritmos numéricos para resolver este tipo de problemas inserem-se, basicamente,
num dos trés grandes grupos: métodos que descrevem a posicao da fronteira moével no tempo,
métodos que fixam a posicao da fronteira e mdvel e métodos que fixam o dominio. Nos
primeiros, a posicdo da fronteira mével é calculada para cada instante em que se obtém a
solucdo numérica do problema, enquanto que os segundos sdo caracterizados pela fixacdo da
fronteira movel através de uma mudanca adequada de variaveis. Nos Ultimos, o problema é
reformulado por forma a estender as equacdes a todo o dominio espacial, surgindo a fronteira

movel como uma caracteristica importante da solucao.

No primeiro grupo incluem-se as metodologias, alicercadas em malhas méveis, desen-
volvidas por Baines et al. [7] ou Huang e Russel [51], o método dos elementos de fronteira
usado por Ghoneim e Ojo [42] ou Ahmed e Meshrif [1], ou as formulacées do método dos ele-
mentos finitos moveis apresentadas por Rodrigues [87], Wacher e Sobey [106], Coimbra et al.
[30] ou Carlson e Miller [17]. Alternativamente aos métodos que definem a posicdo da fronteira
movel em cada instante, na literatura encontram-se varios autores, como Barry e Caunce [8],
Rattanadecho e Wongwises [78], Gulkac [43], Mazhukin e Chuiko [65], Kim e Kaviany [56] ou
Gupta e Kumar [44], que fazem uma mudanca de variaveis por forma a que no novo sistema de
coordenadas a fronteira mével permaneca fixa. Um caso especial desta metodologia é o método
da migracao isotérmica descrito em [33]. Uma desvantagem inerente a esta técnica é que a
mudanca de coordenadas s6 pode ser usada em dominios com uma geometria relativamente
simples. Os autores que fixam o dominio recorrem a uma funcao de distribuicao da entalpia ou
reformulam o problema original em termos de inequacdes, quer diferenciais quer variacionais.

No método da entalpia, usado, por exemplo, por Chao et al. [20], Chen et al. [21], Feulvarch
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et al. [39], Hannoun et al. [47], Mencinger [67] ou Beckett et al. [9], a posicao da interface
€ obtida a posteriori como um conjunto de nivel ou através do método das fases alternantes.
Lian et al. [60] resolvem um problema de Stefan bifasico, recorrendo a uma sua reformulacao
através de uma inequacéo variacional. Neste método a equacdo que define o movimento da
interface é incorporada implicitamente nas inequacdes discretizadas. Varias formulacoes de
problemas com uma fronteira movel através de inequacdes do tipo parabdlico sao apresentadas

por Crank [33], bem como as correspondentes solucées numéricas.

Muitas propostas de métodos baseados numa malha adaptativa, que dao origem a resul-
tados precisos com um consumo de tempo de computacdo razoavel, tém surgido nos ultimos
anos [7, 8, 52, 53, 105]. Uma abordagem que revelou potencialidades desde a sua formu-
lacdo inicial foi o Método dos Elementos Finitos Moveis (MEFM), proposto, em 1981, por K.
Miller e R. Miller [71] e K. Miller [69]. Como o proprio nome indica, a discretizacao espacial
faz-se por intermédio de elementos finitos, permitindo o movimento dos nés no tempo. Neste
método, a obtencao da solucdo aproximada e a redefinicao da posicdao dos vértices da malha
encontram-se interligadas no mesmo algoritmo. A evolucao da malha no interior do dominio
espacial é definida, em cada instante, pelo proprio método, obtida da minimizacdo da soma
dos quadrados dos residuos das equacdes do sistema (1.1). Apos a discretizacao da variavel
espacial, cada EDP de (1.1) origina um sistema de EDOs. Para prevenir o aparecimento de
singularidades na matriz deste sistema, introduzem-se, no processo de minimizacao, termos
de penalizacdo do movimento nodal. Originalmente, o MEFM foi desenhado para aproximar,
por uma funcao seccionalmente linear, a solucdo de problemas evolutivos com uma variavel de
espaco unidimensional, cujas solucoes exibem muita atividade espacial, apresentando zonas de
transicao abruptas que se movem com o tempo. Posteriormente, sofreu algumas alteracoes que

se encontram sintetizadas, por exemplo, em [52, 105].

A formulacdo do MEFM que ¢ desenvolvida nesta tese, para sistemas que apresentam
fronteira movel, baseia-se nos trabalhos de Coimbra [28], Coimbra et al. [29, 30] e Sereno
et al. [94, 95], onde o método foi desenvolvido e implementado para uma classe restrita
de problemas em que todas as variaveis dependentes estao definidas num dominio espacial
comum com fronteira fixa. E de salientar que, no presente trabalho, se admite que o dominio
espacial pode ter fronteira parcial ou totalmente movel e, no caso bidimensional, pode possuir
variadas geometrias, enquanto que nos trabalhos de Coimbra, envolvendo variaveis de espaco

bidimensionais, o dominio do problema é sempre um paralelepipedo.

Uma parte original do nucleo desta tese € a inclusao de duas ou mais interfaces moveis
no desenvolvimento do algoritmo numérico que permite resolver problemas multifase em domi-

nios espaciais bidimensionais, modelados por sistemas de EDPs do tipo (1.1). Este algoritmo,
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que é baseado na formulacdo do MEFM com aproximacgoes seccionalmente polinomiais de grau
arbitrario, motivou a construcao de uma aplicacdo computacional para a simulacdo de sistemas
fisicos de mudanca de fase, que incorporam fronteiras fixas € uma ou mais interfaces moveis
e permite determinar eficientemente as posicoes de todas as interfaces mdveis ao longo do
tempo.

Este trabalho é constituido por cinco capitulos. Neste primeiro capitulo, Introducdo,
apresenta-se a motivacao para o trabalho realizado e os objetivos da tese, assim como o modo
como esta organizada. Descrevem-se ainda e discutem-se as principais caracteristicas dos méto-
dos numéricos modernos que sao aplicados a sistemas fisicos com fronteira movel, fundamental-
mente, os que se baseiam numa malha adaptativa visto serem os que minimizam os problemas
que a simulacdo numérica origina — a dispersao e a dissipacao. A dispersao é notdria quando
surgem oscilacdes na solucdo numeérica e a dissipacao revela-se pelo espalhamento da frente
por uma regiao do dominio mais ou menos larga.

No Capitulo 2, intitulado Método dos Elementos Finitos Moveis com funcées de base
seccionalmente polinomiais de grau arbitrdrio, apresenta-se e desenvolve-se a formulacao do
MEFM com aproximacdes locais de grau superior a um, para a simulacdo de sistemas fisicos que
descrevem fenémenos evolutivos em dominios espaciais de RY, com fronteira mével, incluindo
problemas de mudanca de fase, com uma ou mais fases de interesse. Para desenvolver o algo-
ritmo numérico, focando a atencéo na discretizacao espacial, utiliza-se o MEFM com as seguintes

caracteristicas:

¢ a malha de elementos finitos associada a uma variavel dependente é independente das

outras malhas, podendo apenas haver intersecao numa fronteira mével comum;

e cada variavel dependente é aproximada, num dado instante, por uma funcao interpo-

ladora seccionalmente polinomial de grau arbitrario;

e 0s pontos de interpolacao sao definidos em cada instante, de modo a minimizar o erro
maximo de interpolacao em cada elemento finito unidimensional ou, com coordenadas

triangulares igualmente espacadas em 2-D;

e as aproximacodes de cada uma das variaveis dependentes sao regularizadas na vizinhanca
de um no ou de uma aresta nodal das respectivas malhas, para se poderem definir aproxi-

macoes das derivadas espaciais nesses pontos;

e 0s integrais que surgem sao calculados (sem erro de truncatura, sempre que possivel)

recorrendo a integracao numeérica, por quadraturas de Lobatto, de Radau ou de Gauss.

Neste capitulo, discutem-se ainda algumas das dificuldades inerentes a resolucao numé-

rica deste tipo de problemas em dominios espaciais bidimensionais, nomeadamente, a compli-
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cacdo para conseguir uma adequada definicdo da fronteira movel através de um numero re-
duzido de elementos finitos, quando esta desenvolve curvaturas acentuadas; a obtencao de
uma boa descricao poligonal da regido associada a cada fase, num sistema fisico bifasico, por
exemplo, se a fronteira for ndao poligonal e a introducao de uma fase inicial relativamente pe-
quena para conseguir simular um modelo em que prematuramente coexistam duas fases, mas
nao inicialmente.

O MEFM descreve, eficientemente, a posicao da interface moével e pode ser inicializado
de uma forma auténoma, nao requerendo o conhecimento da solucdo exata nem do compor-
tamento inicial da solucdo numérica e nao exigindo o desenvolvimento de solucdes locais de
inicializacdo. Para além disso, produz solucdes de qualidade, independentemente da coexistén-
cia de condicoes iniciais e de fronteira nao conformes e apesar da introducao de erros iniciais
na posicdo da fronteira moével (quando uma fase de interesse ndo exista no principio).

Nos ultimos anos, a investigacao da existéncia e unicidade de solugdes para problemas
nao locais descritos por uma EDP parabolica com um coeficiente de difusdao nao linear apli-
cado num termo linear tem sido particularmente intensa [19, 25, 26, 31, 111]. Este tipo de
coeficiente de difusao foi inicialmente proposto por Chipot e Lovat [24] num dominio aberto
cilindrico. No entanto, os trabalhos com modelos descritos por um sistema de EDPs nao line-
ares com termos nao locais ja nao sao tao abundantes na literatura [11, 76]. Tanto quanto a
pesquisa efetuada permite concluir, ainda nao foi feito o estudo da solubilidade, unicidade e
comportamento assintético das solucdes de (1.1), para o caso em que a m-ésima equacao é
definida por

(Fr)mm = am ( [ o t)dx) & gn=gm(x.1),
J

onde a,, € uma funcdo de R em ]0,+oc[ € o € uma permutacao dos n primeiros numeros
naturais. Este problema tem aplicabilidade numa vasta classe de modelos, como na biologia,
por exemplo, onde pode governar os movimentos de diferentes espécies populacionais que
interagem num dominio comum dependente do tempo. O problema é nao local no sentido em
que o coeficiente de difusdo é determinado por uma quantidade global.

No Capitulo 3 desta tese, designado por Existéncia de solucdo forte para uma classe
de problemas ndo locais com fronteira movel, prova-se a existéncia e unicidade de solucao
forte, global no tempo, para uma certa classe de problemas parabdlicos, sujeitos a condicoes
de fronteira de Dirichlet, nulas, com um coeficiente de difusao do tipo nao local, definidos
num dominio limitado com fronteira mével. E de realcar, por um lado, que é obtido o decai-
mento exponencial da energia associada a solucdo do problema, diretamente no dominio nao
cilindrico, considerando as mesmas hipoteses sobre os dados e, por outro lado, que também

€ determinada uma solucao aproximada para estes problemas de modo a poder comparar-se o
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comportamento teoérico e numérico das solucdes. O passo seguinte consiste na extensdo destes
resultados, o que é feito para um sistema acoplado com duas equacdes, podendo recorrer-se
as técnicas utilizadas para se generalizarem os resultados apresentados para um sistema com n
EDPs. Usa-se uma transformacéo de coordenadas que fixa a fronteira moével. O sistema definido
no dominio retangular é discretizado utilizando o método de Galerkin no espaco e um método
linearizado de Crank-Nicolson no tempo. A solucdo semidiscreta é definida por um polinémio
de grau arbitrario em cada elemento finito. Prova-se a convergéncia das solucdes discretas,
obtendo-se a ordem de convergéncia em funcdo dos parametros da discretizacao. No final do
capitulo, sdo apresentados exemplos numéricos ilustrativos da influéncia dos dados iniciais no

comportamento assintotico das solucoes.

A discretizacdao do modelo matematico (1.1), por aplicacao do MEFM, conduz a um sis-
tema de EDOs de grande dimensao, no qual devem ser incorporadas as condi¢cdes de fronteira e
incluidas as equacoes discretizadas que definem a velocidade de deslocamento da fronteira do
dominio espacial. Para resolver o problema de valor inicial no tempo assim constituido, recor-
re-se a um integrador adequado como, por exemplo, a rotina LSODI [50] ou a funcao ode15s do
Matlab [96], que sdao recomendados para problemas stiff. Estes integradores utilizam formulas
de integracao de ordem variavel e adaptam a amplitude do passo de integracdo, de modo a con-
trolarem o erro das estimativas em cada instante. Em [85], foi efetuada a comparacao entre a
implementacao Matlab do MEFM com a desenvolvida em cddigo FORTRAN, em que a integracao
no tempo é realizada recorrendo a rotina LSODIS, permitindo concluir que a opcao por qualquer
um dos dois integradores nao é determinante para a qualidade da solucao numérica. Nos Ulti-
mos anos, o Matlab tem sido cada vez mais usado na simulacdo de modelos matematicos em
diversas areas da investigacdo cientifica como ferramenta computacional de alto desempenho.
Assim, no Capitulo 4, Aplicacées do MEFM a sistemas com fronteiras moveis em 1-D e 2-D, apre-
senta-se a estrutura do codigo em ambiente Matlab, descrevendo os aspetos fundamentais com
interesse para o utilizador. Foi desenvolvido um conjunto de funcoes que implementam o MEFM,
executando a principal tarefa que consiste na discretizacao espacial e preparacao do sistema
de EDOs para o integrador. O codigo foi escrito em Matlab, permitindo, a um utilizador com
conhecimentos basicos deste software, a determinacdo da solucao aproximada do problema
em instantes pré-estabelecidos, a sua visualizacdo e a validacao dos resultados. Termina-se o
capitulo com a apresentacao e simulacao de diversos exemplos de problemas com fronteiras
moveis. Os resultados obtidos demonstram a robustez, a performance e flexibilidade deste

codigo numérico escrito em Matlab e baseado no MEFM.

Esta tese encerra com o Capitulo 5, Conclusées, onde sao apresentadas as conclusdes

do trabalho e propostos alguns pontos como potenciais areas de estudo.
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A evolucao registada durante os trabalhos com vista a elaboracdo desta tese permitiu
escrever artigos que foram divulgados pelo autor em apresentacdes orais nos congressos inter-
nacionais: “Congresso de Métodos Numéricos em Engenharia 2011”, Coimbra, Portugal; “Inter-
national Conference on Engineering UBI2011” e “6th Workshop on Statistics, Mathematics and
Computation”, ambos realizados na Covilha, Portugal, em 2011 e 2012, respetivamente; “5th
International Conference on Approximation Methods and Numerical Modelling in Environment
and Natural Resources”, que se realizou em Granada, Espanha, em 2013. Os artigos encon-
tram-se publicados nos respetivos livros de atas [85, 86, 84, 83]. Alguns dos resultados obtidos
constam do artigo [82], aceite para publicacao na revista Applied Mathematical Modelling e

dos preprints [81, 4, 3] que foram submetidos para revistas da area.
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Capitulo 2

Método dos Elementos Finitos Moveis com funcdes
de base seccionalmente polinomiais de grau
arbitrario

2.1 Introducao

O dominio espacial de alguns problemas da area da engenharia ou da ciéncia modifica-se
continuamente no tempo. Os problemas de transferéncia de calor acompanhados de mudanca
de fase e certos processos de difusdao constituem grande parte dos fendmenos onde ocorrem
fronteiras moveis. Uma questdo essencial que se coloca na resolucdo deste tipo de proble-
mas é determinar a posicao da fronteira em cada instante que, pelo facto de se mover, pode
originar frentes moveis. No caso particular de existirem frentes maveis, especialmente se elas
forem abruptas, para se obter uma boa aproximacao da solucao, é necessario haver uma grande
definicdo da malha nas regides onde ocorrem as variacoes acentuadas. Um bom método permite
obter uma boa solucdo numérica em tempo de computacéo adequado.

Muito do tratamento numérico dos modelos matematicos de sistemas fisicos com fron-
teira movel é conseguido a custa de diferencas finitas ou elementos finitos, alternando na forma
de tratar a fronteira moével [33]. A formulacdo inicial do método dos elementos finitos mdveis
(MEFM) foi proposta por K. Miller e R. Miller [71] e K. Miller [69] para a resolucao de problemas
de evolucdo com uma variavel de espaco unidimensional, pertencente a um dominio fixo. O
método determina, nao so a solucao aproximada, como também a malha em que essa solucao
esta representada, gerando assim uma malha adaptativa que pode ser modificada de modo a
solucionar eficientemente problemas com fronteira moével. Esta malha é continuamente de-
formavel e esta adaptada, em cada instante, a solucdo, o que, naturalmente, inclui a regiao
onde ela esta definida por estar a modificar-se, permitindo uma descricao eficiente da posicao
da interface movel. Podem ainda apontar-se mais duas caracteristicas do MEFM que o tornam

adequado para a simulacdo numérica de sistemas fisicos com fronteiras moveis:

e pode ser inicializado de uma forma autonoma, nao requerendo o conhecimento da solucao
exata nem do comportamento inicial da solucdo numérica e nao exigindo o desenvolvi-
mento de solucdes locais de inicializacao, como em [109];

e produz solucdes de qualidade, independentemente da coexisténcia de condicdes iniciais
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e de fronteira nao conformes e apesar da introducao de erros iniciais na posicao da in-
terface num problema de mudanca de fases (quando uma fase de interesse nao exista no

principio).

Assim, na seccao 2.2 do presente capitulo, serdao definidas as bases fundamentais do
MEFM, apresentando com rigor os conceitos envolvidos e as técnicas utilizadas na presente
abordagem. A formulacdo do método desenvolvida nesta tese é obtida a partir dos trabalhos
de Coimbra et al. [29, 30] e permite a obtencao de solucdes de grande qualidade para um
vasta classe de problemas evolutivos definidos num dominio espacial de R¢ (d = 1,2), com fron-
teira movel, incluindo problemas com duas ou trés fases. A discretizacdo da variavel espacial
faz-se por intermédio de elementos finitos, associando uma malha distinta a cada funcao v,,
componente do vetor solucao, que é obtida por intermédio de uma particao inicial admissivel
do dominio espacial do problema em subdominios. Esta malha inicial é definida por um con-
junto finito de pontos (vértices) e pela relacdo de adjacéncia existente entre eles. E objeto de
reflexdo, a geracdo da malha de elementos finitos em dominios espaciais iniciais, de R?, com
geometrias complicadas ou que as possam desenvolver no tempo. Localmente, em cada ele-
mento finito, a solucdo aproximada € definida por interpolacdo de Lagrange. No caso 1-D, usa-
-se uma estratégia recente para definir os pontos interiores de interpolacao [6], que permite
minimizar o erro maximo de interpolacao. Globalmente, cada componente da solucdo exata do
sistema de EDPs (1.1), é aproximada por uma funcao interpoladora continua e seccionalmente
polinomial de grau superior a um, a qual esta associada a malha de elementos finitos onde esta
representada. No MEFM, o algoritmo que permite determinar a solucao em cada instante e o
algoritmo de redefinicdo da malha estao interligados. Para determinar a posicao dos vértices
e a aproximacdo da solucado, é necessario integrar no tempo, o sistema de EDOs gerado pela
minimizacdo da soma dos residuos, em norma L2, com respeito a cada uma das derivadas de
primeira ordem dos parametros efetivos do método.

Na terceira seccao, sera apresentada a deducdo das equacdes do sistema de EDOs que
resultam da aplicacdo do método ao modelo genérico de um sistema fisico num dominio espacial
com fronteira movel. A técnica usada para localizar a fronteira movel consiste na introducao
de um conjunto finito de nds, que descrevem a posicdo da interface em cada instante e que
induzem uma decomposicao do dominio espacial do problema. A velocidade destes nés da malha
espacial ndo é determinada por uma equacao do MEFM, resultante do processo de minimizacao,
mas sim, por uma equacao externa. As variaveis que figuram nesta equacao sao substituidas
pelas respetivas aproximacdes expressas em termos das diferentes variaveis que resultam da
aplicacao do MEFM e, a seguir, sao incorporadas no sistema de EDOs. Para se definirem apro-

ximacoes das derivadas espaciais nos pontos onde elas nao existam, cada funcao componente da
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solucao aproximada é regularizada através de polinomios interpoladores cubicos de Hermite.
Esta estratégia é igualmente usada na simplificacdo dos integrais que figuram no sistema de
EDOs. Todos os integrais sdo calculados através de integracdo numérica, no elemento finito de

referéncia, por quadraturas de Gauss ou Lobatto.

2.2 Bases fundamentais do MEFM

Nesta seccao, apresenta-se uma visao global dos aspetos essenciais do MEFM, apontando

as principais diferencas que distinguem a abordagem a um problema 1-D ou a um 2-D.

2.2.1 Discretizacao da variavel espacial

No processo de discretizacao da variavel espacial, inicialmente, considera-se uma de-
composicdo do dominio desta variavel, permitindo que os nés se movam continuamente no
tempo, depois constrdi-se a aproximacédo local em cada elemento finito e, finalmente, de-
fine-se a aproximacao global. Seguidamente, explica-se, com detalhe, os conceitos e técnicas

envolvidas em subseccoes distintas.

2.2.1.1 Geracao da malha de elementos finitos

No MEFM, a primeira tarefa a realizar pelo utilizador consiste na construcao da malha
adaptativa de elementos finitos. Assim, considera-se uma particao ou decomposicao P =
{1, s, ...,An} do dominio espacial conexo inicial Qo ¢ RY (d = 1,2), de cada problema
que se pretende resolver, em subdominios — os elementos finitos, dois a dois nao sobrepostos

(isto é, sem pontos interiores comuns) e de reunido igual a Qg, (o fecho de Qg):

int (Ap,)Nint (Ar,) =0 para L; # L;; GAL:KTO. (2.1)
L=1

Esta decomposicao é determinada por um conjunto finito de pontos de Q, e pela relacdo de
adjacéncia existente entre eles, podendo ser definida por intermédio de um grafo simples,
conexo e planar Gp = (Vp,Ep). Os elementos de Vp = {X; :j=1,...,N,} designam-se por
vértices (ou nds de separac@o) e cada elemento de Ep € um segmento de reta [X;,,X;,] que
une dois vértices adjacentes — uma aresta (nodal). As N faces finitas de Gp, se d = 2, ou as
arestas nodais no caso d = 1, constituem o conjunto P, que se passara a designar por sistema

de elementos finitos ou malha espacial. A férmula de Euler que relaciona o nimero de vértices,

11
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o nimero de faces e o nimero de arestas de um grafo conexo planar, permite escrever

Ny+N=N,+1, (2.2)

onde N, designa o nUmero de elementos de Ep.

Os elementos finitos triangulares, devido a sua adaptabilidade a fronteiras nao poli-
gonais e a manutencdo da convexidade (nao serdo considerados triangulos degenerados), sao
frequentemente usados em dominios bidimensionais. Neste trabalho, irdo considerar-se sempre
decomposicoes triangulares de g, isto é, o grafo da particao é face-regular de grau 3. A
figura 2.1 apresenta dois exemplos de malhas espaciais triangulares num dominio retangular
de R?, uma malha uniforme em [0, 1] x [—1,1] (a esquerda) e outra nao uniforme em [0,1]? (a
direita). Para Huang e Russell [52], uma triangularizacao com elementos do mesmo tamanho,

so é considerada uniforme, quando os triangulos forem equilateros. O sistema de elementos

1 1
1 13 25
08 2 14 26 03
0&f 3 15 27 08
wal 4 16 28 f
02t 5 17 29 0.6
5 18 30
S0 w08
8 20 32
D2p 7 19 31 b4
N L 03
A 10 22 34
0k 9 21 33 02
osl 12 24 36 0.1
11 23 35
Bi ; ; : : 0 ; : : : i
0o 02 0.4 06 0.8 1.0 u] 0.2 0.4 06 0.8 1
X, =z,

1 1

Figura 2.1: Malha uniformemente distribuida (a esquerda) e malha concentrada junto da origem (a
direita)

finitos P, representado na figura da esquerda (considerado como exemplo), fica completamente

identificado pelas matrizes

X1=1741-(0,1/3,2/3,1) ; X5= (1,2/3,1/3,0,—1/3,—2/3,—1)T “1ixa,

que definem as coordenadas dos vértices e pela matriz de adjacéncia A, que define o grafo
Gp. O elemento da posicao (i, ), da matriz de adjacéncia de um grafo simples, vale 1 se o
segmento de reta [X;, X;] € uma aresta nodal e vale 0, caso contrario. A mancha de elementos
iguais a 1 da matriz A, encontra-se ilustrada na figura 2.2

Num dominio retangular g, os elementos finitos sao numerados por colunas, tal como
a figura 2.1 (a esquerda) ilustra e usa-se a mesma estratégia para a numeracao dos nos de se-

paracéo. Assim, o vértice de coordenadas (X1 (i, ), X2(,j))" é0 ((j — 1)n; + i)-ésimo elemento
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. » e
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. . »
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0 5 10 15 20 25
hz =126

Figura 2.2: Padrao da matriz de adjacéncia da malha espacial representada na figura 2.1 (a esquerda)

de Vp, onde n,; representa o nimero de linhas de X; (e de X,). Considere-se, por exemplo, o

décimo nono elemento finito de P, assinalado a amarelo. Tem-se

A19 = [Xll X12 Xlg} )

o que indica que o referido elemento finito é definido pelos vértices 11, 12 e 19 da malha.
Acrescente-se, por ultimo, que se impdem condicoes de conformidade ou compatibi-

lidade a malha espacial, isto é, dois elementos finitos adjacentes estao ligados entre si por

“toda” uma aresta comum ou num vértice. Nao serao admitidos outros tipos de conetividade

entre os elementos finitos, como a apresentada na figura 2.3, por exemplo.

[IR=R 3 b

[IR=R 3 b

0.7 F b

0.4F 1

03F 1

02F 1

0 o1 02 03 04 05 0B 07 08 09 1
1

Figura 2.3: Decomposicao nao admissivel

Pode utilizar-se um Unico sistema de elementos finitos para todas as variaveis depen-
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dentes definidas em Dy C €y ou optar por varios. Na presente abordagem, a cada variavel
dependente y,, do problema associa-se uma malha inicial P,,(0), constituida por N,, elemen-
tos finitos, que é independente das outras malhas definidas no dominio espacial comum. O facto
essencial do MEFM é a inclusdo do movimento dos nos de separacdo. Assim, a decomposicao

inicial P,,(0) estabelece uma malha espacial adaptativa
Pn(t)={Lpm(t): L=1,.,N,}, t>0, (2.3)

onde Ay, 1 (t) = [Xim,j, () ... X j,.4(t)] representa o L-ésimo elemento finito da malha espacial
associada a y,,, no instante ¢t. A posicao dos nos de separagdo vai variar continuamente no
tempo por forma a acompanhar a evolucédo da fronteira moével e a concentrarem-se nas regioes
criticas, permitindo que a solucao seja convenientemente descrita. Omitir-se-a o parametro ¢,
sempre que nao gerar ambiguidade.

Interessa agora apontar trés aspetos sobre os quais é fundamental que o utilizador tenha

um entendimento claro para poder gerar a malha espacial inicial:

e a possivel dependéncia da malha relativamente a fronteira em dominios bidimensionais

com geometrias complicadas;
e a existéncia, ou ndo, de alguma simetria na solucdo durante o tempo;

e a nao total desanexacdo de dois sistemas de elementos finitos com uma fronteira movel

em comum.

Relativamente ao primeiro aspeto focado, em 1-D é simples de obter um sistema de
elementos finitos que cumpra as condicdes definidas em (2.1). E suficiente considerar uma

sucessao de pontos D,,,(0) = Dy, = [a, b], tal que
a = ()(1)77171 < (Xl)m,Q << (Xl)m,Nm < (Xl)m,N,n-&-l = b, (24)

mas esta tarefa nem sempre é possivel de concretizar em 2-D. Observe-se que a uniao U]LV”:"1 DL
é sempre um dominio com fronteira poligonal. Assim, no caso de 9D,,,(0) — leia-se fronteira do

dominio D,,(0) — ser curva ou irregular e/ou D,,(0) ter uma fronteira mével, tem-se
Dp(t) = | Amn(t) = Di(t), t>0, (2.5)

isto €, a unidao dos elementos finitos de P,,, que constitui o dominio computacional associado
a y, €, em cada instante ¢, uma aproximacdo de D,,(t). Nestas condicdes, naturalmente,

impde-se a definicao de uma malha espacial suficientemente fina para que aproxime adequada-
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mente o dominio espacial em cada instante, de modo a que o erro inicial cometido na discretiza-

cdo de D,,(0) ndo seja determinante para a qualidade da solucdo numérica.

Figura 2.4: Decomposicao pouco fina da coroa circular definida por R=2er =0.5

Considere-se, para exemplificar, o sistema de elementos finitos P representado na figura
2.4 que define uma triangularizacao da coroa circular D(0) = {x € R?:1/4 < 2% + 23 < 4}.
A numeracdo gerada para os vértices esta indicada a cor “magenta” e a posicao do vértice

X(j—1yni+i> Parai=1,....8(=mn;) e j = 1,2, 3, & definida pelas coordenadas

X1(i,§) = p(g)cos (0(i, 7)) ,  Xa(i,j) = p(4)sin (0(i,])) , (2.6)

onde p = (2,1.25,0.5) e 6(i,j) = 2% + %(2i + j — 3). Tal como a figura sugere, a regido de D(0)
adjacente a A; = [X1X2Xy] e destacada a cor amarela, ndo faz parte do dominio computacional
inicial D(0). Para além desta, outras sete regiées do dominio espacial com a mesma area da
referida também nao sao incluidas em D(0). Por outro lado, as arestas nodais que constituem
a fronteira interior de D(0) nao pertencem a D(0), bem como parte dos elementos finitos que
as contém. Conclui-se, assim, que P nao € uma boa decomposicdo da coroa circular D(0).
Neste caso, o utilizador deve comegar por considerar um maior nimero de nos sobre a fronteira
exterior (por exemplo) por forma a obter uma boa descricao poligonal dessa fronteira, que
vai induzir uma decomposicao mais fina de D(0) e, consequentemente, um menor erro na
aproximacao do dominio espacial inicial.

Outro ponto a ter em conta na construcao da malha espacial inicial € a possibilidade de
a solucdo apresentar algum tipo de simetria. Em caso afirmativo, é de todo conveniente que a
decomposicao P,,(0) possua o mesmo eixo de simetria, para que haja uma representacao ade-
quada da solucao em cada instante. Por exemplo, as malhas espaciais representadas na figura

2.1 sao simétricas relativamente ao eixo das abcissas e a bissectriz dos quadrantes impares,
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respetivamente. Ja o sistema de elementos finitos da figura 2.4 apresenta simetria radial.
Suponha-se que a solucao é simétrica e desenvolve uma frente que se desloca no tempo
perpendicularmente a um dos eixos de simetria do dominio espacial. Entdo, se a malha inicial
nao refletir essa mesma simetria, muito dificilmente a solucdo numérica a mantera com o decor-
rer da simulacao, originando, deste modo, erros que poderiam ser evitados com uma criteriosa
definicdo da malha inicial (figura 2.5 (a esquerda)). Na figura 2.5 (a direita), pode observar-se
uma decomposicao inicial com a simetria desejada (em relacao ao eixo das abcissas), que po-
tencia a manutencao desta simetria, no tempo, pela curva que define a posicao da fronteira

movel, representada a cor vermelha. Assim, se o utilizador tiver um conhecimento prévio da

t=0 t=0.35 t=0 t=0.35

1 1 1 1
08 038 08 038
06 06 06 06
04 04 04 0.4
02 02 02 02
S0 S0 0 S0
02 02 02 02
-0.4 0.4 -0.4 -0.4
06 06 06 06
08 08 058 058

b0 02 04 06 08 1.0 b0 02 04 06 08 10 b0 02 04 06 08 10 b0 02 04 06 08 10

X X X X

1 1 1 1

Figura 2.5: A fronteira movel perde a simetria em relacdo ao eixo Oz (a esquerda) e mantém-na (a
direita)

distribuicao dos valores das variaveis dependentes no dominio espaco-tempo, pode construir
sistemas de elementos finitos que favorecam a obtencao de solucdes numéricas de qualidade.
Um ultimo facto relevante a considerar antes de se gerar a malha de elementos finitos
€ a existéncia de uma fronteira moével comum a dois subdominios espaciais contiguos, digamos
Dy, (0) e Dy, (0). Neste caso, os sistemas de elementos finitos P,,, (0) € P,,, (0) ndo sdo com-
pletamente independentes um do outro, estao interligados pelos vértices comuns pertencentes
a fronteira movel (figura 2.5). Por sua vez, o nUmero e posicao destes vértices da fronteira
mdvel condicionam a definicdo das decomposicoes P,,, (0) e P,,,(0). Logo, tendo por objetivo
a construcdo de uma particao inicial adequada da fronteira movel, é importante saber como

evoluem os subdominios espaciais no tempo (se ha expansao, ou contracao, por exemplo).

2.2.1.2 Solucéo aproximada local

Localmente, em cada A, (L =1,...,N,,), a m-ésima variavel dependente do sistema
(1.1) é aproximada por uma funcao interpoladora apropriada, que depende de um conjunto

finito de parametros ajustaveis. Estes parametros sdo as coordenadas dos pontos que descrevem
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a posicao dos vértices de A, 1, e os coeficientes da combinacao linear das funcdes da base do
espaco de funcoes escolhido para a representar. Frequentemente, sao escolhidas as funcoes

polinomiais para aproximar cada funcdo desconhecida y,,, porque sao faceis de manipular.

De modo a poderem trabalhar-se todos os elementos finitos da mesma forma, consi-

dere-se um de referéncia ou unitdrio, independente de ¢, definido por

d
A:{veRd:wZO/\Zvlgl}. (2.7)

I=1

A transformacao 7, .(t) : A — A, .(t) definida por

(Tan,2(0) (0) = XL () + T(¢) -0, com T(:, j) = X370 — x(V

m,L >

(2.8)

€, para cada ¢, uma aplicacdo afim e bijetiva (figura 2.6). T'(:, ) designa a coluna j da matriz

quadrada T'(t), com 1 < j < d e X

m,

; representa o i-ésimo vértice de A, ,, com 1 <i <d+1.
Os vértices sdo percorridos no sentido positivo ou anti-horario, tal como ilustra a figura 2.6.
A familia de malhas espaciais {P,,(¢) : t > 0} mantém a conetividade enquanto se permite o
movimento continuo dos vértices. Assim cada elemento finito A, 1(tx) € P(tx), tem um

Unico correspondente A\, 1.(t.) € P.,(t.), para quaisquer t; e t, tais que 0 < t;, < t,.

Yy

1

3
X3
T
- = 5
2
A X3,
1
0 T Y xr(n,)L

Figura 2.6: Transformacao afim invertivel do elemento finito unitario em A\,, ; (d=2)

Denote-se por Z,, ;, a medida da area (ou do comprimento, se d = 1) do elemento finito

A, 1. Pode provar-se que
det(T) =d.Z,,,, d=1,2. (2.9)
Como nao se consideram elementos finitos degenerados, tem-se que det(7") > 0 e, consequente-
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mente, existe a inversa da transformacao 7,, 1., sendo definida por
T (00 =T (x=x1,) . (2.10)

onde

3 1 1 3

T_l . 1 (X2)’EYL?L - (X2)57L?L (Xl)'En?L - (X )gn)L
27, 1 2 2 1

L (X2)’EVL?L - (XQ)’EM?L (Xl)’EVL?L - (Xl)’sn,?L

sed =2e éigual a1/Z, se d = 1. Na matriz anterior, (XI)( )L representa a I-ésima
coordenada do vértice XEQL. A transformacéao 7,1, definida em (2.8), pode ainda ser expressa

através das coordenadas baricéntricas ou triangulares (L), ..., L(d+1>)T em A:

(T, (1)) <1 — Zw) )+ ZU Xg‘;l)

(2.11)
d+1

=2 X)L (0).

Estas coordenadas satisfazem as condicdes seguintes

L® ('U(j)) =0, B,j=1,.,d+1,

. (2.12)

0<LW(v)<1 A ZL(i)(v)zl, Yv e A,

onde ¢; ; designa a funcao delta de Kronecker.

Seja P4 (A, 1) 0 espaco das funcdes polinomiais em d variaveis de grau menor ou igual a
r, com coeficientes reais, definidas em A,, 1. Note-se que nao se usam aproximacoes lineares,
logo » > 1. Arestricao da funcao Y;,, (que aproxima a m-ésima variavel dependente y,,,) a A\, 1,
que se nota por Ym|Am,L € um elemento deste espaco, isto é, Ym|Am,L € IPﬂ (Ap,z). Cons-

troi-se, agora, cada uma destas funcdes interpoladoras locais Yinla, ,»comL =12 .. Np.

Considerem-se definidos f,(d) pontos de interpolacdo {v’:i=1,2,..., f.(d)} no ele-

mento finito unitario A, onde
d

L)y =T[0+i)/d, (2.13)

i=1

e seja £‘(v) o polindmio de Lagrange de grau r, tal que

C(vl) =65, 4,j=1,..., f(d). (2.14)
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Sabe-se que B, = {(i(v) :i=1,..., f-(d)} é uma base do espaco de fungdes
PY(A) = {P(v) : P é um polinémio com coeficientes reais de grau maximo r, Vv € A} .

Para cada g € C° (D,,), defina-se

Fo(d)
(Tn,9) (Toz(0)) = > g (Tmp(v")) (), vEA, L=1,..,Ny. (2.15)

i=1

Entdo Zy,, g € uma funcdo continua em D,, e satisfaz as condicdes de interpolacéo:
(Ing) (Tm,L(vj)) =9 (Tm,L(Uj)) , J=1 ~-~7fr(d)a L=1,..,Np. (216)

Tem-se ainda que o operador Zy,, define uma projecao limitada em C° (D,,) e

1Zx,,

@)
0o = IAX ; |0 (v)] .

A aproximacao da funcao y,,, deve ser uma funcédo continua em D,,(¢) para cada instante
t > 0. Localmente, no L-ésimo elemento finito do m-ésimo sistema, é frequentemente obtida
por interpolacao de Lagrange. Considere-se que a solucdo é conhecida nos f,.(d) nds de interpo-
lacdo xme = T, (v') do elemento finito A,, ;. Entdo pode exprimir-se a solucao aproximada

local Y,, 1., em A, 1, por

Ym,L(X) = Y7n|A (X) = (In,Ym) (Tm,L(v)), veA, L=1,..,Ny. (2.17)

m,L

Observe-se que ¢ (x) = (! (T‘i(x)) = lH(v), VX € Ay 1.

m

Preste-se agora atencdo a selecao dos pontos de interpolacdo — os nds locais. Sejam
. A T
(ﬁm—n>, G k=011, j+k<r, (2.18)
T

as coordenadas dos f,.(d) nés v¢. Tal como a figura 2.7 sugere, os pontos de interpolacao sao
numerados a partir da origem (com cor preta) percorrendo as arestas nodais no sentido positivo
até ao n6 v = (0,1/r)". A seguir, recomeca-se a numeracdo em v*" ! = (1/r,1/r)" (a
cor azul) e usa-se a mesma estratégia: percorrem-se os nos contidos nos segmentos de reta
paralelos as arestas nodais, e assim sucessivamente (a cor vermelha), até que todos os nos
tenham sido numerados. Estes nos de interpolacdo definem uma malha local em cada elemento

finito, que esta ilustrada na figura 2.8 para o caso de r = 3, com d = 2.
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Figura 2.7: Numeracao dos pontos de interpolacao em A

Figura 2.8: Nos locais xin,L em A, 1 parar = 3 (d=2). Os seus correspondentes em /A estdo a mesma cor

Neste caso, a i-ésima funcao da base B, dos polindmios de Lagrange é dada por

k
. dtt _ (rs—j+1)/j sel<k<r
@)= I Fror (140@)) , sendo Fy(s) =< i . (2.19)
M=t 1 se k=0

com ki = rLM (v') € Nei=1,2,..,f(d). Nafigura 2.9, esta representado o grafico de
dois polindmios basicos da interpolacdo de Lagrange no triangulo de referéncia: o primeiro (a
esquerda) de grau dois associado a v, o segundo (a direita) tem grau trés e esta associado ao
décimo né.

Aqui, interessa fazer uma distingcao clara entre a interpolacao (local) num dominio bidi-

mensional e a interpolacdo em [a,b] C R. No caso unidimensional, em vez de se usar (2.19),
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06
04

02

Figura 2.9: Representacdo grafica em A das funcdes ¢, r = 2 (a esquerda) e ¢*°, r = 3 (a direita) (d=2)

recorre-se a formula mais geral que define a i-ésima funcéo da base B,

r+1 .
i v — v’ .
6 ('U) = H m, Z:1,27...,7"+1, (2.20)
=L

e o0 grau da aproximacao local é definido previamente para cada elemento finito de cada uma
das m malhas, logo » = r(m,L), comm = 1,...ne L = 1,...,N,,. Assim, pode escolher-se
qualquer conjunto finito de pontos de interpolacdao. No MEFM, os nos interiores a A,,  sao
definidos em cada instante e, nesta tese, as suas posicdes sao otimizadas com respeito a infor-
macao fronteira do elemento, como em [6]. De acordo com esta nova estratégia, as posicoes

dos r + 1 pontos de interpolacao v sao definidas por
vi=—"—"_ =12 ..,r+1, (2.21)
sendo 2% a i-ésima raiz do polindmio de Chebyshev de grau apropriado, r + 1, no intervalo [0, 1],

=05 (1 — cos (2 — 0'57r>) )
r+1

Este conjunto de nos permite minimizar o erro maximo da interpolacao no intervalo

dada por

[ —zt 1—2t

zT+1zl7zT+1zli| O A=[0,1].

Procedendo deste modo, os correspondentes pontos de interpolacdo xi ,, com i = 2,3,...,r
sao tais que pertencem a int (A, 1) € as suas posicoes estdo também otimizadas em relacao a

informacao fronteira, exterior ao elemento finito.

Relativamente ao caso bidimensional, observe-se que para se poder garantir a con-

tinuidade da solucdo numérica Y,,, sobre uma aresta comum a dois elementos finitos adjacentes
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A, € Amr;, 0 numero de nds de interpolacdo pertencentes a esta aresta, bem como as res-
petivas posi¢oes devem ser coincidentes em ambos os elementos finitos A, 1, € A, 1, . Logo,
o numero de pontos de interpolacdo € o mesmo para todos os elementos da malha P,,, isto
é, r = r(m). Impde-se agora a escolha dos melhores nos para interpolar num triangulo. Os
pontos de Lebesgue ou os de Fekete sao dois conjuntos de nds de interpolacdo que surgem na
literatura [12, 13, 14, 48, 99] como sendo o6timos dentro de um certo critério. No entanto,
para estes conjuntos de pontos, que ndo tém coordenadas triangulares igualmente espacadas,
nao se encontraram formulas para avaliar os polinomios basicos de Lagrange com um custo
computacional reduzido. Estes sao definidos recorrendo ao quociente do determinante de duas
matrizes de Vandermonde generalizadas. Assim, para d = 2, o conjunto de nds de interpolacao

fica limitado aos pontos definidos em (2.18).

2.2.1.3 A aproximacao global

Analise-se agora sobre a formulacao global da aproximacéo Y,, da m-ésima variavel de-
pendente y,,. Note-se que nado se exigem mais condi¢des de regularidade a Y;, para além da
continuidade, isto &, Y,, € C°(D,,(t)). Assim, o espaco de funcdes a que pertence a aproxi-

macao pode ser definido por
Epp = {Yin €C' (D) : Yaula,,, © Tont € PY, ¥Am € P}, (2.22)

e a sua dimensao é igual ao nimero de noés globais da malha espacial P,,. Estes nos sdo nume-
rados elemento a elemento, comecando no primeiro e percorrendo todos os nos deste elemento
finito seguindo a ordenacao ilustrada na figura 2.7. De seguida, passa-se para A,, 2, sem repetir
os nds previamente numerados, e assim sucessivamente, até ao Ultimo n6 de A, v, .

Seja {(Dfn k=1, ...,Nm} uma base para &p,,, constituida por funcdes que a partida
satisfacam as condicdes de continuidade exigidas a aproximacao. Entao, pode definir-se global-

mente a aproximacao Y,,, por

N,
Yo (6,0) = Y Yin (85,1) @6, x), x € D(0), (2.23)
k=1

ondeY,, (éfn, t) representa o valor aproximado de y,,, no respetivo noé global, em cada instante
t, que coincide com o correspondente valor local Yrj;,L(t) =Y oTmL (vi,t), para L e i satis-

fazendo £F, = x! . A funcéo interpoladora bésica associada ao né ¢%, é continua e verifica

oF (€)=, k,je{1,2,..,Nn},
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podendo ser definida por

o (T (x se Xe A, C st Pk
5t o - ) O () o € o (Bn) @2.24)
O se X & Dm,\supp (q)]'fn)

para algum i, € {1,2,..., f-(d)}, onde supp (®F) — suporte da funcdo ®% — é o fecho do
conjunto {x € D,, : % (x) # 0}. Na figura 2.10, esta representado o grafico de duas fungoes
basicas globais num dominio unidimensional. A primeira (a esquerda) esta associada ao primeiro
no interior a A, 1, enquanto que a segunda (a direita) esta associada ao n6 de separacao
Xm.L+1- Usaram-se cores diferentes para o tracado do grafico em cada elemento finito do

respetivo suporte e, fora deste, o grafico esta tracado a cor vermelha.

L 2 L
08 Em.,L 0.8
06- 06-
04- 04-
0.2- 1 02~

0- o0—e— 06— b ¢ 8§ FfO——9o - —0—0 0- o—o— o e o ) —o—o
X o X v
X/n.l Xm.2 m, L Xm. L+1 Xm. L+2 m, ‘NWH Xm.l Xm,Z Xm, L mn, A/"H

02- 0.2-

Figura 2.10: Representacao grafica de ®F,, associada a xﬁ%L(é esquerda) e a X,,, 11 (a direita) (d=1)

Apontam-se, agora, algumas propriedades das funcdes basicas globais. Para cada m,

tem-se que

e afuncdo ® , com k = 1, ..., N,,,, ndo depende diretamente de ¢, mas a sua definicdo esta

m?

associada aos vértices da malha P,, que varia continuamente no tempo;

e para cada x € D,,, 3U = int(U) tal que x € U e todas, exceto um numero reduzido de
fungdes ®F , sdo nulas em U. No entanto, a colecao {@’;n k=1, ...,Nm} nao constitui

m?

uma partigdo finita da unidade para D,, com fungdes de classe C° [98] (porque ®F (x) <0

é possivel, para algum k), o que aconteceria se as ® fossem fungdes “chapéu”, isto é,

se se usassem aproximacoes locais lineares;

e ®F é continua em todo o dominio associado a y,,, mas nao é diferenciavel em todos os

pontos do seu suporte;

e eparacada k, int (supp (®F,)) N int (supp (®4,)) é nao vazio para um nimero reduzido de
indices j.
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O grafico da aproximacdo Y,, obtém-se colecionando a representacao grafica de cada
um dos polindmios locais Y,, 1, para L = 1, ..., N,,,, que origina uma funcao continua, tal como
ilustra a figura 2.11. Tem-se ainda que se y,, € C° (D,,), a funcdo interpoladora global Y, ~

In,, ym converge uniformemente para y,, em Do, [58].

X
1

Figura 2.11: Aproximacéo seccionalmente de grau 3 de f(z1,22) = (1 4 exp (20 (z1 + 22 — 1))) ", com a
malha projetada

Importa ainda deixar claro quais sdao os parametros efetivos de dependéncia da aproxi-
macao semi-discreta definida pela equacao (2.23). Y,, €, para cada instante ¢, uma funcao con-
tinua e seccionalmente polinomial que depende das amplitudes nodais (leia-se solucdo apro-
ximada em todos os pontos de interpolacdo) e da posicao dos vértices da malha espacial P,,,
mas ndo depende da posicdo dos restantes nos globais. De facto, a posicdo de todos os xme,
comi = 1,2, ..., f.(d), pode variar no tempo. No entanto, os pontos que ndo sdo nos de sepa-
racdo mantém sempre a mesma posicao relativa aos vértices do elemento finito A,, 1. Assim,

denotando por (X;) . a coordenada I do j-ésimo vértice da malha P,,, pode escrever-se que

m,j

- T
Y = Y ((XI)W. (t),1<I<d,j=1,.,N, ; YE@#), k=1, ...,Nm> . (2.25)

m

E importante observar que nao pertencem a esta lista de parametros efetivos todas as am-
plitudes em nés pertencentes a dD,,,, para cada m, que sejam fixadas por uma condicao de
fronteira (de Dirichlet, por exemplo). Por outro lado, todas as coordenadas de vértices que
se mantém inalteradas durante a simulacao, isto €, que ndao dependem de ¢, também deixam
de constar na equacao (2.25) (veja-se a figura 2.12). Note-se ainda que o movimento dos
nos de uma fronteira mével é definido por uma condicao extra, externa ao MEFM. Consequente-
mente, cada uma destas condicdes retira um parametro ao método por cada vértice da fronteira

movel, que se pode escolher como sendo a coordenada X; respetiva. Assim, as variaveis que
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permanecerem na lista completa definida em (2.25), que se reescreve como

m

T
Vi = Vo (X1),; (1), 1ST<d,j €Ty, 5 Yib(t), ke ) (2.26)

onde Y, C {1,2,..., M} designa o conjunto dos indices (ou super-indices) “ativos”, constituem
o conjunto dos parametros efetivos de dependéncia da aproximacao Y,,,. Note-se que Ty, =
T, (I), mas para ndo sobrecarregar a notagao omitir-se-a esta dependéncia sempre que nao
gerar ambiguidade.

Na figura 2.12, esta representado um sistema de elementos finitos num dominio retangu-
lar com uma fronteira movel (representada a cor vermelha). Os vértices desta malha espacial
inicial estao assinalados com diferentes cores, o que indica diferentes possibilidades para a

direcao do movimento das posi¢des nodais. Os vértices marcados a cor:

e azul, podem mover-se em qualquer direcao na vizinhanca da posicao inicial (ambas as

coordenadas sdo parametros do MEFM);

e laranja, tém o seu movimento condicionado ao dos vértices do respetivo elemento finito

pelo que as coordenadas da sua posicao nao integram a lista (2.26);

e verde, movem-se numa Unica direcao que esta assinalada a cor “magenta” (s6 um dos
X/ (t) é parametro de dependéncia de Y,,), porque um né de dD,,(0) tera que pertencer

a 9D, (ty), para 0 < t,;
e preta, mantém a sua posicao inalterada no tempo;

e azul claro, movem-se numa Unica direcdo com velocidade dada pela condicdo que define
o movimento da fronteira mével, pelo que o parametro X;(¢) respetivo nao faz parte da

relacao definida em (2.26).

2.2.2 Minimizacao dos residuos

Uma vez escolhidas todas as funcdes Y,,, m = 1,...,n, que aproximam, em cada ins-
tante, os elementos da solucao y = (v, ..., yn)T, do sistema de equacdes com derivadas parciais
(1.1) no dominio espacial D,,, entao os parametros de que dependem sao ajustados, de modo a
obter-se a funcdo que mais se aproxima, dentro de um certo critério, da solucao do problema.
A solucdo y pode ser considerada como uma variedade n-dimensional em R"*¢ que evolui no
tempo [70, 106], parametrizada pelo conjunto de parametros efetivos do método. Assim, os
pontos do grafico de cada funcdo coordenada y,, de y podem ser caracterizados pelo vetor
posicao

Sm(T,) = (X(7,1), ym (X(7,1),1)) , (2.27)
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X
1

Figura 2.12: llustracao das diferentes possibilidades para a direcao do movimento nodal (d=2)

onde T é um parametro d-dimensional com dominio limitado. Na seccao anterior, para cada ¢,

construiu-se uma aproximacao seccionalmente polinomial da variedade
‘Sm = {(X, ym(xf)) Xe DM} 5

discretizando o dominio espacial de y,,. Como a aproximacao Y,,,, definida por (2.23), pertence
a um subespaco linear de funcées de dimensao finita, entao lineariza-se y,, em torno de um
ponto base sy, = S, (70,t0) (fixando todos os parametros de y,,). So,, Vai mudando com o
avancar do tempo e pode ser constituido pelos vetores que geram a base do espaco linearizado
calculados em t,. Este subespaco linearizado, onde se projecta a solucdo y,,, € 0 espaco
tangente a S,,. Entdo, 9Y,,/0t também pertence a este subespaco e, atendendo a (2.26),

tem-se

Z > 3 (X1)m.j + Z vE, (2.28)

= 1J€TNvm )’HLJ keTNm m

onde () designa o operador d/dt( ).

A solucao aproximada Y, fica completamente determinada se, para cada instante, es-
tiverem definidos todos os parametros da lista (2.25). Nesta formulacdo do MEFM, os parametros
efetivos de dependéncia de Y,,, definidos em (2.26), sdo escolhidos de modo a que o residuo
da m-ésima equacao discretizada do sistema (1.1), dado por

oY,

Rm = =5

—Ln(Y), (2.29)

permaneca sempre ortogonal, em cada instante, ao subespaco tangente. Isto é equivalente

a dizer que a distancia de £,,(Y) a sua projecao ortogonal 9Y,,/0t deve ser minima. Em
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conclusdo, significa que se pretende minimizar a soma dos quadrados da norma L? dos residuos
das n equacoes com derivadas parciais discretizadas, com respeito a todas as possiveis escolhas

das derivadas temporais dos parametros efetivos de dependéncia de Y, isto é,

. - 2
nmin | . Z |R’"1/|L2(D,,L) , 1<1<d, (2.30)

(X1),5,Y; m—1

paral=1,...n,j €Ty, ek € Tg,. E importante realcar que, através deste processo, cada
equacao de derivadas parciais do sistema (1.1) origina um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias (EDOs) e que esta minimizacdo gera o movimento nodal de modo a otimizar a aproxi-
macao da solucao em cada instante. Em particular, num sistema fisico modelado por equacgoes
com derivadas parciais parabolicas em que o termo de difusdao € dominante, a malha espacial
tende para um estado estacionario, tornando-se localmente 6tima no seguinte sentido: é a que

produz o menor erro entre todas as possiveis malhas com a mesma conetividade [54, 69].

Neste momento, importa referir que, no MEFM, a maioria dos nés da malha tende a
concentrar-se nas regides em que a solucao apresenta gradientes elevados seguindo as frentes
abruptas no tempo, o que pode provocar distorcées no sistema de elementos finitos com con-
sequente perda de propriedades, originando singularidades na matriz do sistema de EDOs resul-
tante da minimizacao do funcional (2.30). Assim, para prevenir o aparecimento destes proble-
mas, € necessario adotar uma estratégia que evite que o movimento nodal seja completamente
livre, reduzindo a influéncia na solucdo das regides com grandes declives e penalizando as

situacoes potencialmente geradoras de singularidades.

A possibilidade de o mesmo polindmio representar as funcoes interpoladoras locais em
dois elementos finitos adjacentes de um dado sistema P,, ou a degeneracao da malha espa-
cial por coalescéncia de dois nos de separacao ou de um vértice com a aresta nodal oposta,
originando decomposicdes nao admissiveis de D,,, sdo os dois tipos de singularidades inerentes
ao MEFM e sao ambos discutidos em [28, 105, 108]. Em qualquer uma destas duas situacoes,

tem-se que a caracteristica da matriz de “massa” é inferior a ordem.

Para evitar a possivel indeterminacao na solucao do sistema de EDOs resultante da dis-
cretizacao por elementos finitos, adiciona-se um termo a (2.30) para cada m que penaliza o
movimento relativo dos vértices. O valor absoluto destes termos é suficientemente pequeno de
modo a que eles s6 tém um papel ativo no caso dos nds da malha estarem proximos de gerar
elementos finitos degenerados. Considerando as penalizacées do movimento nodal propostas

por Miller [69], estabelecidas independentemente para cada sistema de elementos finitos,
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obtém-se o problema de minimizacao modificado

i N . 2
. min . Z |Rm|iZ(Dm) + Z (GWL,LQ’ITL,L - Sm,L) 3 (231)
(X, m—1 I—1

coml1<i<d, l=1,...,n,j€ T, ekeTg,. A funcao Q restringida a A, 1, originalmente,
exprime a medida do respetivo elemento finito, isto é, Q,, 1, = Z,, . Ha outras possibilidades
para este funcional, como a que foi usada por Wacher e Sobey em [106]: Q,, ; = ao perimetro
de A, ao quadrado sobre Z,, ;. Na funcao objetivo (2.31), ¢, . € Sy, 1 representam os
coeficientes correspondentes a viscosidade internodal e as forcas do tipo mola desse elemento

finito, respetivamente, e sao definidos por

2 2 3 2
€m,L -1 C L C L C L
= | (Zm.L— i) A I <1+Z P ) . (.32
m, m,L

Estes coeficientes dependem de trés constantes, tais que 0 < Cﬁn,L < 1, a definir pelo utilizador
para cada elemento de cada sistema de elementos finitos do problema que se pretende resolver.
Note-se que ¢, ; representa a medida minima permitida de A,, ;. Diferentes escolhas do
valor destas constantes podem produzir diferentes movimentos da malha espacial, mas a opcao

tomada nao interfere na qualidade da solucao aproximada obtida com o MEFM [30].

2.2.3 Sistema de equacoes diferenciais ordinarias

O sistema de EDOs resultante da discretizacao por intermédio de elementos finitos é
obtido do problema de minimizacao modificado (2.31). Os pontos de estacionaridade deste

funcional (que se nota por) F sao definidos por

T
AF=0, A= 0 0 0 , (2.33)
a( k

X1); 0(Xa),;  0Y,

sendol=1,...n,j € Ty, ekeTg,. Observe-se que, na definicao de A, a segunda coordenada

. . T

sO tem significado se d = 2. No caso d = 1, este operador reduz-se a A = (% , ik) .

(X1)1,; 7 9Y)

Este sistema, que € uma aproximacao do sistema de equacdes com derivadas parciais (1.1),

permite determinar os parametros efetivos de que depende a aproximacao Y. Uma vez que as

amplitudes nodais ndo intervém na funcao Q, (que compde a expressao que define os termos
de penalizacdo) aplicando a formula de Leibnitz, de (2.33), obtém-se

n

m=1

( | RuliR,)ax+ S e (6 2@ms = Sur) (Gt s 0) A) —0, (.34
m L=1
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interpretando A como sendo

T
01 O0pa 03
O(X1),;  O(Xa); ovFE)

onde ¢; sao as componentes de .

Observe-se que, no residuo discretizado R,, (2.29), o funcional £,, nao depende de
nenhuma das variaveis do problema de minimizacdo; apenas 9Y,, /0t depende destas variaveis.
Por outro lado, se um dado vértice (pertencente a uma fronteira moével, por exemplo (veja-se
a figura 2.5)) for comum a dois sistemas de elementos finitos P,, e P;, as suas coordenadas
apenas fazem parte da lista de parametros efetivos afeta a uma das duas funcdes aproximadas

Y,, ou Y;. Assim, a partir da equacao (2.28), tem-se

9 T
En (Ri,..sRp)” =

Y,

% e, (2.35)

parav = (X;);; ouv = Yl’“, em que ¢; designa o [-ésimo vetor da base canoénica de R™. Daqui,

resulta que

(2.36)

T
AR, =AYy, 6 comA:( 0 4 8)

(X1 O(Xa); " OYF
Entao, reescrevendo o sistema (2.34) e utilizando o indice m em substituicdo de ! (inclusive na

definicdo dos operadores A e A), tem-se que

N,

/D Ron(AY)dx + 3 et (€mQmt = St ) (@t Qi 0) A =0, (2.37)

L=1

com m = 1,...,n. Intuitivamente, pode interpretar-se o MEFM como uma generalizacao do
método de Galerkin que obriga a que o residuo da m-ésima equacao com derivadas parciais

seja ortogonal ao subespaco linear de funcoes gerado pelos elementos de (2.26).

Para se explicitar e simplificar cada uma destas equagdes (2.37), é necessario, por um
lado, definir AY;, e (Qn.., Qm.1.,0)A e, por outro, calcular os integrais, o que sera feito na
seccao seguinte. A este sistema resultante da aplicacao do MEFM, é necessario juntar ainda a
equacao discretizada que define o movimento de cada nd pertencente a uma fronteira moével
(relembre-se que este é definido por uma condicao externa ao método). Obtém-se assim, para
cada m, um sistema de EDOs de grande dimensao nas variaveis listadas em (2.25). Logo que
sejam conhecidos os valores de todos os parametros para um dado instante ¢, pode definir-se a

solucao aproximada do problema.
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2.3 Equacdes gerais do MEFM para um modelo com fronteiras

moveis

Nesta seccdo, interessa definir todas as derivadas parciais que figuram no sistema (2.37)
e explicitar as aproximacoes das derivadas espaciais de Y,,, nos pontos do dominio espacial em
que nao existam. Posteriormente, desenvolvem-se e simplificam-se os integrais que intervém

nas equacoes que constituem o sistema de EDOs.

Primeiro define-se (Q,n.1., Qm.z. ,0)A, considerando a funcdo Q original, isto &, Q,, 1 =
Zm.1,- Atendendo a igualdade (2.9) e a definicdo da matriz da transformacao (2.8), pode ex-

primir-se a medida de A,  por

(X2~ (x0l, d=1,
D, I, = 1 (2.38)
op(1 op(2 (3
5 30 X [ - ()] d=2,
opE€S3

onde o, € uma permutacao par de S3, conjunto das permutacdes dos elementos de {1,2,3}.
Entao, a derivada temporal da area de um elemento finito (caso d = 2) é dada por

. 1 - - o

Zma =5 Y (K0S (K- = (X5 (2.39)

2
oc€Ss

com [ =1, se o é par, e I = 2, caso contrario. Daqui, resulta que

T
;T g 2 )7 Op 3 }T oi(2 }: oi(3

m,L m,L m,L

, (2.40)

(Qm,L 5 Qm,L,O)A = 5

onde X, ; = ij;(Ll)) e o; denota uma permutacao impar de S3. Tendo presente a observacao do
paragrafo imediatamente anterior a equacéo (2.35), tem-se (Qy.1., Q.1 ,0)A = 0, se X,,, ; ndo

é um vértice de A\,,, . Num problema unidimensional, tem-se simplesmente
(O 0)A = ((—1)1,0)" , com X, ; = X | (2.41)

sempre que nao se anular.

Pretende-se agora caracterizar AY,,, no dominio espacial onde nao é identicamente nulo.
Relativamente as derivadas em ordem a cada parametro efetivo “ativo” (X),, ; (observe-se que
Y, so depende deste parametro nos elementos finitos que tém X, ; como um vértice), estas

sao localmente obtidas recorrendo a derivada espacial respetiva da solucao aproximada [30],
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por
oY,
a(XI)mJ

OYm.L
81‘[

(X,t) = — (x, 1) L) (T—lL(x)) , sexelmp, (2.42)

m,

para algum i, € {1,...,d + 1}, tal que X, ; = Xﬁffg No que respeita as derivadas parciais da
aproximacao Y,, em ordem a cada uma das amplitudes nodais, que sdo parametros efetivos
inventariados em (2.26), obtém-se das equacgdes (2.23) e (2.24) que

Y, -
gy O6t) = @400 = 1 (Toi(0) . se x€ Ay Csupp (@h,) (2.43)

para algum iy, € {1,2,..., f,(d)} tal que ¢~ = x:r{:,L'

Deste modo, fica entdo definido AY,, e, no elemento finito A,, 1, reduz-se a

Nl p o) g -1 _YmiL ()

1
0x, mLo Ay m, L ’

T
AYm:<— 0t o z;i) , (2.44)

para alguns j;, € {1,...,d + 1}, tal que X,, ; = (“) eir € {1,2,..., f-(d)}, tal que ¢, = xf,iL
Consequentemente, a derivada parcial de primeira ordem de Y,,, em ordem a variavel tempo,

dada pela equacgao (2.28), restringida ao L-ésimo elemento finito, pode ser simplificada. Tem-se

Y, Y, o) ¥
e (x,) = —="E(x,1) > LD (v) (X)) +Zz V)Y (2.45)

Recorde-se que v = T,;lL(x), Vx € A, 1 € que esta transformacao foi definida em (2.8). Para

s

que esta derivada fique completamente definida é necessario obter as derivadas espaciais de

primeira ordem da funcao Y;,,.

Para calcular aym num ponto interior a A,, 1, atendendo a que %%77 0 Ton.1, € PY,
’ A

m,L

VAm.L € Pm, pode recorrer-se a férmula interpoladora de Lagrange, utilizando exatamente os
mesmos pontos de interpolacao que se usam para definir a solucao aproximada Y,,, no respetivo
elemento finito, desde que se conhecam as correspondentes derivadas em cada um dos nds de

interpolacao. Assim, para cada instante ¢, tem-se que

fr(d)
8an,L _ 6Ym,L i i
o (Tna0)) = 32 TG (T (01) £1(0)
(2.46)
fr(d) fr(d) ark
; t'(v) 2 mL 5y (’U ) , v Eint(D),

sendo a Ultima igualdade estabelecida a partir das equagoes (2.17) e (2.15) que definem a

solucao aproximada local. Mas, pela derivada de uma funcao composta e tendo em conta a
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equacao (2.10) que define a transformacao 7' , pode escrever-se

ork Z otk v,

_ (p—1y. T ok
92, = T (.,I)) AV (2.47)

(%J (’)x]

onde V denota o operador gradiente. Entdo, reescrevendo a equacao (2.46), obtém-se

oY, fr(d) Tfr(d) _
o (T, (v Z O) (T7D) S VE Ve (vY) v eint(D). (2.48)
! k=1
a;ém, que figura na expressao que define o

residuo discretizado R,,, em analogia com o que foi feito para a derivada de primeira ordem,
esta define-se por
fr(d) fr(d)

82Ym,L i k -1 T 1k (, i\ -1 ,
oz (Tm.r( Ze )Y YL (TN D) HE ()T D), v eint(D),  (2.49)
I k=1

sendo H* a matriz hessiana da funcao ¢*.

No entanto, para se obterem as derivadas espaciais de Y,,, hum ponto pertencente a
IN,,.1, € preciso mais esforco. Interessa relevar que nao foram exigidas condicées suficientes
de diferenciabilidade a Y,, e recorde-se que Y,, € £p, (2.32). Por conseguinte, é necessario
definir aproximacdes das derivadas espaciais de Y,, em todos os pontos de D,, em que nao

existam.

2.3.1 Regularizacao da solucao aproximada

Com o objetivo de regularizar cada funcao componente do vetor solucao Y, substitui-se
a aproximacao Y,,, por um polindmio cUbico de Hermite na vizinhanca dos nds de separacao (em
1-D) ou das arestas nodais (em 2-D), numa seccao perpendicular a aresta. Para economia de
escrita, expoe-se esta técnica de regularizacao restringida ao caso unidimensional. Assim, para
cada n6 de separagado X,, ;, com j = 1,...,N,, , considera-se uma sua vizinhanca Ve, (Xmj) =
{xeDy: X, — 3% <x<Xn;+ %}, com0 < g; < 1 e define-se o polindmio clbico de
Hermite H; que satisfaz as seguintes condicoes

M, (Xm,j + i) —Y,, (X,w + i) L (X,w» + ‘%ﬂ) - 88% (th,- + %ﬂ) . (2.50)

tal como apresentado na figura 2.13, a esquerda. Nesta figura, a direita, que ilustra a regulari-
zacao de 9Y,,/dz, o valor desta funcao nos dois elementos finitos consecutivos & m;_;(x) e

m;(x), respetivamente. Na vizinhanca de amplitude ¢, de X, ;, tem-se que o valor da derivada
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espacial da aproximacao Y,,,, tracada a cor vermelha, assume uma variacao regular dada por

Hi(x) = my, ().

Y;na'
Y;nl'
Yon()
YmO
Ve (Xm,j)
Xm,j_%j X'm,j Xm,j+-52j ij

Figura 2.13: Aproximacao clbica de Hermite da funcao Y,, na vizinhanca de um ponto anguloso X, ; (a
esquerda) e o valor de 9Y,,/0z em A, i1, Am ;€ Ve, (Xm ;) (a direita)

A solucao aproximada regularizada 17,”, definida em D,,(t), fica caracterizada por

N“m,
_ Yo (x,t), =€ Dp)\ Ve, (Xm,j)
Y (@,t) = ng ’ : (2.51)
,Hj(x)a T < Vsj (Xm,j) , J=1, ...,Nvm

Usando o desenvolvimento de Y,, e 2Y= em série de Taylor em torno de X,, ;, nos intervalos
) J

(X — 3 X j] € [Xomjs Xm,j + 3], obtém-se

, 2
M (Ximg) =5 (&T (X)) + e (Xi,j)> +01(g5),

m Y o 1 (0% o 0%Y,,
Hj (Xm,j) = — (637 (Xms) = 55 (Xm,j)> t3 (8332 (Xong) + 52 (Xiz,j)> +02(e5),

(2.52)
onde o.(¢;) representa um infinitésimo com ¢; de primeira ordem, isto &, lim,, ,0o0.(g5) = 0.
Fazendo ¢; — 0, Vj, tem-se que ffm —Y,,. Entao,

oY,,
ox

T 8i;7n T / N 1 8Y'7n — 6}/'rn +
(Xm.5) _sljlgo o (Xm.j) _Eljlinon(XmJ) D) ( Oz (Xm,j) + O (Xm,j)> - (2.53)

No caso de se pretender simular um sistema fisico modelado por equacdes com derivadas par-
ciais, em que no operador L figurem derivadas espaciais de ordem superior a dois, pode aper-
feicoar-se esta técnica de regularizacao aumentando o grau do polindmio de Hermite, de modo

a conseguir boas aproximacoes das derivadas nos pontos angulosos. As condicdes suplementares
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a impor para o conseguir poderao ser:

W (s = 5) = T (X2 5)

Finaliza-se esta subseccao, apresentando os resultados obtidos para definir o valor do
limite de qualquer integral na vizinhanca do ponto anguloso X,, ;, que eventualmente surja
por aplicacao do MEFM ao modelo considerado neste trabalho. Estes resultados, que serao
usados na simplificacao das equac¢des que constituem o sistema de ODEs, estao sintetizados no
paragrafo seguinte.

Seja f(z) = f(z,u,2) uma funcao continua e finita para todos os valores das suas
variaveis de uma dada regiao de interesse S, que admite derivadas parciais continuas e finitas
de qualquer ordem em todos os pontos de S. Suponha-se que cada funcao u,, = u,,(x), m =
1,...,n, € continua e finita em todo o seu dominio, é seccionalmente polinomial, podendo a sua

representacao grafica apresentar um numero finito de pontos angulosos X,, ;. Entdo (veja-se

[80]),
, _du\ [~ o\
(a) i, vaj(xm,j)f(x’u’dﬂf) (w(x)’axm) =0,
_ _da\ iy (~ 00\
o [ 00 E) (W”’a)cm) "

"X~ . /X+ ) T
) </¢)(Xm’])’_w( m]);w( m,])) 7

1

du,,

f(Xm.,j) (dl‘

_ du,,

X+ dzr |-

m,j m,j

onde ¢ designa a aproximacao da funcao 1, em V., (Xom,;), por um polinémio de terceiro grau
que satisfaca as condicoes (2.50). Nas duas equacOes anteriores, i) representa uma funcao
continua e seccionalmente polinomial em [X,,, ; — 5, X, ;| € [Xonj, Xomj + 3]

Termina-se, referindo que so se assegura que nao ha erro de truncatura ao calcular os
integrais na vizinhanca de pontos angulosos, se forem do tipo (a) ou quando f nao for funcao
de %. Se f for também funcédo de %, havera um certo erro que depende da diferenca das

derivadas laterais de u; em X,, ;, com i = 1,...,n. No entanto, ha que notar o seguinte:

e se X,, ; ndo é um ponto anguloso para uma dada funcéo u,, entdo essa diferenca é nula

e, por isso, a maior parte dos termos das expressoes dos erros sao nulos também;

e como u; € uma funcao polinomial em cada subdominio limitado por dois pontos angulosos
consecutivos, entdo a diferenca referida devera diminuir a medida que se aumentarem os

graus dos polinomios que definem u;, em cada um destes subdominios.
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Pelas razoes apontadas, consideram-se como razoaveis as aproximacdes obtidas para os inte-

grais do tipo (b).

2.3.2 Desenvolvimento das equacées e simplificacao dos integrais

Nesta subseccao, apresenta-se com rigor, a simplificacao dos integrais que aparecem nas
equacoes do sistema (2.37), para cada m = 1,...,n, considerando a aproximacao regularizada
Y,, e decompondo-os de modo a fazer intervir as vizinhancas de todos os nds de separacéo (se
d=

1) ou de todas as arestas da malha espacial bidimensional (caso d = 2). Assim, tem-se

N,
/D ) Ron(AYy,)dx = Z ( J}Lrg() /A

N ym
Rm(AYm)dx> + ) (hmo / ﬁm(Af/m)dx> ,
EK— v
K=1 €K

L=1 ™
(2.54)
_ (. @\ o Ae & : - s
onde e, = (& ns-Emp e A;, ; € um aberto contido no respetivo elemento finito

definido por
d+1

€ A

m,L — m,L\ U 7/5@) .
= L
i=

No terceiro integral de (2.54), R representa o residuo da m-ésima equacao discretizada,
definido pela equacéo (2.29), em que a solucdo aproximada Y é substituida pela solucao apro-
ximada regularizada Y= ()71, cny ?n)T e 7., denota a vizinhanca de amplitude ¢, do K-ésimo
elemento nodal (uma aresta da malha espacial, se d = 2). No caso d = 1, tem-se ¥, =
Ver (Xom,x)-

Daqui em diante, apontam-se os pormenores da deducao para d = 2. No caso unidimen-
sional, a simplificacdo dos integrais obtém-se de forma analoga. Comeca-se por se considerar
uma vizinhanca aberta retangular de cada aresta nodal de P,,, tal como ilustra a figura 2.14,
para o L-ésimo elemento finito. Assim, ”I/ESRL € o interior do conjunto constituido pelos pontos
dos segmentos de reta de comprimento efﬁL, centrados num ponto da i-ésima aresta de A, 1,

(@)

m,L

— que se passara a designar por I' —, e perpendiculares a referida aresta, isto &,

(%)

, 7 r . 14 . L 6

Vo =int U {jz + a0 ol & unitario e ortogonal a T, A A < WQLL}
m,L ’ 17 7

ier‘i:;)‘L

Sejam 72 |, a transformacdo de A em A¢ ; definida por (2.8) e XﬁfﬂL +w(emr), 0

i-esimo vértice de A3, 1, com w@(e) # 0. Pode provar-se, por um lado, que

Ton,p(V) = T, (V) + w(l)(sm’L) + M€ v,
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XD,

1
X2,

Figura 2.14: Ilustracao da vizinhanca aberta de cada aresta nodal de A,, 1 (d=2)
com Me(:,5) = wUH(e,, 1) —wM (e, 1) €, por outro lado, que
det(T¢) =d (Z,r + 0(€m.L)) »

onde T° € a matriz da transformacao 7, ;. Atendendo a que limc,, , o0 w@(e) = 0, obtém-se

lime,, , 0 0(€m,r) = 0. Daqui, resulta que

e,,,Ll,iLni»o . F(x)dx = e,,,Ll,iLHi)o R F Ty p(v)det(T¢)dv =d Zy, 1 /A F(Tm.(v))dv, (2.55)
L
sendo F' uma funcao continua em A, 1.

Comeca-se pelo primeiro somatorio do segundo membro da equacao (2.54). Tendo pre-
sente as equacoes (2.42) e (2.43), pode afirmar-se que todas as parcelas deste somatorio sao
nulas, exceto as que se obtém para os elementos finitos contidos no suporte da funcdo basica
associada ao no global cuja posicao ou amplitude é o parametro efetivo “ativo”. Assim, esta-
beleca-se que X, ; € o k;-ésimo nd global e que o suporte da funcao ®F, é constituido por s

elementos finitos da respetiva malha espacial, isto &, X,,, ; = £ e supp (@) = U, Aot

m

respetivamente. Entao, o somatorio referido reduz-se a:

S()
> lim Ron(AY;n)dx | | (2.56)
€m,Lg —0 AE
s=1 m,Lg
onde s,y = sy, has equagoes associadas as posicdes nodais, e 5(.) = sk, Nas equagoes associadas

as amplitudes nos nos globais. Relembre-se que a definicao de AY,,, num elemento finito é dada
por (2.44).

Atendendo agora as equagdes (2.29) e (2.45) que definem o residuo R,, e a derivada
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parcial de primeira ordem de Y,,, em ordem a variavel tempo, restringida ao L-ésimo elemento

finito, respetivamente, substituindo (2.46) em (2.45), fixando o dominio de integracao no ele-

mento finito de referéncia, através da mudanca de variavel x = 7 ;

equagao (2.56) resulta param =1,...,n, j € Ty, ([)ek e Ty , que:

lim
€m,Lg —0 AE

m,Lg

m (A}/’m ) dx =

fr(d)

Yo,
Z A2 Zvlva,j 9 Le
T1 XL
d+1 d fr(d)
8Ym L fr(d)
- d Zm L ayVm.Lg
2.2 2 .|, o | X et T

M=11I1=1 i=1

_Al (Za 7:87 M)

- A @717 s
Z (0,1, J) fm
fr(d) £ () N
+dZ,,. 1. Z c . 0Y L YoL
sbus , _ A 2’17 R syls m,Ls
i=1 ; 16,0, 56) 0xq |y
= m,Lg
Ai,is)
fr(d)
8Y’m L
- B; (I,Ls,m 2
; ' Oy |,
fr(d)
—dZ, 1. Y, .
Pl =N B Lem oLs
=1 81‘d xin,LS

Blis, Ls,m)

(v) e usando (2.55), da

(2.57)

onde A é uma matriz quadrada de ordem f,(d) e A;, A, sdo arrays tridimensionais com 3 e 9

paginas, respetivamente, definidos por
Alvia) = [ £(0) e w)av.
/Ez L(]\f )EZ( )d

Z 75,7

A (iyis, P, ) /4’ (v) £ (v) LY (v)dv,

com pyr; = M +3(js — 1), para alguns js € {1,...,.d+ 1} ei; € {1,2,...

?f’!'(d)}y tais que X””J =
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X(]‘L e 5 = xjnL Na equagao (2.57), B(i,Ls,m) e B;, (i, Ls, m) representam integrais do
tipo
(i, Ls,m) = / Lon(Vlx=ti 1. (0 )gi(u)dv,

Bjs(i7LS>m) :/A L (Y) x T, L (V) gl( )L(jS)('U)d'U~

Considere-se agora um termo genérico do segundo somatorio da equacéo (2.54), associ-
ado a K-ésima aresta da malha P,,. Para o calculo do respetivo integral, segue-se a estratégia
proposta por Coimbra em [28], considerando uma mudanca de coordenadas de modo a que, no
novo sistema, a referida aresta esteja contida no semieixo positivo das ordenadas e com um
extremo no ponto de coordenadas (0,0). Assim, suponha-se que A,, 1. € o primeiro elemento
finito que contém a K-ésima aresta global e que esta é a i-ésima aresta de A, 1., para algum
i € {1,...,d+1}. Interessa, neste momento, referir que, tal como as figuras 2.7 e 2.8 sugerem,
a orientacao definida para a aresta F , éde X . para X, ”1) ,sei<d,oude X ., para X( )
sei=d+ 1. Sejaypr : R2 — R?a transformagao de coordenadas definida pela composicao
da translacdo associada ao vetor de origem O (ponto de coordenadas (0,0)7) e extremidade

X(i)

m,Lg?

seguida de uma rotacdo de amplitude 0x radianos, sendo 0x a medida do angulo (no
sentido positivo) que o semieixo positivo das ordenadas forma com o vetor constituido pela

aresta '’ )L com a orientacao introduzida. Entdo,
X =ox(n) =X, +Rjn, (2.58)
onde Ry, € a matriz ortogonal da rotacdo, isto é,

cos Ok sin O
Ry, =

—sin 0 cos Ok

Tendo presente a definicao de Rom, apresentada imediatamente a seguir a (2.54), e

efetuando a mudanca de variavel x = px(n7), definida por (2.58), visto que det (ROTK) =1, pode
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escrever-se

aK 2 ? ~
lim R (AY,,)dx = / lim 8—m(AYm) dny | dnso
ex—0 %K 0 ex—0 _E;{ ot x=x (1)
ax 43 ~ 9Y aY ) 9%V,
— li AY,, d d 2.59
/0 e ek Z ( ’83:1 3a:d> 83:1 el ) m | )
2 L=l x=px(n)
ax = [ ~9Y aY)\, -
_/ lim 9m (X,t, Y7 ) > (Aym)‘| dnl an )
0 ex—0 | ek Ox1’ Oxq
2 L x=pr(n)

onde ax denota o comprimento da K-ésima aresta da malha de elementos finitos P,,,

Y, oY,, Y,
m — m m R :, I
Oz ( om0 ) orc (1)

e

e o 0\’ =

8733‘% =(-1) <sm(0K + I) 8771 + cos(fx + I) 8772) Yo, (2.60)
com 22V, = Y,

Ty Ym = e Os resultados apresentados no final da subseccao anterior permitem
concluir que o segundo e o quarto limites de (2.59) valem zero. Em relacao ao terceiro limite

da referida equacao, substituindo (2.60) em (2.59), obtém-se
lim / ’
ex—0 7671(

. 2 .2 82}7,” s
lim [(F1)m cos® Ok + (Fa)p, sin® O] | (AY,,)

d 2"'
ZF]W, AY) d?’]1:h+12+13:
I=

x=¢(n)

d
ex—0 EK X=pr(n) 877% x=px (1) "
(2.61)
K d v
f 9%y,
li —1) [(F) sin(20 —T (A d
+ lim i@ VAED)m 00wy 5,0 AYm)| o dm
= 92Y. -
li F}),, sin® 0 F5)p cos? 0 dn .
+5KH30 —K [( m S B - () cos K”x:“”((") o3 ( x=p5(n) n

A m-ésima componente de Y, restringida a uma seccao perpendicular a an)L, contida

em ”f/m , € definida por um polinémio clbico de Hermite nas condicdes (2.50) e coincide com

Y., em Af . Fazendo uso, novamente, dos resultados estabelecidos na subseccao 2.3.1,

conclui-se, a partir do caso do tipo (a), que sao nulos o terceiro e quarto limites de (2.61) e, a
partir do caso do tipo (b), que

oY,
O+m) O

. oY,
ly = [(F1)m cos® Ok + (Fb)p sin® O | }x:w((o ) (31}1

) (AYn) |x:<PK(O=772) '
(0=,m2)
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Assim, normalizando o intervalo de integracado através de 1, = ax v de (2.59), resulta que

1
i R % ~ 2 .2
EEIEO y Rm(AYm)dX_ —ClK/O [(Fl)mCOS 9K+(F2>m51n HKHX:@K(OﬂKV)
K
(2.62)
d
T Y, oY,
X sin (I— — QK) m _ m (A, o,
;[ 2 Oz e (0F,axv) Ozy e (0~ ,akv) x=ex (0.axv)
onde
aY oY
(Ff)m|= v :(F1>m QDK(O,(ZKV),t, Y| V) o [~ )
x=pK(0,axv) vr(0,axv) o0x1 oK (0,axr) 0xg ox (Oaxv)

e, Y| e XX

ox(0axy) € Bar representam a aproximacao da solucao e a sua derivada par-

er(0,axv)
cial de primeira ordem em ordem a z;, respetivamente, calculadas num ponto genérico da

K-ésima aresta global. O valor da [-ésima funcao componente do ultimo vetor é determinado
diretamente a partir de (2.48) se vk (0,ax ) € um ponto interior a um dos elementos finitos de

P, ou pela média entre as derivadas a esquerda e a direita em ¢ (0, axv), isto é,

Y, 1y Y,
dxy o (0,ax0) T2 (‘95”1 o (0+,axv) dxy <pK(o,aKu)>
(2.63)
R A Nir,
o2 ( Oy 0 (0,axv) Oy LpK((),aKV)> 7

ainda definidas através da equacdo (2.48), no caso de ¢ (0, axv) pertencer a uma aresta nodal
da malha espacial P;. Note-se que, na equacao anterior que é obtida de (2.53), L, e Ly
representam os nimeros do primeiro elemento finito e do outro elemento de P;, que contém a

K-ésima aresta global, respetivamente.

No entanto, atendendo a (2.44) que define AY,, no elemento finito A,, 1 e, por um
lado, em virtude de a j;-ésima coordenada triangular ser nula numa aresta que nao é incidente
a XfffL) e, por outro lado, devido a que a funcao interpoladora basica local associada a xfn,L ser
identicamente nula numa aresta de A, ;, que ndo contém o referido no, entao as parcelas nao
nulas do segundo somatorio de (2.54) correspondem a arestas incidentes a X,,, ; ou a arestas que
contém o nd global ¢* . Assim, se a K-ésima aresta global nao ¢ incidente ao j-ésimo vértice,
nem contém o k-ésimo né de P,,, tem-se que o segundo membro de (2.62) é identicamente

nulo.

Por ultimo, analisam-se os casos particulares que surgem quando a K-ésima aresta per-
tence a fronteira do dominio espacial D,,, para algum m. A orientacdo introduzida para as

arestas no paragrafo imediatamente anterior a (2.58), € tal que, sempre que a aresta esta
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contida em 9D,,, nao existe o elemento finito designado por Lg. Assim, a avaliacao de

aYm,LR

e efectua-se fazendo intervir a condicao de fronteira ou € imposta externa-

¢r(0,axv)

mente atendendo ao conhecimento que o utilizador tem (da solucdo) do problema especifico
que pretende resolver.

Com o intuito de exemplificar, suponha-se que a condicao de fronteira existente nao

fixa o valor da amplitude em cada um dos pontos da K-ésima aresta, isto &, é do tipo

8ym

=Fy(zs,t,ym), I,Je{l,2}eJ#1I. (2.64)
al'[

Entdo, esta condicao é introduzida em cada EDO associada a um nd global pertencente a

referida aresta, do seguinte modo:

OYm.Ln
6951

= Fp(x‘l’ 2 Ym)‘@K(OﬂfKV) ’
vk (0,ax V)

No entanto, a derivada parcial em ordem a z;, que também aparece na equacéao (2.62)
e traduz o que se passa no lado exterior da fronteira, relativamente ao dominio da variavel
espacial, ja nao podera ser expressa pela condicao (2.64). Neste caso, pode encarar-se a

hipétese de haver continuidade desta derivada, ou seja, admite-se que

o1 OV,

ox g Ox g

¢r(0,axv) oK (0,axv)

Infelizmente, procedendo deste modo, pode perder-se informacao relevante para a correta
definicdo das EDOs associadas a um né contido na K-ésima aresta. De facto, se D,, for um
dominio retangular, todos os integrais (2.62) sao nulos, esbatendo-se assim a contribuicao para
o sistema de EDOs dos integrais que provém da regularizacdo da solucdo. Em alternativa, o
utilizador pode arbitrar esta derivada, impondo-a externamente de acordo com a solucao do
problema. Refira-se ainda que, se se tiver uma condicao de fronteira de Dirichlet a dificul-
dade mencionada mantém-se, podendo mesmo ser necessario arbitrar valores para ambas as
derivadas, em ordem a z; e em ordem a z,. Isto acontece quando a condicao de fronteira fixa

o valor de Y,,(¢x(0,axv),t) numa constante.

2.3.3 O calculo dos integrais

Nas EDOs deduzidas na subseccao anterior, aparecem alguns integrais que apresentam

diferente tipologia e que se agrupam numa das trés classes seguintes:

e integrais de polindomios, definidos imediatamente a seguir a (2.57) e que figuram na matriz

do sistema simplificado de EDOs;
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e integrais que envolvem as derivadas espaciais da solucao aproximada, caracterizados ime-
diatamente apds a definicdo dos integrais do primeiro tipo e que surgem no segundo

membro das EDOs;

e integrais sobre uma aresta da malha, que aparecem apenas no segundo membro do sis-

tema de EDOs, no caso d = 2.

Como a funcao integranda dos integrais do primeiro grupo € um polinémio (de grau 2r,
2r 4+ 1 ou 2r + 2), entao estes integrais podem ser avaliados exatamente. Esta escolha obriga
a catalogar o valor exato dos trés tipos de integrais que constituem a matriz A (veja-se [55])
e os arrays tridimensionais A; e A,, respetivamente, para varios valores de » > 1. Todavia, os
integrais inseridos nos outros dois grupos tém, por um lado, funcdes integrandas dependentes
do tempo, pelo que tém que ser recalculados em cada instante e, por outro lado, uma maior
complexidade que depende das funcoes (Fy),, € gm, I = 1,d, que definem o operador L,,(Y),
pelo que pode ser dificil obter o seu valor exato. Assim, optou-se pelo calculo de todos os
integrais recorrendo a integracao numérica.

A implementacao do MEFM para a simulacdo de problemas com dominio espacial bidi-
mensional envolve o calculo de alguns integrais no triangulo de referéncia, definido em (2.7).
Para se avaliarem estes integrais por integracao numérica, pode optar-se pelo uso de formulas
de quadratura de Gauss simétricas [32, 110] ou quadraturas associadas a produtos tensoriais de
férmulas de integracao de Gauss-Jacobi [49, 77].

As primeiras estdo relacionadas com a geometria do dominio de integracao e a possivel
simetria que ele apresenta e sao invariantes para qualquer permutacao das coordenadas bari-
céntricas, isto é, se v' = (L(”,....,L(d“))T € um ponto de quadratura em A com peso de
quadratura w*, entdo (L"), ...,L(U(d“)))T, com o € Ss, também é ponto de quadratura em

A, associado ao mesmo peso w*. Para qualquer integral inserido no primeiro grupo, tem-se
1 q
/AFA(-)(U) dv ~ gzwLFA<.>(UL), (2.65)
=1

em que w, é o peso da quadratura em v* e Fa, denota a funcao integranda de um integral da
matriz ou array A.y. Existem, na literatura, varios trabalhos que tratam do desenvolvimento de
quadraturas de Gauss simétricas para o calculo aproximado de integrais num dominio triangular
[32, 35, 63, 107]. Nesta tese, usam-se as formulas de quadratura de Gauss descritas por Zhang
em [110], com um ndmero de pontos de quadratura suficiente para que os integrais que figuram
na matriz de massa, do sistema de EDOs, sejam calculados sem erro de truncatura.

E importante relevar que toda a informacéo sobre as formulas de integracdo de Gauss

simétricas, documentada nos trabalhos mencionados no paragrafo anterior, esta limitada ao
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grau de precisdao 20. Entdo, para se obter uma maior precisao no calculo dos integrais que
envolvem as derivadas espaciais da solucao aproximada, se for necessario, dependendo do
operador L,,(Y), as estimativas destes integrais podem ser obtidas através do produto de
duas quadraturas em 1-D, em alternativa a formula (2.65). Varios autores usaram esta abor-
dagem com base na transformacado do triangulo num quadrado, para obter, de certa forma
por via indireta, uma quadratura para um dominio triangular [49, 62, 77, 92, 97]. Assim,
seja U a transformacdo do quadrado [0,1]?> no elemento finito de referéncia, definida por
UK) = (¢, (1 —¢))" e ilustrada na figura 2.15. Usando a substituicdo v = U (¢) e ¢

pontos de quadratura quer em (;, quer em (,, obtém-se

B = [ Fa,wyav= [ G </0 ' Fa, W (<>>d<2> a6,

onde v“* =U ((C{,C;)T) e w" é o peso da quadratura de Gauss-Legendre em 1-D associada ao

t-ésimo ponto de quadratura. Note-se que uma quadratura obtida através desta abordagem nao

Figura 2.15: Quadrado [0,1]? (& esquerda) e o seu transformado A por U (a direita). Os elementos
correspondentes estao a mesma cor

€ simétrica, pois ha uma maior densidade de pontos de quadratura junto de um dos vértices
do triangulo. Utilizando a transformacao U/, os pontos de quadratura vao concentrar-se na vizi-
nhanca da origem, vértice de A assinalado a cor preta, rareando cada vez mais na proximidade

da aresta oposta, assinalada a cor amarela (veja-se a figura 2.15).
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Os integrais que constituem o terceiro grupo apresentam a seguinte tipologia:

1
C(i, K,m) = / [(F1)m cos® O + (Fa)m sin® O] |,
0

e
x+ 81}[

xi {sin (IngK) (363;;;

I=1

e (i 0) v

1

Cr(Gs Kym) = / [(F1)m cos? O + (F)m sin 0] |,
0
d
sin (12 W | _ ¥ .| G (71
X Iz:: |:§ln (12 9K> ( oxy o oz 1 x>:| ( 0z, XL (TWLLS (X)) dv,

1

onde X = px (0,axv) € XT = o (0, axv). Calculam-se recorrendo a integracao numérica, por

quadratura de Lobatto, utilizando ¢,,, pontos de quadratura. Assim, tem-se

dm
Cry~ Y whFo, (),

=1

em que w’, € o peso da quadratura em v}, e Fc., denota a funcao integranda de C|.). Os pontos
interiores de quadratura v*, com . = 2, ..., ¢, — 1, sdo as raizes do polinémio de Jacobi de grau

gm — 2 caracterizado pela funcao peso W (v) = v(1 — v) (Villadsen e Michelsen [103]).

Termina-se esta subseccao, apresentando uma sintese dos aspetos fundamentais do cal-
culo dos integrais, no caso em que D,, € unidimensional. Tal como no caso bidimensional,
os integrais que constituem o primeiro grupo sao calculados sem erro de truncatura, recor-
rendo a uma quadratura de Lobatto. Situacoes particulares surgem quando o extremo X,, 1, ou
Xom.N,,+1, €sta fixo e ndo é usado como no6 de nenhuma das malhas definidas no dominio espacial
comum. Neste caso, usa-se uma quadratura de Radau a direita, no primeiro elemento finito,
ou de Radau a esquerda, no ultimo elemento finito, respetivamente. Os pontos interiores de
quadratura sdo as raizes do polinomio de Jacobi de grau apropriado, caracterizado pela funcao

peso W(v) =1 —wv ou W(v) = v, respetivamente [103].

No que se refere ao calculo dos integrais do segundo grupo, o dominio espacial comum
€ decomposto numa malha Unica, mais fina, constituida pelos pontos de separacao de todas
as particoes, de modo a assegurar o calculo muito mais preciso dos integrais que envolvem as
derivadas espaciais da aproximacao Y,,,, se o elemento finito em causa contiver frentes abruptas
correspondentes a outras variaveis. E relevante referir ainda que nao foi implementada uma
estratégia analoga a esta no caso 2-D, devido a complexidade dos poligonos que se podem obter

da interseccao de duas malhas triangulares.
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2.3.4 Tratamento numérico da fronteira movel

As varias abordagens existentes para a simulacdo de modelos matematicos de sistemas
fisicos evolutivos com fronteira madvel diferem na forma de tratar esta fronteira. Como foi
referido anteriormente, o MEFM determina a posicdo fronteira movel como parte da solucéo,
para cada instante em que se obtém a solucdo numérica do problema. Assim, represente-se por

Q; o dominio espacial do problema, definido por

e considere-se que dD,, = T'y(t) UTr, onde T'y/(¢) e T'r representam a fronteira mével no
instante ¢ e a parte fixa da fronteira do dominio espacial associado a y,,, respetivamente. A
técnica usada para localizar I'j; consiste na introducao de um conjunto finito de nés X, (t) que
descrevem a posicao da interface mével. Com esta estratégia, que esta ilustrada na figura 2.16
para um problema de mudanca de fases, com mais do que uma fase de interesse, implementa-se

uma decomposicao de ).

fa S e I ‘-u“nvv.ﬂ.“.nu“-v-an-n-.“ fa Se I I

D 1 (O] Dz(f )

X
1

Figura 2.16: Aproximacao seccionalmente linear de I"j; definida pelos nds assinalados a cor vermelha

Além disso, e de acordo com o que foi dito na subseccao 2.2.1, no processo de discretiza-
cao do dominio espacial bidimensional, o conjunto de nés X, (0) determina uma aproximagao
seccionalmente linear de T');(0) e, consequentemente, vai induzir a particdo do dominio da
variavel espacial de cada funcdo componente de y. Assim, ha uma forte dependéncia entre a
discretizacdo de D,,(0), por intermédio de elementos finitos, e a discretizacao de I'y;(0). E
importante salientar ainda que uma particao nao suficientemente fina, de uma interface maével
que desenvolve curvaturas acentuadas e varios extremos relativos (relembre-se que se admite

a hipétese de que os pontos pertencentes a uma interface possam ser definidos por funcao da
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variavel de espaco, e que esta funcdo pode desenvolver varios extremos no tempo), pode con-
duzir a erros na descricao poligonal da regiao associada a cada fase. Erros esses que podem ser

determinantes para a qualidade da solucdo numérica.

Pormenoriza-se, agora, a implementacao da condicao que define o movimento da fron-

teira, para d = 2. Assume-se que a velocidade normal V' da fronteira movel é dada por

_ 6y’"b

V= on

, t>0.

E necessario discretizar esta equacéo para se poder inclui-la no sistema de EDOs que se obtém
do problema de minimizacao (2.31). Assim, considerando que € nula a velocidade tangencial

T
deumnod X, = ((Xl)s, ,(XQ)Si) , obtém-se

d

d
> nilx,, (X1)s, ==Y n
I=1

I=1

X.. , (2.66)

Yo,

Ox

onde n;|, representa a I-ésima coordenada do vetor normal a fronteira movel, calculado
)

em X,,. Duas questOes pertinentes se levantam neste momento: por um lado, como definir

a aproximacao do vetor normal a I"j; em cada instante e, por outro lado, como calcular as

derivadas espaciais presentes na equacao (2.66) num vértice da malha P,, que pertenca a I'y,.

Relativamente a primeira questdo, considera-se como razoavel a aproximacao obtida
normalizando o vetor resultante da soma dos vetores normais exteriores aos dois lados nodais
(da fronteira movel discretizada) incidentes ao respetivo vértice. Na figura 2.16, esta represen-
tado o vetor normal exterior a fase I, no ponto de aplicacao. Refira-se ainda que a aproximacao
de n|ij obtida atraves desta estratégia, & tanto melhor quanto maior for o nimero de nos X,

considerados inicialmente.

Para o calculo das derivadas espaciais presentes em (2.66), usa-se a seguinte estratégia:

Sky
Xs; Ski o1 Oy

oY,
8x1

Xs .
J

€ a média aritmética das derivadas locais.

Note-se que, por cada vértice X,, em que € imposta uma condicao (2.66), perde-se um
parametro efetivo do método, que pode ser escolhido como sendo a I-ésima coordenada desse
no. Assim, incorpora-se a equacao discretizada (2.66), que esta associada a (XI)Sj e é externa

ao MEFM, no sistema de EDOs resultante da discretizacao por intermédio de elementos finitos.

Sublinhe-se, por fim, que pode ser necessario estabelecer outra EDO associada a “se-

gunda” coordenada de cada vértice da fronteira mével, que é parametro de dependéncia da
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aproximacao Y. Esta EDO é dependente do problema a simular, podendo resultar do processo
de minimizacao, se se pretender que (XJ)sj seja um parametro efetivo do método ou, em al-
ternativa, ser imposta externamente, obrigando a que os nés X, se movimentem segundo uma

direcao especifica.

2.3.5 Equacoes gerais do MEFM

Neste trabalho, pretende-se determinar a solucdo numérica de problemas evolutivos
com fronteira moével, por aplicacao do MEFM. Assim, foi considerado o seguinte modelo genérico
de um sistema fisico com uma, duas ou trés fases, admitindo que a posicao da fronteira do
dominio espacial associado a cada fase, na totalidade ou apenas em parte, pode variar no

tempo:

. d . . . . .
o i i oy oy %y i oy' oy
at - Z (FI) (xat7y ) axl ) 5xd 3x? +g Xat7y7

= 7 (2.67)

=110,

em que:
e X et sdo as variaveis independentes de espaco e tempo, respetivamente;

T T T ~
e y=(y ¥ ¥y")Y = bl )T = (W1, -, yn)” € 0 vetor solucdo, das

funcdes associadas quer a fase I, quer a fase Il ou a fase Il do sistema fisico;
® Ym = ym(X,t), cOMt>0ex e D,,(t) CRY, param = 1,...,n.

Cada variavel dependente do sistema anterior esta sujeita a uma condicéo inicial, tendo-se

para a m-ésima variavel

D'(0) se m<mn
ym(X7 0) = yOm(X)a com X c Dm(o) = D”(O) se ni<m<n +ny - (268)

D”'(O) se mi+np<m<n

Em 8D,,, considerou-se a hipotese de poderem existir condicées de fronteira de Dirichlet e,
mais genericamente, condicdes de fronteira de Robin, visto que, em termos numéricos, o trata-

mento dado a cada uma delas é diferente. Assim, pode ter-se

Ym | + &;l(t) ym|xeaDm = Bm(l‘Jvt) x€oD,, , I, Je {Ld} eJ 7é I. (269)

Finalmente, admitiu-se a hipotese de que os pontos pertencentes a uma interface possam ser

definidos explicitamente por x; = h'(x,t), para algum i € {I.1l,1ll}. Neste caso, o movimento
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da fronteira movel é definido através da relacao,

oh! gy 0
i w' ( y, 7y 783/ ) ) (2.70)
Zd zr=h(z7,t)
em vez da equag¢ao, mais geral,
OYm,
_ _ ) 2.71
\%4 on t>0 ( )

que determina a velocidade normal V da fronteira mével. Note-se que a equacao (2.70) é usada

no algoritmo so6 depois de v, zf—y e aa—y terem sido substituidas pelas respetivas aproximacoes
1 Td 5

expressas em termos das diferentes variaveis que resultam da aplicacdo do MEFM. Assim, para

cada n6 X,,, pertencente a fronteira movel definida por z; = hi(xy,t), obtém-se

on’
0X (X1)a,=h((X1)s, 1)

ar ar))
01’ 92 )| (x,), =((x1)0, 1)

(X1)s, = (Xg)s, + w' (ij,t, Y, (2.72)
Entdo, tém-se as seguintes EDOs para descrever o MEFM quando aplicado ao modelo

genérico descrito no inicio da presente subseccao:

1. equacdo associada a (X )., ;, J-ésima coordenada do j-ésimo vértice da malha espacial

P’rn; com 1 < J < d, ] € TN,UM(J) em= 1,...,7’L,

d+1 d oY, 1 fr(d) DY 1. )
m,Lg m, y
Zdzm Ly Z Z Z aib'] . Z A2 Zal7pMj) ax.] . (XI)m,Ls
M=11I=1 i=1 m,Ls =1 m,Lg
fr(d) fr(d)
8YYmL i
+ Z Z Al 1117]8) 'r?l,LS
i=1 =1 Oz X L,
Sy et = X)) S & (KDt = (Ke-n)) o an)
+Z em,,LS 2 Z 2 (Xl)m,LS
s=1 M=1I=1
' fr(d) Y, 1 Srj
= dZz, — B;. (I, Ly,m) — === Cy (Js, Ks,
Z L ; (I, Ls,m) 6rs |y Jr;am 7 (Js, K, m)

)(0(2)) (X3 )(U( )

m,Lg m,Lg

2 )

Sk]. (
+ E Gm,LSSm,Lb
s=1

com pa; = M + 3(js — 1), para algum j, € {1,...,d + 1} tal que X,,, ; = anfL ,onde o é
uma permutacao par de Ss, se J =1 (ou I = 1), e denota uma permutacao impar se J = 2

(ou I =2), tal que o(1) = j, (ou o(1) = M);
2. equacao associada a Y,, (gf;), amplitude no k-ésimo no global de P,,, com k € Ty €
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m=1,...,n,

Sk d+1 d fr(d) Y. L . (M)
S dZuu |33 T i) | (R0,
s=1 M=1I=1 \ i=1 Xim,Lg

fr(d) sk Sk

+ 3 A0 Vi | = dZmn, Blis, Lam) + Y ak, C (is, Koym)
=1 s=1 s=1

para algum i, € {1,2, ..., f.(d)}, tal que ¢ = xijLb, onde s, designa o nimero de arestas

da malha que contém ¢F .

3. equacao associada a (X7),;, I-ésima coordenada do s;-ésimo vértice da malha espacial
Pm, com X, pertencente a I'y, para algum m € {1,..,n} e algum I € {1,d}, com

s;€{1,..., Ny, \Tn,, (1),

. i ) )
(XI)SJ o aih (XJ)SJ‘ = ' (ijatv Ya g’ ay)‘ 3
OX7 1), =1 ((X):, ) e 018/ ey, =wi((xX0)., 1)
com J # I, sendo a fronteira moével definida por z; = h'(z,,t), para algumi € {I, 11,111} .

E de notar ainda que, alguns dos termos dos dois tipos de EDOs provenientes do MEFM
assumem formas particulares no caso 1-D. Por exemplo, o Ultimo somatorio da equacdo associ-
ada a amplitude num no6 nao tem significado para d = 1, pois nao é necessario calcular integrais
sobre uma aresta da malha de elementos finitos. Este termo é definido a partir dos resultados
apresentados na subseccao 2.3.1, para definir o valor do limite de um integral na vizinhanca de
um ponto anguloso, nomeadamente a partir do caso do tipo (b).

Para se obter a discretizacao total do sistema de EDPs (2.67), o sistema de EDOs definido
pelas equacOes que se acabaram de caracterizar, ao qual se devem incorporar as condicoes
de fronteira, deve ser resolvido numericamente através de um integrador adequado. Esta
formulacao do MEFM deu origem a um algoritmo computacional, implementado em ambiente

Matlab, cujo desempenho sera objeto de reflexao no Capitulo 4.
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Capitulo 3

Existéncia de solucao forte para uma classe de
problemas nao locais com fronteira mével

3.1 Introducao

Um dos principais objetivos do presente capitulo é demonstrar a existéncia e unicidade
de solucao forte para uma classe de problemas parabdlicos, modelados por um sistema de n
equacoes do tipo

ut_Ad'uwx:fa

sendo A; uma matriz diagonal com a;; = a; (th ua(i)(x,t)dw>, definidas num dominio limitado
Q: = Q:x]0,T[C R2, com fronteira mével. Na penlltima equagdo, o representa uma permu-
tacdo dos n primeiros nUmeros naturais. Esta-se ainda interessado em estabelecer algumas
propriedades da solucao, como a taxa de decaimento exponencial da energia do sistema. Mode-
los matematicos deste tipo tém aplicabilidade numa grande classe de modelos reais, nomeada-
mente na Biologia onde a solucao u pode descrever a densidade populacional (de determinado
tipo de bactérias, por exemplo) sujeita a propagacao [23] e o problema é néo local no sentido
de que o coeficiente de difusdo a; é determinado por uma quantidade global, isto &, depende
de toda a populacdo no dominio.

Este tipo de coeficiente de difusao foi, inicialmente, proposto por Chipot e Lovat em
[24] num dominio cilindrico limitado. Os autores mostraram que o modelo, definido por uma
Unica equacdo com derivadas parciais, possui solucdo global se a funcédo a for continua segundo
Lipschitz, positiva e limitada. Corréa et al. estabeleceram uma extensao destes resultados em
[31] considerando a = a(l(u)) e que a nao-linearidade também aparece no segundo membro,
onde se tem a funcao nao linear f = f(u). O comportamento assintotico das solucdes para ¢
arbitrariamente grande foi estudado por Zheng e Chipot [111] para uma equacao parabodlica nao
linear com duas classes de termos nao locais, num dominio cilindrico. Cavalcanti et al. [18] tra-
balharam com uma funcdo dependente do tempo a = a (t7 th Vu(z,t))? dx) para estabelecer
a solvabilidade e o decaimento exponencial da energia da solucao, para um problema descrito
por uma equacao hiperbélica-paraboélica num subconjunto aberto e limitado de R™, com fron-
teira movel. Marinho et al. [64] provaram o decaimento exponencial para um problema nao

linear num dominio nao cilindrico usando o método de Nakao [72].
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As referéncias sobre trabalhos que envolvam sistemas de equacgoes diferenciais parciais
nao lineares, com termos nao locais do tipo referido acima, nao sao tao abundantes na litera-
tura. Raposo et al. [76], estudaram a existéncia, unicidade e decaimento exponencial das

solucdes para sistemas acoplados de reacao-difusao da forma

up —a(l(u)Au+ flu—v) =alu—v) em Qx]0,T],
vy —a(l(w)Av — flu—v) =a(v—u) em Qx]0,T],

com a(-) > 0, | uma forma linear continua, f uma funcao Lipschitz continua e o um parametro
positivo. Os autores calcularam, também, as solucdes aproximadas destes sistemas utilizando
diferencas finitas implicitas. Recentemente, Duque et al. [36] consideraram sistemas nao
lineares de equacdes parabolicas com um termo de difusdo nédo local mais geral, que atua em

duas formas lineares [; e Iy

ug — a1 (1 (u), la(v))Au + A |[ulP~%u = f1(x,t) em  Qx]0,T],
vp — as(l1(u),l2(v))Av + Xo|v[P~20 = fo(z,t)  em  Qx]0,T],

onde )\; > 0 e p > 1, estabelecendo resultados importantes relativos ao decaimento polinomial
e exponencial, extincao das solucées em tempo finito e propriedades de localizacdo, como o
efeito do tempo de espera. Em [11], os autores investigaram a propagacao de uma epidemia

modelada por um sistema de trés EDPs, onde a i-ésima equacao é dada por

(wi)e — a; (/ Uidl‘> Au; = fi (u1,uz,us3),
Q

num dominio fisico @ ¢ R™, (n =1,2,3).

Os problemas com fronteiras mdveis surgem em muitas aplicacoes fisicas que envolvem
a difusdo, tais como na transferéncia de calor que ocorre durante uma transicdao de fase; no
transporte de humidade, tais como no inchaco de graos ou de polimeros e nos problemas de
meios porosos com dominios deformaveis, onde o deslocamento sélido é governado pela di-
fusdo. O estudo destes problemas tem ocupado os investigadores nas ultimas décadas. Entre
eles, pode citar-se Briozzo et al. [15], Santos et al. [91], Benabidallah e Ferreira [10] ou
Ferreira e Lar’kin [38]. No entanto, estes ndo realizaram a analise numérica, nem fizeram
a simulacao do problema. Um outro objetivo a atingir neste capitulo é aplicar o algoritmo
numérico baseado na formulacao do MEFM com funcdes de base seccionalmente polinomiais de
grau arbitrario e malhas adaptativas associadas a cada uma das variaveis dependentes, para

estudar o comportamento da solucao u, diretamente no problema original.

A organizacao do capitulo é a seguinte: na seccao 3.2, apresenta-se a formulacao do
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problema e as hipoteses sobre os dados no caso de o modelo ser constituido por uma Unica
equacao. No caso de se ter um sistema, a formulacao do problema obtém-se por analogia. Nas
duas seccoes seguintes, usa-se a aproximacao de Galerkin, o teorema de Aubin-Lions e 0 método
da energia introduzido por Lions [61], para provar a existéncia global e unicidade de solucao
forte para uma Unica equacdo. O comportamento assintdtico da solucao global quando t — oo €
investigado na seccao 3.5. Seguidamente, nas seccoes 3.6 e 3.7 estuda-se a solubilidade global
no tempo e o decaimento exponencial das solucées de um sistema acoplado com duas equacoes
com derivadas parciais. A seccao 3.8 é dedicada a discretizacdo do problema, primeiro no
espaco e depois no tempo, e a prova da convergéncia, quer da solucdo semidiscreta, quer da
solucao totalmente discreta. Por Ultimo, na seccao 3.9, aplica-se o MEFM para se obter uma

solucao aproximada do problema e ilustram-se as propriedades estabelecidas.

3.2 Formulacao do problema

Neste capitulo, quer estudar-se o problema unidimensional com fronteiras moéveis definido

por

U — a </ u(x,t)dx) Uge = f(z,8) , V(z,t) € Q¢
Q
(Pu) § w(a(t),t) =u(Bt),t) =0, Vtelo,T] : (3.1)

w(z,0) = uo(z), =z € N =]a(0),3(0)]

onde o dominio nao retangular Q; é definido por
Qi =Ux]0,T[={(z,t) eR*: at) <z < B(t), 0<t<T},

T é um tempo arbitrario positivo, u; = du/ot, u,, = 0*u/0z* e a designa uma funcao real

positiva. A fronteira lateral de Q; é dada por

o= J {a), 800} x {t}) .

0<t<T

Assume-se que o/(t) < 0 e p'(t) > 0,Vt € [0,T]. Entao a projecao de Ja(t1), 5(t1)[ ho subespaco
Q) estd contida na projecao de Ja(tz), 3(t2)[ No mesmo subespaco, se to > t;. Isto significa ainda
que a funcdo real 3(t) — a(t) é crescente V¢ € [0,T[. A geometria do dominio é apresentada na
figura 3.1.

Mostra-se a existéncia e unicidade de solucées fortes para o problema (P, ), recorren-
do-se a uma transformacao do problema dado, num outro, definido num dominio retangular

com fronteiras do dominio espacial nao dependentes do tempo. Para isso, usa-se uma mudanca
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A(0)
(0)

Y

Figura 3.1: Dominio ndo retangular

de variaveis adequada e prova-se a existéncia e unicidade da solucao para este novo problema.
O resultado sobre a existéncia e unicidade de solucdo do problema (P,) obtém-se usando a
transformacao inversa do difeomorfismo de classe C? definido por

T Qr — Q=0x]0,T] (3.2)

(z,t) — 7(2,1) = (y,1)
através de = = a(t) +(t)y, onde ~ representa a funcao dilatacao definida por v(t) = 8(t) — a(t),

com v(t) # 0. A funcao inversa 7! : Q — Q; é definida por

(y,t) — 7 (y, 1) = (at) +v(t)y, t) = (x,1).

Assume-se que 0 < v < Y(t) < 11 < o0, Vt € [0,T]. Para z = aft), tem-se y = 0 e para

x = B(t), tem-se y = 1. Como
x —aft)

v(t)

entdo o dominio espacial 2 =]0, 1]. A figura seguinte ilustra a mudanca de dominio.

O<y=

<1,

Faca-se a mudanca de variavel u(z,t) = v(y,t). Observe-se que

d
i, 1) = vily, 1) + v, (5, ) (3.3)

Como y = (z — a(t))/(t),
dy  o'(t)+9' )y
dt (1)
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A0)
«0)

Y
\

Figura 3.2: Dominio ndo retangular (a esquerda) e dominio transformado por 7 (a direita)

e a equacao (3.3) vem

w = = Sy (3.4)
Tem-se ainda
I
Denotando
= ST = e S =gl

o problema (P,,) é transformado no seguinte problema:

=00y~ (360) [ o 0n) (00, =gl00) emQ
(Po) v(0,t) =v(1,t) =0, 0<t<T , (3.5)

v(y,0) = vo(y), y €J0,1]

onde vy(y) = uo(a(0) + v(0)y). Omitem-se os parametros y e/ou ¢ sempre que nao gerar
ambiguidade. Colocam-se agora hipoteses sobre as funcoes v, v, a € g de modo a ter solucao

forte para o problema (P,). Tem-se

Qt Q

-
—
H

T—l

U\ v v
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Assim, tomando v = uo 771, tem-se

=u (T*I(yﬂf))
=u(a(t) +v(t)y 1)
= u(x,t).

Como se esta interessado em provar a existéncia de solucédo forte em Q;, assumem-se,

a priori, as hipoteses:

T

1 a, B€C?([0,T;R) e 0<v <~(t) <y <oo, Vte[0,T],

T

2) o, B eL(0,T)NL*(]0,TY)

S

4

(H1)

(H2)

(H3) o € Hy (R0), Q0o =]a(0),B0)[,

(H4)  feL?(0,T;L% (%) N LY (0, T; L% (%)) , Q¢ =al(t), B(1)],
(H5)

H5 a : R — R* é continua segundo Lipschitz com 0 < m, < a(s) < M,, Vs e R.

Note-se que o facto de a ser continua e limitada inferiormente é suficiente para se provar
a existéncia de solucao e que a hipotese de a funcado a satisfazer a condicao de Lipschitz é

necessaria para se provar a unicidade.

O resultado principal deste capitulo € o seguinte:

Teorema 3.1 Sob as hipéteses (H1)— (Hb5), entdo existe uma unica solugdo forte u : Q; — R

do problema (P,), isto é,
up —a(l(u) ugy = f(z,t) em L? (0,75 L% ())
e satisfazendo as seguintes condicées (de regularidade):

ue L™ (0,T; Hy () NH?(Qy))
up € L? (0,T; L? (Q))

onde ! : L?(€;) — R é a forma linear continua definida por

B(t)
l(u) = / u(z, t)dz .
a(t)

Observe-se que, da condicao de regularidade sobre u, resulta que a solucao tem traco zero na

fronteira e que uw € L? (0,T; L* ().
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3.3 Existéncia de solucdo do problema em dominio fixo

Com o intuito de se demonstrar a existéncia de solucao no teorema 3.1, primeiramente
prova-se a existéncia de solucao do problema (P,) e depois utiliza-se o difeomorfismo para
estabelecer a existéncia de solucao do problema original. Assim, considerem-se as seguintes
hipoteses:

(H3) vy € H (Q)
(H4')  geL?(0,T;L* () N L' (0,T;L2 () .

Teorema 3.2 Sob as hipéteses (H1) — (H2), (H3') — (H4') e (H5), entdo existev : Q@ — R

que é solucdo do problema (P,), isto é,

1
vy = bi(y, thvy — a (v(t) / v(y, t)dy> ba(t)vyy = g(y,t) em L (0,T;L* ()
0
e valem as seguintes condicées (de regularidade):

v € L® (0,75 Hy ()N H? () ,
v, € L? <O,T; L? (Q)) .

A demonstracédo deste teorema decorre de trés etapas:

e usar o método de Faedo-Galerkin para construir solucdes do problema (aproximado) num

espaco de dimensao finita conveniente;
e estabelecer estimativas, a priori, sobre a sequéncia de solucdes do problema aproximado;

e passar ao limite das sequéncias de solucdes (aproximadas), mostrando que convergem,

numa topologia adequada, para a solucao do problema (P,),

que, por simplicidade, se vao pormenorizar, separadamente, nas subseccoes seguintes.
No que se segue, sempre que nao gerar ambiguidades, denota-se por (-,-) e |-| o pro-
duto escalar e a norma em L?(Q2) e por ((-,-)) e || - || o produto escalar e a norma em H{ (),

respetivamente. Para simplificar a escrita, denota-se [ (v) = fol y(@®)v(y, t)dy.

3.3.1 Problema aproximado

Constroem-se as aproximacodes de Galerkin, projetando o problema (P,) num espaco de
dimensao finita. Assim, seja 2 = {w;}, uma base de Hj () , onde os w; sdo solucdo do
problema espectral

dzwj

T = AW

w;(0) = w;(1)

b
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onde \; é um valor proprio do operador d?/dy*. Note-se que a separabilidade do espaco de
Hilbert H{ () garante a existéncia desta base hilbertiana. Como v, € H} (2), entdo pode-se

aproxima-la por uma combinacéo linear finita dos w;, logo existe uma sucessao (vo,,) de

meN

termo geral

m

Vom = § CimWi ,

=1
com w; € A, tal que lim,,_ocVom = vo (Porque £ € uma base de Schauder [57]). Na construcao
da solucao do problema aproximado, considera-se o subespaco V,,, gerado pelos primeiros m
vetores de 4, isto é,

Vm:[wla"'awnL] CH&(Q)v

onde os w; com i = 1,...,m sdo ortonormais em L?(2). O problema aproximado associado ao

problema (P,) consiste em procurar uma solucao v,,, (m =1,2,...) sob a forma
m
Un () =Y cim(Owi(y) €Vin, 0<t<tp, tm<T,
=1

sendo os coeficientes (de Fourier) ¢;,,, de classe C3([0,t,,[), determinados de modo a satisfazer

o0 seguinte sistema:

va 8Um BQ’Um _
(Pm) <8t’w> - <b18y’w> - aUl(vm)) b2 <8Z/27w> - (ng)7 Yw € Vm

U (0) = vom —> vo, forte em Hy(Q)

(3.6)

Note-se que, se pode reescrever o problema (P;") como um sistema de equacdes diferenciais

ordinarias (nao linear) em t

Relativamente a funcao F, pode provar-se que
e F(-,X) é mensuravel (em t) para X fixo;
e F(t,-) é continua (em X) para ¢ fixo;

e para cada compacto K contido no dominio de F, existe uma funcao real integravel h,

tal que |F(t, X)| < hg(t), V(t,X) € K.

Assim, pelo teorema de Carathéodory (veja-se [27]), existe uma constante positiva t,,, tal que
o problema (P") admite uma solucao local v,,(t) € C?([0,t,,]).
Agora, por intermédio da estimativa, a priori, seguinte, estende-se a solucado a todo o

intervalo [0, 7], independente de m e de t, obtendo-se uma subsucessao (v,,)men COnvergente
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para a solucao do problema (P,).

3.3.2 Estimativas a priori

Para se provar a existéncia de solucao global do problema aproximado € necessario

estabelecer trés estimativas:

3.3.2.1 Primeira estimativa

Tomando w(t) = v,,(t) em (P}') e como
_621}7” _ arUm 8710
a2 ") oy oy )

OV, Ay,
(U7vm) - (blgyavm> +a(l1(vm))b2

obtém-se

= (9,vm)- (3.7)

Observe-se que

1d 2 81}771
333 o OF = (%572 0m ). 3.8)

Mas, em H{(€), as normas [Vl 771 () € [V[12(q) S80 equivalentes [23]. Assim, reescrevendo a

equacao (3.7), tem-se

331 o OF = (%50 ) + 0B Lo O = (9,0). 3.9

Analise-se agora o segundo termo desta equacao. Tem-se

OV, vy,
(bl ! Um) / bILUmdy / b12a |Um y7 / bl |Um Y, )‘ dy

e integrando por partes, usando as condicdes de fronteira e a definicao da funcao b;, obtém-se

/

1 ov=t 1 [ 2 1y 2
= by [om(y, t ‘ 2 Loy, ) dy = —= = o (t)]?.
5 0100 =5 [ L lonwn )y = =52 font)

Concluindo,

OV, _ 17/ 2
_ (blay,vm> =5 [ ()7 (3.10)

Aplicando a hipotese (H5), tem-se

1d

1
3 O + 5 o (O + s o O < (g0 (3.11)
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Além disso, tem-se

(g vm)] < lg®) om (] < 5 (IO + lom(®)) - (3.12)

DO =

Conjugando as inequacoes (3.11)-(3.12), multiplicando por 2 e integrando de 0 a ¢,

obtém-se

t / t t t
om(®)2 — [0 (0)2 + / o) ds+ 2m, / b [l (5)[2 ds < / lg(s)2ds + / [Om(s)? ds

donde resulta

/

t t t
om0 + 2000 [ b2 (o) s < [ ot ds+ [ (1+”7) (o ()2 d + v0m]? -

Utilizando as hipéteses (H4'), (H1) — (H2) e o facto de que vy, converge (fortemente) para v

em H{(Q2), existem constantes positivas c;, ca, satisfazendo:

t
/ [um (s)% ds + cq . (3.13)

t
C
on O + 2 [ b o) ds <+ (1+ ) 0

Yo

Como by > L, tem-se

2
i’

t 1 t
/ b [0 ()12 ds > — / [ (s)1? ds
0 71 Jo

e de (3.13) resulta

2 " t t
wﬂmﬂ@”/wﬂg2ﬁgq+%+o+@)/hM@fm. (3.14)
Y1 Jo Yo 0
€2
Sejam ¢3 = min{1, 2;’%“} ecy = max{%, H;%} Entao,
t t
|vm(t)\2 —|—/ ||vm(s)||2 ds < c4 + 04/ |vm(s)|2ds7 (3.15)
0 0

que implica

t
Mﬁwgq+q/WMﬂ%&
0

Finalmente, pela desigualdade de Gronwall [74], obtém-se |v,,(t)] < C' e, consequentemente,

t
[ et as <.
0
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sendo C e (C; constantes positivas, independentes de m e de ¢. Logo,

m)men € limitada em L (0,7 L*(Q)) ,
(Vm)meN ( () (3.16)

(Um)me]N é limitada em L? (O,T,Hé(Q)) .

Entdo, pode estender-se a solucao a todo o intervalo [0, T7.

3.3.2.2 Segunda estimativa

Pretende-se agora estimar a derivada dv,,/dt. Fazendo w(t) = v, (t)/0t em (P}'),

obtém-se

ov,, Ovp, OV, OV, ov,, 0 [ Ovy, B v,
< ot aat> - (blay’ It >+a(ll(vm)) <b28y % (81&)) = (97 It > . (3.17)

Analise-se agora cada um dos termos da equacao diferencial anterior. O primeiro termo

é igual a

B () ‘ Pela hipotese (H1) e observando que

[+ 1] o+ Y]

b1] < <
ol Y0

entao, é facil ver que

! !
blavmvavm S\aHIvI
oy = Ot Yo

(3.18)

ot ot

Ovm (t)
dy

2ol ey, )

ouatt)]

Quer-se agora estimar o terceiro termo. Observe-se que, em analogia com (3.8), pode es-

2
vy, O [ Ovpy,
:<8y’ay(8t >> (3-19)

Das hipoteses (H1), (H5) e de (3.19), obtém-se a desigualdade

crever-se

v (t)
dy

2 dt

2 2

Ovm (1) S me 1 d |Ovp, (%)

ov,, 0 [ Ovy, B 1d
o (ton) (125 5 (%)) = ablom g g |22 > Te 2120 a0
Analogamente a (3.12) tem-se
v 1 o 1 ]0vn(t)]?
Zm) | < = st .
(9.5 )| < gtor + 5| ™ (.21

Usando as desigualdades (3.18), (3.20) e (3.21) em (3.17), obtém-se

1ov, )| ma1d o _ (1o + 1\ 2 1o
— U (T < | —— m — t .
1175 \ g @I < - lom I + 3 l9(®)]
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Integrando de 0 até ¢, tem-se

v (s) |° _ s 4 [, /2 2 ‘ 2 _ 2
— | ds+Clom@OI" < = [ (aT+ ][V D" lvm(s)I"ds +2 [ [g(s)|" ds +E[[vom|” ,
0 Os Y Jo 0
(3.22)
onde ¢ = 2m, /+?. Pela hipotese (H?2), obtém-se
! 2 2 ! 2
]ﬁ (o' + VD)™ llom () d85261jﬁ [[om ()] ds .
Novamente, usando (H4’) e a convergéncia dos dados iniciais, resulta que
Ll (s) |2 2 da
[ 122 as s elono? < / lom()I2 ds + 3+ cs (3.23)
0

Denotando por ¢, = min {1,¢} e por ¢5 = max{,;lcl m}, de (3.23), finalmente, obtém-se

cy’ ca

t a m 2 4
q(/ ”“)@+m4wﬁ Q/H% )I* ds + ca + e
0 85
(3.24)
t 2 t
o / Ovm(s) @+mﬂmﬁg%+%/nwwm%&
0 s 0
Pela desigualdade de Gronwall, obtém-se |jv,,(t)|| < C,
(Vm)men € limitada em L> (0, T; Hy (2)) (3.25)
e
(8;—?)7,1611\1 é limitada em L? (0,7; L*(2)) . (3.26)

3.3.2.3 Terceira estimativa

Fazendo w(t) = —9%v,,(t)/dy* em (P.'), obtém-se

vy 0%y, oy 0%, 0%v,, 0%v, 02v,,
(om0 ) - (%57 ) e (G -5 ) = (057 ) - 0

Agora, observe-se que

( vy, 0%y,

1d
=Tt ) = 331 om0 (3.28)

2.dt
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e em analogia com (3.18), obtém-se

Oy oy, o/ | + 7] 0%, (1)
b — < m( )| | —=——
(5 - ) < L o | S
(3.29)
e (1ol + 1) 2, 1 [P
< - =11 o (t —
< 5 (D) oo + 5| 5
Além disso, tem-se
vy o, Pom () |* _ ma |0Pvm(®)]”
_ a(ll(’l)m))bQ < 8y2 ,—8y2> = (I,(ll(’l)m)) b2 8y2 = 7% 8y2 (3.30)
Usando a desigualdade de Schwarz e a “mesma” estimativa que em (3.29), resulta que
0%, v, 0%, (t) € 5 1 [0%v,(t) 2
— < |- <|g(t ’ < = g(t — 3.31
(0-F ) < |- (o 5 )| < 01| 552 < St + 5 | T3 3.31)
Substituindo (3.28) a (3.31) em (3.27), vem
i”,u (t)||2+2ma 82’Um(t) ? < ‘al|+h/‘ 2”,0 (t)Hz—*—} 82’Um(t) 2+ | (t)|2+1 821)m(t) ?
at " ol oy? =° Y0 " el Oy? =19 e| Oy? ’
ou, equivalentemente,
d 9 me 1\ | 0%, (t) 2 /| + v\ 2 2
o (t 2 =2 2 ) |2 <o (LT m ( B . 3.32
= llem(®)1? + (ﬁ ) s | <e(Tho ) Tem@I® +eloo) (3.32)
Para e > v%/m,, tem-se
t t| 92 2 t o, 2 ’ 7\ 2
d 2 ma/ 0?0y (s) /2% <a+lv|) 2
— (v ()| ds + —- ds < —_— | —— vm(8)||” ds
| g ool as+ 22 1120 G ]
(3.33)
! 27% 2
— ds .
+ [ 2 (o) as
Analogamente, como na primeira e segunda estimativas, obtém-se
t 2 2 t
[ g ds <o [ oo ds <.
0 Ma 0
Procedendo-se literalmente como nas estimativas anteriores, conclui-se que
H1 020, (s) 2
ds < C,
/0 oy? B
o que implica que
2
(%Lj)m@q é limitada em L? (0, T; L(2)) (3.34)
Y
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e daqui resulta que (%J—;)meN é limitada em L? (0, T; H}(9)).
Usando as estimativas obtidas nesta seccdo, podem obter-se convergéncias e passar ao

limite na equacao diferencial do problema (P;").

3.3.3 Passagem ao limite

Considerando as limitacoes em (3.16), (3.25)-(3.26) e (3.34), entdo existe uma sub-

sucessao de (v,),,cn, Que, por simplicidade, sera designada ainda por (v,,), tal que

v, — v  fracamente (ou na topologia fraca) em L? (0,7T; Hj(9)) ,

v = v fraca estrelaem L™ (0,7; H}(Q)) ,

(3.35)
Om _, OV grocamente em L? (0,T;L2(2)) ,

ot ot
2 2
aa;’;" ~ %yg fracamente em L? (0,T;L*(9)) .

Da Ultima convergéncia resulta que agm — g—” fracamente em L? (0,7; H}(Q2)). Da teoria dos
Y Yy

espacos de Sobolev, tem-se
Hy(Q) <& L2(Q) = (L3(Q) = L*().

Observe-se que L™ (0,T; L*(Q)) < L?(0,T;L*(Q)), v, € L*(0,T; H}(Q)) e 2= € L?(0,T;
L*(2)). Entdo, pelo lema de compacidade de Aubin-Lions (veja-se [61]), existe uma sub-

sucessao de (v,,), a qual sera denotada por (v,,), tal que
v, — v (forte)em L?(0,T;L*(Q)) , (3.36)

e, portanto, v, converge pontualmente para v q.s. em Qx]0, T7.

Para se passar ao limite na parte nao linear é necessario demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.1 Sabendo-se que I, : L?*(2) — R é a forma linear continua definida por

uwzéwmww@,

entd@o a (I; (v,,)) — a(l1(v)) forte em L?(]0,TY).

Demonstracdo: Como a funcdo a € continua pela hipétese (H5), entdo basta verificar

que Iy (vy,) — 1 (v) — 0, em L2(]0, 7). De facto, tem-se

T T T
/\ll(vm)—ll(v)\th:/ |l1(vm—v)|2dt§0/ o — o2 dt < €.
0 0 0
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A ultima desigualdade decorre da convergéncia (3.36). Provou-se assim que, para cada T fixo,

mlgnoo 11 (vm) — ll(v)‘QL2(]o7T[) =0,

o que conclui a demonstracao. O

Observagdo 1: Pela hipotese (H4'), tem-se que g € L* (0,7;L?(2)). Das estimativas

. ~ . , P> 92, ~
estabelecidas na subseccao anterior, obtém-se que % e gy‘z’ estdoem L? (0, T; L? (Q)) e, usando

a limitacao superior das funcoes a e by, prova-se que

"1 2U
a (v(t) /O v(y,t)dy> bz(t)g—y2 € L?(0,T; L () .

Consequentemente, a equacao diferencial do problema (P,) vale como igualdade no espaco de
fungdes L? (0,T; L* (2)).

Usando as convergéncias (3.35) e o lema anterior, pode passar-se ao limite, quando

m — 0o, Na equacao diferencial do problema aproximado (P;") e obter o seguinte:
@fb( t)%fa (t)/lv( t)d b(t)@— (y,t) em L?(0,T;L*(Q))
ot 1Y, 8:1] Y 0 Y, Yy 2 (9y2 =gy, y £y .

Para a verificacdo da condicao inicial, parte-se da terceira convergéncia em (3.35), inte-
gra-se por partes e usa-se a segunda convergéncia de (3.35). Atendendo a que lim,,, _so0 Vom = Vo
em L2(€), obtém-se v(0) = vy. Conclui-se, assim, a demonstracdo do teorema 3.2. Na proxima

seccao, sera tratada a unicidade da solucdo do problema (P,).

3.4 Unicidade da solucao

A unicidade da solucéo global forte do problema em dominio fixo é garantida pelo teo-

rema seguinte:

Teorema 3.3 Sejam v : Q — TR a solucdo global forte de (P,) dada pelo teorema 3.2,
vo € H}(Q) e 0 < T < oo. Suponha-se que a é uma funcdo Lipschitziana com constante L, > 0,
isto é,

la(s1) —a(s2)| < Lg|s1—s2|, Vsi,s2€R.

Se valem as hipoteses (H1) e (H2), entéo a solucdo do problema (P,) é Unica.
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Demonstracdo: Sejam v; e vy duas solucdes do problema (P,), isto é,

9 9 i
B B0 el )b s et e n0.)=u1)=0,
? 9 02
S bl(y,t)ai; —a(ly (v2)) bg(t)wvj =g(y,t) e va(0,) =vs(1,¢) = 0.

Subtraindo membro a membro as duas equacodes diferenciais, tem-se que a funcao » = v; — vs

é solucédo de

0 0 0? 02
9 gy~ el )b tal )by g =0,

em L% (0,T; L* (), com r(y,0) = vg — vo = 0. Multiplicando (escalarmente) a equacao dife-

rencial anterior por r, em L? (0,75 L? ()), tem-se

87’ 87’ 82’[}1 621)2
(81&’0 - <b1ay,7‘> —a(l (v1)) b2 (8y2 ﬂ“) +a(li (v2)) b2 <8y2 ,r) =0,

ou, equivalentemente,

1d s 14 9 ovy Or Ouy Or\ _
2 dt T‘(t)| + 9 ~ |T‘(t)| +a(11 (Ul)) b2 < ay N ay) a(l1 (’Ug)) b2 ( ay s ay) =0. (337)

Somando e subtraindo a (11 (v1)) by (%—’gj, %) , vem

1d 5 14 9 Ovy Or Ovy Or
o rOF + 52 r0r ram e (55 50) - (5250

(3.38)
Ovy 0
~la(t () = et o)en (52 57)
Usando (H5), tem-se
ovy Or Ovy Or B or Or
e |(5-5) - (5 55)] = e (5.5)
(3.39)
ar(t)|” .
= a(t @) | 220 = o )b @)1 2 2 )
Y 71
Note-se que o Ultimo termo de (3.38) pode ser escrito como:
Ovy O L, Oua(t) | |Or(t
)~ a s o) ol | (52,50 )| = 22 1 o) -1 o)) | 2202|210
(3.40)
L, Oua(t) | | Or(t) Lyco Ova(t)
< — — = .
< Zoealua(t) ~ on()] | 22| %500 = E2 ol | 2220y
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Usando (3.39) e (3.40) em (3.38) e multiplicando por 2, obtém-se

d 9 9 2ma 2 Laco Ovua(t)
— |r(t — |r(t t t
g @+ 5 r(®)]” + [r@)I" < 73 r(t)] lI(
(3.41)
LaCO)2 2 8’1}2(75) ‘2 1 2
<eg r(t + — ||r(t ,
(E252) v | 220+ Lirto
sendo a Ultima desigualdade obtida de 2cd < ¢? + d?, fazendo ¢ = \E% |r(¢)] 8”2(t) ed=

% ll*(®)|l, com e > 0. Agora, passa-se o primeiro termo de (3.41) para o segundo membro,
considera-se o seu modulo e o minimo da funcdo v, e passa-se o ultimo termo da referida

condicdo para o primeiro membro. Tem-se, assim,

Lo+ (22 = Yo <= (220 oo

Parae > 42 /m, /2, tem-se (27%2 —
1

+ 'ZO' Ir(t))” . (3.42)

Aua(t)]?
dy

%) > 0. Assim, faca-se ¢ = v /m,, por exemplo. Observando
que v € L(]0,T]), pela hipétese (H2) e que ||lv2(t)||*> < C, conclui-se que |7/| e |dvs(t)/dy|?
sdo funcodes integraveis no tempo e limitadas localmente para cada t. Integrando de 0 a ¢, em

ambos os membros de (3.42), resulta que

me 71 L2 / 81}2( /
+ — / ds < ds + — r ds,
r(®)* = r(0)]? ()] me 20 Jo | oy r(s)|? | Ir(s)]”

ou, equivalentemente,

\ +7/ llr(s)]| ds</ P(s)|r(s \ ds, (3.43)
sendo a funcéo ¢ € L'(]0,TY[), definida por

o(s) = 2L Lach [9va() | ()]

ma Y5 | Oy Y0

Mas (3.43) implica que

éﬁw@V@\m,

e pela desigualdade de Gronwall, obtém-se » = 0. Logo v; = v,. [
Esta-se agora em condicdes de demonstrar o teorema 3.1.
Demonstracdo: Seja v a solucdo do problema (P,) com o dado inicial vy(y). Como

u(z,t) = v(y,t), onde x = «a(t) + v(t)y, entdo vy(y) = uo (a(0) + v(0)y). Para se verificar que «
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dada pelo teorema 3.1 é solucéo do problema (P,,) é suficiente observar que a transformacéao

(z,t) > (z7a7t>

de Q, — @ é (um difeomorfismo) de classe C2. De facto, das igualdades (entre as derivadas)

ur = ve—by(y,t)vy € uze = ba(t)vy,, da existéncia de solucao do problema (P,) e da regularidade
de v(y,t) dada pelo teorema 3.2, conclui-se que u(z,t) € solucdo de (P,). Finalmente, a uni-
cidade da solucao do problema (P,) € uma consequéncia da unicidade da solucao do problema

(P,), porque u =v. O

3.5 Decaimento exponencial da solucao

Nesta seccao, investiga-se o comportamento assintdtico da solucao do problema (P,,),
quando ¢ tende para infinito. Uma estratégia possivel para efectuar este estudo consiste em
trabalhar no dominio fixo 2 com a energia aproximada e, via limite, mostrar-se o decaimento
para ;. No presente trabalho, o decaimento exponencial da energia da solucao do sistema,
estabelecido no teorema seguinte, é obtido diretamente no dominio nado retangular. Assim,

introduz-se a funcao energia global do sistema, definida por
1 2
Et) = 3 [u(®)] 720, - (3.44)
Teorema 3.4 Sob as hipdteses do teorema 3.1, se f(x,t) = 0 em (P,), entdo a funcdo E satisfaz

E(t) < E(0)e™®, Yt>0, comd>0.

De modo a demonstrar-se este teorema, vai, primeiramente, estabelecer-se a desigual-

dade de Poincaré em ;. Assim, tem-se
Lema 3.2 Se u € H} (), entdo
[u(t)] 20y <77 (0) |ua(t) 22, -
Demonstracdo: O teorema fundamental do calculo integral permite escrever

"
w(z, ) = /@) Sue s,
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Logo,

2
ou

2
T 19 B(¢)
|u(z, t)|* < </(t) 81;(5775)‘%) < (/(t)

e usando a desigualdade de Schwarz, obtém-se

B(t) B(t)
lu(z, £)[2 < / 1de /
alt) a(t)

Integrando em €;, resulta que

ou

875(5’ t)

2
dg) =7(t) [us (1) 72q ) -

[u(t) 720, < V() e (O)]72(q,) - O

Demonstra-se, agora, o teorema 3.4.

Demonstracdo: Considere-se a primeira equacao do sistema (3.1) com f = 0. Multipli-

cando escalarmente por u(z,t) em L?(€);), obtém-se

(utvu)lﬁ(gt) — a(l(u)) (uze, U)LQ(Qt) =0. (3.45)

Aplicando a formula de Leibnitz, tem-se

G 0= [ GG OG0, 0F - om0, 346

e usando as condicOes de fronteira, resulta

1 [ d. 1d )
2 = = — _— = - — s . .47
(wt; u) p2(q,) /Qt upu dx 5 /Qt o |u|” dx 5 7 /Qt |u(zx, t)|” dx (3.47)

Além disso, tem-se

(1t ) 1201 :/Q gt d = _/Q ety 45 = — [z (8) e - (3.48)

Substituindo (3.47) e (3.48) em (3.45) e usando (3.44) que define a funcdo E, obtém-se

d
) +a(l(w) |t (8) 723,y = O- (3.49)

Atendendo a que a é uma fungao positiva, entdo da ultima equacdo resulta que %E(t) <0,
vVt > 0. Assim, a energia E é uma funcao (ndo negativa) decrescente. Considerando a hipotese

(H1), do lema 3.2, obtém-se a desigualdade

2 2
w720, < 7 [ua ()] 72(q,) -
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Portanto, da equacao (3.49), resulta que

d Mg 2
%E(t) + El [u(®)|20,) <0, VE20,

e, consequentemente, que
d

= (E(t)e27"af/%2 ) <0.

Integrando desde 0 até ¢, conclui-se que

E(t) < E(0)e™, (3.50)

com § = 2m,/v#, 0 que prova o decaimento exponencial da solucdo quando a forca de reacao
f(z,t) énula. O
Observacdo 2: Pode demonstrar-se um resultado semelhante ao anterior, nomeada-

mente que a funcado energia satisfaz
E(t) < — (21+Ma> e, Vt>0comd >0,

recorrendo ao lema de Nakao [72], onde C; é tal que r2(0,) < C1 ||'||H3(Qt)'

Observacdo 3: Quando f decai de forma adequada (veja-se [37]), pode obter-se o

mesmo resultado que o do teorema 3.4 se f # 0.

Observacdo 4: Os resultados dos teoremas 3.1 e 3.4 podem ser generalizados para

U —a </Qt u(X, t)dx> Au= f(x,t), (X,t)€Q, CR"™ (n>1)

onde Q; € um dominio nao cilindrico definido por Q; = ., Q¢ x {t}, com fronteira lateral

dada por ¥; = Upct<oo (0% x {t}). Para mais detalhes, veja-se [38, 91].

3.6 Solubilidade global do sistema acoplado

Seja Q; um dominio com fronteira mdvel como o definido para o problema (P,). Consi-

dere-se o seguinte sistema acoplado de equacdes parabélicas nao lineares

ut*Ad'umm:f(mat) em Qt

(Su)§ u(at),t) =u(B(t),t)=0, t>0 (3.51)
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onde u = (uy(z,t), us(x,t))” é o vetor das varidveis dependentes, (), = 8/dt, (-)pe = 0%/022
e A; € a matriz diagonal dos coeficientes dos termos de reacdo-difusdo, definida por a;; =
a; (Jﬂt uk.dx), i,k = 1,2 e k # i. E nestes coeficientes com uma nao linearidade do tipo
nao local que é feito o acoplamento das equacbes para esta classe de problemas. No que se
segue, omite-se a indicacao ¢ = 1,2 e/ou a indicacao k = 1,2 e k # i, sempre que nao gerar
ambiguidade.

Observagdo 5: Com o intuito de se provar a existéncia de solucdo forte em Q;, para o
problema anterior, sejam (H1)—(H2) como em (P,,) e supde-se ainda que as seguintes hipoteses

sao verdadeiras:

(H3s)  ug € Hg () x Hg (), 20 =Ja(0), 5O),
(H4s)  fi € L*(0,T;L*(Q)) N L' (0,T; L% (%)), Q =Je(t), BO)[,

(H5s) a; : R — R™ é continua segundo Lipschitz e 0 < m,, < a;(s) < M,,, Vs€R.

Em analogia com o que se fez para o problema (P,) (veja-se a seccao 3.2), considera-se
a mudanca de variaveis u(z,t) = v(y, t) dada por v; = u;o7~1, sendo 7 o difeomorfismo de classe
C? definido em (3.2). Por intermédio desta mudanca de variaveis, o sistema (S,) é transformado

noutro equivalente definido num dominio retangular Q

(91)7; 81)7; 1 (921)7; .
S =05 = o (50 [ o) OGS = alnn), i=12 emQ

V) v(0,t) =v(1,t)=0, t>0 . (3.52)

V(y,0) = vo(y), yeQ=]0,1]

Relembre-se que:
¢ as derivadas parciais de u; e v; satisfazem as equacodes (3.4) e seguinte;
® gi(y,t) = fila +7y,1);
* Vo(y) = to((0) +7(0)y);
e as funcodes b; e b, sao exactamente as mesmas que ha seccao 3.2.

Para mostrar a existéncia de solucdo global forte para o problema (S,), recorre-se a uma
ideia idéntica a utilizada para o problema constituido por uma Unica equagdo. Assim, primeira-
mente, prova-se a existéncia de solucdo do sistema transformado (S,) através da aplicacao do
método de Faedo-Galerkin, de um argumento de compacidade e de algumas ideias técnicas e,

em seguida, usa-se o difeomorfismo 7! para obter a existéncia de solucdo do problema inicial
(Su)-
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Teorema 3.5 Sob as hipoteses (H1) — (H2),
(H35') Vv € (H ()"
(Has') g7 € [L2(0,T; L% (2)) N L (0,T; L2 ()]

e (H5s), entdo existe v; : @ — R, com i = 1,2, solucdo do sistema (S,), isto é,

(91}1' 81}1‘ 1 821}1' - 2 T2
5 bl(y,t)a—y —a; <’Y(t)/0 dey) bz(t)TyQ =gi(y,t) em L?(0,T;L*(Q2))

e satisfaz as seguintes condicées de regularidade:

VT e [L (0,T; H () n H?2 ()],
(ve)” € [L2 (0,7 12 ()]”

Demonstracdo: Tendo em conta a demonstracao pormenorizada elaborada na seccao
3.3, apresentam-se aqui apenas os aspetos fundamentais para se provar a existéncia de solucao
forte do sistema (S, ). Saliente-se que as ferramentas principais usadas sdo o método de Faedo-

-Galerkin e o lema de Aubin-Lions.

Assim, sejam % = {w,(y) }nen Uma base hilbertiana de H}(9) e V,,, o subespaco gerado
pelos primeiros m vetores de %4, comm = 1,2,.... Se v["(t) € V,,, entdo pode ser representada

por

m

o) = rOwi(y), 0<t<tm, tm<T,
j=1

onde v™ é a solucao do sistema nao linear de EDOs na variavel ¢

ov lm ov lm m 82 v ;n
) (i) = (n ) ~ st (i) = @ow), vwevi
v

m

7(0) = vy — vio, forte em Hy ()

. (3.53)

(Y

emque l; : L*(Q2) — TR é a forma linear continua definida por I;(x) = fol'y(t)x(y,t)dy.
Reescrevendo o sistema anterior como Y’ = F(¢,Y) A Y(0) =Y;, pode provar-se que F(-,Y)
€ mensuravel (em t) para Y fixo; F(t,-) é continua (em Y') para ¢ fixo e, para cada conjunto
compacto K contido no dominio de F, existe uma funcao real integravel hy, tal que |F(t,Y)| <
hi(t), V(t,Y) € K. Entdo, pelo teorema de Carathéodory (veja-se [27]), o sistema (3.53) tem
uma solucao local (v{”(t),vgl(t))T no intervalo [0,¢,,[, para algum t,,, tal que 0 < ¢, < T. A
seguinte estimativa, a priori, permite a extensao das solucdes para o intervalo [0,7] e a tomada

de limites nas solucoes aproximadas de (S,").
Estimativa I: Fazendo w(t) = v[™(t) na i-ésima equacao de (S,") e tendo em atencao as
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equacoes (3.7)-(3.10), obtém-se

1d

1
33 P OF + 3 RO + s () e [P O = (35,00, (3.54)

Somando membro a membro com i = 1,2, denotando m, = min {m,,,m,.,} € usando a de-
sigualdade de Schwarz em cada um dos termos do segundo membro, do sistema de equacodes

diferenciais ordinarias anterior, resulta

2dtz|l |+77—Z|v )7 +maba Y ol (¢ ,22|g, W+ = Z\v (3.55)

onde > x; = x1 + x2. Integrando de 0 a ¢, tem-se
2 2 K 7/ 2 k 2
Sl @F - b + [ Lo as v 2m [ v lor o) as

0
<3 [/ o) as+ [ P s

0 que implica
t
> {Ivi’“(t)l2 + 2ma/ b ||v§"(s)||2ds}
0

<3 [[mrrass [ (14 ) o as + g

Das hipoteses (H1) — (H2) e da convergéncia forte em (3.53), resulta que

(3.56)

me( /Z”U s)|l d8<C4+C4/ Z|vm )| ds (3.57)

Ca
12;“ }. Usando a desigualdade de Gronwall,

sendo Cy = min{1, 2%} e €y = max{2(Cax),
1

obtém-se
P <c,
e, consequentemente, que

t
Z/ o (s)|2ds < C,
0

onde C e C sao constantes positivas, independentes de m e de ¢t. Concluindo,

V™) é limitadaem L (0,T;L*(Q))) ,
(07 Imen (0.7: 1() .

K3

(0] )men € limitada em L2 (0,T; HA(Q)) -

Entéo, é possivel estender a solucéo a todo o intervalo [0, 7]. Mas, para se poder passar
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ao limite quando m — oo, sdao necessarias mais duas estimativas.

Estimativa Il: Quer-se agora estimar as derivadas dv}"/dt. Pondo w(t) = ov!"(t)/0t na

equacao i de (S;"), obtém-se

o dup Qo O\ ey (OU O (O0 N (o
( 5 ot )_ (bl ay ot )—i—al(ll(vk ))b ( ay ay( ot )) = (917 ot ) . (359)

Usando as desigualdades (3.18), (3.20) e (3.21) e atendendo a que m, = min{mg,,Ma,},

obtém-se
3 o () |* | mald |9u(t) |
ot v22dt| Oy
(3.60)
|+ ] m ovt(t)] 1 o 1|our)
< el L D (P e = .
<30 | e | 5 4 5 a0 + 5 |

Aplicando a desigualdade de Young em (3.60), obtém-se

+ gl 2%2[(@'”) o7 @1 + 5 |gz<>]. (3.61)

aum(t)]?

3

ot

=)

Integrando de 0 até ¢, obtém-se

>|[

v (s) |
0s

Qma m 2 4 [ / N2 ),,m 2
ds + " [vi* @) ] SZLQ/O (e[ + 1Y) [log"(s)]” ds

1 0
2m
#2 [l ds + 222 g
7

De (H2), pode garantir-se que

t t
2 m m
/0 (| + ) o ()2 ds < e / [ (s)| ds.

Portanto, em analogia com o que se fez para a primeira estimativa, existe uma constante

positiva C, que nao depende de ¢ nem de m, tal que

9" (s)

2 t
ds+ 3 [or @) < c+c/ S op(s) | ds
0

0

Usando a desigualdade de Gronwall, obtém-se

Z” m S Clu
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e daqui resulta que

t m 2
/ Z M ds < Cy.
0 38
Finalmente,
(V")men € limitadaem  L> (0,T; H}()) ,
(3.62)
(%)meﬂ\l é limitadaem L2 (0,7;L*(Q2)) .
Estimativa Ill: Fazendo w(t) = —0?v(t)/0y* na i-ésima equacao diferencial de (S;’),
obtém-se

2 ovm 9t o?vm 9%l O?vum
—(» 7 _ ) — a; l m b 1 ,— 7 — i, — 7 .
2 dt || 2 ( )” ( 1 8y ) ayg a ( 1(vk‘ )) 2 ayg ayQ g ayQ

Adicionando membro a membro com i = 1,2, obtém-se

0*v" ()
Oy?

2 azlm
]:Z@" aZ?)'

Usando desigualdades similares a (3.29), (3.30) e (3.31), resulta que
2]

<y l ("“ s ') o o)) +s|gi<t>2] ,

1d mp |2 om0t m
Z[Mn O - (G -G ) s o) o

)
Oy?

Zl o +2 (% - 2)

(3.63)

para todo o ¢ > 0, onde m, = min {m,,, m,,}. Observe-se que, para ¢ > v?/m,, se tem

1
a2 50.
71 €

Assim, seja ¢ = 2v%/m,. Integrando de 0 até ¢ (3.63), obtém-se

9" (s)|”

Z[nvmw + 22 / o

2712[/ (Ia’|+v|> o (s)]? dH/ 1:(s) |2 ds

Usando (H4s') e as convergéncias fortes em H{(Q2), v (0) = v — v;0, com i = 1,2, tem-se

(2

+> llofll*.

que

621);"(5
o ds <c+c/ > lw(s)l* ds (3.64)

SO ) + / 3

onde C é uma constante positiva que nao depende de ¢t nem de m. Usando a desigualdade de
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Gronwall, pode concluir-se que

(ZU5) men € limitada em L2 (0, T3 L2()) - (3.65)

oy?

Usando as estimativas obtidas em (3.58), (3.62) e (3.65), podem extrair-se subsucessoes de (v]")
e (v4") que, por simplicidade, continuarao a ser designadas por (vi*) e (v3*), respetivamente,

tais que

vf* = v; fracamente (ou na topologia fraca) em L* (0,7 Hj(9)),

vf* = v;  fraca estrelaem L™ (0,T;Hy(9)),

K2

§ | (3.66)
Ovi" OV gacamente em L? (0,75 L*()),

ot ot
8%um 8%v;

CEREN fracamente em L2 (0,7; L*(Q)) .
3y2 ayz ( 9 9 ( ))

Entdo, pelo lema de compacidade de Aubin-Lions (veja-se [61]), como H}(Q) <& L2(Q) =

(L2(Q)) < L*(Q), tem-se
V= e vyt — vy, em L2 (O,T; LQ(Q)) : (3.67)

Assim, passando, se necessario, para uma subsucessao (indicada ainda pelo mesmo simbolo),
tem-se

m

o' > v e vl - wuy  q.s.em Ox]0,T7]. (3.68)

Agora, passa-se ao limite com m — co. Pelo lema 3.1, tem-se que
ai (I (v")) = ai (b (vg))  em L*(]0,T), (3.69)

que é necessario para passar ao limite na parte nao linear. Usando as convergéncias em (3.66)
e (3.69), pode passar-se ao limite com m — oo no problema aproximado (S;") e obtém-se o
seguinte:

ov; ov; 0*v;
5 bl(y,t)a—y —a; (I (vg)) b2(2) o gily.t) em I?(0,T; L% (Q)) .

Agora, verificam-se as condic¢oes iniciais. De facto, usando o resultado de regularidade, tem-se
v; € CY(0,T; L*(Q)) .
Desta forma, faz sentido calcular v;(0). Considere-se z € C! (0,T;R), com 2z(0) = 1 e 2(T) = 0.
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Uma vez que a terceira convergéncia em (3.66) implica que

T T
ovl™ dv; 2
A < Bt ,ﬁ)zdt—)/o (at,ﬁ)zdt, 9 e L*(Q),

integrando por partes, obtém-se

T 0z T 0z
— (@(0),9) —/ (", 9) 22t = — (0,(0),9) —/ (0, 0) Lt (3.70)
De (3.70) e usando a segunda convergéncia em (3.66), obtém-se (v"(0),9) — (v;(0),¥), para
todo 0 ¥ € Hi(Q). Mas v"(0) converge fortemente para v,y em L?({2) e, consequentemente,
também converge fracamente em L2(€2). Portanto, (v/*(0),9) — (vio,9) para todo o 9 € H ().
Da unicidade do limite resulta que (v;(0),9) — (vio,9), para todo o ¥ € H} (). Assim, v;(0) =

v;0. Logo, o problema (Sy) possui solucdo. O

A unicidade da solucao forte, global no tempo, para o problema transformado com

fronteira fixa é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 3.6 Sejamv; : Q — R, comi = 1,2, asolucdo global forte de (S,) dada pelo teorema
3.5, (v10,v20) € H}(Q) x H}(2) e 0 < T < oo. Suponha-se que a; é uma funcdo Lipschitziana

com constante L,, > 0, isto é,
la; (s1) — a; (s2)] < Lq, |81 — s2| , para quaisquer si,s2 € R.

Se valem as hipotese (H1) e (H2), entdo a solucdo do problema (S,) é unica.

Demonstragdo: Sejam (vq,v2) € (wy,w2) duas solugcdes do problema (Sy), isto &,

ov; ov; 9%v;
L ey — =g 3.71
ot bl (y7t) 81/ Q; (ll(vk)) b2(t) ayg gl(yvt)a ( )
com v;(0,t) = v;(1,¢t) =0, e
Ow; Ow; 0%w;
? — 72 —_— . 71/ = - 3.72
8t bl (y7 t) ay @ (ll ((Uk)) b2 (t) ayg gi (y7 t)v ( )

com w;(0,t) = w;(1,t) =0, i,k = 1,2 e k # i. Subtraindo membro a membro a equacao (3.72)

da equacao (3.71), obtém-se

ov; Ow; ( ov;  Ow;
b1

=G (G- 5 w0,
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e segue-se que r; = v; — w; € solucdo de

or; or; 62 82(‘01
ET blaiy —a; (l1(vg)) ba—=— 2 + a; (1 (wk)) ba 0 =0,

em L?(0,T; L*(Q)), com r;(0) = 0. Tomando o produto interno em L? (2), com r;, e adicio-

Ow; 9Ory
Jdy 7 Oy

1d 2 1’}// ) 2 ) a'Ui 37“1- N awz ari
3 35 WO+ 5 2 a0 | (G550 ) = (G 5]

3wi 67"1« )

nando e subtraindo a; (11 (vk)) b2 ( ) na equacao anterior, obtém-se

= [a; (lh (wk)) — a; (L (vk))] b2 (8y7 oy

Adicionando as equagdes com i = 1,2, obtém-se

1d, o 19, . orit) |
Z §£| ri(t)] Jri; ri(t)]” 4+ a; (11 (vi)) ba dy ]
(3.73)
Ow; Or;
= 57 s 0 ) = s 0 Connen (52 52 |
Observe-se que
2
i ) b2 | 23O = a1y ) b IO = 22 o) (3.74)
Y 71
e
La- 0 i ('“)z La- 0 7
731 1 (wi) — 1 (vg)] ’ g;t)’ gz(jt)’ < ’y’gco |71(t)] “gy(t)‘ llm: (@)l - (3.75)

Substituindo (3.74) e (3.75) na equacéo (3.73), obtém-se

2 D) S )2 <o (220} S I
-2) (f)

para algum ¢ > 7?/m, /2, onde L, = max{L,,, L., }. Relembre-se que m, = min {m,,,ma,}.

> ok

5z

Pondo ¢ = 4?/m, e integrando de 0 até + em ambos os membros da Ultima desigualdade,

segue-se que
Zln(t)IZS/ )Y Iri(s)* ds, (3.76)

onde a funcédo ¢ € L'(]0,T) é definida por

oty = 2 (Lata) 5 |2ula)

Finalmente, pela desigualdade de Gronwall, obtém-se " |r;(¢)]> = 0, que é equivalente a

7).

Yo
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TZ(t) =0,i=1,2. LOgO, V1 = w1 € Vg = wa. O

Agora, esta-se em condicdes de provar o teorema principal desta seccao.

Teorema 3.7 Sob as hipoteses (H1) — (H2) e (H3s) — (Hb5s), entdo existe uma unica solucé@o

forte u; : Q; — R para o problema (S,), isto é,

(u1)e — a1 (l(u2)) (U1)ee = f1 (x,t) em L? (O,T; L? (Qt)) ,
(u2)e — ag (l(u1)) (u2)ee = fo (x,t) em L? (O,T; L? (Qt)) ,

satisfazendo as seguintes condicbes de regularidade:

2

3

(u1,uz) € [L> (0, T Hg () N H? (%))]
((ur)e, (u2)e) € [L2 (0,75 L% (2,))]%,

onde [ : L? () — R é a forma linear continua definida por 1(¢) = ff((t")) o(z, t)dx.

Demonstragéo: Seja (v1, v2) a solucao do problema (S,) com dados iniciais
vio(y) = uio (@(0) +~v(0)y) , i=1,2.

Como u(z,t) = v(y,t), onde = = «a(t) + v(t)y, para se verificar que (uy(z,t),uz(z,t)), dada
pelo teorema 3.7, é solucdo do problema (S,), € suficiente observar que a transformacao  :
Q: — Q é um difeomorfismo de classe C2. De facto, das igualdades (u;); = (vi)¢ — b1 (y,t)(vi)y
e (ui)ex = b2(t)(vi)yy, da existéncia de solucdo para o problema (S,) e da regularidade de
(v1(y,t),v2(y,t)) dada pelo teorema 3.5, pode concluir-se que (uy(z,t),usz(x,t)) € solucdo de
(Su). Finalmente, a unicidade da solucao para (S,) € uma consequéncia da unicidade da solucéo

para (Sy), porque u; = v;. O

3.7 Decaimento exponencial da solucdo do sistema

Um grande nimero de autores estuda a existéncia de solugdes fracas ou solucdes regu-
lares para equacoes parabdlicas ou hiperbolicas com fronteira mdvel. No problema apresentado
isto traz dificuldades acrescidas, porque a geometria do dominio influencia a exatidao do pro-

blema correspondente (veja-se [59]).
0 objetivo desta seccdo é estabelecer uma taxa de decaimento para a energia associ-

ada ao problema (S,). Assim, obtém-se o comportamento assintdtico para ¢, arbitrariamente
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grande, da energia natural do sistema, definida por

B(t) = 5 (lu ()20, + 020 20,)) (3.77)

N =

no interior do dominio n&o cilindrico );. Assim, pode enunciar-se o seguinte resultado:

Teorema 3.8 Sob as hipoteses do teorema 3.7, se fi(x,t) = fa(x,t) = 0 em (Su), entdo a funcéo
E satisfaz

E(t) < E(0)e™®, para qualquert >0, com§>0.

Demonstracdo: Considerem-se as duas equacdes diferenciais associadas a (S,), com

fi = 0. Multiplicando escalarmente a i-ésima equagao por u;(x,t), em L?(€2;), obtém-se

((s)e. ) gy — 350 (uk)) (), i) 2y = 0. (3.78)

Aplicando a formula de Leibnitz em (3.78) e usando as condicdes de fronteira, resulta

1d
((ui)t7ui>L2(Qt) e 5% A |Uz($,t)|2d$ (379)

Integrando por partes no segundo termo de (3.78) e pelas condicdes de fronteira, obtém-se

((ui)$$7ui)L2(Qt) = - |(u1)r(t)|i2(gt) . (380)

Substituindo (3.79) e (3.80) em (3.78), somando as duas equacdes para i = 1,2 e usando (3.77)

que define a funcao £, obtém-se

d

ZE (1) +a1(l(uz)) ()2 (B)] 720, + a2(Uu) [(u2)e (8) 720, = 0- (3.81)

Atendendo a hipotese (H5s), como m, = min{m,,,m,,}, entdo, da ultima equacdo, resulta
que

d
B +ma (()e a0, + 1(u2)s (O] F2a,)) 0. (3.82)

Desta desigualdade, obtém-se que %E(t) < 0, para todo o t > 0, porque m, > 0. Assim, a
energia £ é uma funcdo (ndo negativa) decrescente. Considerando a hipotese (H1), a partir do

lema 3.2, obtém-se a desigualdade de Poincaré

2 2
wi()|120,) < 91w ()] 120, -
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Assim, usando esta ultima desigualdade, da equacao (3.82), resulta que

d Mg 2 2
G0+ <|u1(t)|L2(Qt) n |uQ(t)|L2(Qt)) <0, Vt>0,

e, consequentemente, que
d
dt

(E(t)eZmat/'Yf ) <0.

Integrando desde 0 até ¢, conclui-se que

E(t) < E(0)e™%,

com § = 2m,/~?, 0 que prova o decaimento exponencial da solucao quando ambas as forcas de

reacao, fi(z,t) e fa(x,t), sao nulas. O

Observacdo 6: Quando f; e f, apresentam um decaimento adequado (veja-se [37]),

pode obter-se o mesmo resultado que o do teorema 3.8 se fi(x,t) # 0 e fo(z,t) # 0.

Observacdo 7: Os resultados dos teoremas 3.7 e 3.8 podem ser generalizados para

(u1)e — aq (/Q u (X, t)dx) Auy = fi(x,t), em @y,

(u): — az ( /Q ul<x,t>dx> Aus = fo(x 1), em @y,

onde Q; C R"™! (n > 1) é um dominio nao cilindrico definido por

Qi = U Q x {t},

0<t<o0

com fronteira lateral dada por ¥; = Up<t<o0 (0% x {t}). Para mais detalhes, veja-se [38, 91].

Observacao 8: E possivel recorrer as técnicas aqui apresentadas para provar a existéncia

e unicidade, bem como o decaimento exponencial das solucdes, para um sistema do tipo
(ui)t —a; (/ uo’(i)('ra t)d.l?) (uz)sz = fl(x?t)’ em Qta
Q
i=1,2,...n

onde o € uma permutacao dos elementos de {1,2,...,n}, generalizando assim os resultados dos

teoremas 3.7 e 3.8.
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3.8 Estimativas do erro

Para finalizar o estudo tedrico dos problemas nao locais com fronteira movel, nesta
seccdo, primeiramente, discretiza-se a variavel espacial do problema transformado (S,) e
obtém-se estimativas do erro para a solucao semidiscreta. Em seguida, discretiza-se o0 mesmo
também no tempo e procuram-se estimativas do erro para essa discretizacao. A formulagao do

problema semidiscreto assenta na seguinte definicao de solucao fraca:

Definicdo 3.1 Diz-se que o par de funcées v = (vy,v2)” é uma solucdo fraca do problema (Sy)

se, para cada i € {1,2},

5‘vi
ot

v; € L™ (0, T; Hy(Q) N H*()) , € L*(0,T; L*()), (3.83)

a seguinte igualdade em D’(]0, T[) é verdadeira para qualquer w € H}(2) e t €]0,T],

L 9w, /1 ov; L ov; ow !
‘wdy — by —wdy + a; (11 (vg))b - d :/ w d 3.84
g | g ey (1(k))206yayy | gwdy (3.84)
e
vz(yao) = UiO(y)v Yy S Q (385)

A partir de agora, assume-se que v tem a regularidade necessaria para realizar todos os

calculos que se seguem.

3.8.1 Solucao semidiscreta

Considere-se uma particdo P, do dominio espacial Q em intervalos disjuntos Ay, L =
1,..,N, tal que h = max{Z;, : L = 1,...,N}. Seja S; o conjunto das fungdes continuas em
Q, seccionalmente polinomiais de grau » em cada elemento finito A, e que valem zero na

fronteira de (, isto é,
Si={Ued@: Ul oTL P}, VAL eP.} .

Se {fbk tk=1,.., N} é uma base para S}, entao pode definir-se cada elemento U € S;, por

N
Uly.t) = > U (€51) 9"(y), yeQ.
k=1
Para cada funcao u definida em €, que se anula em 052, defina-se a funcao interpoladora de

u, que se denota por Z,u, como sendo o elemento de S; que coincide com « nos noés globais
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{5’“ tk=1, ...,N}. Assim, tem-se,

N

(@) () = > u (&) (), yeQ.

k=1

Pode enunciar-se o seguinte resultado:

Lema 3.3 Seu € H™"1(Q) N H}(Q), entdo
| Znu —ul + h|V(Zhu — w)| < CR™u| grss oy

sendo C uma constante positiva independente de h e de r.
A demonstracao deste lema, bem como a do seguinte encontra-se em [100].

Defini¢&o 3.2 Uma funcdo U € S; diz-se a projecdo de Ritz de u € H}(Q) sobre S}, se satisfaz
a igualdade

/VU-VUdy:/Vu-VUdy, YU € S;.
Q Q

Lema 3.4 Seu € H™"(Q) N H(Q), entdo
|U —u| + h|V(U —u)| < Ch  |ul| gr+1(q)

sendo C uma constante positiva independente de h e de r.

O problema semidiscreto, baseado na definicao 3.1, consiste em determinar a funcao
vectorial V = (v, V»)T, pertencente a (8};)2 parat > 0, tal que para todo o U = (U, U,)” com
componentes em S e t €]0,77[:

Lav; ou;
0 dy Oy

Lovi
) ot

1 aV 1
Ui dy— / blaiyZUz dy+a,(ll(Vk))b2 dy = / giUi dy
0 0

(3.86)
Vi(0) = Zpvio, ©=1,2

Note-se que, se pode reescrever o problema (3.86) como um sistema de EDOs (nao linear) em ¢.
A demonstracao de existéncia de solucao para este sistema resulta do teorema de Carathéodory
(veja-se [27]) e pode provar-se a unicidade da solucao, usando argumentos semelhantes aos

utilizados na demonstracao do teorema 3.6.

Teorema 3.9 Se v é solugdo do problema (S,) e V é solugdo do sistema (3.86), entdo

Vi(t) —vi(t)| < Ch™Y, t€]0,T], i=1,2,
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sendo C uma constante positiva independente de h, r e i.

Demonstracao: A diferenca V;(y,t) — v;(y,t) pode ser escrita como
(Vily,t) = Vi, ) + (Vily,t) = vily, 1)) = Dy, ) + pi(y, 1) |
onde V; € S; representa a projecao de Ritz da funcao v;. Entao
Vi(t) —vi(t)] < [9: ()] + |pi(t)]

e, pelo lema 3.4, obtém-se
i ()] < CR™Joi(8) | 1m0y - (3.87)

Em seguida, determina-se um limite superior para |¢;(¢)|. Para cada i € {1,2}, tem-se

L 99,
o Ot

L 9y, oU;
o Oy Oy Y

Loav;
Ui dy — / bi—=—Usdy + a;(11(V))b2
0 dy

1 1 1
0)% / aV; / oV; oU;
= —U,; dy — bi—U;dy+ a;(11(Vy))b d

1 v 1 v 1 v
ov; aVv; aV; OU;
_A EUldy-f—‘/O blaiyUl dy—al(ll(Vk))bg o aiy 8’y d

1 1 1 1
avi (91}1' 3vi aUz
:/ g:U; dy — ——U; dy+/ by —U;dy — ai(ll(vk))b2/ dy
0 0 0 0

ot dy Jy Oy
! 8% 8‘71 ! 8‘71 avi
+/o (3?5 - 3t>Uidy+/o bl(ay - 8y>Uidy
L av; oU;
+a; (11 (vr)) — a; (11(Vi))]b it
()~ ol (Vi)les | G
_ [ iy +/1b Pt 17, dy + [as(1y (or)) — as (L (V)b 1OV U
_Oatlyolayly i1 (Vg il (Vi zoayayy-

Fazendo U;(t) = ¥;(t) na equacao anterior e tendo em atencdo as equacoes (3.8) e (3.10),

obtém-se
1d ey 170 0 4, ovi(t)|*
2 dt |’l9z(t)| + ) v |'l92(t)| + az(ll(Vk))bQ ay
(3.88)
' Ops L Opi L ov; 0v;
= — A ot Y, dy+/0 blaiyﬁl dy—|—[ai(ll(vk)) —ai(ll(Vk))}bg ; ay ay dy

Integrando por partes o segundo termo do segundo membro da equacéo anterior, obtém-se

1 ‘ / 1 1 )
[0 %iay=-2 [ gy~ [ 002 ay. (3.89)
o Oy 7 Jo 0 0y
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Substituindo (3.89) em (3.88), somando membro a membro com i = 1,2 e usando a desigualdade
de Schwarz em cada um dos termos do segundo membro, do sistema de equacoes diferenciais

ordinarias (3.88), resulta

Z Ejﬁ |19i(t)|2 + ;:YY/ |19i(1f)|2 + Mmybs ||192(t)||2:| < Z ll lapi(t)

1 / / / 2 1
5% (I + 12:01) + 5 (W) ps() + 5 I9:(0) P (3.90)

+

avi(t)|”

dy

2
+5 (222 la - vitor

0

1 2

— |19 (¢ ,
A0l ]
para todo o ¢ > 0, onde > x; = x1 + X2, My = min{mg,, Mg, }, My = max{M,,,M,,} e
L, =max{L,,, L,,}. Logo,

2

S [dr 2 (2 - D inor] < Uap&f“ P

(3.91)
- 2
v (O/+Iv’l)2> 2 (Lac())z‘c?%(t) 2
+ (L Fe——— ) ps(t)]° + € () — Vi@ |,
(Z+ D o+ (222) | T2 1w - vico
Observe-se que
Vi(t) v (t)
< .
’ 9y ‘— 9y (-9
e
[or(8) = @I < (9x(0)] + oD < 2 (196(0) + 1pu(0)7) - (3.93)
Substituindo (3.92) e (3.93) em (3.91) e pondo ¢ = 2v%/m,, segue-se que
d api(t)|?
& (Zwf) < | %0 + o S0 + e Ylntof
Pela desigualdade de Gronwall, obtém-se
9i(t)* < 9:(0)? 'y |2t t 2 3.94
DOF <CY IOF +C | 3|\ Z5= ds+C [ lpils) ds. (3.94)

Das hipoteses do teorema, obtém-se
2 2 r
[9:(0)|” < [Vi(0) = wiol” < CH*F Dfuig | Frs1 g 5

t
| 1o s < CTH D o) o
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Ipi(s) ?

ot

2
ds < CTh(r+1)

)

Hr+1(Q)

[

para cada i € {1,2}. Entao,

8’Ui (t)
ot

ot

Y <c (Z oioll i1y + D i@y + D ’

Av;(t) ‘

2
h2(7‘+1) ,
H™+1(Q)

que implica

|9;(t) < Ch™ Y i=1,2. (3.95)

Adicionando as estimativas (3.87) e (3.95), termina-se a demonstracao. [J

3.8.2 Problema totalmente discreto

Seja 6 > 0 e considere-se a particao de ]0, 7] determinada por
0=1t0 <t < <tlrr=l) < 4lnr) —

com (™ = ¢t(»=1) 1 5. A discretizacdo no tempo é feita utilizando o método de Crank-Nicolson.
Seja V(") (y) a aproximacao de v(y, (™), no espaco (S;)°. Neste método, a equacao diferencial
do problema semidiscreto (3.86) é avaliada nos pontos ¢("~1/2) = M, comn=1,.., np,

€ usam-se as aproximacoes

VO (y) + V=D (y)

V(y, 1) ~ 5 = vy
e
v V() VD) o
OV () =172y _ v
g Wt ) = 5 av™(y).

O problema totalmente discreto consiste em determinar a funcao vectorial V(*) = (Vl("), Vz("))T,

pertencente a (S};)2 para n > 1, que satisfaca

1 1 o (n) 1 g77(n)
. _ oV, . _ oV oU;
8‘/;(”)[71_ dy _ / b(n 1/2) 7 lri dy a; l ‘7(”) b(” 1/2) 7 ?
/0 ' o | dy (h(Vi )b o Oy Oy

_ /1 oD, dy (3.96)
0

VO = T, i=1,2,

(2

para todo o U = (U;,Us)" com componentes em S7, onde ¢("~1/2) = (t(n=1/2)),
0 sistema de equacdes algébricas (3.96) é nao linear, devido a presenca de a,-(ll(V,f”))).

A utilizacdo de um método iterativo, como o de Newton, por exemplo, para o solucionar em
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cada instante ¢("), acarreta custos computacionais adicionais. Assim, nesta tese, opta-se por
uma estratégia de linearizacao do coeficiente de difusdo e, de acordo com [100], substitui-se
V(") por v,ﬁ”) = %Vk("’_l) - %Vk(”_Q). Entao, o problema totalmente discreto sera, neste caso,

calcular a funcdo V(™) , para n > 2, pertencente a (82)2, que satisfaca

Lov™ o, ;
o Oy Oy

_ / ! S g (3.97)
0

7

1 1 (n)
arrn n— av n—
| 800y~ [ Sy (7
0 0

Vi) =T, i=12,

para todo o U = (U, U,)”T com componentes em S;. Desta forma, tem-se um método linear
de passo multiplo que requer duas estimativas iniciais V() e V(1) A estimativa V() é obtida
da condicéo inicial. Para se calcular V(Y) com a mesma precisdo, usa-se o seguinte método

estimador-corretor [100]:

11,(10) _ 1/(0) 1 (1,0) | 1/(0)
/ LA Uidyi/ b1/ 0 (% +V, )Uidy
0 0

oy 2
(3.98)
1 (1,0) (0) 1
o (Vi + vV au;
(L(V© b<1/2)/7 i i iy :/ W20 gy i=1.2.
+a(1(vk )) 2 0 ay 92 ay Y 0 9; U Y, 1 ’

/lav(l)Uidy—/ b””av Ui dy

0 ’ Ay
(3.99)

v 4 v LavY au,
vap (0 [ ) ) 2 dy:/ dPUidy, i=1,2.
2 0 32/ 6y 0

Esta seccao termina com a estimativa do erro para a aproximacao totalmente discreta

da solucao do problema (Sy).

Teorema 3.10 Se v é solucdo do problema (S,) e V(™) é solucdo do problema (3.97)-(3.99),

entdo

V) —vily )] < O 462, €0, T m=1,.ng, =12,

sendo C uma constante positiva independente de h, r e ¢.

Demonstrac;éo: Em primeiro lugar determina-se a estimativa para n = 1. Sejam 197(;1’0) =

. . PYCEDIIRIC R (1,0) _ 4(0) .
OO = B e yt0) — % % Analogamente, como na demonstrag&o

y0
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do teorema 3.9, para cada i € {1, 2}, tem-se

1 3(1,0) 3(1,0)
. 09, ov; " oU;
819§1’°)1J,; dy f/ b(1/2) 9y U; deraz(ll([/k(O)))bél/Q)/ dy
0

0 0 8y 8y

' (1.0) (1,0)
— 5%(1’°)Uidy—/ b(l/z)aV Us dy + as(i (V®) b(l/z)/ vt au; J
0 0 Oy dy Oy

1 (1) 1 g17(1)
=2 8V oV’ aU;
_ a‘fi(l)Ui dy / b(1/2) [r dy —a; l ‘7(0) b(1/2) 7 ? dy
/0 dy (L), o Oy Oy

1 1 (1/2) 1 (1/2)
= | ¢4 —/ i U d / b2 9% g
A 9; i ay 0 (8t iay + o 1 8y i ay

(1/2)
el [y,

0 8y dy
1 1 S-(1) (1/2)
+/ U; dy+/ b{/? <8Vi o ) U; dy
0

(3% > (1/2) - av(l
ot oy oy

! a1/ ov!
57 [ [aial(v,i”?’))lgy ~ il () T~

dy
1 3U,>(1/2) _o)
= - -0V,
[l -

g (0 2))pg /) /

0

oU;
dy

1 S (1) (1/2)
oV, ov;
Ui d +/ AT R N Ui d
y 0 1 8y ay y

oU;
dy

Hoo? avV
dy By

LavV v,
0 32! Oy

+ [ai ) = ait (V)] o572

Tomando U; = 192(1’0), obtém-se

1(y)/2

2 ~(1/2)

! 8Ui>(1/2) —2¢ (1)
= — v,
/0 [( ot i

raslt (o [

0

o000 [
Ay

1 (1) (1/ )
- V.
1951,0) dy+/ bguz) (8 . Qv >ﬁ§1,o) dy
0

|~ 2 " 2
3|0 30 4 s (V)

2

Jy 3y

9o
dy

dy

1 31)20/2) - af/i(l)
oy dy

(1) 54(1,0)
o)) — g (O] s [ OV 99,
+ {al(ll(vk ) — ai(li(V}, ))} by _/0 8y 8y ay
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Integrando por partes o segundo termo do segundo membro da equacdo anterior, obtém-se

1 (1) 1/2)\ | N2 el )
/ b(11/2) [ 1951,0) dy = () / (Vi(l) B v§1/2)> 191(1,0) dy
0 y dy 0

~1/2)
(3.101)
1 3(1,0)
e (po _ az) 9Y
/O oD (V1 o) T
Entao, usando as desigualdades de Schwarz e de Poincaré, pode concluir-se que
5(1,0) | (1/2)
L5150 0)‘2 mg |0V, dv; 25|, [H <1/2>’
_ o - z < — R . — .
28 U, + 72 | oy <C T ov, | + |V, v,
(3.102)
+ o avth + ‘U<1/2) _ V(O)‘ 99"
Ay Ay ¥ F oy |’

e, consequentemente, que

5(1,0) |2 2mg 1
% )’ T\ e

A
_"_ 7

_ 7

dy y

2

319(-1’0)
dy

5}

(1) (1/2)
+ |V, =

1/2
() e
ot ¢

2
i)

para todo o ¢ > 0. Para € > v#/m, /2, tem-se

2
s 2
n ‘Viu) _ vf/z)(

. 2 N @2
o sef|(5) -

(3.103)
2
2
1/2 0
o —vO)

v/ B 5‘2(1)
dy oy

Além disso, as estimativas seguintes sdo verdadeiras para cada i € {1,2}

1/2 1/2
|(8£)( /)73‘2(1) < '(83?>( /2) 50

v _ a2

+

o — vV < co? v o,

K2

7

Py _ f/.“/”‘ .

/e U§1/2>‘ <08+ OhH

(1/2) (1) )
ov; oV < 05/
Ay Oy £(0)

831)2‘
Oyot?

dt < C6%,

o = VO] < [of @+ [ol? - V0| < 05+ Chr+1.
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Daqui, resulta que

A 2
B ’ﬁglvm] <O+ +0)2,

e, finalmente, obtém-se

2 2
‘197(:1,0)‘ < ‘197(:0)‘ —|—C(5(hT+l + 5)2 < C(hQ(T-H) _’_53)’ i=1,2. (3.104)

Repetindo esse processo para a equacao (3.99), chega-se a

51 |2 (1/2)
15 A(l)f m, |90} v M| . 5w <1/2>‘
- \ @ ( < — AR g— )
28 9, 7 7oy | < C 5 8V g v;
(3.105)
B L i I IV N i e A L
y oy k 2 dy
Neste caso, usa-se a estimativa seguinte
1,0 0 ~ R 1,0 0
o2 _ A );Vk( : < ‘Ugm _ f/“)‘ + P - A )2+ vy
¢ 1 1
< T8 3o 3 )
S C(hr+1 +52) +O (ha"+1 +53/2> +Ch7’+1
<C (W4 6%2)
Entao, usando a desigualdade (3.12) em (3.105), obtém-se
_ 2
E) )’ < C(hQ(T—H) + 5%,
o que implica que
2 2
]1951)] < ’ﬁgm( 4 O8(R20 D 4 §3) < O(R20HY) £ 6%y, i=1,2. (3.106)

Para concluir a demonstracdo, obtém-se o resultado para n > 2. Procedendo literal-

mente como na estimativa para n = 1, conclui-se que

L, ma |20 (00wl e e
— \ _ ) < v _ (n (n) _(n
2 v + ’y% dy - ( ot ) v Vi Vi ‘
(3.107)
+ gu" VP ‘ (n=1/2) _ 77 a0y
oy dy
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Agora, usa-se a estimativa

Ulin,—l/Q) _ V](Cn) < ‘U]in,—l/Q) _ @](Cn) I ‘@]gn) _ V;;"’)
< ‘U](qu/z) _E](Cn) i ‘pén) n ’31(;1)

<o rontt o (o] + o) |

para se provar que

2o eye, ‘19,2”*”’2 +C ‘19,2”*”]2 Lot 4, i=1,2

Somando membro a membro, com ¢ = 1,2, segue-se que

RISy M"‘”f +0Y z9§"‘2>]2 + O (R 4 8%)?

Iterando sucessivamente, chega-se a
(n)
>

2 2 2
<@+0) Y [0+ es S o8 (462

<0y

191(_1)’2 + C’Z ‘191(_0)‘2 Lo (h,,._H N 52)2 7

e tendo em conta as estimativas para 1950) , termina-se a demonstracdo. [

)

19(1)‘ e ’p(n)

0 método exposto na presente seccao foi implementado em ambiente Matlab e apli-
cado em [3] a resolucdo de um sistema acoplado de EDPs parabodlicas com solucdo exacta.
Fez-se, ainda, um estudo das taxas de convergéncia, simulando o problema referido para dife-
rentes combinacoes de r, h e § e, como esperado, os resultados obtidos estao de acordo com
a teoria. Por fim, comparou-se a solucdo numérica do problema totalmente discreto com a
soluca@o aproximada obtida com o MEFM. Em ambas as simulacoes consideraram-se aproximacoes
locais de grau cinco e uma malha espacial inicial, uniforme, com quatro elementos finitos. E
relevante referir ainda que os resultados obtidos com o MEFM tém uma precisao semelhante a
solucdo numeérica do problema discretizado utilizando o método de Galerkin no espaco e um

método linearizado de Crank-Nicolson no tempo.

3.9 Estudo numérico

0 objetivo desta seccéo € determinar a solucao aproximada dos problemas com fronteira

movel, (P,) e (Sy), usando o MFEM com aproximacoes locais de grau arbitrario. Este método
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pode ser aplicado para simular os modelos referidos no dominio cilindrico, assim como o fizeram
alguns autores. Além disso, o algoritmo numérico permite resolver o problema imediatamente
no dominio nado cilindrico. A manifestacao das propriedades da solucdo como o decaimento
exponencial, a velocidade finita de propagacao ou a ocorréncia de “blow-up” esta dependente
dos dados iniciais. Assim, estudar-se-ao os problemas referidos para diferentes funcoes a;, f;,
uq0, o € B3, para ilustrar o decaimento exponencial da energia do sistema e a regularidade da

solucao, em particular na vizinhanca da fronteira movel.

Os resultados numeéricos aqui apresentados sao obtidos no ambiente Matlab usando um

computador com um processador Intel Core i7 — 3960X a 3.30 GHz.

A seguir, apresentam-se alguns exemplos de dilatacdes v que satisfazem as hipoteses
(H1) — (H2) sobre o dominio Q; C R?2.

Assume-se que ~(t) = B(t) — a(t), —a'(t) > 0 e §'(t) > 0. Assim, considerando uma

variacdo limitada da posicao de ambas as fronteiras moveis, deve ter-se
0<—adt) <K, 0<pB({#t)<K, Vt>0. (3.108)
Seja

a(t) =a(0) — a1 ¥,(t), 0<ay,
B(t) = B0) + 5r¥;(t), 0<fr,

(3.109)

onde os indices i e j podem ser iguais ou nao.
Exemplos de funcdes ¥.

1. Integrando cada uma das desigualdades (3.108) de 0 até ¢, obtém-se Q; definido por
(3.109) com
Ui(t)=t, a1 <K, p1<K.

Note-se que, neste caso, se tém fronteiras lineares.

2. A fronteira de (); dada por

_n_ e A
paran=2,3,..e Ko = (%)™, ou Ko = (%) , Ndo é linear.

3. Este exemplo mostra que, quando ¢ — oo, 0 dominio ); é assintotico a um cilindro

1 1
Us(t) = ~ ,
)= Uk~ Vit ke

coma;=p=1e 1/K0 — (nK)n/(Sn—l).
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Exemplo 1: Seja u(x,t) = -4 sin(mn) cos(rt), onde = P 3 solucdo exata do

problema (P,,) para uma escolha apropriada de f(x,t) com a uma funcao constante. O objetivo
€ comparar a solucao exata com a solugao numérica. Considere-se que as fronteiras maveis sao

definidas por

aft) = - e Bl =,

e a condicao inicial é ug(z) = u(z,0). Estes dados satisfazem as hipoteses do teorema 3.1.
Usa-se ¢ = 1.71, quatro elementos finitos e aproximac¢des polinomiais locais de grau

cinco. A figura 3.3 mostra a solucao numérica, no dominio nao cilindrico Q; para ¢t < 1.

Figura 3.3: Solucao aproximada em Q; x [0, 1]

Tempo (1) 1Bl 20,
0.0 3.6e-10
0.2 7.0e-09
0.4 2.1e-08
0.6 2.5e-08
0.8 1.7e-08
1.0 1.4e-08

Tabela 3.1: Erros obtidos em varios instantes

O erro da solucéo numérica U(z,t), na norma L>(0,T; L?(€;)), € definido por

FEr-~ = max (|u(x,tk) — U(m’,tk)hz(g%))

0<t,<T

1/2
_ 3N TT(eT 1)|2
Jax, ( [, 100 ~U(e ) dx> ,

onde U(¢7,t;) representa a solucdo aproximada no j-ésimo ponto de interpolacdo global de
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O, ety €{0,0.2,...,1.0}. Na tabela 3.1, apresentam-se os erros, entre a solucao aproximada
obtida com o MEFM e a solucao exata, calculados em diferentes instantes. Estes resultados
demonstram que o MFEM pode produzir aproximacoes com uma boa precisao, utilizando um

numero reduzido de noés e de tempo de calculo.

2r t=0e-+00
18k ——— =1e-03
: ——— =5¢-03
16F —t=1e-02
=2¢-02
141 t=5e-02
12b t=5e-01
o t=1e+00
o1
=
0.8
06}
0.4}
0.2}
O .
0.5 0 05 1 15
X
2r t=0e+00
18l t=1e-03
’ t=5e-03
16 t=le-02
=2¢-02
1.4r t=5e-02
12k t=5e-01
o t=1e+00
S
i;/ N
N/
06 J |
04+ I N
02f ‘ ‘
oF I/ o o\‘
05 0 0.5 1 15

X

Figura 3.4: Perfis da solucao em diferentes instantes para « (em cima) e para v (em baixo)

Exemplo 2: Seja @, definido por

a(t) = a(0) = Ws(t), B(t) =B0)+Ts(t), t=0,

comn =2 e Ky = 1. De modo a ilustrar o comportamento assintético das solucdes de acordo

com as hipdteses (H3s) — (Hb5s), considerou-se o sistema (S,), com Qg =]0, 1|,

a1(s) =1+sin(2s), as(s)=1+ et
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0.1e™* 0.01z

ma fa(w,t) = m

bil ((ﬂ,t) -
A hipdtese (Hb5s) é satisfeita com m, = 0, com M, = max{M,,,M,,} = 2 e com a seguinte
constante de Lipschitz: L, > max{L,,,Ls,} = 2. Além disso, as fontes externas f; e f,

satisfazem (H4s). Realizou-se a simulacdo numérica usando as seguintes condicoes iniciais:
up(z) = 32(a(0) — )*(x — £(0))? e vo(z) = 1 — cos(4rx),

que satisfazem (H3s). Considerando que a solucao (u,v) descreve as densidades de duas popu-
lacdes que interagem num meio fisico que evolui com o tempo, entao inicialmente, a populacao
da primeira espécie esta concentrada no centro de Q, e os individuos da segunda espécie cons-
tituem dois grupos, cada um em metade do dominio espacial.

A solucdo numeérica foi obtida em varios instantes desde ¢t = 0 até ¢t = 1, com aproxi-
macodes polinomiais locais de grau cinco em cada um dos quatro elementos finitos da malha
associada a cada uma das variaveis dependentes. As posicdes iniciais dos nos constituem malhas
uniformes em Q.

Na figura 3.4, observa-se a extincao de ambas as espécies, o que é consistente com o
decaimento exponencial da solugcdo. No entanto, o comportamento das solucdes até a extincao
é diferente: vé-se na figura 3.4 (em cima), uma elevada taxa de decaimento da densidade de
populacao da primeira espécie (a morte dos individuos), sem haver uma difusdo significativa.
Mas a figura 3.4 (em baixo) mostra a mobilidade para a regiao central, de um grande nimero

de individuos da segunda espécie, nos instantes iniciais.

0.25p
=0e+00
t=1e-03
t=5¢-03
02y ——t=le-02
=2¢-02
t=5e-02
015 t=5e-01
- t=1e+00
)
=
0.1F
0.05F \\
oro ‘ % ‘ .
0.9 0.95 1 1.05 1.1

X

Figura 3.5: Ampliacao da figura 3.4 na regiao centrada em (5(t),0), para u

Para se visualizar melhor a regularidade da solucdo na vizinhanca da fronteira mavel,
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na figura 3.5, apresenta-se uma ampliacao dos perfis da funcdo u, centrada em (53(¢),0). Na
figura 3.6, traca-se o grafico de X, ;(¢) versus v(X, ;(t),t), para 0 < t < 1. Observam-se
as trajetorias descendentes dos nds interiores de separacédo e verifica-se que a evolucao das
malhas adaptativas se processa com suavidade, apesar da situacao inicial, em que a solucao

apresentava variacoes bruscas.

720
1.8 22
23

24
141 X5

0.8F

0.6

04

0.2

Figura 3.6: Trajetorias dos nds de separacao da malha associada a v

Como se usam aproximacoes locais de grau elevado, o MEFM nao tem que recolocar os
nos rapidamente. Obtiveram-se trajetorias suaves, semelhantes, dos noés da malha associada a
U.

A solucao numérica aproximada é apresentada no grafico 3-D da figura 3.7. Observa-se
a diminuicao da densidade de ambas as populacdoes com o aumento do tempo. Finalmente,
na figura 3.8, representam-se historias de valores de u (a esquerda) e de v (a direita) em dois
pontos fixos do dominio espacial, z; = 0.25 e 25 = 0.5. Observa-se uma alta taxa de decaimento
dos valores de u(xg,t) e de v(x, t), k = 1,2, com o aumento de ¢, conduzindo a um decaimento

exponencial da energia das solucdes.

Exemplo 3: Neste terceiro exemplo, usa-se uma dilatacao v diferente, definida por ¥,

comn=3, K=1/2ea; =1, isto é

alt) =23 — t+(2/3%2, Bt)=1-a(t), t>0.

Quer ilustrar-se que o decaimento exponencial da solucao depende de uma taxa adequada de

decaimento das funcdes f;, i = 1,2. Assim, considera-se

1 2

a1(3):2—1+7527 -

as(s) =e”*
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15 0

Figura 3.7: Evolucao da solucao aproximada « (em cima) e v (em baixo) no dominio do espago-tempo

e as forcas de reacao
2

0.1z e’
A+ e fowz,t)= A+o8

fi(z,t) = (3.110)

As condicdes iniciais sdo dadas por u(z,0) = S3(x) e v(z,0) = S3(z), onde Sz, S representam

as funcodes splines cubicas naturais, que interpolam os pontos de coordenadas

{(0,0),(0.2,1),(0.5,0.5), (1,0)} e {(0,0),(0.6,0.65),(0.8,1), (1,0)},

respetivamente. Estes dados satisfazem as hipdteses do teorema 3.7.

As simulacées numéricas sdo realizadas utilizando malhas iniciais independentes, com
cinco pontos. De acordo com as condicdes iniciais, concentram-se os nés de separacao interiores
na metade esquerda do dominio espacial, para u, e perto da extremidade direita de g, para
v. As particoes iniciais de )y sao determinados pelos pontos 0, 0.1, 0.25, 0.5 e 1, para a malha

associada a u e por 0, 0.5, 0.75, 0.9 e 1, para a malha associada a v. A solucao aproximada
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u(xk,t)
v(xk,t)

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.8: Comportamento assintotico das solucdes v« (a esquerda) e v (a direita)

foi obtida com aproximacodes de grau quatro em cada elemento finito de ambas as malhas. O

intervalo de tempo de integracao considerado foi [0, 1].

Figura 3.9: Solucao aproximada u (a esquerda) e v (a direita) em Q,x]0, 1|

A distribuicao das duas densidades populacionais, no dominio nado cilindrico Q; para
t < 1, esta apresentada na figura 3.9. Como esperado, observa-se que a extincao da populacao
de ambas as espécies ocorre num tempo finito. Na figura 3.10, veem-se os resultados obtidos
para u(x,t;) (em cima) e v(x,t;) (em baixo), calculados em varios instantes ¢,. Observa-se o
mesmo comportamento das duas espécies: uma reducao no tempo de ambas as populacdes, em
conjunto com uma redistribuicdo mais uniforme no meio ambiente de cada espécie, devido a
mobilidade de um grande nimero de individuos.

O MEFM reposiciona automaticamente os nds, de modo a concentra-los nas regides em
que a solucao tem perfis abruptos. Como se utilizam aproximac¢des locais de grau cinco, o
método é capaz de mover os nds com suavidade. Isto pode ser visto na figura 3.11, onde se
apresenta o movimento das duas fronteiras e dos nds de separacao interiores associados a wu.
Obteve-se um movimento suave regular analogo, para a malha associada a v.

Neste exemplo, também se estuda a taxa de decaimento da energia das solucdes do
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t=0e+00
T t=1e-03
t=5e-03
— t=le-02
08r t=2e-02
t=5e-02
t=5e-01
. 06 t=1e+00
b
X
=
04r
7 \\
ok o o S
-0.5 0 0.5 1 15
X
i t=0e+00
t=1e-03
09F t=5¢-03
osl t=1e-02
) t=2e-02
0.7+ t=5e-02
t=5e-01
061 t=1e+00
X 05f
>
04r
0.3F
02F
01
or & o o
-0.5 0 0.5 1 15

Figura 3.10: Evolucao da densidade populacional em diferentes instantes, v (em cima) e v (em baixo)

sistema. Assim, na figura 3.12, tracou-se o grafico da funcao v(z,-) versus ¢ para duas forcas
de reacao diferentes associadas a segunda EDP: f, definida em (3.110) e uma funcao diferente
fa(z,t) = te==", em dois valores fixos da variavel espacial z. Observa-se uma elevada taxa de
decaimento, no tempo, dos valores historiados para f, (veja-se a figura 3.12 (a esquerda)). Pelo
contrario, na figura 3.12 (a direita), vé-se que a funcdo f, nao tem um decaimento adequado

que conduza a um comportamento assintético da solucao.

De modo a verificar o comportamento assintético da solucao do sistema, para f2, na
figura 3.13, (a esquerda) tracou-se o grafico da funcao energia global. Para se mostrar que
a energia decai exponencialmente, na figura 3.13 (a direita), usou-se uma escala logaritmica
no segundo eixo coordenado do sistema de referéncia, para se efectuar uma comparacao dos
valores de E com o majorante obtido no teorema 3.8, tracado a cor vermelha. Observou-se

o decaimento assintotico da energia do sistema (a esquerda), o que esta de acordo com os
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1r
0.9r X
08 Xl.2
) X13
0.7+ X1‘4
06} XI‘S
~ 05}
04
0.3
0.2
0.1
0 L . .
0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 3.11: Movimento da malha, associada a u

x=0.25
x=0.75

v(xk,t)
V(Xk.t)

Figura 3.12: Historias de v(z, t) em dois valores fixos de = para as funcdes f» (a esquerda) e f» (a direita)

resultados teoricos, verificando-se a desigualdade

log(E(t)) < log(E(0)) —

sendo 6 como no teorema 3.8 (a direita).

Finalmente, na figura 3.14, representam-se as funcoes a; e a2, que definem os coefi-
cientes ndo locais de difusdao. A figura mostra taxas de difusao nao lineares relativamente a

massa total de cada populacao.
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035 10°

0.3

E(t)

10"

t t

Figura 3.13: Energia do sistema com f> (a esquerda) e comparacdo com o majorante estabelecido no
teorema 3.8 (a direita)

aI(J o Uy (x.t)dx)

0.95F

0.9

0.85

0.8

o
o
N
oL
IS
o
(o))

08 1
Figura 3.14: Evolucao, no tempo, dos termos de difusao a; € a2

Exemplo 4: Considere-se agora o problema (S,) com coeficientes de difusao mais gerais

(veja-se [3]), constituido por duas equacdes parabdlicas nao lineares definidas em Q;,

B() B()
up — ay / u(z, t)dx , / v(z, t)de | uge = f1 (2,t)
a(t) a(t)

B(t) B(t)
vy — a9 / u(zx, t)dx, / v(z, t)de | v = fo (z,1)
o(t) a(t)

Para se obter a solucao aproximada deste sistema acoplado, com condicoes de fronteira de

(3.111)

Dirichlet nulas, usa-se

1 1 2 1

a1(31752) ].-1-8% + 1+s%a a2(81752) + 1-1—8% 1-‘1-8%
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Neste exemplo, as fungées fi(x,t), fao(x,t), uo(z,t) € vo(z,t) sdo escolhidas de modo a que

1 (611 10513 , 646 5 1070 ,
= (8, 1S, 0465 1970 3.112
u(, ) t+1<7o77 210 1 T 7 T T ;1 (3.112)
e
_, {2047 27701 691 995
v, t) =€ (140” o T 21"4) : (3.113)
comn = % sejam as solucdes exatas do sistema (3.111).

As simulagbes numéricas sao realizadas utilizando malhas iniciais independentes, com
cinco pontos uniformemente distribuidos no dominio espacial Qo = [0, 1]. A solucao aproximada

foi obtida com aproximacoes de grau quatro em cada elemento finito de ambas as malhas.

1.2 1.2
1 1

08 08

% -

Z 06 Z 06

0.4

1.5

Figura 3.15: Solucées aproximadas em ; x]0, 3|

A evolucao das duas densidades populacionais (u,v), no dominio nao cilindrico @, para
t < 3, esta apresentada na figura 3.15. Observa-se que, inicialmente, cada populacao con-
centra-se principalmente em duas regides e, com o decorrer do tempo, ha uma diminuicao
acentuada da populacédo da segunda espécie e uma redistribuicao mais uniforme no meio ambi-

ente dos individuos da primeira espécie.

Comparou-se a solucdo aproximada obtida com o MEFM com a solucdao numérica do
problema discretizado utilizando o método de Galerkin no espaco e um método linearizado
de Crank-Nicolson no tempo, tal como referido no Gltimo paragrafo da subseccao 3.8.2. Na

tabela 3.2 apresentam-se os erros nas solu¢ées aproximadas, U(z,t) e V(x,t) obtidas com cada
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max _{|u(¢’, tx) — U (&, t)[} max {[v(&7,tx) — V(& tx)[}
j=1,...,N j=1,...,N
tr MFEM Galerkin Crank-Nicolson MFEM Galerkin Crank-Nicolson
0.001 7.3e-08 2.7e-10 4.2e-08 6.4e-10
0.005 8.9e-08 1.0e-09 5.2e-08 1.4e-09
0.01 2.8e-08 1.5e-09 1.6e-08 1.8e-09
0.02 1.3e-08 1.8e-09 7.7e-09 2.0e-09
0.05 7.3e-08 2.1e-09 4.2e-08 2.2e-09
0.5 1.9e-08 1.1e-09 1.1e-08 1.1e-09
1 2.1e-08 5.1e-10 9.3e-09 5.6e-10

Tabela 3.2: Comparacéao dos erros obtidos em varios instantes

uma das duas técnicas numéricas. Ambas as simulacdes foram feitas com aproximacoes de
grau cinco e quatro elementos finitos. Fixaram-se em 10~ !0 as tolerancias do integrador, na
simulacdo realizada com o MEFM e usou-se o passo temporal § = 10~* na outra simulacao
tabelada.

Como se conhece a solucdo exata deste problema, entao é possivel confirmar numeri-
camente os resultados tedricos demonstrados na seccao 3.8. De modo a analisar as taxas de
convergéncia das solucdes aproximadas obtidas com o método de Galerkin no espaco e um
método linearizado de Crank-Nicolson no tempo, este problema foi simulado com diferentes
combinacgdes de r (grau da aproximacao local), h (comprimento maximo de um elemento finito)

e 0 (passo temporal) e os resultados de erro estao representados nas figuras 3.16 e 3.17.

——u
—d—v
[ — - declive 3

tog(errol,)
Ing(Hcrron)

15 -1 05 0 "25 2 1.5 -1 0.5

-3.5 -3 -2.5 -2
log(h) log(h)

Figura 3.16: Estudo da convergéncia em funcao de h com aproximagoes de grau 2 (a esquerda) e de grau
3 (a direita)

O erro foi calculado em ¢ = T usando a norma L? (Q;) na variavel espacial. Na figura
3.16 representa-se o grafico do logaritmo do erro versus o logaritmo de h, para as simulacoes
realizadas usando 6 = 10~* e aproximacdes locais de grau dois (a esquerda) e de grau trés (a
direita). A figura 3.17 mostra o grafico do logaritmo do erro versus o logaritmo de §. Nestas
simulagcoes usaram-se aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau dois e » = 10~3. Como
esperado, observa-se que os resultados numéricos obtidos estdo de acordo com as ordens de

convergéncia para h e para §, como foi demonstrado no teorema 3.10.
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-5 T T T
—8—u
—&—v

------------------ declive 2

log(lerrol
5

-4 -35 -3 2.5 2 1.5 -1
log(3)

Figura 3.17: Estudo da convergéncia em funcao de § com aproximagdes de grau 2
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Capitulo 4

Aplicacdes do MEFM a sistemas com fronteiras
moéveis em 1-D e 2-D

4.1 Introducéao

Como foi referido anteriormente, um dos objetivos deste trabalho € a simulacao numéri-
ca de sistemas fisicos com fronteira movel, descritos por um sistema de EDPs parabolicas do
tipo (1.1). A solucdo numérica de um sistema de EDPs, através do MEFM, é obtida em duas
etapas distintas: a discretizacao espacial por intermédio de elementos finitos e consequente
aproximacao das derivadas espaciais e a integracao no tempo do sistema de EDOs resultante.
Depois de, no Capitulo 2, se ter desenvolvido o algoritmo numérico baseado na formulacao do
MEFM com funcdes de base seccionalmente polinomiais de grau arbitrario e malhas adaptativas
associadas a cada uma das variaveis dependentes e de se ter deduzido o sistema de EDOs na
variavel tempo que resulta da discretizacao espacial através de elementos finitos vai-se, no
presente capitulo, centrar a atencdo na segunda etapa do processo que conduz a discretiza-
cao total do sistema de EDPs e que consiste apenas na utilizacao de um integrador de EDOs
adequado.

O sistema de EDOs que permite implementar o MEFM, definido pelas equagdes do tipo
1. a 3., apresentadas no final do Capitulo 2, é implicito e constitui um problema de valor
inicial. Para o resolver, utiliza-se um integrador adequado para sistemas stiff de EDOs. O
Matlab é um poderoso ambiente de trabalho usado para implementar e analisar algoritmos
numeéricos e é cada vez mais utilizado na simulacado de modelos matematicos em diversas areas
da investigacao cientifica [2, 90, 93]. Assim, a fase de integracdo do sistema semi-discreto
de EDOs, é efetuada recorrendo ao integrador ode15s do Matlab [96], que é apropriado para
resolver sistemas stiff de EDOs. Foi desenvolvido um conjunto de fun¢des que implementam
o algoritmo numérico do MEFM para simular sistemas fisicos definidos num dominio de R9*!
(d = 1,2), com fronteira movel, incluindo sistemas com mudanca de fases. O cédigo foi escrito
em linguagem Matlab permitindo, a um utilizador com conhecimentos basicos deste software,
a determinacao da solucao aproximada do problema em instantes pré-estabelecidos, a sua
visualizacao e a validacao dos resultados.

Uma das tarefas principais a concretizar, no presente capitulo, é complementar o inte-

grador ode15s preparando, em particular, as funcdes exigidas por este por forma a constituir-se,
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no conjunto, um “integrador” de um sistema de EDPs evolutivas através do MEFM. Assim, na
seccao 4.2, descreve-se a estrutura da aplicacao computacional em Matlab, que implementa
o algoritmo numérico, indicando como se deve utilizar o “integrador” de um sistema de EDPs
dependentes do tempo, em dominios espaciais com fronteira moével. O objetivo principal desta
implementacdo do MEFM é que possa ser utilizada, de modo simples, por um utilizador que nao
domine as técnicas de programacéo, para resolver de modo eficiente uma grande variedade de
problemas evolutivos com fronteira fixa e/ou movel.

Na terceira seccao, o codigo computacional desenvolvido é aplicado a resolucao de um
conjunto de problemas da ciéncia e da engenharia, de modo a ilustrar a eficacia e desempenho
do MEFM. O primeiro € um problema em 1-D e os trés Gltimos estdo definidos num dominio
espacial 2-D. Realizaram-se todas as simulacdes em ambiente Matlab, num computador com um
processador Intel Core i7-3960X a 3.30 GHz.

Por ultimo, na quarta seccao, serao indicadas algumas conclusdes sobre a forma como se

pode utilizar o método, fruto da experiéncia obtida na resolucao dos problemas apresentados.

4.2 Desenvolvimento da aplicacdo computacional

Nesta seccao, descrevem-se as caracteristicas fundamentais da codificacao Matlab do
algoritmo que permite resolver, numericamente, problemas de evolucdo com fronteira movel.
O sistema de EDOs, na variavel tempo, resultante da discretizacdo da variavel espacial por
aplicacao do MEFM, depois de introduzidas as equacdes que definem o movimento dos nds da

fronteira movel e incorporadas as condicoes de fronteira, é reescrito na forma matricial,

]\/j(t7 Yv) Y’U = f(ta Y’U)a Y’U(O) = Y1J07 (4'1)

onde o vetor Y, = Y, (t) contém todas as amplitudes nodais que nao séo fixadas por condicoes
de fronteira de Dirichlet e as coordenadas dos vértices da malha que variam continuamente no
tempo. A solucao deste problema de valor inicial, que aproxima a solucao do problema inicial
que se pretende resolver, pode ser obtida por um integrador apropriado de ODEs.

Neste trabalho, usou-se a funcao ode15s do Matlab [96] que € um integrador de ordem
e passo temporal variaveis, recomendado para sistemas stiff de EDOs de primeira ordem e é
o que tem melhor ordem de precisao, entre todos os integradores disponiveis no pacote ODE.
Para executar a integracao de (4.1), seleccionou-se a nova familia de formulas de diferenci-
acdo numérica (NDFs), proposta em [96] que, de acordo com os autores, sdo, geralmente, mais

eficientes do que as bem conhecidas formulas BDFs (féormulas de diferenciacao regressiva). No
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entanto, as formulas NDFs utilizam passos temporais de menor tamanho para obter a mesma
precisao que as formulas BDFs. A ordem maxima possivel de uma formula é cinco e néo se recor-
reu as propriedades opcionais do integrador para reduzir este valor. Deste modo, o integrador
nao so pode escolher as formulas mais estaveis a serem utilizadas para calcular a solucdo, mas
também o passo inicial a ser testado. Além disso, também n&do se modificou o limite superior
do passo temporal que é 10% do comprimento do intervalo de integracao.

0O utilizador deste integrador é obrigado a fornecer duas funcdes, onde define a matriz
M(t,Y,) e o vetor f(t,Y,) do segundo membro do sistema a integrar, respetivamente. Uma
terceira funcao que define a matriz jacobiana de f é opcional. Como a definicao analitica desta
€ uma tarefa muito dificil de concretizar, optou-se por ser o préprio integrador a calcula-la
numericamente. Note-se que a opcao tomada nao interfere com a qualidade dos resultados,
apenas pode incrementar o nUmero de etapas para os obter. Foi ainda desenvolvido um con-
junto de rotinas do Matlab que sao usadas nas funcées que definem o sistema de EDOs (4.1) ou
na visualizacao dos resultados. O nucleo central da estrutura do cédigo é formado pelo con-
junto de funcdes do Matlab que foram desenvolvidas para discretizar no espaco com o MFEM.
Estas rotinas implementam a discretizacao espacial baseada no MFEM e transformam cada PDE
num conjunto de EDOs. Apresentam-se, agora, os factos mais importantes destas funcoes,
comecando por aquelas que mudam de um problema para outro e, portanto, tém que ser re-

definidas pelo utilizador.

4.2.1 Funcoes fornecidas pelo utilizador

Inicia-se esta subseccdo, realcando a simplicidade e a efetiva reducao do trabalho
necessario para utilizar este novo software. O utilizador deste codigo tem somente que carac-
terizar o problema que pretende resolver, isto €, tem que definir as condicdes iniciais das varias
variaveis dependentes que figuram no sistema (4.1) e fornecer as trés rotinas em linguagem Mat-

lab com:
e as n funcdes (F7),, € gm, com I = 1,d, que caracterizam o sistema de EDPs (2.67);

e as condicOes de fronteira dadas pelas equacodes (2.69) que existirem para o modelo mate-

matico que se pretende resolver;

e as funcdes w' do segundo membro de (2.70) que definem a velocidade dos nos perten-

centes a fronteira movel.

Em relacédo as condicdes iniciais, saliente-se que o utilizador ndo tem que definir o vetor Y.,

mas apenas indicar a solucdo inicial nos vértices de cada malha. No ficheiro através do qual
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sao introduzidas as condicdes iniciais, o utilizador deve ainda especificar o tipo de condicao de
fronteira existente, as tolerancias absoluta e relativa a usar pelo integrador e alguns parametros
do método, tais como: o grau das aproximacodes locais, a malha espacial inicial associada a cada

funcao componente do vetor solucdo ou a medida minima admissivel para um elemento finito.

4.2.2 Programa principal e funcoes gerais da implementacao do MEFM

A principal tarefa a ser realizada pelo programador é a discretizacdo espacial. Para
executar este passo, que conduz a construcao do sistema de EDOs, constroéi-se um conjunto de
funcdes do Matlab que implementam o algoritmo numérico. O programa principal estabelece
a ligacao entre todas as funcdes que constituem o cddigo e, apds a inicializacao do vetor
Y,, realiza a integracao do sistema de EDOs (4.1). Tanto a posicdo inicial dos vértices da
malha espacial P,,, para m = 1, ...,n, como as amplitudes iniciais da funcao y,, nestes nos, sao
especificados pelo utilizador no ficheiro de entrada de dados. No entanto, as amplitudes nodais,
nos outros pontos de interpolacao que nao sao vértices de P,,, nao sao definidos pelo utilizador
e devem ser calculadas inicialmente no programa principal. Normalmente, estes valores sao
obtidos por interpolacao linear em cada elemento finito ou através de uma funcado da variavel
de espaco que pode ser a solucao exata, se existir.

Para além do integrador ode15s, o programa principal utiliza também uma funcao “ini-
cializadora”, bem como as funcdes que tracam os graficos com os resultados numéricos. A

funcao “inicializadora” tem como objetivos:

e efetuar um controlo dos dados fornecidos pelo utilizador, nomeadamente através do

ficheiro com as condicdes iniciais;

e definir a posicao absoluta de cada um dos elementos que formam a malha espacial asso-

ciada (vértices, arestas e elementos finitos) e estabelecer as ligacoes entre eles;

e ordenar os elementos finitos que constituem o suporte de cada funcao basica global e as

arestas incidentes a um dado vértice;

e estabelecer a correspondéncia entre posicao absoluta de cada um dos nos globais e a sua

posicao relativa em cada elemento finito do suporte respetivo;

e definir a posicao absoluta no vetor Y,, de cada um dos parametros de dependéncia da

aproximacao Y;

e definir todos os parametros necessarios para determinar os nos de interpolacao em cada

um dos elementos finitos, as derivadas de primeira e segunda ordem das funcdes basicas
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locais da interpolacao de Lagrange, os pontos de quadratura e respectivos pesos e 0s

valores das funcoes basicas de interpolacdo nos diferentes pontos de quadratura;

e calcular todos os integrais que figuram na matriz do sistema (4.1).

As amplitudes nos pontos de interpolacao, e as coordenadas das posicoes nodais encon-
tram-se intercaladas no vetor Y,, ordenadas de modo a conferir a melhor estrutura possivel
a matriz dos coeficientes do sistema de EDOs. As componentes de Y, relativas a A, 1, sao

ordenadas como se segue:

(1) (1) 1 2 r+1 (2) (2) r42 r+3 2r+1
(Xl)m,L ) (Xd)m,L ) Ym,L ’ Ym,L7 s I Lo (Xl)m,L ) (Xd)m,L ) Ym,L ) Ym,L y I Lo
(d+1) (d+1) 2r42 2r43 3r 3r41 fr(d)
(Xl)m,L ’ (Xd)m,L > tTm,L Ym,L L l/m,L’ Ym,L [ Ym,L :

Percorrendo a malha P,,,, para m = 1, ..., n, elemento finito a elemento finito, retirando da lista
anterior todos os que nao sdao parametros do problema especifico que se pretende simular e
eliminando as repeticoes, define-se assim, completamente, Y,. Construindo o vetor Y, desta
maneira, obtém-se sempre matrizes M quase-diagonais por blocos, num problema com variavel
espacial unidimensional. A figura 4.1 apresenta a mancha de elementos possivelmente nao nulos
da matriz M, para um problema definido por uma Unica EDP, sujeita a condi¢des de Dirichlet em
ambas as fronteiras moveis do dominio espacial 1-D e cuja solucao é aproximada localmente por

polinémios de grau quatro, em cada um dos cinco elementos finitos que constituem a malha.

20+ 0000000000
0000 O0OGOOSNOSOS

o0 0000

o0 0000

o0 0000

25+ ®
0 5 10 15 20 25

nz =193

Figura 4.1: Blocos nao-zeros da matriz M, paran=1, N,, =5er =4

A formulacdo do MEFM apresentada origina matrizes de massa M (¢, Y,) com grau de
esparsidade elevado e fortemente dependentes de Y,. No exemplo particular que a figura 4.1
ilustra, a matriz M tem densidade maxima igual a 0.3088. Assim, de modo a reduzir significa-

tivamente o numero de avaliacdes da matriz do sistema (4.1) e da funcao f, é fornecido ao
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integrador, através de duas funcdes do Matlab, o padrao de esparsidade das matrizes W

Of(t,Yy ;
e éTU)’ respetivamente.

Durante o ciclo de integracao, e apos se atingir com sucesso cada um dos tempos de
saida de resultados, faz-se a conversao das variaveis Y, nas variaveis que definem as amplitudes
e posicoes nodais e escreve-se a lista completa de resultados num ficheiro de texto. Sao ainda
armazenados os resultados numéricos obtidos em todos os passos intermédios da integracao,
sem haver necessidade de intervencao do utilizador. Finda a integracdo, procede-se a visua-
lizacao dos resultados. Opcionalmente, a solucao aproximada, obtida com o MEFM, num dado
instante ¢, pode ser visualizada logo apos se atingir, com sucesso, este tempo de saida de resul-
tados. Para cada funcao componente do vetor solucao, é tracado um grafico com os perfis, nos
valores da variavel tempo definidos inicialmente pelo utilizador. Se o problema (2.67) a (2.70)
tiver solucdo exata, que tenha sido definida inicialmente, entdo é ainda calculada a norma
maxima do vetor erro considerando todos os nos de colocacao, incluindo os nos interiores. Out-
ras trés funcdes do Matlab produzem graficos que mostram o movimento da malha espacial, as
trajectorias dos nos de separacao e as histérias num conjunto discreto de pontos do dominio
espacial. Se a variavel espacial for unidimensional, entdo é também representada a solucao
aproximada Y,,,, no dominio espaco-tempo. Durante todo este procedimento, é solicitada, uma
Unica vez, a intervencao do utilizador, no sentido de redefinir as concretizacdes da variavel
espacial onde pretende historiar os valores das variaveis dependentes do sistema (2.67). As
restantes rotinas do Matlab executam tarefas especificas e sao usadas pelas funcoes descritas

anteriormente.

4.3 Problema de Stefan com duas fronteiras moveis

O MEFM foi aplicado na resolucao de problemas de conveccao-difusao-reacao definidos
num dominio com fronteira movel. O cddigo Matlab resultante da implementacao do algoritmo
numérico foi testado na simulacdo de um problema de Stefan, com dominio espacial unidi-
mensional e uma sé fase de interesse. Os integrais que envolvem as derivadas espaciais da
solucao aproximada sado calculados através da quadratura de Lobatto, usando 11 pontos interi-
ores em cada elemento finito. Usaram-se valores de referéncia para as constantes das funcoes

de penalizacdo do movimento nodal definidas por (2.32), que sdo ¢! ;, = 107°, ¢2

m, m,

L =10"3e

¢, =1077, e fixaram-se as tolerancias do integrador em 1075.

m,
A dilatacao de graos e polimeros pode ser modelada por uma equacao de difusdo nao

linear com duas fronteiras méveis. Este problema esta descrito em [8] e é definido, na forma
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adimensional, por

0 0 0
du_2 (d@)a;‘) . S(t) <a<R(), (4.2)

onde u representa o teor de humidade, com o movimento das fronteiras dirigido pelas equacoes

dR ou

arR _ Ou ds b(f?u
dt = Oz

IR Rt (4.3)

)
=S

que dependem de dois parametros a e b. As condicdes de fronteira sdo u(z = S,t) =0, wu(x =
R,t) = 1 e, inicialmente, tem-se R(0) = S(0) = 0. O sistema possui geometria plana. A fase
| é constituida por um material solido poroso por dilatar e a fase Il pelo solido dilatado, como
mostra a figura 4.2. Este sistema encontra-se em contacto com um fluido que é absorvido a
partir da fronteira exterior, em = = R(t). A difusao ocorre entre as duas fronteiras x = S(¢) e
x = R(t), que se movem em sentidos opostos. Este modelo também foi estudado por Rodrigues

[87].

fase | : fase Il : fase lll :
sélido sélido liquido
%‘ dilatado ‘%
\ \
x=25(t) x = R(t)

Figura 4.2: Representacao do sistema com geometria plana

Por forma a adaptar-se este problema a situacdo para a qual o codigo foi desenvolvido,
ha que considerar uma fase Il com comprimento relativamente pequeno. Assim, inicia-se a
simulacdo do sistema fisico partindo de R(0) = —S(0) = ¢, com ¢ = 1075, Os resultados
numeéricos foram obtidos considerando quatro elementos finitos com quatro nos interiores cada
um. As posicdes iniciais dos nos de separacdo definem uma malha uniforme no intervalo [—e, €].

Nesta primeira simulacao, considerou-se a funcao de difusao nao linear, definida por
d(u) = e~ e usou-se f = 2 e a = b = 10. O intervalo de tempo considerado foi 0 < t < 2.
Os resultados obtidos, em diferentes, instantes sao apresentados na figura 4.3, a esquerda. Os
nos de separacao estdo assinalados em cada um dos perfis, encontrando-se as fronteiras mdveis

representadas a cor azul marinho. A solucdao numérica obtida com o MEFM esta em concordancia

111



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira movel

com [8]. A figura 4.3, a direita, mostra a variacao da posicao dos nds ao longo do tempo. Pode
constatar-se o movimento regular dos nés de separacao, distribuindo-se no dominio espacial

por forma a melhor representarem a solucao.

0.8}

0.6

0.4}

0.2}

#®
#®

Figura 4.3: Solucao em varios valores de ¢ (a esquerda) e movimento nodal (a direita)

A figura 4.4, a esquerda, apresenta a distribuicdo dos valores da solucdao no dominio
espaco-tempo. Os valores da variavel dependente foram ainda historiados em dois pontos do

dominio espacial. Estas duas historias podem ser observadas na figura 4.4, a direita.

1k
09r
o8l z=0.5
0.7
< 061 z=-—0.25
&) =
£ %05
=
04
0.3
0.2
0.1
ot
0 0.5 1 15 2

Figura 4.4: Distribuicdo dos valores de u (a esquerda) e historias do teor de humidade (a direita)

A figura 4.5 ilustra os diferentes comportamentos da solucao no instante ¢ = 1, para
varios valores dos parametros do modelo. Observa-se que quanto menor é o valor de a, maior é
a dificuldade para o liquido ser absorvido através da interface exterior do sistema fisico, antes
de se difundir no meio poroso e obrigar ao movimento da interface sélido-sélido dilatado. Para
valores de a,b > 1, ha menor resisténcia a absorcao do fluido em = = R(t) e a velocidade das
fronteiras aumenta. Comparativamente com o processo de difusao, o movimento das fronteiras
€ téo rapido, que se observam as condicdes de fronteira u(S5,t) = 0 e u(R,t) = 1 a serem ainda
satisfeitas numa vizinhanca da respetiva fronteira, enquanto que o processo de difusao domina

a regiao central da fase Il.
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Figura 4.5: Solucao aproximada em ¢ = 1, para diferentes valores dos parametros do modelo

Na tabela 4.1, apresenta-se o tempo de computacao gasto até + = 2, bem como alguns
dados sobre o desempenho do integrador para trés das corridas efetuadas. Como se pode ver,
com o aumento do valor dos pardmetros, é necessario mais esforco para realizar a integracdo. E
importante referir que o custo computacional para o ode15s realizar a integracao até ¢ = 0.001
€, para a segunda corrida tabelada, por exemplo, superior a 90% do custo final. Isto pode
ser explicado pela dificil situacao inicial, com um dominio espacial com comprimento muito
reduzido e onde a solucado apresenta uma variacao acentuada. Em relacdo ao nUmero excessivo
de avaliacoes da funcédo f (comparativamente as avaliacdes da matriz jacobiana desta funcao),
salienta-se que a diferenca reflete a quantidade de avaliacdes de f exigidas pelo integrador para
calcular todas as colunas da referida matriz jacobiana e pode aumentar, significativamente, o
tempo de computacdo. Durante a integracao do sistema de EDOs, na simulacao com a = b =
10, o odelbs efetuou 1872 factorizacdes LU e resolveu 5498 sistemas de equacdes lineares

algébricas.

a(=0b) tempocomp. n°®passos n®passosf. n°f n°Jac. n® LU n°Sist. Lineares

0.1 37s 876 547 9757 289 764 2532
10 71s 1843 1366 18898 536 1872 5498
1000 150 s 4046 2910 40379 11384 3981 11929

Tabela 4.1: Comparacéo de algumas estatisticas computacionais do integrador

Nesta Gltima simulacdo, procurou resolver-se o problema (4.2)-(4.3), apresentado no
inicio desta subseccao, para valores distintos dos parametros a € b do modelo. Assim, de acordo
com [34], usaram-se d(u) = 1.43 x 10~ 7e!%66% 4 = 3 e b = 0.15. Para estes valores de a € b,
os perfis do teor de humidade sao bastante abruptos na vizinhanca da interface sélido-solido

dilatado, como se pode verificar na figura 4.6. Neste caso, como b € bem menor do que a, a
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maioria do fluido que entra no meio, absorvido através de » = R(t), vai forcar o movimento
da interface solido dilatado-liquido, enquanto que a fronteira em z = S(t), praticamente,

permanece fixa.

t=0e+00
t=1e-03
t=1e-02
— t=5¢-02
t=le-01
t=2e-01
t=5e-01
t=1e+00
t=2e+00

0 0.5 1 1.5

Figura 4.6: Perfis do teor de humidade, para d(u) = 1.43 x 10~ 7¢!%%%" ¢ =3 e b =0.15

A discretizacao espacial de D(0) = [-107%,107] foi realizada com quatro elementos
finitos com aproximacao polinomial de grau cinco em cada elemento finito. Na figura 4.7,
podem visualizar-se as trajetorias dos nos de separagdo, que mostra que eles se movem suave-
mente para t > 1073. O tempo de computacdo para completar a integracao com ¢ € [0, 2] foi
uma hora, quarenta e seis minutos e trinta segundos, o que reflete a grande dificuldade do inte-

grador nos instantes iniciais em que a solucao aproximada apresenta declives muito acentuados.

0.9 \//
0.8
0.7+
06 =X
= 06l
Xi2
0.5 Xia
X4
04r Xl,s
0.3r
0.2 . . . . . . )
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7

Figura 4.7: Trajetérias dos nés de separacdo paraa =3, b = 0.15 e d(u) = 1.43 x 10~ "e!?-60®
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4.4 Problema das esferas de Frank

Considere-se o problema proposto por Frank, em 1950 [40], que, como tem solucao
analitica, tem sido usado por varios autores [5, 7, 21, 22, 75] para testar a precisao da solucao
numérica obtida com os seus algoritmos. Trata-se de um problema de solidificacdo modelado
pela equacao de difusao

ou

E:dv%, s>8, t>0, (4.4)

onde u representa a temperatura na fase liquida; d é o coeficiente de difusdo e s = rd—1/2t—1/2,

1/

com r = (23 + 3) ?, sujeita a condicdes de fronteira de Dirichlet

ul,_g=0 ;5 ux<0, t>0, (4.5)

onde u., designa o valor de u, quando s tende para infinito. A velocidade normal V' da fronteira
movel é dada por
ou

V(X,t)zfa, XEFAI(t), t>0, (46)

onde n representa o vetor normal exterior a fronteira do dominio espacial relevante e du/dn =
Vu - n. O objetivo de se apresentar este exemplo, que possui simetria esférica, pelo que
pode ser considerado como um problema 1-D no espaco, é validar os resultados obtidos com o
algoritmo numérico baseado no MEFM apresentado, por comparacao com a solucao analitica. A
solucao deste problema de Stefan com uma Unica fase é

w1 w) 528,

u(r,t) = - Bu(S?/4) (4.7)

0, s< S,

sendo F; a fungao exponencial integral definida por E(z) = [ <’ 4t. O raio exato da inter-

z t

face movel é definido por R(t) = Sv/dt. O parametro S do modelo é a solucio da equacao

52 o 52
Uno = fZeST E (4) . (4.8)

De acordo com [5, 7, 22], sejam d = 1 e u,, = —0.5. Da equacao (4.8), obtém-se S ~ 1.5621239.

Inicialmente, o liquido ocupa todo o R?\ {(0,0)}, isto é, a fronteira mével expande-se a
partir da origem, que constitui a fase solida. Assim, por um lado, para evitar esta singularidade

em t = 0 e, por outro lado, atendendo a geometria do dominio espacial ocupado pelo sélido em
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t > 0, iniciam-se as simulacdes num instante ¢, > 0, com um dominio espacial limitado
D(ty) = {x € R?: R(ty) < /27 + 23 < RF} ,

uma coroa circular em que a circunferéncia interior define a interface liquido-solido. Os resulta-
dos numéricos foram obtidos numa malha de elementos finitos que aproxima, em cada instante,
a coroa circular D(t), contida em D(t(), com ¢t > t,. Na figura 4.8, esta representada a malha
espacial que define o dominio computacional f)(to), para R(ty) = 0.5 e Rp = 2. Observe-se que
as arestas nodais que constituem a fronteira interior de f)(to) (tracadas a cor vermelha) nao
pertencem a D(ty), pelo que estamos a introduzir um erro inicial, incluindo na regiao liquida

alguns pontos que efetivamente pertencem a regiao ocupada pelo solido.
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Figura 4.8: Decomposicao triangular do dominio computacional D(ty), com R(to) = 0.5 € Rp = 2

Supondo que V(X,,) = ij -n (€ nula a velocidade tangencial de um no Xs; € Tu(t)),
entdo a equacao (4.6), que define a velocidade da fronteira movel, pode ser discretizada da
forma (2.66). Esta equacdo (2.66), que esta associada a (XI)SJ_ e é externa ao MEFM, é adi-
cionada ao sistema de EDOs resultante da discretizacao por intermédio de elementos finitos. A
EDO associada a segunda coordenada de X,, € imposta externamente, exigindo que os veértices
da fronteira movel se movimentem segundo retas que passam na origem. Assim, para que o

vértice X, tenha um movimento radial, as suas coordenadas tém que satisfazer a equacao
2
> (1) (Xso0)s, (X1)s, = 0. (4.9)

I=1

Neste exemplo, consideraram-se aproximacgdes quadraticas em cada um dos 512 ele-

mentos finitos da malha espacial inicial, apresentada na figura 4.8. Esta discretizacao origina
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Figura 4.9: Padrao da matriz do sistema de EDOs

um sistema de 1472 EDOs, na variavel independente tempo, que possibilita a determinacao
da solucao aproximada do problema descrito no inicio da presente seccdo. A matriz dos coefi-
cientes deste sistema apresenta a configuracao que a figura 4.9 ilustra e tem grau de esparsi-
dade superior a 98.4%. Como foi referido anteriormente, é fornecido, ao integrador, o padrao
dos elementos nao nulos desta matriz, o que permite diminuir, substancialmente, o volume de
calculo envolvendo zeros. Saliente-se ainda que a estrutura, patenteada pela matriz do sistema
de EDOs, so é possivel de obter devido a estratégia utilizada na ordenacdo das componentes do
vetor Y,, no qual se intercalaram as amplitudes nos pontos de interpolacao e as coordenadas

das posicdes nodais.

Os valores de tolerancia (absoluta e relativa) para o integrador ode15s foram fixados
em 10~7; o intervalo de tempo considerado foi 0 < T < 0.1, com T = t — t, € as constantes
de penalizagdo usadas foram ¢}, , = 107, ¢2 | =107 e ¢}, ; = 1077. Para obter a solugdo
numérica, o integrador deu 375 passos; tentou, sem sucesso, 163 passos temporais; requereu
7022 avaliacOes da funcao f (que define o segundo membro do sistema de EDOs); definiu 123
jacobianos de f e resolveu 1096 sistemas de equacdes lineares algébricas, efetuando 254 fac-

torizacoes LU. O tempo de computacao gasto para completar todos os calculos foi uma hora e

quarenta e seis minutos.

As figuras 4.10 e 4.11 apresentam os perfis da solucdo e a evolucao da malha espacial
em diferentes instantes. Pode observar-se que os vértices situados em duas circunferéncias
consecutivas, interiores ao dominio espacial, comecam a rodar em sentidos opostos. Este movi-
mento inicia-se nos nds interiores mais proximos da fronteira mével e vai-se propagando, no
tempo, aos vértices situados em circunferéncias cada vez mais afastadas de 'y, (t), o que pode

levar a que a malha se torne progressivamente menos adaptativa.

117



O MEFM para problemas evolutivos com fronteira movel

T=0.005
T=0.005
2 S\
/]
"1 0%
AVAY
’ ﬁ‘ AYAV,Y A A%X ‘
~ o PKOKSERE 220N
o 0 ’4‘;5;& »:;,‘“P‘»
ghy Q758 SRED %" K
X0, SO
OO e QO
QSRR
11 \NSRKRORRERAATY
N avava s <444
OO
vAvgﬁr
-2
-2 0 2
X
1

NIRRT RS
XK
NSEZCS)

Figura 4.10: Solucao em diferentes instantes e malha na qual esta representada
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T=0.05

Figura 4.11: Solucao em diferentes instantes e malha na qual esta representada (cont.)
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Na figura 4.12 (a esquerda), podem observar-se cortes da solucdo segundo o semi-plano
de equacao z, = 0, com z; > 0, em trés momentos distintos da simulacado e a figura 4.12 (a
direita) mostra a evolucao da interface liquido-solido. A solucdo numérica obtida através do
MEFM e tracada com uma linha continua, coincide praticamente com a curva correspondente

obtida analiticamente, que esta representada a tracejado vermelho.

o8 ——— T=0e+00

T=5¢-03
06 —— T=le-02
T=3¢-02
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Figura 4.12: Cortes segundo x2 = 0 (a esquerda) e interface liquido-solido (a direita), em diferentes
instantes

A tabela 4.2 mostra a precisdo dos resultados obtidos em funcdo do nimero de ele-
mentos finitos da malha espacial. As derivadas espaciais presentes na equacao discretizada
(2.66) foram estimadas através da média aritmética das derivadas locais nos elementos fini-
tos incidentes no (ou que constituem o suporte associado ao) vértice. Refira-se que estas
derivadas locais podem diferir entre si em varias ordens de grandeza. Assim, na equacéo (2.66)

oU

usou-se ainda o valor de Tur |y dado pela derivada da solucao exata. Para cada instante

s

J

T € {0.005,0.01,0.03,0.05,0.07,0.1}, a precisao foi avaliada calculando-se o erro da solucao
aproximada na norma L. Na terceira e quarta colunas da tabela apresenta-se o maximo destes
valores, considerando todos os nos de interpolacdo e apenas os vértices, respetivamente. Da
analise dos resultados tabelados, pode concluir-se que o erro maximo diminui com o aumento
do nimero de elementos finitos. Assim, a escolha de uma malha inicial de elementos finitos
com “boa definicao” na vizinhanca da fronteira moével pode ser determinante para a qualidade
da solucdo numérica. Na Ultima coluna, apresenta-se o erro maximo no raio R(to + T), calcu-
lado em todos os vértices pertencentes a fronteira moével. Observa-se que o erro é inferior a
tolerancia exigida ao integrador, quando 0U/dx; é obtida a partir da solucdo analitica do prob-
lema e que o erro é da mesma ordem de grandeza dos valores obtidos para o erro maximo nos

nos globais e nos vértices da malha, nas duas simulacdes com as derivadas espaciais estimadas.

Averiguou-se ainda se a posicao da fronteira fixa do dominio espacial usado na simulacdo
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n° EFs gTU, !u({k’,-) —U({k,~)‘mc lu(Xj,) —U(Xj, )| pe Fool(raio)
32 exata 2.03e-2 1.72e-2 1.94e-8
128 exata 1.61e-2 7.28e-3 1.17e-8
288 exata 6.96e-3 4.24e-3 2.05e-8
512 estimada 9.80e-3 8.19%e-3 4.30e-3
512 exata 3.00e-3 2.04e-3 4.10e-8
800 estimada 7.02e-3 6.24e-3 3.49e-3
800 exata 2.06e-3 1.47e-3 8.68e-8

Tabela 4.2: Precisao dos resultados obtidos em funcao do nimero de elementos finitos

afeta 0 movimento da fronteira movel. Assim, efetuaram-se varias simulacdes considerando Ry
cada vez maior. O valor maximo do erro da solucdo aproximada obtida através do MEFM melhora
ligeiramente. Por exemplo, usando os mesmos dados iniciais da terceira corrida tabelada em
4.2 e alterando apenas o raio da fronteira fixa para quatro, o valor maximo do erro é 5.06 x
10—3. Entao, pode concluir-se que, pelo menos para as simulacdes registadas na tabela 4.2, a

influéncia da posicao de I' - no movimento da interface liquido-sélido é pouco significativa.

Por Gltimo, analisou-se a relacao entre o erro na solucao e o grau da aproximacao local.
Na figura 4.13, apresenta-se a solucdo aproximada, seccionalmente de grau trés, com a malha
de 512 elementos projetada nela. Os restantes dados iniciais sao exatamente os mesmos que
se consideraram na primeira corrida apresentada. O tempo de computacao foi quarenta e uma
horas, trinta e nove minutos e vinte e dois segundos. Ao passar de aproximacdes quadraticas
para cubicas, o erro maximo nao diminui, pelo que o grau dois parece ser suficiente para

descrever a solucao em cada instante.

T=0 T=0.01 T=0.03

0.0 0.0
-0.1 -0.1
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-2 -2

0.0 0.0
-0.1 0.1
02 02
-0.3 03
-0.4 0.4
05 05

2 2

Figura 4.13: Solucao em diferentes instantes, com a malha projetada; aproximacao local de grau 3
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4.5 Modelo bifasico num dominio retangular

O problema que esta descrito em [45] é definido, na forma adimensional, pelo sistema

de equacoes (4.10).

oT, 0T, %71,
ot _ab<8x2 8y2>> (mvy) EDL(t)> t>07 L_S7lv (410)

onde T, e T; representam a temperatura na fase solida e a temperatura na fase liquida, respeti-

vamente, com
D,t)={(z,y) €ER?: 0<z < R(y,t) N —a<y<al},
(4.11)
Di(t) ={(z,y) €ER?: R(y,t) <z <1 A —a<y<a},

9T,
ox

sujeito a

= F,(y,t),oua T|,_, =T,(y,t), t > 0, e a condicbes de fronteira de Neumann

=0

nas outras fronteiras fixas do sistema fisico. Na interface sélido-liquido, que é definida por
x=R(y,t), tem-seT, =T, =1e
OR

)\E:

1+8—R2
dy

As condicées iniciais sao T;|,_, = h(z,y), com h(z,y)|,_, = 1 € R(y,0) = 0. Nas simulagoes

T, T,
<8x - ax>’ t>0. (4.12)

usou-se a temperatura inicial h(z,y) = 1+ 0.1z + 0.122y? e os valores seguintes dos parametros
do modelo: a =1, ay, = 0.7, oy = 0.6, 5 = 0.8 € A = 0.15, de acordo com [45].
Para este problema, em que a mudanca de fases ocorre a uma temperatura fixa, ad-

mitem-se trés hipoteses distintas:

e assume-se um fluxo de calor constante em = = 0. Neste caso, a frente movel é planar e

visa comparar os resultados obtidos através do MEFM com os apresentados por Xu [109];

e a temperatura é fixada por uma condicao de Dirichlet em x = 0. Com esta simulacao,

testou-se a localizacao de uma interface com curvatura;

e considerou-se um fluxo de calor variavel em = = 0. Esta situacdo foi corrida para ser
testada a definicao da posicdao de uma fronteira mével (onde ocorre a mudanca de fase)

em que a funcdo R(-,t) possui curvaturas acentuadas e varios maximos e minimos locais.

Neste problema de solidificacdo numa regidao retangular, o dominio espacial inicial
totalmente ocupado pelo liquido. Subitamente, no instante ¢ = 0, a temperatura do meio
adjacente a fase fluida, em = = 0, desce para valores inferiores a temperatura de fusao, pelo
que comeca a formar-se solido. Assim, para ¢ > 0, o dominio espacial 2, = [0,1] x [-1,1] é

dividido em duas regides pela interface solido-liquido. Na figura 4.14, que ilustra esta situacao,
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Figura 4.14: Geometria do dominio espacial (a esquerda) e tratamento numérico da interface (a direita)

a fronteira movel esta representada a cor azul e a fronteira fixa do dominio ocupado pelo sélido
e do dominio da regiao fluida estao assinaladas a cor amarela e a azul claro, respetivamente.
A fronteira movel surge junto da fronteira fixa definida por x = 0 e move-se, com o tempo, da

esquerda para a direita do dominio espacial.

Por forma a adaptar este problema a situacao para a qual o codigo foi desenvolvido, ha
que considerar, sempre, as duas fases de interesse que irao coexistir prematuramente. Assim,
iniciam-se todas as simulacdes com uma fase solida muito pequena, com largura R(y,0) =
1.5 x 10~%. Com esta estratégia, introduz-se um erro inicial na posicdao da fronteira movel.
Atendendo a que a interface mdvel pode, no decorrer da simulacdo, desenvolver curvatura
(que em certos casos pode ser acentuada), entdao a malha de elementos finitos que cobre
Q; deve ser suficientemente fina para que haja uma boa descricao da posicao da interface
ao longo do tempo. Note-se ainda que a discretizacao da regidao ocupada por cada uma das
fases é fortemente dependente do nimero de nos da particado inicial da interface. Esta é
aproximada por uma funcao seccionalmente linear que induz uma aproximacao poligonal de
cada conjunto (4.11). A figura 4.14 (a direita) mostra uma possivel, mas ndo adequada, particao
da interface e, consequente, ma definicdo de cada conjunto D,,. E importante salientar a
dificuldade numérica para, por um lado, se obter uma boa descricao da interface, que se
consegue aumentando o nimero de nds da malha e, por outro, a necessidade imperiosa (nos
instantes iniciais) de se usar um reduzido nimero de elementos finitos na fase solida.

A simulacao do sistema fisico de mudanca de fase termina no primeiro instante em que
algum ponto da fronteira movel atinge a vizinhanca da fronteira fixa em = = 1, isto é, usa-se
como critério de paragem R(y, ) > Rz, S€NdO Ry, 0 valor maximo admissivel para a abcissa
de algum ponto da fronteira movel, e que é inferior a um.

Trata-se agora a discretizacao da equacao (4.12) que define a velocidade dos pontos da

fronteira movel. Utilizaram-se técnicas distintas para calcular as derivadas espaciais presentes
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em (4.12). A derivada %—’; (+,t.) foi aproximada recorrendo:
¢ ao polindmio que interpola a curva = = R(y,t.) em todos os vértices da interface;
e ainterpolacao linear segmentada;
e ao spline clbico natural.

Obtiveram-se melhores resultados com a terceira estratégia apontada. Em relacao as estimati-

vas das derivadas 9= (-, ¢,) e I (-,t,), usaram-se

e a média aritmética das derivadas locais nos elementos finitos que constituem o suporte

da funcao basica global associada ao vértice;

e apenas a derivada no elemento que contém a derivada dirigida segundo um vetor paralelo

ao eixo Ozx.

Por fim, vamos referir a forma que se usou para adicionar a equacao (4.12), discretizada, ao
sistema de EDOs. Derivando em ordem a ¢t ambos os membros da equacao = = R(y, t), resulta

dr _ORdy  OR
dt  9dydt Ot

T
Assim, por cada vértice X, = ((Xl)sj ,(X2)8j) , vamos incorporar no sistema de EDOs resul-
tante da discretizacdo por intermédio de elementos finitos, a equacao
OR

P

OR

(XI)S]' - 87)(2

, (4.13)
X,

onde a derivada parcial do segundo membro é definida a partir de (4.12). Esta equacao esta

associada a abcissa do né X, e substitui a equacéo (2.66).

4.5.1 Fluxo de calor constante

A condicdo de fronteira em = = 0 é definida por F,(y,t) = 1. Neste caso, a frente
onde se processa a solidificacao permanece planar durante toda a simulacao. Assim, para cada
tempo, pode testar-se a precisao dos resultados, calculando as diferencas entre as abcissas dos
nos que pertencem a interface.

Neste exemplo, considerou-se uma malha inicial com 4 x 7 nés uniformemente distribui-
dos no dominio espacial ocupado por cada uma das fases e obrigou-se a que o movimento dos
vértices pertencentes a fronteira movel fosse segundo retas paralelas ao eixo das abcissas.
Quanto a “condicao inicial” na fase sélida, definiu-se para todos os pontos uma temperatura

constante igual a um. A simulacao decorreu no intervalo de tempo entret =0 e t = 0.5. Para
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valores das tolerancias do integrador ode15s, considerou-se 10~7 e usaram-se os valores refer-
éncia para as constantes de penalizagdo do movimento nodal, exceto o valor de ¢}, ; que foi

modificado para 1075.
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Figura 4.15: Solucao e malha em que esta representada em ¢ = 0.02 (a esquerda) e no instante ¢t = 0.45
(a direita)

Na figura 4.15, estao apresentados os perfis da solucao interpolada em dois instantes,
t = 0.02 e t = 0.45 e a malha espacial na qual a solucao esta representada. A fronteira mével
esta tracada a cor vermelha. Verifica-se que a malha de elementos finitos mantém a simetria
relativamente ao eixo Oz, durante a simulacao. Resolveu-se ainda este problema, tendo por
origem uma particao inicial distinta do dominio espacial associado a cada fase, mas definida
com base nos mesmos 4 x 7 nés. A solucao obtida com o MEFM esta apresentada na figura
4.16, para os mesmos dois instantes. Os resultados numéricos mostram que a posicao da frente
de solidificacao é determinada com precisao, mesmo com um ndmero reduzido de vértices na
malha espacial. A solucao aproximada, seccionalmente polinomial de grau dois, apresenta um
grau de concordancia razoavel com os resultados existentes na literatura [109]. A diferenca
maxima entre as abcissas dos vértices pertencentes a fronteira movel é inferior a 9.6 x 1073,
isto €, tem-se

max (R(y;, -)) — min (R(y;, -)) < 9.6 x 1077,

em ambas as simulacdes apresentadas. Assim, neste exemplo, a malha espacial nao é determi-

nante para a qualidade dos resultados numéricos obtidos.

4.5.2 Temperatura fixada por uma condicao de Dirichlet

A condicao de fronteira em x = 0 é definida por T,(y,t) = 0.8 — 0.5y%. Os resultados
numéricos foram obtidos considerando uma decomposicao inicial de cada subdominio espacial
em trinta e seis elementos finitos com area igual e aproximagdes locais quadraticas. Como ja

foi referido atras, o programa foi desenvolvido para sistemas fisicos bifasicos, em que ambas
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Figura 4.16: Solucao aproximada e malha representativa em ¢ = 0.02 (a esquerda) e em ¢t = 0.45 (a
direita)

as fases coexistem em qualquer momento, pelo que se impde terminar a simulacao quando a
interface movel atinge um determinado valor maximo, na vizinhanca de = = 1, mas inferior a
um. Assim, e de acordo com [45], o intervalo de integracao considerado foi 0 < ¢ < 0.4312. Os
restantes dados iniciais usados foram exatamente os mesmos que nas simulacdes da subseccao

anterior.

Nas figuras 4.17 e 4.18 (a esquerda), representa-se a solugdo aproximada obtida com o
MEFM em diversos instantes do intervalo de simulacao. E importante notar que, apesar da nao
conformidade entre a solucao inicial definida na fase solida e a condicdo na fronteira em z = 0,
o método produz solucdes numéricas de qualidade. Nas mesmas figuras (a direita), apresenta-se
a evolucao da malha espacial que serve de suporte a definicao da solucdo numérica em cada
um dos instantes considerados. Pode observar-se que a malha de elementos finitos preserva a

simetria em relacao ao eixo das abcissas.

Na figura 4.19, apresenta-se a evolucao da interface interpolada no tempo, que mostra
que a curvatura, por ela desenvolvida, é mantida durante a simulacao. Na figura 4.20, podem

observar-se cortes da solucao, em ¢ = 0.2, segundo planos paralelos ao plano coordenado zOx.

Nas figuras 4.21 e 4.22 (a esquerda), a solucdo aproximada obtida com o MEFM, em
diversos instantes do intervalo de simulacao, esta representada numa malha espacial que nao é
simétrica. Esta decomposicao inicial nao favorece a obtencao de solucées numéricas de quali-
dade, visto que os elementos finitos tém mais dificuldade em se arrumar no dominio ocupado

pelo fluido nos instantes finais da simulacao.
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Figura 4.17: Solucao aproximada em diferentes instantes e evolucao da malha
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Figura 4.18: Solucao aproximada em diferentes instantes e evolucao da malha (cont.)
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Figura 4.19: Evolucao da interface solido-liquido
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Figura 4.20: Temperatura, nas duas fases, para diferentes valores de y, em ¢t = 0.2
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Figura 4.21: Solucao aproximada em diferentes instantes e evolucao da malha
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Figura 4.22: Solucao aproximada em diferentes instantes e evolucao da malha (cont.)

4.5.3 Fluxo de calor variavel

Por ultimo, considerou-se uma condicdo de Robin em = = 0 dada por F,(y,t) = 1 —
0.8sin(27y). Para a funcédo indicada a interface desenvolve, no tempo, varios pontos em que
a derivada %—5 se anula. Para se obter uma boa descricao da posicao destes pontos, extremos
da curva z = R(-,t.), € necessario considerar uma particao inicial suficientemente fina “em
y”. Assim, neste exemplo, usou-se uma malha espacial com noventa e seis elementos finitos
em cada uma das duas fases e com um maior nimero de noés na interface. Inicialmente, os
elementos finitos, constituem uma malha uniforme em cada subdominio D,,, como ilustra a
figura 4.23. O intervalo de integracao considerado foi 0 < ¢ < 0.5. Os restantes dados iniciais
e valores dos parametros do método usados foram exatamente os mesmos que nas simulacoes

anteriores incluidas na presente seccao.

Nas figuras 4.23 e 4.24 (a esquerda), representam-se os perfis da solucao aproximada
obtida com o MEFM em alguns instantes do intervalo de simulacdo. A fronteira movel esta assi-
nalada a cor preta. Nas mesmas figuras (a direita), apresenta-se a evolucao da malha espacial
que serve de suporte a definicdo da solucdo numérica em cada um dos instantes considerados. A
fronteira movel esta tracada a cor vermelha. Pode observar-se a grande atividade dos vértices
da malha de elementos finitos associada a fase solida, reposicionando-se, no tempo, de modo

a que a solucao seja convenientemente representada.

A figura 4.25, ilustra a evolucao da interface interpolada no tempo. Podem observar-se
as diferentes curvaturas desenvolvidas pela funcdo R(-,¢) e os varios extremos relativos, que
sao mantidos durante um periodo do intervalo de integracdo. Finalmente, na figura 4.26,
apresentam-se cortes da solucao, em ¢ = 0.1, segundo planos paralelos ao plano coordenado

z0z.
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Figura 4.23: Fluxo de calor variavel em z = 0, perfis de temperatura (a esquerda) e evolucao da malha (a
direita)
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Figura 4.24: Fluxo de calor variavel em = = 0, perfis de temperatura e evolucao da malha (cont.)
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Figura 4.25: Fluxo de calor variavel em = = 0, evolucao da interface solido-liquido
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Figura 4.26: Fluxo de calor variavel em = = 0, temperatura, nas duas fases, para diferentes valores de ,
emt=0.1

4.6 Problema com duas fronteiras moveis em 2-D

Por fim, utiliza-se o MEFM na simulacao de um sistema de mudanca de fases fluido —
“mushy” — solido, recorrendo ao modelo bidimensional de solidificacao apresentado por Gupta
[45]. Neste modelo considera-se que a transicao do fluido para o sélido ocorre ao longo de
uma faixa de temperatura de transicao [1,7,,], com T,,; > 1. Se a temperatura do material
num dado ponto do dominio espacial € menor que um entao este esta no estado sélido; se a
temperatura € maior do que um, mas menor que T;,;, entdo ha uma coexisténcia instavel de
ambas as fases, liquida e sdlida e se a temperatura é superior a T;,; entdo o material esta no
estado fluido. Admita-se ainda que o sistema possui geometria plana. Inicialmente, o dominio
espacial

QG ={(z,y) eR*: 0<2<1 A —a<y<a},

esta ocupado pelo fluido e pelo material em fase de transicao. Subitamente, no instante ¢t = 0,
a temperatura do meio ambiente adjacente a fronteira em x = 0 desce para valores inferiores a
temperatura de fusao, pelo que comeca a formar-se sélido. A interface sélido-“mushy”, que se
assume definida por z = R;(y,t), separa a regido solida da regido constituida pelo material em
fase de transicao e a interface liquido-“mushy”, definida pela curva z = Ra(y,t), é a fronteira
entre a regiao de transicao e a regiao ocupada pelo fluido. Assim, o modelo matematico deste

problema de solidificacao trifasico € definido, na forma adimensional, pelas equacdes seguintes:

Na regido solida:

0T <82TS 02Ty
= aS

D 972 + 6y2>’ 0<z<Ri(y,t), t>0, (4.14)
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0T,
5 z:O_Fp(y,t), t>0, (4.15)
T
883/ =0, 0<ax<Ri(at), t>0, (4.16)
y=a
T
aay =0, 0<ax<Ri(—a,t), t>0. (4.17)
Yy=—a
Na regiao de transicao ou “mushy”:
T, FTp | T | X Ofs
LN k| Tl (AR , .t ), t , 4.18
T man (G4 G 2R RO <o <Raln0, 130, @19
T,
aa—y =0, Ri(a,t) <z < Ras(a,t), t>0, (4.19)
y=a
oT,,
— =0, Ri(—a,t) <z < Ry(—a,t), t>0, (4.20)
oy v=—a
Tnlimo = 9(x,y) < Tty 0 <z < Ro(y,0), ¢(0,y)=1. (4.21)
Na regiao liquida:
o _ @4—@ Ro(y,t) <z <1, t>0 (4.22)
ot = afEQ ayQ ) 2\Y, x ) ) .
T‘l|t:(] = 9(3571/) Z Tmla X Z RQ(yao)a (4‘23)
oni =0, t>0, (4.24)
o |,_,
T
o1 =0, Ry(a,t)<ax<l, t>0, (4.25)
oy v—a
T
oL =0, Ry(-a,t)<z<l1l, t>0. (4.26)
Oy v=—a

Na interface solido-“mushy”, = = R;(y, t):

Ts=T,=1, (4.27)
/\Cl% =1+ (83121)2 (8;; —Blag;m) . (4.28)
Na interface liquido-“mushy”, x = Ry(y,t):
T =T, = Tt (4.29)
)\Cz% = |1+ (%};2)2 (518;;:1 - 52%2) ; (4.30)
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g(RQ(yaO)ay) =T - (431)

Resolveu-se este problema para a temperatura inicial g(x,y) = 14+0.224+0.052y+0.12%y?,

considerando F,(y,t) =1—0.5y% e

Cl (Tml - Tm(wayvt)) - CQ (1 - Tm(xayvt)) .

fs(flf,y,t): T [_1

Usaram-se os seguintes valores para os diversos parametros do modelo: C; = 0.9, C; = 0.1,
a=1, a;=0.6, a,, =048, oy =0.42, ; = 0.8, B2 = 0.7, A = 0.6 e T;,,; = 1.05, de acordo com
[45].

O programa foi desenvolvido para sistemas fisicos trifasicos, em que as trés fases coexis-
tem em qualquer momento. Assim, por um lado, em analogia com o que se fez para o problema
bifasico (veja-se a seccdo 4.5), ha que considerar, inicialmente, uma fase sélida muito pequena,
com largura R;(y,0) = 1.5 x 10~%. Por outro lado, atendendo a que ambas as fronteiras moveis
se movem, com o tempo, da esquerda para a direita do dominio espacial, impde-se terminar a
simulacao quando a interface liquido-“mushy” atinge um determinado valor maximo, na vizi-
nhanca de = = 1, mas inferior a um. Obrigou-se a que o movimento dos vértices pertencentes
a uma fronteira movel fosse segundo retas paralelas ao eixo das abcissas. Quanto a “condicao

inicial” na fase solida, definiu-se para todos os pontos uma temperatura constante igual a um.

2501

300

350

400

0 100 200 300 400
nz = 7326

Figura 4.27: Mancha de elementos nao nulos da matriz dos coeficientes do sistema de EDOs

Os resultados numéricos foram obtidos no intervalo de tempo entre t = 0 e t = 1.34,
considerando aproximacdes quadraticas em cada um dos 144 elementos finitos da malha es-
pacial inicial. Esta discretizacdo é definida a custa de 33 néds uniformemente distribuidos no
dominio espacial ocupado por cada uma das fases e origina um sistema de 414 EDOs na variavel

independente tempo. A matriz dos coeficientes deste sistema apresenta a configuracao que a
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figura 4.27 ilustra e tem um grau de esparsidade superior a 95.7%.

Os valores de tolerancia (absoluta e relativa) para o integrador ode15s foram fixados
em 107 e as constantes de penalizagdo usadas foram ¢}, ; =107%,¢Z ; =103 ec} | =107".
Para obter a solucao numeérica, o integrador deu 4709 passos; tentou, sem sucesso, 2371 passos
temporais; requereu 45729 avaliacdes da funcao f (que define o segundo membro do sistema de
EDOs); definiu 797 jacobianos de f e resolveu 12045 sistemas de equacées lineares algébricas,
efetuando 3451 factorizagcbes LU. O tempo de computacao gasto para completar todos os
calculos foi duas horas e vinte minutos.

Nas figuras 4.28 e 4.29 (a esquerda), representa-se a solucao aproximada, seccional-
mente polinomial de grau dois, obtida com o MEFM em diferentes instantes do intervalo de
simulacdo. Nas mesmas figuras (a direita), apresenta-se a evolucdo dos nos da malha espacial
que serve de suporte a definicao da solucdo numérica em cada um dos instantes considerados.
Ambas as fronteiras moveis estao assinaladas a cor vermelha. Pode observar-se a pouca mobi-
lidade dos nos interiores a regido de transicao ao longo da integracao, cuja atividade espacial
é, praticamente, consequéncia direta do movimento das duas interfaces e que a malha de ele-
mentos finitos tem um comportamento fortemente adaptativo na regiao solida, onde a solucao

apresenta maior variacao.

t=0 t=0.05 t=0.05
1 1

0
14 1.4
08 08
1.2 06 1.2 ‘ 06
02

04 > 0.4
1 1
02 02
= o8 - 0 = o8 - 0
06 06
0
A
y

-0.2

-0.4

0.4 0.4
06

1 0.8 1
Ny
0 1 1
05 05
0
X

- -
B 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X

-0.4

0.6

0.8

t=0.1 t=0.1 t=0.2 t=0.2
1 1

08 0.8

1.2 « 0.6
04
1]
~
02
= os . 0 =

0.6

04

02

- 0
06 02 06 02
04 0.4
0.4 04
06 06
TN . 08 1 038
0 1 0 1
N 0.5 K] 0.5 -1
ElN 00 02 04 06 08 1.0 1o 00 02 04 06 08 10
y X X y X X

Figura 4.28: Perfis de temperatura nas trés fases (a esquerda) e evolucdo da malha (a direita)
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Figura 4.29: Perfis de temperatura nas trés fases (a esquerda) e evolucao da malha (a direita) (cont.)
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Na figura 4.30 apresenta-se a evolucao da interface interpolada solido-“mushy” e a

figura 4.31 mostra a interface interpolada liquido-“mushy”, em diferentes instantes do intervalo

de integracao. Os resultados obtidos mostram que o MEFM consegue descrever, eficientemente,

a posicao das duas fronteiras moveis.

e

0.4

Figura 4.31: Evolucao da interface liquido-“mushy”

Na figura 4.32 podem observar-se cortes da solucao aproximada no instante ¢ = 1, se-
gundo planos de equacao y = k, com k € {0,0.3,0.5,0.7,1}. A posicao da frente de solidificacao
esta assinalada pelos asteriscos e os circulos marcam a separacao entre o fluido e a fase inter-

média de transicao.

Por ultimo, apresentam-se na figura 4.33 as historias de temperatura em trés pontos
do dominio espacial: no ponto médio da fronteira onde se inicia a solidificacdo e nos dois

extremos da fronteira definida por z = 1. Nestes dois Ultimos pontos, situados na fase liquida,
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Figura 4.32: Temperatura, nas trés fases, para diferentes valores de y, emt¢ = 1

ha um decréscimo acentuado da temperatura nos instantes iniciais da simulacao, variacéo esta
que se vai atenuando no tempo, tendendo a temperatura para a constante 7;,;. No ponto de
coordenadas (0,0)”, a temperatura sofre uma variacao inicial e depois mantém um decréscimo

praticamente linear até ao fim da simulagao.

0.4 . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4

Figura 4.33: Historias de temperatura em trés pontos do dominio espacial

4.7 Algumas consideracées

O conjunto de simulacdes realizadas permite retirar algumas ilaces sobre o funciona-
mento do método. O MEFM mostrou-se eficaz na resolucao de problemas com fronteira maével,
em espacos bidimensionais, mas a sua aplicacdo é bem mais complexa do que em 1-D, uma vez

que a distorcdo da malha € mais frequente e a malha inicial escolhida pode ser determinante
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para a qualidade da solucao obtida com o MEFM. Assim, é necessario que o utilizador tenha uma
ideia sobre a solucao do sistema a simular para que defina, inicialmente, uma distribuicao de
elementos finitos adequada ao problema que se vai resolver. Relativamente ao grau da aproxi-
macdo polinomial a utilizar em cada uma das fases, verificou-se que a variacao na solucédo é
muito pequena em corridas com graus distintos. Uma malha inicial ajustada ao sistema fisico
permite a obtencao de solucdes de elevada precisdo com um nimero reduzido de elementos
finitos. Embora, a cada fase esteja associada uma malha de elementos finitos distinta, nao
foi possivel a completa desanexacdo das malhas, pois tem que haver partilha dos nds globais
resultantes da discretizacao da fronteira movel e, consequentemente, dos segmentos nodais

(entre eles) que definem a aproximacao da fronteira movel.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Consideracdes finais

Nesta tese, investiga-se a solubilidade global do sistema de equacdes parabélicas defi-
nidas num dominio limitado e conexo com fronteira mével, em que a m-ésima equacao, com

m = 1,...,n, € caracterizada por

d 82y

Y

I=

m(X,t),

onde x € Q; C RY, (d = 1,2) e o € uma permutacao dos elementos de {1, ...,n}. Demonstrou-se
a existéncia e unicidade de solucoes fortes para n = 1,2, podendo usar-se as mesmas técnicas
para garantir a solubilidade do problema para qualquer nimero finito de equacdes. O resultado
relativo ao decaimento exponencial das solucdes foi obtido diretamente no dominio nao cilin-
drico com d = 1. Adicionalmente, o algoritmo numérico baseado no MEFM permitiu determinar
a solucao aproximada do problema inicial, sem haver necessidade de o transformar, previa-
mente, noutro problema equivalente definido num dominio cilindrico. Refira-se que, neste
Ultimo problema, obtido através de uma mudanca de variavel para fixar a fronteira do dominio
espacial, cada EDP tem mais um termo e é mais complexa que a original. Assim, recorrendo ao
MEFM, é possivel evitar o esforco computacional acrescido inerente a simulacdo do problema
transformado. Os exemplos numéricos apresentados mostram a influéncia dos dados iniciais no
comportamento assintotico das solucdes. Tanto quanto € possivel saber, estes resultados sdo os
primeiros nesta direcao para equagdes com um termo difusivo nao local do tipo apresentado.
Desenvolveu-se uma formulacdo do MEFM com aproximacdes locais de grau arbitrario
para determinar a solucdo numérica de uma vasta classe de problemas com fronteira movel,

modelados por um sistema de EDPs parabolicas do tipo

6y oy \ 0%y oy oy
ZFI( ) g s (et gl gl )

definidas em dominios espaciais de RY, com d = 1,2, que constitui uma extensao do trabalho

de Coimbra [28]. Admitem-se as seguintes hipoteses:
e existem condicdes de fronteira nao lineares numa fronteira madvel;
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e cada funcdo coordenada do vetor das incagnitas y(-,t) tem associado um dominio D,,(t),
contido no dominio espacial do problema que, no caso bidimensional, pode possuir uma

fronteira nao poligonal;

e a discretizacdo de D,,,(0) € independente das outras malhas espaciais, podendo nao o ser

completamente;
e podem existir duas (ou mais) interfaces que evoluem continuamente no tempo.

Estas novas hipdteses que, por um lado, introduzem mais complexidade no desenvolvimento
e implementacao do algoritmo numérico, permitem, por outro lado, a simulacdo de um leque
alargado, bem geral, de problemas com fronteira totalmente ou parcialmente movel, incluindo
problemas com mudanca de fases, com uma ou mais fases de interesse, e problemas cujas
solucoes apresentam declives abruptos, que evoluem no tempo. O facto de se considerar a pos-
sibilidade de existirem multiplas interfaces moéveis, no desenvolvimento do algoritmo numérico,
¢é inovador em problemas com dominios espaciais bidimensionais.

O algoritmo computacional foi desenvolvido em ambiente Matlab. Foram construidas
funcoes do Matlab absolutamente gerais, que implementam a discretizacao espacial baseada no
MEFM com funcédes de base seccionalmente polinomiais de grau arbitrario. Estudaram-se ma-
lhas bidimensionais possuindo diferentes tipos de simetria e a sua adaptabilidade no tempo. E
de salientar que, o codigo assim desenvolvido pode ser usado por um utilizador com conhe-
cimentos basicos desta linguagem de programacao, para resolver, de modo eficiente, uma
grande variedade de problemas evolutivos do tipo apresentado, o que inclui a determinacao
da posicao da fronteira num dado instante. A intervencao do utilizador foi reduzida ao minimo:
€ necessaria apenas para caracterizar o problema a ser resolvido. O MEFM foi aplicado, com
sucesso, a varios problemas da ciéncia e da engenharia, que possuem fronteira moével. Os resul-
tados numéricos obtidos permitem concluir que é possivel alcancar boas solugdes de problemas
dificeis com um reduzido nimero de elementos finitos, usando aproximacoes seccionalmente
polinomiais de grau elevado. Numa outra perspetiva, o MEFM da uma resposta adequada a
questao da localizacao das interfaces moveis ao longo do tempo, permitindo descrever eficien-
temente as posicoes de todas as fronteiras moveis.

Em conclusao, pensa-se que o algoritmo computacional desenvolvido constitui uma im-
portante contribuicao para a resolucao de problemas com fronteira mével. No entanto, ha que
apontar alguns aspetos que podem influenciar de algum modo a qualidade das solucdes obtidas,

nomeadamente, em dominios espaciais bidimensionais:

e para se obter uma boa definicdo da posicdao da fronteira movel é necessario definir, de

forma adequada, o nimero e a distribuicdo inicial dos nés, especialmente, quando esta
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desenvolve curvaturas acentuadas e/ou varios extremos relativos, pelo que o utilizador
deste método deve possuir algum conhecimento da forma como a fronteira moével devera

evoluir;

e na simulacao de um modelo em que, prematuramente, coexistam duas fases, mas nao
inicialmente, é necessario a introducdo de uma fase inicial relativamente pequena, re-
querendo a definicao de uma malha suficientemente fina para que haja uma boa descricao

da solucao, mas minimizando a probabilidade desta degenerar;

¢ a escolha da malha inicial pode revelar-se decisiva para a obtencao de solu¢ées de quali-
dade em todo o intervalo de integracdo no caso da solucdo e/ou a fronteira movel apre-
sentar algum tipo de simetria, sendo necessario que o utilizador tenha alguma experiéncia
numérica na definicao de estratégias para correcao de situacoes em que haja desajusta-

mento da malha a partir de um dado instante.

5.2 Perspetivas de trabalho futuro

Por um lado, apesar das potencialidades reveladas pelo MEFM, é necessario desen-
volver-se ainda muito trabalho no sentido do seu aperfeicoamento. Assim, em relacao ao

trabalho futuro, desenham-se as seguintes perspetivas:
1. Simular outros tipos de problemas para testar as performances do método;

2. Reduzir a complexidade do codigo, com a vetorizacdo de todas as funcdes, por forma a

reduzir os custos computacionais utilizando todas as capacidades do integrador;

3. Em termos de tratamento teorico, generalizar o MEFM de modo a permitir a simulacao
de sistemas fisicos descritos por um sistema de EDPs de formulacdo geral com fronteira

movel em dominios espaciais tridimensionais.

Por outro lado, o trabalho aqui desenvolvido para se demonstrarem os resultados teori-
cos, podera vir a ser continuado, nomeadamente, ainda se podera estudar a solubilidade global

do sistema
ug — a1 (I (u), lo(v))Au + A |u|P~2u = fi(z,t),

vy — az(l1(u), l2(v)Av + Xo|v[P~20 = fo(x,t),

num dominio com fronteira mével Q;x]0,T], assumindo que Iy,l, : L*(€;) — R sao formas

lineares continuas, A\, Ao >0ep > 1.
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Notacao

Letras minusculas

ax — comprimento da K-ésima aresta da malha de elementos finitos

an — funcdo continua segundo Lipschitz, positiva e limitada, que define o coeficiente do termo
de difusdo da m-ésima EDP dos modelos estudados no Capitulo 3

b1, by — funcdes reais definidas imediatamente antes do problema (P,)

cim(t) — coeficientes da combinacao linear que define v, (t)

Cin,L» i = 1,2,3 — constantes positivas utilizadas na definicao dos termos de penalizacao do
movimento dos nds. ¢, ; representa a medida minima permitida de A,

d — numero de componentes de x

e; — [-ésimo vetor da base canoénica de R

f — funcao vetorial que define o segundo membro do sistema (4.1)

f-(d) — ndmero de pontos de interpolacdo ou nés locais no elemento finito A

gm — funcao real associada a m-ésima EDP do sistema (1.1)

g — vetor de funcdes reais associado a fase i do sistema (2.67)

hl — funcao real que define a fronteira mével de D'

i, — numero local em L, do k-ésimo no global

js — numero local em L,, do j-ésimo vértice da malha

¢i(v) — i-ésimo polindmio da base local da interpolacdo de Lagrange em termos da variavel
“normalizada”, definido por (2.14)

¢(x) — polindbmio da base de Lagrange associado ao i-ésimo né de A, 1,

l: L?(Q) — R — forma linear continua definida no teorema 3.1

Iy — forma linear continua definida por [, (v) = fol v(t)v(y, t)dy

m,, — minimo dos valores da funcéo positiva a;

n — vetor normal unitario exterior

n — numero de EDPs do sistema (1.1), ou um nimero natural quando em R" ou ( )(™)

g — numero de pontos em A da quadratura de Gauss simétrica para o calculo dos integrais
duplos ou, nimero de pontos de quadratura quer em ¢;, quer em ¢, para o calculo dos integrais
do segundo grupo através de um produto de duas quadraturas de Gauss-Legendre em 1-D

¢m — numero de pontos da quadratura de Lobatto para o calculo dos integrais do terceiro
grupo

r — grau da aproximacao local em A, 1, »r = r(m, L) > 1, exceto no Capitulo 3

s — numero de elementos finitos do suporte associado a k-ésima funcao basica global
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Sk, — numero de elementos finitos do suporte da funcéo basica associada a X, ;
s, (T,t) — vetor posicdo dos pontos do grafico de y,,, definido por (2.27)

Som — ponto base obtido fixando todos os parametros de dependéncia de v,

t — variavel independente de tempo

t. — valor particular de variavel tempo

u — solucao do problema (Sy)

v — solucao do problema (Sy), no Capitulo 3

(
u — solucao do problema (P,,)
(
v — solucao do problema (P,)

v™ — solucdo do sistema ndo linear de EDOs na variavel ¢, (S;")

vm(t) — solucao do problema (P}")

w' — funcéo real que define a derivada parcial de ', em ordem a t

wj(y) — j-ésima funcdo da base #

x — variavel independente de espaco, d-dimensional, comd = 1,2

x; — I-ésima coordenada cartesiana da variavel de espago x

xi, , — i-ésimo n6 de interpolacdo em A,, 1, € igual a Ty, 1, (v)

y — solucdo do modelo matematico constituido pelo sistema de EDPs (1.1)

y' — vetor solucdo das funcdes associadas a fase i do modelo matematico constituido pelo
sistema de EDPs (2.67)

y — variavel de espaco unidimensional, nos problemas (P,) e (Sy)

ym — funcao das varidveis x e ¢, que € a m-ésima componente da solucdo y do modelo

matematico constituido pelo sistema de EDPs (1.1)

Letras maiusculas

B, — base do espaco P9 (A)

# = {w;(y)};cx — base do espaco Hj (]0,1])

D — fecho do conjunto D

Dy,, — dominio espacial conexo inicial da funcao ¥,,, Do,, C RY

D,,(t) — dominio espacial da funcéo y,,, no instante ¢

D' — dominio espacial associado a fase i do sistema fisico

f);(t) — unido dos elementos (finitos) de P,,, define o dominio computacional associado a
funcao y.,,, no instante ¢

E(t) — funcao energia global do sistema

Ep, — conjunto das arestas (nodais) da malha espacial P,

F — funcao objetivo definida pela expressao (2.31)
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F, — funcao real que define o segundo membro de uma condicao de fronteira de Robin
(Fr)m, I =1,d — funcéo real associada a m-ésima EDP do sistema (1.1)

(FI)i — matriz diagonal de funcoes reais associada a fase i do sistema (2.67)

Gp, = (Vp, ,Ep,,) — grafo simples conexo planar que define a malha P,

H; — aproximagao cubica de Hermite da funcao Y, na vizinhanca de X, ;

Zn, — operador interpolante definido por (2.16)

L — j-ésima coordenada triangular (ou baricéntrica) de um pontode A, i =1,...,d + 1
Lr — nimero do segundo elemento finito que contém a K-ésima aresta global, se esta nao
esta contida em dD,,

L, — numero do primeiro elemento finito que contém a K-ésima aresta global

L,, — constante de Lipschitz associada a funcao a;

L.(Y) — operador diferencial de segunda ordem no espaco utilizado na eq. (2.29)

M,, — maximo dos valores da funcao positiva a;

N,, — ndmero de elementos finitos (ou faces) que constituem a m-ésima malha espacial
N,,, — numero de vértices que constituem a m-ésima malha espacial

N, — numero de elementos de Fp,

N(,, — éiguala N, ,sed=1eéiguala N, , sed=2

N,, — nimero de nos globais associados a malha espacial P,

O — ponto de coordenadas (0,0, ...,0)”, que é a origem do sistema de referéncia

P.. — malha espacial ou conjunto dos elementos finitos associados a v.,,,, € € dependente do
tempo

Q = 0x]0,T[ — dominio transformado de Q; por 7

Q: = 9;x]0,T[ — dominio nao cilindrico do problema que se pretende resolver

9m,r — funcédo de (Xz)f,i),L, presente na definicao das penalizacées do movimento nodal

R.. — residuo da m-ésima equacao discretizada do sistema (1.1), definido por (2.29)

R,. — residuo da m-ésima equacéo discretizada, em que Y é substituido por Y

S,» — conjunto dos pontos do grafico de y,, num dado instante

Sk — conjunto das permutacoes dos elementos de {1,2, ..., k}

Sm,r. — termo de penalizagao correspondente as forcas do tipo mola para A,, 1, definido por
(2.32)

T — tempo arbitrario positivo, usado no Capitulo 3

Tm,r — transformacéao afim do elemento finito A com valores em A, 1, definida em (2.8)

Te

m,

; — transformacao de A em A7, ;, definida por (2.8)
7;;,1L — inversa da transformacao afim 7, 1,

U — transformacao do quadrado [0, 1]? no elemento finito de referéncia bidimensional
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V — velocidade normal da fronteira movel

V,n — subespaco de H(}(]0,1]) gerado pelos primeiros m vetores de %

Vp, . — conjunto dos vértices (ou nds de separacao) da malha espacial P,,

Ve, (Xim,;) — vizinhanca de X, ; de amplitude ¢;

Y., — vizinhanca de amplitude ¢, do k-ésimo elemento nodal

7/651,3 — vizinhanca retangular da i-ésima aresta de A, ., de largura sgj,?,L

W — funcao peso que caracteriza a familia dos polinémios de Jacobi de um dado grau
X,,; — j-ésimo vértice da malha espacial P,,, e é dependente do tempo

(X1)pj (1) — I-ésima coordenada do vértice X,,, ;, no instante ¢

Xff:L — representa o i-ésimo vértice de A, ,, com1<i<d+1

(Xf)ffb),L — representa a /-ésima coordenada do vértice XE,’RL

Xs, — noé de separacéo pertencente a I'y;, que € o s;-ésimo vértice de P,,, para algum m
(X ji» Xm.j,] — aresta nodal ou segmento de reta incidente aos vértices X,, ;. € Xy,
[(Xin.i Xim.j Xm k] — elemento finito triangular, definido pelos vértices X, ;, X, ; € Xy x de Py,
Y — aproximacao de y

Y, — vetor das incdgnitas do sistema (4.1)

Y — solucao aproximada regularizada

Y,, — uma aproximacao de vy,,, seccionalmente polinomial, que é a m-ésima componente de Y
Y, — aproximacao regularizada de y,,

YL = Ym|Am,L — restricao da fungao Y, a A, 1

Y (t) — valor da fungéo Y,, no k-ésimo no global de P,,, no instante ¢

Yg%L(t) — valor da fungédo Y;,, no i-ésimo n6 de A, 1, no instante ¢

Zm,, — medida da area (ou do comprimento, se d = 1) do elemento finito A, 1,

Letras gregas

a — funcao real da variavel tempo, estritamente decrescente em [0, 7]

a,, — funcéo real associada a condicéo de fronteira para v,,,, definida por (2.69)
B — funcao real da variavel tempo, estritamente crescente em [0, 7]

5’; — funcao real associada a condicao de fronteira para v,,,, definida por (2.69)
~ — funcao dilatacao definida por ~(t) = (t) — «(t)

v — infimo da funcéo ~ no intervalo [0, T

~v1 — supremo da funcao v no intervalo [0, T

~Ym — parametro da condicdo de fronteira para y,,, definida por (2.69)

9;; — designa a funcao delta de Kronecker

em,r, — termo de penalizacao correspondente as forcas viscosas para A\, 1, definido por (2.32)
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eifl)’L — largura da vizinhanca retangular de F%{L

¢ — variavel de espaco relacionada com v através de v = U (¢)
n — variavel de espaco relacionada com x através de (2.58)

6 — medida da amplitude do angulo da rotacdo associada a ¢
v — variavel unidimensional de espaco normalizada

vt — 1-ésimo ponto da quadratura de Lobatto

¢~ — k-ésimo né global da malha espacial P,
o — elemento de S,

o; — permutacao impar de S3

op — permutacao par de S;

T — parametro d-dimensional da funcao s,,, com dominio limitado

T — difeomorfismo de classe C? definido por (3.2)

v — variavel “normalizada” de espaco, definida em (2.7)

vr — I-ésima coordenada da variavel “normalizada” de espaco v

v? — i-ésimo ponto de interpolacdo em A

vt — -ésimo ponto em A da quadratura de Gauss simétrica para o calculo dos integrais duplos
v — j-ésimo vértice de A

v"" — ponto de quadratura em A correspondente de ((i, Cg)T no quadrado [0, 1)?

px — transformacédo de coordenadas definida por (2.58), associada a K-ésima aresta global
w* — peso da quadratura de Gauss simétrica em v*

@' — peso da quadratura de Gauss-Legendre em 1-D associada a ¢}

wt, — peso da quadratura de Lobatto associado a v},

I'r — fronteira fixa do dominio espacial associado a ¥,

'y (t) — fronteira movel do dominio espacial associado a ., no instante ¢

F%{L — i-ésima aresta de A\,,, 1, no caso bidimensional

A — operador diferencial definido em (2.36)

A — operador diferencial definido em (2.33)

3, — fronteira lateral de Q;

Yy — subconjunto de {1,2,..., M}

®F — funcao interpoladora basica global associada ao nd §f;1 definida em (2.24)

Q — dominio espacial com fronteira fixa

Q, — dominio espacial do problema que se pretende resolver, no instante ¢

Matrizes

0 — matriz nula, de dimensao adequada
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1,,xn. — matriz de uns com n; linhas, por n. colunas

A — matriz quadrada de ordem f,.(d), definida imediatamente a seguir a (2.57)

A1, Ay — arrays tridimensionais com 3 e 9 paginas, respetivamente, definidos a seguir a (2.57)
Ay — matriz diagonal dos coeficientes de difusao, definida por a;; = a; (th U (i) (T, t)dx)
Ag,, — matriz de adjacéncia que define o grafo Gp,,

B, B;, — arrays tridimensionais cujos elementos sao integrais do segundo grupo, definidos
imediatamente a seguir aos integrais do primeiro grupo

C, C; — arrays tridimensionais cujos elementos sao integrais do terceiro grupo

H* — matriz hessiana da funcao ¢*

M — matriz do sistema de EDOs (4.1), que é dependente do tempo e de Y,

MT — transposta da matriz M

Ry,, — matriz da (rotacdo associada a) transformacéo ¢

T(t) — matriz da transformacao 7,, 1, definida por (2.8)

T — matriz da transformagao 7.7 ,

T(i,j) — designa o elemento da posicao (i, j) da matriz T’

N

(
(i,:) — designa a linha ¢ da matriz T’
(

N

:,j) — designa a coluna j da matriz T’

T-1 — inversa da matriz T

Outros simbolos

det(T) — determinante da matriz quadrada T’

int(D) — conjunto dos pontos interiores a D

g.s. — leia-se, quase sempre

supp (®F,) — suporte da funcao ®F,, que é o fecho do conjunto {x € D,, : ®¥ (x) # 0}
0D,, — fronteira do dominio espacial D,,

V — denota o operador gradiente

A — elemento finito de referéncia ou unitario, definido por (2.7)

A, r(t) — L-ésimo elemento finito da malha espacial associada a y,,,, no instante ¢
As,  — aberto contido no respetivo elemento finito e definido a seguir a (2.54)

YV — quantificador universal

3 — quantificador existencial

o — composicao de funcées

() — designa o operador d/dt( ), com a excecéo de A

( )+ — designa o operador 0/0t( ), com a excecao de (), ¥; e

()ee — designa o operador 9%/dxz2( )
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(P,) — problema unidimensional com fronteiras moveis definido em (3.1)
(P,) — problema transformado de (P,,) por 7 e definido em (3.5)

(Sy) — problema unidimensional com fronteiras méveis definido em (3.51)

(Sy) — problema transformado de (S,) por 7 e definido em (3.52)

(P’) — problema aproximado associado a (P, ) e definido em (3.6)

(Vm)men = (vm) — sucessdo de termo geral v,,

(u,w)r2(py — produto escalar das fungdes u e w no espago L*(D)

|-| — modulo de um nimero real ou simplificacdo de |-[;2(, ,, cOnsoante o contexto
|ulp2(py — normadafuncdo u : D — R no espago L?(D)

| - || — denota a norma no espaco H}(]0,1])

— — indica uma convergéncia

— — denota uma convergéncia fraca ou na topologia fraca

*. — denota uma convergéncia fraca estrela

— — denota uma imersao continua

<% — denota uma imersao compacta

0 — denota o fim de uma demonstracao

Espacos de funcoes

C* (D) =C*(D;R) — conjunto das funcdes reais k-vezes continuamente diferenciaveis em D
E’ — representa o dual do espaco de funcoes FE

Ep,, — subconjunto de C° (D,,) definido por (2.22)

H' (D) — conjunto das funcoes reais com derivada fraca em L? (D)

H} (D) — conjunto das funcdes reais u € H' (D) e que valem zero em 9D

LP(D) — conjunto das fungdes reais mensuraveis u com [}, [u(x)|” dx finito, para 1 < p < co
L>(D) — conjunto das funcbes reais mensuraveis « com ess supy¢ p |u(X)] finito

LP(a,b; X) — conjunto das fungdes mensuraveis v : Ja,b[ — X, com f lu(t)[% dt finito, para
1 < p < 00, OU COM ess8UP;c(q ) |u(t) 5 finito, para p = oo

P4(A,,) — conjunto dos polindmios em d variaveis de grau menor ou igual a r, com coefi-

cientes reais, definidos em A, 1,
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