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“E imprudente colocar dados na primeira técnica de interpolacdo disponivel, sem cuidado-
samente considerar como é que os resultados serdo afectados pelos pressupostos inerentes ao

método.”

Burrough (1986)
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Progress in the wider areas of technology has grown strongly in recent years. Areas such as
aeronautics, meteorology, geological modeling, geology, climate patterns, stellar spectra, or
human gene distributions, are regularly confronted with problems of surface reconstruction in
various applications. The real numerical data is usually difficult to analyze. Any function that
effectively correlate the actual data is difficult to obtain and of difficult interaction. There are
many methods to reconstruct a continuous surface from scattered data or regularly spaced in the
domain. In this thesis, the idea of the basic theory of Hardy multiquadric approach to surface
reconstruction has been developed to approximate a given data set. This method is part of a
class of methods known as methods of radial basis functions and we show its superiority in
terms of accuracy and smoothness desired, and even with the reduced total number of data
needed for reconstruction of the surface. The applications examples in this thesis are to digital
terrain elevation (DEM), 3D surface reconstruction, but this method is easily extended to other
areas in any dimension. We discuss its implementation, its performance and provide numerical

simulations.
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Resumo
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André Silva

O progresso nas mais vastas dreas de tecnologia tem crescido intensamente nos tltimos anos.
Areas como a aerondutica, a meteorologia, a modelacdo geoldgica, a geologia, os padrdes cli-
maticos, os espectros estelares, ou distribui¢des de genes humanos, confrontam-se regularmente
com problemas de reconstrucio de superficies nas mais variadas aplicagdes. Os dados numéri-
cos reais sdo usualmente dificeis de analisar. Qualquer fun¢do que efectivamente correlacione
os dados reais € dificil de obter e de dificil interac¢cdo. Existem muitos métodos para reconstruir
a superficie continua a partir de dados dispersos ou regularmente espacados no dominio. Nesta
dissertacdo, a ideia da teoria bésica de aproximag¢do multiquidrica de Hardy para reconstrugdo
de superficies foi desenvolvida para aproximar um determinado conjunto de dados. Este mé-
todo faz parte de uma classe de métodos conhecidos como métodos de funcdes de base radial,
e mostramos a sua superioridade em termos de precisdo e suavidade pretendidas, ainda como a
reducdo do ndmero total de dados necessarios para a reconstrugdo da superficie. Os exemplos
de aplicagdo nesta dissertacdo sdo para elevagdo digital do terreno (DEM), reconstrucio de su-
perficies 3D, mas este método € facilmente estendido para outras dreas em qualquer dimensao.

Discutimos a sua implementacdo, o seu desempenho e providenciamos simulagdes numéricas.

Palavras-chave: Aproximagdo, Hardy, Multiquadricas, Reconstru¢do, Superficies.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Hoje, ha muitas abordagens interessantes para a reconstru¢io de superficies de qualquer di-
mensdo utilizando dados dispostos uniformemente ou nao uniformemente. A reconstrugcdo de
superficies tornou-se uma ferramenta muito popular para utilizagdo em projectos de optimiza-
¢ao multidisciplinares. O problema da reconstrucdo de superficies e a necessidade da estimagéo
de dados espaciais surge em muitos campos da ciéncia e da engenharia como a aerondutica, a

meteorologia, a cartografia, a modelacdo geoldgica, geologia, etc.

A reconstrugdo de uma superficie de um conjunto de dados € simples no conceito, mas com-
plicado quando entramos em detalhe. Uma vez que o mundo real € constituido por superficies
continuas, e nao por dados discretos, queremos criar uma superficie continua utilizando esses
mesmos dados. Os métodos sem malha tais como as funcdes de base radial tém possibilitado
progressos notdveis nesta area. A reconstrucao de superficies ou estimagdo de dados é um pro-
blema de interpolacdo ou aproximacdo e consiste na constru¢do de uma funcido continua de
duas ou mais varidveis independentes que estima os valores de dados conhecidos em quaisquer

pontos.

O impulso por trds da nossa investigacdo é obter de uma aproximagdo de uma superficie com
finalidade de ser utilizada em qualquer tipo de aplicagdes de uma forma geral. Uma vez obtida,
esta aproximacdo deve ser capaz de ser utilizada eficientemente. De facto, um problema de
aproximacao tem um erro relativamente pequeno. Para aplicagdes préticas, este método é mais
importante que o método de interpolacio (que tem um erro residual igual a zero), uma vez que
os dados reais sao medidos por instrumentos e tém erros associados e este modo a reconstrugcao
exacta ndo ¢ adequada [1]. Nesta dissertacdo, investigamos o uso das fun¢des multiquadricas

[2] para a reconstrugdo de superficies e optimizacdo de projectos multi-disciplinares.
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As funcOes multiquadricas foram introduzidas por Hardy em 1971. Estas foram utilizadas para
aproximar superficies e anomalias magnéticas e gravitacionais. Foram praticamente desconhe-
cidas para matematicos até a publicacdo de um artigo de comparacio entre diferentes métodos
de aproximacdo por Franke em [3]. Franke estudou diversos métodos e concluiu que em termos
de aptiddo de ajuste e suavidade visual nos testes realizados, o melhor método foi o das funcdes

multiquadricas de Hardy.

No presente Capitulo 1, apresentamos os aspectos fundamentais que caracterizam a importancia
do problema de representacdo e reconstrugdo de superficies. Dada a quantidade de aplicagdes e
possibilidade de solugdes, o método devera ter as seguintes caracteristicas: custo computacional
aceitavel, simplicidade no que diz respeito a compreensao e codificacdo, habilidade de trabalhar
com qualquer tipo de dados, capacidade de gerar informac¢do mesmo onde ndo exista nenhuma,
precisdo e suavidade. No Capitulo 2 contextualizamos a reconstru¢do de superficies por meio
de uma revisdo bibliografica, caracteristicas e conceitos utilizados. No Capitulo 3 desenvolve-
mos o método proposto para reconstrucdo de superficies. No Capitulo 4 fazemos a andlise de

resultados e por dltimo no Capitulo 5 as conclusdes e o trabalho futuro .

1.2 Interpolacio e Aproximacao

1.2.1 Contexto Geral

Os métodos de interpolacdo e de aproximacao permitem fazer a reconstru¢do de uma funcio
ou superficie, conhecendo apenas alguns dados [4]. Sdo métodos que permitem reconstruir um
novo conjunto de dados a partir de um conjunto discreto de dados pontuais conhecidos, que
em engenharia e ciéncia geralmente sdo obtidos a partir de uma amostragem ou ensaio. Es-
tes métodos permitem ainda a simplificagdo de fun¢des. Suponhamos que existe uma fungdo
matematicamente ou computacionalmente dificil de avaliar de forma eficiente. Podemos entdo,
escolher alguns dados pontuais dessa fungdo e tentar interpolar ou aproximar estes dados para
construir uma funcdo simplificada. Obviamente, quando utilizamos uma fun¢do mais simples
para re-calcular novos dados, normalmente ndo se obtém o mesmo resultado da fun¢ado origi-
nal, mas dependendo do dominio do problema e do método de interpolacdo ou aproximagdo

utilizado, o ganho de simplicidade pode compensar o erro.

Isto significa que de facto a interpolag@o e a aproximacao ndo sdo a mesma coisa. Quando se
faz uma interpolacdo sobre certas condi¢des estamos a dizer que vamos determinar uma fungao
pela qual acharemos o valor exacto do conjunto de dados conhecidos. A aproximacao € utilizada
para mostrar que o mapeamento de uma fun¢do modela aproximadamente um conjunto de dados

pretendidos.
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Como exemplo, os polindmios apenas interpolam um modelo se o sistema de equacdes associ-
ado ¢ estritamente determinado. Se contudo o sistema de equacdes for sobre-determinado, os
polinémios apenas aproximam as localizagdes dos dados desse mesmo modelo. Uma prética
comum ¢ utilizar um método de minimos quadrados para aproximar o modelo com polindémios.
O método de elementos finitos € um método de interpolac@o que representa o modelo passando
através de pontos de controlo, também muitas vezes denominados por nés. Contudo, a interpo-
lagdo introduz sempre erros varidveis no espaco que se propagam através de sucessivos modelos
e decisdes. Deste modo é preciso ter em conta o objectivo ou a finalidade que terd a funcgéo
interpolada ou aproximada e de que forma esta é afectada por erros, para que possamos avaliar
a fiabilidade das saidas do modelo [5].

A interpolacdo ou aproximacao torna-se necessdria sempre que ocorre uma das seguintes situa-

¢oes [6]:

e Uma superficie apresenta uma resolucdo espacial (nivel de detalhe) diferente do preten-
dido;

e Uma superficie continua € expressa por um modelo de dados diferente do requerido;

¢ A informacdo disponivel é recolhida por amostragem e consequentemente nao cobre todo

o dominio espacial de interesse.

1.2.2 Funcgoes de Base Radial

As aplicacdes de problemas de aproximagdo que utilizam dados dispostos uniformemente ou
ndo, é um dos problemas fundamentais da teoria de aproximacdo e modelacdo em geral. A
utilizacdo de funcdes de base radial permite que tais questdes sejam abordadas conjuntamente,
de forma simples, elegante e de ficil implementacdo [1]. As fun¢des de base radial t€m a

seguinte forma (no plano xz):

N
s(x) =Y oo (|| x—xi []) (1.1)
=1

onde o sdo os coeficientes da fun¢do de base radial, x; s@o os pontos de controlo também
denominados centros, ||.|| a norma euclidiana e @ a funcdo de base. A fungdo ¢ é univariada e
radialmente simétrica com respeito 2 norma, no sentido que tem simetria em R“. Os coeficientes

a; sdo escolhidos de forma a que as condicdes da aproximacao sejam satisfeitas.
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Escolhas tteis [7] da fung@o de base ¢, com r = ||x — x;||, incluem:

A Funcio Gaussiana:
o(r) =" (c>0) (1.2)

A Distancia Euclidiana:

o(r)=r (1.3)

A Funcdo Multiquddrica:

o(r) = Vrt+c? (1.4)

A Inversa Multiquédrica:
1

r)= ——— 1.5
*) Vit 42 (1)

o A Thin-Plate Spline:
o(r) = rlogr (1.6)

Utilizando uma nota¢do matricial, resolver um problema de aproximac¢do com uma func¢io de

base radial resolvendo um sistema linear de equacdes:

Aoa=F 1.7

onde A € a matriz de interpolagdo:
Aij =0 (l[ xi—x; [|) (1.8)
com o 0 vector de coeficientes (o, ... ,OLN)T e F é o vector de valores da fungao (Fy, ... ,FN)T.

Deste modo, aproximamos uma fungdo F(x) por outra s(x), ver Equagdo 1.1, dados os valores
conhecidos nos pontos x = (xy,...,xy) € R4, Podemos observar que uma funcio de base radial,
€ unicamente uma soma ponderada de N funcdes de base. As fun¢des de base radial sdo popu-
lares para aproximacgdo de dados uma vez que o sistema de equagdes associado é garantido ser

invertivel [8].

1.2.3 Matrizes e Funcoes Positivas

Como se pretende uma formulagdo de um problema bem condicionado entramos nos conceitos

de matrizes positivas definidas e fungdes estritamente positivas definidas.
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Uma matriz real simétrica, A, é¢ chamada semi-definida positiva se a sua forma quadrética a que

estd associada € ndo negativa [8], isto é:

N
Y cick®(xj—x) =0 (1.9)

J=1k=1
para quaisquer N pontos diferentes x = (xi,...,xy) € R%, e ¢ = (c1,...,cen)T € RV, A fungio

& ¢ estritamente definida positiva em R? se apenas o vector ¢ que torna a Equacdo 1.9 numa
igualdade, € o vector zero. Uma explica¢do mais detalhada sobre este assunto é desenvolvida no
Capitulo 1.3.6.

1.2.4 Meétodos Locais e Globais

Uma transformagdo global significa que todos os pontos de controlo (centros) sdo utilizados
para derivar um tnico modelo matemdtico. Uma mudanca apenas num valor afecta todo o
modelo ou superficie. Os métodos globais também tém uma tendéncia em produzir superficies
muito mais suaves e sem mudancas bruscas, e sdo muito utilizados para formar hipéteses ou
mesmo reconstruir superficies. Os métodos locais por sua vez utilizam sub-conjuntos de dados.
Aplicam repetidamente um algoritmo a uma pequena por¢ao do dominio e uma mudanga nalgum

valor, apenas afecta os dados dentro dessa parte do dominio [9].

1.2.5 Meétodos Estocasticos e Deterministicos

Os métodos estocdsticos tém no seu modelo o conceito de probabilidade. A superficie apro-
ximada € conceptualizada como uma de muitas que pode ter sido observada, tendo todas elas
podido ter produzido os valores reais ou conhecidos. Estes métodos permitem uma anélise pro-
babilistica das incertezas dos valores estimados a serem calculados. Os métodos deterministicos

ndo a utilizam a teoria da probabilidade [10].

1.2.6 Numero de Condicionamento

Nesta sec¢do devemos entender como € que o nimero de condicionamento, N.,,s, da matriz
de interpolagdo se altera com a dimensdo do conjunto de dados. Para os métodos globais o
N.ong aumenta com o nimero de dados, ou seja, estd directamente relacionado com o nimero
de equagdes do sistema que € necessdrio resolver para encontrarmos os coeficientes associados.
Para um método local ndo temos problema com o niimero de condicionamento pois resolvemos

um sistema linear de equacdes de ordem reduzida [9].
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1.2.7 Precisao Numérica

A precisdo numérica é quantitativamente analisada utilizando o erro root mean square (RMS.E),
o erro absoluto médio (ABS.E) e o erro relativo médio (REL.E). Esta dissertagdo inclui ainda
uma discussio dos problemas de implementagdo tais como a complexidade computacional e a
andlise numérica. O processo de simulacdo foi realizado considerando a precisdo, o compor-
tamento grafico da interpolacdo e o tempo de processamento. Além disso, temos em conta a

eficiéncia computacional e a sensibilidade relativamente as amostras [5]:

e Erro Root Mean Square

1 N
RMSE= |—Y (si—F) (1.10)
Ni &
e Erro Absoluto Médio N
1
ABS.E=—Y|si—F| (1.11)
N &
e Erro Relativo Médio
RELE =" i s"_F"‘ (1.12)
E=NL|F .

onde N € o nimero total de dados da amostra e s; e F; s@o o valor da aproximagdo e o valor

exacto da funcdo em simulagao, respectivamente.

1.2.8 Tempo de Processamento

Quando aumentamos o nimero de dados de um conjunto, N, também aumentamos o tempo de
processamento. Dependendo do método, podemos ter um aumento insuportdvel ou elevado de
tempo utilizado para simulag@o ou realizacdo de processos. Isto € devido a resolucdo de um
sistema linear de equagdes de matriz completa de ordem N e depois na verificacdo da qualidade

da aproximacao [11].

1.3 Métodos de Aproximacao

1.3.1 Funcgoes Multiquadricas de Hardy

Este método utiliza fungdes de quddricas para adaptar uma superficie ao conjunto de pontos

amostrais [2, 12, 13].
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A altura de uma superficie multiquadrica Z, num ponto particular do plano (x,y) é dada pela
soma das alturas z;; (i = 1,2,...,N), de N superficies quadricas individuais. Cada quédrica é
colocada no seu centro ou vértice do ponto i, no qual as coordenadas da superficie (x;,y;,z;)

foram especificadas, como apresentado na Figura 1.1:

ZA\

FIGURA 1.1: Altura z;; numa quédrica centrada em i.

De modo a resolver N quddricas com N conjuntos de coordenadas, a forma de cada superficie
quédrica tem de ser definida com apenas um parametro. A quddrica central mais utilizada é
a quédrica hiperboldide eliptica de duas folhas. Esta superficie é obtida através da seguinte

equagao:

77777 1 (1.13)

Neste caso as raizes de z> definem duas superficies separadas que podem ser geradas através
da rotagdo de um par de hipérboles sobre o eixo z. Cada superficie de revolucido tem entio
o seu vértice a uma distancia ¢ acima ou abaixo do plano conjugado, z = 0. A hiperboléide
de duas folhas tem extensao infinita no plano, no infinito esta aproxima-se de uma superficie
assimptética gerada pela rotagdo da linha z = (c¢/a)x sobre o eixo z. Essa superficie assimptética
€ um cone circular com o seu vértice na origem. Esta superficie de pardmetro tinico é uma

superficie quidrica degenerada quando o lado esquerdo da Equagdo (1.13) € igual a zero:

(1.14)

Uma vez que as paraboldides sdo de extensdo infinita no plano e as suas equagdes sao facilmente
integrdveis, é possivel a criacdo de uma superficie multiparaboldide ou multiquadrica. Deste

modo, um tipo de superficie multiquadrica multivariada pode ser representado pela série:

M=

o lg (xj,yj,%,y)] =z (1.15)

~.
Il
—
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Na Equagdo (1.15), z é funcdo de x e y resultando na soma de uma Unica classe de superficies
quédricas g. Uma vez que é assumido que cada quadrica estd posicionada no seu centro ou
vértice do ponto (x;,y;), é necessdrio que seja especificado apenas outro ponto (x;,y;,z;.;), para

definir a superficie completamente:

N
Z=Y z, (1.16)
j=1

O termo do eixo vertical de simetria de cada quédrica esta localizado numa posi¢@o horizontal
(xi,yi). O coeficiente associado o, determina o sinal algébrico e o achatamento da quédrica.
Um exemplo particular de uma superficie multiquadrica, é derivada da forma geral da Equacao
(1.15), é o somatdrio de uma série de hiperboléides circulares de duas folhas. Assim, a Equacao
(1.15) fica deste modo:

(1/2)
[ (1.17)

N
Loy =)+ Oy +

para o caso particular da hiperboléide, o cone com ¢ = 0, a Equacdo (1.17) reduz-se a:

N (1/2)
Lo s =)+ iy’ =2 (118)
e para uma seccao definida no plano xz, torna-se:
N ,1(1/2)
Z |-+ =2 (1.19)

Um exemplo caracteristico da aplicacdo da teoria de superficies multiquadricas de Hardy é na
drea da topografia. O problema topografico para o qual temos um conjunto de coordenadas
cartesianas de uma superficie, (x1,y1,z1) a (xy,Yn,2n), € que os termos quadricos ; a Gy sdo
desconhecidos. Assim, substituindo as coordenadas cartesianas de N pontos na Equagdo (1.18),
temos que os coeficientes 0; sdo incégnitas. Ficamos com uma notagio matricial reduzida sob

a forma conhecida:

AX =D

onde X e b sdo o vector das incognitas e o vector dos termos absolutos respectivamente.
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Estes obtém-se da seguinte forma:

(] 21

(%%] 22
X:a: 7b:Z:

Oy ZN

e ainda cada elemento a;; contido na matriz A de dimensdes N x N € dado por:

(1/2)
A=ay=|(xi—x)*+i—y)’

Como € usual, a solugdo é:
X=A"p
As caracteristicas [8] que s@o de extrema importancia para a andlise deste sistema sdo:

(a) A matriz A € sempre invertivel (¢ de ordem N);
(b) A matriz A tem um valor préprio positivo e (N — 1) valores préprios negativos;

(c) A matriz B = [1/a;j] (0s elementos da matriz B sdo os inversos dos elementos da matriz A)

¢ definida estritamente positiva;

(d) O ndmero de condicionamento da matriz A cresce monotonicamente com o parametro c.

1. A propriedade (a) garante a existéncia e unicidade da aproximac¢do multiquidrica para um

dado conjunto de dados e c;

2. A propriedade (d) implica que ndo se deve usar ¢ muito grande.

Depois de resolvido o sistema, obtemos os coeficientes o, substituimos na Equagdo (1.18) e
temos a equacao final que se ajusta aos pontos de forma exacta e fornece uma interpolagdo l6gica
nos pontos intermédios. Resultados experimentais obtidos através de cones e hiperboldides
circulares sdo apropriados mas nio necessariamente optimos. O coeficiente o; associado a cada
ponto € o declive assimptético do cone relativo ao plano xy. O sinal algébrico de o; determina
qual a superficie do cone de duas folhas que é escolhida para ser aplicada no somatdério e a

magnitude do coeficiente influéncia o achatamento da mudanga de inclinacio da superficie.
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Todos os cones causam uma mudanga de declive da superficie multiquadrica, devido ao seu
achatamento. A geometria analitica do somatério causa mudangas significativas nas superficies
matematicas respondendo directamente a entrada de dados. Em areas sem dados, ou seja, entre
0s pontos, as equagdes tratam a superficie como neutra. A suavidade e a forma da transi¢do
entre os pontos sdo controladas principalmente pelas caracteristicas da qudadrica utilizada no

somatdrio e pelo pardmetro ¢ (factor de forma).

A solucdo do sistema de equagdes representado pela Equacgdo (1.19) ilustra um modo de colo-
cacdo numa perspectiva de andlise multiquéddrica, onde o z da equacao coincide com o z real nos
pontos especificados. Num outro método [2] € feito o mapeamento de todas as coordenadas das
posicdes horizontais onde temos declives zero (por exemplo em topografia, montes, depressdes,
etc.). O objectivo principal deste mapeamento € minimizar os possiveis deslocamentos verticais
e horizontais dos pontos mdximos e minimos na equacao multiquidrica. A nio ser que ¢ =0, ou
¢ muito pequeno o suficiente para que a quadrica rapidamente neutralize o declive prevalecente

existentes nos maximos ou minimos, podem ocorrer deslocamentos excessivos.

O controlo dos mdximos e minimos sé é conseguido abdicando de uma adaptacio perfeita em
muitos pontos de controlo ou significantes. Esta perda pode ou ndo ser uma séria deficiéncia
no resultado final dependendo apenas precisdo pretendida. Deste modo surge um método tan-
gencial ou osculante que envolve a combinacido do somatério das multiquadricas com uma série
polinomial. Com esta combina¢do ndo apenas se coloca os pontos da superficie como também
se consegue que algumas tangentes a superficie coincidam em pontos especificos. Considerando

a Equacdo (1.19) e adicionando um termo polinomial ficamos com:

L

' Y By =z (1.20)
p

(1/2
R

u 2
Yoy |- x))’
j=1
Diferenciando a Equagéo (1.20), e igualando a zero temos:

(1/2 L
2} (v =)+ Y P! =2 (1.21)

Y 2
-Y o {(xi—xj-) +c
j=1 p=1

As Equagdes (1.20) e (1.21), sdo combinadas para formar um sistema de (N + L) equagdes com
(N + L) incdgnitas. O sistema completo consiste em N equagdes de dados e L equacdes de
declive tendo N incOgnitas o e L incégnitas . Apds resolvidas as equagdes para os valores
de o e B, estes coeficientes sdo substituidos na Equagao (1.20) para formar um modo de perfil
hiperbdlico osculante. O perfil de superficie resultante é uma solucdo multiquadrica em que
os efeitos do polindmio sdo impostos para reduzir o declive para zero nos maximos e minimos

desejados.
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As fungdes multiquddricas de Hardy sdo um método exacto de interpolacdo e € um método ele-
gante para obtermos uma superficie continua através da interpolacdo de dados. Entre todas as
funcdes de base radial [3], as fungdes multiquadricas de Hardy sao as que melhores resultados
ddo em termos de avaliagdo estatistica e visual da superficie modelada. As equagdes de Hardy
foram utilizadas sobretudo para aproximar superficies geograficas, mas t&€m um poténcial muito
maior do que este e podem até ser utilizadas para a construcdo de uma superficie multivariada
[14, 15]. No entanto, apesar do excelente desempenho das equacdes multiquidricas, uma des-
vantagem deste método prende-se com o facto de termos que resolver um sistema linear, este

sistema aumenta com o ndmero de dados e logo o tempo para a sua resolugao.

Também o pardmetro c, muitas vezes referido na bibliografia como factor de forma, pode afectar
a precisdo da aproximacdo. Ajustando este pardmetro, a precisdo da aproximacio pode ser
consideravelmente melhorada. Aumentando o factor de forma ¢, o RMS.E (erro root mean
square) cai para um minimo e depois cresce rapidamente e a matriz de interpolacdo, A, torna-se
mal condicionada [16]. Assim, podemos afirmar que existe um valor de ¢ 6ptimo, de tal modo
que RMS.E é minimo e que influencia o nimero de condicionamento, N,,,4, da matriz A. Desta
forma € possivel aumentar a precisdo da interpolacdo multiquidrica ao variar o factor de forma,
de modo a achar um niimero de condicionamento de A pequeno. As quadricas que ndo sejam
cones tendem a deslocar os maximos e minimos a menos sejam utilizadas conjuntamente com
um polinomio de baixo grau. Este método sobrepde um polinémio em pontos pretendidos de

modo a minimizar deslocamentos existentes e melhorar a precisao.

1.3.2 Exemplo de Aplicacao
Nesta sec¢do mostrdmos o efeito de alguns parametros nas fungdes multiquddricas tais como
o factor de forma e o nimero de centros. O problema é dado um conjunto de dados, obter a

melhor superficie com a melhor precisio possivel, aliada a um aspecto visual suave. Utilizando

as seguintes condicdes:

N=T=N,=0625

onde N, T e N, sdo os conjuntos de dados total, de treino da fun¢do de interpolagio e de centros.
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A superficie exacta Figura 1.2, corresponde a um conjunto de dados de altitude reais dispostos

uniformemente:

Funcéo da Superficie Exacta

2000

1800

1600

1400

1200

Altitude — m
= = s
8 = S

5
s

200

FIGURA 1.2: Exemplo - Superficie Exacta.

A superficie aproximada Figura 1.3, foi estimada pelas fun¢des multiquadricas de Hardy, utili-

zando um factor de forma igual a zero:

Fungéo da Superficie Aproximada

2000
1800
1600
1400

1200

Altitude — m
= = s
8 8 =

S
=

200

FIGURA 1.3: Exemplo - Superficie Aproximada, ¢ = 0.
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O erro cometido nesta aproximagdo ¢ relativamente zero. De facto, quando utilizdmos ¢ =0
estamos a utilizar um caso especial das fungdes multiquadricas de Hardy, uma interpolagcdo

exacta dos pontos reais, mas como podemos observar a Figura 1.3, ndo é uma superficie suave.

Para analisar e validar este método calculdmos os Erros e o Tempo de Processamento. A anélise
de Erros neste exemplo de aplicacio consta do RMS.E (erro root mean square) e do REL.E (erro

relativo maximo):

Erros:

TABELA 1.1: Aplicagéo - Erros Numéricos.

Erros Numéricos

N=T=N,=0625
RMS.E 1.95E-06 m
REL.E 1.01E-05 %

Tempo de Processamento:

TABELA 1.2: Aplicagdo - Tempo de Processamento.

Tempo de Processamento

N=T=N,=0625
Tempo Total 1.29 S
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Agora mostramos o efeito da variagdo do niimero de dados com a variacao do factor de forma:

Altitude — m

Altitude — m
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400
25

Funcdo da Superficie Aproximada

FIGURA 1.4: Aplicagdo - Superficie Aproximada, ¢ = 2.

Funcgo da Superficie Aproximada

FIGURA 1.5: Aplicagdo - Superficie Aproximada, ¢ = 5.
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E o efeito da varia¢do do nimero de centros com a variagdo do factor de forma:

Altitude — m

Altitude — m
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N =625
T =N.=105

Funcéo da Superficie Aproximada

FIGURA 1.6: Aplicagdo - Superficie Aproximada, ¢ = 0.

Func&o da Superficie Aproximada

FIGURA 1.7: Aplicagdo - Superficie Aproximada, ¢ = 0.5.
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Como podemos observar, podemos obter excelentes resultados dependendo do tipo de solugdo
que pretendemos de forma rdpida e precisa. E possivel obter um compromisso entre precisio e

suavidade mediando o nimero de centros e o factor de forma, mas ndo de uma forma optimizada.

1.3.3 Aproximacao por Polinémios

A interpolacdo € um método de estimagdo exacto que opera globalmente. Para um conjunto de
N observagdes, € possivel achar um polindmio que define uma curva ou superficie continua e
intersecte as N observagdes consideradas. Quando N é grande e o polindmio possui um grau
elevado, a solugdo do sistema de equacdes que possibilita o cdlculo dos coeficientes pode ndo ser
precisa, pelo que o método € muitas vezes desaconselhado para um elevado nimero de observa-
¢des. Obter representagdes para curvas e superficies com determinado aspecto e propriedades é
resultado duma modelagem que muitas vezes é dada na forma paramétrica. A parametrizagio
permite que a curva ou superficie seja interpolada facilmente e uma manipulagdo algébrica mais

simples.

A aproximacdo polinomial [17] parte do pressuposto que a superficie € sempre mais suave do
que a superficie sugerida pela variacdo dos pontos amostrais, uma vez que alguns desses pontos
podem conter erros nos valores atribuidos & dimensdo Z. Como a distribuicio destes erros nio é
conhecida, emprega-se uma aproximagio que minimiza a soma dos desvios da nova superficie.
Seja o conjunto de pontos (x;,y;,z;) em (i =1,...,N), dados no espago d = 3. O objectivo € tentar
encontrar algum tipo de superficie de tal modo que a soma do quadrado das distancias ortogonais
dos pontos dados, nessa superficie, seja minima. Esta superficie pode ser dada através duma

representagcdo paramétrica [18]:

x=x(u,v)
y=y(u,v) (1.22)
z=2z(u,v)

—oLASULPLoo

—o LYKV LI

O caso mais simples € o caso das funcdes bi-lineares:

X =a;+axu-+azv—+aquv
y=>b1+byu+b3v+bsuv (1.23)

Z=C1+CoUu+C3V+cquv

—oogl,hvgoo
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a=(ay,....a3)", b= (b1,....b4)", c=(c1,...,cs)T

u= (up,...,uy)’,v=(vi,...,on)"

A func@o a ser minimizada € no seu caso geral:

s(a,b,c,u,v) =Y min [(x (u,v) — )2 + (v (,v) —yi)* + (2 (u,v) — 2)* (1.24)

Uma funcio é dita bi-linear se é linear em respeito a cada uma das suas varidveis. A ideia
geral da interpolacdo bi-linear € fazer a interpolacdo linear em primeiro numa direc¢do e depois
novamente na outra. As condi¢des necessdrias para a Equagdo (1.24) ser minima, utilizando a

Equacdo (1.23), s@o que todas as derivadas parciais desaparecem:

ds Ods ds ds Os

du’ dv’ da’ db’ dc

Considerando ds/2da (mesmo raciocinio para ds/20b e ds/2dc) e se designarmos por (u;,v;) 0

minimo do i-ésimo termo da Equacéo (1.24) com respeito a (u,v) temos:

1os

55— =) (a1 +a; +a3vi + aguv; — x;)

2 8a1 i=1

1os X

—5— =Y ui(a1 + axu; + asvi + asu;v; — x;)
200 5 (1.25)
1os ¥

294, :;Vi (a1 + azu; + azvi + asuv; — x;)
1os &

—=— =) uvi(ai + au; +azv; + asu;v; — x;)
2 8614 i1

Definindo a matriz A de dimensdes N X 4 por:

1 wy vi uwvy
1 u V2 uzvy

A= |1 u3 vi uzvs

1 uy VN UNVN



Capitulo 1. Introducdo 18

A matriz de coeficientes de (a,a2,as,as) na Equagdo (1.25) é AT A e no lado direito do sistema

temos A’ x onde x = (x1,...,xy). Deste modo, a Equacdo (1.25) pode ser reescrita como:

ATAa=ATx (1.26)

E daqui obtemos a soluc¢@o para o problema em questdo:

|Aa — x||3 — min
|Ab —y||3 — min (1.27)

|Ac —z||3 — min

y= (ylv"'ayN)T,Z = (Z],...,ZN)T

Isto significa que podemos resolver a Equacdo (1.25) resolvendo os coeficiente a, b e ¢ da
Equacdo (1.27), para um u e v dado. Uma vez que a matriz de coeficientes é a mesma, s6
€ necessario uma ortogonalizacdo das colunas de A. Considerando agora a minimizacdo do

i-ésimo termo da Equagdo (1.24) com respeito a (u,v), temos:

198 1 oS B
20u 29v
donde obtemos:
(az+aqv)(a) + axu+ azv+aguv — x;) =

0
(by+bav) (a1 + au+azv+aguv —y;) =0 (1.28)
0

(ca+cav)(ar + aru+azv+asuv —z;) =

(a3 +aqv)(a) + aau+ azv+ aguv — x;)

0
(b3 +bav)(a) + aau+ azv+asuv —y;) =0 (1.29)
0

(c3+cav)(a) + aru+azv+aguv —z;) =

Conhecendo a, b e c e (v =v;) a Equagdo (1.28) pode ser resolvida para (u; = u):

u=—[(az+agv)(ar +azv —x;) + (ba+ bav)(by + b3v —y;)
+(c2 4 cav)(cr +c3v —zi)]

/[(az +agv)’ + (by +bav)* + (c2+ cav)’] (1.30)
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ecoma, b e ce (u=u;) o sistema de Equacgdes (1.29) pode ser resolvido para (v; = v):

V= — [((13 +a4u) (611 +aru —Xi) + <b3 —|—b4v) (b] +bou —y,-)
+(c34cav)(c1 + cou—2z)]

/%@y+m@2+ag+bmf+mq+fwf} (1.31)

O caso bi-quadratico é uma extensao de ordem superior do caso bi-linear:

X =a) +axu+azv+asuv + asuz + a6v2
y =b| + bou+ b3y + bauv + bsu® + bgv? (1.32)

z=c1+ cou-+c3v+cauv+ C5M2 + c6v2

a = (al,...,aﬁ)T, b= (b],...,bﬁ)T, Cc = (C],...,C6)T

u=(up,...uy)’,v=1,....,vn)"
A matriz A € agora:

2
I w v owvi uy vy

1 uw vy uwv u% v%
A= |1 us vy uzvs u% v%

2 2
1 uy v uyvy uy vy

e utilizando as condicdes:

195 105 _
20u 209v
para (u,v) = (u;,v;),com (i =1,...,N), de modo a que:

(ay + aav + 2asu)(a; + aru + azv + aguv + asu’ + agy’ —X;)
+(b2 + b4v + 2b5u) (b] + bzu + b3v + b4uv + b5u2 + b6v2 —y,-)
+(c2+cav+2csu)(cy + cou+c3v+ cauv + csu® + cev? — z)=0 (1.33)

(a3 + asgv + 2apu) (a1 + axu + azv + aquv + asu® + ag® — Xi)
+(b3 4 bav+2beu) (by + byu+ b3v + bauv + bsu?* + bgv* — Vi)

+(c3+ cav+2c6u)(c1 + cou+ c3v+ cquv + csu® + gV — 7)) =0 (1.34)



Capitulo 1. Introducdo 20

Ambas as Equacdes (1.33) e (1.34) t€ém um grau maximo igual a trés para ambas as varidveis u
e v. Fixando u e v nestas equagdes, resulta na obten¢do de uma equagdo polinomial de terceiro
grau em u e v , e deste modo temos uma ou trés raizes para serem inseridas nas equacdes se-
guintes. Seleccionamos a combinagdo que de facto minimiza a Equagdo (1.32). O método de
interpolacdo [18] no caso bi-linear € um algoritmo bem conhecido para aplicacdo a reconstrugcao
de uma superficie. E um método fécil de entender matematicamente e utiliza pouca processa-
mento para baixas ordens, sendo fiel aos dados originais. Contudo ndo é suave. Para grandes
quantidades de dados ou ordens de interpolagdo maiores como o caso bi-quadratico, a superficie
gerada também € interpolada com precisdo mas a superficie continua a ndo ser suficientemente
suave e temos um acréscimo de complexidade computacional. Uma vez que ndo temos um fac-
tor de forma ou maneira de suavizar a superficie, este método apesar de ter as suas vantagens
torna-se fragil quando temos de fazer uma aproximacao suave e com precisdo dessa superficie
com largos nimeros de pontos. De qualquer forma é um método de interpolacdo para funcdes

de ordens baixas, de forma expedita.

1.3.4 Exemplo de Aplicacao - Método Bi-Linear

Nesta sec¢do mostramos uma aplicagdo do método bi-linear, onde a representag@o da superficie

exacta com N = 625, é a Figura 1.8:

Funcdo da Superficie Exacta
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FIGURA 1.8: Aplicagdo - Superficie Exacta.
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A superficie aproximada € a seguinte:

Funcéo da Superficie Aproximada
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FIGURA 1.9: Aplicagdo - Superficie Aproximada.

Erros:

TABELA 1.3: Método Bi-Linear - Erros Numéricos.

Erros Numéricos

N =625
RMSE 1.30E-02 m
REL RMSE 6.73E-02 %

Tempo de Processamento:

TABELA 1.4: Método Bi-Linear - Tempo de Processamento.

Tempo de Processamento

N =625
Tempo Total 1.12 S

Podemos obter excelentes resultados dependendo do tipo de solugdo que pretendemos de forma
rapida e precisa. Contudo, comparando o método de interpolacdo bi-linear com as equacgdes
multiquédricas de Hardy, este método tem um erro RMS.E maior e a superficie aproximada é

menos suave.
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1.3.5 Aproximacao por B-splines

As splines s@o uma classe de funcgdes tteis para interpolar dados entre valores conhecidos ou
medidos, criacdo de curvas e criacdo de superficies. As splines ctibicas sdo as mais utilizadas
em interpolacdo. Uma spline cibica consiste num conjunto de curvas cubicas, isto é, funcdes
polinomiais com d = 3, unidas de forma suave e de tal modo que as primeiras e as segundas
derivadas sdo continuas. Estas curvas unem-se em posi¢des conhecidas, ou nds, que podem
estar colocados nos pontos conhecidos no caso em que a spline aproxima exactamente o va-
lor, ou noutros pontos quaisquer. No segundo caso a spline ajusta-se de tal modo que a soma
do quadrado dos desvios dos valores conhecidos, ou outro qualquer método de minimizagao,
seja minima. O nimero e posi¢do dos nds afectam a forma e o ajuste da curva ou superficie
interpolada [19, 20].

Uma aproximagdo por B-splines € feita mediante um compromisso entre a suavidade e a exac-
tiddo da funcdo de aproximacdo. Deste modo um outro método, a aproximacdo Multilevel
B-spline [21], onde a fungdo resultante € suave e aproxima os dados pretendidos. Este método
tem como dados de entrada, um conjunto de pontos dispersos e produz uma superficie B-spline.
Esta superficie € uma funcio spline que tem o minimo de suporte em relagdo a um determinado
grau, suavidade e particdo do dominio. O algoritmo corre numa defini¢do multi-resolucional so-
bre parti¢des uniformes tal que a superficie final f é composta por uma sequéncia de superficies

a escalas uniformes:

f=h+thi+...+fe
onde f; € S; (i=0,1,...,k), e So,S1,..., Sk € uma sequéncia de sub-espacos de S:

SoC S C...C5

N
i=1°

Seja dado um conjunto de pontos P = {P;} com P; = (x;,y:,2i) € R3 e seja  um dominio
rectangular no eixo xy tal que (x;,y;) ¢ um ponto em Q e Q = {(x,y)|0 < x <m,,0 <y <my}.
A grelha de controlo @ € um vector uniforme sobre o dominio . O nimero inicial de pontos
na grelha é N, = m,/h, no eixo xx e Ny = my/h, no eixo yy. Estes pontos ou nés estdo definidos
num intervalo uniforme A, e h,. Para o caso de uma B-spline bi-ctibica uniforme, com d = 3, o

vector dos nods esta definido como:

T, = {—dhy,...,0,hy, ..., Nehy,...,(Nx+d)h,}
t, = {—dhy,...,0,hy,...,Nihy,...,(Ny+d)hy}
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Seja ¢;j o valor do ij-ésimo ponto de controlo na grelha @, localizado em (ihy, jhy), para (i =
-1,0,1,...,Ny+ 1D e (j=—-1,0,1,...,Ny+1). A aproximag¢do da fun¢io f € definida em

termos dos pontos de controlo nas posi¢des (x,y) € Q:

Ne+1Ny+1

fey) =Y Y ciiBia(x)Bja(y) (1.35)
=l

i=1

onde B;4 € Bj, sdo B-splines cubicas e uniformes, de grau igual a tr€s e os vectores dos nods

dados por:

Ty = {(i = 2)hy, (i — V) hyyihy, (14 Vhy), (i+2)hy }
Ty = {(j_z)hyv (j— 1)h}7vjhy’ (Jj+ l)hy)v (j+2)hy}

As fungdes de base B-spline cubicas e uniformes B; 4 € B 4 servem para pesar a contribui¢io de
cada ponto de controlo na Equacéo (1.35), baseando-se na distancia a (x,y). A aproximagdo por
B-spline por niveis usa uma hierarquia de grelhas de controlo para gerar uma fungéo f; onde a

funcdo de aproximacdo final f € definida pela soma dessas fungdes f;:

~
I
™~
=

Il
_

(1.36)

Para optimizar este processo, é utilizada uma refinag@o para reduzir a soma destas fungdes numa
tinica funcdo equivalente B-spline. Deste modo a aproximacio inicial é fy com A°P = P para
®y = P, aplicando na primeira aproximacdo um algoritmo B-spline. A grelha &y é uma gre-
lha com poucos centros ou grosseira. A primeira aproximagao deixa um desvio muito grande

definido por:

Azi=z— f,(x1,5:),i=0,...,N

A préxima grelha, mais fina, ®; é usada para obter f; que aproxima A'P = {x;,y;,A'z;}. A

soma fy+ f1 deixa um desvio mais pequeno para cada (x;,y;) € Q:

AZZi =2 _f()(xivyi) _fl (xivyi)ai - 07 v 7N
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No geral, para cada nivel k na hierarquia, o conjunto de pontos A*P = {x;,y;, A¥z;} é aproximado

por uma fun¢do f; definida pela grelha de controlo @y, onde:

k—1
Nzi=2—Y filxiyi) =A"" = fiii(xi,3) (1.37)
1=0)

e Az = z;. Este processo comeca com Py, onde a selecgio dos nés é:

hy hy hy hy
= {—d .0 L 2kN (2’<Nx+d)2k}

k S0 S
hy h hy h

k __ y y k y k y

= {—dzk,...,o,zk,...,z Ny (2 Ny+d)2k}

Dada a fun¢do f, o problema basico de aproximacdo por splines € determinar os coeficientes

(ci)Y., tal que:

N
Pf=Y ciBig (1.38)
i=1

seja uma aproximacdo razodvel de f. Uma vez que é possivel com este método fazer a recons-
trucdo de uma superficie, o desafio é agora encontrar um novo procedimento para calcular esses

coeficientes [22].

Assume-se que f estd definida num intervalo [a, b] mas quando se determina c; podemos estar no
sub-intervalo I = [t,,1,] da nossa escolha. Podemos também escolher o método de aproximagéo.

Uma classe geral de métodos de aproximagao € deixar P; ser dado como:

Xka:f(xk’j),i:l,...,Nk (139)
onde Ny =v—u+de (x1,...,Xn,) sdo pontos dados. Se B,_g—14ja(xk ;) >0,j=1,.... Ny,
obtemos:

Ni
ce=Mf =Y o;f(x) (1.40)
j=1

Para um vector @y = (@, ;), resolvemos o sistema linear e encontramos y:
Nk

Oik =MBig= Z O, iBia(x, ) (1.41)
=t

para(i=u—d,....,v—1), 8y =1sei=ked; =0sei#k.
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Este método de aproximacdo Multilevel B-splines estd bem adaptado para aproximagdo e in-
terpolacdo. O método apresentado é usado para gerar uma malha onde o nimero de pontos
de controlo desta malha aumenta consoante se aumenta o seu nivel k. A soma das funcdes de
interpolacdo B-splines para cada malha € a funcéo final de interpolacdo dos dados pretendidos,
sendo ainda possivel uma refinagdo que retorna uma tnica funcio equivalente a soma de todas
as fungdes hierdrquicas. O objectivo é sempre a redugdo do erro de aproximacdo. O método
¢ local e por isso mesmo nas malhas mais finas cada coeficiente B-Spline depende apenas dos

pontos na vizinhanga e consequentemente € um método rapido.

Um novo método para calcular os coeficientes utilizando quasi-interpolacdo tornam ainda mais
rapido os algoritmos para interpolacdo e aproximacgdo, conseguindo manter a precisdo. Esta
superficie tem continuidade C? para interpolacio mesmo de um conjunto muito grande de da-
dos, o problema é que utilizando este esquema de quasi-interpolacdo [23] temos de resolver
um sistema linear de equacgdes para determinacdo dos coeficientes o que torna o sistema muito
improvdvel para utilizagdo em tempo real. Se os dados ndo estdo distribuidos uniformemente
sobre o dominio podem acontecer irregularidades indesejadas junto da localiza¢do de conjuntos
de pontos na superficie final f [24] ou seja, o algoritmo vai produzir anomalias perto dos con-
juntos de dados interpolados, se a malha de coeficientes B-spline € densa e ou esses conjuntos

de dados estdo desigualmente distribuidos no dominio.

O espaco hierdrquico de B-splines € desenvolvido como o espago linear do produto externo de
B-splines em diferentes malhas. Este espago € instdvel e tem um erro superior para baixas hi-
erarquias. Outra principal limitacdo desta técnica é que esta é baseada num produto vectorial
B-spline para aproximagao de curvas ou superficies, ou seja, os pontos de controlo da superficie
tém de ser distribuidos uniformemente sobre uma malha e requer administracio dos intervalos
desses pontos ou nds. Se estes ndo forem uniformes temos um problema que aumenta de com-
plexidade. A forma de uma superficie B-spline de ordem fixa é controlada pela localizacdo da
rede de nés. O nimero de nds para um determinado ponto da malha é representado pelo vector
de nds e deste modo, multiplos nés implica miltiplos vectores de nés. Também a continuidade
C? de uma superficie bi-ctibica B-spline nio pode ser garantida fora dos limites do dominio
espacial de dados. Outro problema é que aumentar ou diminuir a matriz de pesos nio afecta a
continuidade C?, mas surgem imperfeicdes na superficie quando vista com pouco detalhe. Isto
pode levar ao nao respeito da propriedade de convexidade, que nio é nada mais que a curva ou
superficie estar dentro da drea de vizinhanca a todos os pontos de controlo. Além disso a inter-
polagdo de um ponto em que os nés na vizinhanca t€ém uma baixa contribui¢do para a funcio de

interpolacdo pode afectar o valor da aproximacao.
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1.3.6 Funcio de Lebesgue em Funcoes de Base Radial

A constante de Lebesgue, dependendo de um conjunto de nds e do seu tamanho, d4 uma ideia
da quio boa ¢ a interpolacdo de uma fungdo nos pontos fornecidos, em comparacdo com a me-
lhor aproximacao da fun¢do. A constante de Lebesgue para um conjunto de N nds é geralmente
indicada por Ar. Sabe-se também que esta constante estd relacionada com o cdlculo dos poliné-
mios de Lagrange. Estuda-se a funcéo de Lebesgue e a constante de Lebesgue para interpolagdo

multivariada de fungdes de base radial condicionalmente positivas definidas [7]. A forma de La-

grange para interpolagdo multivariada por fungdes de base radial nos nés (xi,...,xy) é definida
por:
i ¢ X1y xk—laxaxk+17"'7xN) (1 42)
= D03 x1, - Xk 1, Xk Xk 15 -+ XN)

A funcio de Lebesgue para este tipo de interpolacio € definida por:

N
x) = ), 1) (1.43)
k=1
onde /i (x) é
Ek(x) = D(q)‘;xl’ ey Xk— 1y Xy X1y - - - 7XN)
D(O5X1, ooy Xk 1, Xk s Xkt 15 - - - 5 XN)

Esta forma de interpolag¢do ndo consegue reproduzir func¢des simétricas constantes e deste modo
pode-se mudar a forma do interpolante para que este também reproduza polindmios de uma de-
terminada ordem. Para este tipo de interpolante sdo necessdrias defini¢des que generalizam as
funcdes positivamente definidas. Uma funcio continua e simétrica @ é designada condicional-

mente positiva definida de ordem / em R se:

N N
ZZchkQD xx) =0

j=lk=1

para quaisquer N pontos (xi,...,xy) € R?, e c = [c1,...,cy]T € RN satisfazendo:

N
Y cix$=0,l0f < l,o0€ N§
Jj=1

Uma fungio & é chamada condicionalmente positiva definida [8], de ordem 1 em R se os pontos

(x1,...,xy) € R? sdo distintos, e deste modo ¢ # 0 implica a inigualdade.
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A matriz A, com A j; = ®(x; — x;) correspondendo a uma fung@o real e estritamente condicio-
nada positiva definida simétrica de ordem / também pode ser interpretada como sendo positiva

definida no espago de vectores c tal que:

N
Y cix$=0,laf <1
=1

Seja V o seguinte:

N
v_{oceRN: Zajp(xj)—o,pGHI(Rd)} (1.44)
j=1

onde IT (RY) é o espaco polinomial d-variado de ordem no superior a /. A dimensao de IT'(R¢)

(1-1+d
(& .
d

. 1 d l_ l +d . ~ . .
Seja (p1,...,pL) a base para IT'(R?) onde L = J , a interpolac@o condicionalmente
positiva definida é a seguinte. Supondo que os valores (f,...,fy) em N nos distintos X sdo

dados, onde X é IT/(R?) com solucdo tinica, a interpolacdo por uma funcio de base radial ¢ é

resolvida por um sistema linear (N + L)(N + L):

Ao+ PP =
=1 (1.45)
Plo+0=0

onde L = dim (IT(RY)) e P = (pi(x;)) Se assumirmos que a ordem de P = L < N

temos que o sistema linear tem solu¢@o dnica e o interpolante resultante tem a seguinte forma:

1<j<N <<

N L
so.x (x) = Z1 o0 (||x —xj|) + Z] Bipi(x) (1.46)
J= i=

com a condi¢do adicional de o € V. Para simplificacdo defini-se:

[0l =251 k=1

DL((P;)C],...,Xk_],Xk,Xk+],..-,XN):det[ PT

P]
5 (N+L)(N+L)

onde P = [pi(x;)I" . e S = [0] L.
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Para um conjunto de dados {(x, fx)}¥_,, o interpolante de base radial torna-se:

i DL (I) X1y xk*l?'xﬂ'karl?"'?xN)
k=1 ¢ X1, - Xk,I,Xk,Xk+1,...7XN)

A funcgdo de Lebesgue é agora definida como:

N
= Y 1()| (1.47)
k=1
onde #;(x) é
Dr(0;xq,. .. Xk
g (X) _ L(¢,X1, s Xk—15X, Xk+1, 7XN) ’(1 ékéN)
Dr(Q5X1, -y X1, Xk Xkt 15 - -5 XN)
A constante de Lebesgue neste caso é:
Ar = max A(x) (1.48)
xell

Sabendo que s € uma projeccdo e também um operador linear. Verifica-se agora que s é deli-
mitado. Sejam dados N nés distintos (xp,...,xy) num dominio fechado e delimitado I" C R¥.
Seja f dado em N pontos distintos Xy = (x1,...,xy) € X onde X é um sub-dominio fechado e

delimitado de R¢. Temos que:

f(x) = s(x)| < A(x) max [f(x) — f(x;)], (x € X)

XIEXN

A norma ||Ly|| do operador de interpolagdo de Lagrange é minima se para todo o (i = 1,...,N)
os valores:
A= max A(r)
tE€titiy]

sdo iguais, onde (f; < ... < fy4+1) s@o os nds de interpolagdo correspondentes a Ly (Bernstein,

1954). Estes nés sdo unicamente determinados (Erdds, 1961). Considerando a regido I' =

[—1 1}2 C R*e (x,...,xy) dados, dividindo a regido I" em (N — 1) sub-regides I';, (1 <i <
—1), tal que int(T";) N int(I';) = 0 (j # k) entdo:

Ai = maxA(t) (1.49)

tel;

Seja Ly o operador Lagrangiano para interpolacdo por fungdes de base radial em N nés distintos,
temos que a norma ||Ly|| € minima se para todooi € (1,...,N), os valores A; sdo 0s mesmos, e

(x1,...,xy) s@o os nds de interpolagdo correspondendo a Ly.
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E adicionado a fungdo de interpolagio um polinémio que se sobrepde a fungdo de base radial
para reduzir o erro médio nos pontos desejados obtendo-se vantagens notérias quando existe
desvios excessivos. Deste modo, € possivel resolver o problema de interpolacio por fungdes de
base radial resolvendo a Equagao (1.46), onde o polindmio tem um grau < /. De facto com esta
equacdo pode-se verificar como calcular os coeficientes para a criagdo da fungdo interpolante

com utilizacdo de fun¢des de bse radial.

A qualidade da aproximacgdo pela Equacdo (1.46) pode ser verificada através da constante de
Lebesgue. A constante de Lebesgue é um pardmetro, ou uma medida, que permite determinar o
erro maximo que pode ser obtido para um tipo de fun¢@o de base radial em relagdo ao nimero
de pontos (xy,...,xy). Verifica-se que para um conjunto de seis nés e comparando as diversas
fungdes de base radial com d = 1, a Thin Plate Spline (T PS,) apresenta o valor para a constante
de Lebesgue mais baixo. Isto significa que a utilizacdo desta funcdo de base radial na fungado
de interpolacdo tem um erro maximo mais pequeno do que aquele que por exemplo podemos

cometer, se utilizarmos a func¢io de base radial Gaussiana.

E preciso verificar para fun¢des de ordem superior a um e outro nimero de nés, 0 comporta-
mento das fungdes de base radial em relagdo a constante de Lebesgue e dessa forma analisar
ou quantificar o erro maximo cometido pela utilizacdo destas funcdes. Sugere-se ainda a di-
visdo do dominio de estudo, para determinar a posi¢cdo dos nds onde a norma do operador de
interpolagdo por fungdes de base radial é minima, em (N — 1) sub-regides e encontrar nestas os
nés de tal modo que A; = max,cr, A(7) sejam igual para todas as sub-regides e entdo garantir
a minimiza¢do do operador de interpolagdo. No caso da interpolacdo polinomial de Lagrange
em dim = 1, os zeros da expansio de Chebyschev estdo préximos dos nés éptimos. E preciso
também determinar quais sdo os nds éptimos para uma dimensao qualquer e ainda determinar a

melhor forma de encontrar o A; em todas as sub-regides.

1.4 Sintese

Durante as dltimas décadas as funcdes de base radial t€m vindo a ser aplicadas com sucesso na

interpolacdo de conjuntos de dados dispersos (plano xz):

N
s(x) =Y oo (|lx —x]]) (1.50)
j=1

Neste tipo de fungdes os centros, x;, podem ser escolhidos arbitariamente do dominio de inte-
resse e o dependendo do tipo de fun¢do pode conter ou ndo, um parametro, ¢, também denomi-

nado por factor de forma.
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As fun¢des multiquédricas de Hardy sdo entre todas as fungdes de base radial as que melhores
resultados ddo em termos de avaliacdo estatistica e visual da superficie modelada [3]. Além

disso, este tipo de funcdes contém o factor de forma:
N
s(0) =Y o/ (x—x;)2 +¢3 (1.51)
j=1

Para melhorar a precisdo das fun¢des multiquadricas de Hardy pode ser adicionado um poliné-

mio a Equacdo (1.51) e deste modo diminuir o erro médio:

N L
s(x) = Zocj (x—xj)2+c§+ZBlpl(x) (1.52)
i=1 I=1

O uncertainty principle [25], diz que ndo se pode obter bom condicionamento e boa precisdo
simultaneamente. Em geral, utilizar valores pequenos para o factor de forma produz os resulta-
dos mais precisos, mas também estdo associados a matrizes de interpolagdo mal condicionadas.
E este mau condicionamento da matriz € maior quanto maior for o nimero de centros. Deste
modo alguns investigadores tentaram encontrar um algoritmo que especifica o factor de forma
6ptimo, ou seja, o valor que produz a melhor precisdo mantendo a estabilidade numérica. Con-
tudo, a determinagdo deste factor de forma 6ptimo € ainda uma questao em aberto [26] uma vez
que € quase sempre escolhido por for¢a bruta. Ou seja, escolhido de maneira a que a matriz de

interpolacdo tenha o seu niimero de condicionamento sempre abaixo de um valor estipulado.

A matriz dos coeficientes de todo o sistema de equagdes é completa e deste maneira para um
conjunto de pontos alargado a resolug@o deste sistema ndo € aceitdvel. Pode-se observar que
de facto existe um conjunto de pardmetros que afectam a criagdo de uma funcio que represente
uma determinada superficie. Esses parametros, ver Equagdo (1.52), que definem uma superficie
multiquadrica sdo os centros da multiquadrica (xi,...,xy)”, os coeficientes da multiquadrica
(0,...,on)7, (c1,...,en)T, e os coeficientes do polinémio (By,...,Bz)7. Para aliviar estes
problemas, é entdo proposto um método eficiente para calcular os pardmetros éptimos para a

reconstru¢do de uma superficie pelas fungdes multiquadricas de Hardy.

A interpolagio multiquidrica para uma superficie regular com continuidade C?> também atinge
uma convergéncia de segunda ordem e tem excelentes propriedades de localizacio, mas estudos
numéricos [27] sugerem que se o dominio € finito entdo a convergéncia diminui para primeira
ordem nos limites deste dominio. Também esta provado que pode-se recuperar esta convergéncia

adicionando o polinémio a fun¢do multiquadrica.
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A interpolagdo polinomial numa forma parametrizada [18] permite que a superficie seja inter-
polada facilmente com uma manipulagdo algébrica simples. O método de interpolacio bi-linear
€ capaz de interpolar a superficie linearmente sendo fiel aos dados originais com um erro médio
muito pequeno. A interpolagdo feita ndo é suave uma vez que ndo existe um factor de forma
ou maneira de suavizar a superficie, mas este método para o propésito de interpolacdo de uma
superficie em pontos desejados é expedito e preciso. Uma vez que necessitamos de um poliné-
mio para a Fung¢@o (1.52) e existe problemas de convergéncia nos limites do dominio, pode-se
aplicar o método bilinear a todo o conjunto de pontos intermédios, ¢ 0 método biquadratico ao

conjunto de pontos nos limites para efectivamente forcar a convergéncia.

A constante de Lebesgue, dependendo de um conjunto e nimero de centros, d4d uma ideia da
qudo boa ¢ a interpolacdo de uma funcio nos pontos fornecidos, em compara¢do com a melhor
aproximacao da funcdo. A constante de Lebesgue para interpolacdo por funcdes de base radial
neste caso é:

Ar = r)rclealg(A(x) (1.53)
Desta forma utilizando a fungdo e a correspondente constante de Lebesgue para interpolagdo
por funcdes de base radial, pode-se achar o erro mdximo [7] que se pode obter com as equagdes

multiquadricas de Hardy para varios conjuntos e nimeros de centros pela seguinte defini¢do:

f () = s ()] < A(x) max |£(x) = f(x))], (x € X)

)CjEXN

Existe muitas formas de fazer a reconstru¢do de uma superficie. Tal reconstrucdo pode ser
feita pela interpolacdo ou aproximacgdo de conjuntos de pontos conhecidos. O método utilizado
influencia por isso vdrias caracteriticas que podem ser desejadas ou ndo. Por exemplo a preci-
sdo e a suavidade sdo duas caracteristicas que se podem encontrar nas fun¢des multiquadricas
de Hardy [2], mas na aproximacdo polinomial ndo existe suavidade. Noutros métodos podem
surgir imperfei¢des na superficie ou serem demasiado complexos computacionalmente o que
impossibilita o uso em tempo real. Todas estas caracteristicas t&ém de ser equacionadas para a
aplicacdo em questdo. Neste caso da reconstru¢do de uma superficie, as equagdes multiqué-
dricas de Hardy, permitem atingir as qualidades pretendidas, precisdo e suavidade em qualquer

dimensao.
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Aproximacao Multiquadrica baseada

em Densificacao do Dominio

2.1 Método

No presente capitulo vai ser apresentado um método para criacdo de um método baseado nas fun-
¢Oes multiquadricas de Hardy. Para a criagdo deste método precisamos das ferramentas abaixo
descritas. O objectivo da criagdo deste modelo € a reconstrug@o e aproximagao de superficies de

uma forma o mais generalizada possivel, de modo a ser aplicado nas mais variadas areas.

2.1.1 Densificacao

Aplicar um procedimento de densificacdo no dominio permite-nos aproximar qualquer fungdo
multi-dimensional por uma mono-dimensional. Este método reduz o niimero de varidveis do
problema original e ainda requer menos avaliacdes da fungdo [28]. Investigadores que traba-
lham com muito grandes conjuntos de dados de qualquer dimensdo, em dreas tdo diversas como
a geologia, a meteorologia, a modelacdo geoldgica, a aerondutica, os padrdes climéaticos, os
espectros estelares, ou distribui¢cdes de genes humanos como em [13, 29-32], confrontam-se
regularmente com o problema de redug¢do da dimensdo do problema em estudo. Aqui descre-
vemos uma aproximacao baseada nas fun¢des multiquadricas para resolver um problema de
redugdo de dimensdo que usa simples medi¢des métricas locais para aprender a geometria do

conjunto global de dados.

Os avancos na coleccdo de dados e capacidades de armazenamento durante as Ultimas décadas
tem levado a uma sobrecarga de informac¢@o na maioria das ciéncias. Investigadores que traba-

lham em 4reas diversas como as acima referidas deparam-se com grandes e cada vez maiores

32
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observagdes e simulacdes no seu dia-a-dia. Tais conjuntos de dados em contraste com mais
pequenos e mais tradicionais conjuntos que foram estudados no passado apresentam novos de-

safios para a andlise de dados.

Matematicamente, o problema é dado uma N—dimensional variavel aleatéria x = (xi,...,xn)
encontrar um representagdo mais pequena desta, s = (s1,...,5x) com K < N que conserve o
conteddo dos dados originais de acordo com algum critério. Como exemplo, um LiDAR [33,

34], fornece uma forma de adquirir dados topograficos a altas densidades e com grande precisao.

Tendo uma fonte de dados de terreno topogrifico podemos usar estes dados em variadas dreas
como detec¢do de edificios, modelacdo 3D de zonas urbana, modelagem hidrolégica, controlo
de glaciares, ou a classificagdo do relevo do solo, rio ou gestdo costeira entre outras aplicacdes
jé acima referidas. A precisdo e densidade com que se consegue obter tais dados topogréficos, é
muito apetecivel para uso em mapeamentos de altas resolugdes. Contudo esta grande densidade
de dados leva a um grande aumento de volume de dados, impondo desafios no que diz respeito
ao armazenamento, processamento ¢ manipulagdo dos mesmos. Estratégias para trabalhar com
grandes volumes de dados topograficos sem sacrificar a precisdo sdo deste modo necessarias, e
através da reducdo de dados € possivel uma melhor gestdo e operacionalidade do novo mapa do

novo conjunto de dados para modelagao.

Deste modo pretende-se utilizar um método de densificacdo que reduz a dimensdo de dados
adquiridos e mantenha precisdo dos mesmos durante a modelagdo. Com isto pretende-se um
processamento de dados mais eficiente em termos de armazenamentos e tempo de processa-

mento.

Seja B =1I1I]_, [a;,b;] C R" ser uma caixa (dominio) ou hyper-rectangulo e J = [a,b] ser um
intervalo real. Entdo uma funcdo i :— J é dita ser uma curva o— densa em B, se Vx € B,
dreJ:||h(t)—x| > o, onde ||.|
[0,1] = B=T1I", [a;,b;] defindo como — 0 € J, h(8) = (h; ((81),(61),...,(8,))), onde h, é

i=

¢ a norma Euclidiana em R". Agora vamos considerar i : J =

o, = "~ 12" densa:

ar—b ai+b
hy = 7( 12 l)cosocle%—i( 12 )
2.1
hy = L” ; bn) cos 0,0 + (an—;bn)

A curva obtida por este método [28] tem uma representa¢do co-seno. Isto significa que todos
os eixos sdo preenchidos com funcgdes periddicas, tendo diferentes periodos. O pardmetro u

controla a distancia entre todos os pontos no espago.



Capitulo 2. Aproximagdo Multiquddrica 34

2.1.2 Factor de Forma

Uma fungdo suavizada é muito mais facil de visualizar do que os dados puramente reais. A
muito que foi reconhecido que o factor de forma ¢, tem uma grande influéncia na performance
das funcdes multiquadricas [13, 35]. Sem retirar mérito ao excelente desempenho das funcdes
multiquddricas, a escolha deste pardmetro pode afectar grandemente a precisdo da aproximagao.
Ajustando este parAmetro, a precisdo pode aumentar consideravelmente. Foi verificado que
aumentando este parametro [16], o RMS.E (erro root mean square) da estimacdo cai para um
minimo e depois cresce rapidamente. Assim, verificimos que existe um pardmetro 6ptimo que

estd associado a um RMS.E minimo para a funcdo estimada.

Existem algumas férmulas para calcular o factor de forma, mas nao existe nenhuma aceite uni-
versalmente. Quase todos os métodos sdo antigos e foram deduzidos experimentalmente. Para
as fungdes multiquédricas, a escolha dptima de ¢ € um problema em aberto. Existem algumas
sugestdes, como por exemplo métodos baseados na distribuicdo de pontos. O autor em [36]
sugere um valor de ¢ que toma em conta o espacamento, para o caso bi-dimensional, dos pontos

distribuidos segundo a direc¢do x e y:

1
c= lomax{max[xi—xj],max\yi—yj]} 2.2)
i i,j

)

ou Hardy em [2] sugere:

c=0.851d (2.3)

onde d ¢ a distdncia média dos pontos para os pontos vizinhos. Franke [37], substituiu d por

D/+/N, onde D é o didgmetro do circulo minimo que abrange todos os pontos e sugeriu:

1.25D

Cc =
Todas estas maneiras de calcular o factor de forma podem ser trivialmente estendidas para qual-
quer dimensdo e conseguem fornecer boa precisdo e boas caracteristicas visuais [11]. Contudo
este parametro € fixo e um dos objectivos desta dissertacdo é também apresentar um método para
calcular este parametro de maneira a termos o melhor desempenho quando utilizamos uma apro-
ximacao com func¢des multiquadricas. Assim, depois de seleccionados ou encontrados todos os

centros pelo método da densificacdo, podemos encontrar o seu factor de forma correspondente.
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Deste modo, ndo temos apenas um Unico factor de forma comum a todos os centros, mas um
nimero proporcional ao nimero de centros N.. A forma como encontramos os seus valores

€ calculando a distdncia mdxima entre os centros vizinhos correspondente a cada centro, ver

Figura 2.1:

FIGURA 2.1: Factor de Forma.
Deste modo, o primeiro passo € encontrar os centros vizinhos (&;,...,&;,)! e calcular a dis-
tancia (dj,. .. ,dern)T entre o centro em questdo &; e os centros vizinhos. Depois, o valor do

factor de forma correspondente a cada centro ¢y, € a distdncia maxima entre todas as distancias

encontradas tal como na Equagdo (2.5):

V& — ¢ = max {||& —&;||.k # j} (2.5)

onde &; sdo os centros vizinhos correspondentes ao centro ;. Desta forma podemos encontrar

o valor de ¢ de forma expedita, eficiente e de forma optimizada.

2.1.3 Sub-Conjuntos

Procedemos a uma escolha aleatéria do ndmero total de dados de forma a também reduzir este
nimero e a complexidade do problema de reconstrucio de superficies [38]. Ou seja, procede-
se a uma seleccdo do conjunto total de dados para que aleatoriamente sejam seleccionados um

nimero 7T de dados de forma a satisfazer a seguinte condi¢do:

T > N (2.6)

onde N; é o nimero total de dados.

Todos os dados pertencentes ao conjunto total tem a mesma probabilidade de serem selecciona-
dos para formar o primeiro sub-conjunto / de dados, T, que depois sdo utilizados para treinar

uma fungéo de interpolagdo s(x,y).
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Os outros dados (N; — T') serdo colocados noutro sub-conjunto /I que serve apenas para vali-
dagio da fungdo de interpolacdo treinada. E importante referir que todos os dados tém igual
probabilidade de serem seleccionados. O esquema da Figura 2.2 representa o raciocinio tomado

em conta para este efeito:

Conjunto Total de Dados

¥ 4

Sub-Conjunto | Sub-Conjunto Il

FIGURA 2.2: Escolha Aleatéria dos Dados.

O objectivo desta seleccdo aleatéria dos dados em sub-conjuntos tem como finalidade reduzir a
dimensdo do problema para a criacdo da fungdo de interpolacio, ou seja, reduzindo o nimero
de dados iniciais resolvemos um sistema de equagdes lineares mais pequeno e logo reduzimos
a complexidade do problema em vérios niveis como o tempo de processamento e estabilidade

numérica, e ainda tem como propdsito fazer a validagao do método.

2.1.4 Funcao de Interpolacao

A aprendizagem € equivalente a encontrar uma superficie num espaco multi-dimensional que
fornece a melhor estimagdo para os dados utilizados para treinar a funcdo. Vamos utilizar T

dados para treinar a seguinte equacio de interpolagdo multivariada:

Ne L
s(xy) =Y oufe(x,y) + Y Bipi(x,y) (2.7)
1 i=1

k=

onde @ (x,y) é a funcdo de base multiquédrica dada por:

Puxy) = \JeE+ [ — &P+ ly - &1 2.8)

pi (x,y) € o polinémio acrescentado na seguinte forma:

pey) =1 xy] 29)

e ( i,&%) € N, sao as componentes segundo o eixo x e y dos centros (nds) e (x,y) € T sdo os

dados de treino seleccionados aleatoriamente.
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Para resolver este problema de treino da fun¢do de interpolagcdo € necessario resolver um pro-
blema de minimizac¢do com todo o sub-conjunto /, com 7" dados de treino, utilizando a seguinte

funcdo de custo:

T 2

J((X,B)ZZ

t=1

N, L
Z 0 Qx (X7, 1) + Z Bipi(xe,ye) — F (%,)1)
k=1 =1

(2.10)

e resolver a Equagdo (2.10) em fungéo dos coeficientes a e . Apds termos achado estes valores
podemos aplicar a fungdo de interpolacdo dada pela Equagdo (2.7) para aproximar qualquer
valor no dominio. Outra resolugdo para este problema, € achar a solucao analitica utilizando para
isso um método de minimos quadrados neste caso o método da pseudo-inversa para resolugcao

do seguinte sistema sobre-determinado:

AnN=F 2.11)

onde A € a matriz de interpolacdo e é obtida por:

A=ap=\/ci+lx = &2+ v — &I+ pi(xe,y) (2.12)

e ( 2,&{) € N, sdo as componentes segundo o eixo x e y dos centros e (x,y) € T sdo os dados de
treino seleccionados aleatoriamente. Finalmente, podemos obter os coeficientesn=( oo B )7

aplicando a pseudo-inversa:

n=(ATA) 'ATF (2.13)

Acontece que a matriz AT A pode ser singular, o que implica que quando se procede ao célculo
dos coeficientes é necessario achar a sua inversa tal ndo vai ser possivel e ainda, também pode
acontecer que A”A seja mal condicionada. Estes factos indicam que estamos perante um pro-
blema mal-colocado e ndo € possivel o célculo da inversa sem recorrer a Regularizacio [39]
que torna um problema mal condicionado num problema bem condicionado. Existem varios
métodos de regularizacio e dos métodos existentes, foi escolhida a Regularizacdo de Tikhonov
[39].
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Para a resolucido de sistemas de equagdes lineares sobre-determinados, normalmente € utilizado:

An=F (2.14)

Se A for mal-condicionada ou singular, transforma-se a Equacgao (2.14) na seguinte:

J (x) = ||An = F|> + | An]? (2.15)

onde A é um escalar, que tem como solugéo:

Nopr = (ATA+AM) AT F (2.16)

O escalar A € escolhido de forma a que o sistema consiga acompanhar os valores de saida
referentes aos coeficientes. A este factor A da-se o nome de factor de Tikhonov. Deste modo, é
possivel calcular um valor de A, que melhor satisfaz as condi¢oes desejadas, e consiste no ponto

de viragem de uma curva em L (método L-curve) [40].

O algoritmo para a criagdo da fungdo de interpolagéo estd esquematizado abaixo, onde N; e N,

sd0 o ndmero total de pontos e o nimero de centros respectivamente:

Ni

v
Densificacao
v v

Aleatorio Nc

» Minimizacao

Coeficientes
v
Funcao
v

s(x,y)

FIGURA 2.3: Treino da Fungfo de Interpolacio.



Capitulo 3

Validacao do Método

3.1 Aplicaciao

No presente capitulo € feita a aplicagdo numérica e validagdo do método desenvolvido no Capi-
tulo 2. "Deste modo analisdimos 3 conjuntos de dados que correspondem a superficies morfolo-

gicamente distintas.

3.1.1 Funcao de Franke

Para validar o método proposto implementamos uma funcao teste de Franke, (Franke, 1982):

F(x,y) =0.75exp (—((((9x—2)*+ (9y—2)%)/4))) +
0.75exp (—((9x+1)%)/49 — ((9y+1)/10)) +0.5exp ( — (((9x—7)*+ (3.1
(9y—3))/4)) —0.2exp (—(9x—4)> — (9y — 1)?)

Esta validacao foi realizada segundo as seguintes condicdes:
N; = 2500
T =1750
N, = [25,250,500]
sendo N;, T e N,, o numero total de dados, o nimero de dados de treino e o nimero de centros

respectivamente. Isto €, utilizimos 2500 dados espagcados uniformemente numa grelha 50x50,

ver Figura 3.1.

39
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F(N,N)

——o 9o o o o o » X
1 N

FIGURA 3.1: Configuragdo da Malha de Controlo - N = 50.

Para treinarmos a func¢do de interpolagéo s(x,y) utilizimos apenas 1750 dados (conjunto ) sor-
teados aleatoriamente de N; como documentado no Capitulo 2. Apds criada a fungéo de inter-
polacdo verificdmos a precisdo desse mesmo sub-conjunto, do sub-conjunto I/ e ainda todo o
conjunto de dados I + 1. Abaixo podemos encontrar as superficies geradas para os trés diferen-

tes nimeros de centros N, para esta funcdo de teste.

A superficie exacta, Figura 3.2, é:

Funcéo da Superficie Exacta

I AN
12 VA0 s 4 SN
RN
a0
ZEXXHX
%8

N\
Ot
SN
SRR
S > “:‘:‘s“:::“:::““‘
SOOI

Altitude — m
=
S

04 S
DN
00K

0 ,

FIGURA 3.2: Aplicagdo 1 - Fung¢do Teste - Superficie Exacta.
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Para N. = 25 centros:

Altitude — m

Func&o da Superficie Aproximada

= Sl
Y o = SSSS
274420 eI NI e
R

O O e Se s SIS
CRSSRNS
SIS

FIGURA 3.3: Fungao Teste - Nc = 25 centros.

Para N. = 250 centros:

Altitude — m

Funcéo da Superficie Aproximada

B8

I/;Ii ‘R\\
/ | | TN
’”lil R

SN

() “‘““‘\\ \

SN

KRR S\

(OGNS
S S SER SIS
= < :‘%0‘0:“““““ SIS
e
LSO

FIGURA 3.4: Fungéo Teste - Nc = 250 centros.
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Para N. = 500 centros:

Fungao da Superficie Aproximada

27 N
Vit 111y, AN
1 ’I;I;II;;;;,’ 5 PN
zI;I;I;;%z‘OO“ A
SO OASY \‘
F KRS
04 ,;,17';55:':’0‘::\§$§ =S

i ;l';'O:‘:“ AR

N\
““‘\\\\\

Altitude — m
o
>

FIGURA 3.5: Fungdo Teste - Nc = 500 centros.

Para analisar e validar este método calculdmos os Erros e o Tempo de Processamento. A anélise
de Erros consta do RMS.E (erro root mean square), REL.E1 (erro relativo maximo), ABS.E (erro
absoluto médio), REL.E? (erro relativo médio), RMS.I (erro root mean square do sub-conjunto
I) e RMS.II (erro root mean square do sub-conjunto /7). O tempo de processamento total (7'7)
¢ a soma do tempo de processamento do treino da fungdo de interpolagdo (7F) e o tempo de

processamento de outros processos (OP):

Analise de Erros:

TABELA 3.1: Fung@o Teste - Erros Numéricos.

Erros Numéricos

N.=25 N,=250 N,=500
RMS.E 2.52E-02 6.47E-04 3.51E-05
REL.E1 6.31 1.62E-01 8.79E-03 %
ABS.E 5.04E-04 1.29E-05 7.03E-07
REL.E2 3.83E-02 3.20E-04 7.42E-05 %
RMS.I 2.54E-02 6.64E-04 3.48E-05
RMS.II 2.48E-02 6.07E-04 3.59E-05
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Tempo de Processamento:

TABELA 3.2: Fung@o Teste - Tempo de Processamento.

Tempo de Processamento

N, =25 N.=250 N,=500

TF 0.17 3.43 7.42 s
OP 0.05 0.10 0.15 s
TT 0.23 3.53 7.57 s

Analise Visual:

Neste caso a superficie exacta também é muito suave. Nao podemos concluir com respeito
a diferenca de suavidade a ndo ser verificar que de facto a superficie aproximada tem boas

caracteristicas visuais por comparacdo com a superficie exacta.
Andlise da Superficie de Teste:

Pela anélise de resultados podemos verificar que erro cometido é muito baixo, sendo este erro
aquele que estd associado também a simulacdo numérica do método, ou seja, a utilizacdo de
MATLAB™ ou rotinas deste para cilculo numérico de grandes conjuntos de dados. O erro
diminuiu com o aumento do nimero de centros pois introduzimos mais pontos de controlo no
dominio, como esperdvamos que acontecesse. Visualmente a superficie também ¢é aceitavel
como ji podemos referir, a superficie exacta e a superficie aproximada sao muito semelhantes
sendo iguais, de forma que ndo podemos fazer uma grande distingdo. E uma superficie muito

suave.

3.1.2 Superficie 1

O primeiro teste depois da validagdo e tendo em conta aplicacdo, elevagao digital do terreno, foi
para uma zona morfologicamente com dois tipos de relevo, montanha e planicie como é o caso

da Covilha (Portugal). As condi¢des de simulacio sdo as mesmas:

N; = 2500
T =1750
N, = [25,250,500]

A superficie exacta ndo € uma superficie suave e existe uma grande diferenca entre o tipo de

relevo, tal como o gradiente que podemos encontrar num curto espaco de terreno.



Capitulo 3. Implementacdo do Método 44

A superficie exacta é deste modo:

Func&o da Superficie Exacta
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FIGURA 3.6: Superficie 1 - Superficie Exacta.

A superficie aproximada para o nimero mais baixo de centros testado é:
Para N, = 25 centros:

Funcéo da Superficie Aproximada

NSt
S
S8 & S ‘:“‘88:““‘
SOSETT SRR S
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400

FIGURA 3.7: Superficie 1 - Nc = 25 centros.
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Para N. = 250 centros:

Fungao da Superficie Aproximada
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FIGURA 3.8: Superficie 1 - Nc = 250 centros.
Para N. = 500 centros:

Funcéo da Superficie Aproximada
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FIGURA 3.9: Superficie 1 - Nc = 500 centros.
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Para analisar e validar esta superficie, calculdmos os Erros e o Tempo de Processamento. A ané-
lise de Erros consta do RMS.E (erro root mean square), REL.E1 (erro relativo maximo), ABS.E
(erro absoluto médio), REL.E?2 (erro relativo médio), RMS.I (erro root mean square do sub-
conjunto /) e RMS.II (erro root mean square do sub-conjunto /7). O tempo de processamento
total (7T é a soma do tempo de processamento do treino da funcdo de interpolacdo (TF) e o

tempo de processamento de outros processos (OP):
Erros:

TABELA 3.3: Superficie 1 - Erros Numéricos.

Erros Numéricos

N.=25 N.=250 N,=500
RMS.E 1.71E+01 6.10 4.31 m
REL.E1 3.19 1.14 0.80 %o
ABS.E 3.42E-01 1.22E-01 8.62E-02 m
REL.E2 1.34E-03 2.53E-05 2.53E-05 %
RMS.I 16.71 5.71 3.82 m
RMS.II 18.04 6.92 6.27 m

Tempo de Processamento:

TABELA 3.4: Superficie 1 - Tempo de Processamento.

Tempo de Processamento

N.=25 N,=250 N,=500

TF 0.16 3.35 7.13 s
OP 0.05 0.10 0.14 s
TT 0.21 3.45 7.27 S

Analise Visual:

A superficie aproximada é muito mais suave em qualquer um dos casos com qualquer nimero
de centros em relacdo a superficie exacta. A utilizag@o destas superficies depende apenas da

precisdo pretendida.
Andlise da Superficie 1:

O erro cometido € agora um erro que podemos mesurar ou analisar, ou seja, agora obtemos um
erro que por comparagio com a altura méaxima do conjunto de dados (REL.E1) é um erro baixo.
Ou seja, estamos a analisar superficies que t€ém um erro maximo de 3.19% metros para o pior

caso, neste caso, N, = 25 centros. Com 25 centros podemos aproximar qualquer dado com um
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erro maximo conhecido. Para um nimero maior de centros o erro maximo diminui. Quanto ao
tempo de processamento, com o aumento de niimero de centros aumentamos também o tempo
de processamento da funcdo de interpolacio. E de focar que a utilizagdo de Matlab™ também

ndo ajuda este processo. A validacdo do ndmero total de dados é um processo muito ripido.

3.1.3 Superficie 2

Por tltimo, uma zona geografica morfologicamente mista, ou seja uma elevagao digital de ter-
reno com uma altitude médxima menor que a aplicacio anterior, mas muito mais acidentada. As

condigdes de simulac¢do sdo as mesmas:

N; = 2500
T =1750
N, = [25,250,500]

Podemos verificar que a superficie exacta ndo e uma superficie suave. O relevo € muito aci-
dentado o que torna ainda mais complicado a modelacdo deste tipo de terreno ou superficie. A

superficie exacta € deste modo representada na Figura 3.10:

Funcéo da Superficie Exacta
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FIGURA 3.10: Superficie 2 - Superficie Exacta.
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Para N. = 25 centros:

Fungdo da Superficie Aproximada
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FIGURA 3.11: Superficie 2 - Nc = 25 centros.

Para N. = 250 centros:

Funcéo da Superficie Aproximada

AR AN
ANl A
/@‘\\\\)‘o":\*‘\ SRS \
RO AN AN 77/,
20 W “"‘ NS
e

7
Q D115
E® S\ \){\s{o“,fz 277NN
W 7

de —

RSRRONNIDZ G
S IR
SN

=
R
) 825

50
SRS
QRN

D

Altitu

0..‘. “

FIGURA 3.12: Superficie 2 - Nc = 250 centros.
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Para N. = 500 centros:

Fungdo da Superficie Aproximada
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FIGURA 3.13: Superficie 2 - Nc = 500 centros.

Para analisar e validar esta superficie, calculdmos os Erros e o Tempo de Processamento. A ana-
lise de Erros consta do RMS.E (erro root mean square), REL.E1 (erro relativo maximo), ABS.E
(erro absoluto médio), REL.E2 (erro relativo médio), RMS.I (erro root mean square do sub-
conjunto I) e RMS.1I (erro root mean squares do sub-conjunto /7). O tempo de processamento
total (77) é a soma do tempo de processamento do treino da func@o de interpolagdo (TF) e o

tempo de processamento de outros processos (OP):

Erros:

TABELA 3.5: Superficie 2 - Erros Numéricos.

Erros Numéricos

N.=25 N,=250 N,=500

RMS.E 22.93 12.40 9.89 m
REL.1 28.45 15.38 12.27 %
ABS.E 0.46 0.25 0.20 m
REL2 1.10E-02 1.39E-04 741E-05 %
RMS.1 22.88 12.75 9.22 m

RMS.I1 23.74 11.52 11.29 m
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Tempo de Processamento:

TABELA 3.6: Superficie 2 - Tempo de Processamento.

Tempo de Processamento

N, =25 N.=250 N,=500

TF 0.16 3.43 7.21 s
oP 0.06 0.10 0.16 s
TT 0.22 3.52 7.36 s

Analise Visual:

A superficie aproximada em comparag@o com a superficie exacta é uma superficie visualmente
muito mais suave. Podemos verificar que para qualquer nimero de centros podemos identificar
a superficie pretendida. Contudo, com N, = 25, N, = 250 e N, = 500 centros a superficie com

mais defini¢do € a ultima superficie, a Figura 3.13.
Andlise da Superficie 2:

O erro maximo atingido para este tipo de relevo, muito acidentado, e um erro aceitavel. Para o
pior caso com N, = 25 centros, podemos verificar que temos um erro associado RMS.E de 22.93
metros, que diminui até RMS.E com N, = 500 para 9.89 metros. O tempo de processamento
aumenta com o nimero de centros, isto €, devido a criagdo ou treino da fungdo de interpolacdo
para a qual é necessdrio resolver um sistema linear de equagdes tdo grande quanto o nimero de

dados e centros.
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Analise de Resultados

Neste capitulo analisdimos todos os resultados obtidos nesta dissertacdo. Desde o primeiro capi-
tulo, podemos observar que de facto para a reconstru¢ao de uma superficie de qualquer dimensao
as fun¢des multiquédricas de Hardy sdo 6ptimas. Podemos observar no Capitulo 1, que em com-
paracdo com o método de aproximagdo por polinémios as fun¢des multiquadricas de Hardy sao
superiores. Contudo, também se entende que estas funcdes sdo afectadas pelo factor de forma,

pelo nimero de centros e pelo nimero de dados para treino da funcdo de interpolacio.

A funcio teste de Franke, Capitulo 3, é um excelente exemplo de como podemos verificar e
validar o método proposto nesta dissertacdo. Mantendo o nimero total de pontos fixo e utili-
zando 70% deste valor para o treino da funcao de interpolagao, conseguimos obter um excelente
desempenho mesmo para um nimero de centros minimo (N, = 25) com um erro RMS.E igual
a 2.52E-02. Quando aumentamos o nimero de centros para 250 e 500 conseguimos melhorar
a prestacdo deste método reduzindo o erro para 6.47E-04 e 3.51E-05 respectivamente. Obser-
vando a superficie que corresponde a melhor aproximagdo, Figura 3.5, vemos que esta ¢ muito
suave e tem um erro médio em relacdo ao valor real maximo de 8.79E-03%. Podemos reparar,
Tabela 3.1, que o erro cometido quando estimado o erro do sub-conjunto / (RMS.I) ou seja o
sub-conjunto do treino da fun¢do de interpolagdo é muito préximo do erro do sub-conjunto /7
(RMS.II), o erro cometido pelo sub-conjunto de validacdo. Estes sdo mais um indicador da
boa aproximagdo realizada. O tempo de processamento, Tabela 3.2, aumenta com o nimero de

centros uma vez que € necessario resolver um sistema de equacdes 7' x N,.

A segunda superficie testada tem caracteristicas diferentes da superficie teste de Franke, porque
agora temos dados reais e com uma variagdo muito maior de valores. A escolha nio foi aleatéria,
de facto a morfologia deste tipo de superficie onde temos elevadas e baixas altitudes, Figura 3.6,
€ muito dificil de modelar, pois um método que se adequa por exemplo a grandes altitude como

€ o caso, geralmente ndo se adequa a baixas altitudes e vice-versa.
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Deste modo, utilizando as mesmas condi¢des que a superficie teste de Franke, podemos obser-
var, Figuras 3.7, 3.8 e 3.9, que as superficies sdo suaves. A superficie mais precisa € a superficie
que utiliza 500 centros, o erro RMS.E é 4.31 metros. O tempo de processamento correspondente,
Tabela 3.4 é de 7.13 segundos, ndo é um tempo elevado para esta quantidade de pontos e uma
vez que o objectivo era fazer o célculo off-line esta superficie seria a melhor op¢do para obter
um compromisso entre suavidade e precisdo. Podemos reparar, Tabela 3.3, que o erro cometido
quando estimado o erro do sub-conjunto / (RMS.I) é muito préximo do erro do sub-conjunto
II (RMS.II), o erro cometido pelo sub-conjunto de validagdo. Estes sdo mais um indicador da
boa aproximagao realizada. O tempo de processamento, Tabela 3.4, aumenta com o nimero de

centros uma vez que € necessario resolver um sistema de equacdes 7' x N,.

A terceira superficie na Figura 3.10, é outro tipo de modelagdo onde ndo existe grande vari-
acdo entre 0 maximo e o minimo dos valores reais, mas existe uma variacdo média elevada
devido a morfologia do terreno que € muito acidentado. Deste modo com 2500 dados dispostos
uniformemente donde sdo retirados aleatoriamente 70% dos valores para treino da funcio de
interpolagdo, para um nimero de centros de 25, 250 e 500 temos um erro RMS.E de 22.93,
12.40 e 9.89 metros respectivamente, ver Tabela 3.5. O tempo de processamento total, Tabela
3.6 6 0.22, 3.52 e 7.36 segundos ou seja, quanto maior o nimero de centros maior € a precisao e
o tempo de processamento. Um bom compromisso entre tempo de processamento € a precisao
tendo em conta estas simulagdes, seria o niimero de centros igual a 250 centros. A suavidade
de qualquer uma das superficies para este conjunto de dados é bem evidente. Também o erro
RMS.I e RMS 11 entre o sub-conjunto / e o sub-conjunto /7 sdo muito préximo o que indica uma

boa aproximagao ou estimacdo dos dados.
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Conclusao

As fungdes multiquidricas de Hardy constituem um método poderoso para a aproximagdo mul-
tivariada. Nesta dissertacdo demonstramos que o nosso método de aproximacdo multiquadrica

¢ altamente preciso e é computacionalmente eficiente.

Nas aplicacdes desta dissertacdo utilizamos dados espacados uniformemente numa malha 50 x
50 para mostrar e confirmar a vantagem desta técnica. Com os resultados obtidos concluimos
que a morfologia do terreno ou da superficie, a densidade do conjunto de dados observados
(reais) e o método de interpolagdo tém grande importancia na precisdo das aproximagdes. Na
funcdo de base multiquadrica de Hardy, o valor do factor de forma e o nimero e a distribui¢do

espacial dos centros influenciam directamente a precisdo da aproximacao.

O método original (Hardy, 1971) utiliza o factor de forma constante. Investigadores que traba-
lham esta teoria, também tendem a utilizar este parametro fixo, afastando-se da complexidade
de encontrar um factor de forma varidvel que satisfaca os seus critérios. Neste trabalho o fac-
tor de forma foi considerado varidvel e encontramos um factor de forma varidvel optimizado
correspondente a cada centro. Utilizando a densificac@o para selecgcao e colocagdo dos centros
podemos aproximar uma solucao particular precisa das superficies, reduzindo ainda a dimensdo

da matriz de interpolacdo e logo reduzindo o tempo de processamento.

Por a aproximacio espacial de dados ser um processo muito importante em muitas dreas de
investigacdo e indispensdvel no processo de construgdo da elevacdo digital de terreno (DEM),
este método foi aplicado em vérios tipos de terreno, com sucesso, sendo bem visivel a suavidade
em qualquer uma das superficies reconstruidas. As fun¢des multiquadricas de Hardy, provaram

ser mais precisas que outras funcdes em suavidade e precisao.
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Concluindo, os algoritmos utilizados neste novo método melhoraram a prestagdo do método ori-
ginal. Este modelo por ser o mais genérico possivel € facilmente estendido a qualquer dimensao
e pode ser aplicado nas mais variadas areas. Esta ferramenta é muito atraente para reconstruir

qualquer tipo de superficie.

Esta conclusio ndo significa de forma alguma que esta drea de investigacdo acaba aqui com esta
dissertacdo. Existe um nimero de direc¢des nas quais o tema desenvolvido pode seguir. No
futuro podemos fazer a medi¢do da suavidade ou da curvatura da superficie e relacionar com
o erro de aproximacdo nos pontos estimados, a medida que adiciondvamos centros, com um
algoritmo destes teriamos o controlo de parar a adi¢do de centros ao modelo. Nas aplicacdes, as
superficies reconstruidas parecem ser adequadamente suaves, mas a estimagao do seu valor serda

testada em futuras aplicacdes.

Outro objectivo para por um algoritmo para seleccio dos pontos de treino da funcdo de interpo-
lagdo e de validagdo do modelo. Também a optimizagdo da colocagdo dos centros e o cdlculo
do factor de forma, mantendo este pardmetro varidvel, ¢ um caminho de estudo. Para problemas
em tempo real € necessario reduzir o nimero de dados para criagdo da fungdo de interpolagao.
Esta redugdo de dados teria como implicacdo uma reducdo da quantidade de processamento

necessaria.

Deste modo o método devera ser adaptativo o suficiente para permitir seleccionar um compro-
misso entre os pardmetros desejados: suavidade, precisdo e tempo de computagdo para aplicagdo
nas mais variadas dreas. Portanto de uma forma compacta, a curto prazo os caminhos a seguir

sd0 os seguintes:

Tempo de Computagido Reduzido;

Estabilidade Numérica e Robustez;

Capacidade de lidar com dados massivos e ruidosos;

Estudo de Garantias de Reconstrugao.
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