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Resumo

Resumo:

A partir de conceitos de Anédlise Real, obteremos algumas propriedades importan-
tes das fungoes convexas. No primeiro capitulo estudaremos a convexidade numa
abordagem cientifica, bem como os pontos de inflexao. No segundo capitulo sera
desenvolvida uma abordagem pedagogica a nivel do ensino secundario. Sempre que
possivel, ilustraremos este trabalho com exemplos a fim de consolidar os assuntos

apresentados e no ultimo capitulo apresentaremos alguns exercicios resolvidos.

Palavras-Chave:

Funcao convexa, funcao concava, convexidade, ponto de inflexao.




Abstract

Abstract:

From concepts of Real Analysis, we obtain some important properties of convex
functions. In the first chapter we study the convexity in a scientific approach, as well
as the inflection points. In the second chapter will develop a pedagogical approach
to secondary school. Whenever possible, we will illustrate this work with examples
in order to consolidate the issues presented and in the last chapter we present some

solved exercises.
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Introducao

As funcoes convexas formam uma importante classe de funcoes no contexto ge-
ralmente chamado de Analise Real. Elas sdo muito utilizadas em optimizacao e
também em diversas dreas de Matemaética Aplicada.

No primeiro capitulo deste trabalho vamos estudar algumas propriedades das
funcoes convexas e concavas numa abordagem cientifica. Sao apresentadas maneiras
de identificar funcoes convexas além da defini¢ao. E possivel fazer essa identificagao
através das suas propriedades. Por exemplo, sabemos que uma func¢ao com segunda
derivada nao negativa é convexa e descobrir qual é o sinal dessa derivada é, por vezes,
uma tarefa muito simples. E também apresentada a no¢ao de ponto de inflexao,
sendo dadas duas defini¢oes de ponto de inflexao. Nenhuma delas é mais ”vélida” que
a outra, mas podemos verificar que sao defini¢oes diferentes, logo podem conduzir a
resultados diferentes e, como tal, o conceito de ponto de inflexao leva a necessidade
de clarificar qual a definicao utilizada.

No segundo capitulo é apresentada, segundo o programa de mateméatica do En-
sino Secundario, a matéria do Célculo Diferencial relativa a aplicacao das derivadas
no estudo da determinacao do tipo de concavidade e de pontos de inflexdo. Alguns
destes conceitos sao introduzidos no 10° ano de escolaridade, mas é no 12° ano de
escolaridade que se desenvolve a nogao e aplicagao da segunda derivada, permitindo
assim a capacidade de resolver problemas praticos da vida real de uma forma com-

pleta, nomeadamente o estudo do sentido das concavidades e dos pontos de inflexao
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de variadas funcoes.

No terceiro capitulo deste trabalho sao apresentados alguns exercicios resolvidos.
Tendo em conta que os conceitos estudados neste trabalho sao importantes noutras
disciplinas, como por exemplo na Biologia e na Fisica, um dos exercicios resolvidos
é sobre populagoes de bactérias e num outro é aplicado o conceito de concavidade

na variagao do raio de curvatura da trajectoria de um determinado objecto.




Capitulo 1

Funcoes convexas e pontos de

inflexao

As funcgoes convexas formam uma importante classe de fungoes no contexto ge-
ralmente chamado de Analise Real. Elas sdo muito utilizadas em optimizacao e
também em diversas areas de Matematica Aplicada. Neste capitulo sao apresenta-
das algumas propriedades da convexidade, bem como de pontos de inflexao e sempre
que julguemos necessario serao apresentados exemplos para clarificar as propriedades
em estudo.

Este capitulo estd inspirado em Lages Lima (2002), Napoles (2001) e Roberts &
Varberg (1973).

81.1 Funcoes convexas

Os intervalos formam exemplos particularmente simples de subconjuntos de R.

Um subconjunto I de R é um intervalo se para quaisquer x e y pertencentes a [
i) todos os pontos entre x e y pertencem a I;

0 que é equivalente a
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i1) para qualquer A € [0,1], o ponto A\x + (1 — \)y pertence a I.

Podemos classificar os intervalos do seguinte modo:

— os intervalos compactos: I = [a,b], com a,b € R e a <
— os intervalos limitados mas nao fechados: [a, [, |a,b] e |a,b] com a,b € R,a < b;

— os intervalos ilimitados: | — 00, b], | — 00,b], [a,+0] e ]a,+ool.

Sejam [ um intervalo de R e f: I — R uma fungao. Dizemos que f é convexa

em [, ou que tem a concavidade voltada para cima em I, se
fOb+ (1 =Na) <Af(D) + (1 —N)f(a)

para cada a,b € I e para cada A € [0,1]. A funcdo f diz-se concava em I, ou que

tem a concavidade voltada para baixo em I, se
fb+ (1= XN)a) > Af(b) + (1 = A)f(a)

para cada a,b € I e para cada A € [0, 1].

E evidente que uma funcao f é concava se, e s6 se, —f é convexa. Também
¢ 6bvio que nas defini¢oes basta tomar A €]0,1] em vez de A € [0, 1] e considerar
apenas a, b € I tais que a < b ou considerar apenas a, b € I tais que b < a.

Se a # b, a recta que liga os pontos (a, A) e (b, B) no plano R? é o conjunto dos
pontos (z,y) € R? tais que

=A
y +b—a

(z —a)

ou equivalentemente

b—a
Sejam f: X — R uma funcao definida num subconjunto X de Rea,b € X. O

y=B+ (x —b).

segmento de recta que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), pertencentes ao grafico de

f, designa-se por secante ab.
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Teorema 1.1.1. Seja I um intervalo. Uma funcao f: I — R é convexa se, e so
se, para quaisquer a,b € I, com a < b, o grdfico de f em [a,b] estd abaizo da secante

que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto €,

b
f(z) Sf(a)JFT(fC—a)
para qualquer x € [a,b].

Demonstragao: Suponhamos que f é convexa e sejam a,b € [ com a < b. Se

a <z <b, fazendo \ = F, temos A € [0,1] e
—a

AN+ (1—=Na=\b—a)+a=uz.

Assim,

f(x) = fAb+ (1= Aa)
SAf(0) + (1= A)f(a)

= f(a) + A(f(b) — f(a))

_ o)+ HO =S

o que mostra que se f é convexa em I, entdo o grafico de f em [a, b] estd abaixo da

(l’-a),

secante que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) para quaisquer a,b € I, com a < b.
Suponhamos agora que o gréfico de f em [a, b] estd abaixo da secante que une

os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) para quaisquer a,b € I, com a < b, ou seja,

1) < S+ 1O D
para qualquer = € [a, b]. Entao, como para cada A € [0, 1] temos \b+(1—\)a € [a, b],
resulta
FOb+ (1= Na) < fla) + W[Ab + (1= XNa—d
= fta) + PO T

= f(a) + A(f(b) = f(a))
= Af(b) + (1 = A)f(a).

Logo f é convexa. [ |
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A figura que se segue ilustra o resultado do teorema anterior.

Tendo em conta que uma funcao f é concava se, e s6 se, —f é convexa, do

teorema resulta imediatamente o seguinte corolario.

Corolario 1.1.2. Seja I um intervalo. Uma fungao f: I — R € concava se, e so
se, para quaisquer a,b € I, com a < b, o grdfico de f em [a,b] estd acima da secante

que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto €,

1) 2 fa) + 1O )

para qualquer x € [a, b).
A desigualdade

1) < o)+ 1O )

¢, para = €]a, b], equivalente & desigualdade
f() ~ fla) _ F0) ~ fla)
r—a - b—a
Além disso, tendo em conta que
fla) + TO=I@ gy yy LTy

a mesma desigualdade também é, para = € |a, b[, equivalente a

Fla)— £(b)
r—0b . b—a
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Portanto f: I — R é convexa no intervalo [ se, e s6 se, para quaisquer a,x,b €

com a < x < b se tem

f@) = fla) _ J0) = fa) _ )~ )

r—a - b—a - z—b

(*)

Qualquer uma das duas desigualdades acima implica a outra. FElas significam
que, para a < x < b, a secante ax tem inclinagao menor que a secante ab e esta, por
sua vez, tem uma inclinacao menor do que a secante xb, como se pode verificar no

grafico abaixo.

Teorema 1.1.3. Sejam I um intervalo e f: I — R uma fung¢dao convexa em I. Se

a € um ponto interior a I, entdo existem as derivadas laterais fi(a) e fl(a) e

Além disso, se b € outro ponto interior a I tal que a < b, entdo

f(b) = f(a)

2 < ) < ).

fi(a) < fila) <

Demonstragao: Tendo em conta as observagoes feitas acima, a funcao

oy = L@ = 1@
r—a
¢ mondtona crescente no intervalo J = I NJa, 4+o00[. Além disso, como a é um ponto
interior a I, existe ¢ € I, com ¢ < a. Portanto
f(e) = f(a)

>
Palt) 2 = —
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para todo x € J. Assim, a fungao ¢,: J — R ¢é limitada inferiormente. Logo existe

o limite a direita em a de ¢, (z) e

lim ¢, () = fi(a).

z—at

De modo andlogo concluimos que f tem a derivada a esquerda em a.

De (x) resulta que se x, y € I sdo tais que z < a < y, entao

F@) ~ fa) _ flw)~ f@) _ f) - fla)

r—a B Yy—x B Yy—a

Y

pelo que fazendo r — a~ ey — a™ em

f(x) — f(a) < fly) = f(a)

r—a y—a

temos
fela) < fifa).

Por outro lado, para qualquer = € [a, b] temos por (x) que

f@) ~ fla) _ )~ fla) _ f@) ~ FO)

T—a - b—a - Tz —0b

Y

pelo que fazendo x tender para a™ na primeira desigualdade vem

f(b) — fla)
b—a

e fazendo x tender para b~ na segunda desigualdade temos

J) = fla) (bzig @ ),

fala) <

o que termina a demonstracao. |

Usando novamente o facto de uma fungao f ser concava se, e s se, —f é convexa,

temos o seguinte corolério.

Corolario 1.1.4. Sejam I um intervalo e f: I — R uma fung¢do concava em I. Se

a € um ponto interior a I, entdo existem as derivadas laterais fj(a) e fl(a) e

fala) < fi(a).
Além disso, se b € outro ponto interior a I tal que a < b, entdo

f(b) — f(a)

falb) < g1 < 2=

< fala) < fi(a).
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Corolario 1.1.5. Sejam I um intervalo e f: I — R uma func¢do. Se f é conveza

ou concava em I e a é um ponto interior a I, entao f é continua em a.

Demonstragao: Basta observar que

lim f(z) - f(a) = lim 1D =S

z—a™t z—a™t Tr—a

(¢~ a) = fifa) -0 =0

T f(2) ~ (@)= tim POy ey 0=
o que implica

lim f(2) = f(a).

r—a

Logo f é continua em a. [ |

A hipétese de a ser ponto interior é necessaria pois a funcao f: [0,1] — R,
definida por f(0) =1e f(z) =0se 0 < x < 1, é convexa, porém é descontinua no

ponto x = 0.

Teorema 1.1.6. Sejam I um intervalo aberto e f: I — R uma funcao. A funcao
f € convexa se, e so se, existem uma funcdao crescente g: I — R e um ponto a € I

tal que, para todo o x € I, vem

Demonstragao: Seja a um ponto em I. Fagamos g = f! ou g = f que, pelo
Teorema 1.1.3, existem e sao crescentes. A monotonia de f! e de f); garante-nos que
fl e fi sao integraveis a Riemann em qualquer intervalo fechado contido em /. Dado

x € INJa, +oo[, vejamos que

£(x) — fla) = / Sty di = / " fie) de.

Seja {zg,x1,...,2T,} uma particdo de [a,z] com a = 2y < 7 < ... < x, = .

Usando novamente o Teorema 1.1.3 temos

faw) — flzr1)

T — Tk—1

folwp—1) < falzr—) < < filwg) < fylzw),
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o que, tendo em conta que

implica

n n

fo(wpor) (v — 1) < flx) — f(a) < ) folar) (xr — 2p1) -

k=1 k=1
Logo i
fa) =) = [ foar
De modo semelhante conclui-se que

f(z) = f(a) = / Fi(t) dt.

Se © € IN] — oo,al, considerando uma particdo qualquer do intervalo [z, al,

demonstra-se do mesmo modo que também se tem

fm—ﬂ@afﬂmﬁzfﬂ@ﬁ

Suponha-se agora que

acontece com g crescente. Entao, para qualquer A € [0, 1] e para quaisquer z,y € [

com z < y, fazendo z = Az + (1 — \)y temos

SOz 4+ (1= XNy) = Af(z) — (1= A)f(y)
= f(a

S~—
_|._
Q\N
Q
—~
~
S—
QU
~
|
>
| — |
-
—~
)
S~—
_|._
Q\R
Q
—~
~
S~—
QU
~
_
|
—~
—_
|
>
S~—
| — |
~
—~
IS
SN—
+
m\

<
Na}
—~
~
S~—
QL
T
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ecomo z < z <y e g é crescente tem-se

A/Zg(t) dt — (1= A) /yg(t) dt <Az —x)g(2) = (1 = M)y — 2)g(2).

Ora
z—r=X+(1-ANy—xz=(1-XN(y—2)
y—z=y—Ax—(1=Ny=Ay—a),
pelo que
A Zg(t)dt+(1—)\)/zg(t)dt
<AL =)y —2)g(z) — (L = XAy — 2)g(2)
=0.
Assim

Oz + (1 =Ny) = Af(z) = (1 =2 f(y) <0

para quaisquer z,y € I com x < y e para qualquer A € [0, 1], o que mostra que f é

convexa. [ |

Como f é concava se, e s6 se, —f é convexa, do teorema anterior resulta imedia-

tamente o seguinte corolario.

Corolario 1.1.7. Sejam I um intervalo aberto e f: I — R uma funcdo. A funcdo
f € concava se, e so se, existem uma funcao decrescente g: I — R e um ponto a €

tal que, para todo o x € I, vem

Teorema 1.1.8. Sejam I um intervalo, f,g: I — R duas funcoes e a € R.
a) Se f e g sao convexas, entio f + g € conveza.

b) Se f e g sao concavas, entao f+ g € concava.
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c) Sea>0e f éconvexa, entio af é convexa.
d) Sea<0 e f éconvera, entio af € concava.
e) Sea>0e f éconcava, entio af é concava.
f) Sea <0 e f éconcava, entio af € conveza.

Demonstracao: a) Se f e g sao fungoes convexas, entao

fAz+ (1 =Nyl < Af(z)+ (1 =N f(y)

gz 4+ (1= Nyl < Ag(z) + (1= N)g(y)

para quaisquer z,y € I e qualquer A € [0,1]. Entao

fAz + (1= Nyl + gz + (1 = Nyl < Af(x) + (1= N)f(y) + Ag(z) + (1 = N)g(y)
= Alf(z) +g(x)] + (1L = N[f(y) + 9(y)]

para quaisquer z,y € I e qualquer A € [0,1], o que mostra que f + g é convexa.
b) Basta ter em conta que f é concava se, e s se, —f é convexa.

c) E 6bvio que se a > 0 temos

(af) M+ (1= Nyl = afAz+ (1 - \)y]
< alMf(z)+ (1 =N f(¥)]
= Xaf) (@) + (1 =N (af) (v)

para quaisquer z,y € I e qualquer A € [0,1] e, portanto, af é convexa.

A demonstracao de d), e) e f) é semelhante a de c). |

Teorema 1.1.9. Sejam I um intervalo e f: I — R e g: I — R sdo duas funcoes

nao negativas.

a) Se f e g sdo convexas e ambas crescentes ou ambas decrescentes, entao f-g €

convexa.
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b) Se f e g sao concavas e uma delas crescente e a outra decrescente, entao f-g

é concava.

Demonstragao: a) Sejam x, y € [ tais que x < y. Entao

Lf(x) = fW)llg(y) — g(x)] <0,

o que implica que

f@)g(y) + fy)g(z) < f(x)g(x) + f(y)g(y).

Assim, se A € [0, 1] temos

Oz + (1= Ny)g
<[ Af(z)+ (1=
= N f(x)g(x) + A
< N f(w)g(x) + A
= Af(z)g(z) + (1= A)f

>
8
+

N~—
-
—~
<

=

Logo f - g é convexa.

b) A demonstragao é andloga. [ |
Teorema 1.1.10. Sejam I um intervalo e f: I — R uma funcao.
. . .1
a) Se f € concava e positiva, entao 7 € convexa.
. , N
b) Se f € convexa e negativa, entao — € concava.
Demonstracao: a) Para qualquer z,y € I e qualquer A € [0, 1] temos
fOz+ (1 =Ny) > Af(z) + (1 =N f(y),

pelo que

fOz+(1=Ny) = AMf(x)+ (1= Nf(y)
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1
Como a fungao g(x) = — é convexa em |0, 400 temos
x
1 1 1
<At (1= Ao
Fowt (g = YT
0 que mostra que — é convexa.
A demonstracao de b) é semelhante a de a). |

Teorema 1.1.11. Sejam I e J dois intervalose f: I — R eg: J — R duas fungoes

tais que f(I) C J.
a) Se f € convera e g € conveza e crescente, entao go f é convexa.
b) Se f € concava e g é concava e crescente, entdao go f é concava.
c) Se f € concava e g € convexa e decrescente, entdo g o f € convexa.

d) Se f € convera e g € concava e decrescente, entdo g o f € concava.

Demonstracao: a) Sejam x,y € [ e A € [0,1]. Como f é convexa temos

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y),

donde, porque g é crescente e convexa, vem

glf Az + (1= Ny)] < gAf(x) + (1 =X f(y)]
< Mglf(z)] + (1 = Nglf(v)]-

Logo f o g também é convexa.

As demonstragoes de b), ¢) e d) sdao semelhantes a de a). |

E de notar que as hipéteses de monotonia no teorema anterior sao necessarias.
Por exemplo, as fungoes dadas por f(z) = 2% e g(x) = e™% sdo convexas, mas a sua
composi¢ao go f nao é convexa. Com fungoes semelhantes prova-se que as hipdteses

de monotonia em b), ¢) e d) também sao necessarias.
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Teorema 1.1.12. Sejam [ um intervalo e fo: I — R uma familia de fungoes

convezas e suponhamos que
J:{xel:supfa(x)<oo}
€ nao vazio. Entao J é um intervalo e a funcao f: J — R definida por
J (@) = sup fa(z)
é convexa em J.
Demonstracao: Se A € [0,1] e z,y € J, entdo

sup faAz + (1= XNy) < Sup M a(@) + (1 =A) faly)]

< Asup fo(x) + (1 = A)sup fa(y)

o que mostra que J é um intervalo (uma vez que contém todos os pontos entre

quaisquer dois dos seus pontos) e que
fOz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)
para quaisquer z,y € J e qualquer X € [0, 1]. Logo f é convexa em J. |

Teorema 1.1.13. Sejam [ um intervalo e fo,: I — R wuma familia de funcoes

concavas e suponhamos que
J:{xEI:igffa(x)<oo}
¢ nao vazio. Entao J é um intervalo e a funcao f: J — R definida por
() = nf (o)
€ concava em J.

Demonstracao: A demonstragao é semelhante a do teorema anterior. |
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Teorema 1.1.14. Sejam I um intervalo e f,: I — R uma sucessao de fungoes que

converge pontualmente para uma funcao f: I — R.
a) Se as fungoes f,, n € N, sao convezxas, entao f € convezxa.

b) Se as fun¢des f,, n € N, sao concavas, entao f é concava.
Demonstracao: a) Se A € [0,1] e z,y € I, entao

fAz+(1=XNy) = lim f,(Az+ (1 —N)y)

n—oo

< lm (A fo (@) + (1= N fuly))

n—oo

= Af(2) + (1 =N f(y).

Isto mostra que f é convexa.

b) A demonstragao é andloga.

81.2 Convexidade e diferenciabilidade

Teorema 1.2.1. Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao diferencidvel.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) f € convera;
b) a derivada f': I — R € mondtona crescente;

¢) para quaisquer x, a € I tem-se

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a),

ou seja, o grifico de f estd situado acima de qualquer uma das suas rectas

tangentes.

Demonstragao: Vamos provar as implicac¢oes a) = b), b) = ¢) e ¢) = a).
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Suponhamos que a) se verifica e sejam a < x < b pertencentes a I. Fazendo
x — a’ na primeira desigualdade de () e fazendo x — b~ na segunda desigualdade

de (), vem
£(0) ~ fa) _

F'lo) = fufa) < B2

Logo, se a < b, entdo f'(a) < f'(b), o que mostra que a) = b).
Suponhamos agora que b) se verifica. Sejam a < x em I. Pelo Teorema do Valor

Médio, existe z € |a, z| tal que

f(@) = f(a) + f'(z)(z — a).

Como f" é mondtona crescente, temos f'(z) > f'(a). Logo

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

No caso & < a obtemos o mesmo resultado de forma andloga. Logo b) = ¢).
Finalmente, suponhamos que c¢) se verifica. Dados x, a, b € [ tais que a < x < b,

seja : I\ {a} — R a funcdo definida por

Por hipétese
fl@) > fO)+ 1) (z 1)
para quaisquer x,t € I. Fazendo x = a na desigualdade anterior, concluimos que

fOt—a) = f(O) + fla)

para qualquer t € I\ {a}. Assim, 1) é crescente e, portanto, 1(x) < 1(b), ou seja,
f(x) = fla) _ f(b) — f(a)
r—a ~— b—a

o que mostra que f é convexa. Logo ¢) = a). |
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Teorema 1.2.2. Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcao diferencidvel.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) f € concava;
b) a derivada f': I — R é mondtona decrescente;

¢) para quaisquer x, a € I tem-se

f(@) < f(a) + f'(a)(z — a),

ou seja, o grdfico de f estd situado abairo de qualquer uma das suas rectas

tangentes.

Corolario 1.2.3. Uma funcao f: I — R, duas vezes diferencidvel no intervalo I, é

convezxa (resp. concava) se, e so se, f"(x) >0 (resp. f"(x) <0) para todo o x € I.

Demonstracao: Basta ter em conta que f’ é mondtona crescente se, e sé se,
f"(z) > 0 para cada x € I e que f’ é mondtona decrescente se, e s6, se f’(z) <0

para cada x € I. |

Corolario 1.2.4. Todo o ponto critico de uma fun¢do convexra (resp. concava) é

um ponto de minimo (resp. mdximo) absoluto.

Demonstragao: Sejam [ um intervalo e f: I — R uma fun¢ao convexa com um
ponto critico em a € I, ou seja, f'(a) = 0. Como f é convexa a condi¢ao ¢) do
teorema anterior assegura que f(x) > f(a) para todo o x € I. Logo a é ponto de
minimo absoluto para f.

A demonstragao no caso em que f é concava é andloga. [

Na figura seguinte podemos observar que o grafico da funcao f: R™ — R dada

por
x? 1

f(x):1—6+5

situa-se acima de qualquer uma das suas tangentes, pelo que f devera ser convexa.
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De facto, temos
xr 1 1 2

f’(i’f)zg—; e f”(l"):§+x4

e como f”(x) > 0 para qualquer x € R, pelo Coroldrio 1.2.3, f é convexa. Além

disso, o Corolario 1.2.4 garante-nos que o ponto critico x = 2 é um minimo absoluto.

Existem ainda as nogoes de fungao estritamente convexa onde se exige que
FOb+ (1 —=XNa) < Af(b)+ (1 —=X)f(a)

para quaisquer a,b € I e qualquer A € [0,1] e de fungao estritamente céncava
colocando > em vez de < na desigualdade anterior. Com estas defini¢oes evita-se
que o grafico da fungao possua segmentos de recta.

Uma funcao diferencidvel é estritamente convexa se, e s6 se, a sua derivada for
estritamente crescente. Obviamente, uma funcao duas vezes diferenciavel e com a
segunda derivada positiva é estritamente convexa. No entanto, para fungoes duas
vezes diferencidavel a convexidade estrita nao implica que a segunda derivada seja

4

positiva. Por exemplo, a fun¢ao dada por f(x) = z* é estritamente convexa, mas a

sua segunda derivada anula-se em x = 0.

§1.3 Ponto de Inflexao

O conceito de ponto de inflexao refere-se a uma mudanca do sentido da concavi-

dade do grafico de uma funcao a esquerda e a direita desse ponto, isto é, uma funcao
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tem uma inflexao num ponto se nesse ponto se verifica a mudanca do sentido de
concavidade do seu grafico.

Como podemos verificar no grafico seguinte, (a, f(a)) é um ponto de inflexao.

Muitos autores definem ponto de inflexao apenas em pontos onde a funcao é

continua. Uma das defini¢oes de ponto de inflexao é apresentada a seguir.

Definicao 1.3.1. A funcdao tem um ponto de inflexao para x = a interior ao
dominio, se existe ¢ > 0 tal que o grdifico da funcdo tem a concavidade voltada
para cima (resp. para baizo) em |a — e, a e voltada para baizo (resp. para cima) em
la,a + €[, isto €, se o sentido da concavidade muda quando passamos de |a — €, a|

para la,a + €|.

Nas figuras seguintes podemos verificar alguns pontos de inflexao, de acordo com

a definicao anterior:

(a, h(a))
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No caso (3) vemos claramente que nao existe h'(a), pelo que muitos autores nao
consideram neste caso a existéncia de ponto de inflexdo. As figuras (1) e (2) sugerem
que a existéncia de inflexdo num ponto onde existe derivada (finita ou infinita) estd
relacionada com o facto de o grafico da fungao ”atravessar”a tangente nesse ponto.

Assim, uma outra forma de definir ponto de inflexao é a que se segue.

Definicao 1.3.2. Sejam I um intervalo de R, a um ponto interior a I e f: I - R

uma fungcao com derivada no ponto a. Designe-se por t a tangente ao grdfico de f

no ponto (a, f(a)).

i) Se f tem derivada finita em a, o ponto (a, f(a)) € um ponto de inflexdo se em
la —e,al o grdfico de f estd acima (resp. abaizo) de t e em ]a,a+ €[ o grdfico

de [ estd abaizo (resp. acima) de t.

i1) Se f tem derivada infinita em a, o ponto (a, f(a)) é um ponto de inflexdo se
em la — €,a] o grdfico estd a direita (resp. esquerda) de t e em Ja,a + €| o

grafico estd a esquerda (resp. direita) de t.

Comparem-se as defini¢coes 1.3.1 e 1.3.2. Sera que as duas defini¢oes sao equiva-
lentes para funcoes diferencidaveis? Comecemos por ver que a defini¢ao 1.3.1 implica

a definicao 1.3.2.

Teorema 1.3.3. Para fungoes diferencidveis a defini¢cao 1.3.1 implica a defini¢ao

1.3.2.

Demonstragao: Suponhamos que f tem um ponto de inflexdo em (a, f(a)), de
acordo com a defini¢cao 1.3.1. Entao existe € > 0 tal que em Ja —¢,a] e em Ja,a + €]
o sentido das concavidades é diferente. Sem perda de generalidade suponhamos que
a fungdo é convexa em |a,a + €[ e concava em Ja — ¢,a]. Entdo para quaisquer
x,y,z €la,a + g[ tais que z < y <  por () temos

)~ FG) _ f@) ~ 1)

Y—z B Tr—z
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e fazendo z — a™ temos

f(y) — f(a) < f(x) — f(a)

y—a r—a

pois a diferenciabilidade de f garante-nos que f é continua (em = = a). Fazendo
agora y — at temos
o < 1B =@

T—a
ou seja,
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)

para qualquer z € |a,a + €[. Portanto, em |a,a + [, o grafico de f estd acima da
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)).

De modo andlogo prova-se que, em Ja — ¢,a[, o grafico de f estd abaixo da
tangente ao gréfico de f ponto (a, f(a)).

Logo o ponto (a, f(a)) é um ponto de inflexdo de acordo com a defini¢ao 1.3.2.

Vejamos que a definicao 1.3.2 nao implica a definicao 1.3.1. Consideremos a
fungao f: R — R definida por

x° (COS (1) —I—Q) sex #0
T

0 se x = 0.

fx) =

Uma analise precipitada das caracteristicas da funcao a partir do seu grafico, como
ilustrado na figura seguinte, pode levar a concluir que em (0,0) temos um ponto de

inflexdao segundo a defini¢ao 1.3.1.
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Mas a imagem seguinte, obtida para x € [—0.005,0.005], j& alerta para a possibili-
dade de nao haver mudanca do sentido da concavidade em nenhum intervalo | —¢, 0]
ou ]0,¢l.

10—11 -

|
—0.005 0.005

710711 L

A funcao f é uma funcao duas vezes diferencidvel em R, sendo f’ dada por

1 1
St (cos (—) + 2) + 23 sen <—) sex #0,
T T

fix) =
0 se x =0,
e " dada por
3 1 5 1 1
20x° lcos| — ) +2 ) +8zx°sen | — ) —xcos | — se x # 0,
x x x
fi(x) =
0 se x = 0.
Fazendo
1 1
nm—ee— e b=\ nel,
¢ /2 4 2nw 2(n+ D)7 "

temos que as sucessoes (a,) e (b,) convergem para zero e
flay) =40a; +8az >0 e f(by) = 60b; — b, <0

para qualquer n € IN. Assim, em qualquer intervalo da forma |0,&[, com £ > 0, a
segunda derivada de f toma valores positivos e valores negativos. Logo f nao tem
um ponto de inflexao segundo a definicao 1.3.1. Na figura que se segue temos o

grafico da funcdo f” no intervalo [—0.05,0.05].
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0.05

|
—0.05

O gréfico ilustra o facto de que f” nao é positiva ou negativa em algum intervalo
| —¢,0[ ou ]0, £, isto ¢, ndo existe uma mudanca de sentido da concavidade em (0,0).
Como f’(0) = 0 = f(0), a recta tangente ao gréfico de f no ponto (0,0) é o eixo
das abcissas e claramente temos a fungao f(z) > 0 para x > 0 e f(z) < 0 para
x < 0. Logo f tem um ponto de inflexao de acordo com a definigao 1.3.2.
As defini¢goes dadas coincidem em algumas situagoes, mas sao definigoes dife-
rentes, podendo conduzir a conclusoes diferentes. Devido a este facto, é essencial

clarificar qual a definicao de ponto de inflexao adoptada.

Teorema 1.3.4. Sejam I um intervalo e f: I — R uma funcao é duas vezes de-
rivavel num ponto a interior a I. Se f tem um ponto de inflexdo em (a, f(a)), no

sentido da definicao 1.3.1 ou da defini¢ao 1.3.2, entao f"(a) = 0.

Demonstracao: Aplicando a férmula de Taylor com resto de Peano, para qualquer

x € I, temos

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + [f"(a) + a(2)] (z — a)?,

onde lim a(z) = 0. Considerando a recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)),
Tr—a

ou seja, t(z) = f(a) + f'(a)(z — a), temos

f@) = t(x) = [f"(a) + a(2)] (z — a)*.
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Se f"(a) # 0, como glcl_rgoz(x) = 0 ¢é possivel escolher € > 0 tal que em |a — £,a + €|
o sinal de
[f"(a) + a(z)] (z — a)*

é o sinal de f”(a). Mas isto contraria o facto de (a, f(a)) ser ponto de inflexdao. Logo
f"(a) = 0.

Para a defini¢ao 1.3.1 podemos dar uma demonstragao alternativa. De facto, se
a é um ponto de inflexao, entao existe € > 0 tal que f’ é crescente num dos intervalos
la —¢€,a] e Ja,a + €[, e decrescente no outro. Como f é duas vezes derivavel, f' é

continua em a. Assim, a é um ponto de extremo de f’ e, portanto, temos de ter

(a) = 0. n

A condicao expressa no Teorema 1.3.4 nao é suficiente para a existéncia de ponto
de inflexao. Por exemplo, para a fungao f: R — R definida por f(z) = z* tem-se

f"(0) =0, mas f nao tem um ponto de inflexdao em (0, 0).




Capitulo 2

Funcoes convexas no Ensino

Secundario

Neste capitulo é apresentada, segundo o programa de matematica do Ensino
Secundério, a matéria do Calculo Diferencial relativa a determinagao do tipo de
concavidade e de pontos de inflexdo. As seccoes 2.1 e 2.2 sao referenciadas, pela
primeira vez, no 10° ano de escolaridade e a seccao 2.3 é iniciada no 11° ano de
escolaridade e desenvolvida no 12° ano de escolaridade.

Este capitulo esta inspirado em Jorge et al. (2010), Brito & Aubyn (2005) e
Soveral & Silva (2002). Foram também consultados os manuais Duarte & Filipe

(2010) e Gomes et al. (2005).

§2.1 Estudo da funcao y = 22

Consideremos a funcao real de variavel real
fR—=R

definida por
f(z) = 2°.
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O dominio da funcao é R ja que qualquer nimero real tem quadrado. Além disso,

todo o nimero real tem imagem nao negativa, isto é,

para todo o x real, logo, a curva que representa a funcao f num referencial ortogonal
encontra-se acima do eixo das abcissas e toca este eixo na origem do referencial uma
vez que 0% = 0, isto &,
f(0) =o.
Assim, o contradominio da fungao ¢ Ry e o minimo da fungao ¢ zero.
A curva que representa a fun¢ao chamamos parabola e ao ponto (0,0) chamamos
vértice da parabola.

Como niimeros simétricos tém o mesmo quadrado, podemos concluir que
2 2
f(=z) = (—2)" = 2" = f(z)

para todo o x € R. Diz-se, por este motivo, que a funcao é uma fungao par.
Esta propriedade tem uma importante consequéncia que é ilustrada na figura que

se segue.

Os pontos M; de coordenadas (z, f(z)) e My de coordenadas (—z, f(—x)) sdo pontos

do grafico e, como tém abcissas simétricas e a mesma ordenada, pois

sao simétricos em relacao ao eixo das ordenadas.
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Assim, tal como a figura seguinte sugere, diz-se que o eixo das ordenadas é eixo

de simetria do grafico de f.

§2.2 Estudo das fungées do tipo y = az?, com a € R\{0}

Apos a representacao de algumas fungoes do tipo
Yy =axr,

com a € R\{0}, procuraremos conjecturar a influéncia do valor do parametro a nos
graficos obtidos.

Quando a > 1 temos os graficos apresentados na figura seguinte.

fla) = a?
f(z) = 202
f(x) = 322




§2.2 Estudo das fungoes do tipo y = ax?, com a € R\{0} 29

Se 0 < a <1, temos os graficos apresentado na figura que se segue.

No caso de a < 0, obteremos graficos simétricos dos graficos anteriores em relacao

ao eixo das abcissas. Se a < —1 temos os graficos que se seguem.
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Da analise feita, podemos concluir que os graficos das funcoes do tipo
y=ax?, acR\{0}

sao parabolas com a concavidade voltada para cima se a € positivo e concavidade

voltada para baixo se a é negativo.

§2.3 Segunda derivada e concavidade

Vimos anteriormente que para fungoes de grau dois basta analisar o sinal do
parametro a. Estas conclusoes sao mais dificeis de obter quando se estudam funcoes
de grau superior a dois, mas a derivacao de ordem dois é um método que permite
obter o sentido da concavidade do grafico.

Analisemos diferentes casos, verificando que a recta tangente a curva vai ”ro-

dando”de modo que o seu declive vai variando.
1) Concavidade voltada para cima no intervalo |a, b[

a) A fungdo é crescente

Na figura que se segue ilustramos este caso.

Se a funcao f é crescente, temos f’(x) > 0. No entanto, se considerarmos
sucessivos valores entre a e b, verificamos que a medida que ”caminhamos”no
intervalo Ja, b[, o declive das rectas tangentes vai aumentando, ou seja, f'(x)

é crescente e, por conseguinte, f”(z) > 0.
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b) A fungao é decrescente

Podemos ilustrar este caso com a figura que se segue.

N

Como f é decrescente, temos f'(z) < 0. No entanto, se considerarmos su-
cessivos valores entre a e b, verificamos que a medida que ”caminhamos”no
intervalo ]a, b, o declive das rectas tangentes vai sendo cada vez menos nega-

tivo, isto é, vai aumentando, ou seja, f'(x) é crescente. Logo f"(xz) >0

Em ambos os casos verificimos que no intervalo |a,b[, a curva estd acima de

qualquer das rectas tangentes e que
f'(x) >0
para qualquer z € |a, b|.
2) Concavidade voltada para baixo no intervalo |a, b[

a) A fungdo é crescente

Comecemos por ilustrar este caso no grafico que se segue.
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A fungao f é crescente, como tal f'(x) > 0. No entanto, se considerarmos
sucessivos valores entre a e b, verificamos que a medida que ”caminhamos”no
intervalo |a, b[, o declive das rectas tangentes vai diminuindo, ou seja, f'(z) é

decrescente e, portanto, logo f”(z) < 0.

b) A fungao é decrescente

Analisemos o grafico da figura que se segue.

A funcao f é decrescente e como tal f/'(z) < 0. No entanto, se considerarmos
sucessivos valores entre a e b, verificamos que a medida que ” caminhamos”no
intervalo |a, b[, o declive das rectas tangentes vai sendo cada vez mais negativo,

isto é, vai diminuindo, ou seja, f'(x) é decrescente. Assim, f”(z) <0.

Em ambos os casos, no intervalo ]a, b a curva esté abaixo de qualquer das rectas
tangentes e
f'(x) <0
para qualquer x € la, b|.
A anélise feita anteriormente leva-nos de forma intuitiva a seguinte definicao de

convexidade. Seja f uma funcao de dominio D com segunda derivada finita em

todos os pontos de um intervalo I C D.
— Se f"(x) > 0 para todo o x € I, a concavidade do grafico de f em I estd

voltada para cima.

— Se f"(x) < 0 para todo o = € I, a concavidade do gréfico de f em [ estd

voltada para baixo.
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Vejamos um exemplo. Analisemos a figura que se segue.

944444444
ol
ol
S S
I

E evidente que

— nos intervalos |a, b e ¢, d[, & medida que a recta tangente a curva vai "ro-
dando”, verificamos que o seu declive passa de positivo para zero e depois
para negativo, diminuindo sempre; assim, f’ é decrescente, pelo que f” é nao

positiva e, portanto, a concavidade esta voltada para baixo;

— nos intervalos |b, [ e |d, e[, & medida que a recta tangente a curva vai "ro-
dando”, verificamos que o seu declive passa de negativo para zero e depois
para positivo, aumentando sempre; deste modo f’ é crescente, o que implica

f"” é nao negativa e, consequentemente, a concavidade estd voltada para cima;

— mnos pontos de abcissa b, ¢ e d verifica-se que a curva muda o sentido da con-

cavidade.

Os pontos onde se da a mudanca de sentido de concavidade chamam-se pontos
de inflexao. Utilizando esta definicao, podemos imediatamente dizer que b e d sao
pontos de inflexao do gréafico de f. Relativamente ao ponto ¢, apesar de a derivada
de f no ponto ser infinita, podemos também afirmar que é ponto de inflexao.

Verifica-se que, se existe segunda derivada, f”, num ponto de inflexao, esta é nula.

Assim, no Ensino Secundério, o método que usualmente se utiliza para determinar
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os pontos de inflexao consiste em calcular os zeros da segunda derivada e analisar a
mudanca de sinal a esquerda e a direita desses pontos.

E de realcar que

— podem existir zeros da segunda derivada de uma funcao e o grafico nao ter

pontos de inflexao, como por exemplo a fungao dada por f(z) = 225,

flx) =228

' (x) = 60z*

— o grafico de uma funcao pode ter, tal como ja foi referido anteriormente, pontos

de inflexao onde nao existe derivada finita, como por exemplo a funcao dada

por f(x) = V.




Capitulo 3

Exercicios resolvidos

Neste capitulo sao apresentados alguns exercicios resolvidos onde é aplicada a
segunda derivada e o sentido das concavidades na resolugao de problemas praticos,

com aplicacoes a situagoes reais de Biologia e de Fisica.

Exercicio 3.1.1. Estuda o sentido da concavidade da fun¢ao g definida por

2z
241

g(x) =

Proposta de resolucao:

Para estudar a concavidade da funcao calculemos a primeira derivada da fungao

(2) —22% +2
)= —
g (22 + 1)
e a segunda derivada
4% — 12x
" o
g'(w) = (22 +1)3°

De seguida vamos construir o quadro de sinais da segunda derivada. Para isso
é necessario calcular os zeros do numerador e os zeros do denominador. Para o

numerador temos

42 — 120 =0 dz(x? —=3) =0z =0Vr =43




e o denominador nao tem zeros pois a equagao
(?+1)P =02 +1=0c2"=-1

é impossivel.

O quadro de sinais é o seguinte:

T —00 —V/3 0 V3 +o00
4z — — — 0 + + +
2?2 -3 + 0 — — — 0 +
4o(x? =3) | — 0 + 0 — 0 +
(*+1)7° | + + + + + + +
g"(x) — 0 + 0 - 0 +
ponto de ponto de ponto de
9(x) N inflexao U inflexao N inflexao U
Tendo em conta que
V3 V3
9(=V3)=—=- 9(V3) =" e g(0)=0,
podemos entao concluir que a funcao tem
— a concavidade voltada para cima nos intervalos | — v/3,0[ e ]v/3, +00];

— a concavidade voltada para baixo nos intervalos | — oo, —v/3[ e ]0, v/3];

\/7 \/_) (\/3@) eP3:(070)'

— como pontos de inflexdo P = (— 5

Para terminar, a representagao gréfica de g(z) é
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Exercicio 3.1.2. Aplicacao na Biologia
O numero de bactérias, em milhoes de unidades, de uma dada cultura ¢ dado,

aproximadamente, por:

C(t) = Coe®, (t > 0)
onde Cy € o numero inicial de bactérias em milhoes de unidades, t representa o
tempo em minutos que decorreu desde o inicio da contagem e k uma constante
positiva. Considere que no décimo minuto se decidiu ministrar um medicamento a
populacao de bactérias, com o objectivo de travar o seu crescimento. A partir dai,

o seu numero, em milhoes, passou a ser dado aproximadamente por:
D(t) =2(t —10)*- e "0 14 ¢ > 10

Indique o instante em que a taxa de crescimento € mdxima. Apresente o resultado

em minutos e sequndos (sequndos arredondados as unidades)

Proposta de resolucgao:

Comegaremos a resolugao, determinando a segunda derivada da funcao D(t):
D" = e "T10(21* — 48t + 284)

De seguida é necessario calcular os zeros de D” com o objectivo de determinar o
quadro de sinais:

D't) =00 =0 v 22 —48t+284 =0t =124+ V2.

condig¢ao
impossivel

O respectivo quadro de sinais é:

t |10 12— /2 124+v2 | 400
D" | + | + 0 — 0 +
D U | ponto inflexdo | () | ponto inflexdo | |J

Observando o quadro de sinais, podemos observar que o ponto pretendido é 12 — /2
)
pois é onde a taxa de crescimento é maxima e representa um dos pontos de inflexao

da funcao D. Como

12 — v/2 ~ 10, 5858 ~ 10 minutos e 35 segundos,
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para t ~ 10 minutos e 35 segundos, a taxa de crescimento atinge o valor maximo.

Para terminar, as representacoes graficas das funcoes D e D" sao:

D(t) =2(t —10)*- e 10 44

Exercicio 3.1.3. Aplicacao na Fisica
Uma particula move-se durante 2 sequndos de acordo com as sequintes equagoes

paramétricas

r=2—tey=>5+4t — 3,5t

Em que instante, t = 0,3 out = 1,6 sequndos o raio de curvatura da trajectoria é

mator? Justifica.

NOTA: Numa trajectéria circular, o raio de curvatura coincide com o raio da cir-
cunferéncia. Nas outras curvas, em cada ponto existe um raio de curvatura como se

pode verificar na figura seguinte, e pode ser calculado da seguinte maneira:

com a, a aceleragao normal e v 0 mdédulo da velocidade.

B
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Proposta de Resolugao: Calculando a equagao da trajectéria vem:
y = —3.502 + 10z — 1, para z € [0, 2].

A particula descreve uma trajectoria parabdlica como podemos observar no grafico

da trajectoria que se apresenta abaixo:

2,44

HV

Analisando o grafico, podemos observar que em t = 0, 3 segundos, a curvatura é
mais acentuada que em t = 1, 6, ou seja, a curva é mais concava, logo é de esperar que
o raio de curvatura em t = 0, 3 seja inferior ao raio de curvatura em t = 1,6. Para
validar este resultado vamos calcular os respectivos raios de curvatura. Comecemos
por calcular as equacgoes da velocidade que representam as derivadas das equagoes

paramétricas:

vy = () =(2-1) = -1,

vy, = (y) = (5+ 4t — 3,5t%) =4 — Tt.
O modulo da velocidade é:

v=+/(4—="Tt)?+1,

= /17 — 56t + 49¢2.
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Observe-se agora o grafico do médulo da velocidade e registem-se os valores da

velocidade nos instantes t = 0,3 et = 1,6.

v

A

Pode-se verificar que inicialmente o movimento é retardado e depois acelerado. O
moddulo da velocidade varia mais rapidamente quando a aceleracao tangencial (a;) é

maior. Como a; = (v)’ vem:

a; = (v)’

= (V17 — 56¢ + 49¢2)’
B 98t — 56
2(V/17 — 56t + 49t2)

O grafico de a; é:

at

6,93} - ———————— —

\J

Ju—
=]
o ——— — — 1
o~

6,19} — —

De seguida, é necessario calcular o médulo da aceleracao (a). Para isso calculemos
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as derivadas das equacgoes da velocidade:

O modulo da aceleragao é:

a= 0+ (-TP=1

e, calculando o médulo da acelera¢do normal (a,), sabendo que

a, = v/ a? — a?,

vem para t = 0, 3:
a, = /7% —(—6,19)? ~ 3,27
e parat = 1,6:

an = /72 — (6,93)2 ~ 0, 99.

Para finalizar vamos calcular raio de curvatura (R) da seguinte maneira:

v
R=—
a,’
pelo que para t = 0,3 temos
2,152
= - ~ 1,41
3,27 ’
e parat = 1,6 temos
7,27
= ~ 53, 39.
0,99 ’

No instante ¢t = 0, 3, o raio de curvatura ¢é 1,41 metros e no instante ¢t = 1,6 o raio
de curvatura ¢ 53,39 metros. Como ja tinhamos observado, o grafico da trajectoria
permite-nos concluir que o raio de curvatura no instante ¢ = 0,3 é menor que o raio
de curvatura no instante ¢t = 1, 6, pois a curva torna-se mais aberta a medida que o

tempo passa e, portanto, o raio de curvatura aumenta.
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