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Resumo

Os numeros complexos sdo muito importantes em Matematica. Com muita frequén-
cia, eles tém tido uma abordagem puramente algébrica, deixando uma preo-
cupacao em como os mesmos podem ser aproveitados ou aplicados em outros
contextos. Neste trabalho, procuramos explorar esta aplicacao dos numeros
complexos em geometria plana.
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Abstract

The complex numbers play a very important rule in mathematics. In high school,
it is common to present complex numbers as a purely algebraic and abstract de-
vice to solve quadratic and cubic equations. This approach forgets the geome-
trical aspects of complex humbers and may cause the impression that they are
not really useful in other contexts. In this dissertation we will study different
applications of complex numbers in plane geometry.
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Introducao

Os nimeros complexos sao muito importantes em Matematica. Com muita frequén-
cia, os nUmeros complexos tém tido uma abordagem puramente algébrica, dei-
xando uma preocupacao em como os mesmos podem ser aproveitados ou apli-
cados em outros contextos.

Uma abordagem do plano euclidiano com nimeros complexos da resultados sig-
nificativos na resolucao de problemas geométricos. Neste trabalho, procuramos
explorar esta aplicacdao dos nimeros complexos em geometria plana. O mesmo
esta constituido por trés capitulos.

No primeiro capitulo, veremos a definicao algébrica, a representacao trigono-
métrica e polar de nimeros complexos. Interpretamos geometricamente as
operacdes com numeros complexos (soma, multiplacao, conjugado e inverso
de nimeros complexos). Falamos das raizes da unidade imaginaria, com uma
abordagem nas raizes quadradas, cubicas e quartas. Apresentamos a caracte-
rizacao de alguns objetos e propriedades geométricas em termos de numeros
complexos: colinearidade, paralelismo, perpendicularidade, quadrilateros ci-
clicos, triangulos, equacao cartesiana da reta, equacdes da mediatriz de um
segmento dado, reta perpendicular por um ponto, circunferéncia e triangulos
semelhantes. Abordamos um pouco sobre os pontos notaveis dos triangulos, com
enfoque no ortocentro, centroide e circuncentro. Temos uma abordagem sobre
os poligonos regulares.

No capitulo seguinte aplicamos os conceitos e resultados desenvolvidos no capi-
tulo anterior na resolucao de alguns problemas geométricos. A lista de proble-
mas que apresentamos podem ajudar um professor a elaborar diferentes ativida-
des que permitam aos alunos um melhor entendimento da natureza dos nimeros
complexos e da sua utilidade. Finalmente, no Gltimo capitulo, trazemos uma
abordagem da inversao numa circunferéncia no dominio dos nimeros comple-
X0S.

Este trabalho foi muito influenciado pelo livro de Lang-shin Hahn [4] sobre apli-
cacoes dos numeros complexos em geometria. No entanto, em muitas situacoes
procuramos abordagens diferentes na apresentacao de reultados, noutras apro-
fundamos com mais detalhe a explicacao dos mesmos e completamos com pro-
blemas que encontramos dispersos em outros textos. Para os fundamentos de
geometria euclidiana necessarios ao entendimento deste trabalho, sugerimos o
livro de P. V. Aradjo [[1]]. Outros livros da bibliografia contém informacao sobre
a algebra dos nUmeros complexos e a sua aplicacao a analise matematica.

Na escrita deste trabalho fizémos uso do sistema Tex, o que facilitou a elabora-
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cao do texto, em conjunto com o programa de geometria dinamica Geogebra,
na elaboracao das figuras.
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Capitulo 1

Algebra e geometria dos nimeros complexos

A partir do trabalho de Bombelli, no século XVI, os nUmeros complexos comeca-
ram a ser utilizados devido a sua utilidade para resolver equacoes do terceiro
grau. Mas, ao mesmo tempo, parecia 6bvio que eles ndao podiam ter “existéncia
real”. O simbolo \/—1 foi introduzido em 1629 por Albert Girard. Os termos
real e imagindrio foram introduzidos pela primeira vez por René Descartes em
1637. A expressao numeros complexos foi introduzida por Carl Friederich Gauss
em 1832.

Algumas questoes realmente perturbadoras foram surgindo e nao podiam ser ig-
noradas. Além da extracao de raizes quadradas de nUmeros negativos, também
nos deparamos com uma extracao de raizes cubicas de nUmeros de natureza
desconhecida. Foi somente nos finais do século XVIII e inicio do século XIX, com
os trabalhos de Wessel (um agrimensor noruegués), em 1798, e do matematico
suico Argand, em 1806, que os numeros complexos passaram a ser compreendi-
dos de um novo ponto de vista: eles comecaram entao a ser interpretados como
pontos (ou vetores) do plano e foram desvendados os significados geométricos
das suas operacoes de adicao e multiplicacao (translacao, rotacao e dilatacao
no plano).

1.1 Forma algébrica de numeros complexos

Definicdo 1. O conjunto C dos numeros complexos é o conjunto R? dos pares
ordenados de numeros reais com as operacées que se seguem. Para quaisquer
a,b,d', bt € R,

(a,b) + (a',0) = (a+d, b+ 1) (operacdo soma)
(a,b).(a’,V') = (ad’ — b, ab’ + ba) (operacdo produto)

Observa-se facilmente que as operacdes soma e produto sao comutativas, isto
é, para quaisquer (a,b), (a’, V') € C:

(a,b) + (a',b") = (a', V') + (a,b)
(a,b).(a’',b") = (d',b).(a,b).
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Vejamos os seguintes exemplos:
1. (5,4)+(3,2) = (5+3,4+2) = (8,6).
2. (2,1).(-1,6) = (2(—-1) — 16,26 +1.(—1)) = (=2 —6,1 — 6) = (=8, 11).

Para simplificar a notacdo, podemos identificar o numero complexo (a,0) € C
com o numero real a. Definimos a unidade imagindria por i = (0,1). Logo temos
que:

C={a+bi:abeR}.

Observemos que > = —1. De facto, i* = (0,1).(0,1) = (—1,0).

Dado um nUmero complexo z = a + bi, dizemos que a € a parte real de z e b
€ a parte imagindria de z. Denotamos a = Re(z) e b = Im(z). O conjugado de
z = a + bi € o nUmero complexo z = a — bi. Se a parte real de » é zero, entao
dizemos que z € um imagindrio puro. O médulo de um numero complexo z, que
denotamos por |z|, é a distancia de ~ a origem do sistema de coordenadas. Pelo
teorema de Pitagoras, temos: |z| = Va2 + 2.

Exemplo 1. Se z = 10 — 2i, entdo 10 = Re(z) e —2 = Im(z). Além disso,
Z=10+2i e |z| = V104

Podemos representar os nUmeros complexos no plano de Argand. Para um sis-
tema de eixos cartesianos, identificamos o eixo horizontal com os nimeros reais
e o eixo vertical com os nUmeros imaginarios puros, isto €, os nUmeros da forma
ai € C, com a € R, tal como é ilustrado na Figura i.1].

bt ¢ —4z=a+bi

Se— — —

Figura 1.1: Representacao dos nimeros complexos no plano de Argand.

Vejamos algumas propriedades dos nUmeros complexos.

Proposicao 1. Consideremos z = a + bi € C. Entdo:

1. a = Re(z) = ZZ;

2
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_ __ Z—Z.
2. b=1Im(z) = 57;
3. zeCérealse,esodse, z=z;

4. z é imagindrio puro se, e sO se, z = —z;

8. O inverso de z é dado por =~ ' = =;;

||

9. 1 =71,

Demonstracdo. 1. Uma vez que
z+z=(a+bi)+ (a —bi) = 2a,

temos

2. Uma vez que

temos

Im(z) =b= 5

3. O numero = é real precisamente quando Im(z) = 0. Do ponto 2. resulta que
isto acontece se, e sO se, z = z.

4. O numero z € imaginario puro precisamente quando Re(z) = 0. Do ponto 1.
resulta que isto acontece se, e sO se, z = —z.

5. Temos
Z=a+bi=a—b =a+bi.
6. Temos
22 = (a+ bi)(a — bi) = a® + b* + abi — abi = a® + b* = |z|.
7. Temos

IZ| = Va? + (=b)?2 = Va2 + > = |z|.

8. O inverso de z é o nUmero »~! que satisfaz zz~! = 1. Como
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concluimos que 27! = ‘Z%

9. Por um lado, temos

[ z a—bi a b a b

|2? a2+ TE R @40 EiR 2R

Por outro lado, tendo em conta os ponto anteriores, temos

. Z z a+ bt a n b .
—_ = = 1.
2> @+ 240?241

Logo 1 =z 1, O
Proposicdo 2. Dados dois numeros complexos z, e z,, temos:

1. Zi22 = Z122;

2. 21+ 2 =21+ Z;

3. g: 2L para z # 0.

Demonstracdo. Escrevemos z; = a + bi € z5 = ¢+ di.
1. Temos

Z1z2 = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ac — bd) — (ad 4+ be)i = (a — bi)(c — di) = 21 Z5.

2. Temos

ztz=(atc)+ (b+d)i
= (a+c¢) = (b+d)i = (a—bi)+ (c—di) = 21 + 2.

3. Pelo ponto 1 desta proposicdo e o ponto 9. da proposicao [i, temos

Z_1 — _ __1 Z1

Exemplo 2. Se » =2+, entdo ! = =2

1.2 Forma trigonométrica e polar dos numeros complexos

Dado » € C, podemos escrever z = rcosf +rsinf, comr >0e H € R, onde r é
o modulo de z e § é um argumento de z.

6
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Figura 1.2: Mddulo e argumento de um numero complexo.

Tendo em conta a definicao e a figura anterior, o argumento de um numero
complexo z nao é Unico. De facto, podemos escrever também

z = rcos(f + 2km) + irsin(6 + 2k7),

para qualquer inteiro k. Assim:

Proposicao 3. Se z; = 2,5, enta@o |z1| = |z| e argz; — arg zo = 2km, para algum
ke Z.

Da definicao de argumento de um nimero complexo, resulta também o seguinte
resultado.

Proposicdo 4. Se » = a + bi € C, entdo

b

arctan sea>0
5 sea=0eb>0
arg z = b .
— arctan 7 sea<0
-3 sea=0eb<0

onde arctan denota uma qualquer inversa da funcao tangente.

Exemplo 3. Vamos determinar o moédulo e o argumento do numero complexo
z=1—1i/3. Pela formula |z| = v/a® + b% , temos:

2| =124 (—V3)2=V1+3=Vi=2.

Como a > 0, entdo:

arg z = arctan (
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Definicdo 2. Se z = a + bi € C, entdo define-se a exponencial de = por

e® = e*(cosb+isinb)

Exemplo 4. Para z = a + i.0 € R temos:
e® = e%(cos0+isin0) = e*(1 +14.0) = e,

ou seja, se = € um numero real, esta definicdo coincide com a exponencial de
numeros reais ja conhecida.

Exemplo 5. Para > = in, temos:
e =™ =e(cosT +isinm) = 1(—14140) = —1,

logo ¢™ + 1 = 0. Esta igualdade é conhecida pela identidade magica de Euler.

Usando as formulas para o seno e o cosseno da soma de angulos, € possivel provar
0 seguinte:

Proposicdo 5. Dados dois numeros complexos z,w € C, temos e*e¥ = %,

Demonstracdo. Vamos escrever z = a + bi € w = ¢+ di, com a, b, c e d € R.
Sabemos, pela definicao, que e* = e%(cosb + isinb) e e¥ = e(cosd + isind).
Assim,

e’e” = e(cosb +isinb)e’(cosd + isind)

= e"**(cosbeosd — sinbsind + i(cos bsind + sin b cos d))

= ¢""(cos(b+d) + isin(b+ d)) = e* Tt = =,
0

Definicdo 3. Dado > € C com médulo r = |z| e argumento 6 € R, entdo podemos
escrever z na sua forma polar: z = re®.

Exemplo 6. Se z = 1+, entdo |z| = /2 e argz = arctan1 = 7, pelo que a
forma polar de = é » = \/2¢'7.

Podemos ainda escrever a multiplicacao, o inverso e a divisao de niUmeros com-
plexos na forma polar. Se z; = rie'' e z, = ¢, entao

2129 = 11600 e = 1y pget(01102)
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Em particular, o inverso de um complexo z = re? é 27! = r~1e=, Temos assim

101
A1 _ me — Eei(%—@z)
29 Toei2 gy ’

para zy # 0.

Proposicdo 6. A exponencial de numeros complexos verifica as seguintes pro-
priedades:

1. e = ¢e%;

2. L=¢7;

3. (e*)r =eb*, comk € Z;

4. eti2km) — oz com k € Z;

5. 2k = |z|" ¢*® (férmula de Moivre).

Demonstracdo. A demonstracao de cada uma destas propriedades resulta dire-
tamente da definicao de exponencial de um nimero complexo e da Proposicao

B. [

1.2.1 Raizes de nimeros complexos

Sabemos que, dentro do conjunto dos nimeros reais, nao podemos extrair as
raizes quadradas de numeros negativos. Tal &€ sempre possivel fazer com nime-
ros complexos, ou seja, para qualquer a + bi € C, existe z = = + iy € C tal que
2% = a + bi. Com efeito, a equacao 22 = a + bi € equivalente ao sistema

-y’ =a

2zy = b

Resolvendo o mesmo sistema, teremos que

Como Va2 +b2+a>0e+a2+b2—a>0,entdo x e y sdao numeros reais. Ja os
sinais dos radicais sao escolhidos de maneira a que o produto xy tenha o mesmo
sinal de b.
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Deste modo, as raizes quadradas de z = a + bi serao dadas por:

( <‘/—\/a?+b—&—a+z~1/—va2—&-b—a> comb>()
Ja b — < VA LT Y “2+b‘“> com b < 0

+y/a, comb=0,a >
| £iv/—a, com b:O,a< 0

Podemos ver que todo nimero complexo nao nulo possui duas raizes quadradas
distintas. Em particular, podemos deduzir que toda equacao do segundo grau,
no conjunto dos nUmeros complexos, tem duas raizes, que podem ser iguais ou

diferentes. As raizes de az? + bx + ¢ = 0, com a # 0, b e ¢ complexos sdo dadas

por: z; = —b+vb%2—4ac e 1, — —b—+/b%2—4ac
g 2a 2 2a

Para estudar as raizes de indice n de um complexo, com n > 2, é mais conve-
niente utilizar a represencao polar dos numeros complexos. Qualquer nimero
complexo nao nulo tem n raizes de indice n distintas, que formam os vértices
de um poligono regular de n lados centrado na origem. Obter as raizes n-ésimas
da unidade imaginaria implica determinar todos os nUmeros complexos que sao
solucdes da equacao 2" — 1 = 0.

Temos que z, = 1 é certamente uma das raizes desta equacao. Por outro lado,
sabemos pela identidade de Euler, que

2kin _ 1

€ ’

para todo k € Z. Dai, utilizando a formula de Moivre, teremos:
(e%)n — " = 1.

Assim, as raizes n-ésimas da unidade imaginaria serao dadas por:

2kim
Zp =€ n

comk € {0,1,2,....n — 1}. Pondo w = 2, vemos que z, = w*, isto é, as raizes

n-ésimas da unidade imaginaria serao dadas por 1,w, w?,...,w" !.

Exemplo 7. Passaremos a apresentar os casos das raizes n-ésimas para n = 2,
n =3 e n = 4, para melhor percepcdo deste conteudo.

1. Paran = 2, temos que a equacdo > — 1 = 0 terd duas raizes distintas: —1
el.

10
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2. Paran = 3, as trés raizes da equacdo »* — 1 = 0 serdo dadas por:

ZOZ].

1.3 Interpretacao geométrica das operacées com numeros com-

plexos

Nesta seccao trataremos da soma, multiplicacdo, conjugado e inverso de nu-
meros complexos, com as suas representacoes geométricas, utlizando conceitos
como os de rotacao e reflexao.

1.3.1 Soma de nUmeros complexos

O vetor correspondente a soma de dois nimeros complexos € a soma dos veto-
res correspondentes a esses numeros. Logo, o vetor correspondente a z + w €
determinado pela lei do paralelogramo, como representado na Figura [1.3.

Figura 1.3: Soma de nimeros complexo.

11
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1.3.2 Multiplicacao de nimeros complexos
Se w = |w| e e z = |z] e , entdo.

w.z = |w||z| eet?.
Assim, a multiplicacdo por w = |w| ¢™ corresponde a uma rotacao de um angulo
a em torno da origem O seguida de uma homotetia de coeficiente |w| e centro
em O. Se |w| > 1, a homotetia € uma dilatacdo; se |w| < 1, a homotetia € uma
contracao.

° w.z = |w||z|e®+)

N . 0
|Z|ei(9+a) z = |z|e

Figura 1.4: Multiplicacdo de nimeros complexos.

1.3.3 Conjugado de um nimero complexo

Dado um nimero complexo z = a + bi , 0 seu conjugado € dado por z = a — bi.
Logo a operacao de conjugacao corresponde a reflexao no eixo horizontal.

z=a-+ bz

Figura 1.5: Conjugado de um nimero complexo.

12
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1.3.4 Inverso de um numero complexo

Dado um ponto @ no plano e uma circunferéncia C(O,r) de centro em O, o
inverso de () relativamente a C(O,r) € o Unico ponto @' sobre a semireta OQ,
com origem em O, que verifica

0Q]10Q| =r*

C(O,r)

Figura 1.6: Inverso de @ relativamente a circunferéncia C(O, ).

Se z = |z| ¢, entdo
1 €i9

TR TR
Uma vez que o argumento de z~! coincide com o argumento de z, o ponto cor-
respondente a z~! esta na semireta Oz. Por outro lado, |z||z7!| = 1. Logo z~' é
o inverso de z relativamente a circunferéncia de raio 1 centrada na origem.

No Capitulo §, estudaremos este conceito com mais detalhe.

1.4 Propriedades geométricas

Apresentamos de seguida a caracterizacao de alguns objetos e propriedades
geométricas em termos de numeros complexos que nos serao Uteis na resolucao
dos problemas do capitulos seguinte.

1.4.1 Colinearidade, paralelismo e perpendicularidade

Proposicdo 7. Dados quatro pontos distintos a,b,c,d € C, as retas ab e cd tém
a mesma dire¢do se e so se =2 € R.

13
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Demonstracdo. A reta ab tem a mesma direcao da reta cd se e sé se os vetores
— D , .
ab e cd forem proporcionais, isto €, se e sO se existe uma constante real A € R
_)
tal que % = Acd.

d
cd
c
b
ﬁ
ab

Figura 1.7: As retas ab e cd tém a mesma direcao.

_>
Umavezque%:b—aecd:d—c,temos

_b—a

A
d—rc

eR

]

Proposicao 8. Dados quatro pontos distintos a,b,c,d € C, as retas ab e cd sdo
perpendiculares (denotamos ab L cd) se e s6 se *=¢ é imagindrio puro.

Demonstracdo. As retas ab e cd sao perpendiculares se e sé se os vetores % e b_c>
forem perpendiculares. Isto acontece precisamente quando um dos vetores é
obtido a partir do outro através de uma rotacao de 90° seguida de multiplicacao
por um escalar real de forma a igualar os seus comprimentos. Ou seja, os vetores
% e b_c> sao perpendiculares se e soO se % = Ai;l para algum A € R, uma vez
que, tal como ja tinhamos observado, a multiplicacao por i corresponde a uma
rotacao de 90°.

Tendo em conta que a? =b—ae E}i = d — ¢, a igualdade % = i/\zl verifica-se
para algum X € R se e s6 se 2= é imaginario. O

Exemplo 8. Sejama=2—i,b=1+3i,c=—1+4i ed =3+ 6i. Temos

b — 14+32) —(2—1 1—4q 1 9
a (1+30) —( i) B i L9

d—c (3+6i)—(—1+4i) —4-2 5 10

onde multiplicdmos e dividimos pelo conjugado do denominador de forma a
obter a ultima igualdade. Como =2 ndo é um imagindrio, a reta ab ndo é
perpendicular a cd.

14
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Figura 1.8: As retas ab e cd sao perpendiculares.

Proposicdo 9. Trés pontos distintos a,b, ¢ sGo colineares se e so se ‘b%’ € R.

Demonstracdo. E um caso particular da Proposicéo 7], bastando apenas observar
~ . , — L

que a, b, ¢ sao colineares se e sO se 0s vetores ab e bé forem proporcionais entre

si. O

Exemplo 9. Consideremos os numeros a =5+ 7i,b = —6 + 2i e ¢ = 3+ i. Ent@o:

a—b (547 —(—6+2) 1145 (47 +280)

b—c (—=6+2i)—(3+4) —94+i 41
Logo a, b, c ndo sdo colineares.
Exemplo 10. Sejama=1+2i,b=—iec=—1—4

a—b  (142i)—(—i) 1+3i
b—c (—i)—(=1—43) 1+3i

Logo a, b, c sd@o colineares.

1.4.2 Quadrilateros ciclicos

Recorde-se que um poligono diz-se ciclico se os seus vértices estiverem sobre
uma mesma circunferéncia.

Proposicdo 10. Consideremos um quadrildtero convexo com vértices consecuti-
vos a, b, c,d € C. Entdo o quadrildtero é ciclico se e s6 se % é um ndmero
real negativo.

15
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Figura 1.9: Quadrilatero convexo com vértices consecutivos a, b, c, d.

Demonstracéo. Pelo teorema do arco capazﬂ], sabemos que um quadrilatero é
ciclico se e so se os pares de angulos internos opostos somam , isto &, relati-
vamente a figura .10, « + v = 7 e S + § = 7. Temos também

b—c> = Alew% d—oz> = )\gei‘sd—é,
com Aq, A\, reais positivos. Logo
c—b=X\e"(a—b) a—d= M e(c—d).
Multiplicando as duas equacoes, obtemos
(c —b)(a —d) = \MAe'P (a — b)(c — d).
Desta igualdade tiramos a conclusao pretendida. De facto, se o quadrilatero for

Ry > _ it _ (a=b)(c=d) A
ciclico, entao 8+ = 7 e, uma vez que ¢ = —1, temos que e d € real
e negativo. Por outro lado, se % é real e negativo, entao, como )\, \,
sao reais positivos, temos necessariamente ¢/**9 = —1 ou seja, S+ = 7 €,
consequentemente, uma vez que a soma dos angulos internos de um quadrilatero

é 27, temos também o + v = 7. Logo o quadrilatero é ciclico. H

Exemplo 11. Consideremos os pontos

a=2i,b=vV2+V2i,c=2d=—2.

A amplitude de um &ngulo inscrito numa circunferéncia é igual a metade da amplitude do arco por ele
subtendido.

16
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Temos entdo

(a—0b)(c—d) :1—\/§
(c=b)a—d) 2-v2

logo a, b, c,d sdo os vértices de um quadrilatero ciclico. Na realidade, trata-se

<0,

de um quadrildtero inscrito na circunferéncia de raio r = 2 centrado na origem.

1.4.3 Triangulos

Um triangulo diz-se orientado se for dada uma ordem para os seus vértices: se
a ordem for no sentido anti-horario, a orientacao é positiva; se a ordem for
no sentido horario, a orientacao é negativa. Dois ou mais triangulos possuem a
mesma orientacao se ambos forem horarios ou anti-horarios. Possuem orienta-
cao distinta se um for horario e outro anti-horario.

Proposicdo 11. Seja a, b e c trés pontos. Ent@o, a drea (com sinal) do triGngulo
Aabc é dada por

Sl
—_

(1.1)

o
Ql
—_

Em particular, a, b e c sGo colineares se e so se o determinante se anula.

Demonstracdo. Escrevemos a = a; + iag, b = by + iby € ¢ = ¢1 + icy. Entao

S Q2
SRl
—_
Il

i(al_)—ab—i—bﬁ—gc—i—ca—aé)

|
o

9]

—

1
= 5(-61,2()1 + arby — bacy + bicy — coa; + Cla2).

Por outro lado, sabemos que a area de um paralegramo é dada pela norma do
produto externo entre os vetores que o geram. Assim, a area do triangulo Aabe

€ dada pela norma do vetor @5@’ pelo que a area com sinal do mesmo triangulo
€ dada por

1] b1—a;1 by—a 1

ST = (b ) (o2 — az) — (be — az)(c1 — ar))

2l cp—ar o —ay 2

1
= 5(—(12b1 -+ a1b2 — bgCl -+ 6102 — C2Qq + Clag),

0 que conclui a demonstracao da proposicao. O
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Observemos que se o triangulo for orientado no sentido anti-horario, a area sera
positiva. Se o triangulo for orientado no sentido horario, a area sera negativa.

1.4.4 Equacao Cartesiana da reta

Proposicdo 12. Dados dois pontos distintos a e b, um ponto = pertence a reta
ab se, e so se,

1
1|=0. (1.2)
1

o Ql

N
|

Demonstracdo. Trés pontos a, b e = sdo colineares se, e sé se, a area do triangulo
Aabz é nula. Assim, tendo em conta a Proposicao [11, um ponto z pertence a
reta ab se, e so se, verifica a igualdade ({1.2)), ou seja:

2(@—b)+%Z(b—a)=ab—ab. (1.3)

O

Exercicio 1. Mostre que a equacdo da reta que passa pelo ponto z, e é paralela
a reta de equacdo oz + az + [ = 0 é dada por

z— 2z = —%(2 — 2p).

1.4.5 Equacao da mediatriz de um segmento dado

Proposicao 13. Dados dois pontos distintos a e b, a equacdo da mediatriz do
segmento ab é dada por:

2(b—a)+zb—a)=b]> —|a]*. (1.4)

Demonstracdo. O ponto médio “T“’ pertence obviamente a mediatriz do seg-
mento ab. Outro ponto desta mediatriz pode ser obtido considerando a trans-
lacdo do ponto médio pelo vetor perpendicular a ab dado por i“T_b, ou seja, o
ponto
a+b w a— b'
2 2
Assim, um ponto z pertence a mediatriz se, e s0 se,

2 77777 1
i) i) 1] =0
z z 1

18
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0 que é equivalente a escrever

b—a _b—a i, _ =
v+ — +§(aa—bb)—0.

Dividindo por £ e lembrando que aa = |a|* e bb = [b*, resulta a equagdo (1.4). O

1.4.6 Equacao da reta perpendicular por um ponto

Vamos ver de seguida um caso mais geral.

Proposicdo 14. A equacdo da reta perpendicular a reta z,z, que passa por z; é
dada por

Z — Z3 2—23
+

—0. (1.5)

Zo— 21 Z2—Z1

Demonstracdo. Seja z um ponto arbitrario da reta perpendicular a z; z, que passa
por z;. Entdo, pela Proposicdo [, 2=%= é um imaginario puro. Logo, vale a

29—21

equacdo (f1.5). O

1.4.7 Equacao da circunferéncia
Proposicao 15. A equacdo
2Z4+az+bz+c=0

define uma circunferéncia se, e s6 se, b = a, c é real e ¢ < aa. Neste caso, a
circunferéncia tem centro em —a e raio \/aa — c.

Demonstracdo. A equacao de uma circunferéncia de centro em z, e raio r é
dada por |z — 2|? = r?. Mas,

’o(2—-2)F—-%) =rte 22— Zpz — 27+ 2% —1° = 0.

|z — 2> =7
O resultado sai imediatamente se fizermos

a=—%y, b=—zy, c=2z7Z—T1".
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1.4.8 Triangulos semelhantes

Lema 1. Dados trés pontos z,, z, e z3, 0 Angulo /zyz, 23 tem medida

23 — 21
= arg———.
22 — &1

Demonstracdo. A medida do angulo /2,223 é dada por

0 =a —a=arg(z; — 21) —arg(zy — 21).

Figura 1.10: Quadrilatero convexo com vértices consecutivos a, b, c, d.

Por outro lado,

_ _ targ(z3—z1) _
23 — A1 |Z3 21‘6 _ |Z3 Z1|ei(arg(Z37z1)7arg(Zszl))

29 — 21 a |22 — Zl‘eiarg(zg—zl) a ‘22 — 21’
Daqui tiramos que

argu = arg(z3 — 21) —arg(ze — 2z1) = 6.
2 — 21

]

Proposicdo 16. Os triGngulos Az 225 e Aw,wows SGo semelhentes e com a
mesma orientacdo (escrevemos Azizyzs ~iy Awiwaws) S€ e SO se

21 W1 1
29 — 21 Wy — W1
= S|z wy 1|=0. (1.6)
23 — 22 w3 — W
zZ3 W3 1

Demonstracdo. Usando o critério de semelhanca LAL 2 e o lema anterior, ve-
mos que Azjzszs ~;, Awiwows Se, e so se, as duas igualdades seguintes forem

2Critério de semehanca LAL: se, em dois tridngulos, angulos iguais subtenderem lados proporcionais,
entdo esses triangulos sao semelhantes.
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satisfeitas:

22 — 21 Wy — w1 22— 2 Wy — Wy
, arg——— = arg———

23— 21 W3 — w1

23— % W3 — w1
Uma vez que dois nUmeros complexos sao iguais precisamente quando tiverem
o mesmo modulo e o mesmo argumento, concluimos que Az;zpz3 ~jy Awiwows
se, e so se, valer a igualdade ({1.6).

O

Proposicao 17. Os triGngulos Nz zyz3 € Aw,wews SG0 semelhentes e com a ori-
entacdo oposta (escrevemos A\ zizyzz ~,p Awiwaws) S€ e SO se

o o 21 wl 1
g2 — 21 W2 — W —
— — < | 29 Wy 1|=0. (17)
Z23 — 29 w3 — W2

z3 wg 1

Demonstracdo. Suponha-se que temos dois triangulos Az 2,23 € Awjwyws com
orientacdes opostas. Recorde-se que a reflexao de um ponto w em relagcao ao
eixo dos numeros reais é dada por w. Por outro lado, a reflexdao é uma isometria
que inverte a orientacao. Assim, os triangulos Az 2,23 € Aw,w,ws tém a mesma
orientacao. O enunciado resulta entao de aplicar a proposicao [16 a estes dois
triangulos. O

1.5 Pontos notaveis dos triangulos

Nesta seccao, estaremos resolvendo alguns problemas geométricos relacionados
aos triangulos, com resolucao no plano complexo. Cabe-nos ainda falar sobre o
ortocentro, centroide e circuncentro de um triangulo.

1.5.1 Ortocentro

Comecemos por recordar que o ortocentro de um triangulo € o ponto de inter-
secao das alturas do triangulo.

Proposicdo 18. Seja Aabc um triGngulo inscrito na circunferéncia unitdria cen-
trada na origem. Entdo o seu ortocentro H é dado por

H=a+b+ec

Demonstracdo. Sejam os pontos a,b e ¢ € C. As alturas do triangulo Aabc sao
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as retas

X =a+ti(c—0b), teR
X=b+si(a—c), seR
X=c+upilb—a), pelk

Figura 1.11: Ortocentro do triangulo inscrito na circunferéncia unitaria.

Por outro lado, sabemos que os vértices do triangulo estao sobre a circunferéncia
de raio » = 1 e centro na origem, que denotamos por S!. Em particular, temos:

R
C

Encontremos o ponto de interseccao das alturas por a e b. Igualando as respeti-
vas equacoes paramétricas e tomando o seu conjugado, obtemos o sistema:

{ a+it(c—b)=b+si(a—c) @{ a+it(c—1b)=b+si(a—c)
t(L ' ) b yit(c—b) =c—si(2L—b)

a

Subtraindo a primeira equacao pela segunda teremos

cb

cb
——=b- (a — (— —b).
-~ c+ si(a c)+3@(a )

Daqui tiramos

a?> —cb—ba + ca
i(a® — ca + cb — ab)’

S =
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Logo, o ortocentro H vem dado por

(a* — cb — ba + ca)

a?—ca+cb—ab

a(a+c¢) —bla+c)
a—b

H=b+si(la—c)=b+

(a—c)

=b+

=a+b+c,
como queriamos provar. H
Observacao 1. No caso geral, com a,b,c € C, o ortocentro do triGngulo Nabc
ndo é necessariamente dado por a + b+ c. Com efeito, consideremos

a=1, b=14+1i, c=-2. (1.9)

O ortocentro H deste triangulo estd, por definic@o, sobre a altura por a, isto
é, a reta de equacdo paramétrica

X =a+Xib—c), NeR.

Substituindo nesta equacdo a, b e ¢ por (1.9), e supondo que o ponto a + b+ ¢
estd sobre esta altura, temos

i+ AN(3+1)=—1+2i.

Logo
=l 4d (=1 4a)(=3i—1)  2i+4 2 1.

= -+ .

S 3i—1 0 (3i—1)(=3i—1) 10 5 5

Como ) é complexo, concluimos que a + b + ¢ ndo pode pertencer a altura por

Q.

1.5.2 Centroide

Recorde-se que o centroide de um triangulo é o ponto de intersecao das medi-
anas.

Proposicdo 19. Seja Aabc um triGngulo qualquer. Entdo o seu centroide P é
dado por

. %"“ (1.10)
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Demonstracdo. As medianas do triangulo Aabc sao dadas parametricamente por

X=a+A"¢-a), XeR
X =b+k(Z—b), keR
X=c+p™*—c), peR

Provaremos que as trés retas passam por %”*C Tomando a mediana por a, temos
de verificar que, para algum A,

b+c a+b+c
L) =t

a+)\( 5 3

Daqui tiramos que

\ 2(-2a+b+c) 2
C3(-2a+b+c) 3

o que significa que %‘7*" pertence a mediana por a, uma vez que \ é real.

Do mesmo modo, podemos verificar que %b“’ pertence as outras duas medianas,
com s,k = 2. Assim, o centréide P do tridngulo é dado por ({i.10). O

1.5.3 Circuncentro

As mediatrizes de um dado triangulo encontram-se num sé ponto, designado
por circuncentro. De seguida iremos escrever o circuncentro em termos dos
respetivos vértices.

Proposicdo 20. O circuncentro do triagngulo Aabc é dado por

. jal* (¢ —b) + [b]* (a — ¢) + |c]” (b — a)
ac — ac + ba — ab +¢cb — be '

(1.11)

Demonstracdo. Tendo em conta a equacao cartesiana da mediatriz ([1.4), o cir-
cuncentro z do triangulo Aabe verifica as seguintes igualdades:

) +T(c—a)= e[ —|a]*

sl

z(b—a)+Z(b—a) = |b]> — |af
(¢ —a)+Z(c—
Assim sendo, isolamos = para obter:

b* = la* = (b — @)
b—a

T =
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Substituindo na segunda equacao do sistema, ficamos com

b]* — la* — (b — @)«

2

-+ (c—a)-—— = I¢[* - |a]
safe-a- OOy e CZ e oy
@m{(z—a)(b—az:éb—a)(c—a)} el = Jaf? - Z:Z(W_ af?)

_al’ (=) + b (a— ) +|e[* (b~ a)

=T — —
ac— ac +ba —ab+7¢b— be
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1.6 Poligonos regulares

Nesta seccao vamos obter uma caracterizacao algébrica para poligonos regula-
res. Comecaremos tomando em consideracao alguns resultados para triangulos
equilateros e quadrados, que nos levarao a perceber melhor o casos mais gerais.

Definicao 4. Um poligono convexo ay, a1, as, ...,a,_1, cOM 0s veértices orientados
no sentido anti-hordrio, diz-se regular se os lados forem iguais e estiver inscrito
numa circunferéncia.

Assim sendo prestemos atencao ao lema que se segue, pois sera util para a
demonstracao de algumas proposicoes.

Lema 2. Dado k € N, seja w = et . Entdo
l4w+w+... 4w =0

Demonstracdo. Recorde-se que a soma dos k primeiros termos de uma sucessao
geométrica z; = zr’ de razado r é dada por

k—1 k

1 —
Z$j:3301_7;.

j=0

Fazendo » = w e xy = 1, obtemos a seguinte igualdade

k—1 1— U)k
l4w+w?+... +wt= w = ——.
Z 1—w
J=0
Sabendo que w* = 1, concluimos que 1 +w + w? + ... + wk~1 =0 O

Proposicdo 21. Um tridngulo em C, com os vértices a, b e c tomados no sentido
. 7 . s oy s s 27
anti-hordrio, é equildtero se e so se a + wb +w?c =0, comw = ¢e’5 .

Demonstracdo. Suponhamos que o tridngulo é equilatero. Entdo, o vetor at é
obtido por rotacao de angulo %’T do vetor cb.
Assim

c—a=wb—c)ea+wb—(1+w)c=0.

Mas, pelo lema anterior, temos w? = —(1 4+ w). Logo a + wb + w?c = 0.

Reciprocamente, se a + wb + w?c = 0, entdo podemos reverter todos os passos
do procedimento anterior, para obter a¢ = wz. Assim, pelo critério LAL, o
triangulo Aabc é necessariamente equilatero. O
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Figura 1.12: Triangulo equilatero.

Proposicdo 22. Se a,b,c e d s@o vértices de um quadrado, no sentido anti-
hordrio, entdo

a+bw+ cw? +dw? =0, (1.12)

s}

2
aomw=ea4s.,

Demonstracdo. Temos w = i, w?> = —1 e w® = —i. Por outro lado, sabemos que
% e ¢4 sdo perpendiculares. Logo

d

Figura 1.13: As diagonais de um quadrado sao perpendiculares.

¢t = —idb = a—c=—i(b—d)
Sat+ib—c—id=0
S a4+ wh+ wle +wd = 0.

]

Observacao 2. O reciproco deste resultado ndo é valido. Por exemplo, os pon-
tos
a=0, b=2—-3i, c=4, d=2+1
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verificam a igualdade (1.12) mas o quadrildtero com vértices a, b, ¢ e d nGo é um
quadrado. Mais geralmente, para qualquer quadrilatero em que as diagonais
se cruzem perpendicularmente e tenham igual comprimento, como ilustrado
na figura[1.14, os seus vértices verificam (1.12)), uma vez que na demonstracdo
apresentada apenas se usou este facto.

a

Figura 1.14: Quadrilatero com diagonais iguais e perpendiculares.

Proposicdo 23. Se ay,ay,as,as, ..., a,_, SGo vértices de um poligono regular, no
sentido anti-hordrio, entdo

ap + arw + asw? + asw® + ...+ a,_ 1wt =0, (1.13)

pug,
aomw =en’.

Demonstracdo. Seja P o centro de simetria do poligono. Uma vez que, o vértice
a; € obtido por uma rotagao, no sentido anti-horario e com angulo %, a partir
do vértice aq, temos

ap = agw’ — Puw® + P
a, = aw — Pw+ P
= {4 ay = apw? — Pw? + P . (1.14)

(ay — P) = w(ag — P)
(ay — P) = w?(ag — P)

a,—1 —P)=w""1(ag— P
( 1 ) ( 0 ) Ay 1 = aownfl — Pw™! + P
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Assim,
n—1 n—1
a;w' =Y (aguw' — Pw' + P)
=0 =0
n—1

— Z:(ao(wi)2 — P(w')* + Pw")

n—1

:Z ZPwQZ—i-ZPw
PZw2’+PZw

Tal como no lema [2l, temos que

n—1 n—1
=0 i:(]

logo

]

Proposicdo 24. Se ay,ay, ...,a,_1 € um poligono regular, o centro da sua circun-
feréncia circunscrita C e dado por

P:Z%. (1.15)

Demonstracdo. Tomando a soma das n igualdades do segundo sistema de ({1.14),
e tendo em conta o lema [2l, obtemos

n—1 n—1 n—1
E ai:aog wZ—Pg w'+nP =nP,
i=0 =0 i=0

de onde tiramos a igualdade ([1.15)). u
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Capitulo 2

Resolucao de problemas geomeétricos no plano
com numeros complexos

Nesta seccao, mostraremos como os nimeros complexos desempenham um pa-
pel importante na interpretacao e resolucao de problemas geométricos, par-
tindo de alguns resultados ja provados anteriormente.

Problema 1. E dado um quadrado ABC'D com centro em O. Sejam P o ponto
médio do segmento BO e () o ponto médio de C'D. Prove que o triGngulo NAPQ
é rectangulo e isosceles.

D Q C

Figura 2.1: Representacdo do Problema fi.

Resolugdo. Consideremos o ponto O como a origem do plano complexo. Vamos
usar a Proposicéo [§ para provar que o tridngulo é retangulo. Podemos tomar as
coordenadas dos pontos A, B, C e D respetivamente, como a, —ai, —a € ai. E
tendo em conta que P = —% e Q = =%, temos

PA 144 244 —(=14+20)i

PQ =41 142 142

pA
PQ

A — . .
retangulo. Por outro lado, como PA = —iP(), o vetor PA é obtido por rotacao
de 90°, no sentido negativo, do vetor ]ﬁ, logo o comprimento do lado PA é
igual ao comprimento do lado PQ, ou seja, o triangulo AAPQ é isésceles. [

Uma vez que 5 € um imaginario puro, temos PA 1 PQ); e, portanto, AAPQ é
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Problema 2. Sobre os lados ab e bc do tridngulo /Nabe, desenhe-se quadrados
com centros em d e e, respetivamente, tais que os pontos c e d estejam do
mesmo lado da reta ab e os pontos a e e, estejam em lados opostos da reta bc.
Provar que o dngulo entre as retas ac e de mede 45°.

Figura 2.2: Representacdo do Problema .

Resolucdo. Tendo em conta que |ec| = |eb| € como ec L eb, temos b—e = (c—e)1,

logo
_b—a
€ = 1_2_.

Do mesmo modo, podemos deduzir que

b—ai
d = T

0 angulo formado entre as retas ac e de € igual a:

c—a cC—a

arg

_argb—cz—b—FaZ
1—2
= arg——
—q
=arg(l+1i) = —

]

Problema 3. Sobre cada lado de um quadrildtero arbitrdrio é construido um
quadrado exterior. Prove que os segmentos da reta juntando os centros dos
quadrados opostos sd@o perpendiculares e tém o mesmo comprimento.
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Figura 2.3: Representacdo geométrica do Problema [.

Resolugdo. Provaremos que FI? e ﬁ sao perpendiculares e de igual compri-
mento. Identificamos o plano euclidiano com o plano dos numeros complexos
e cada ponto é representado pela letra minUscula correspondente. Seja M o
ponto médio do lado AB. Entdo, o vetor ME é obtido através de uma rotacao

de 90 no sentido negativo do vetor %. Logo,
E:]\/[—l—]\ﬁ: b+a—22(b—a)
Do mesmo modo
7o c+b—2z(c—b); _ C+d_;(d_c>;H: d—l—a—;(a—d)‘

Comecemos por encontrar o vetor Fﬁ :

7 — (d+a) dla—d) (c+b) ilc—b)

2 2 2 + 2
(d+a—c—=b) ila—d+b—2c)

2 2

Vamos encontrar EZ? :

e (c+d) i(d—c) (b+a) i(b—a)
S e R L
_ (ctd—b—a) i(d—c—b+a) _ 7R
2 2 .

Como i corresponde a uma rotacao de 90°, Fﬁ e E23 sao perpendiculares e tém
0 mesmo comprimento.
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]

Problema 4. Um tesouro estd escondido numa ilha. Nessa ilha, existem apenas
duas drvores, uma palmeira P e um coqueiro C . Partindo do ponto D em que
desembarcar, conte os seus passos com muito cuidado. Quando chegar a pal-
meira, vire 90 graus a direita e caminhe, sempre em linha reta, exatamente o
mesmo numero de passos que tinha dado do ponto de desembarque até a pal-
meira. Enterre ai uma estaca S,. Volte ao ponto de desembarque, caminhe na
direcdo do coqueiro, conte os seus passos, vire 90 graus a esquerda e caminhe
exatamente o mesmo numero de passos que tinha dado desde o ponto de de-
sembarque até ao coqueiro. Enterre ai a segunda estaca S,. O tesouro estd
escondido a meio caminho entre as estacas S, e S,. Quais sGo as coordenadas
do tesouro?

S

P=(-19 C=(10) ¢

S,

Figura 2.4: Representacdo geométrica do Problema M.

Resolucdo. Queremos encontrar as coordenadas do tesouro. As coordenadas do
ponto de desembarque sao dadas por

D =a -+ bi.

O ponto onde a primeira estaca € colocada e dado por S; = P + PS;. Observe-

se que PS; e obtido de DP por uma rotacao de 90° no sentido anti-horario, ou
55 _ ;DP

seja, PS; =iDP. Como

DP=P-D=—1—(a+bi)=(-1—a)—0i,

temos
P8, = e 5DP = —i((—1 — a) — bi) = i(1+a) — b.
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Logo,
>a : :
S;=P+PSi=—-14+il+a)—b=—(1+b)+i(l+a)

, , ——
O ponto onde a segunda estaca € colocada € dado por S; = C'+ CS;. Observe-se
que CS; € obtido de DC por uma rotacao de 90° no sentido horario, ou seja,
—
CSy = —1 DZé;. Como

DC=C-D=1-(a+bi)=(1—a)—0i,
temos
CSy =5 DC = i((1— a) — bi) =i(1— a) +b.

Logo,
-~ . .
SQZC—l—CSQ = 1+2(1—a)+b: (1+b)+z(1—a)
Tendo os valores das coordenadas de S; e S, , entao podemos encontrar o ponto

médio P,,. Para tal, temos de somar S; e S, e dividir por 2, ou seja:

S1+S5 —-1-b+i+ai+1+b+t—az 2.
= = = —7 = 1.

2 2 2

Py,

Portanto, o ponto médio entre S; e S, é o imaginario i. E as coordenadas do
tesouro sao dadas por (0,1). O]

Problema 5. Dado um tridngulo AN ABC, sd@o construidos sobre os lados AC e BC
dois tridngulos retdngulos isosceles, NACE e ANCBD, rectdngulos em E/ e D,
respetivamente. Prove que o tridngulo ADEM também é isosceles e retdangulo
em M, onde M é o ponto médio do lado AB.

E

Figura 2.5: Representacdo geométrica do Problema f.
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Resolucdo. Vamos mostrar que ]\ﬁ e m sao perpendiculares e de igual com-
primento. Identificamos o plano euclidiano com o plano dos nimeros complexos
e cada ponto é representado pela letra minuscula correspondente. Observe-se
que o vetor @ é obtido através de uma rotacao de 45° do vetor C@ seguida
de uma contracao de razao \/% (de facto, como o triangulo isosceles ACBD é
retangulo em D, pelo teorema de Pitagoras temos |CB| = v/2|CD|). Assim,

imb—c V2 V2b—c 1
D=c+en V2 _C+(7+27)\/§ —C+(§+§)(b—6).
Logo,
1 a+b b ¢ a b b—c c—a b-—c
mzc+(§+§)(b_c)_< AR T A e

Do mesmo modo,

EZC+6_ZZ(G\/_§C):c+(a\/_§c>(\/7§—i§)=c+(%—i%)(a—0)
Logo,
— a+b 1 i a+b a ¢ ila—c)
BM =" —e= (3 3)e-9 =5 —emg+5+
b—c ila—c) S(c=a) . (b—20)
:2+2:—Z<2+22>.

Assim, Mﬁ = z’Mﬁ, ou seja, como i corresponde a uma rotacao de 90° , Mﬁ e
Mﬁ sao perpendiculares e tém o mesmo comprimento. O

Problema 6. Sobre cada lado de um tridngulo arbitrdrio, desenhe um tridan-
gulo equildtero. Provar que os centroides (baricentros) desses trés triangulos
equildteros sd@o os vértices de um quarto tridngulo equildtero (este resultado é
conhecido por Teorema de Napoledo).

Resolucdo. Seja Aajasas o triangulo inicial, e temos que Aw,azay, Aaswya; €
Aaya,ws a0 0s triangulos construidos sobre os lados do triangulo inicial Aa,azas.
Denotemos por b;, b, € bs 0s centrdides desses triangulos equilateros, respetiva-
mente, isto €&,

U}1+CL3+(12 CL3+UJ2+CL1 a2+a1—|—w3
b= ——F— by= by = ————.

3 N 3 3
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Figura 2.6: Teorema de Napoleao.

Sabemos pela Proposicao 21 que

wy 4+ wag + was = 0;
as + wwy + wia; = 0;

as + way + wws = 0,
Utlizamos a mesma proposicao para provar que Ab;byb; também é equilatero:

1
b1 -+ wa + w2b3 = 5{(’(1)1 + as -+ CLQ) + U)(CLg -+ W9 + CL1> -+ ’U)2(CL2 + aq —+ wg)}

1
= g{(wl + was + w?ag) + (az + wwy + way) + (ay + way + wws) =0,
logo o triangulo Ab,bybs é equilatero. O

Problema 7. Seja AABC um triGngulo isosceles com AB = AC. Seja P um
ponto no lado BC'. Sejam ainda X um ponto no lado AB e Y um ponto no lado
AC tais que

PX | AC e PY || AB.

Seja T' o ponto médio do arco entre B e C contido na circunferéncia por A, B
e C. Provar que PT 1 XY.

Resolucdo. Temos
P=B+1t(C—-B)
X =B+ 1t(A- D)
Y =C+1t3A-C)

para certos ty,ts,t3 € R. Assim,
PX=X—P=ty(A—B)—t,(C - B) = (ts— t,)(A — B) — t,(C — A).
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Figura 2.7: Representacdo do Problema .

Logo, para que PX seja paralela a AC é necessario que t, = t;. Do mesmo
modo, como

PY =Y -P=C—Btts(A—C)—t,(C—B) = (1 —t, — t5)(C — B) + ts(A— B),

para que PY seja paralela a AB é necessario que t5 = 1 — t;.

Ent3
e {PT%_—tl(C—A)

PY = (1—t,)(A— B)

logo
XY = (1—20)A+ (t, — DB+ 1,C.

Temos agora que encontrar 7. Sem perda de generalidade, podemos supor que
A=ic, B=1e C = —1. Aplicando a formula (1.11)), vemos que o circuncentro
O do triangulo é dado por

Entao .
T—A+240 = -,
C

Agora que ja temos P, T, X e Y, passaremos a provar pela Proposicao 8 que
PT e XY sao perpendiculares. Assim;

P-T 1-24h+1 1

Y—X (1—-2t)ic—1 ic

onde multiplicamos e dividimos por ic de forma a obter a Gltima igualdade.
[]

Problema 8. As retas [, I, e I3 sGo paralelas, com [, entre [, e [3. A distdncia
entre [, e [, é a; a distdncia entre I, e I3 é b. Expressar a drea de um tridangulo
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equildtero que tenha os trés vértices sobre cada uma das trés retas paralelas
em termos de a e b.

Resolucdo. Sem perda de generalidade, podemos sup6r que uma das retas coin-
cide com o eixo real.

(a+b)i z £5
ai £
d VA

t

Figura 2.8: Triangulo equilatero sobre retas paralelas.

De acordo com a figura anterior, fixamos um vértice em ai e outro vértice sobre
o eixo real, em ¢. O terceiro vértice denotamos por z. Sabemos pela Proposicao
que

2+ aiw + tw? = 0,

com
L) _1 3
w:623260312O°+isin1200:—sin300+icos30°:7+i§
e
1 V3B
= —i—.
2 2
Assim,
2= —qiw — tw?
-1 3 -1 V3
= eilg H) S )
av3 t a \/§
- (= 4+ Yo
o Ty tilg TS5
1 :
:§(t+a\/§)+%(a+x/§t)

Como z esta na reta I3, entdao Im 2z = a + b, e dai procuramos o valor de ¢:

1 a+2b
StV =atb=t=2"2"
2( ) V3

Seja d o lado do triangulo. Entao
2 . . 4 2 2
d* = (t —ai)(t +ai) = g(a +ab+b%)

39



Numeros Complexos em Geometria

Finalmente, podemos calcular a area do triangulo:

= lado x altura

_12' o_\/g 2 2
5 —§d sin 60 —?(a +Clb+b)

]

Problema 9. Dado um triGngulo qualquer NABC, a circunferéncia que passa
pelos pés das alturas passa também pelos pontos médios dos lados e pelos pontos
médios dos segmentos AH, BH e CH, onde H é o ortocentro do tridgngulo.

My

B

Figura 2.9: Circunferéncia dos nove pontos.

Resolucdo. Sem perda de generalidade, supomos que a circunferéncia circuns-
crita no triangulo AABC é unitaria e centrada na origem. Os pontos A, B e C
sao representados no plano complexo pelas letras minlsculas a, b e ¢, respeti-
vamente, com |a| = [b| = |¢| = 1.

Comecemos por encontrar o centro da circunferéncia C que passa pelos pontos
médios do triangulo: M, = %<, My = 2t¢ e Mo = £, Esta circunferéncia tem

centro no ponto
0 a+b+ec

2 2
e raio r = . Com efeito, temos:

) b+c a+b+c a 1
My - 5= | - =15 =3
2 2 2 2 2
) at+ec a+b+ec b 1
2 2 2 2 2
) a+b a+b+c c 1
My — 2| = _ :H:__
2 2 2 2 2

Vamos achar a distancia de % aos pontos médios H,, H, e H. dos segmentos que
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unem H, o ortocentro, aos vértices a, b e ¢, respetivamente.

) a+d 0 a+d—90 1
Ha—35l=1— _5': 2 ‘25;
0 b+o6 0 b+6—6 1
|Hb_§|: 7_5’:‘7‘25;
) c+o6 0 c+6—906 1
He=51=1= _5‘: 2 '25’

Logo, os pontos médios H,, H, e H,. pertencem também a circunferéncia C.

Logo passaremos a encontrar a distancia de g para os pés das alturas do triangulo
Aabe. A reta be tem equacao paramétrica x = b + t(c — b), com ¢ € R. Tendo
em conta a equacdo (f1.5) da reta perpendicular a uma reta dada por um ponto
dado, o pé da altura por « vai ser dado pelo sistema

{ r=b+t(c—0)
st =0

Assim, recordando que z = % quando z pertence a circunferéncia unitaria com
centro na origem, vamos ter

b+t(c—b)—a+5+t(6—5)—a
b

c—b ¢ —
b+t(c—b)—a+%+t(%—%)—l_0
c—b 1_1
c b
bttc—b)—a c+tlb—c)—%
=0
c—0b b—c
b— 2t(c — b) — be
- c+2t(c—0) a—l—a:O
c—b
opo G b 1
© 2a(c—b) 2
Consequentemente, o pé da altura por a € dado por
a® — bc 1 b+c a®—bc
— bt (5o 5 ) (e b) = .
v i 2a(c—b)+2 (c=0) 2 * 2a

Podemos finalmente encontrar distancia de x ao centro g:

L
1’2—

cb

| _lellp _ 1
2a

2|a] 2’

uma vez que |a| = |[b| = |c| = 1. Assim, a circunferéncia C passa pelo pé da altura
por a. De forma analoga, podemos ver que C também passa pelos pés das alturas
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por b e por c. [

Terminamos este capitulo com algumas sugestoes de exercicios sobre o tema em
que temos vindo a trabalhar.

Exercicio 2. Mostre que a reta que une os pontos médios dos dois lados paralelos
de um trapézio passa pelo ponto de interseccdo das retas que contém os outros
dois lados e também pelo ponto de interseccdo das diagonais.

Exercicio 3. Dado um trigngulo ANABC e um ponto D, sejam H, T e M 0s pés
das perpendiculares de D aos lados BC, CA e AB, respetivamente. Entéo, os
pontos H, T e M sdo colineares se, e so se, D estd na circunferéncia circuns-
crita do triGngulo NABC. Este resultado é conhecido por Teorema da Reta de
Simsont.,

Exercicio 4. Mostre que, em qualquer quadrildtero convexo, os pontos médios
dos lados sdo os veértices de um paralelogramo.

"Robert Simson(1687-1768) foi um matematico escocés que publicou diversas edicdes criticas e comen-
tadas sobre as obras dos antigos gedmetras.
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Capitulo 3

Inversoes

Comecaremos por aprofundar o conceito de inversao em relacao a uma circun-
feréncia e suas propriedades com base no uso dos niumeros complexos. Como
primeiro exemplo de aplicacao das inversoes, estudaremos uma demonstracao
do Teorema de Ptolomeu-Euler sobre quadrilateros ciclicos e terminaremos com
com a resolucao de alguns problemas que envolvem também a aplicacao de in-
versoes.

3.1 Definicao e propriedades das inversoées

Ja sabemos que a inversao na circunferéncia C := C(A, r) de centro em A e raio
r é a aplicacdo que envia cada ponto X # A no Unico ponto X’ na semireta AX
tal que |AX||AX'| = r.

Proposicdo 25. A inversdo relativamente a C é a aplicacdo I : C\ {A} — C
dada por

Demonstracdo. Temos que provar que z' = ”_ 4 ¢ satisfaz as seguintes condi-

zZ—a

coes:
1. |2/ —allz —a| = 1%

2. 7/ pertence a semireta de origem em a por z, isto &, 2’ é da forma 2’ =
a+ Az —a), com A > 0.

Temos
2 2 2
/_2_2:7"‘_2:7" r V(5 ) — g4
12" — al|*|z — a| ‘7 |z — a z—dz—a(z a)(z—a) =r",
logo |2’ — al|z — a| = 7.
Por outro lado,
2 2
z':r——l—azr—(z—a)—ira
zZ—a |z —al? '
Logo ' = a+ A(z —a), com \ = L= > 0. O
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Observacao 3. Dada uma circunferéncia de centro em A, a invers@o I, : C\
{A} — C\ {A} é uma involucao, ou seja, I é a transformacdo inversa dela
propria.

Vejamos como uma inversao atua sobre retas e circunferéncias.

Proposicdo 26. Seja C uma circunferéncia de centro P e raio r. A inversa@o I.
transforma:

1. uma circunferéncia que passa por P numa reta que ndo passa por P.

2. uma circunferéncia que nd@o passa por P numa circunferéncia que nao
passa por P.

3. uma reta que ndo passa por P numa circunferéncia que passa por P.

4. uma reta que passa por P numa reta que passa por P.
Demonstracdo. Podemos supor que P é a origem do referencial. Entao a inver-
sao I, é dada por

r2
z

Ic(Z) =

e, além disso,
C={2€C:2z=r"}.

Consideremos uma circunferéncia C; de centro em « e raio s, isto €,
Ci={z€C:(z—a)(z—a)=s}.

Comecamos por supor que C; nao passa pela origem e que « # 0. Entao,
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2

Assim, pondo w = = = I¢(z), temos que z € C; se, e sO se,

(w—p)(w - B) = R*

com
7’2

6: 2 R2:

a— £
«

§2p4
(aa — s2)%’

Assim, no caso em que C; nao passa pela origem e « # 0, I(C;) € uma circunfe-
réncia de centro em $3 e raio R.

No caso em que C; nao passa pela origem e o = 0, temos

2

Pondo w = = = I¢(2), temos que z € C; se, e sO se,

_ T
ww = —.
s2

. , . A . . . 2
Ou seja, I¢(C;) € uma circunferéncia de centro na origem e raio “-.

Daqui concluimos que uma inversao transforma uma circunferéncia que nao
passa pelo centro de inversao numa circunferéncia que nao passa pelo centro
de inversao.

Supomos agora que C; passa pela origem (necessariamente, o # 0 e s* = aaq).
Entao,

S
1 1I\/1 1 1
<:><——— (t—t>:—,
o z (6] z zZz
1 1 1 r? ot
&S -—-—-—-——+—=05a—+a—=r".
y40 y40 ax z z

2

Mais uma vez, pondo w = = = I¢(z), temos que z € C; \ { P} se e s0 se

aw + qw :7“2,

que é a equacao de uma reta que nao passa pela origem.

Finalmente, seja R uma reta que passa pela origem, cuja equacao sera neces-
sariamente da forma

az+ az =0.
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Temos,

?"2

2
ZGR\{P}@@szaZ:O{:)dTT—i—a—:O.
z z

Logo, Ie(R\{P}) = R\ {F}.
]

Observe-se que, se C é uma circunferéncia de centro z, (ndo necessariamente a
origem) e raio r e C, tiver centro em « e raio s, entao o centro de I(C;) é dado
por

r?(a — zp)

3 + 2. (3.1)

o P -2
Exemplo 12. Consideremos duas circunferéncias C e £ que se intersetam em
dois pontos distintos, A e B. Suponha-se que o centro P de C estd sobre &.
Como & passa pelo centro de C, C* = I:(€) é uma reta. Por outro lado, como
a inversdo I fixa os pontos que estdo sobre C, temos I.(A) = A e Ic(B) = B.
Logo C* e a reta definida por A e B.

Proposicdo 27. Dadas duas circunferéncias distintas C, e C,, temos:

1. se C; e C, ndo se intersetam, existe uma inversdo que transforma C, e C,
em circuferéncias concéntricas;

2. se C; e C, intersetam-se, existe uma inversdo que transforma C, e C, em
retas,

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos sup6r que C; tem centro
em a; = 0 e raio s; e Cy tem centro em a, € R e raio s,. Queremos encontrar
uma circunferéncia C de centro em z e raio » de modo a que I-(C;) e I:(Cy)
sejam concéntricas. Obviamente,  também tera que estar sobre o eixo real.
Assim, tendo em conta (B.1), temos de resolver a equacéo

T T — Qo

T AT

xz

que é equivalente a equacao de segundo grau
ox? + 2(85 — 57 — al) + azst = 0.

Logo

IR Y ESVIC B Tt T R

2&2

46



Numeros Complexos em Geometria
Daqui concluimos que, se
(5] — 85+ a3)® —4s3a3 >0, (3.3)

entdo a equacdo tem solucdo. Mas a condicdo (B.3) é precisamente a condicdo
para que as duas circunferéncias nao se intersetem. Logo, se este for o caso,
a inversao em qualquer cinrcunferéncia de centro em z transforma C; e C; em
circuferéncias concéntricas.

Se C; e C, intersetam-se, podemos tomar uma circunferéncia C de centro num
dos pontos de intersecao e temos obviamente que a inversao /. transforma C; e
C, em retas. O

3.2 Teorema de Ptolomeu-Euler

Comecamos com o seguinte lema, que nos diz como as inversoes tranformam
distancias.

Lema 3. Suponhamos que P* e )* s@o inversos dos pontos P e @, respetiva-
mente, em relacdo a circunferéncia C com o centro na origem O e raio r. Entdo,

?PQ|
oPoQr

_ P

PrQr| = PQl=— <1

Demonstracéo. Por definicao de inversao, temos
[OP|OP"| =%, 0Q[|0Q"| =r*.

Logo, dividindo as duas igualdades, temos

0P _10Q|
0Q° ~ 0P|

Pelo critério LAL de semelhanca de triangulos, temos que AOP*Q* e AOQP sao
semelhantes.

Assim,

|PrQf| _loP| _ r?

[QP] — |oQl — |OP|lOQ]
Logo 0P

N 2 )k r
|[P*Q*||OP||OQ] = r*|QP| < |P*Q |—W‘

A segunda igualdade resulta da primeira pelo facto da inversao ser uma involu-
cao. O
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Figura 3.1: AOP*Q* ~ AOQP.

Teorema 1 (Teorema de Ptolomeu-Euler). Para quatro pontos arbitrdrios A, B,
C e D, vale a igualdade

|AB||CD| + | BC||DA| > |AC||BD)

se, e so se, A, B, C e D, forem cociclicos (estdo sobre uma mesma circunfe-
réncia).

Demonstracédo. Consideremos uma inversao tendo D como o centro. Pela desi-
gualdade triangular, temos que

|A*B*| + |B*C*| > |A*C*|, (3.4)

e vale a igualdade se, e so se, A*, B* e C* forem colineares. Observe-se que,
para que A*, B* e C* sejam colineares, € necessario e suficiente que a circun-
feréncia circunscrita a A, B e C passe também por D, o centro de inversao,
tendo em conta a Proposicéo 26

Pelo lema anterior, em termos de A, B, C' e D, a condicao (@) € equivalente

a
r?| AB] r?|BC| S r?|AC|

|AD||BD|  |BD||CD| ~ |AD||CD|

Ou seja,
|AB||CD| + |BC||DA| > |AC||BD|

e, pelo que observamos, a igualdade vale se e s6 se A, B, C' e D sao cociclicos.
OJ
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3.3 Problemas com inversoes

Problema 10. Considere um triGngulo NABC, e seja C uma circunferéncia por
A e B, e seja D outra circunferéncia por A e C, que se intersetam perpendi-
cularmente. Qual é o lugar geométrico do outro ponto X de interseccdo de C
com D?

Figura 3.2: Representacdo do Problema [i0.

Resolucdo. Vamos considerar uma inversao relativamente a uma circunferéncia
£ com centro em A. Por meio desta inversao: a circunferéncia C é transformada
na reta C* definida pelos pontos de intersecao de C e &; a circunferéncia D é
transformada na reta D* definida pelos pontos de intersecao de D e £.

Figura 3.3: Acéo de I¢ sobre a figura B.2.

Como consequéncia do teorema do arco capaz, sabemos que o lugar geométrico
dos pontos X* (os inversos de X) tais que ZC*X*B* € um angulo de 90° é a
circunferéncia F de diametro B*C*. Assim, se o angulo ZC*AB* nao for reto
(isto é, A ¢ F), o lugar geométrico dos pontos X = I-(X) € a circunferéncia
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I¢(F), que passa por C' e B. Se o angulo ZC*AB* for reto (isto &, A € F), o
lugar geométrico dos pontos X = I-(X*) € a reta I¢(F), que passa por C e B.
O

Problema 11. Seja C uma circunferéncia no interior da circunferéncia D. Cons-
trua-se uma sequéncia de circunferéncias de acordo com o seguinte procedi-
mento: C, é uma circunferéncia simultaneamente tangente a C e D, ndo con-
tendo C; C, uma circunferéncia simultaneamente tangente a C, D e C,, ndo
contendo nenhuma das circunferéncias anteriores; Cs uma circunferéncia simul-
taneamente tangente a C, D e C,, ndo contendo nenhuma das circunferéncias
anteriores; e assim sucessivamente. Provar que o menor numero n para o qual
C, interseta C, e o facto do anel de circunferéncias ser fechado (isto é, C, é
tangente a C,) ndo dependem da circunferéncia C, de partida considerada.

Figura 3.4: Um anel fechado com n = 8.

Resolugdo. Basta aplicar uma inversao de modo a que C* e D* sejam concéntri-
cas, situacao em que o resultado é trivial. N
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