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Resumo

Para sucessdes estacionarias que verifiquem certas condicdes de dependéncia, se a sucessdo
de processos pontuais de cruzamentos converge em distribuicao, entao o processo pontual
limite é necessariamente um processo de Poisson composto, cuja intensidade se relaciona com
um parametro denominado indice de cruzamentos 7, 0 < n < 1. Este coeficiente extremal pode
ser visto como uma medida do agrupamento de cruzamentos de niveis elevados pelas variaveis
de uma sucessao estacionaria e fornece informacao diferente e complementar a dada por um

dos parametros mais importantes na Teoria de Valores Extremos, o indice extremal 8, 0 < 6 < 1.

Nesta tese avaliamos o efeito que a subamostragem exerce sobre o valor do indice de cruza-
mentos 1 e, com base em diferentes caracterizacdes assintoticas deste parametro e na sua
relacdo com o indice extremal, propomos diversos métodos para o estimar. Demonstramos
varias propriedades dos estimadores propostos e aplicamo-los em amostras de dados simulados

e de dados reais.
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Abstract

For stationary sequences, under general dependence restrictions, if the sequence of point
processes of upcrossings converges in distribution, then the limiting point process is necessarily
a compound Poisson process, with intensity linked to a parameter called upcrossings index
n, 0 < n < 1. This extremal coefficient can be viewed as a measure of the clustering of
upcrossings of high levels by the variables of a stationary sequence and it provides different and
complementary information to that provided by the key parameter in Extreme Value Theory,
the extremal index 6, 0 < 6 < 1.

In this thesis we evaluate the effect that subsampling has on the value of the upcrossings
index n and exploring the asymptotic characterizations of this parameter, as well as its relation
with the extremal index, we propose different estimating methods. Several properties of the
proposed estimators are proved and applications to simulated and real data given.

Keywords

Upcrossings index, local dependence conditions, subsampling, estimation, consistency and

asymptotic normality.
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Introducéao

A Teoria de Valores Extremos emergiu da necessidade de caracterizar o comportamento de
observacoes extremas, em particular caracterizar a distribuicdo do maximo das n primeiras va-
riaveis de uma sucessao X = {X,},>1, de variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas (iid). Dado que o conhecido Teorema Limite Central de Lindberg-Lévy nao respon-
dia a esta necessidade, Fréchet (1927), Fisher e Tippett (1928) e Gnedenko (1943) provam que,
independentemente da distribuicdo das variaveis que compdem a sucessdo X, a classe de pos-
siveis leis limite para o maximo, linearmente normalizado, das n primeiras variaveis de X, caso

exista, se restringe a trés tipos distintos: Fréchet, Gumbel ou Weibull.

0 estudo de observacdes extremas em areas como a hidrologia, as finangas ou mesmo a en-
genharia cedo fizeram perceber que a hipdtese de independéncia entre as variaveis da sucessao
seria demasiado restritiva na modelacdo de dados reais. A investigacdo nesta area procurou
assim estender de alguma forma os resultados ja conhecidos, para o caso iid, a sucessoes que
apresentam dependéncia entre as variaveis, ou até mesmo, a sucessdes em que as variaveis nao

apresentam a mesma distribuicao.

A introducao de condicoes convenientes de dependéncia local e assintotica foi fundamental
para a aplicacao da Teoria de Valores Extremos desenvolvida no contexto iid, como o Teorema
dos Tipos Extremos, a sucessoes dependentes, em particular a sucessoes estacionarias. As
condicdes utilizadas com maior frequéncia sao as condicdes de independéncia assintotica A(u)
de Hsing et al. (1988) e D(u) de Leadbetter (1974) e de dependéncia local D’(u) de Leadbetter
(1974), D" (u) de Leadbetter e Nandagopalan (1989) e D(*)(u), k > 1, de Chernick et al. (1991).

Nesta passagem do contexto iid para o contexto estacionario encontramos um dos parame-
tros mais relevantes nesta teoria, o indice extremal, 6 € [0,1]. Este parametro definido por
Leadbetter (1983), permite relacionar a distribuicao limite do maximo das n primeiras variaveis
de uma sucessao estacionaria, com a distribuicdo limite que obteriamos se a sucessao fosse iid,

0 que justifica a sua extrema importancia.

As condicoes de dependéncia local referidas acima permitem obter formulas simples para o
calculo do indice extremal a partir de um nimero finito de variaveis consecutivas da sucessao.
Estas formulas estdao na base de muitos dos métodos propostos para estimar este coeficiente
extremal, sendo os principais o0 método dos blocos (e.g. Hsing (1991), Weissman e Novak (1998),
Robert (2009), Robert et al. (2009), Drees (2011)), o método dos runs (e.g. Nandagopalan
(1990), Hsing (1993), Weissman e Novak (1998), Gomes et al. (2008)) e o método do tempo
entre excedéncias (e.g. Ferro e Segers (2003)), Siiveges (2007), Siiveges e Davison (2010)).

Excedéncias de niveis elevados sao sem duvida os acontecimentos mais estudados na litera-
tura de extremos, sendo o indice extremal uma medida do agrupamento desses acontecimentos.
Podem, no entanto, ocorrer situacoes adversas com outros tipos de acontecimentos extremos,
como cruzamentos de niveis elevados. H. Ferreira (2006) define um novo coeficiente extremal,

o indice de cruzamentos, 1 € [0,1], que é uma medida do agrupamento de cruzamentos ascen-

1



dentes de um nivel elevado pelas variaveis de uma sucessao estacionaria X. Este parametro
permite relacionar o nimero médio limite de excedéncias, 7, com o niUmero médio limite de
cruzamentos ascendentes, v, de um mesmo nivel, através da relacdo n = g #, onde 4 é o indice
extremal de X. Sob a validade de novas condicoes de dependéncia local H. Ferreira (2006,

2007) obtém formulas simples de calculo deste parametro.

Robinson e Tawn (2000) concluiram que a frequéncia amostral influencia o valor do indice
extremal ao provarem que o indice extremal de uma sucessao subamostrada a partir de uma
sucessao estacionaria inicial X, em intervalos fixos de T-unidades, i.e., de uma subsucessao
Y = {Y, = Xi1(n-1)7}n>1, T > 1, &€ sempre superior ou igual ao da sucessao inicial. Sera assim
de esperar que conclusdes semelhantes possam ser retiradas para o indice de cruzamentos 7,
até porque estes dois coeficientes extremais se relacionam entre si. A confirmacao deste facto
€ dada no segundo capitulo onde, seguindo de perto a estrutura de Sebastido et al. (2010),
analisamos o efeito que a subamostragem sistematica de passo constante 7' > 1, considerada

em Robinson e Tawn (2000), tem no indice de cruzamentos.

Provamos que a intensidade do processo pontual limite do processo pontual de T-cruzamen-
tos é caracterizada por um parametro n(”) ¢ [0,1], a que chamamos indice de T-cruzamen-
tos e introduzimos condicdes de dependéncia local que permitem obter formulas simples de
calculo deste parametro. Mostramos de que forma os indices de 7'-cruzamentos se relacionam
entre si e uma vez que 7 := 5! generalizamos naturalmente a relacdo existente entre o
indice extremal e o indice de cruzamentos. Assumindo que a sucessao estacionaria X verifica
determinadas condicoes de dependéncia, provamos que a sucessdo subamostrada Y verifica
condicdes analogas e calculamos o seu indice de cruzamentos 1Y) a partir da relacdo com o
indice de T-cruzamentos de X, (7%,

A relacédo entre o indice de cruzamentos e o indice extremal permite-nos estimar o indice
de cruzamentos a partir dos conhecidos estimadores do indice extremal e de estimadores de
7, nimero médio de excedéncias e v nUmero médio de cruzamentos. Contudo, conseguimos
propor, a partir das caracterizacoes assintdticas do indice de cruzamentos, estimadores com
melhores propriedades assintdticas. Debrucamos-nos sobre este assunto no terceiro capitulo,
onde propomos um estimador nao paramétrico relacionado com runs de cruzamentos e por
conseguinte sera denominado estimador de runs do indice de cruzamentos. Este estimador
surge naturalmente a partir dos resultados do capitulo anterior, uma vez que, sob a validade
de determinadas condicdes de dependéncia, a distribuicao condicional do tamanho dos runs de
cruzamentos, do processo autoregressivo considerado, converge para uma distribuicdo geomé-
trica de valor esperado coincidente com o inverso do indice de cruzamentos. Torna-se assim
natural estimar o indice de cruzamentos através do quociente entre o niUmero de runs de cruza-
mentos e o nimero total de cruzamentos. Provamos a consisténcia e normalidade assintética
deste estimador, inicialmente sugerido por H. Ferreira (2007). Analisamos o0 seu comportamento
em diversas amostras de dimensao finita, simuladas a partir de processos para os quais o indice
de cruzamentos é bem conhecido, bem como em conjuntos de dados reais. A maioria dos

resultados deste capitulo sao apresentados em Sebastido et al. (2012).



No Ultimo capitulo propomos um método de estimacao do indice de cruzamentos baseado no
facto de, mediante certas condicdes, o indice de cruzamentos ser aproximadamente o inverso
da dimensao média dos grupos de cruzamentos. A definicio de grupo de cruzamentos esta asso-
ciada uma particao da amostra X, ..., X,, em blocos com uma certa dimensao r,, conveniente,
e o numero de pontos em cada grupo de cruzamentos sera o nimero de cruzamentos de um
nivel elevado em cada um desses blocos. Define-se assim um estimador de blocos do indice
de cruzamentos. Estudamos as propriedades assintéticas deste estimador. Neste capitulo ainda
propomos outros estimadores baseados na metodologia dos blocos e procedemos a comparacao,

via técnicas de Monte Carlo, do conjunto de estimadores propostos.

Terminamos com algumas consideracdes finais onde fazemos uma sintese da investigacdo

realizada e destacamos alguns pontos inacabados que poderao ser objeto de trabalho futuro.






Capitulo 1

Conceitos Fundamentais

1.1 Introducéao

Com o objetivo de tornar mais clara a leitura dos capitulos subsequentes, apresentamos
a seguir algumas definicoes e resultados que serao relevantes ao longo deste trabalho e que
referiremos sempre que julgarmos oportuno. Aproveitamos para introduzir notacoes que serao

usadas ao longo do mesmo.

Da Teoria Classica de Valores Extremos salientamos o Teorema dos Tipos Extremos ou do
Limite Extremal que caracteriza a classe das possiveis leis limite do maximo, linearmente nor-

malizado, de n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

A maioria dos resultados que apresentamos referem-se a situacdo de nao independéncia,
mais concretamente ao estudo de extremos de sucessoes estacionarias onde se insere este tra-
balho. Uma grande diferenca que surge no estudo deste tipo de sucessdes, decorre do facto
de ser natural encontrarmos grupos de excedéncias ou de cruzamentos de niveis elevados, em
vez de valores isolados como no caso iid. Neste contexto, o tamanho médio dos grupos de
excedéncias de um nivel elevado é assintoticamente caracterizado por um parametro denomi-
nado indice extremal, que por sua vez, se relaciona, entre outros, com o indice de cruzamentos

(ascendentes) que caracteriza o tamanho médio dos grupos destes cruzamentos.

Fazemos a revisao de algumas condicoes de dependéncia que permitem, por um lado obter a
distribuicao limite do maximo de sucessdes estacionarias, e por outro, calcular o valor do indice
extremal e do indice de cruzamentos. Apresentamos ainda alguns dos estimadores conhecidos

para o indice extremal.

Omitimos as demonstracdes dos resultados referenciados neste capitulo por constarem nas
referéncias bibliograficas que apresentamos. Os assuntos aqui abordados poderao ser apro-
fundados nas seguintes obras de referéncia da Teoria de Valores Extremos: Gumbel (1958),
Leadbetter et al. (1983), Tiago de Oliveira (1984), Embrechts et al. (1997), Coles (2001),
Beirlant et al. (2004), Haan e Ferreira (2006) e Reiss e Thomas (2007).

1.2 Sucessdes de variaveis aleatérias independentes e identica-

mente distribuidas

Seja X = {X,, },>1 uma sucessao de variaveis aleatorias reais iid com funcao de distribuicao

(f.d.) comum F e denotemos por M,, = max{X;, Xs,...,X,} o maximo das n primeiras varia-
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veis desta sucessao.

A Teoria Classica de Valores Extremos comecou por querer dar resposta a questao de, se
para M, sujeito a uma normalizacao linear se teria como limite uma f.d. ndo degenerada, mais
concretamente, se

P(a,' (M, —by) < 2) = F"(anz + by) — G() (1.1)

n—-+oo

para todo o ponto de continuidade, z, da funcao de distribuicao G, com G alguma f.d. nao
degenerada e {a,, > 0},>1 € {b,},>1 sucessdes de constantes reais. Esta questao fazia sentido
uma vez que para somas existia tal convergéncia, garantida pelo Teorema do Limite Central.

O problema poderia colocar-se igualmente para o minimo, mas tendo em conta que
min{ X7, Xo,..., X, } = —max{—X;, —Xs,...,—X,} os resultados para o minimo obtém-se facil-

mente a partir dos do maximo, M,,.

Quando (1.1) se verifica dizemos que F pertence ao dominio de atracao, neste caso para
maximos, de G, simbolicamente F' € D(G), e designamos as constantes a,, > 0 e b,, n > 1, por

constantes de atracdo de F' para G, ou constantes de normalizacao.

A classe das distribuicées a que G pertence, ou equivalentemente, o dominio de atracdo
a que pertence a f.d. F comum as variaveis da sucessao, é entdo estabelecida no classico
Teorema dos Tipos Extremos devido a Fréchet (1927), Fisher e Tippett (1928) e formalmente

demonstrado por Gnedenko (1943), que a seguir recordamos.

Teorema 1.2.1 Se a sucess@o X de varidveis aleatorias iid verifica (1.1) para algumas constan-

tes reais a,, > 0 e b,, n > 1, entdo G é do tipo de uma das trés seguintes distribuicées:

Tipo | (Gumbel)  H(x) = A(z)=-exp(—e %), z € R;

Tipo Il (Fréchet)  H(x)

Oy (z) = exp(—z~%), = > 0, paraalgum o > 0;

Tipo lll (Weibull) H(x) = Y.(z)=exp(—(-2)*), z <0, paraalguma > 0.
Reciprocamente, qualquer f.d. da forma anterior pode aparecer como limite em (1.1), o
que de facto acontece quando G é, ela propria, a f.d. comum as variaveis da sucessao X.

Dizer que a f.d. nado degenerada G, é do tipo de uma das trés distribuicdes de valores
extremos (Gumbel, Fréchet ou Weibull) significa dizer que existem constantes reaisa > 0 e b
tais que G(x) = H(ax +b).

As trés distribuicoes de valores extremos apresentam comportamentos na cauda muito dife-

rentes, como podemos observar na Figura 1.1.

A classe de leis limite para o maximo de sucessoes iid apresentada no Teorema 1.2.1 coincide

com a classe das distribuicoes max-estaveis, isto &, funcoes de distribuicao G, tais que
G"(Anz + B,) = G(z)

para algumas constantes reais 4, > 0 e B,, n > 1. Esta importante caracterizacao das leis
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limite do maximo de sucessoes iid é consequéncia de (1.1) e de um lema relativo a convergéncia

de funcodes de distribuicao, conhecido como Lema dos Tipos de Khintchine.

3 - - = Gumbel
Fréchet
— Weibull
© _|
o
o 9
S o
I
o
(%2}
o
a < |
o
NI .
o :
o L -
o
T T T T T
-4 -2 0 2 4

Figura 1.1: Distribuicées de valores extremos (Gumbel, Fréchet e Weibull) com o = 1.

Lema 1.2.1 Sejam {F,},>1 uma sucessdo de funcbes de distribuicdo, G e G* funcbes de dis-
tribuicGo ndo degeneradas. Se existirem constantes a,, > 0, b,, o, > 0, B,, n > 1, para as

quais

entdo
Qp, Bn - bn *
I sa>0, M b e Glaz+b)=Gr(a).
Ay, n—-+oo A, n——+oo

Este lema tem também um papel preponderante na extensdao do Teorema dos Tipos Ex-

tremos, Teorema 1.2.1, as sucessdes dependentes.

Conhecendo o dominio de atracdo da distribuicdo F, comum as variaveis da sucessao X,
podemos usar a distribuicao de valores extremos adequada para modelar a distribuicao do
maximo M,,, tendo em conta o Teorema 1.2.1. Contudo, o conhecimento do dominio de atracao
de F n&o é obrigatdrio, uma vez que as familias Gumbel, Fréchet e Weibull podem ser unificadas
numa Unica familia paramétrica de distribuicées, denotada pela sigla GEV (do inglés Generali-

zed Extreme Value), generalizada de valores extremos (von Mises (1936)). A familia GEV tem
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funcdes de distribuicao da forma

GEVe yo(x) =exp{— [1+£ (Hﬂ_&} (1.2)
o +

definidas no conjunto {z : 1+ &(x — u)/o > 0}, onde n € R é o parametro de localizacado, o > 0

€ o parametro de escala, £ € IR é o parametro de forma e z, = max{0,z}.

O parametro &, designado indice de cauda, determina o comportamento da cauda da dis-
tribuicao (ver Figura 1.1): se £ é positivo entdo a cauda é pesada (Fréchet), se £ = 0 (tomando

Elirr(l) em (1.2)) entdo a cauda é leve (Gumbel) e se £ < 0 entdo a cauda é limitada (Weibull).
—

Conhecida a forma da distribuicao limite do maximo M,,, é importante saber em que condi-
coes ha convergéncia para esse limite. O resultado apresentado a seguir da-nos essas condicoes
e a sua extensao as sucessoes estacionarias assumira grande importancia como veremos na

proxima seccao.

Teorema 1.2.2 Seja X uma sucessdo de varidveis aleatérias iid com funcdo de distribuicdo

comum F e u = {u, },>1 uma sucessdo de niveis reais. Entéo, para 0 < 7 < +oc0, tem-se

P(M, <u,) ——e 7 (1.3)
n—-+oo
se e sO se
n(l = F(up)) ————= 7. (1.4)
Notemos que (1.1) é um caso particular de (1.3) quando consideramos 7 = 7(x) = — log G(z)

e u, = up(x) = apx + b,. Consequentemente, uma condicdo necessaria e suficiente para
F e D(G) é,

n[l — F(u,(z))] —— 7 =7(z) = —log G(x)

n—-+oo

para todo o x e algumas constantes reais a,, > 0 € b,,, n > 1.

Se considerarmos que a sucessdao X tem uma excedéncia do nivel u,, no instante i quando o
acontecimento {X; > u, } ocorre, temos que a probabilidade de ocorréncia de uma excedéncia
é1— F(u,) e, por conseguinte, o nUmero médio de excedéncias do nivel u,, pelas n primeiras
variaveis da sucessao X € dado por n[1— F(u,)]. O nivel u,, diz-se normalizado para excedéncias
se o nimero médio de excedéncias for assintoticamente constante, isto €, quando (1.4) se

verificar para algum 7 > 0. Neste caso denotaremos u,, por uﬁﬁ.

Existindo uma sucessao de niveis normalizados para X, u(™ = {U;T)}”Zl para algum 7 > 0,
entdo existe para todo 7 > 0. Mais ainda, toda a f.d. pertencente a algum dos trés dominios
de atracao classicos verifica (1.4), contudo o reciproco é falso. Salientamos ainda que, quando

n — +o0, ul) tende para zp = sup{z : F(z) < 1}, o limite superior do suporte de F.

Nas Ultimas décadas, o estudo da distribuicao limite do processo pontual das excedéncias



de niveis reais u = {u, },>1 pelas variaveis de uma sucessao X,
Na(un)(B) =Y Lix,su,18:(B), B CB([0,1]) (1.5)
i=1

onde ¢,(B) é a medida de Dirac do conjunto B induzida pelo ponto a e B(]0,1]) representa a

tribo de Borel sobre [0, 1], adquiriu um estatuto especial na Teoria de Valores Extremos.
Esta importancia é justificada pela relacdo

=
T <ot = {No(un (2))([0,1]) < k- 1)

an

onde u,(z) = apx + b, € Mék) denota a k—ésima estatistica ordinal (e.o.) superior associada a
X1, Xa,...,X,. De facto, se conhecermos a distribuicdo assintética de N,,(u,(z)) dispomos da

lei limite da k—ésima e.o. superior linearmente normalizada.

Para niveis normalizados para excedéncias, u;”, tem-se que a sucessao dos processos pontu-

ais das excedéncias desses niveis pelas variaveis de uma sucessdao X de variaveis aleatorias iid
converge em distribuicdo para um processo de Poisson homogéneo sobre [0, 1] de intensidade 7.

A utilizacao de sucessdes iid na modelacdo de dados reais €, como ja referimos, inade-
quada em inumeras situacdes. Basta pensarmos que, por exemplo, os dados climatéricos sao
geralmente séries temporais para as quais existe dependéncia temporal. Tendo em conta esta
realidade, é natural que a investigacao na area de valores extremos tenha procurado abranger
situacdes de nao independéncia e/ou nao igualdade da distribuicdo das variaveis da sucessao.
A maioria dos resultados que se encontram na literatura referem-se a situacdo de nao inde-

pendéncia, mais concretamente ao estudo dos extremos de sucessbes estacionarias.

1.3 Sucessoes estacionarias

Dizemos que a sucessao de variaveis aleatorias reais X = {X,,},>1 & (estritamente) esta-
cionaria se para cada escolha de indices, 1 < i; < --- < i,, e todo o inteiro m > 1, os vetores

aleatorios (X;,,..., X;,) € (Xi;4m,-- -, Xi, +m) t€mM a mesma distribuicdo.

No estudo dos valores extremos de sucessoes estacionarias € usual considerar certo tipo de
condicoes de dependéncia que garantem que a distribuicdo limite do maximo é ainda, neste
caso, do tipo max-estavel. De uma maneira geral admite-se que a medida que |i — j| cresce,
a dependéncia entre X; e X, tende a desaparecer. O exemplo mais simples deste tipo de
restricoes é a m-dependéncia que garante que, desde que |i — j| > m, X; e X, sdo variaveis

aleatorias independentes.

Outras condicoes de dependéncia fraca, também designadas por condi¢ées de independéncia
assintdtica, tém sido consideradas por forma a estender os resultados conhecidos para sucessoes
iid as sucessdes estacionarias. Destacamos aqui as condicdes A(u) de Hsing et al. (1988) e D(u)
de Leadbetter (1974).



Definicao 1.3.1 A sucessdo X verifica a condi¢cdo A(u), para uma dada sucessGo de reais

u= {un}nzl, se

any = sup {|P(ANB) — P(A)P(B)|: A € B{(un), B € By (up), 1 <k <n—1}, (1.6)

onde Bf (u,) representa a tribo gerada pelos acontecimentos {X; < u,}, i < s < j, é tal que

Qn |

sbn

——— 0, para alguma sucess@o l,, = o(n).
n—+oo

Hsing et al. (1988), recorrendo ao lema que a seguir apresentamos, provam que sob a
validade de A(u) se a sucessao de processos pontuais de excedéncias {N,,(u,)}.>1, gerada
por uma sucessao estacionaria X, converge entao o processo pontual limite € um processo de

Poisson composto sobre [0, 1].

Lema 1.3.1 Seja X uma sucessdo estaciondria que verifica a condi¢cdo A(u) para sucessoes

k= {kn}nzl, = {ln}nzl eu= {un}nzl tais que

knly
fop, ———— 400, 0,  knQny, — 0. (1.7)

n—-4oo n n——+o0o n—-—+o0o
Para cada n, sejam J,;, 1 < i < k,, subconjuntos disjuntos de inteiros em {1,2,...,n}, tais

kn
que # (U Jn,z) ~ne Xn,j = ]I{Xj>un}'
=1

Entdo, para qualquer sucess@o de constantes ndo negativas {a,},>1 € qualquer funcdo, f

definida sobre [0, 1], ndo negativa, continua ou em escada f em [0, 1], tem-se que,

E

n kn
exp {an Z f(m/n)XmmH - HE exp{ —an Z fm/n)Xnm ——0.
m=1 J=1 medJdn, i

Teorema 1.3.1 Suponhamos que a condicdo A(u) se verifica para X e {N, (u,)},>1 converge
em distribuicdo para algum processo pontual N. Entdo N é necessariamente um processo de

Poisson composto com transformada de Laplace
1 +oo _
() =exp [ <6 [ 1= Y w7 | da |, (1.8)
0 =1

para cada funcédo f em [0, 1], ndo negativa e mensurdvel, onde

B=—log lim P(Ny(u)([0,1)=0) e =(j)= lim m(j) (1.9)

n—-+oo n—-+oo

com

mn(j) = P (Z WX, 5u,) = J

=1

Z]I{Xi>un}>0>,j:1,2,..., (1.10)
=1

para alguma sucess@o r, = [n/ky,] com {k,} nas condicées de (1.7). Além do mais, sob A(u),
se (1.9) se verificar para algum § > 0, uma distribuicdGo de probabilidades = e uma sucess@o
{kn}n>1 nas condicées (1.7), entdo {N,(u,)}.>1 converge em distribui¢do para o processo de

Poisson composto anterior.
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As excedéncias do nivel u,, por X; comi € J,; = {(j — D)rn +1,...,0r}, J = 1,... ky,
rn = [n/ky] com k, nas condicoes de (1.7), ou seja, as excedéncias ocorrendo no mesmo bloco,
sao consideradas como pertencentes a um mesmo grupo de excedéncias. A distribuicao m,(j)

em (1.9) é designada por distribuicao condicional do tamanho de um grupo de excedéncias.

Se em (1.6) considerarmos apenas acontecimentos

P q

A= ﬂ{XL < Un} S B = ﬂ{st < Un}
s=1 s=lI

taisque 1 < iy < --- < iy < j1 < -+ < jg < n, j1 —1i, > 1 encontramos a condicao de

dependéncia mais fraca D(u).

Esta condicdo, que garante a independéncia assintotica de maximos de blocos de varia-
veis suficientemente afastadas, permitiu a Leadbetter e Nandagopalan (1989) obterem a inde-
pendéncia assintdtica de maximos sobre intervalos disjuntos de sucessoes estacionarias. Conse-
quentemente, a validade da condicao D(u), permitiu provar que o Teorema dos Tipos Extremos

continua a ser valido para sucessoes estacionarias.

Teorema 1.3.2 Seja X uma sucess@o estaciondria e a,, > 0 e b, constantes reais tais que
P(a; (M, —b,) < z) converge para alguma fungdo de distribui¢do ndo degenerada G. Se D(u)

se verifica com u = {u, = a,x + b,},>1, para cada = € R, entdo G é de um dos trés tipos

referidos no Teorema 1.2.1.

O’Brien (1987) sob a validade de uma condicdo de independéncia assintotica mais fraca
que a condicdo D(u) obtém a distribuicao assintética de M,, a partir de um numero finito de
variaveis de X.

Definicdo 1.3.2 Dizemos que a sucess@o estaciondria X tem independéncia assintética de md-
ximos relativamente a sucess@o de numeros reais {c, },>1, € escreveremos X tem AIM(c,), se

existe uma sucessdo de inteiros positivos {g, },>1 com ¢, = o(n) tal que

an = max |[P(Mi i, Miyqi1,itqtj < cn) — P(M1; < cn)P(Myj < ¢)| ——— 0,

n—-+o00

para todo i > q e j > q taisque i+ g+ j <n,onde M,; ; = max{X;, X;11,..., X;}.

Teorema 1.3.3 Suponhamos que X tem AIM/(c,), onde {c,},>1 € uma sucessdo de numeros
reais e seja {p, }»,>1 uma sucessdo de inteiros positivos tal que p = o(n), na = o(p) e ¢ = o(p).

Se

liminf F"(c,) >0 ou liminf P(My ), <c¢p | X1 >¢,) >0

n—-+oo n—-+o0o

entdo

P(Mn < Cn) . (F(Cn))nP(Ml,pScn | X1>cn) m 0
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P(M, <cp)—exp{—nP(X1>cp, M1p<c,)} ——0. (1.11)

- n—+4oo

0 processo pontual das excedéncias comporta-se assintoticamente como se fosse gerado por
uma sucessao iid, ou seja, sem pontos multiplos, se a sucessao estacionaria X verificar uma

condicao de dependéncia local introduzida por Leadbetter (1974) e denotada por D’(u).

Definicdo 1.3.3 A sucessdo X verifica a condicdo D’(u) para uma dada sucessd@o de numeros
reais u = {u, }n>1, S€

(%]

limsupn P(X1 > un, X; > u,) —— 0,
n—-+oo =2 k—+oco

onde [a] representa a parte inteira do real a.

A condicdo D’(u) limita a probabilidade de ocorréncia de duas ou mais excedéncias do nivel
u, em cada bloco de dimensao [n/k]. Este facto permitiu a Leadbetter (1983) estender o

Teorema 1.2.1 as sucessoes estacionarias como a seguir enunciamos.

Teorema 1.3.4 Seja X uma sucess@o estaciondria de varidveis aleatdrias com funcéo de dis-
tribuicdo comum F e u = {u, },>1 uma sucessdo de niveis reais e suponhamos que se verificam
as condicées D(u) e D'(u). Entdo para 0 < 7 < +o0, tem-se

P(M,, <u,) ——e 7
n—+00

se e so se

0 resultado anterior garante que a lei limite do maximo, linearmente normalizado, de uma
sucessao estacionaria fracamente dependente no sentido da condicdo D(u) e verificando D’(u),

coincide com a lei limite do maximo de uma sucessao iid.

Enquanto a condicdo D’(u) “controla” a ocorréncia de excedéncias de u,, a condicdo de
dependéncia local D”(u) de Leadbetter e Nandagopalan (1989) “controla” a ocorréncia de
cruzamentos ascendentes de u,,. Entendemos por ocorréncia de um cruzamento ascendente,
ou simplesmente cruzamento (uma vez que nao iremos considerar outro tipo de cruzamentos),

do nivel u,, pela sucessdo X no instante ¢, a ocorréncia do acontecimento {X; < u, < X;i1}-

Definicdo 1.3.4 A sucessdo X verifica a condicGo D" (u) para uma dada sucessdo de numeros

reais u = {u,},>1 se existe uma sucessdo de inteiros k = {k,},>1 nas condicbes (1.7),
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knP(X1 > u,) ——0e

n—-+4oo

rn—1
lim n P(Xi>u, X, <u X, =0.
dm (X1 > un, Xj Sup < Xjp1)
J=2
Sob a validade desta condicao, mais fraca que a condicao D’(u), e supondo assintotica-
mente constante o nimero médio de cruzamentos de u,, entre as n primeiras variaveis de X,

Leadbetter e Nandagopalan (1989) obtém a distribuicao limite de M,,.

Teorema 1.3.5 Se X verifica as condicées D(u) e D" (u), entdo

nP(X; <u, < Xy) —— v seesose P(M,<u, ——e ", 0<v<+o0.

n—+00 n—-+00

A condicao de dependéncia local D”(u), que restringe localmente as oscilacdes rapidas junto
de niveis elevados tem, como seria de esperar, efeito sobre o processo pontual dos cruzamentos
de u,, gerado pela sucessao X, definido por

n—1

Nn(un)(B) = Z ]I{XiSUn<Xi+1}6T% (B)7 B C B([O’ 1]) (1.13)

=1

Esta condicdo tem sobre N, (u,) um efeito analogo ao que D’(u) tem sobre N, (u,), uma
vez que evita o agrupamento de cruzamentos. Assim, sob a validade de D”(u) e supondo
assintoticamente constante e igual a v o nimero médio de cruzamentos de u,, pelas n primeiras
variaveis de X, {Nn(un)}n21 converge em distribuicdo para um processo de Poisson homogéneo

sobre [0, 1] de intensidade v.

Em relacdo ao processo pontual das excedéncias (1.5), sob a validade de D’ (u) e supondo as-
sintoticamente constante o nUmero médio de cruzamentos de u,, entre as n primeiras variaveis
de X, as excedéncias agrupadas ocorrem consecutivamente e por conseguinte, a distribuicao
condicional do tamanho de um grupo de excedéncias é assintoticamente igual a distribuicao
condicional do comprimento de um run de excedéncias (sequéncia de excedéncias sucessivas)

que se encontra definida no resultado seguinte de Leadbetter e Nandagopalan (1989).

Teorema 1.3.6 Se a sucessdo estaciondria X verifica as condicées D(u) e D’(u), com

u = {u, },>1 uma sucessdo tal que

nP(X1 <up, < Xo) —— v >0, (1.14)

n—-+4o0o

entdo m,(j) — 7 (j) —— 0 para todo o inteiro j = 1,2,..., onde

n—-+oo

77:1(]) = P(X2 > Up, X3 > ’U/n,...7Xj+]_ > un,Xj+2 < Up | X <u, < XQ). (115)

Se um nivel u,, verificar (1.14) diremos que é normalizado para cruzamentos e represen-

ta-lo-emos por @\,
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O Teorema 1.3.1 permanece valido se considerarmos o processo pontual de cruzamentos

N, (uy) e substituirmos excedéncias por cruzamentos como podemos constatar no proximo re-
sultado de H. Ferreira (2006).

Teorema 1.3.7 Suponhamos que a condicdo A(u) se verifica para X e que {N, (u,)}n>1 con-
verge em distribuic@o para algum processo de Poisson N. Entdo N é necessariamente um pro-

cesso de Poisson composto com transformada de Laplace

+oo

1
La(f) = exp —B’<o,+oo)/0 1= 7 (j)e /@i | da |, (1.16)

j=1

para cada funcdo f definida em [0,1], ndo negativa e mensurdvel, onde §(~) é uma medida

positiva concentrada nos inteiros positivos, IN,

B =5(0,+00) = ~log lim P(N,(us)([0,1]) =0), (1.17)
() =F()/BIN) = lim 7u() (1.18)
onde
%n(j) =P <Z ]I{Xg,gu,n<X,;+1} :j Z]I{Xigun<Xi+1} >0> ) ]: 17217 (119)
i=1 =1

para alguma sucess@o r, = [n/k,] com {k,} nas condicées de (1.7). Além do mais, sob A(u),
se as convergéncias em (1.17) e (1.18) se verificarem para algum 3 > 0, uma distribuicdo de
probabilidades © e uma sucessdo {k,},>1 nas condicoes (1.7), entdo {Nn(un)}n21 converge em

distribuicdo para o processo de Poisson composto anterior.

Encontramos processos pontuais limite para as sucessdes de processos pontuais de excedén-
cias {N, (un)}n>1 € de cruzamentos {Nn(un)}nZI interessantes e Uteis, quando consideramos,
respetivamente, niveis normalizados para excedéncias e niveis normalizados para cruzamentos.
Nestes casos a intensidade dos processos pontuais limite depende de parametros importantes
da Teoria de Valores Extremos, o indice extremal (Leadbetter (1983)) e o indice de cruzamentos

(H. Ferreira (2006)). Falaremos mais detalhadamente sobre estes parametros no que se segue.

1.3.1 O indice extremal: caracterizacao e estimacao

0 indice extremal é um parametro de grande importancia na Teoria de Valores Extremos uma
vez que permite relacionar a distribuicdo limite do maximo da sucessao estacionaria X com a
da sucessao de variaveis aleatérias independentes associada a sucessao X, isto €, a sucessao iid
X = {)?n}nzl tal que X, e X, tém a mesma distribuicao, para todo n > 1. Como poderemos
constatar mais a frente, este parametro também tem um papel fundamental na determinacao

do tamanho médio dos grupos de excedéncias.
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Defini¢do 1.3.5 A sucessdo estaciondria X = {X,,},>1 tem indice extremal §, com 0 < 6 <1,
se para todo T > 0 existir uma sucessdo de niveis normalizados u(") = {ugf )}@1 tal que,

P(M, <ul?)) ——— 77,

n—-+oo

com 6 independente de .

Se uma sucessdo estacionaria tem indice extremal # > 0 entao M,, tem distribuicdo limite
ndo degenerada se e s6 se 0 mesmo se tem para M,, = max{X,..., X, }. As distribuicdes limite
sao do mesmo tipo podendo ser usadas as mesmas constantes de atracao ou alteradas de modo

a obter-se exatamente a mesma distribuicao. Assim, se
P(M, < up(z)) —2— G(x)

e X tem indice extremal 6 > 0, entdo

Gz)= lim P(M, < un(x)) = G (). (1.20)
Se (1.20) for valida e X verificar a condicao D(u,(z)),z € R, entdo, para z tal que H(z) > 0,

temos

up () = u{” com 1= 7(z) = —log Gl/e(x),

n

0 que justifica em grande parte a importancia dada ao estudo do processo pontual das excedén-

cias do nivel u{".

Recordemos o resultado de Hsing et al. (1988).

Teorema 1.3.8 Suponhamos que, para cada T > 0, a condicdo A(u()) se verifica para X.
Se, para algum 19 > 0, {N, (uﬁf(’))}nzl converge em distribuicdo para algum processo pontual
N(70) entdo para todo T > 0, {Nn(uﬁf ))}@1 converge em distribui¢do para um processo de Pois-
son composto com transformada de Laplace dada por (1.8), com medida intensidade 5 = 07,
-1
6 =—log lim P(N® (u{)([0,1]) = 0),0 <0 < | Y jm(j) < 1, a distribuicdo de probabi-
n—-+oo

i>1
lidade 7 sobre IN e 0 independente de .

Este resultado garante que se X verificar A(u(™)) e tiver indice extremal 6 > 0, entdo
o processo pontual das excedéncias converge em distribuicdo para um processo de Poisson
composto de intensidade 7 e com multiplicidade média igual a 1/6, desde que seja possivel
permutar o limite com a soma na seguinte igualdade provada por Nandagopalan (1990)

RS PO
lim Z]ﬂ'n(]) =35 (1.21)
j=1

n——+00 4

com 7, definido em (1.10) e u,, = u”.
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A relacao (1.21) garante que podemos aproximar o indice extremal pelo inverso aritmético

do tamanho médio dos grupos de excedéncias.

A utilizacdo pratica desta relacdo no calculo do indice extremal é em geral dificil e por
conseguinte a obtencdo de féormulas simples de calculo deste parametro tornou-se uma ne-
cessidade. Veremos a seguir que a introducao de condicdes de dependéncia local, tais como a
condic@o D’(u) de Leadbetter (1983) e a condicao D”(u) de Leadbetter e Nandagopalan (1989),

tem permitido a obtencéo de tais formulas.

1.3.1.1 Férmulas de calculo do indice extremal

Tendo em conta os resultados apresentados até aqui, torna-se claro que para sucessoes iid,
ou sucessdes estacionarias que verifiquem as condicées D(u(™) e D'(ul")), para todo 7 > 0,
se tem sempre ¢ = 1. Para sucessdes que verifiquem D”(u(™)) todos os valores de ¢ < [0, 1]
sdo possiveis, como podemos constatar pelo proximo resultado de Leadbetter e Nandagopalan
(1989). Salientamos que o caso em que # = 0 corresponde a uma distribuicao limite para M,

degenerada.

Teorema 1.3.9 Se a sucessdo estaciondria X verifica as condi¢gées D(u) e D" (u) para sucessoes
u, k e 1 nas condicées (1.7), e tiver indice extremal 6 > 0, entdo

14
nP(X: <u, < Xo) —— v seesomentese nP(X;>u, —— —.
n—-+oo n—-+o0o 0

Este resultado relaciona assim a existéncia de indice extremal com o comportamento assin-
totico do nimero médio de cruzamentos de u,, pelas n primeiras variaveis de X, mais concreta-
mente, sob a validade das condicdes do teorema anterior,

 nStoo P(X1 > up)

Chernick et al. (1991) definiram uma classe de condicées de dependéncia local mais fra-
cas que D"(u) e que possibilitam a determinacdo do indice extremal, a partir da distribuicao

conjunta de k variaveis consecutivas da sucessao.

Definicdo 1.3.6 Seja X uma sucessdo estaciondria que verifica a condicdo D(u). A condicéo
D) (u) é verificada para um inteiro k > 1, se existe uma sucessdo k = {kn}n>1 nas condicoes
de (1.7) e

nkr-j&[-loo nP (X1 > Uy > Mo g, Mk+17[ﬁ} > un) =0

onde Mi,j = maX{X,»,XHh . ,Xj} parai < je Mi,j = —oo parai > j.
Em particular, se k = 1, a condicdo D" (u) é equivalente a condicdo D'(u), e se k = 2, a
condicdo D®(u) é implicada pela condicao D" (u).
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Estas condicoes limitam a distancia entre excedéncias ndo consecutivas no mesmo bloco.
Concretamente, no mesmo bloco as excedéncias terdo que estar separadas, no maximo por

k — 2 ndo excedéncias.

Sob a validade de D®*)(u(™)) para algum k > 1 e para todo 7 > 0, o indice extremal de X

existe e é igual a 6 se e somente se

P(Xy > ul) > Myy)
P(Xl > USLT)) n——+00

6, para todo 7 > 0.

1.3.1.2 Estimacéo do indice extremal

As formulas apresentadas anteriormente para o calculo do indice extremal estao na base
de muitos dos métodos propostos para estimar este coeficiente extremal, existindo uma vasta
literatura sobre a estimacdo deste parametro. Os principais métodos propostos na literatura

sdo o método dos blocos, o método dos runs e o método do tempo entre excedéncias.

No que se segue iremos apresentar alguns dos estimadores mais utilizados dentro de cada
metodologia. Outros estimadores poderao ser encontrados, por exemplo, em Canto e Castro
(1992), Gomes (1993), Smith e Weissman (1994) e Ancona-Navarrete e Tawn (2000).

1.3.1.2.1 Meétodo dos blocos

0 indice extremal surge, da relacédo (1.21), como o inverso do limite médio de pontos em
cada grupo de excedéncias. Por outro lado, a definicdo de grupo de excedéncias esta associ-
ada uma particao da amostra Xi, X,...,X,, em blocos de dimensdo r, e o nimero de pon-
tos em cada grupo de excedéncias sera o niumero de excedéncias de um nivel elevado u,
em cada um desses blocos. Mais concretamente, sera representado pela variavel aleatoria
N(rp,un) = 31" Wiy, 50, ) que ndo é mais do que N, (uy,)([0, 7, /n]).

A relacao (1.21) é assim equivalente a

1
lim E[N(r,ul) | N(rn,ul) > 0] = rk

n—-+oo

0 que sugere que uma forma de estimar 1/0 é contar o nimero total de excedéncias de um nivel
normalizado u'” na amostra X1,..., X, e dividir pelo nUmero de blocos em que ocorre pelo
menos uma excedéncia. Esta foi a motivacdo para o estimador de blocos do indice extremal

apresentada por Hsing (1991).

Esta forma de estimar o parametro 6 levanta alguns problemas praticos, nomeadamente
a escolha do nivel normalizado e do nimero de blocos a usar. Estas escolhas influenciam in-
clusivamente a consisténcia do estimador, como demonstrado em Hsing (1991), sendo mesmo
necessario considerar um nivel mais baixo para garantir a consisténcia do estimador. No proximo

resultado, de Hsing (1991), encontramos a definicao destes niveis ndo normalizados.
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Teorema 1.3.10 Seja X uma sucessdo estaciondria com indice extremal 6 > 0 e sejam {r, }n>1,

{kn}n>1 € {cn}n>1 Sucessdes de numeros reais, tais que,
Cnyknymn — 00, c¢n/kn =0, kprp <n, kpr,~mn quandon — +oc.
Seja {v,}n>1 uma sucessdo de niveis ndo normalizados satisfazendo

nP(X1 > v,) ~c,7 quando n — +oo (1.22)

e suponhamos que existe uma sucessao l,, = o(r,) para a qual %an,ln —— 0, onde ay,, ,

n—-+4oo

n > 1, representam os coeficientes da condicéGo A(v,). Entéo

lim EP(MTH > vy) =01

n—-+oo Cp,

e
i Z . ( ) 1
1m e = —.
oo JTn\J )
jz1
Notemos que a sucessao de niveis {v, },>1 € uma sucessao de niveis normalizados relativa-
mente a amostra X1, Xs,..., X[u/c,, i-€., Un = umc -

Hsing (1991) propde assim o seguinte estimador de blocos para ¢

k"L
D imt NG (o)}
N(n,v,) >0

~
0, =

onde N@(r,,v,) representa o nimero de excedéncias do nivel v,, no i-ésimo bloco.

Impondo condicdes sobre o comportamento assintotico dos primeiro e segundo momentos
da variavel aleatoria N(r,,v,), Hsing (1991) demonstrou a consisténcia fraca deste estimador
9 . Mais ainda, sob as condicées do Teorema 1.3.10 e admitindo a convergéncia das séries

+oo —+o00
Z rpknog, r, € Z exp (—acp /), a>0
n=1 n=1

para algum 7 > 0, prova que se tem a normalidade assintotica do estimador 5}?, depois de

convenientemente normalizado, i.e.,

V(@7 —9,) — L N (o, 0(020% — 1)/7)

n—-+o0o

onde

iP(N(T’rL7Un)>O) 27 . 5
o = ENimo)] = 7 7 im B[Ny, 0,)]

Em termos praticos, a escolha do nivel v, esta condicionada ao conhecimento da funcédo
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de distribuicao da variavel aleatéria X;. Sendo esta informacdo desconhecida na maioria dos
problemas, Hsing (1991) substituiu o nivel v, pela estatistica ordinal superior X,,_(., ., POis
por (1.22), o nimero médio de excedéncias de v,, € aproximadamente c,,7. Demonstrou que este
novo estimador € consistente, sendo, no entanto, ainda desconhecida a respetiva distribuicao

assintotica.

Robert et al. (2009) propuseram outros dois estimadores de blocos do indice extremal,
motivados pela definicdo deste parametro. Deste modo, definindo, para um inteiro positivo r,

_log Fy(u)

Fr(u) = P(MT S U), T,-(U) = TP(Xl > U), S er(u) = Tr(u)

b
tem-se, atendendo a definicdo do indice extremal, que § = lirf 0. (u,), onde u, € um nivel
T—>+00
que verifica hljrn rP(X, > u,) = 7. Os estimadores propostos distinguem-se pela forma como
r—+00

a funcao de distribuicdo F,. é estimada.

Primeiro, consideram a amostra X, ..., X,, dividida em k& = [n/r] blocos disjuntos e estimam

F,. por
o 15
Fle{'r(u) = k Z H{M(i—1)1‘+1,i7~§u}7
=1

onde M, = max{X,,..., X, },0<s<r e My, =max{Xy,...,X,}.

Segundo, consideram que os k blocos de dimensao r sao deslizantes e portanto estimam F,,

por

n—r

SN 1
Fy(u) = P R D Wiari <

1=0

Os estimadores de blocos disjuntos e de blocos deslizantes de 6 sao assim definidos, respeti-

vamente, por

~ log FY (u A log F¢! (u
0, (u) = —M e 0% (u)= _M7
’ Tn,r (’LL) ’ Tn’r(u)
onde
1 kr
?’n;r(u) = E Z ]I{X1,>’U,}‘
=1
Estes estimadores sao consistentes e tem-se
é\gj;rn (’LLT") -0
Vi — 1 N(0,V)

n—-+oo

05, (ur,)— 0

onde V = [v; j]2x2 € uma matriz simétrica com
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= (e —1-a)+—,
v11 e (e a) -
2 2 2.2
o 0°c
= = 27‘ @ —1— _—— — s
U2 = V12 o3 (e 5 )+ o

Zj21j2ﬂ—(j) —672
02
distribuicao 7 definida no Teorema 1.3.1.

emquea=0rec’= representa o quadrado do coeficiente de variacao da

1.3.1.2.2 Método dos runs

A motivacao para o estimador de runs do indice extremal, proposto por Nandagopalan
(1990), surgiu do Teorema 1.3.6 que permite contornar a dificuldade da identificacao dos blo-
cos na utilizacao do estimador 5}?‘ Sob a validade de D”(u) nao ha oscilacdes bruscas sempre
que ha um cruzamento o que significa que ha um grupo de excedéncias consecutivas ou run de

excedéncias na vizinhanca de uma excedéncia.

A dimensao esperada de um run de excedéncias é caracterizada no proximo resultado de
Nandagopalan (1990).

Teorema 1.3.11 Seja X uma sucess@o estaciondria com indice extremal 0 > 0 verificando as

condi¢ées D(u(™) e D"(u™), para cada r > 0. Se P(X; > u,..., X; > u{") ——— 0, entdo
J—+0o0
S jma(g) = L >l EN ) 1
ST p(xy <) < Xy) | E[N(m,ull))] notee 0

com = definida em (1.15), N(n,u{”)) = N, (u{)([0,1]) e N(n, ') = N@{)([0,1]).

Com base neste resultado Nandagopalan (1990), assumindo que a amostra Xi,..., X, tem

pelo menos um cruzamento, propds o seguinte estimador de runs para o indice extremal

onde v,, sdo niveis ndo normalizados definidos de acordo com (1.22).

A utilizacdo destes niveis ndo normalizados é essencial para se ter a consisténcia de 6.
Sob certas condicoes Nandagopalan (1990) estabelece também a distribuicao assintotica do
estimador

Ve (@Y = 0.) —*— N (0, /80?07~ 1)/7)

n—-+o0o
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onde,

AT N\ 2 _ 1 22 k-
N < ° Jdim Y R ).

Jj=1

Nandagopalan (1990) também propds uma variante ao seu estimador de runs, que como an-
teriormente resulta da substituicao do nivel v, pela estatistica ordinal superior V,, = X,,_(., 1

A consisténcia deste estimador esta assegurada, no entanto, permanece desconhecida a sua
distribuicao assintotica.

1.3.1.2.3 Método do tempo entre excedéncias

A distribuicao assintotica dos tempos, devidamente normalizados, entre excedéncias conse-
cutivas de um nivel elevado u,,, pertence a uma familia de distribuicdes indexada por um para-
metro que é o indice extremal como provado por Ferro e Segers (2003). Mais concretamente,
se a variavel aleatoria T'(u) representa o tempo que separa duas excedéncias consecutivas do

nivel elevado u, pelas variaveis de X com distribuicdo comum F, entao
T(u) < min{n >1:X,4; >u}, dadoque X; > u,
isto &,
P(T(u)=n)=PMay <u, Xpy1>ul| X1 >u), n>1
ou, alternativamente,
P(T(u)>n)=PMapt1 <u|Xi>u), n>1,

com M, ; = max{X;,..., X;} para0 <i < j.

Sob a validade de uma condicdo de independéncia assintdtica mais fraca que D(u) e para

niveis u,, satisfazendo certas condicdes Ferro e Segers (2003) provam, recorrendo ao Teorema

1.3.3, que
P(F(un)T (un) < ) P 1 —0exp{—0z}, x>0,
com F(u) =1 — F(u). Tal significa que
F(wT(u) % Ty, quandoutzp, (1.23)
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com T, uma variavel aleatoria com distribuicao dada pela seguinte mistura de distribuicoes,
(1 - 6)50 + 01”‘97

onde ¢y representa uma distribuicdo de probabilidade degenerada em 0 e uy representa a

distribuicao exponencial com valor médio 1/6.

0 indice extremal pode assim ser interpretado como a proporcao de tempos ndo nulos entre
excedéncias e como o inverso da média dos tempos nao nulos entre excedéncias. Deste modo,
tendo em conta (1.23) e o facto de E(Ty) = 1, E(T?) = 2/0 € P(T(uy,) > n) = 0F(u,)"? + o(1),
Ferro e Segers (2003) propdoem o seguinte estimador para o indice extremal

min{1, é\fs(u)} se max{T;:1<i<N-1}<2
05 (u) =
min{1, #£5(w)} se max{T;:1<i<N—1}>2

onde
N-1 2 N—1 2
2(2@) 2 Z(Tll)l
NFS =1 i=1
9 ( )_ N—1 e 9 ( ) N—1 I
(N=1)> 17 (N =1) > (T; = 1)(T; — 2)
i=1 i=1
comT1,...,Tx_1 uma amostra de tempos entre excedéncias.

Este estimador é consistente para processos m-dependentes.

1.3.2 0O indice de cruzamentos: caracterizacao

No Teorema 1.3.7 vimos que se a sucessao de processos pontuais de cruzamentos {Nn<un)}n21
converge em distribuicdo, entao o processo pontual limite é necessariamente um processo de
Poisson composto. Obtém-se o mesmo processo pontual limite quando consideramos um nivel

S{’) nas condicdes (1.14), contudo agora a intensidade do processo de Poisson composto esta
relacionada com um parametro 7, denominado indice de cruzamentos (H. Ferreira (2006)).

Teorema 1.3.12 Suponhamos que para cada v > 0, X verifica a condicdo A(u'")). Se
{Nn(un )In>1 converge em distribuicdo para algum processo pontual N N (), entdo para todo

v > 0, {N,L(N(i /u])}n>1 converge em distribuicGo para um processo de Poisson composto

com transformada de Laplace dada por (1.16)-(1.18), com intensidade B = nv,
v=—log lim P(N,(@)([0,1]) =0),
-1
0<n< (D iFH) | <1, (1.24)
J>1
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medida de probabilidade 7 sobre IN e n independente de v. Para cada o) tal que

nP(min{z™, 7" 1 < X; < max{m®, @), }) —— 0, (1.25)
[n/u

[n/z/] n—-+oo

0 mesmo processo de Poisson surge como limite de {Nn (vn )},L>1

Por (1.24) o indice de cruzamentos pode ser interpretado como uma medida do tamanho dos

agrupamentos de cruzamentos de um nivel u,, pelas variaveis de X.

Definicdo 1.3.7 Se para cada v > 0, existe uma sucessGo de niveis {ﬂﬁf)}nzl e
lirf P(N, (")) = 0) = e~", para alguma constante 0 < n < 1, entdo dizemos que a sucessdo

n—-+0oo

X tem indice de cruzamentos 1.

H. Ferreira (2006), mostrou que se existem niveis ay ") e ) = un para algum 7 > 0, entao
P(N,(@)([0,1]) = 0) — P(N,,(u{7(]0,1])) = 0) — . 0,com Nn(un ) dado em (1.5), e o indice
de cruzamentos 7 existe se e so se existe o indice extremal §. Neste caso,

g="n (1.26)
T

Quando 1 = 1, o que acontece sobre a validade da condicdo D" (u) encontramos a formula
para # obtida por Leadbetter e Nandagopalan (1989) e apresentada no Teorema 1.3.9.

1.3.2.1 Férmulas de calculo do indice de cruzamentos

Em H. Ferreira (2006) sao introduzidas condicoes de dependéncia local que permitem calcu-
lar lim P(N,(a")) = 0) a partir de k variaveis consecutivas de X.
n—-+o0o

Definicdo 1.3.8 Seja X uma sucessdo estaciondria que verifica a condicdo A(u). Para todo
k > 2, X verifica a condicdo D*) (u) se

lim TLP(X1<U7L<X2 Ngk—o NkJrlr >0)_0

n—-+4oo

para alguma sucess@o de inteiros {rn = [n/kn]}n>1 com k= {k,},>1 nas condicbes de (1.7) e
N” —N (un)([i/n,j/n]), N;j =0sej<i.

Estas condicoes de dependéncia local D®) (u) sao ligeiramente mais fortes que as condicoes
D®)(u) de Chernick et al. (1991) e quando k£ = 2 obtemos uma condicdo ligeiramente mais
forte que D (u). Sob a validade de D) (u), é assintoticamente improvavel que, num mesmo

bloco, os cruzamentos ascendentes estejam separados por mais de & — 3 ndo cruzamentos.

Teorema 1.3.13 Suponhamos que a sucessdo estaciondria X verifica a condi¢cdo A(u) e que
lim inf P(N,, (u,,)([0,1]) = 0) > 0. Entdo para cada inteiro k > 0,

n—4oo

P(Ny (u,)(]0,1]) = 0) — exp(—nP(X; < up < X3, Ngj =0)) — 0

n—-+o0o
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se e s6 se X verifica a condicdo D) (u).

Os resultados anteriores permitem obter, sob a validade de alguma condicdo D®)(a()),

k > 2, a seguinte férmula de calculo do indice de cruzamentos 7.

Corolario 1.3.1 Suponhamos que a sucessdo X verifica as condi¢ées A(u) e, para algum k > 2,

D® (™)) para cada v > 0. Entdo o indice de cruzamentos de X existe e é igual a 1), se e sé se,
P(Nsx(@) =0 | X; <) < X,) — (1.27)
n—+oo
para cada v > 0.

O proximo resultado, de H. Ferreira (2006), garante que as condicées D) (), k > 2, sdo

necessarias e suficientes para garantir que se tenha a relacéao (1.26).

Corolario 1.3.2 Seja X uma sucessdo estaciondria que verifica as condicées A(u) e, para algum
k> 2, D® (@) para cada v > 0. Se @) = u\") para algum > 0, entdo o indice extremal de

. [ v .
X existe e é igual a § = — 7 se e sO se
T

P(N3 (@) = 01X, <™ < Xy) —— 1,

n——+o0o

para cada v > 0.

Considerando agora 7 a distribuicao condicional do tamanho de um run de cruzamentos
definida por

h(j) = P(X3 <up < Xy, .o, Xojp1 < up < Xoji2,N2ji32j43 =0 |

n

Nii=0,X3<u, <Xy),j>1, (1.28)

encontramos no resultado seguinte de H. Ferreira (2006) uma forma de calcularmos um valor

aproximado para o tamanho médio destes runs de cruzamentos.

Teorema 1.3.14 Se para cada v > 0, a sucessdo estaciondria X verifica a condicdo D® (u())
e P(X3 < a;” < Xy, X951 < ﬂﬁ{’) < Xy;) — 0, com j — +o0, entdo X tem indice de

cruzamentos 7 se e so se

e PX, <a¥ < x
) = s 2) (1.29)

1
= (X1 <@ < Xa, Ny =0) notee 7’
para cada v > 0.

0 indice de cruzamentos para além de se relacionar com o indice extremal também se
relaciona com outros coeficientes de dependéncia, nomeadamente, sob a validade da condicao
D®(u), relaciona-se com o coeficiente de dependéncia na cauda para cruzamentos

= lim P(X3 <) < X4|X; <@l < Xy)

T—T R
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introduzido em M. Ferreira e Ferreira (2012), através da relacdo n =1 — p;.

Facilmente se obtém expressoes alternativas para o indice de cruzamentos 1 considerando
apenas a estacionaridade, como se constata no proximo resultado.

Lema 1.3.2 Se nP(X; < u, < XQ,J\NI373 = 0) ——— £ > 0 entdo as seguintes convergéncias

n—-+oo

sdo equivalentes

i) P(Nag=0] X1 < un < X3) otee P
i) nP(X; < u, < Xo) —— &

n—+oco M ’

l'l'l) 7’7,(1 — P([\vfl,l = 0, N373 = 0)) _— §+ %

n——+00
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Capitulo 2

indice de cruzamentos ap6s subamostragem
sistematica

2.1 Introducao

Na Gltima década tem-se assistido a um aumento do interesse no comportamento extremal
de processos em frequéncias distintas da observada, em geral uma frequéncia unitaria. Este
interesse € muitas vezes motivado pela analise de diferentes esquemas de monitorizacdo em

fenomenos médicos, financeiros, ambientais, entre outros.

Robinson e Tawn (2000) salientaram a importancia que a frequéncia amostral tem nas pro-
priedades extremais. Neste trabalho consideraram uma sucessao subamostrada a partir de uma
sucessao estacionaria inicial X = {X,},>1, em intervalos fixos de T-unidades, i.e., a sub-
sucessao Y = {Y,, = X1, (,_1)r}n>1, T > 1. Neste caso de subamostragem sistematica de
passo constante T, a estacionaridade é preservada e se X e Y tém, respetivamente, indices

extremais 6x e 6+, entao

T-1 .

Ox <Oy <TbOx 1—2<1—%W(j)) ; (2.1)
j=

onde 7 é a distribuicdo de probabilidade limite do tamanho dos grupos de excedéncias de niveis

elevados por X, definida em (1.9). O limite superior é atingido quando os grupos de excedéncias

consistem em observacdes consecutivas, o que se verifica sob a validade da condicao D”(u) de

Leadbetter e Nandagopalan (1989).

Os resultados deste trabalho pioneiro foram aplicados ao estudo das alturas das ondas do
mar na costa sul de Inglaterra. Em particular, perante uma sucessao das alturas das ondas
observadas por hora, Robinson e Tawn (2000) relacionaram o maximo destas com o maximo
das alturas das ondas coincidentes com as marés altas, que ocorrem sensivelmente de 12 em
12 horas. Estes resultados foram generalizados em Scotto et al. (2003) e Scotto e Turkman
(2002) assumindo estruturas lineares e nao lineares do processo original. Scotto et al. (2003)
analisaram também o efeito que a subamostragem sistematica exerce sobre as propriedades

extremais de processos de médias moveis.

No contexto de sucessdes estacionarias de valores inteiros, Hall e Scotto (2003) analisaram
o impacto deste tipo de subamostragem nas propriedades extremais de sucessoes de médias
moveis de valores inteiros nao negativos, frisando a importancia desta metodologia na analise

de séries temporais.
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Martins e Ferreira (2004) considerando uma outra funcao determinista de subamostragem
obtém padroes de subamostragem mais complexos que o anterior e que incluem este como
caso particular. Analisam o efeito que esta subamostragem por blocos tem nas condicées de
dependéncia D(u) e D”(u), que assumem validas para a sucessao inicial, e obtém uma féormula
para o calculo do indice extremal da sucessdo subamostrada. Esta formula permite-lhes rela-
cionar o indice extremal da sucessao inicial com o da sucessdo subamostrada. Contrariamente
a majoracdo (2.1), obtida por Robinson e Tawn (2000), para o indice extremal da sucessao

subamostrada, conseguem obter uma expressao exata para este parametro.

Os trabalhos anteriores permitiram concluir que a frequéncia amostral influencia o valor do
indice extremal, no sentido em que uma reducao da frequéncia amostral reduz a dependéncia
entre valores extremos. Sera assim de esperar que conclusdoes semelhantes possam ser reti-
radas para o indice de cruzamentos 7 de H. Ferreira (2006), até porque estes dois coeficientes

extremais se relacionam entre si.

Seguindo de perto a estrutura de Sebastiao et al. (2010), analisamos o efeito que a sub-
amostragem sistematica de passo constante 7' > 1 tem no indice de cruzamentos. Para tal,
comegamos por provar, na Seccao 2.2, que a intensidade do processo pontual limite do processo
pontual de T-cruzamentos é caracterizada por um parametro (™) € [0,1], a que chamamos
indice de T-cruzamentos e que pode ser interpretado como uma medida do agrupamento de

T-cruzamentos de um nivel elevado pelas variaveis de X.

Na Seccao 2.3, introduzimos condicdes de dependéncia local que permitem obter o indice
de T-cruzamentos a partir da distribuicdo conjunta de um nimero finito de variaveis de X.
Mostramos de que forma os indices de T'-cruzamentos se relacionam entre si e uma vez que

n :=nV generalizamos naturalmente a relacdo (1.26).

Apresentamos, na Seccao 2.4, uma analise detalhada do efeito que a subamostragem sis-
tematica tem no valor do indice de cruzamentos. Assumindo que a sucessdo estacionaria X
verifica determinadas condi¢ées de dependéncia, provamos que a sucessao subamostrada, a
partir de X, Y = {Y;, = Xy, (,—1)r}n>1, verifica condicbes analogas e calculamos o seu indice
de cruzamentos 7(1*Y) a partir da relacdo com o indice de T-cruzamentos de X, (%),

Os resultados das duas seccoes anteriores sao ilustrados com o processo autoregressivo de
maximos de Alpuim (1989) e com o processo autoregressivo de primeira ordem, negativamente

correlacionado, considerado em Chernick et al. (1991).

2.2 Processo pontual de 7T-cruzamentos

Seja X = {X,, },>1 Uma sucessao estacionaria e u = {u, },>1 uma sucessao de niveis reais.
Para todo o inteiro 7" > 1, dizemos que X tem um 7T-cruzamento de u,, em i > 1 se 0 aconteci-

mento {X; < u, < X; 7} se realiza.
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Definimos o processo pontual de T'-cruzamentos por

N{(B) = NP (un)(B) = > Wix,<up<xiiry0s(B),  BC[01], n>1. (2.2)

=1
Quando T' = 1, obtemos o processo pontual de cruzamentos definido em (1.13).

Considerando que para cada j = 1,2,...,k,, 0s T-cruzamentos de u,, em i com i € J, ; =
{(j—=1D)r,+1,...,jr,} pertencem ao mesmo grupo de T-cruzamentos, demonstramos de seguida
a independéncia assintotica dos T-cruzamentos nestes blocos disjuntos J, ;. Este resultado
permitira provar, com argumentos analogos aos apresentados por Hsing et al. (1988) para o
processo pontual de excedéncias e aos de H. Ferreira (2006) para o processo pontual de cruza-
mentos, que sob a validade da condicdo A(u), o processo pontual limite N(*) de {N,ST)}nzl,

quando n — 400, € um processo pontual de Poisson composto.

Lema 2.2.1 Suponhamos que X verifica a condicdGo A(u) e que k = {k,},>1 satisfaz (1.7).
Entéo

P (N ([0,1]) = 0) - P& (N (o, %D =0) ——0.

n—-+oo

Demonstracdo: Considerando no Lema 1.3.1 x,,; igual a funcao indicatriz do acontecimento
{X; <up, < Xiyr}, f=1, a, —— 4o e ke ——— 0, obtemos
n——+oo n—+400

n——+o00

kn
E[e*a"Nm(O 11} H {%N“) 0 )} — 0.

O resultado fica demonstrado atendendo a que

Bl MO p(ND(0.1) =0) = 3o PD(0.1) = )

r=1

N
|
=)
—~
—_
~

el )i (o () )

k

< E [e“" (= )} _p <N,§T) (J””) = 0)’
Jj=1 "
k, “+oo J ]
< ZZe‘“"TP <N7(1T) ( "’J> = 7“)
j=1r=1 n
e n
< k, =o(1
- 1—e n W
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Sabemos que um processo de Poisson composto fica completamente especificado se conhe-
cermos a intensidade do processo de Poisson simples que lhe esta associado e a distribuicao de
probabilidade das suas multiplicidades. Assim, o teorema que se segue indica-nos que essas ca-
racteristicas para o processo de Poisson composto N(7), limite de N quando n — 4o, estao
relacionadas com a probabilidade de ocorréncia de um T'-cruzamento e com a distribuicdo do

numero de pontos em cada grupo de T'-cruzamentos.

Teorema 2.2.1 Suponhamos que X verifica a condi¢do A(u) e que a sucess@Go {N,ST)}”Zl con-
verge em distribuicdo para um processo pontual N™). Entdo N(T) é necessariamente um pro-

cesso de Poisson composto com transformada de Laplace
1 .
Lyen () =exp [ ~8(0.400) [ 1= Son(e 0 ) e | 2.3)
0 =1

para cada funcéo f, definida em [0, 1], ndo negativa e mensurdvel, onde

B =p(0,400) = —log lim P(N{)([0,1]) = 0) (2.4)

n—-—+0o0

representa uma medida finita mensurdvel concentrada em IN e
() = = lim m,(), (2.5)

com

7771(]) =P (Z ]I{XiSun<Xi+T} :.7 Z H{XiS’an<Xi+T} > O> 7.j = 17 27 B

i=1 i=1

para alguma sucessdo {r, = [n/ky|}n>1 com k = {k,},>1 satisfazendo (1.7). Ainda, sob a
validade de A(u), se os limites em (2.4) e (2.5) se verificam para algum § > 0, alguma dis-
tribuicdo de probabilidade = e uma sucessdo k satisfazendo (1.7), ent@o {N,(LT)}nzl converge

em distribuicdo para o processo de Poisson composto definido anteriormente.

Demonstracdo: Os argumentos utilizados para provar (1.8) no Teorema 1.3.1 permanecem vali-
dos para o processo pontual de T-cruzamentos, NT(LT), e consequentemente tem-se a validade
de (2.3) e (2.4).

Para a demonstracao da convergéncia (2.5), comecemos por notar que pelo Lema 1.3.1

€xXp <_tz ]I{Xi<un<X1‘,+T}>‘| ,teR.

i=1

lim Elexp(—tN{([0,1]))] = lim E*»

n—-+oo n——4oo

Agora, tendo em conta o Lema 2.2.1 e (2.4), obtemos
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E

exp <_t Z ]I{Xi<un<Xi+T}> ]

=1

1-P (Z ]I{XiSun<Xi+T} > O) 1- Zeitjﬂ'n(j)

i=1 j>1

= 1= 2 1 e tnG) | (o)

" J>1
e como

Fkn ~ Elexp(—tN{([0,1]))]

exp <—t Z ]I{Xi<un<Xi+T}>

=1

converge, entao tambem a,, = B(1 - >+, e~m,(j)) converge, ou seja, existe uma medida =’

concentrada sobre IN tal que 7'(j) = Er}rl m(3), j =1,2,.... Assim, temos que
n (oo}
3 _ (T) — 3 kn _ -
HETOOE[QXP( th ([0’ 1]))] W/BTOOE exp( t§ :]I{Xi<un<Xi+T}>‘|

i=1

e [-8[1- T et

No entanto,

lim Elexp(—tN{(]0,1]))] lim Elexp(—tN)(]0,1]))]

n—-+oo n—-+oo

e [-8[1- T e

Jj=1

o que significa que = = 7/, donde resulta (2.5).

A Ultima parte do resultado obtém-se com argumentos analogos aos utilizados por Hsing et

al. (1988) na demonstracao da segunda parte do Teorema 1.3.1. |

Notemos que a distribuicdo de multiplicidade = do processo pontual limite N(7) de N,
quando n — 400, pode ser interpretada como a distribuicao limite do tamanho dos grupos de

T'-cruzamentos de u,, por X. Mais ainda, o Teorema 2.2.1 estende o Teorema 1.3.7 a valores de
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T superiores a 1.

Consideremos agora a sucessao de niveis normalizados para T-cruzamentos, isto &, a suces-

. (D
sao a'") = {u! ’ )},>1 tal que

TLP(X] S ’IAJ:,'(,;/(T)) < X1+T) T V(T) > 0. (2.6)

=)

. A . . (D
Salientamos que para dois niveis normalizados diferentes, u,: = 4, , W

e Un,2 = un’z
satisfazendo (2.6), ou seja, no limite com o mesmo numero médio de T-cruzamentos, a con-

vergéncia

PN (un,1)([0,1]) # NI (u,2)([0,1])) ——— 0

n—-+o0o

sO se tem, se

nP (min{u, 1, up2} < X1 < max{u, 1, upa2}) — 0. (2.7)

n——+00

Esta convergéncia (2.7) tem-se, por exemplo, quando os dois niveis também sao normalizados

para o mesmo numero de excedéncias, ou seja, quando

lim nP(X; > up1)=7= lim nP(X; > uys),

n——+oo n—-+oo

para algum 7 > 0, uma vez que, nestas condicoes,

P (N (an,1)([0. 1)) # N (un2) (0,1)))

IA

nP (min{u, 1, un2} < X7 <max{un 1, tn2})

= n(P(X; > min{un1, uns2}) — P(X1 > max{up1, tn2})) — 0.

n—-+o0o

Tal significa que para niveis para os quais se tem a convergéncia (2.7), a sucessao de processos
pontuais {N,ST)}nzl converge em distribuicao para o mesmo processo pontual limite. Deste
modo, para dois niveis u'V e ﬂf,ll)/wn] podemos aplicar argumentos semelhantes aos usados na
demonstracao do Teorema 2.2.1 e obter o resultado seguinte.

P o o ~((T)
Teorema 2.2.2 Suponhamos que, para cada v7) > 0, se verifica a condi¢do A(a")) para X.
Se a sucessdo de processos pontuais de T-cruzamentos do nivel ﬂﬁ}) converge em distribuicdo

para algum processo pontual N(7)-(1) | entd@o, para qualquer v(7) > 0, a sucessdo de processos

)
n/v(D)]

son composto com transformada de Laplace dada por (2.3)-(2.5), com medida de intensidade

pontuais de T—cruzamentos de ﬂf converge em distribuicdo para um processo de Pois-

B =nTv™) onde n™ € [0,1] representa a intensidade de N(™)-(1),
—1

0<n® <> in()| <1,
j=1
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()
a distribuicdo de multiplicidade = sobre IN e n(T) independente de v(7). Se u aly e ﬂfi)/ym}

verificam

G I 1eY ~w™) ~(1)
nP (mm{u;, ) [n/u(T)]} <X < max{ug ), u[n/ym]}) m 0,

entdo surge o mesmo processo de Poisson composto como limite da sucessdo de processos

pontuais de T—cruzamentos de u ~(" ).

2.3 Calculo do indice de T-cruzamentos sob novas condi¢ées de

dependéncia local

0 parametro n(™) que surge na caracterizacao da medida intensidade do processo de Poisson

(T)
composto limite da sucessao de processos pontuais de T'—cruzamentos de u un , apresentado
no Teorema 2.2.2, sera designado por indice de T-cruzamentos. A sua definicao formal é dada

a seguir.

Definicdo 2.3.1 Se para cada vT) > 0, existir uma sucessdo u'” {~(” )},,,21 nas condi-

¢oes (2.6) e tal que

(T) _ —n{T) (1)
Jim PN ([0,1)) =0) =

para alguma constante n™), 0 < n(¥ < 1, entdo diz-se que a sucessdo X tem indice de
T-cruzamentos n(™).

Se a sucessdo estacionaria X possuir indice de T-cruzamentos (™) > 0, entéo a distribuicao
condicional do tamanho de um grupo de T-cruzamentos =, definida no Teorema 2.2.1 rela-

ciona-se com 7(T) > 0 de uma forma interessante.

Teorema 2.3.1 Suponhamos que X veriﬁca A@Y), v > 0, e seja w, a distribuicdo

(1) ~
definida no Teorema 2.2.1 com u,, = '1251 ) Entdo

i > imj) nm (2.8)

j>1

Demonstragdao: Comecemos por notar que

S i) = BN )0, rafal) | N

( (T)

1)([0,7/n]) > 0]

~(v™)
rnP(X1 <y, < Xii7)
T ;~(v(T) ’
PN @) (10,70 /n)) # 0)
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Agora, pelo Lema 2.2.1 se X tem indice de T-cruzamentos (™) > 0, entdo

lim Pk ( (T)( ((T)) (T) (1)

n—-+oo

)([O,T’n/n]) = 0) =e

kn

n—-+oo

(T) (=) tn
. (Hzcnpuvn (it ><[0,rn/nl>¢0>) _ ™

& lim k,P(ND @) ([0, 70/n)) # 0) = n @),

n—-+o0o

Logo, lim Z]ﬂ'n = 7D /(™M) uma vez que lim knry/n = 1, 0 que prova o
n—-+oo
j>1
pretendido. |

Este resultado diz-nos que podemos aproximar o tamanho médio dos agrupamentos de
T-cruzamentos pelo inverso aritmético do indice de T-cruzamentos. Além do mais, desde que
em (2.8) seja possivel permutar o limite com a soma, o processo de Poisson composto limite de
{NfLT)(ﬁ%”(T)))}nzl tera uma multiplicidade média igual a 1/5(™).

Convencionando que 7(¥) = 6 e v(®) = 7, encontramos no proximo resultado a generalizagéo
de (1.26) onde demonstramos como se relacionam os indices de T-cruzamentos, 1(™), para

diferentes valores de T > 0.

Teorema 2.3.2 Seja X uma sucess@o estaciondria para a qual existe u = ﬁ“’m), para todo
vT) > 0.Se P(X, > 1 i )) —0ed ™) = @) para algum T' + T entdo o indice de
—>+00
T-cruzamentos existe se e s se existe o indice de T'-cruzamentos e tem-se

) _ (1)

LANGNCY)
=gy (2.9)

Demonstracao: Representemos por Ny (r )(un) e Ny T )(un) 0s processos pontuais de cruzamentos

de passo T e T’, respetivamente. Tem-se

limsup P(N{T)(]0,1]) > 0)

n—-+oo
= limsup P(N([0,1]) > 0, X1 < tp, ..., Xp < up) +
n—-+oo
T
+limsup P | N([0,1]) > 0, [ J{X; > un}
n—-+oo j=1
= limsup P(N([0,1]) > 0, X1 < tn, -, X < )+ 0(1)
n—+4o0o
< limsup P(N{([0,1]) > 0)

n—-+oo
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lim sup P(N{"([0,1]) > 0)

n——+oo

= limsup P(N{D([0,1]) > 0, X1 <ty ..., X <)+ 0(1)

n—-+o0o

< limsup P(N{T)([0,1]) > 0).

n—-+oo

0O mesmo raciocinio podera ser feito para os limites inferiores. Portanto, existindo os indices,

temos
i (T') —0) = L (T) —
Jm  P(NG([0,1]) = 0) = lim P(N,;7([0,1]) = 0),
ou equivalentemente, v(T)y(T") = ,(T)y(T), O

Este resultado da-nos uma férmula simples para o calculo do indice de T-cruzamentos 1™,

caso exista, a partir de, por exemplo, o indice de cruzamentos (%),

Ilustramos esta relacao entre os indices de T-cruzamentos com a sucessao extremal Marko-

viana ou processo autoregressivo de maximos (ARMAX), estudada em Alpuim (1989).

Exemplo 2.3.1 (Processo ARMAX Fréchet) Seja X, uma varidvel aleatdria, com funcéo de dis-
tribuicdo H,, independente da sucessdo de varidveis aleatorias i.i.d. {Y,},>1 com f.d. G.

Consideremos a sucessdo Markoviana X = {X,, },>1, de Alpuim (1989), definida por

X, =kmax{X,_1, Yo}, n>1, 0<k <1,

ou equivalentemente, por

X, = max{ max k'Y, i1, k"_le} .

1<i<n—1

Iremos supor que X é uma sucessd@o estaciondria, ou seja, como provou Alpuim (1989), que

existe x > 0 tal que
+oo
G(%) >0 e O<;(1_G(Zj)) < +o0.

Entdo a distribuicdo ndo degenerada H de X,,, n > 1, satisfaz a equacéo

onde a(H) = inf{x : H(x)> 0} > 0.
A sucessdo X verifica a condicdo A(u), qualquer que seja a sucessGo u = {uy },>1, Uma vez
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que Alpuim (1989) provou que X verifica a condicdo de mistura forte, i.e.
m(k) = sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|: A€ B(X1,...,X,), B € B(Xptit1, Xptht2,.-.)}

é tal que limy,_, . .. m(k) = 0, onde B(. .., X;,...) representa a tribo gerada pelas varidveis entre

paréntesis.

Para u,, > 0 verifica-se facilmente que

Up
_kj I’Yégk }/3_kj 27"

P(X; <up < Xj11)=P (X1

Admitindo que H pertence ao dominio de atracé@o de uma distribuicdo de Fréchet @, a > 1,

temos que u”) = a, 7=/ com a, = H~'(1 — 1/n) e X verifica a condicdo D" (u(™) uma vez

que
Tn—1
n Z P(Xl > ’LLS,LT), Xj < ’U,;T) < Xj+1)
j=2

< nr(L = H(u)? + e (1= H(u)) (1= Ho(u]))) = o(1).

(ver H. Ferreira (1994)). Neste caso, X tem indice extremal (Alpuim (1989) e H. Ferreira
(1994))

0=1-k% 0<k<l a>1.

Para os outros dominios de atracéo 0 = 1.

Tendo agora em conta que,

vB = lim pP(X; <ul) < Xo)

n—-+o0o

= lim nP(X; <u(), Yy > ul7/E)

n—-+o0o

= lim nH@) [1 — Gul?) /k)}

n—-+o0o

= lim n (1 — Gul?) /k:))

n—-+o0o

(1)
= lim n 1—%
n——+oo H(unT //f)

= lim n(H(uy)/k)—H(ugﬂ))

n—-+oo

= i n[(1- ) - (1- 56O )]

n—-+oo
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= lim n Kl - H(a,ﬂ'*l/o‘)> — (1 — H(a,,,(Tko‘)fl/a))]

n—-+oo
= 7(1-k%)

obtemos o indice de cruzamentos da sucessdo X,

(1) _ 7-9 _ 1
gy

como seria de esperar, uma vez que D" (u'™)) se verifica para esta sucessao.

Generalizando, para cada T > 1, obtemos

v = lim nP(X; <ul) < Xi47)

n——+oo n

= lim nP (X1 < u,({),max{k;TXl, k'Ys, . .., kYri1} > ug)>

n——+oo

U7(«LT) ’U,;,T)
= lm_aP (X1 < u;ﬂ) —nP | Xy <l Vi€ S Y € 2

()
= ngr}rloonH (ugf)) 1- H](Li(;;l/k)T)

= lim n [(1 - H(aanl/a)) - (1 - H(an(TkTa)fl/a))}

n—-+o0o
= 7(1-%")

e consequentemente por (2.9) vem que o indice de T-cruzamentos de X é dado por

o 1-k
1— kT

n 0<k<l, a>1. (2.10)

Se H pertence ao dominio de atracdo de uma distribuicdo de Fréchet unitdria, entdo o = 1
e os possiveis valores de n'™) em funcdo de diferentes valoresde k e T, com0 <k <1leT > 1,
sdo apresentados na Tabela 2.1.
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Tabela 2.1: Valores de '™ do processo ARMAX com distribuicdo geradora de Fréchet unitaria para alguns
valoresde ke T.

T
1 2 3 5 8 10 30

0.1 | 1.0000 0.9091 0.9009 0.9000 0.9000 0.9000 0.9000
k1 0.5]1.0000 0.6667 0.5714 0.5161 0.5020 0.5005 0.5000
0.9 | 1.0000 0.5263 0.3690 0.2442 0.1756 0.1535 0.1000

Como podemos constatar pela Tabela 2.1, os valores de n'™) diminuem a medida que k e T
aumentam. Mais ainda, para k fixo e valores grandes de T, constatamos que ") = 6, o que
seria de esperar tendo em conta (2.10). Tal significa que o nimero médio de cruzamentos a

passo T, suficientemente grande, é assintoticamente igual ao numero médio de excedéncias.

Para melhor ilustrarmos a riqueza destas sucessées estaciondrias autoregressivas de maxi-
mos no que diz respeito ao agrupamento de T-cruzamentos, apresentamos na Figura 2.1 exem-
plos de amostras simuladas de modelos ARMAX com distribuic@o geradora de Fréchet unitdria
ek €{0.1,0.5,0.9}.

k=0.1 k=0.5 k=0.9
120 120 120
100 100 100
80 80 80
60 60 60
40 40 40 - ¢
20 20 20
P " "
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Figura 2.1: Amostras simuladas de um modelo ARMAX com distribuicao geradora de Fréchet unitaria, para
k = 0.1 (2 esquerda), k = 0.5 (ao centro) e k = 0.9 (a direita).

Notemos que a medida que o valor de k aumenta encontramos mais frequentemente grupos

de T-cruzamentos de niveis elevados.

Consideramos a seguir uma condicdo de dependéncia local que permitira calcular o indice de
T-cruzamentos a partir da distribuicdo conjunta de um nimero finito de variaveis da sucessao
X. Iremos denotar N\ (u,,) ([£,Z]) simplesmente por Ni(JT») e convencionamos que Ni(JT») =0

se j < i. No caso de ser necessario identificar a sucessao X envolvida no processo pontual,
escreveremos NZ.(?’X).

Definicdo 2.3.2 Seja X uma sucessdo estaciondria verificando a condicGo D(u). Para qualquer
k > 2, X satisfaz a condicdo D) (u) se

lim nP(X1 <up < Xior, Ny =0, N >0) =0,

n—-+oo
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para alguma sucess@o {r,, = [n/ky]}n>1 com k nas condicées de (1.7).

Notemos que para T' = 1, obtemos condicoes equivalentes as condicoes E(k)(u), k>1,de
H. Ferreira (2006), uma vez que os acontecimentos {Nl(,ll) =1} e {N2()12) = 1} sdo incompativeis,
logo os resultados seguintes generalizam os obtidos em H. Ferreira (2006).

Toda a sucessao que verifique a condicdo D" (u), verifica também a condicao 5(Tk)(u) para
qualquer escolhade T'> 1 e k > 2, uma vez que

lim TLP(Xl < Uy < X1+T7N2(?l;) = 07N(’T), n > 0)

n—-+4oo

T
< lim nY P(X; <up < Xiw1, N3y, > 0).

- n—4oco
=1
Como exemplo destacamos a sucessao ARMAX do Exemplo 2.3.1.

0 resultado que apresentamos a seguir mostra que a condicao de dependéncia local 5¥“>(u)
€ necessaria e suficiente para obter lir}: P(N{T) (u,)([0,1]) = 0), a partir da distribuicdo con-
n——+0oo
junta de um numero finito de variaveis da sucessao.

Teorema 2.3.3 Suponhamos  que X verifica a condic@o D(u) e que

lim inf P(N{D) (u,)([0,1]) = 0) > 0. Entdo, para qualquer inteiro k > 2
n—-+0oo

P(ND (u)([0,1]) = 0) — exp(—nP (X1 < up < Xigr, Nyy) =0)) ——— 0 (2.11)

n——+oo
se e so se f)r}k) (u) se verifica para X.

Demonstracdo: Substituindo excedéncias por T-cruzamentos nos argumentos usados por O’Brien
(1987) para demonstrar (1.11), obtemos a seguinte convergéncia para a probabilidade de ndo
haver nenhum T'-cruzamento,

P(N) (up)([0,1]) = 0) — exp(—nP (X1 < up < X147, NSO =0)) —— 0.

2,rn

n—-+o0o
Concluindo-se o pretendido do facto de
() _
TLP(Xl < u, < X1+T, N2J”n = 0)
= nP(Xy <up < Xigr, N =0,ND, = 0)
= nP(X1 < un < Xii7, N3j) =0) +o(1)
se e so se X verifica a condicédo E(Tk)(u). O

O limite de P(N,(lT) (un)([0,1]) = 0) pode assim ser obtido a partir do limite do nimero médio

de T'-cruzamentos, entre as n primeiras variaveis de X, seguidos de k — 1 nao T'-cruzamentos.

39



Como consequéncia imediata deste resultado obtemos a seguinte formula simples para o
calculo do indice de T-cruzamentos de uma sucessao estacionaria X que verifica a condicao
~ (k) e ((T)

DF @™, k> 2.

Corolario 2.3.1 Se X verifica a condicdo D(u) e, para algum k > 2, também verifica a condicéo
D @™ para cada v(T) > 0, entdo o indice de T—cruzamentos de X existe e é igual a n™
se e so se

PN @)y =0 x1 <@ < Xiyg) ——— 0™, (2.12)

n—-+oo

para cada v(T) > 0.

Demonstracdo: Se existe (™) > 0 entdo, por (2.11), verifica-se a convergéncia (2.12). Se
(2.12) se verifica, entédo necessariamente teremos que ter liygiorolfP(N,(LT)(ﬁ(”(T))) =0) > 0, pois
caso contrario P(N{™) @) = 0) ———0 a0 longo de alguma subsucessdo de IN e conse-
quentemente

nP(X; < 'ﬁﬁl”m) < Xy, NQ(,? (ﬂgjm)) = 0) ——— +oo # M)

n—-+oo

ao longo dessa subsucessao. Assim, estamos em condicdes de aplicar o Teorema 2.3.3 e concluir
que

lim P(N( (aglym)) —0) = e_,r](T)V(T)7

n—-+oo

donde resulta o pretendido. |

A facilidade de aplicacao deste resultado ficara patente quando, na proxima seccao, anali-
sarmos detalhadamente um processo autoregressivo de primeira ordem que verifica a condicao
D" (u).

2.4 Calculo do indice de cruzamentos apés subamostragem sis-

tematica

De modo a analisarmos o efeito que a subamostragem sistematica exerce sobre o valor do
indice de cruzamentos, considere-se a sucessao Y = {Y,, = Xi4+(n-1)T}n>1, Subamostrada a
partir de X em intervalos fixos de T' > 1 unidades. Notemos que quando 7' = 1 todos os valores

da sucessao X serao subamostrados, coincidindo neste caso ambas as sucessoes.

Uma vez que agora estdo envolvidas varias sucessoes, teremos que adaptar a notacdo em
~ ~ . T,X
funcao da sucessao que se pretenda utilizar. Por exemplo, N )(un) e v(T'X) representam,

respetivamente, N\ (u,,) e v(T) para a sucessdo X.

Suponhamos que X verifica a condicdto A(u) e sejam A e B acontecimentos

pertencentes, respetivamente, as tribos geradas por {Y; < u,r}, s = 1,....k e {Vs; < uur},
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s=k+1,...,n. Entdo A e B pertencem, respetivamente, as tribos geradas por {X; < u,r},
s=1,..,1+(k—-1)Te{Xs<upr},s=1+(k+1-1)T,...,14 (n—1)T e portanto
(Y) (X) (X) _
Yl = CnT e T < YT L 0(1)7
uma vez que na definicdo da condicdo A(u) os coeficientes «a,,;, n > 1, podem ser tomados

como sendo ndo crescentes em [. Além disso, I,r = o(n) se I, = o(n) e consequentemente Y

verifica a condicao A(v) com v = {v,, = upr}n>1 € 1Y) = lfiﬁ).

Uma comparacao analoga podera ser feita para os coeficientes de dependéncia «,; associa-
dos a condicao mais fraca D(u).

Introduzimos de seguida uma condicao de dependéncia local que implica ﬁ(THQT)(u) para X
e 553) (v) para 'Y, com v definida anteriormente. Esta nova condicao vai permitir-nos aplicar
os resultados da seccao anterior e calcular os respetivos indices de T-cruzamentos de X e Y,
n(TX) e n(T"Y) a partir da distribuicio conjunta de um nimero finito de variaveis e relacionar

os valores destes dois indices.

Definicdo 2.4.1 Seja X uma sucessdo estaciondria verificando D(u). Para k > 2, X satisfaz a

condigdo ﬁgﬁ ) (u) se

lim nP(X; <y, < Xipr, N =0, NO > 0)=0

n—-+oo ktlrn

para alguma sucessdo {r,, = [n/ky,]}n>1 com k = {k,, },>1 nas condicoes de (1.7).

Notemos que toda a sucessao que verifica a condicao bﬁ“)(u), para algum k > 2, também
verifica a condicao f?(Tk)(u). Mais ainda, o proximo resultado garante-nos que se X verifica

ﬁ(THQT)(u) entdo Y verifica necessariamente f)?) (v), com v = {v, = Up1 }n>1-

Teorema 2.4.1 Se X verifica 5¥+2T)(u) para alguma sucessdo k = {k, },>1 tal que

(X)

ki, il
Kin /7] to0, [n/T]'nT
n—-+o00 n n—-+00

0 e k[n/T]Ot(X) —— 0,

Wl 4oo

entdo a sucessdo Y verifica D{¥ (v) com v = {v, = tprtns1 € K = {k!, = kjp /1) }n>1-

Demonstracao: Atendendo a que ﬁTl 27) (u) se verifica para X, obtemos

nP(Y: < v, < Yo, N5Y) =0, NYY) > 0)

T,X T,X

= nP(X1 < tnr < Xir, N or =00 Niiarh s ooz > 0)
X T,X

< nTP(Xy < tnr < Xigrs Nyiorypor =00 Nipar /e > 0)

= o(1).
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Além do mais, a sucessao k’ esta nas condicdes da definicao da condicao 553)(v), uma vez que

Y (X)
k‘kai 13y> Kin /)00 19
sbn < n

0

[ \
kn o k[n/T] n——+00 +OO’ n - n n—-+oo

(Y)

(X)
o) —— 0.

Ky, (x)
g n,l 7 n—+oo

< kpn/m)
O

Estao finalmente reunidas as condicbes que nos permitem relacionar o indice de cruzamentos
da sucessdo subamostrada Y, n(Y), com o indice de T-cruzamentos da sucessao inicial X,
T,X
(T,
Teorema 2.4.2 Sob a validade das condicbes estabelecidas no Teorema 2.4.1 e se existir n(7:X),

entdo existe n(1"Y) se e so se existe

PG Swer < X N >0, N L =0)
T = nirfoo v(T,X) /T

e, neste caso, nHY) = n(T'X) 4 47,

= s . o —=(142T i < .
Demonstracao: Como ja referimos, se a condicao Dgp )(u) se verifica para X, entao também

e s = . (1427 3
se verifica a condicao D(T + )(u) para esta sucessao e consequentemente

7.X
T](T’X) — lim P(Xl <, < Xiqr, N2(,1;&-2)T = O)

n—s+oo P(X1 <wup < Xi47)

Mais ainda, D{¥ (v) verifica-se para Y e portanto

P(Y: < upr < Yo, NS5 =0)

LY) —
n n—1>I-|r—loo P(Y1 < upr < }/2)
i P(X1 <upr < X141, Ng’z):(r),HzT =0)
= im
n— oo P(X1 <upr < Xi47)
i P(X: <upr < X147, NQ(:];’ig)T =0) "
= im
n—-+40o P(Xl < UnT < X1+T)
o nTP(X1 < upr < X147, NQ(:J;;“() >0, Nl(Ig;),1+2T =0)
im
n—-+oo nTP(X1 S UnT < X1+T)
= T 4.

O

Se considerarmos 7' = 1 no resultado anterior vem v = 0, como seria de esperar pois neste
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caso as duas sucessoes X e Y coincidem.

Ilustramos a seguir os resultados desta seccao com o processo autoregressivo de primeira
ordem, AR(1), negativamente correlacionado, considerado em Chernick et al. (1991). Em

Chernick e Davis (1982) encontramos o estudo do comportamento extremal deste processo.

Exemplo 2.4.1 (Processo AR(1)) Consideremos a sucessdo estaciondria autoregressiva
X = {X,}n>1, definida em Chernick et al. (1991) por

1
X, = _; X1 +en, n>1, (213)

onde {¢,},>1 é uma sucessdo de varidveis i.i.d. tais que, para um inteiro fixo r > 2,
e, ~U{L,..., =11} e Xy ~ U {0,1} é independente de <,,.

Chernick et al. (1991) provaram que este processo autoregressivo de primeira ordem, nega-
tivamente correlacionado, satisfaz as condicdes D(u) e D®)(u) com u = {u, = 1 — z/n},>1,
x>0, k, = [n%4, 1, = [n'/®], any, = (%)l (1-1) e tem indice extremal 6X) =1 —1/r2,
Outra caracteristica deste processo é que nP(X; > up, Xip1 > uy) m 0, uma vez que
para n suficientemente grande,

X 1 X
P(X1SUH<X2) = P(€1§1x+0,51+52>1x20)
n r r n T

1
1
- / P(elgl—x+u, —61+62>1—I—u2>du
0 n T T n r

1
1
- p(gz_gm_x_lg)du
1_r2z T nor

1
_ et p(€2 e ) _ (2.14)
n n

r

No préximo resultado mostramos que X também satisfaz a condicao f)f’)(u), obtemos o
indice de cruzamentos deste processo e provamos que a distribuicao condicional do tamanho
dos runs de 1-cruzamentos, ou simplesmente cruzamentos, converge para uma distribuicao

geométrica.

Teorema 2.4.3 Seja X = {X,,},,>1 uma sucessdo definida por (2.13) e u = {u,, = 1 — 7/n},>1

com T > 0. Entdo

“) com vV = 7

iu=n1u
ii) X verifica a condicdo 553)(u);

iii) n(1 X =1 — 1/r%;
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J
iV) lim P( n {X2k+1 < uy < X2k+2}7N2(31'f§),2j+3 =0 N1(711’X) =0,X3<u, < X4) =
k=1

n——4oo

1\’ 1\ .
-(5) (-7)sz
Demonstracéo: i) E consequéncia imediata de (2.14).

ii) Em vez de usarmos a definicao de 5%3)(u) vamos aplicar o Teorema 2.3.3 uma vez que, neste
caso, ja conhecemos o valor do indice extremal de X, #X) =1 —1/r2 e por i) sabemos que que

v = 7. Assim,

lim P(N X (u,)([0,1) =0) = lim P(X1 <ty .., Xn < up)

n—-+oo n—-+oo
1
- er(-(-5)7)

lim nP(X; < u, < Xa, N5 =0)

n—-+oo

= lim PN =0,X5 <up < Xy)

n—-+o0o ’

= lim ’IlP(Xl < Up, Xy < Uy, X3 <u, < X4) +

n—-+oo

+ lim nP(Xy > up, Xo <up, Xz <u, < Xy)+

n—-+oo

+ lim nP(X7 > up, Xo > uy,, X3 <u, <Xy)

n—-+oo

= lim nP(X1 <up, Xo <y, X3 <u, < Xy)

n—-+o0o

= lim nP(Xe <uy,, X3<u, <Xy -—

n—-+oo

— lim nP(X1 > Up, Xo < Up, Xz < u, < X4)

n—-+o0o

= lim TLP(Xl < Up, Xo <u, < Xg)

n—-+o0o

= lim nP(X35 > u,)P(X1 < up,Xo <up, | Xg > uy)

n—-+oo

1
= 1—7’*2 T,

pois X verifica D®)(u) e nP(X; > un, Xit1 > ) — 0.

n—-+4oo
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Logo

PN (u,)([0,1]) = 0) — exp(nP(X1 < u,, < szN;g,lg’X) =0) P 0
e pelo Teorema 2.3.3 concluimos que X verifica a condicao f)f”) (u).

iii) Resulta imediatamente de i) e do limite obtido em ii).

iv) Tendo em conta o obtido em ii), é imediato que para j > 1

j
. 1,X 1,X
ngr&oP<p{X2k+1 Sty < Xopro by Ny 5i0s = 0 (NI =0, X5 <y < X4)
=1
n T2
= lim — P(X1 <y, Xo <up <Xz, oon, Xoj <up < Xojia, Xojiz < up).

n—too 712 — 1

Para obter o limite do numerador, consideremos a seguinte representacao para X. Para
Jj=2,

= 1 1 1
X'fzz—,i Ek—1 — —€k— 5'7—%){
251 2=k \ k=1 [fk—2 + €251 25130
k=3
k impar
e
Y
X ~_1 1 + 1 X
2; = Zi Ek — —€k—1 5 A\0-
J r2i—k r r2J
k=2
k par

Aplicando esta representacao obtemos, para n suficientemente grande,

P(X1 <tp, Xo <up <Xz, oon, Xoj <up < Xojir, Xojiz <uy)

1—T
n T x 1 T T
= P 51§1—*+7,—*€1+62>1—7—7,...,
12z n.or T n o r
2j—1
T T L 1 1
e E94_ - - rera— — Tha: 1 El— — —E&f—
9 y €25—-1 = n T'Qj_l k§_3 7‘2j—k k—1 r k—2 |
k impar
0
1 T, 1 1
E9j — —€925—-1 - — - — E - | €k — —€k—1
Tt n 1 k_27“23—k r ’
k par
2j+2
1 e T, @ 1 1 p
€2j42 — —€2j+1 S L — — 5 E 7 | €k — —€k-1 T
AR n  r2it2 —~ r2i—k r
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0 que permite obter o limite expresso em iv). O

1.0

0.8

0.6

0.4

0.0

0 20 40 60 80 100

Figura 2.2: Trajetorias do processo AR(1) com r = 2 e n = 100 e do processo obtido por subamostragem
simples com T' = 3 (a negrito).

Salientamos que iii) e iv) permitem concluir que a distribuicdo condicional do tamanho
dos runs de cruzamentos converge para uma distribuicdo geométrica de valor médio igual a
1/n0% = 1/(1 - 1/r?).

Para ilustrarmos os resultados da Seccao 2.4 efetuamos agora uma subamostragem sis-
tematica deste processo com passo 7' = 3. A sucessao subamostrada é agora definida por
Y = {Y, = X14(n—1)3}n>1 € €ncontra-se representada na Figura 2.2 a negrito.

Teorema 2.4.4 Seja X a sucessdo definida em (2.13), u = {u,, = 1—7/n},>1 paraalgum r > 0,
Y = {Xit(n-1)3}n>1 € V = {Usn }n>1.
Entéo

i) X verifica 5;7)(u) ;
ii) Y verifica D\ (v);
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i) 3% =1 — 1/r%;

W) 10 =50+ (1= ) (3 + (5)7) = (1= %) 1+ + (%))

Demonstracao: i) Como X verifica a condicao ﬁf’)(u) e nP(X; > un, Xit1 > uy) —+> 0
n—-+0oo

temos que

nP(Xy <up < Xy, NI =0, NOX > 0)
= nP(X; < up < X4, X5 <ty Xo < gy N =0, NOX > 0) +

+nP(X; < up < X, X5 <y < Xoo NI =0, N > 0) +0(1)

8,1

IN

nP(X3 < up < X4, X5 <ty Xg <, N >0) +
+nP(X3 < up < X, X5 <ty < Xoo X7 <ty Xio < s NSO > 0) +0(1) = o(1),

donde se conclui que X também verifica a condicéo ﬁg)(u).

iii) e iv) Atendendo ao Teorema 2.4.2 podemos calcular nY) como nY) = 53X) 4~ com

P(X <un < X, NP :0)
(3X) — iy L b

n—-+o0 P(Xl <u, < X4)

n

Mas por iv) do Teorema 2.4.3

nP <X1 < up < Xq, NE® = 0)
= nP(X1 <u, < Xo, Xz <up < Xy, X5 <y, Xo < tp, X7 <y,
Xs < tp, Xg <up, Xio <up)+
+nP(X1 <up, Xo <up, Xs <up, <Xy, Xs <up, Xo <up, X7 <up,
Xs < Uy, Xg < up, X1o < up)+o(1)
= nP(X1 <u, < Xo, Xs <u, <Xy, Xo <up)+
+ nP(Xy < up, Xo <up, Xz <u, <Xy, Xo <up)+o(l)

L(, 1 10112711
e )t ) UtE) TV T2
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nP(X1 <u, < X4)
= nP (X1 < tp, Xo < up, X3 < up < Xy) +nP(Xy < up < Xo, X3 < up < Xy) +0(1)

= ZTLP(Xl < un,XQ < Un,Xg < uy < X4, e 3X2j—1 <, < XQj,X2j+1 < Un) +
j=2

+> nP(Xy < up < Xo, X3 Sty < Xy, .o, Xojo1 <y < Xoj, Xoj1 < up) +o(1)
j=2

1\’ ! 1\?2 1)’ 1
= @) 8@ (s
j>1 j>2

1
logo 7#%) =1 - L =10 _ 400,

Em relacao a 3 temos

n—-4oo

= lim 3n (P(Xl < upsz < X, N7(’37’X) =0)—P(X1 <ups < X4,N2(’37’X) = 0))

n—-+4oo

Il

\‘
N

—

I
ﬁm‘ —
~_

Notemos que este processo AR(1) confirma a ideia inicial, e um tanto intuitiva, de que a
frequéncia amostral influenciaria o valor do indice de cruzamentos da sucessao, no sentido em

que (1Y) > 5(1L.X),
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Para finalizar destacamos a importancia da propriedade iv) do Teorema 2.4.3 na estimacédo
do indice de cruzamentos do processo AR(1) considerado. Esta propriedade garante-nos que a
distribuicao condicional do tamanho dos runs de cruzamentos converge para uma distribuicao
geométrica de valor esperado coincidente com 1/7(1X) = 1/(1 — 1/r2). Torna-se assim natural
estimar o indice de cruzamentos através do quociente entre o nimero de runs de cruzamentos

e o nimero total de cruzamentos, isto &, considerando o estimador

n
§ ]IBi,n
i=1

n )

Z H{X¢§u<Xi+1}

i=1

LX) — (2.15)

com

1,X 1.X
B;, = U {N,L(J ) =0, Xi+2 <u< Xi+3, Ceey XiJrQS <u< Xi+25+1, Ni(+2s-)i-2,i+2$+2 = 0}

s>1

onde u é um nivel adequado.

No proximo capitulo estudaremos as propriedades teodricas deste tipo de estimadores.
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Capitulo 3

O estimador de runs do indice de cruzamentos

3.1 Introducao

0 indice de cruzamentos, 7, introduzido em H. Ferreira (2006), enquanto medida do agrupa-
mento de cruzamentos de niveis elevados em sucessdes estacionarias, revela-se um parametro
importante no estudo de acontecimentos extremos. A sua relacdo com o indice extremal, 0,
permite-nos estima-lo a partir dos conhecidos estimadores para #. Relembramos que nas Ul-
timas décadas muitos estimadores consistentes foram propostos para o indice extremal, no
entanto nem todos podem ser usados na estimacéo do indice de cruzamentos. Por exemplo,
o estimador de runs do indice extremal é definido sob a validade da condicdo D”(u) que im-
plica n = 1. Parece-nos assim interessante, e analogamente ao que foi feito na estimacao do
indice extremal, sugerir estimadores para o indice de cruzamentos, a partir das caracterizacoes
assintdticas conhecidas para este parametro, e estudar as suas propriedades assintoticas.

No capitulo anterior vimos que sob a validade da condicao D3 (u) a distribuicao condicional
do tamanho dos runs de cruzamentos, do processo autoregressivo considerado, convergia para
uma distribuicdo geométrica de valor esperado coincidente com o inverso do indice de cruza-
mentos, o que levou a sugerir que n fosse estimado através do quociente entre o nimero de
runs de cruzamentos e o numero total de cruzamentos. O Teorema 1.3.14 de H. Ferreira (2007)
garante que cada run de cruzamentos pode ser identificado a partir de cada ocorréncia de um
nao cruzamento seguido de um cruzamento, uma vez os cruzamentos ocorrem sucessivamente.
Deste modo, definimos na Seccdo 3.2, o estimador, nao paramétrico, de runs do indice de
cruzamentos, dado pelo quociente entre o nimero total de nao-cruzamentos seguidos de um
cruzamento e o nimero total de cruzamentos, como sugerido em H. Ferreira (2007).

Nas Seccoes 3.3 e 3.4 obtemos, respetivamente, a consisténcia fraca e a normalidade as-
sintotica do estimador de runs do indice de cruzamentos. Os resultados sdo obtidos com argu-
mentos analogos aos usados por Nandagopalan (1990) para o seu estimador de runs do indice

extremal.

A escolha dos niveis a usar na estimacdo € uma das dificuldades encontradas na estimacdo
de muitos dos coeficientes extremais e por conseguinte debatemos este assunto na Seccao 3.5.
Terminamos o capitulo com a analise do comportamento do estimador de runs do indice de
cruzamentos em diversas amostras de dimensao finita, simuladas a partir de processos para
os quais o indice de cruzamentos é bem conhecido, bem com em conjuntos de dados reais.
Na aplicacdo a dados reais avaliamos a incerteza da estimacdo com um método bootstrap que

propomos na Seccao 3.7.
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A maioria dos resultados deste capitulo sao apresentados em Sebastiao et al. (2012).

3.2 O estimador de runs do indice de cruzamentos

Ao longo deste capitulo iremos assumir que a sucessao estacionaria X verifica a condicdo
ﬁ(g)(u), de H. Ferreira (2006, 2007) (ver Definicao 1.3.8). Notemos que esta condicdo é impli-
cada pela condicao

Tn—1

lim n P(X1 S’U,n<X2,N3~3:O,Xj < Up <Xj+1):0, (31)
n——+0o0 4 ’
j=

que restringe a possibilidade de se ter mais de um nao-cruzamento seguido de um cruzamento
num dado bloco, portanto permite a identificacao de grupos de cruzamentos e de runs de
cruzamentos. Alias, o proximo resultado diz-nos que a distribuicdo condicional do tamanho de
um grupo de cruzamentos 7, em (1.19) pode ser substituida pela distribuicdo condicional do

tamanho de um run de cruzamentos 7 em (1.28).

Teorema 3.2.1 Suponhamos que as condicoes A(u) e (3.1) se verificam para X com

u = {uy}n>1 tal que nP(KfM =0, X5 < u, < X4) — v para algum ~ > 0. Entdo

n—+oo
Tn(j) — 7,(j) ——— 0, para cada j > 1.
n—+4o0o
Demonstracdo: Por ser equivalente ao pretendido, iremos demonstrar que
Qu(d) = Q) ——=— 0, com Qu(j) = X275 Tu(s) @ Q1 () = X155 Tn(s).J = 1.
n—-+00 J J

Com J = [0,r,/n], temos, pelo Lema 2.2.1 com T =1 e o Teorema 1.3.13, paraj > 1

Qu(j) = PONu(J) > | Nu(J) > 0)
_ P(N(J) 2 )
P(N,(J) > 0)
= ZLP(VL() 2 9)(1+ o(1)
- ’%" [P(Xl < up, < Xa, N, ({iﬂ) 2]—1)+
+Tn_§_41)3 (Kfl” —0,X; <t < Xis1, Ny ([z Z 2 ’;’;D > 1>](1 +o(1)).

Mas, pela definicao de u,, e tendo em conta o Teorema 1.3.13 e o Lema 1.3.2, vem

kn AT n kn
—P (Xl §U77,<X27 Nn<|:37r:|>) SiP(Xl §U71<X2):O(1)
% n’n v
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e, por (3.1)

AT AT ] 2 n .
O§P<N17i—2—07 Xigun<Xi+la Nn<|:z+ ’T:|) 2.]_1)_

- P (Nl,i—2 =0, Xi Sup < Xip1, Xito Sup < Xigsy oo, Xigoj—2 Sup < Xi+2j—1)

rn—1
< Z P(X1 <up < X9, N33 =0,X; <up < Xj11) =o(1/n),
=1
logo
- k., _
Qn(j) = o {P(Nl,i—Q =0, X; <up <Xiq1,,..., X252 Sup < Xi+2j—1)] X

x (14 0(1)) 4+ o(1).

Por outro lado, também se tem

0< P(Ni—2i2=0, Xy <up < Xij1,..., Xigoj2 < up < Xiyoj1)

rn—1
< Z P(X; <up < X9,N33=0,X; <up < Xj41) —
j=4
-P (1\71,1'4 =0, X; <up < Xig1,. -, Xig25-2 Sup < Xi+2j71)
rn—1 _
< > P(Xy <up < X, N33 =0,X; <up < Xj1) =o0(1/n)
j=4
e portanto
_ k rn—(25—4) _
Qn(j) = ,;l >or (Nifz,z‘ﬂ =0, X; Sup < Xig1,..., Xiggj—2 Sup < Xi+2j71) x
i=3

x (14 o(1)) + o(1)

k _
~ f(rn—j—&—Q)P(X;; <up < Xgy oo, Xojp1 Sup < Xojpo | Nijp =0, X3 <wup, < Xy) X

x—(14+0(1)) + o(1)

3=

= Q)L +o0(1) +o(1) = Q) + (1),

como pretendido.
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Sob a validade de (3.1), parece assim natural, tendo em conta o resultado anterior, estimar
n usando runs de cruzamentos em vez de grupos de cruzamentos. Tal pode, de facto, ser feito
tendo em conta o Teorema 1.3.14, como veremos no que se segue.

Para uma dada sucessao de niveis u = {u, },,>1 consideremos o processo pontual de ndo-cruza-
mentos seguidos por um cruzamento de u,,, pelas primeiras n variaveis da sucessao X, i.e.,

n—3

Na(B) = Nu(un)(B) =Y I, —0. Xeracun<xiis)02(B)s B B([0,1)). (3.2)
i=1

Definam-se as variaveis aleatérias Y; = Y;(u,), i = 1,...,n, representativas do nimero de
cruzamentos consecutivos de u,, a partir do instante i + 2 ou do comprimento dos runs de

cruzamentos de u,, a partir do instante i + 2, ou seja, tais que,

0 se Nit2i42=0
Yri =

kE se Xiyo <un < Xits,,..., Xitor <un < Xigowy1, Nigort2,itont2 =0, k> 1

Represente-se por Z;(uy), @ = 1,...,n, o comprimento de cada uma dessas sequéncias,
condicionado a ocorréncia de um nao-cruzamento seguido de um cruzamento de u,, no instante
i+ 2. As variaveis aleatorias Z;(u,,) tém assim distribuicao de probabilidade 7 dada por (1.28),

i.e.,
To(k) = P(Zi(un) = k) = P(Y; = k | Niy = 0, Xipo < up < Xips), k> 1, (3.3)

que é independente de i devido a estacionaridade de X.

Com esta notacao, se a sucessdo X tem indice de cruzamentos n > 0, u = {u, = u;”}nzl
for uma sucessao de niveis normalizados de acordo com (1.14) e X verificar a condicdo D3 (u),
entao pelo Teorema 1.3.14 vem

1 ~
- = lim E[Zl(un)] = lim E[Yl | N171 =0,X3<u, < X4]

7) n—+oo n—-+o0o

_ g PEaSw <Xy EN(0.1)

n—4oo P(Nl,l = O) X3 < Uy < X4) n—+oo E[Nn([oa 1])] .

(3.4)

Salientamos que pela estacionaridade de X se tem
P(Nm =0,X3 <u, <Xy)=P(Xq1 <u, < X27N3,3 =0)

e consequentemente um run de cruzamentos tanto pode ser identificado no seu inicio como no

seu fim.

0 indice de cruzamentos surge em (3.4) como o inverso do limite do comprimento médio de
cada run de cruzamentos e, sob a validade da condicdo D® (u), cada run de cruzamentos pode

ser identificado a partir de cada ocorréncia de um nao cruzamento seguido de um cruzamento,
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uma vez que os cruzamentos ocorrem sucessivamente. A partir deste resultado é natural definir
o estimador ndo paramétrico para n, através do quociente entre o niUmero total de nao-cruza-
mentos seguidos de um cruzamento e o nimero total de cruzamentos, como foi sugerido em
H. Ferreira (2007),

n—3
~ Tg o X< <X
L _ N,L([O, 1]) - ; {Ni,i=0, Xijo<u,<Xiy3} 35
Mn —nn(u) == = _1 . (3.3)
N ([0,1])
Z ]I{Xiﬁun<Xi+1}
=1

Denominaremos este estimador por “Estimador de runs” do indice de cruzamentos por este
depender do nimero de runs de cruzamentos de um nivel u,, pelas n primeiras variaveis de
X. A motivacdo apresentada para a definicao deste estimador é semelhante a considerada por
Nandagopalan (1990) na sua definicao do estimador de runs do indice extremal de sucessoes

estacionarias que verificam a condicao D" (u).

Nas aplicacdes praticas usaremos sempre o estimador (3.5), contudo as propriedades teori-
cas apresentadas nas proximas seccoes serao demonstradas para um estimador assintoticamente

equivalente a 7;,, que definimos no que se segue.

Seja NP o processo pontual marcado em [0, 1] definido por

n—3

VIO(B) = Y TR, —o. xsracunexiads (B B CB(0,1)), (3.6)
i=1

onde T representa uma aplicacao de IN em RR. Assim, ]V,(LT) tem massa de probabilidade igual a

T(Y;) no ponto i/n quando X tiver um nao-cruzamento em i seguido de um cruzamento.

Se em (3.6) considerarmos T'(y) = 1 obtemos o processo pontual N, em (3.2), enquanto que,
se considerarmos T'(y) = y > 1 obtemos um novo processo pontual que denotaremos por N,,.
Este processo pontual distingue-se do processo pontual de cruzamentos N,, em (1.13) num acon-
tecimento, com probabilidade majorada por P(X; < u, < X2) que converge para zero quando
n — +oo e u, = ul). Deste modo, definiremos um novo estimador #* = N, ([0, 1])/N.([0,1])
que é assintoticamente equivalente a 7,,, visto que para os niveis u, = ul) se tem M =
5 + op(1). Assim, as propriedades demonstradas a seguir para 7}, também serao validas para 7,,

que usaremos nos estudos de simulacao.

3.3 Consisténcia fraca

Iremos assumir de agora em diante que X é uma sucessao estacionaria que verifica a con-
dicao l~)<3)(u) e tem indice de cruzamentos n > 0. Salientamos que os resultados obtidos per-
manecem validos sob a condicao (3.1).

Para provarmos que o estimador 77, € um estimador consistente de 7, e por conseguinte o es-
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timador 7,, também o sera, precisamos do resultado auxiliar que apresentamos de seguida. Este
lema obtém-se do Lemma 5.2.1 de Nandagopalan (1990) (pags. 77-79), substituindo o processo
pontual de excedéncias e o processo pontual marcado de cruzamentos, respetivamente pelo
processo pontual de cruzamentos e o processo pontual marcado de nao cruzamentos seguido de

um cruzamento.

Lema 3.3.1 Seja {k,},>1 uma sucessdo de inteiros que verifica k, —+> ~+o00 e suponhamos
- n——+00

que existe uma sucessdo {l,, },>1 para a qual

knlong,—2 + P(N,([0,1,/n]) > 0)] ——— 0, (3.7)

n—-+oo

onde w,, 2, n > 1, sdo os coeficientes associados a condicGo A(u).

Entéo

kn
ian NS (J0)] ian N (I, SN
E[E } 1_[1E[6 )] n—+o0o O’
j=

para qualquer sucessdo de reais {a, },>1, onde J,, C [0,1], n > 1, é uma sucessdo de intervalos,

tais que para cada n, J, D Ufgl Jnj, com Jp;, j =1,..., k, subintervalos disjuntos verificando
m(Jpn) — m(Ufgl JInj) < kn/n (m(-) denota a medida de Lebesgue).

A condicao (3.7) verifica-se para qualquer sucessao de niveis u(*), definida de acordo com
(1.14), se X verificar a condicdo A(u”)), uma vez que (3.7) implica que k, a1, —2 —0e
para u”), temos que k, P(N,([0,1,/n]) > 0) — 0

n——+0o0

A utilizacdo de niveis normalizados para cruzamentos definidos de acordo com (1.14) nao
nos permite obter a consisténcia do estimador 7, porque quando n aumenta, os valores de
7 nao convergem adequadamente para o valor de 7. E assim necessario considerar niveis
menos elevados que u,(j’), i.e., niveis ndo normalizados v, = ’ﬁfr”l}c"], para algum v > 0 fixo, que
satisfacam

nP(X1 <v, < X3) —cpv —— 0 (3.8)

n—-+oo

onde {c,}n>1 € {kn}n>1 S30 sucessoes de numeros reais que verificam c,, k, —+> +00,
= = n—-+oo
n/¢, —— +oo € c,/k, —— 0. Notemos que para esta sucessdo de niveis também se
n—-+oo n—-+oo
verifica a convergéncia
lim E[Zi(v,)] = 1/n.

n—-+o0o

De agora em diante usaremos a seguinte notacao

n—3

N" = NTL([O’ 1]) = Z Y;]I{ﬁi,i=07 XitoSun<Xiys}

i=1
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n—3

Ny = Nn([o’ ]'D = Z ]I{Ni,i:07 Xijo<un,<Xigs}’
i=1

para que N, e N, representem variaveis aleatorias em vez de processos pontuais. Sera con-

kn, ir,—3
veniente representar N, por N, = ZNm- com N,,; = Z Y}]I{ijzm Xjpa<un<Xis}?
=1 jz(i_l)"'n"l‘l
kn irn—3
1<i<k, eN,porN, = ZNM com N,,; = Z L5, o X, 1a<un<x, o) L S0 < kns

i=1 J=(i—1)rn+1

Notemos que no caso de (3.7) se verificar e tendo em conta que n— k,,r,, < k,,, 0 Lema 3.3.1
permanece valido para N,, e J\Afn, e consequentemente pela estacionaridade de X podemos

concluir que

Blexp(ia,N,)] = (Elexp(ianN,)])™ + o(1) (3.9)
e
~ ~ kn
Blexp(ianN,)] = (Elexplianl,,)]) "+ o(1)

onde N,, = N,,; e N,, = N,,;. Usaremos estas relacdes nos resultados que se seguem.

Consideremos agora a seguinte variavel aleatoéria de Poisson composta
N,
N,=> Z(v) (3.10)
j=1

em que N, € uma variavel aleatéria de Poisson com valor médio c¢,nv e Z7(v,) sao variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com Z; (v,,), ou seja, tém distribuicdo 7
dada por (1.28).

Demonstramos no préximo resultado, recorrendo a argumentos semelhantes aos usados em
Nandagopalan (1990) que, sob certas condicoes, as distribuicdes limite de N,, e N,, sao idénticas

as distribuicées de N, e N, respetivamente.

Teorema 3.3.1 Seja {v,},>1 uma sucessdo de niveis que verifique (3.8) e suponhamos que
existe uma sucessdo {l,,},>1 para a qual se verifique (3.7) para esses niveis.

Se
E [zj(un)n{ﬁmx}} = o(1) (3.11)
uniformemente para j = 1,...,ry,, (r, = [n/ky]), entdo
E [exp(itc,'N,)] — E [exp(itc;lﬁjl)] P 0 (3.12)
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E [exp(itc,jl]\?n)] —FE {exp(itcglﬁ:)} e 0, (3.13)

para cada t € R.

Demonstragdo: Sejam Z; = Z;(v,,), ¥z, (t) = Elexp(itZ1)] a fungao caracteristica da variavel
aleatoria Z; com distribuicdo 7;; dada por (1.28) e R; = {Njyj =0, Xji2 <v, < Xj14}. Como

N, é uma variavel aleatéria de Poisson composta, temos que
E [exp(itc;lﬁb] = exp(—covn(l — Uz (tc; 1))
e por conseguinte é suficiente provar que
E [exp(itc,'N,)| = exp(—cvn(1 — Uy, (te;, 1)) + o(1), (3.14)
ou equivalentemente, por (3.9) que

(E [exp(ite, "N, )])*" = exp(—cvn(l — Uz, (te, 1)) + o(1).
Note-se que

B [exp(ite;'N,,)] = 1-F (1= explite; N, Iz, _yy + ﬂ{ﬁwl}}}

= 1-F _(1 — exp(itcglﬁ,.n))]l{ﬁm:1}}} —p'

[ -1 1
= 1-F _(1 — exp(itc, Nrn))]I{U;L(ij(ﬁrn:l))}] —pM

= 1-F Z(l—exp(itcngj)H{Rjﬁ(ﬁmzl)} —p
j=1

= 1-F Z(l — exp(ite, ' Z;){ g,y — ]I{ij(ﬁm>1)}} —p

j=1

T'n

= 1-E|) (1 —exp(ite, Z;)) g,y | + o2 = pl)
_j:1

= 1-1,E[(1 - exp(itc,* Z1))] P(Ry) + p — p{V)

= 1 Pt o(1)) % (1 g (1) + (k)
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com

D = |B |1 = explite; Ny, DA, > 1)]|

IN

1 -~
te, 1B [No g o)

_1 n
lte, | E Z Zili g (R, 1)}

<
j=1
e
‘IDSL2)| = |BE Z(l - eXP(itCEIZj))H{R].m(ﬁM>1)}
j=1
—1 z
< B | Y 2N g 0w, s |
j=1
pelo facto de paran > 1 et € R se ter |e? — 1 —it/1! — ... — (it)"~/(n — 1)!| < |t|*/n!. Logo,

pela desigualdade triangular vem

Tn

e 1> B 25, oy | PR)

j=1

1o — piM)|

IN

= 2lte,'|P(R1)Y_E {ZJH{J@TLM}}

Jj=1

= 2lte; rnP(Ry)o(1)

uma vez que se verifica (3.11), e sob a validade de D® (v,,), temos que ;P(Rl) =nv +o(1).

Além do mais, como |1 — Uz, (tc;b)| < |te, Y E[Z1(v,)] € E[Z1(v,)] P 1 vem que
n—-—+0oo

_ Is kn
E [exp(itc,'N,)] = (1 — ény(l — Wy (teyt) + o(k;l)) +0(1),

de onde resulta (3.14) e consequentemente prova (3.12).

A convergéncia (3.13) podera ser obtida com argumentos similares e tendo em consideracao
que

E |exp(itc,'N,, )| = 1—r,E [(1 - exp(itc, ) r,y] + @ = 1,V
= 1-r,(1- exp(itcfll))P(Rl) + o(kgl)
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_ &

=1
kn

(v + 0(1))(1 = exp(itc, ")) + o(ky ),

com

Tn

(2) (1) —1
ol = pl ) < 2t 'E ZH{RJm(ﬁmﬂ)}
Jj=1

= 2/te; rnP(R))P(N,, > 1)

Se no resultado anterior fossem considerados niveis normalizados u%”), as convergéncias
(3.12) e (3.13) verificar-se-iam sem haver necessidade da constante normalizadora c,,, sendo

neste caso NV} em (3.10) uma variavel aleatdria de Poisson com valor médio nv.

Encontramos no proximo resultado a justificacao para a utilizacdo dos niveis v, = Emc ]

para garantir a consisténcia fraca do estimador.

Teorema 3.3.2 Suponhamos que {v, },>1 € uma sucessdo de niveis satisfazendo (3.8),

E [Z7(0n) Wiz (v,)5e)] =72 O (3.15)
e
E [(Z5 (0n)* Wiz; (v)2e}) ——72 O (3.16)
entdo
cglﬁz L> v
n—4o00

Demonstragdo: Comecemos por notar que a convergéncia (3.15) conjuntamente com o facto de

—1 : * : . . s
E[Z1(v,)] P implicam que nvE[Z] (vn) iz (v,)<en}] — v Assim, sera suficiente
demonstrar que

—1377* * P
c.'N, —nwE[Z} (V)W z5 (v, )<en )] P 0.

Considerando agora v, = FE[Z{(vn)l{z;:(v,)<c,}] Obtemos, para qualquer e > 0 e § <

e/ max{y,},

Pl Ny =yl > 22) = 3P (16", = oyl > 22 | Ny = k) P(N; = k)
k>0
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k
- > P ( et D 75 (0n) =
j=1

ki|lk—cnnr|<cnd

> 25) P(N} = k) +

k
+ Z P ( et ZZ]*(vn) — Ny, | > 25) P(N; =k)
s j=1

k:k>cpmv+tcn

E[(Zf(vn)ﬂ{zl* (v,,)gcn})2]
en (v — 0) [/ (8 + nv))?

IN

(6 + ) E[Z] (vn) Ui 25 (v,)>en}] T

(4)

+ P(IN: — conu| > bcy) .

(B)

A expressao (A) resulta do facto de v, < E[Z}(v,)] ——— n~! e portanto para

n—-+oo

0 < ¢/ max{y,} se ter |k — c,nv| < dc,, €

k
p ( et Z Z7 (vn) — qvyn| > 25)
j=1

k, _ . k
= P 7(k IZZ.j(Un)—’}/n)—FC*’Yn—’UV’)/n >25)

k
k1
< Z(= “(v) — Y 7 S L
< P(Cn(k;Z](v) Yn) >5) porque & — ~. o
s P 1EIC:Z*(”)— > orque £<w+5
S kj:ljn Tn o , porq Cnil
< P(Z}k(”n)#Zf(vn)ﬂ{z;(q,n)gcn} para algum jgk)+
1< .
+P %;Zj ('Un)]I{Z;‘(Un)Scn} — | > v
El(ZF (v g (0 y<e1)?
< RP(Zion) > o) + DLz 0 <) )]
kle/(6 + nv)]
* E[(Z*(Un)]l Z* () <cn )2]
< (B4 )EZ ) 22 )5 eny] + e Z G S0

en(nv—90)[e/(6 + 771/)]2 .

A convergéncia de (A) para zero resulta agora de (3.15) e (3.16), enquanto que (B) converge
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para zero uma vez que N é uma variavel aleatoéria de Poisson de média c,nv. Consequente-
mente, como ¢ > 0 é arbitrario, temos que

R P
cnan —nvy, —— 0

n—-+o0o

como pretendido. a

Demonstramos no Teorema 3.3.1 que c; !N, e cglﬁn tém assintoticamente a mesma dis-
tribuicdo que, respetivamente, ¢;'N. e ¢;'N* e no Teorema 3.3.2 que ¢;'N, ﬁ v.
Mais ainda, como N; € uma variavel aleatéria de Poisson com valor médio c,nv, segue-se que
c;lﬁ,’; -2, nv. Destas duas convergéncias resulta a consisténcia fraca de 7, enunciada no

n—+oo

proximo resultado.

Corolario 3.3.1 Nas condicbes dos Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 tem-se

~ P
My ———— 1

n—-+4oo

3.4 Normalidade assintotica

A normalidade assintética do estimador 77 é obtida impondo algumas condicdes adicionais
aos primeiro e segundo momentos da variavel aleatoria 7 (v, ). Para tal, o proximo resultado

revela-se essencial.

Teorema 3.4.1 Seja {v,},>1 uma sucessd@o de niveis satisfazendo (3.8) e suponhamos que
existe uma sucessdo {l,,},,>1 para a qual se verifica (3.7) para esses niveis.

Se
EN, W5 1) = olca/kn), (3.17)
El(Z;(0a) W5, 21y) = o(1) (3.18)
uniformemente em j =1,...,ry, (r, = [n/k,]) e

oy, = E[(Z1(vn))?]

n

N, — E[N,]
€ uma sucessdo limitada, entdo c,, 1/2 converge em distribuicdo, se e so se
Nn - E[Nn}
Rk Nk
Nn - E[Nn]
c, 1/2 converge, e nesse caso, os limites coincidem.
N; — E[N;)

Demonstracdo: Fixemos ¢,s € IR e denotemos as funcdes caracteristicas dos vetores aleatdrios
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anteriores, no ponto (¢, s) por, respetivamente,

Uy (t,5) = [exp{ztc V2(N, — E[N,]) + isc; V2(N, — E| ,,,])}}

Us(t,s) = [exp{ztc V2(N, — E[N}]) + isc;, 2(N . —E[]V;‘;])}}

n

Teremos que provar que para cada (t, s), Ya(t,s) — Uy(t,s) —— 0.

n—-+oo
Denotando por ¥z, (t) = Elexp(itZ;1(v,))] a funcao caracteristica da variavel aleatoria Z; (v.,)
com distribuicéo 7 dada por (1.28) e R; = {N, ; =0, X;2 < v, < X,,4} € tendo em conta as

definicées de N, e N* podemos concluir que

Wolts) = exp{ean [L - U (e i B2 ()] + )] )

exp {—cnyr] [pgll) —isc;2p® 4 pgf)] } +o(1), (3.19)
uma vez que podemos escrever

71/2 1/2

1-Ug,, (tC;1/2) isc, = 1—Uy, (tc;l/Q) + 0y, (tCT_Ll/Q)(l _ eisen )

= (—ite, 2 E[Zy(vn)] + o) + (14 p) (—ise, 2 + ),

com |pi)| < Geptod, o] < tew PEZi(va)], 087 < Sent e o) x ol = ol ).

TL

Por outro lado, tendo em conta o Lema 3.3.1 temos que
— ~ ky
i(t,5) = (B [expfite; (N, = BIN,, ) + s, /2(N,, = [N, DY)+ o().
Procedendo agora como na demonstracao do Teorema 3.3.1 vem

B [explite; V2N, + iscy V2, =

1-E [(1 — exp(itc; V2N, + isc;l/QNrn)> (g _y+ 05 oy}

= 1-r,FE [1 — exp(ite; Y2 Zy (vn) + iscgl/Q)} Mg,y — pW 4+ p®

1 - raP(Ry) [1 — Wy, (te V) explisc, 1/2)} ok,

pois por (3.17) e (3.18) prova-se que | — pn) + p(5)| o(k;1).

n

Como também

exp(—itc;V2E[N,,]) = 1—ite;?r,P(R))E[Z1(v,)] + o(k; 1),

n
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exp(fiscglmE[]vrn]) = 1—isc;Y?r,P(Ry) 4 o(k; )
e tendo em consideracao que r, P(R1) = 7 (vn + o(1)), vem

E [exp{ite; (N, — EIN,,)) +isc; (N, - EIN,,))}]

n

- {1 — 1 P(Ry)[1 = W, (te,'/?) exp(isc, /)] + O(k;1>} %

x {1 — ite; Y2, P(R) E[Zy (vy)] + o(kgl)} {1 —isc,*roP(Ry) + O(kﬁl)}

= 1= o o) s 22 + o] + olk ).

kn
Donde
C kn
U(t,s) = {1 - [pSP —isc, ' p) + pﬂ + o(kz:l)} +o(1)
= exp {—cnlm [p,(ll) —isc;V?p2) 4 ,0513)} } + o(1). (3.20)
De (3.19) e (3.20) resulta que, para qualquer par (t,s), ¥s(t, s) — Uy(t,s) R 0. O

Tendo em conta este resultado, provamos a seguir que as sucessoes de variaveis aleatorias
{N,},>1 e {N:},>1 convergem em distribuicao para variaveis aleatérias normalmente distribui-

das.

Teorema 3.4.2 Seja {v,},>1 uma sucessdo de niveis satisfazendo (3.8) e suponhamos que
existe uma sucessdo {l,,},,>1 para a qual se verifique (3.7) para esses niveis.

Se
02 = E[(Z1(vn))?] m 0% < 400 (3.21)
e para cada ¢ > 0,
E[(Z5 (0n))* W22 (0n))2 5200 }) P 0. (3.22)
Entdo
N, — E[ﬁ;] 0 vno® v
c—1/2 _ 4 N
n ~ ~ n—-+o0o ’
N, — E[N;] 0 v vn

Demonstracdo: Atendendo a que W; € uma variavel aleatéria de Poisson composta tem-se
E[N] = E[N})E[Z(v,)] € entao podemos escrever

N, - E[N,] = (N,, = N;E[Z1(va))) + E[Z1(va)}(N}; - E[N;)). (3.23)
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A condicao de Lindeberg (3.22) e a definicao de JV;Lk garantem a validade do Teorema do Limite
Central, ou seja,

V2(N' = NAE[Zy(0n)]) —2— N (0”7” <02 N 7712>) '

n—-+oo

Donde
Efexp(ite, (N, = NiE[Zi(wa)])] = exp(—canp[l — g, (te;, /2)e~en' P EZA ]
1

— exp (_771/ (02 - ) t2> .

n— oo 2 772
e consequentemente

_ _1/2y —ite V2 E[Z: (v0)] nv o o 1\
ennv[l = Wy, (te;,/%)e m 5 |7 o te. (3.24)

Como também ¢, "/3(N — E[N]) —X— N(0,nv), temos que

n—-+o0o
Efexp{isc, V2 (N; — EIN:DY = exp(—camp(l— " 4 isc,/?))
(%)
— exp| —
n—-+o0o 2
e consequentemente
1/2 —1/2 nys®
canr(l — e " isc, /)—Jr—% 5 (3.25)
n—-+4oo
Agora,
Elexp{ite, /> (N, — N3 E[Zi(vn))) + isc, /(N = BIN;])}]
= exp(—canr(l — Uy, (te;?)e —ite, /2 B[Z) (vn)] giser M/ +isc;1/?)), (3.26)

com Uy, (ten /%) = 1+ itey V2 E[Zy (v0)] + pi) € e~iten PEIZ1on)] = 1 — jtey V2 E[Z, (v0)] + piP

em que p e p'? sdo ambos majorados por t2c to2 /2.

Portanto, de (3.21), (3.24) e (3.25) obtemos

771/Cn[ \IjZl( 1/2) 7“6;1/2E[Z1(vn)]€isc" . +ZSC 1/2]

_ T)VCn[(l _ \I’Zl( 1/2) —ztc;I/QE[Zl(vn)]) + (1 _ eisc'" 1/2 +ZSC_1/2) + 0(051)]

nv(o? — 1/ )t nus

n—-+oo 2
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que conjuntamente com (3.26) implica que

N, — N;E[Zl(vn)] 0 nv (02 - %) 0
—1/2 d i
cn — N ;
-~ o n—-+oo
Nn - E[ n] 0 0 vn
Para concluir basta agora ter em conta (3.23) e o facto de E[Z;(vy,)] T 1/n. O
n—r+00

A normalidade assintética de 77 é agora uma consequéncia imediata dos resultados anteri-
ores.

Corolario 3.4.1 Nas condicoes dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, tem-se

Vet = m) o & (0 2ot - 1))

n—-+4oo

em que n,, = E[N,,]/E[N,,.

Demonstracado: Pelos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 temos que

N, — E[Nn] 0 1/7702 v
1/2 d
ot AN ,
~ ~ n—-+oo
N, — E[Ny] 0 v vn

As condicdes (3.18), (3.21) e (3.22) implicam as condicdes dos Teoremas 3.3.2 e 3.3.1, por

. = P .~ =~ . .
conseguinte ¢, !N, —+> v. Por outro lado, a condicdo D®(v,) implica que 7, —+> 7.
n—-+0oo n—-+0oo

Logo, para concluir basta notar que

~ 1 _ = = _1/2/~ —
Ve (n — 1) = N Cnl/Q(Nn — E[Ny]) - nncnl/Q(Nn — E[N,])}

Var [051/2(]?” — E[Nn}) — nnc;1/2(ﬁn — E[Wn])} =nv+ ninyUQ — 2n, V.

Notemos que a variancia de 7 é da ordem de 1/v e portanto, se v se mantivesse fixo como
em (1.14), nao tinhamos garantida a consisténcia do estimador. Assim, teremos que assumir
v = v, — +oo quando n — +oo, que é conseguido recorrendo aos niveis nao-normalizados v,
definidos em (3.8).

Um aspecto importante a salientar dos resultados anteriores é o facto de paran = 1 a
distribuicao assintotica ndo estar bem definida, uma vez que neste caso a variancia vem igual a
zero, devido a nao haver agrupamentos de cruzamentos. Esta situacao ocorre por exemplo em
processos que verifiqguem a condicdo D" (u) e consequentemente também verificam a condicao
D®(u).
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Apresentamos a seguir um resultado que do ponto de vista pratico tem mais utilidade que
o Corolario 3.4.1, uma vez que permite obter intervalos de confianca assintdticos ou testes de
hipoteses para o parametro 7, e deste modo caracterizar o agrupamento de cruzamentos de

niveis elevados nos dados observados.

Corolario 3.4.2 Suponhamos que se verificam as condicées do Coroldrio 3.4.1,

\/a(nn —TI) —0

n——+oo

e

Bl Z5 (00) My 25 (00))2<en )] — 0 (3.27)
Entdo

Nn ~ d
s (I, — 1) ——— N(0,1),
@ —1) e = e MO
ZT‘L 3Y 1.~

onde 8,% _ i=1 "1 {Nm;io, Xiyo<v,<X;y3} '

Ny
Demonstracao: Pelos resultados anteriores e (3.27) temos que

No _p y ¢ n? " 4 N(O0,1
T (o) —1) (%*W)mj (0,1).

CplV n—+oo Nk

Aplicando agora os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2 as variaveis Z3(v,,) € (Z7)*(v,) vem

n—3
et E Y21, ~ — o’
n t T{Ni,i=0, Xij2<vn<Xit3} 55400 N ’
i=1

< P ~2 P 2
Como N,,/c, —— nv segue-se que 0. ——— o e consequentemente
n——+oo n——+oo

( env )1/2/( Nn >1/2 » 1

n((no)? —1) M ((7500)* — 1) n—rtoo

0 que demonstra o resultado. a
Dada uma amostra aleatoria X1, ..., X,, e um nivel u, o Corolario 3.4.2 permite-nos construir

o seguinte intervalo de confianca assintotico a 100(1 — «)% para n

— 1 an
(nn — 21— a/z\/ — s T+ 21-a)2 77n )> (3.28)

onde z;_,/, denota o quantil de probabilidade 1 — «/2 da distribuicao normal padrao,

n—3 n—3 2
~ Zi:l ]I{Ni,i:()v Xit2<u<Xits} ~2 Zi:l Y; ]I{Nm-:o, Xito<u<Xiys}

77” - Z'IL—?) Y]I ~ € n Z'IL 311 _
i=1 Vit N,; =0, X, 2<u<X;i3} i=1 “{N; =0, Xip2<u<X;is}
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Os intervalos de confianca em (3.28) sao aproximacdes dos verdadeiros intervalos de con-
fianca para amostras finitas. A regiao de confianca exata para uma amostra de dimensao n
podera ser melhor aproximada recorrendo a técnicas de reamostragem bootstrap. O bootstrap
pode ser utilizado para quantificar a incerteza associada as estimativas. A ideia principal (Efron
(1979)) é tratar o conjunto de dados, ou seja a amostra, como se fosse a populacao e retirar
amostras com reposicao desse conjunto de dados. Este procedimento é repetido um nimero ele-
vado de vezes, B, e para cada amostra calculam-se as quantidades de interesse. Os B valores

calculados sao entao utilizados para estimar a distribuicao desconhecida dessas quantidades.

Singh (1981) demonstrou que esta teoria classica bootstrap ¢ inadequada para dados depen-
dentes. Neste contexto, € usual agruparem-se os dados em blocos e proceder a reamostragem
destes blocos de modo a manter a estrutura de dependéncia local dos modelos em estudo.
Deste modo, se a dimensao dos blocos tender para infinito assim como a dimensao da amostra,
€ possivel encontrar uma teoria assintdtica que garanta os resultados obtidos por este processo
de reamostragem. Encontramos na literatura varios autores que se dedicaram ao estudo deste
tipo de reamostragem bootstrap, dos quais destacamos Carlstein (1986), Kinsch (1989), Liu e
Singh (1992), Politis e Romano (1992, 1994) e Lahiri (2003).

Os métodos de reamostragem por blocos tém a desvantagem de ser necessario otimizar a
dimensao dos blocos, sendo que a determinacao da dimensao 6tima nao parece ser uma tarefa
simples de generalizar para qualquer tipo de modelo. Em Ferro e Segers (2003) encontramos um
procedimento bootstrap que evita a identificacdo dos blocos e consequentemente a determi-
nacao da sua dimensao. Este método foi aplicado no contexto da estimacao do indice extremal

e sera por nos adaptada mais adiante na estimacao do indice de cruzamentos.

Recordemos que as propriedades que demonstramos para o estimador 77 se mantém validas

para 7,, que iremos usar a partir de agora.

3.5 A escolha dos niveis

Na Seccao 3.3 demonstramos que a consisténcia do estimador de runs do indice de cruza-
mentos 7j,, se tem para niveis v, mais baixos (que os normalizados para cruzamentos ul¥ ))
satisfazendo (3.8). Assim, a escolha precisa dos niveis v,, depende da distribuicao conjunta do
par aleatério (X, X»), geralmente desconhecida. Na pratica, este niveis deterministicos terao
de ser substituidos por niveis aleatorios sugeridos pela relacao

D P(X) <o < Xo) ~ v (3.29)

Cn

Esta relacao indica-nos que o nimero esperado de cruzamentos do nivel v,, € aproximadamente
igual a ¢, v. Contrariamente ao que usualmente € usado na estimacao do indice extremal, estes
niveis aleatorios nao poderao ser representados por estatisticas ordinais de topo. Todavia, para
niveis v,, tais que %P(Xl > v,) ~ T, 0 nUmero esperado de cruzamentos é necessariamente in-

ferior ou igual a ¢, 7. Parece assim natural substituir também os niveis v,, pela estatistica ordinal
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apropriada usada na estimacao do indice extremal (ver Nandagopalan (1990)), nomeadamente
Un = Xp—[c,7]:n- TENdO €M CoOnsideracao estes argumentos, definimos o seguinte estimador para
o indice de cruzamentos,

_ N,(@,)
NMn =

em que N, (3,) = N, ([0,1]) € N, (T) = N, ([0, 1]) com w,, = B,.

A consisténcia fraca deste estimador é obtida demonstrando que o valor das suas estimativas
€ aproximadamente igual ao valor das estimativas obtidas a partir do mesmo estimador baseado
em niveis deterministicos. Para tal, comecemos por verificar que para dois niveis v, e v, tais

que v; # vy e n fixo, se tem sempre que

[N(v1) = Nip(v2)] < [N (v1) = N (v2))| (3.30)
e
|Nu(v1) = No(v2)| < [N (v1) = Ny (v2))] (3.31)

onde N, (v,) = Z?:l ]I{X7:>vn}'

Teorema 3.5.1 Suponhamos que para cada v > 0 existem ﬂmcn] = “E:z}cn] para algum v > 0,

que se verificam as condicées das Proposicées 5.3.1 e 5.3.2 de Nandagopalan (1990) (pags. 81
e 83) para cada 7' numa vizinhanca de T e que as condicées (3.11), (3.15) e (3.16) se verificam

, .. . P
para cada v' numa vizinhanca de v. Entéo 1,, —— 7.

n—-+o0o
Demonstracao: Para ¢ > 0,

P(lc; Ny (0,) — v| > 62) < P(lc; ent] — Np(vp)] > 3¢) + P(le;, ' Ny (vy) — v > 3¢)  (3.32)

(t+¢)
[n/cn]?

temente pequeno, os resultados em Nandagopalan (1990) e obtidos na Seccao 3.3 permitem

por (3.30), com v; e vy substituidos por 7, € v, = u respetivamente. Se ¢ é suficien-

. P ~ P .
concluir que ¢,,' N, (v,) —— 7+¢c € ¢, N, (v,) —— v+e¢. Assim, como ¢, ![c,7] —— 7,
n—-+oo n—-+oo

n—-+oo

para n suficientemente elevado a expressao de (3.32) é dominada por

P(le; ' Nu(vn) — (T4 €)| > ¢) + P(|c;1]\~fn(vn) —(v+e)|>e) ——0,

n—-+oo

—1AT [ P
0 que prova que ¢, ' N, (v,,) — v
n—-+0o0

Por outro lado, para ¢ > 0, a partir de (3.31) com v; e v, substituidos, respetivamente por

Up, € Uy, = U /e, (T + €), temos que

P(|lc; ' Nu (@) — | > 62) < P(|c; M enT) — Nu(vn)| > 3¢) + P(|c; "N (vy) — v| > 3¢). (3.33)

n 3

Consequentemente, se ¢ € suficientemente pequeno, recorrendo aos resultados da Seccao 3.3,
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temos que cglﬁn(vn) —i—» n(v + ¢) e poderemos concluir que (3.33) é dominada por
n—-+oo

P(lcg " Na(vn) = (7 +€)| > &) + P(le, No(vn) = n(v + )] > &) —— 0,

n—-+oo
1A P
0 que demonstra que ¢, * N,,(v,,) o
n——+00

0 resultado é agora uma consequéncia imediata das duas convergéncias estabelecidas. [

A demonstracao da normalidade assintética de 7,, continua um problema em aberto.

3.6 Estudo de simulacao: alguns exemplos

Estudamos nesta seccao alguns exemplos de sucessdes que apresentam agrupamentos de
cruzamentos de niveis elevados. Usando simulacdes multi-amostra, ilustraremos o desempenho
do estimador de runs do indice de cruzamentos no processo autoregressivo de maximos (ARMAX)
de H. Ferreira (2006) e no processo autoregressivo de primeira ordem negativamente correla-
cionado (AR(1)) de Chernick et al. (1991), para os quais o valor do indice de cruzamentos 7 é

bem conhecido.

Segundo Gomes e Oliveira (2001) a simulacdo multi-amostra € uma pratica comum quan-
do é necessario estimar medidas de dispersao relativas a estatisticas de interesse, tais como
por exemplo a variancia ou o erro quadratico médio (MSE). Num processo de simulacao multi-
-amostra de tamanho m x r (m corridas e r réplicas), sdo obtidas m estimativas da estatistica de
interesse a partir de m amostras independentes de dimensao n do modelo, de seguida conside-
ram-se r réplicas independentes desta experiéncia. Temos assim r conjuntos de m estimativas.
0 valor final simulado da estimativa é obtido pela média das r estimativas calculadas em cada

réplica. Por exemplo, a variancia de 7,, sera estimada por
1= 20)
Var[nn] = ; Z Spo
7j=1
com

2 () 1 Zm 50) _ 5())2 1 Zm 70)
= - e = — -
Sn m — 1 iZI(Tlnz nn ) nn m pt nnz

onde ﬁfjf representa a i-ésima estimativa de n na j-ésima réplica da experiéncia.

Atendendo a que o estimador global do parametro de interesse é uma média, sabemos que,
em condicles bastante gerais, podemos aproximar a distribuicao do estimador pela distribuicao
t-student com r — 1 graus de liberdade. Podemos também, a partir das r réplicas, estimar o
erro padrao do estimador global e calcular os respetivos intervalos de confianca. Deste modo,

por exemplo, um intervalo de confianca a 100 x (1 — a)% para E[7,,] é dado por,

i) _ SDE[ﬁn] 3.34
En,] £t.—1(1 —«a/2) T (3.34)
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onde,

~ 1~ .
Bfi) = 13w
j=1

SDg5.0 = 4| i 1 Z (7753) - ﬁn)Qv

j=1

com

P IR [
W= an e a=-y ol
i=1 =1

3.6.1 O processo ARMAX

Consideremos o processo ARMAX de H. Ferreira (2006) definido por,

Xn = max{Yn, Yn_g, Yn_g}, n Z ]., (335)

onde {Y,,},>_2 € uma sucessao independente e uniformemente distribuida em [0,1]. Apresen-
tamos na Figura 3.1 uma trajetoria deste processo.

0.6 0.8 1.0
1 1 1

0.4
1

0.2

0.0

0 50 100 150 200

Figura 3.1: Trajetéria do processo ARMAX definido em (3.35).

H. Ferreira (2006) provou que esta sucessao estacionaria verifica a condicdo D® (u) com

u = {u, =1—17"/n},>1, 7 > 0, tem indice extremal # = 1/3 e indice de cruzamentos 1 =

1/2. Demonstrou ainda que se tem lim nP(X; > u,) = 37" e lim nP(X; < u, < X3) =
n—-+oo n—-+oo

27', ou seja, os niveis u, anteriores sdo simultaneamente normalizados para excedéncias e

para cruzamentos. Notemos que as convergéncias anteriores implicam que para uma amostra

(X1,...,X,) dasucessao X, com n suficientemente elevado, o nimero de cruzamentos do nivel

elevado u,, € aproximadamente igual a 2/3 do nimero de excedéncias desse mesmo nivel.

Nas simulacbes que se seguem consideramos niveis u = X,,_4.,, 1 < k < n — 1, em (3.5),

correspondentes as estatisticas ordinais de topo associadas a amostra aleatoria (X7,...,X,),
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comummente utilizados na estimacéo do indice extremal (ver por exemplo Nandagopalan (1990)
e Gomes et al. (2008)). Deste modo, o estimador do indice de cruzamento € agora uma funcao
de k, que representaremos por 7, (k). De facto, k esta a substituir c,7, ¢, m +00, € por
conseguinte a consisténcia sera alcancada se k = k, P +o0o e k = o(n) quando n — +oc.
Na Figura 3.2 apresentamos, na escala linear e na escala logaritmica, uma trajetéria das
estimativas de 7, obtidas com o estimador 7,,, definido por (3.5), em funcao de k& > 1, recorrendo
a uma amostra de dimensao n = 5000 de (3.35). Como podemos verificar, a escala logaritmica
pde em evidéncia o desempenho do estimador para valores pequenos de k, dando uma melhor
percepcao da sua regiao de estabilidade em torno de n = 0.5 para estes valores. A regiao
de estabilidade é sem dlvida pequena e as estimativas obtidas aumentam substancialmente a

medida que k£ aumenta afastando-se assim do verdadeiro valor de n = 0.5.

1.0 1.0

08 — 08 —

06 — 06 —

0.5 05

04 — 0.4 o

02 — 02—

0.0 T T T T 0.0 T T — T T

0 1000 2000 3000 4000 5000 1 5 10 50 100 500 1000 5000
K k

Figura 3.2: Estimativas de n em funcao de k, para uma amostra de dimensao n = 5000 do processo
estacionario ARMAX em (3.35), numa escala linear (a esquerda) e numa escala logaritmica (a direita).

Para amostras de dimensao n = 100, 200, 500, 1000, 2000 e 5000, do processo ARMAX de (3.35),
realizamos uma simulacdo multi-amostra com 5000 corridas e 10 réplicas. Simulamos para o
estimador 7,(k), o valor médio (FE[e]), 0 erro quadratico médio (M SE][e]), o desvio padrao
(SDJe]) e a fracdo otima de amostragem, dada por ky com kg := arg mkin MSE[n,(k)].

Na Tabela 3.1 encontram-se as principais propriedades distribucionais do estimador em es-
tudo, bem como os respetivos intervalos de confianca a 95%, calculados a partir de (3.34).
Como seria de esperar os resultados melhoram a medida que n aumenta.

Tabela 3.1: Fracao de amostragem 6tima, valores médios, erros quadraticos médios e desvio padrao nos
seus niveis 6timos, do processo ARMAX, com n = 0.5.

n ko ko/n Ele] MSE]e] SDle]
100 12 0.120 0.54265 + 0.000423 0.00546 + 0.000112 0.06034 + 0.000659
200 14 0.070 0.52440 £ 0.000263 0.00224 + 0.000032 0.04059 £ 0.000335
500 19 0.038 0.51200 £ 0.000123 0.00072 £+ 0.000015 0.02408 £ 0.000252
1000 25 0.025 0.50733 + 0.000164 0.00031 + 0.000008 0.01595 £+ 0.000188
2000 27 0.014 0.50403 £ 0.000072 0.00014 4 0.000003 0.01112 4+ 0.000101
5000 25 0.005 0.50143 £ 0.000049 0.00005 4 0.000001 0.00703 £ 0.000093
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A sensibilidade do valor médio F|e] a alteracoes de k evidenciam a necessidade de estudar
as propriedades do viés deste estimador. Na Figura 3.3 observamos que para o processo ARMAX
o comportamento do erro quadratico médio é descrito por uma funcdo convexa, o que nos per-
mite identificar o valor de k& que minimiza esta funcdo. Confirmamos ainda que, a partir de um
determinado valor de k£, o MSE é completamente dominado pelo viés, apresentando a varian-
cia valores bastantes reduzidos. Conclusdes semelhantes foram retiradas para as amostras de

outras dimensoes.

1.0 0.005

— MSE
- - VAR
- BIAS"2

0.8 1 0.004

0.6 1 0.003

0.5

0.4 4 0.002 +

02 0.001 +

0.0 T T T T 0.000 T T T T
10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250

Figura 3.3: Valores médios estimados (a esquerda), erros quadraticos médios, variancias e quadrado do
viés estimados (a direita), para amostras de dimensdo n = 500 do processo ARMAX em (3.35), numa
escala logaritmica. (n = 0.5).

No Corolario 3.4.2 encontramos um estimador para o desvio padrao de 7,,(k). Para perceber-
mos se podemos utilizar este estimador para estimar o desvio padrao de 7,,(k) em amostras de
dimensao finita, comparamos os valores obtidos com este estimador com as estimativas obtidas
pela simulacdo multi-amostra. Para tal, calculamos para cada k e para cada amostra simulada
do processo ARMAX estimativas do desvio padrdo &,(7,(k)) usando o estimador do Corolario
3.4.2 e por fim consideramos para cada k a média dos valores obtidos &, (7, (k)). Na Figura 3.4,
podemos visualizar os valores calculados e como podemos constatar pela aproximacao entre as
duas linhas, 7, (7, (k)) parece ser um estimador viavel para o desvio padrao de 7, (k), mesmo

quando consideramos amostras de dimensao moderada.

Ilustramos na Figura 3.5 os intervalos de confianca gaussianos assintoticos a 95% para o es-
timador de runs do indice de cruzamentos apresentados em (3.34) e comparamo-los com os
obtidos com as simulacées de Monte Carlo. Como podemos verificar os intervalos de confi-
anca assintoticos (3.34) (as linhas representam médias do limites dos intervalos de confianca)
fornecem aproximacoes fidedignas dos intervalos de confianca exatos mesmo para amostras
de dimensao moderada. Estes intervalos podem assim ser usados para avaliar a precisao das

estimativas de n nas aplicacoes a dados reais.
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Figura 3.4: Valores estimados do desvio padrao de 7, (k) obtidos pela simulacao multi-amostra (linha a
cheio) e valores de ., (7. (k)) (linha tracejada) para amostras de dimensao n = 100, 500 e 1000 do
processo ARMAX dado por (3.35).
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Figura 3.5: Valores médios estimados de 7,,(k) (linha a cheio) e intervalos de confianca a 95% obtidos a
partir de (3.28) (linha tracejada) e as aproximacdoes Monte Carlo dos intervalos de confianca a 95%
(quantis 2.5% e 97.5%) (sombreado), para amostras de dimensao n = 100, 500 e 1000 do processo ARMAX
em (3.35).

3.6.2 O processo AR(1)

Consideremos agora o processo AR(1) de Chernick et al. (1991) definido no Exemplo 2.4.1.
Como vimos na Seccao 2.4 este processo verifica a condicao D®) (u) com u = {u,, = 1—7/n}p>1,
>0, tem-se lim nP(X; >u,)=7=v= lim P(X;<u,<Xp)en=0=1-1/r%

n—+00 n——+oo
A condicdo D’ (u) ndo é geralmente verificada por este tipo de sucessdes que tendem a os-
cilar rapidamente préximo de valores extremos. Para ilustrarmos esta caracteristica, apresen-
tamos na Figura 3.6 uma trajetoria deste processo AR(1)comr =2, r=3er =5 (n=0 = 0.75,
n=~60=0.89 en=0=0.96, respetivamente.

Na Figura 3.7 podemos observar as trajetorias das estimativas de n obtidas a partir do
estimador de runs do indice de cruzamentos, em funcdo de k, para uma amostra de dimensao

n = 5000 do modelo AR(1), para diferentes valores de r.

Procedendo como no exemplo anterior apresentamos na Figura 3.8 os valores médios es-
timados para uma amostra de dimensao n = 500 com os respetivos intervalos de confianca.

Parece existir uma estabilizacao inicial das estimativas em torno dos verdadeiros valores de
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Figura 3.6: Trajetoria do processo estacionario AR(1) definido por (2.13), com r = 2 (a esquerda), » = 3
(ao centro) e r = 5 (a direita).
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Figura 3.7: Estimativas de n, em funcao de k, para uma amostra de dimensao n = 5000 do processo
estacionario AR(1) em (2.13), com r = 2 (a esquerda, n = 0.75), r = 3 (ao centro, n =0.89) e r =5 (a
direita, n = 0.96), em escala logaritmica.

assinalados por uma linha horizontal. A regido de estabilidade vai diminuindo a medida que o
valor de r aumenta, ou seja, para valores de 5 superiores. Os intervalos de confianca assintoti-
cos (3.34) também aqui parecem fornecer aproximacoes fidedignas dos intervalos de confianca
exatos mesmo para amostras de dimensdao moderada, contudo para valores de n préximos de
um, tal deixa de ser verdade como seria de esperar, pois nestes casos nao podemos aplicar o
Corolario 3.4.2.

Uma analise mais detalhada do comportamento do estimador de runs do indice de cruza-

mentos em processos AR(1) definidos em (2.13) é apresentada na Tabela 3.2.

Observando a Figura 3.9 conseguimos perceber que neste processo AR(1), para valores ini-
ciais de k£ (mais pequenos) o erro quadratico médio é fortemente dominado pela variancia,
sendo o viés bastante reduzido. No entanto, a partir de determinados valores &, o viés tem um

crescimento muito acentuado, passando a dominar claramente o erro quadratico médio.

Os dois exemplos apresentados permitem concluir que as estimativas do indice de cruzamen-
tos obtidas, em funcao de k, apresentam padroes muito diferentes. Enquanto que no processo
ARMAX as estimativas tendem a aumentar com o valor de k, para o processo AR(1) o grafico das

estimativas em funcédo de k decresce até ao verdadeiro valor de 7 e a partir dai as estimativas
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Figura 3.8: Valores médios estimados de 7,,(k) (linha a cheio) e intervalos de confianca a 95% obtidos a
partir de (3.28) (linha tracejada) e as aproximacoes Monte Carlo dos intervalos de confianca a 95%
(quantis 2.5% e 97.5%) (sombreado), para amostras de dimensao n = 500 do processo AR(1) em (2.13),

para r = 2 (a esquerda), »r = 3 (ao centro) e »r = 5 (a direita).

Tabela 3.2: Fracao 6tima de amostragem, valores médios, erros quadraticos médios e desvios padrao do
estimador nos seus niveis 6timos, para o processo AR(1) em (2.13), com n = 0.75, n = 0.89 e n = 0.96.

n ko ko/n Ele] MSE][e] SDle]
n=0.75
100 25 0.250 0.73998 4 0.000668 0.00663 + 0.000109 0.08081 =+ 0.000641
200 50 0.250 0.73659 £ 0.000453 0.00330 =% 0.000031 0.05582 =+ 0.000210
500 123 0.246 0.74389 4 0.000197 0.00131 £ 0.000017 0.03567 £ 0.000229
1000 247 0.247 0.74502 4 0.000203 0.00064 4 0.000010 0.02487 £ 0.000200
2000 495 0.248 0.74647 4+ 0.000127 0.00033 =+ 0.000005 0.01772 £ 0.000116
5000 1175 0.235 0.75023 4+ 0.000083 0.00016 =+ 0.000001 0.01261 4 0.000057
n=0.89
100 11 0.110 0.87571 4+ 0.001000 0.01045 4 0.000123 0.10138 £ 0.000557
200 20 0.100 0.88229 4+ 0.000375 0.00541 4 0.000076 0.07323 £ 0.000510
500 48 0.096 0.88814 4+ 0.000338 0.00211 4 0.000029 0.04595 £ 0.000314
1000 98 0.098 0.88860 4 0.000199 0.00103 £ 0.000016 0.03212 £ 0.000254
2000 202 0.101 0.88869 4 0.000148 0.00050 £ 0.000005 0.02232 £ 0.000116
5000 501 0.100 0.88911 + 0.000103 0.00020 #£ 0.000002 0.01403 + 0.000058
n= 0.96
100 0.020 0.97854 £ 0.000841 0.01061 £ 0.000353 0.10129 £ 0.001911
200 0.010 0.98044 4 0.000540 0.00982 £ 0.000227 0.09692 + 0.001315
500 2 0.004 0.97961 4 0.000896 0.01016 4 0.000376 0.09883 £ 0.002117
1000 34 0.034 0.95664 4+ 0.000195 0.00125 &£ 0.000011 0.03527 £ 0.000150
2000 66 0.033 0.95943 4+ 0.000188 0.00060 4 0.000007 0.02441 + 0.000143
5000 171 0.034 0.96002 £ 0.000131 0.00023 4 0.000003 0.01512 £+ 0.000111

tornam-se um pouco instaveis devido essencialmente ao elevado valor do viés.

Nestes processos, as estimativas apresentam alguma estabilizacao em torno dos verdadeiros
valores de 5 para valores pequenos de k. Para estes valores, os graficos dos erros quadraticos
médios apresentam um padrao semelhante ao que usualmente se denomina por “banheira”, ou
em forma de U, que nos permite identificar claramente os valores em que se atinge o menor
erro quadratico médio. No caso ARMAX esta forma é mais evidente do que no processo AR(1).

Para valores pequenos de k, ou equivalentemente para niveis elevados, obtivemos boas
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Figura 3.9: Erros quadraticos médios, variancias e quadrado do viés estimados (em escala logaritmica) de
nn(k), a partir de amostras de dimensdo n = 500 do processo AR(1) em (2.13), para r = 2 (a esquerda),
r = 3 (ao centro) e r = 5 (a direita).

estimativas de 7. Relembramos que o problema pratico da escolha da estatistica ordinal de

topo a usar € um problema complexo da estatistica de extremos.

A sensibilidade do valor médio relativamente as alteracoes no valor de k, parece evidenciar
a necessidade de serem estudadas as propriedades do viés do estimador. Contudo, para os
valores de k considerados, coincidentes com as zonas de decrescimento do erro quadratico
médio nos graficos das Figuras 3.3 e 3.9 (valores iniciais de k), é sempre a variancia que maior
influéncia tem no erro quadratico médio. Sera assim importante tentar encontrar alteracoes
ao estimador de runs que consigam melhorar o seu desempenho em termos de reducao da

variancia.

3.7 Método Bootstrap

A estimacao de parametros, num contexto de dados reais, € muitas vezes dificultada pela
impossibilidade de, na pratica, compararmos os resultados obtidos com resultados teodricos
calculados a partir de modelos probabilisticos. Neste sentido, propomos um método bootstrap
para avaliar a incerteza da estimacdo, uma vez que permitira calcular intervalos de confianca
para as estimativas de » obtidas.

0O método proposto usa as técnicas de bootstrap adaptadas a reamostragem por blocos de
modo a preservar a dependéncia local das sucessoes, e € uma adaptacdao do método proposto
por Ferro e Segers (2003), na estimacao do indice extremal.

Atendendo a que, no caso de existir, o processo pontual limite da sucessao de processos
pontuais de cruzamentos {Nn}n21 € um processo de Poisson composto que corresponde a soma
aleatoria de variaveis independentes que representam o tamanho dos agrupamentos de cruza-
mentos, poderemos decompor a sucessao observada em duas particoes distintas: por um lado
temos grupos assintoticamente independentes de cruzamentos e por outro lado temos grupos

assintoticamente independentes de nao-cruzamentos. Se definirmos a forma como se deter-
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minam os grupos de cruzamentos que consideramos independentes, teremos a possibilidade
de usar o bootstrap, reamostrando com reposicao elementos de um grupo e intercalando com
elementos selecionados aleatoriamente com reposicao do outro grupo, formando assim uma

réplica bootstrap. Na pratica procedemos da seguinte forma:

a) Considerar que num grupo de cruzamentos, 0s cruzamentos estao separados no maximo

por ¢ nao-cruzamentos;
b) Identificar os ¢ grupos de cruzamentos;

¢) Identificar os (c — 1) grupos de nao-cruzamentos (desprezamos as observacoes iniciais e

finais que ndo pertencem ao grupo de cruzamentos);

d) Selecionar aleatoriamente e com reposicao ¢ grupos de cruzamentos a partir dos gru-
pos identificados em b) e intercalar com (¢ — 1) grupos de nao-cruzamentos selecionados

aleatoriamente com reposicao a partir dos grupos identificados em c);
e) Repetir o ponto d) B vezes e calcular 7,,(k) em cada uma das B repeticoes;

f) A partir das estimativas (7, (k) (1), 7n (k) (2), - - - , I (k) ()) Que constituem a distribuicao em-
pirica de 7,,(k) calculam-se os intervalos de confianca recorrendo aos quantis («) e (1 —«)

B

e o ;. PN < 1 ~
desta distribuicao empirica. As estimativas 7, (k) sao calculadas por B Z (k) (i)

i=1
Notemos que assumindo a validade da condicao D®) (u) os grupos de cruzamentos sao as-
sintoticamente runs de cruzamentos, ou seja, admitindo ¢ = 0 no algoritmo anterior, temos a

justificacdo assintotica do método bootstrap neste caso.

3.8 Aplicacdes a dados reais

Apresentamos nesta seccdo alguns resultados da estimacao do indice de cruzamentos em
trés conjuntos de dados reais.

3.8.1 Dados meteorologicos: Ozono

Consideramos a seguir um conjunto de dados que denominamos por “Ozono”, correspon-
dente ao registo de n = 120 maximos semanais da concentracdo média, por hora, de ozono
(em partes por milhao) na area da baia de Sao Francisco nos Estados Unidos da América (EUA).
Os dados estao disponiveis no package Xtremes (Reiss e Thomas (2007)) e foram utilizados por
Gomes et al. (2008) como exemplo de aplicacao de varias metodologias de estimacao do indice

extremal. Na Figura 3.10 encontramos a representacao destes dados.

Como na pratica nao € possivel validarmos a condicao D®) | recorremos aos argumentos
de Gomes et al. (2008), onde afirmam que a maioria dos modelos paramétricos ajustados a
estes tipos de dados meteoroldgicos satisfazem a condicdo D", consequentemente também
verificarao a condicdo D®).
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Figura 3.10: Valores (em partes por milhao) de maximos semanais da concentracao média, por hora, de

ozono verificada na area da baia de Sao Francisco nos EUA.

Na Figura 3.11 apresentamos as estimativas de n e na Figura 3.12 apresentamos as estimati-

vas bootstrap com B = 5000 réplicas e os respetivos intervalos de confianca a 95%.
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Figura 3.11: Estimativas de  para maximos semanais da concentragcao média, por hora, de ozono (em
partes por milhao) na area da baia de Sao Francisco nos EUA, numa escala linear (a esquerda) e numa

escala logaritmica (a direita).

A estabilidade das estimativas para valores pequenos de k£ em torno de um, vai ao encontro

das conclusoes retiradas em Gomes et al. (2008) para este conjunto de dados, onde assumiram

a validade de D" e portanto n = 1. No entanto, a dimensao reduzida da amostra disponivel nao

nos permite dar grande credibilidade as estimativas pontuais obtidas, uma vez que neste caso

0 nimero de cruzamentos e o nimero de cruzamentos seguidos de nao cruzamentos do nivel

envolvido, a partir dos quais obtemos as estimativas é muito reduzido.
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Figura 3.12: Estimativas bootstrap (B = 5000) de 7 (a cheio) e respetivos intervalos de confianca a 95% (a
tracejado) em funcao de k dos maximos semanais da concentracao média, por hora, de ozono (em partes
por milhdo) na area da baia de Sao Francisco nos EUA, numa escala linear (a esquerda) e numa escala
logaritmica (a direita).

3.8.2 Dados financeiros: DAX30

Os dados provenientes de séries temporais financeiras apresentam geralmente elevada vola-
tilidade, o que torna muito pouco verosimil a satisfacdo da condicao D" pela respetiva sucessao
geradora, tornando-os aliciantes neste contexto de estimacao de n sob a validade da condicao
D®),

Analisamos assim nesta seccao dados do indice bolsista DAX30, calculados a partir das co-
tacdes das 30 maiores empresas da bolsa de Frankfurt. Em particular, iremos estudar os
n = 3185 valores diarios de fecho do DAX30 no periodo entre 03-01-2000 e 29-06-2012, obti-
dos no endereco eletrénico http://www.markt-daten.de/daten/2006dax.txt. A estes dados
foram retiradas 7 observagdes porque os valores de cotacdo do indice no dia eram idénticas as
cotacoes do dia anterior. Os valores do indice coincidem quando, por algum motivo, o mercado

bolsista nao abriu num determinado dia.
Este tipo de dados financeiros sao geralmente bem modelados por processos GARCH(1,1).

Estes processos definem-se por

Xt = UtZt7 teZ

onde {Z;}+cz € uma sucessao de variaveis aleatorias iid simétricas com E[Z7] = 1. A sucessao
{0¢}iez, geralmente denominada por volatilidade estocastica de X;, é constituida por variaveis
aleatorias nao negativas, tais que Z; e o; sao independentes para qualquer valor fixo de ¢, e
satisfaz

Ut2 =g + 610?,1 + Clethl =g+ 0'371(51 + Ol1Zt271), t e Z, (336)
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com ag, oy € 3, parametros nao negativos.

Por Mikosch e Starica (2000), temos que se

a >0 e Eln(a;Z2+51)] <0 (3.37)

{X:}iez € uma sucessao estacionaria. Além do mais, se Z; tem densidade positiva em IR,
{X}+ez satisfaz a condicao de mistura, usualmente denominada por a-mixing, com decaimento

geométrico entdo também satisfaz as condicdes A(.) e D(.) (Mikosch e Starica (2004)).

Na Figura 3.13 apresentamos os valores diarios de fecho do indice DAX30 no periodo em con-
sideracao, x, e os respetivos log-returns definidos por 100 x (Inz; —Inz;_1), que correspondem

aos dados a analisar.

8000 —

10

7000 —

6000 —

5000

4000

3000 —
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2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012

years years

Figura 3.13: Dados diarios de fecho do indice DAX30 no periodo em analise (a esquerda) e respetivos
Log-returns (a direita).

Uma descricao estatistica completa de parte destes dados podera ser encontrada em Klar
et al. (2012). Os autores analisaram trés séries estatisticas do DAX30 em periodos diferentes:
entre 1991 e 1998; entre 2005 e 2007; e entre 2007 e 2009. Nestas trés séries nao rejeitaram
a hipotese de os dados serem provenientes de um processo GARCH(1,1), admitindo que Z;
tem distribuicao t-student e os parametros estimados em (3.36) verificam sempre ag > 0 e

ar + E < 1, o que empiricamente nao contradiz (3.37).

As Figuras 3.14 e 3.15 parecem indicar um valor de n diferente de um, o que esta de acordo
com o facto de ser pouco provavel que se verifique a condicdo D”. As estimativas apresentam

alguma estabilidade em torno do valor n = 0.85.

Mikosch e Starica (2000) determinaram o valor do indice extremal para o quadrado dos pro-
cessos GARCH(1,1), enquanto que Laurini e Tawn (2006) propéem um algoritmo para a determi-

nacao do indice extremal em processos GARCH(1,1), com inovacdes seguindo uma distribuicao
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Figura 3.14: Estimativas de n para os log-returns dos valores diarios de fecho do indice DAX30 no periodo
em analise, em funcao de k, numa escala linear (a esquerda) e numa escala logaritmica (a direita).
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Figura 3.15: Estimativas bootstrap (B = 5000) de n (a cheio) e respetivos intervalos de confianca a 95% (a
tracejado) para os log-returns dos valores diarios de fecho do indice DAX30 no periodo em analise, em

funcdo de k, numa escala linear (a esquerda) e numa escala logaritmica (a direita).

t-student. Seria interessante, num trabalho futuro, obter resultados similares para o indice de

cruzamentos de processos GARCH(1,1).

3.8.3 Dados hidricos: Caudal efluente numa barragem

Consideramos agora os dados disponiveis no endereco http://www.snirh.pt referentes ao

caudal efluente ' médio diario (em m?/s), verificado na barragem do Fratel nos meses de

'Caudal que sai da barragem.
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novembro a marco, entre 01-01-1984 e 30-11-2008. Este conjunto de dados que apresentamos
na Figura 3.16, depois de filtrado para exclusao dos valores nulos que significam que a barragem
nao libertou caudal, contém 3513 observacdes. Por questdes de estacionaridade consideramos

apenas 0s meses de novembro a marco.
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1000 —

01/01/1984 01/01/1987 01/01/1990 01/01/1993 01/01/1996 01/01/1999 02/01/2002 02/01/2005 30/11/2008

dia/més/ano

Figura 3.16: Valores do caudal efluente médio diario (em m?/s), na barragem do Fratel nos meses de
novembro a marco, entre 01-01-1984 e 30-11-2008.

Os graficos das Figuras 3.17 e 3.18 revelam que para estes dados teremos agrupamentos de
cruzamentos, pois as estimativas obtidas de n nao nos parecem indicar que o valor do indice
de cruzamentos seja igual a um, contudo as estimativas apresentam alguma estabilidade para
valores de n nao muito distantes de um. Notemos que para k pequeno, o valor um pertence a

muitos intervalos de confianca, como se podera observar na Figura 3.18.
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Figura 3.17: Estimativas de n para o caudal efluente médio diario (em m?/s), na barragem do Fratel no
periodo em analise, numa escala linear (a esquerda) e numa escala logaritmica (a direita).
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Figura 3.18: Estimativas bootstrap (B = 5000) de n (a cheio) e respetivos intervalos de confianca a 95% (a
tracejado) do caudal efluente médio diario (em m?>/s), na barragem do Fratel no periodo em analise,
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Capitulo 4

Estimadores de blocos do indice de cruzamentos

4.1 Introducao

A validade da condicao D®) (u), exigida no capitulo anterior, para a definicdo do estimador
de runs é bastante restritiva, uma vez que impde que num grupo de cruzamentos estes deverao
ocorrer de forma sucessiva. O niUmero de processos em que o estimador de runs podera ser apli-
cado é assim bastante limitado e consequentemente podera questionar-se a sua aplicabilidade
em termos praticos. Fara entao todo o sentido encontrar estimadores que possam ser usados em
condi¢cOes mais abrangentes, i.e., estimadores que nao exijam a validade de nenhuma condicao

de dependéncia local. Este sera o objetivo deste capitulo.

Os estimadores do indice extremal definidos segundo a metodologia dos blocos (e.g. Hsing
(1991), Weissman e Novak (1998), Robert (2009), Robert et al. (2009), Drees (2011)) nao exi-
gem que a sucessao estacionaria X verifique alguma condicao de dependéncia local. A génese
deste método reside na particao da amostra X, ..., X,, em blocos com uma certa dimensao r,,
conveniente, a partir dos quais se definem estatisticas capazes de estimar consistentemente
o parametro em causa. Nos trabalhos de Hsing (1991), encontramos o estimador de blocos do
indice extremal, obtido a partir do facto de o indice extremal ser assintoticamente igual ao
inverso do tamanho médio dos grupos de excedéncias. Weissman e Novak (1998) demonstraram
a consisténcia e a normalidade assintdtica deste estimador impondo condicdes mais fracas do
que as impostas por Hsing (1991). Desde entdo, outros estimadores tém surgido dentro desta
abordagem, nomeadamente Robert et al. (2009), com base na definicao do indice extremal,
propuseram dois estimadores: um baseado na utilizacao de blocos disjuntos, como no esti-
mador de blocos de Hsing (1991) e outro baseado em blocos deslizantes. O estimador de blocos
deslizantes tem uma menor variancia assintotica e por conseguinte é preferivel ao estimador

de blocos disjuntos.

Tendo por base os estimadores de blocos propostos para o indice extremal propomos neste
capitulo trés novos estimadores para o indice de cruzamentos. Assim, na Seccao 4.2 apresenta-
mos o estimador de blocos do indice de cruzamentos, que denotamos por 72, e demonstramos
algumas das suas propriedades. A Seccdo 4.3, esta reservada aos estimadores de blocos disjun-
tos e de blocos deslizantes do indice de cruzamentos, denotados respetivamente por 7% e 7js'.

Para cada um destes estimadores provamos a consisténcia e a normalidade assintdtica.

Para os modelos e os dados reais do capitulo anterior, efetuamos, no término deste capi-
tulo, um estudo comparativo da eficiéncia dos estimadores propostos, do estimador de runs do

capitulo anterior e do o estimador de 7 sugerido pela relacao entre o indice de cruzamentos e
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o indice extremal (1.26), i.e., quando estimamos 7 a partir de um estimador consistente de ¢
e estimadores consistentes do nimero médio de excedéncias, 7, e de cruzamentos, v, de um
nivel elevado.

4.2 O estimador de blocos 7

A relacado (2.8), para T' = 1, obtida na Seccao 2.3 do capitulo 2, indica-nos que, sob a
validade da condicao A(u(*)), se a sucessao estacionaria X tem indice de cruzamentos, > 0,
entdo este surge como o inverso do limite do nimero médio de pontos em cada grupo de
cruzamentos, estando a definicao de grupo de cruzamentos associada a uma particao da amostra

X1,..., X, em blocos de uma certa dimensao r,, conveniente.

Notemos que a relacdo (2.8), para T = 1, € equivalente a

= lim E[N,, (up) | Ny, (un) > 0] (4.1)

n—-+oo n

I =

. TnP(X1§Un<X2)
m =~
n=tee P(N,, (un) > 0)

onde N, (un) = Ny (u,)([0,7/n]), desde que u, = u'), n > 1, seja uma sucessao de niveis
normalizados e r, = [n/k,] com k = {k, },,>1 satisfazendo (1.7). Esta relacdo sugere uma forma
de estimar 1/5 : contar o nimero total de cruzamentos do nivel u, na amostra Xi,...,X,, e
dividir pelo nimero de blocos em que ocorre pelo menos um cruzamento. Com base nesta ideia,
propomos o seguinte estimador de blocos para o indice de cruzamentos, 7,

k’”.
il H{Nﬂ“(un)x)}

n

ﬁf(“n) =

n—1 ) (42)
2ict Lxi<un <X}

onde N () = Ny (un)([((i—1)rn +1) /n, ir,, /n]) representa o nmero de cruzamentos do nivel

Tn
u, NO i—ésimo bloco.

Para provarmos a consisténcia deste estimador é necessario considerarmos, como no capi-
tulo anterior para o estimador de runs do indice de cruzamentos, niveis v, = ﬂmc L > 1,
verificando (3.8). No proximo resultado provamos que para estes niveis ainda se tem a validade
de (4.1).

Teorema 4.2.1 Suponhamos que a sucess@o estaciondria X tem indice de cruzamentos n > 0 e

sejam {r,}n>1, {kn}n>1 € {cn}n>1 SUCessBes de numeros reais tais que

cp = 400, kn— 400, 1 = 400, c¢p/kn =0, kpr,~n, quandon — +oo.

Sejav = {v, }»>1 uma sucessdo de niveis definidos por (3.8) (nP(X; < v, < X2)—cpv —+> 0)
- n——+00
e suponhamos que existe 1, = o(r,) tal que ’j—"amﬂ ~—+—+ 0, onde «,; , n > 1, sdo os
°n T p—+4oo o

coeficientes associados a condicdo A(v).
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Entdo

lim “P(N, (v) > 0) = v, (4.3)

n—-+oo Cn, "

onde N, (v,) = NtV (v,), e (4.1) é vdlida para v,,.

Demonstracdo: Como a sucessao de niveis v = {v, },>1 € normalizada em relacdo a amostra
X1, Xn/ec,]» S€ considerarmos esta amostra dividida em k,/c, blocos disjuntos podemos

concluir que

P(Nipje,)(v0n) = 0) ~ PF/o (N, (va) = 0), (4.4)

tendo em conta o Lema 2.1 de H. Ferreira (2006), que garante a independéncia assintotica de
cruzamentos em intervalos disjuntos. Mas, pela existéncia de indice de cruzamentos n > 0

temos que P(]V[n/%](vn) = 0) ——— e~ """ que conjuntamente com (4.4) prova (4.3).

n—-+4oo

Agora, tendo em conta (4.3) e a definicao dos niveis v,, obtemos

E[NT (un) | Nrn(un) > O] ~

n

TnCaV /N
ennv [kn’

0 que completa a demonstracao, pois por hipotese k,,r, ~ n. O

No que se segue iremos estudar as propriedades do estimador 72 = 72 (v,,), com v = {v,, }n>1

a sucessao de niveis definidos por (3.8).

4.2.1 Consisténcia fraca

Impondo condicdes analogas as impostas por Weissman e Novak (1998) para obter a consistén-
cia do estimador dos blocos do indice extremal, obtemos no proximo resultado a consisténcia

do estimador dos blocos do indice de cruzamentos 72 = 75 (v,,).

Teorema 4.2.2 Suponhamos vdlidas as condicées do Teorema 4.2.1,

P(N,, (v,) > 0)
B .__ n
= P(X) < on < Xa) noteo ! (4.5)

e

k .
b i . .
T i= Y (PSS (00) > 0| Ny, (0n) > 0) = P(Ny, (v) > 0)) = o(nP(X < vy < Xa)).
i=1 "
(4.6)
Entdo

~B P
M (Un) m n
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Demonstragdo: Atendendo a definicdo dos niveis v,,, n > 1, e ao facto de k,r, ~ n temos que

E

Tn n—-+o0o

kn
> H{N<“<vn>>o}] = ki o P(X1 < v < Xo) ~ i nP(X1 < v, < Xa) ——— +o0.
1=1

Por outro lado, de (4.6) resulta

kn
Var [Z H{Nﬁiﬁ(vnbo}]
i=1

kn kn—1 kn,
= > Var {H{Niifw)w}] +23 > Cov (H{Nﬁﬁwn»orH{M?(vnm})
=1 1=1 j=1i+1

= knP(N,, (vp) > 0)[1 = P(N,_ (vn) > 0) + 27,,]

= o((nP(X1 < v, < X2))?).

Consequentemente, pela Desigualdade de Chebychev vem, para todo ¢ > 0,

kn ~
Lii Lgownso | i P(Ny, (vn) > 0)[1 = P(Ny,, (v) > 0) + 27]

— < : = - =o(1),
knP(N,. (v,) > 0) (knP(Ny, (vs) > 0))?

donde

Ef: I, 50,
LN, (a)>0b P g (4.7)
kn PN, (v5) > 0) n—++oo

Z?:_ll ]I{Xigvn<Xi+1} P
TLP(Xl <o, < X2>) n—+o00
com (4.7) prova o pretendido. O

Quando r,, = 1, n > 1, (4.7) implica que 1, que conjuntamente
4.2.2 Normalidade assintotica

A normalidade assintotica de 7”(v,) é obtida recorrendo a um resultado de Utev (1990)

sobre arranjos triangulares de variaveis aleatorias que passamos a enunciar.

Lema 4.2.1 Seja Y1 ,,...,Ys, n, n > 1, um arranjo triangular de varidveis aleatorias de média

zero e varidncia finita,

Sp = Zm,nv 0721 = E[S?z}

e
ou(k)= max  sup  |P(B|A)— P(B)|, k>1,
1<m<sn geBI*, P(A)>0
BeB:ffk
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onde Bt denota a o—dlgebra gerada pelas varidveis aleatérias Y; ,,, a < i < b.

Suponhamos que existe uma sucessdo de numeros naturais {j,},>1 tais que

sup ¢n(k]n) —0
n k——400

e, para todo ¢ > 0,
Sn

Jn0n® Y B [Y2, My, 500 /in)) ——— 0. (4.8)
=1

n—-+oo
Entdo

Sp/on —— N(0,1).
n——+oo

Teorema 4.2.3 Se as condicbes do Teorema 4.2.2 sdo vdlidas, sup,, ¢(knry) —+> 0,
n—-+0o0o
rd =o(nP(X; <wv, < X2)) e
En irn
Var [Zizl H{Nﬁj}(vnbo} - nf(vn) Zj:l—i—(i—l)rn ]I{ngvn<Xj+l}
TLP(Xl <o, < XQ) n—+00

Q
ml\’)

entéo

VnP(Xy < v, < Xo) (i (0a) = 0 (va)) —"— N(0,0%).

n—-+4o0o

Demonstracao: Consideremos Z; = H{ﬁm(v )0} ~ nB(v,) Z;’QH(FHW Iix,<v,<x;1) & > 1.
Notemos que E[Z;] =0e Var[Zf;l Zi]| ~ oinP (X, < v, < Xa).

A condicéo 7} = o(nP(X; < v, < X3)) implica (4.8).

Logo pelo Lema 4.2.1, obtemos

Z?ﬁl Z; d

N(0, 0'123).
VnP(X1 < v, < Xp) noteo

Tendo em conta que

V/P(Xy < v < Xo) (8 (va) = 1B (va)) ity Zi
nP(Xl S vp < XQ)/Z?:I ]I{XiSUn<Xi+1} \/nP(Xl <o, < X7)

D I
i=1 H{Xi<v,<Xiy1} P

e que pelo Teorema 4.2.2 WP(X1 < 0y < Xp) mot

1, resulta o pretendido. O

4.3 Os estimadores de blocos 77 e 7)*

Baseando-nos no trabalho de Robert et al. (2009) definimos, nesta seccao, dois novos es-
timadores de blocos do indice de cruzamentos, 7% e 73!, correspondendo o primeiro a blocos
disjuntos e o segundo a blocos deslizantes.

89



Para uma sucessao de niveis {u, },>1 € r, > 0, n > 1, consideremos

F., (un) = P(My, <up), Un(uy)=r,P(X1 <u,<X2) e n (u,) = —W
onde My ,, = max{Xi,..., X, }.
Com esta notacao e da definicdo de indice de cruzamentos vem que
n=_Um n.,(un), (4.9)
desde que os niveis u,, n > 1, satisfacam rnl—ifﬂoo raP(X1 < u, < X2) = v e

lim r,P(X; > u,) = 7, uma vez que nestas condicoes, existindo n > 0 e § > 0, se tem

Ty —+00

nv = 0r.

Tendo em conta a relacéo (4.9) basta substituirmos F,. e v, pelas suas versdes empiricas em
0, (uy), para obtemos estimadores para 7. A partir dos dois estimadores propostos por Robert
et al. (2009) para F, , que a seguir apresentamos, iremos obter os nossos dois estimadores

para 7.
FY _ LSy
n,Tn (un) - kf {]VI(i—l)'rn,irnSu‘"/}
" =1
e
1 n—ry
sl _
E, T (u”) T n—k +1 Z ]I{Mi,i+1»nﬁun}'
n i=0
O primeiro estimador, Fdi uy,), corresponde a uma particao da amostra Xq,...,X,, em r,
n NEY ) > )

blocos disjuntos enquanto que o segundo, Fgl, (up ), corresponde a considerar n — r,, + 1 blocos
deslizantes. Quando nos referimos a blocos deslizantes, estamos a supor uma sequéncia de

blocos de tamanho r,, com inicio em cada uma das n — r,, + 1 observacoes iniciais da amostra.

Considerando para v,, 0 seguinte estimador

kn T

1
Vﬂ Tn ’U;n = k E :2 : {XrpG-v+iSun <Xy, G-vtit1}

n] 1:=1

knTrn
1
E : H{X <un<Xit1}r

obtemos entao os seguintes estimadores do indice de cruzamentos, 7,

ﬁdj (u):—% ﬁsl (u ):_M,
n,Tn AT Uprpy (Un) i Un,ry (Un)

Com condicdes analogas as consideradas por Robert et al. (2009) obtém-se a consisténcia e

a normalidade assintotica dos estimadores n) € M5l (uy). Assim sendo, consideremos os

nrn(
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coeficientes de correlacdo maxima de X,

Pn,l (un) = maXx sup ‘COT’T(& IZJ) |a
t=1,...,n—1 fELQ(Bi(Un))
YEL2 (B (un))

onde B’(u,) denota a o-algebra gerada pelos acontecimentos {X; < u,}, a < i < b, Lo(B) é
0 espaco das variaveis aleatorias de quadrado integravel e as variaveis aleatorias ¢ e ¢ tém
variancia positiva.

Tem-se p,, i(un) > an,, COM a, ;(u) 0s coeficientes da condicao A(u). Consideremos que as
sucessoes de inteiros positivos {r, },>1 € {l,}»>1 verificam

ln = O(Tn)a T'n = O(n) € knpn,ln (un) — 0. (4.10)

n—-+oo

Sob a validade destas condicoes e tendo em conta que para os niveis u,, n > 1, nv = 7 as
seguintes convergéncias de Robert et al. (2009) também sao validas,

k Var[Fdj (un)] ——— e (1 —e™9),

Tn n——+oo

k, Var[FSl (up)] ——— 22 'e (1 — (14 a)e @),

Tn n——+oo

knCov(FS (un), F¥. (u,)) ——— 2a7'e (1~ (1+a)e™),

n—-+o0o

com a = nu.

A covariancia assintotica entre 7, .., (u,,) € os estimadores de blocos disjuntos e deslizantes
de F,, (u,) € obtida no préximo resultado de modo semelhante ao obtido em Robert et al.
(2009) uma vez que apenas a definicao de v, .., (u,) é diferente da ai considerada.

Teorema 4.3.1 Se forem vdlidas as condicées desta seccdo e
> pnilun) = o(r/?), n— +oo, (4.11)

entéo

knCOU( nr (Un)»f/\n,rn(un))

— —ve %, (4.12)
R n—-+oo
knCOU(FSfr,,L (tn), Un,ry, (un))
Demonstracdo: Tem-se
1 k knrn
kn CO'U( 7”» (UTL)7/V\7L,'! Un = EZ cov H{M(q Drp,irn Sun}’H{XJSUn<XJ+1})
i=1 j=1

Decompondo a expressdo anterior em duas parcelas I,,+11,,, em que I,, corresponde aos indices

i e j tais que (i — 1)r, < j < r e I, aos outros indices, obtemos, pela estacionaridade de X,
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que a primeira parcela é dada por

Iy ==Y Cov(Upary,, <unts Lix, unymoy) = —TnP(X1 < un < Xo)F, (un). (4.13)

j=1
e a segunda parcela é tal que

1/2 ™

Z Pn,l(un)
=1

11| < Q{Var[H{Mmgun}} Var[]l{ﬁlvl(un)zo}]}

< 2P(Xy S < X2)2Y T pi(un). (4.14)
=1

Temos que I, ——— —ve™“ e as hipdtese (4.10) e (4.11) implicam que I1I, —+> 0.
n—-+0oo

n—-+oo

Quanto a k, Cou(ﬁffn (Un), Un,r, (un)) podemos escrever

n—rn knt,
/\S =R 1 n n'n

K, COU(anm, (un)7 Vn,ry (un)) = n—r +1 Z Z CO'U(]I{MVL',HM Sun}s ]I{Xj Sun<Xj+1})
n i=0 j=1

e decompor também em duas parcelas de acordo com o factode i < j < i+ r, ou hdo. A
primeira parcela é igual a I,, em (4.13) e a segunda é majorada pela express@o em (4.14) e

portanto é assintoticamente desprezdvel. O

Para conseguirmos obter a variancia assintética de v, ., (u,,), temos que impor um conjunto
de condicbes que assegurem que, no limite, N, (u,) tem distribuicao de Poisson composta, ou
seja,

N
- 4 ~
Noln) S N=2 %
i=1
com N uma variavel aleatoria de Poisson de valor médio nv e {Z;};cn Uma sucessédo de variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas, e independentes de N, que represen-

tam o tamanho dos grupos de cruzamentos. Deste modo, suponhamos, que existe uma sucessao
de inteiros positivos {s, },>1 tal que

ln=0(8n), Sn=0(n), pni,(un)=0(sn/n) (4.15)
e
PN, (un) = j | N, (un) > 0) ———7(j), j=12...
(4.16)
~ ~ +OO
E [N2 (un) | Ny, () > 0] ——— IR < oo
J:
onde 7(j), j = 1,2,..., é a distribuicdo limite da distribuicdo condicional do tamanho de um

grupo de cruzamentos definida em (1.19). Relembramos que, E[Zi] = 3., j7(j) = n 1,
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E[N] = v e var[N] = aZBlj‘Q%(j), com a = nv.

Teorema 4.3.2 Seja X uma sucessdo estaciondria com indice extremal 0 > 0 e indice de cruza-

mentos n > 0. Se {u,},>1 € uma sucessdo de niveis tais que lirﬂ rnP(X1 >u,)=7>0e€
- o0

Tn—>

lim r,P(X; <u, < Xs3)=v >0, e se verificam as condicoes (4.10), (4.15) e (4.16), entdo

Tn—>+00

kn Var([Dn, (un)] —— Var[N] = a Y j%7(j). (4.17)

n—-+oo
j>1
Demonstracdao: Notemos que

kn Var[Dy.,, (un)] = kiVar[]\Nfrnkn (un)).

n

Fixando 1 < l,, < s, < n e considerando m,, = [r,k,/s,] temos que

My, My

Nrnkn (un) = Zﬁ(i—l)sn,isn—ln (un) +2Nisnfln,isn (Un) +Nmnsn,rnk’n (un) .
i=1 i=1 —_—
CTI,
An B”

Com argumentos semelhantes aos usados por Robert et al. (2009) prova-se que

(1/kn)Var[A,) —— a Y 5°7(j),  (1/kn)Var[B,] ——0, (1/kn)Var[Cp] ——— 0,

n—-+oo n—-+oo n—-+oo
j=1

0 que conjuntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz demonstra o resultado. O

4.3.1 Consisténcia e normalidade assintotica

Iniciamos esta seccao com um resultado que prova a consisténcia fraca dos estimadores de

blocos disjuntos e blocos deslizantes.

Teorema 4.3.3 Seja X uma sucess@o estaciondria com indice extremal 6 > 0, indice de cruza-
mentos n > 0 e suponhamos que existe uma sucessGo de niveis {u,},>1 tais que,
lim r,P(X; > up) =7 >0e lim r,P(X; < u, < X2) =v > 0. Se as condi¢bes

Tn—+00 Tn—+00

(4.10), (4.15) e (4.16) se verificarem, enté@o

; P A P
Mo (un) ———=n e 1, (un) ———1)

n——+oo n—-+4oo

Demonstracdo: Dos resultados anteriores e da desigualdade de Chebychev, temos que

|ﬁdj (un) = For, (un)| + |ﬁ8l (un) — Fo ., (un)] + |/V\n,rn (un) = Vi, (un)| L) 0.

n,r n,r
o o n——4oo

Pela definicdo de indice extremal F,, . (u,) —— e~ %7, 01 = nv, € vn,, (uy) — v. O
n—-+00 ’ n——+o0o

resultado € agora consequéncia da continuidade da funcéo (z,y) — —log(x)/y em (0, +o00) x

(0, +00). O

A normalidade assintética dos estimadores ﬁg{rn (un), Fs!

n7/r77,

(un) € Up,r, (uy,) € obtida no pro-
ximo resultado.
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Teorema 4.3.4 Seja X uma sucessd@o estaciondria com indice extremal 6 > 0, indice de
cruzamentos nn > 0 e suponhamos que existe uma sucessdo de niveis {u,},>1 tais que,

lim r,P(X; >u,)=7>0e€e lim r,P(X; <u, <X3)=v>0. Se as condicbes (4.10),
T —>+00 T'n—>+00

(4.11), (4.15), (4.16) se verificarem e se existir uma constante p > 1 tal que
E {fo(un)} = O(1), quando n — +oo, entdo

ﬁg{rn (un) ol (Un)

~ d
Fn | Bl (uy) = Foy (un) | T N0, %)

U ED n—-+o0o

/V\n,rn (un) - Vn,rn (un)

onde X = [0, j]3x3 € uma matriz simétrica com

o1 = e *(1—e %),
092 = 012 = 2a_1e_a(1— <1+Oé)6_a),
031 =033 = —ve °,

o33 = OKZJ'Q%(J'),

Jj=1
ea=nv.

Demonstracdo: Basta considerar Z,, 3 = vk, (Vn,r, (Un) — Vn,r, (u,)) € substituir M;x,~, 1 por

I x,<u,<x,.,} NA demonstracao Teorema 4.2 de Robert et al. (2009). O

Deste resultado e da aplicacao do método delta obtemos agora a distribuicdo assintotica dos

estimadores 7%, (uy) € 75, (un).

Corolario 4.3.1 Sob as condicées do Teorema 4.3.4 e se

V(i =1) ———0,

n—-+oo
entdo
ny

\/E nn,r,,, (Un) -1 d N(O,V)

N n——+0o
Mty (un) =1

onde V = [v; j]ax2 € uma matriz simétrica com

T a ¢
v = —e*=-1-a)+—,
1 on( ) «
2 2 2.2
", 4 o c
= = 9 (e 1_@a-—
V22 = V12 a3(€ o 2)+ a
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> PFG) -0’

Jj=1

emquea=nvec= representa o quadrado do coeficiente de variacdo da

—2
distribuicd@o condicional do tamanho de um grupo de cruzamentos 7(j).

4.4 Estudo de simulacao

Comparamos o desempenho dos estimadores do indice de cruzamentos, propostos anteri-
ormente, nos modelos ARMAX e AR(1), ja apresentados no capitulo anterior. Comecamos por
analisar o efeito que o nimero de blocos considerados, k,, ou o tamanho desses blocos, 7,
tem sobre as trajetorias das estimativas de n obtidas com estes estimadores. Seguidamente
analisamos o comportamento do erro quadratico médio, da variancia e do viés dos estimadores
e por Ultimo comparamos as estimativas obtidas com estes estimadores com as obtidas com o

estimador de runs definido no capitulo anterior.

Nas simulacdes iremos considerar, como anteriormente, niveis deterministicos u,, = X,,_g.n,
1 <k <n-—1,e portanto os estimadores serdo agora funcées de k, i.e., 12 (k), n% (k), 7' (k) e
72 (k), onde 7 (k) denota o estimador dos runs.

4.4.1 O numero de blocos

Para tentarmos perceber o efeito que o valor de %, (ou r,) exerce sobre as trajetorias das
estimativas de n obtidas com os estimadores de blocos propostos anteriormente, simulamos
amostras dos processos ARMAX e AR(1) definidos nos capitulos anteriores. Atendendo a que
a validade dos resultados tedricos é obtida recorrendo argumentos de natureza assintética,
consideramos amostras de dimensao n = 50000. Nao sendo, do ponto de vista pratico, exequivel
a apresentacao de graficos para todos os valores possiveis de k,,, a estratégia seguida passou
por considerar primeiro valores pequenos de r, (valores elevados de k,,) e posteriormente ir
considerando valores moderados até atingirmos valores elevados de r,, (valores pequenos de
k). Nas Figuras 4.1-4.4 encontramos o resultado destas simulacées, onde relembramos que as

linhas horizontais assinaladas correspondem aos verdadeiros valores do indice de cruzamentos.

— m=25
- -+ m=100
m=400

08

0.6

05

0.4

02 - 02 - 02 -

0.0 T T T 0.0 T T T 0.0 T T T
10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000

~sl

Figura 4.1: Estimativas de 7 obtidas com 7% (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro) e 75! (k) (a direita) para o
processo ARMAX, para varios valores de r,, € para n = 50000, numa escala logaritmica (n = 0.5)
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. 4 =400 =400
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Figura 4.2: Estimativas de 7 obtidas com 72 (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro) e 73! (k) (& direita) para o
processo AR(1), para varios valores de r,, € com n = 50000 e r = 2, numa escala logaritmica (n = 0.75)

1.0 T
0.89
0.8 - N
\
0.6 0.6 \
\
\
04 4 0.4 o
02 02
— m=25 — m=25
==+ m=100 ==+ m=100
=400 Thee-l =400 =400
00 L T L— 00 L T T 00 L T T
10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000
k k k

Figura 4.3: Estimativas de 7 obtidas com 7% (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro) e 75’ (k) (& direita) para o
processo AR(1), para varios valores de r,, € com n = 50000 e r = 3, numa escala logaritmica (n = 0.89)

1 T 1 e
096 - 0,96 TR
! : |
08 1 s 08 - \
g \
\
06 - 06 - '
\ 4
)
04 o 04 4
0.2 0.2
— m=25 — m=25
==+ =100 ==+ m=100
=400 =400
0.0 T T T T T T 0.0 T T T T T T
10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000 10 50 100 500 5000 25000
K 3 K

Figura 4.4: Estimativas de 7 obtidas com 7% (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro) e 75! (k) (a direita) para o
processo AR(1), para varios valores de r,, € com n = 50000 e r = 5, numa escala logaritmica (n = 0.96)

A analise das Figuras 4.1-4.4 vem confirmar algumas das consideracdes teodricas feitas ante-
riormente. Assim o nUmero de blocos devera ser grande, k, devera tender para infinito, mas
ndo demasiado grande pois € necessario que n/k, tenda para infinito. Para os trés estimadores
identificamos zonas de estabilidade das estimativas junto do verdadeiro valor de 7. Estas zonas

parecem ser mais evidentes para o estimador 73!(k) de blocos deslizantes.
Quando consideramos amostras de menor dimensao, por exemplo n = 500, é natural que
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as zonas de estabilidade das estimativas sejam mais dificeis de identificar. Nestes casos, para

tentarmos perceber o efeito da escolha da dimensao dos blocos r,,, realizamos uma simulacao

multi-amostra com 5000 corridas e 10 réplicas, para n = 500, € comparamos 0 comportamento

do erro quadratico médio estimado dos estimadores.

resultados obtidos para os dois modelos em analise.

Nas Figuras 4.5-4.8 apresentamos os

0.06 0.06 7 0.06 'R
=10 il — m=10 =10 r
--- m=15 P --- m=15 --- m=15 i
0.05 4 =20 0.05 - i =20 0.05 4 =20 i
--- m=25 v - m=25 --- m=25 /
£
0.04 0.04 7 0.04
0.03 4 0.03 4 0.03 4
0.02 o 0.02 o 0024 el
001 001
0.00 T T T T 0.00 T T T T 0.00 T T T T
10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250

Figura 4.5: Erro quadratico médio estimado de 7% (k) (a esquerda), 7 (k) (ao centro)

e 7il(k) (a direita)
para o processo ARMAX, para varios valores de r,, € com n = 500, huma escala logaritmica (n = 0.5)

0.06 0.06 T
- i
0.05 0.05 - !
|
0.04 0.04 |
l
0.03 o 0.03 o i
|
B - - P i
002 .. 002 o 0.02 o | ;
— m=10 — m=10 — m=10 : B
001 7 --- m=15 001 4 --- m=15 0017 - =15 .
=20 =20 =20
-- m=25 -- =25 - m=25
0.00 T T T T 0.00 T T T T 0.00 T T T T
10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250

Figura 4.6: Erro quadratico médio estimado de 7% (k) (a esquerda), 7 (k) (ao centro)

(n =0.75)

e 7il(k) (a direita)
para o processo AR(1), para varios valores de r,, e com n = 500 e r = 2, numa escala logaritmica

— m=10 — m=10 =10
001 --- m=15 001 4 --- m=15 0017 - =15
=20 =20 m=20
- m=25 -- =25 - m=25
0.00 T T T T 0.00 T T T T 0.00 T T T T
10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250 10 20 50 100 200 250

Figura 4.7: Erro quadratico médios estimado de 7% (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro)

e nsl(k) @di

reita)

para o processo AR(1), para varios valores de r,, e com n = 500 e » = 3, numa escala logaritmica

(n = 0.89)
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0.01 o

Figura 4.8: Erro quadratico médio estimado de 7% (k) (a esquerda), 7% (k) (ao centro) e 75! (k) (a direita)
para o processo AR(1), para varios valores de r,, e com n = 500 e r = 5, numa escala logaritmica
(n = 0.96)

As Figuras 4.5-4.8 mostram que para r,, = 15 os resultados sao consideravelmente bons, no
sentido em que este valor ou produz os menores erros quadraticos médios para valores de k pe-
quenos, ou se aproxima bastante dos melhores que conseguimos obter com outros valores de r,,.
Assim, no estudo comparativo dos estimadores do indice de cruzamentos que apresentaremos

a seguir, sera usado como referéncia o valor de r, = 15 .

4.4.2 Decomposicao do erro quadratico médio

Tendo em consideracado a relagao entre o erro quadratico médio do estimador, a respetiva
variancia e o viés, podemos perceber a forma como estas duas uUltimas quantidades dominam
o0 erro quadratico médio dos modelos em estudo. Nas estimativas calculadas a partir dos es-
timadores dos blocos consideramos r, = 15, tendo em conta as justificacdes apresentadas
anteriormente.

Consideramos ainda o seguinte estimador de 7

n—1

Z Wix, <un<Xiin}
e S (n) = 05 (un) = !

n
Z H{XL >y}
=1

sugerido pela relacao entre o indice extremal e o indice de cruzamentos (1.26), onde 555(un)
€ o estimador do indice extremal de Ferro e Segers (2003), apresentado na Seccédo 1.3.1.2.3 do
Capitulo 1.

Atendendo a que pretendemos estimadores de n para 0 < n < 1, ndo fara sentido usar
estimadores do indice extremal definidos sob a validade da condicdo D" (u), uma vez que nestes

casos se tem n = 1.

Para processos m-dependentes o estimador 7% (u,,) é consistente, pois Ferro e Segers (2003)
provaram que para estes processos 0% 8 (u,,) é consistente e as outras estatisticas que aparecem

em 759 (u, ) sdo estimadores consistentes de 7 e de v.
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A Figura 4.9 contém os resultados para o modelo ARMAX, com n = 500.
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Figura 4.9: Erro quadratico médio estimado, varidncia estimada e quadrado do viés estimado de 77 (k)
(cima a esquerda), 7% (k) (cima a direita), 775/ (k) (baixo & esquerda) e 7% ¥ (k) (baixo a direita) para o
processo ARMAX, com n = 500, numa escala logaritmica (n = 0.5)

Para o modelo AR(1) apresentamos os resultados obtidos nas Figuras 4.10-4.12.

A partir das Figuras 4.9-4.12 destacamos o facto do estimador 72 (k) apresentar, em geral,
valores para a variancias inferiores aos dos outros estimadores analisados. No entanto, a medida
que o verdadeiro valor de 7 se aproximada de 1, como no caso do modelo AR(1) com r = 3 e
r = 5, este estimador tende a apresentar um viés mais acentuado, fazendo com que o seu

erro quadratico médio seja em alguns casos superior aos erros quadraticos médios dos restantes

estimadores. Em relacao aos estimadores 7% (k) e 75! (k), concluimos, como Robert et al. (2009),

que 773 (k) apresenta, para os modelos analisados, uma variancia inferior a de 7% (k). Podemos
ainda salientar que o estimador 71¥(k) tem um comportamento relativamente bom no caso
AR(1) com r = 5, em que a respetiva variancia parece ser semelhante a variancia obtida a
partir de nZ (k). Neste caso os erros quadraticos médios distanciam-se pelo facto de, como ja
foi referido, o estimador 77 (k) apresentar um viés consideravel. Na generalidade, verificamos
que os resultados obtidos por 7% (k) sdo melhores para os modelos com » mais proximo de 1.
0 mau comportamento deste estimador nas restantes situacdes podera justificar-se pelo facto
do estimador 7% (u,,) ndo ser consistente para modelos que nao sao m— dependentes, como é
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o caso do processo AR(1).

Para valores pequenos de k&, o erro quadratico médio é fortemente dominado pela variancia,

alterando-se o cenario a partir de certos valores de k.
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Figura 4.10: Erro quadratico médio estimado, variancia estimada e quadrado do viés estimado de 77 (k)
(cima a esquerda), 7% (k) (cima a direita), 775! (k) (baixo a esquerda) e 7% ° (k) (baixo a direita) para o
processo AR(1), com n = 500 e r = 2, numa escala logaritmica (n = 0.75)
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Figura 4.11: Erro quadratico médio estimado, variancia estimada e quadrado do viés estimado de 72 (k)

(cima a esquerda), 7% (k) (cima a direita)

=sl

, 12 (k) (baixo a esquerda) e 75 (k) (baixo a direita) para o
processo AR(1), com n = 500 e r = 3, numa escala logaritmica (n = 0.89)
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Figura 4.12: Erro quadratico médio estimado, variancia estimada e quadrado do viés estimado de 72 (k)

(cima a esquerda), 7% (k) (cima a direita) , 73/ (k) (baixo a esquerda) e 7% (k) (baixo a direita) para o

processo AR(1), com n = 500 e r = 5, numa escala logaritmica (n = 0.96)
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4.4.3 Comparacoes com o estimador de runs

Procedemos agora a comparacao do comportamento dos estimadores propostos neste capi-

tulo e o estimador de runs do Capitulo 3.

Podemos verificar nos graficos das Figuras 4.13 a 4.20 que nas situacoes analisadas, as esti-
mativas do valor esperado de 7*(k) apresentam valores proximos do verdadeiro valor de 7, ou
seja, facilmente identificamos zonas de estabilidade com viés reduzido. Para os outros estima-
dores em estudo, a excepcao de 17 (k) para o AR(1) com r = 5, também encontramos zonas
gue apresentam alguma estabilidade, no entanto, o viés parece-nos muito elevado para que

sejam consideradas crediveis.

Salientamos a existéncia de estimadores que nao estao definidos para todos os valores de k.
Por exemplo, o estimador 7% (k), pelo facto de ser calculado a partir do nimero de blocos em
que nao se verificam excedéncias, quando o valor de k cresce (niveis mais baixos), atingem-se
situacdes em que todos os blocos apresentam excedéncias, o que equivale a calcular o logaritmo

de zero, fazendo com que nestas situacoes nao se possa determinar o seu valor.

Também nos parece importante mencionar que a variancia estimada de 7Z(k) e n%(k) é
em geral inferior a variancia estimada dos outros estimadores. Voltamos a referir que no caso
de 7¥"%(k) para o processo AR(1) com r = 5, os resultados obtidos por este estimador em
termos de variancia sdo comparaveis aos obtidos por 7Z (k). No entanto é a partir do estimador
de runs que se obtém, quase sempre, os melhores resultados em termos de menor variancia
comparativamente aos outros estimadores, sobretudo para valores pequenos de k. Notemos

ainda que o estimador 7% (k) apresenta sempre variancia superior a de 73 (k).

Analisarmos de seguida o comportamento dos estimadores nos seus niveis 6timos (ky), ou
seja, nos niveis que minimizam o erro quadratico médio, através da medida de eficiéncia rela-
tiva apresentada em Gomes et al. (2008) e definida por,

MSEn;, (ko)

REFF!7 = &

MSET7] (ko)] (@18

onde os indices I e J poderao ser iguais a R, B, dj, sl ou F'S para indicarem, respetivamente,
os estimadores 7% (k), n2(k), 7% (k), 7' (k) e % (k). Notemos que no caso de os estimadores
terem a mesma eficiéncia, deveremos obter (REFFJ/J =1). Valores de (REFFJ/J < 1), signi-
ficam que o estimador assinalado pelo indice I é mais eficiente do que o estimador assinalado
pelo indice J. Se pelo contrario, tivermos (REFFJ/'] > 1), sera o estimador assinalado por J
mais eficiente que o assinalado por I.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 encontramos os resultados referentes a eficiéncia relativa dos esti-
madores em analise. Apenas para o processo AR(1), com » = 5, o estimador 7% (k) é mais
eficiente que os restantes, nos restantes casos o estimador de runs é sempre o mais eficiente.
Destacamos ainda a eficiéncia superior de 775 (k) comparativamente a 72 (k), n% (k) e 75! (k) no
processo AR(1) comr =3 er =5.
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Nas Tabelas 4.3 e 4.4 apresentamos os valores estimados de um indicador de reducao do viés
definido por (ver Gomes et al. (2008)),

170 _ | BIAS[ii (ko)]
BIAS(7; (ko)]

BRI} =

)

onde os indices I e J tém o mesmo significado que em (4.18). Se BRIé/'] > 1, o estimador
assinalado com o indice I é mais enviesado que o estimador assinalado com .J, sendo que o

contrario se verifica se BRIé/J < 1. Nos casos em que BRIé/" =1 os dois estimadores terao o

mesmo viés.
Mais uma vez os melhores resultados, sao obtidos para o estimador de runs . Verificamos
ainda que 7%!(k) apresenta sempre um viés superior a 7% (k). Notemos também que 719 (k)

apresenta os piores resultados na maioria das situacoes analisadas.
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Figura 4.13: Valores médios estimados dos estimadores em estudo para o processo ARMAX, com n = 500,
numa escala logaritmica. (n = 0.5)
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Figura 4.14: Comparacao dos erros quadraticos médios estimados (a esquerda) e das variancias estimadas
(a direita) dos estimadores em estudo para o processo ARMAX com n = 500, numa escala logaritmica.
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Figura 4.15: Valores médios estimados dos estimadores em estudo para o processo AR(1), com n = 500 e

r = 2, numa escala logaritmica. (n = 0.75)
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Figura 4.16: Comparacao dos erros quadraticos médios estimados (a esquerda) e das variancias estimadas

(a direita) dos estimadores em estudo para o processo AR(1), com n = 500 e r = 2, numa escala

logaritmica.
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Figura 4.17: Valores médios estimados dos estimadores em estudo para o processo AR(1), com n = 500 e

r = 3, numa escala logaritmica. (n = 0.89)
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Figura 4.19: Valores médios estimados dos estimadores em estudo para o processo AR(1), com n = 500 e
r = 5, numa escala logaritmica. (n = 0.96)
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Figura 4.20: Comparacao dos erros quadraticos médios estimados (a esquerda) e das variancias estimadas

(a direita) dos estimadores em estudo para o processo AR(1), com n = 500 e » = 5, numa escala
logaritmica.
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Tabela 4.1: Medidas de eficiéncia relativa dos estimadores em analise do processo ARMAX dado por
(3.35), com n = 500.

Numerador (I)

Denominador (J) R B dj sl
B 0.5134 -
dj 0.2280 0.444
sl 0.1918 0.3735 0.8412
FS 0.1780 0.3467 0.7809 0.9283

Tabela 4.2: REFFOI/" dos estimadores em estudo para o processo AR(1) dado por (2.13), com n = 500.

(r=2)
Numerador (I)
Denominador (.J) R B dj sl
B 0.3245 -
dj 0.2490 0.7671
sl 0.2088 0.6434 0.8387
FS 0.1857 0.5728 0.7468 0.8903
(r=3)
Numerador (I)
Denominador (J) R B dj sl
B 0.3251 -
dj 0.3555 1.0937
sl 0.3217 0.9897 0.9049
FS 0.4353 1.3390 1.2243 1.3529
(r=5)
Numerador (I)
Denominador (.J) R B dj sl
B 0.3063 -
dj 0.4052 1.3229
sl 0.4140 1.3517 1.0218
FS 1.1593 3.785 2.8612 2.8001
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Tabela 4.3: Indicador de reducao do viés dos estimadores em analise do processo ARMAX dado por (3.35),

com n = 500.
Numerador (I)
Denominador (.J) R B dj sl
B 0.5618
dj 0.5369 0.9557
sl 0.0970 0.1726 0.1806
FS 0.1191 0.212 0.2218 1.228

Tabela 4.4: BRIé/" dos estimadores em estudo para o processo AR(1) dado por (2.13), com n = 500.

(r=2)
Numerador (I)
Denominador (.J) R B dj sl
B 0.0775 -
dj 0.1983 2.5572 -
sl 0.0419 0.5401 0.2112
FS 0.0321 0.4138 0.1618 0.7661
(r=3)
Numerador (I)
Denominador (.J) R B dj sl
B 0.0173 -
dj 4.2395 245.3512 -
sl 0.0206 1.1940 0.0049
FS 0.017 0.9826 0.004 0.823
(r=5)
Numerador (I)
Denominador (J) R B dj sl
B 0.0213
dj 0.3193 14.9889
sl 0.0627 2.9416 0.1963
FS 0.0753 3.5352 0.2359 1.2018
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4.5 Aplicacdes a dados reais

Os dados financeiros e hidricos da Seccao 3.8 também nos serviram como exemplos de apli-
cacado dos resultados deste capitulo. Deste modo, estimamos o indice de cruzamentos para
estes dois conjuntos de dados “DAX30” e “Caudal efluente numa barragem”, e apresentamos os

resultados nas Figuras 4.21 e 4.22.

Como ja tinhamos constatado no capitulo anterior, as estimativas obtidas com o estimador
de runs para os dados “DAX30”, parecem indicar-nos que o valor de n é aproximadamente
igual a 0.9. No entanto, as estimativas obtidas com os outros estimadores sugerem um valor
mais proximo de 0.8. Relembremos que para este conjunto de dados, muitas vezes modelados
por processos GARCH(1,1), nao nos foi possivel verificar a validade de 5(3)(u). Se, de facto,
esta condicao nao é valida, poderemos estar a sobreavaliar o niUmero de runs de cruzamentos,
conduzindo a estimativas mais elevadas do indice de cruzamentos. Quanto ao estimador 772 (k),

as estimativas encontram-se em zonas muito inferiores as obtidas pelos outros estimadores.
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Figura 4.21: Estimativas de n obtidas com 72 (k) , 7% (k), 75 (k), 7L 5 (k) e 72 (k) para os log-returns dos
valores diarios de fecho do indice DAX30 no periodo compreendido entre 03-01-2000 e 29-06-2012.

Também para os dados “Caudal efluente numa barragem” nao temos compatibilidade de re-
sultados entre o estimador de runs e os outros estimadores, sendo que neste caso as diferencas
ainda sao mais acentuadas do que no exemplo DAX30. O estimador de runs aponta para valores
de n proximos de um, mas pelos outros métodos, esta conjetura parece nao se confirmar. Este
é um exemplo interessante de dados reais em que a partilha de conhecimento, entre as areas
da teoria de valores extremos e as areas especificas de hidrologia, poderiam ajudar a tomar
uma decisao sobre a eventualidade de podermos, ou nao, assumir a condicao 13(3)(u) e usar o

estimador de runs como referéncia para estimarmos 7 para estes dados.
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Figura 4.22: Estimativas de 7 obtidas com 7% (k) , 7% (k), 75

(k)

~FS
» Tin

(k) e 7E (k) do caudal efluente

médio diario (em m?/s), na barragem do Fratel nos meses de novembro a marco, entre 01-01-1984 e

30-11-2008.
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Conclusao

Os temas abordados ao longo deste trabalho poderao dividir-se em duas partes, a primeira
dedicada ao estudo de propriedades do indice de cruzamentos e a segunda dedicada a sua es-
timacao. Na primeira parte, formada pelo Capitulo 2, provamos que a intensidade do processo
pontual limite do processo pontual de T-cruzamentos, T > 1, é caracterizada por um parametro
7T € [0, 1], a que chamamos indice de T-cruzamentos e introduzimos condicdes de dependén-
cia local que permitiram obter formulas simples de calculo deste parametro. Mostramos de que
forma os indices de T-cruzamentos se relacionavam entre si e com o indice de cruzamentos.
Calculamos o indice de cruzamentos apds subamostragem sistematica de passo constante 7' a
partir de uma relacao com o indice de T'—cruzamentos da sucessao inicial. Os resultados desta

primeira parte foram publicados em Sebastiao et al. (2010).

A segunda parte, é sem divida a maior e engloba os Capitulos 3 e 4 deste trabalho. Nesta
parte apresentamos cinco estimadores para o indice de cruzamentos e provamos as suas pro-
priedades assintdticas. Estes estimadores foram obtidos a partir de diferentes caracterizacoes
assintdticas do indice de cruzamentos. Aplicamos estes estimadores em modelos existentes na
literatura, para os quais o valor do indice de cruzamentos é conhecido, e em conjuntos de dados
obtidos a partir de fenémenos reais. Comparamos, via técnicas de Monte Carlo, o conjunto de

estimadores propostos.

No futuro seria interessante analisar os resultados do segundo capitulo com outras funcoes
deterministas de subamostragem e utilizar metodologias Jackknife para construir estimadores
com menor viés e erro quadratico médio do que os aqui propostos.
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