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Resumo

As aulas ditas tradicionais, essencialmente expositivas, caracterizam-se
pela centralidade do papel do professor no processo de ensino-aprendizagem.
Deste modo, em geral, os alunos tém uma atitude passiva e o professor,
essencialmente, pratica a transferéncia de conhecimento. Estudos, de varias
areas que nao s6 da Educacao Matematica e da Didatica da Matematica,
apontam para as vantagens na mudanca do paradigma do referido tipo de
aulas. Concretamente, apela-se a centralidade do aluno no processo de
ensino-aprendizagem e a sua aprendizagem ativa.

A Aprendizagem pelos Pares, designada originalmente por Peer
Instruction nos trabalhos do Fisico Eric Mazur, surge no contexto dessa
mudanca e ainda pela observacao de falhas na aprendizagem conceptual dos
alunos. O referido método de ensino-aprendizagem é centrado no aluno e
pretende, por um lado, a substituicao da transferéncia do conhecimento pela
assimilacao do mesmo e, por outro lado, a aprendizagem conceptual. Nas
palavras de Mazur, "Ensinar € apenas ajudar a aprender’ e o desafio € o de
encontrar novas maneiras de chegar aos alunos.

Do referido método de ensino-aprendizagem fazem parte: o estudo
prévio dos conteldos pelos alunos; a proposta de questoes conceptuais pelo
professor; as votacoes dos alunos nestas; a discussao entre pares, neste caso,
alunos. No mesmo foram adotados os principios da Aprendizagem Cooperativa,
com base na Teoria Socioconstrutivista de Vygotsky, a qual realca a
importancia das atividades sociais, nomeadamente da discussao entre alunos
sobre o que se esta a realizar, para a promocao da aprendizagem.

No ambito deste trabalho, foi efetuado um estudo norteado pelas
seguintes questoes de investigacao: 1 - Quais os erros decorrentes das
principais dificuldades dos alunos no Tema Il - Introdu¢do ao Calculo
Diferencial Il do 12.° ano?; 2 - Com base nos mesmos, que questoes
conceptuais podem ser construidas para aplicacao da Aprendizagem pelos
Pares nesse tema?; 3 - Que adaptacées podem e/ou devem ser feitas a
Aprendizagem pelos Pares na sua aplicacao ao nivel do Ensino Secundario?. No

estudo utilizamos uma metodologia de natureza qualitativa e interpretativa,
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com recurso a um questionario dirigido a professores de Matematica e a testes
de avaliacao de alunos como instrumentos de recolha de dados.

Procuramos, em primeiro lugar, conhecer o método Aprendizagem
pelos Pares e eventuais adaptacées que podem ser feitas no Ensino
Secundario. Em segundo lugar, procuramos identificar e compreender as
dificuldades e os erros que experimentam os alunos do 12.° ano no Tema Il -
Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il. Em terceiro lugar, também com o apoio
da revisao de literatura feita, construimos questées conceptuais, criando
recursos didaticos, para o topico Regras Operatorias de Logaritmos
selecionado do tema mencionado.

Por ultimo, apresentamos uma planificacao, para o topico referido mas
nao implementada, de uma aula com o método de Aprendizagem pelos Pares.
Para sustentar a mesma, para além das fundamentais questdes conceptuais,
apresentamos, descrevemos e analisamos um manual de 12.° ano. Elaboramos
ainda um trabalho de casa associado ao estudo prévio do tépico pelos alunos.
No futuro, com a reflexao apos a implementacao, havera certamente aspetos
(tarefas propostas, materiais utilizados, comunicacao) da pratica letiva do

professor a melhorar.

Palavras-chave

Aprendizagem pelos Pares, Questao Conceptual, Calculo Diferencial I, Regras

Operatorias de Logaritmos.
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Abstract

The so-called traditional lectures, mainly expository, are characterized
by the centrality of the teacher’s role in the teaching-learning process. Thus,
in general, students have a passive attitude and the teacher, essentially,
transfers knowledge to the students. Studies, in many fields other than
Mathematics Education and Didactics of Mathematics, point to the benefits of
shifting the paradigm of this type of classes. In particular, they call for the
centrality of students in the teaching-learning process and for their active
learning.

Peer Learning, originally named Peer Instruction in the works of the
physicist Eric Mazur, arises in the context of that shift as well as from
observing gaps in students’ conceptual learning. This student-centred
teaching-learning method aims, on the one hand, to replace knowledge
transfer by its assimilation and, on the other hand, conceptual learning. In
Mazur’s own words, "Teaching is just helping students to learn” and the
challenge is to find new ways to reach students.

This teaching-learning method comprises: pre-class study of contents
by the students; the conceptual questions proposed by the teacher; the
votings of the students on these; the discussion among peers, in this case,
students. Moreover, it incorporates the principles of Cooperative Learning,
based on Vygotsky’s Social Constructivist Theory, that emphasizes the
importance of social activities, namely the discussion among students of what
is taking place, to promote learning.

In the context of this work, a study based on the following research
questions was conducted: 1 - What mistakes arise from the main difficulties of
students in Theme Il - Introduction to Differential Calculus Il of the 12
grade?; 2 - Based on these, what conceptual questions can be formulated to
apply Peer Instruction to this theme?; 3 - What adjustments can and/or should
be made to Peer Instruction in its implementation in High School?. In this
study, a qualitative and interpretive methodology was used, involving a
questionnaire aimed at teachers of Mathematics and student assessment tests

as data collection tools.



In the first place, we sought to know the Peer Instruction method and
possible adaptations that can be made in High School. Secondly, we sought to
identify and to understand the difficulties and the mistakes experienced by
the students of the 12 grade in Theme Il - Introduction to Differential
Calculus Il. Thirdly, also based on the review of the literature, we formulated
conceptual questions, creating teaching resources for the topic Logarithm
Rules selected from the above theme.

Finally, we present an unimplemented lesson plan, for the mentioned
topic, using the Peer Instruction method. In order to support it, beyond the
fundamental conceptual questions, we presented, described and analysed a
handbook of the 12" grade. Furthermore, we produced a homework
assignment associated with students’ pre-class study on the topic. In the
future, by reflecting on its implementation, there will surely be aspects
(proposed tasks, materials used, communication) of the teacher’s classroom

practice to be improved.

Keywords

Peer Instruction, Concept Question, Differential Calculus I, Logarithm Rules.
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Capitulo 1 - Introducao

A Educacao procura responder a um grande desafio que € imposto a
Escola. A esta pede-se-lhe “... que seja capaz de desenvolver nos estudantes
competéncias para participar e interagir num mundo global, altamente
competitivo que valoriza o ser-se flexivel, criativo, capaz de encontrar
solucdes inovadoras para os problemas de amanha, ..” (Coutinho & Lisboa,
2011, p. 5). E por isso indispensavel atualizar, aprofundar e enriquecer os
conhecimentos adaptando-os ao mundo em mudanca.

A solucao podera passar por organizar a aprendizagem em torno de
quatro aprendizagens fundamentais, que (Delors, et al., 1999, p. 90) definiu
como “... os pilares do conhecimento: aprender a conhecer, isto é adquirir os
instrumentos da compreensao; aprender a fazer, para poder agir sobre o meio
envolvente; aprender a viver juntos, a fim de participar e cooperar com 0s
outros em todas as atividades humanas; finalmente aprender a ser, via
essencial que integra as trés precedentes.”

Como se defende em (Delors, et al., 1999), o ensino tradicional
privilegia o aprender a conhecer em detrimento do aprender a fazer, e coloca
as outras duas aprendizagens como extensoes das duas primeiras. No entanto,
aprender a fazer prende-se com “... ensinar o aluno a por em pratica os seus
conhecimentos ...” (Delors, et al., 1999, p. 93). Assumindo essas extensoes, 0s

3

alunos podem aprender a viver juntos, “... desenvolvendo a compreensao do

outro e a percepcao das interdependéncias — realizar projetos comuns ...”
(Delors, et al., 1999, p. 102), e aprender a ser, “... para melhor desenvolver a
sua personalidade e estar a altura de agir com cada vez maior capacidade de
autonomia, de discernimento e de responsabilidade pessoal.” (Delors, et al.,
1999, p. 102).

E neste sentido, da promocdo da autonomia dos alunos, da colocacio
em pratica de conhecimentos e da cooperacao (entre professor e alunos,
reciprocamente, e ainda entre alunos), que se enquadra a Aprendizagem
pelos Pares. Este método de ensino-aprendizagem, Peer Instruction (Pl) no

original, pretende dar resposta as necessidades de um sistema de ensino cada



vez mais exigente e heterogéneo, numa sociedade competitiva e

individualista.

1.1 Problema e Objetivos do Estudo

Com o presente estudo procuramos identificar e compreender as
dificuldades e os erros que experimentam os alunos, que frequentam o 12.°
ano de escolaridade, no Tema Il - Introducdo ao Calculo Diferencial Il. Em
particular, consideramos os que surgem no tépico das regras operatodrias de
logaritmos.

Apds as referidas identificacdo e compreensao, com o apoio da revisao
de literatura, construimos questdes conceptuais com base nas dificuldades e
nos erros manifestados pelos alunos. Com essas questées visamos criar
recursos didaticos para aplicacao futura da Aprendizagem pelos Pares.

Tentamos ainda indicar, apdés o conhecimento das caracteristicas
inerentes ao método de ensino-aprendizagem em causa, adaptacdes que
podem ou devem ser feitas na aplicacao da Aprendizagem pelos Pares ao nivel

do Ensino Secundario.

1.2 Questdes Investigativas

Com este trabalho pretendemos dar resposta as seguintes questoes

investigativas.

1 - Quais os erros decorrentes das principais dificuldades dos alunos no

Tema Il - Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il do 12.° ano?

2 - Com base nos mesmos, que questoes conceptuais podem ser
construidas para aplicacao da Aprendizagem pelos Pares no Tema Il -

Introducdo ao Calculo Diferencial Il do 12.° ano?



3 - Que adaptacoes podem e/ou devem ser feitas a Aprendizagem pelos

Pares na sua aplicacao ao nivel do Ensino Secundario?

1.3 Enquadramento Tedrico

Segundo (Diaz-Aguado, 2000, p. 9), “A nossa sociedade vive mudancas
extremamente rapidas e intensas que exigem inovacoes educativas de
envergadura semelhante. Entre os seus objectivos mais frequentemente
reconhecidos destacam-se: lutar contra a exclusao e adaptar a educacao a
diversidade dos alunos e alunas, garantindo a igualdade de oportunidades na
aquisicao das competéncias necessarias para a sua integracao activa num
mundo cada mais complexo; respeitar o direito a propria identidade,
tornando-o compativel com a igualdade de oportunidades, e progredir em
relacao aos direitos humanos ...”.

A cooperacao é uma dessas competéncias, mas ensinar de modo
cooperativo devera levar a uma mudanca significativa de mentalidades. De

{3

facto, o professor tem de reflectir no seu novo papel enquanto
organizador do meio social e regulador das interaccoes em que decorre a
aprendizagem. Toda esta filosofia do ensino, que faz parte da nossa tradicao
tem de ser substituida por uma filosofia da aprendizagem, centrada no aluno
e nas interaccoes que se desenvolvem na turma.” (Abreu & Custddio, 2001, p.
19).

A chamada Aprendizagem Cooperativa baseia-se na Teoria
Socioconstrutivista de Lev Vygotsky, na qual “... a aquisicdo dos processos
cognitivos superiores se produz através das atividades socias, nas quais cada
individuo participa ..” (Ribeiro, 2006, p. 3). Segundo Vygotsky, a
aprendizagem decorre da interacao social e a relacao da primeira com o
devenvolvimento é explicada pelo conceito de Zona de Desenvolvimento
Proximal (ZDP). A mencionada nocao é definida como “... a distancia entre o
nivel de desenvolvimento actual tal como é determinado pela solucao

independente dos problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial tal como



esta determinado pela solucao de problemas com a ajuda de um adulto ou em
colaboracao com os colegas mais capacitados.” (Diaz-Aguado, 2000, p. 136).

Em suma, a aprendizagem ocorre através de interferéncias do professor
e de outros alunos na ZDP de um aluno, que é a distancia entre o que o aluno
ja sabe, conhecimento real, e aquilo que pode aprender, conhecimento
potencial. Assim, a discussao, gerada por questoes conceptuais, entre alunos
e professor, e, especialmente, entre alunos (pares) € fulcral para a
assimilacao do conhecimento que caracteriza a Aprendizagem pelos Pares —
método de ensino-aprendizagem de Eric Mazur.

Objetivamente, a Teoria de Vygotsky fundamenta a Pl devido aos
pressupostos da Aprendizagem Cooperativa em que a mesma assenta.
Concretamente, o conhecimento € construido socialmente, valorizando os
papéis da escola, do professor como agente mediador, do aluno e dos seus

pares (os outros alunos) em cooperacao.

1.4 Estrutura do Trabalho

No sentido de facilitar a compreensao do tema abordado neste
trabalho, organizamo-lo em partes distintas: a fundamentacao teorica e a
abordagem pratica, resultante dos artigos cientificos que analisamos.
Estruturalmente, o trabalho encontra-se organizado em cinco capitulos

distintos, focalizados nos aspetos da sinopse seguinte de cada um.

Capitulo 1 - Introducao
Neste capitulo enunciamos o problema e os objetivos do estudo, as
questoes investigativas, o enquadramento e a relevancia do estudo, e a

estrutura do trabalho.

Capitulo 2 - Revisao de Literatura
Apresentamos uma revisao de literatura pautada de informacao acerca
da Aprendizagem Pelos Pares e, ainda, das dificuldades e dos erros dos alunos

no Tema Il - Introducgé@o ao Cadlculo Diferencial Il.



Elaboramos uma digressao historica deste método de ensino-
aprendizagem e descrevemos o mesmo. Indicamos, por Ultimo, possiveis

adaptacoes ao Ensino Secundario.

Capitulo 3 - Metodologia de Estudo

Apresentamos a metodologia de investigacao adotada e algumas
questoes conceptuais construidas. Iniciamos com uma breve descricao da
componente empirica do estudo, dando indicacoes sobre as opcoes
metodologicas, os instrumentos de recolha de dados e, também, o tratamento
e a analise dos mesmos. Expomos ainda algumas questdes conceptuais para o

topico Regras Operatorias de Logaritmos.

Capitulo 4 - Uma aula com Aprendizagem pelos Pares

Procedemos a planificacdo de uma aula com recurso ao método de
ensino-aprendizagem descrito no Capitulo 2. Previamente, apreciamos,
descrevemos pormenorizadamente e analisamos o ponto 1. Funcdes
Exponenciais e Logaritmicas do manual Novo Espaco 12, que servira de apoio a

planificacao.

Capitulo 5 - Consideracdes Finais

Neste capitulo procuramos dar resposta ao problema em estudo,
focalizado nas dificuldades e nos erros dos alunos no Tema Il - Introducdo ao
Cadlculo Diferencial 1l, bem como nas caracteristicas do método de ensino-
aprendizagem sobre o qual incide o estudo. Apresentamos ainda uma reflexao

sobre as potencialidades e as limitacoes do estudo.

Ultimando o trabalho, apresentamos as referéncias bibliograficas e os

anexos necessarios no decorrer da sua realizacao.






Capitulo 2 - Revisao de Literatura

«

Bonwell, em 1991, definiu a aprendizagem ativa, “... in the context of
the college classroom, active learning envolves students in doing things and
hinking about the things they are doing.” (p. 2). Também (Dewey, 1979)
referencia que aprendemos fazendo e também pensando no que fazemos. E
neste contexto de aprender fazendo que se insere a aprendizagem pelos
pares, designada originalmente por Peer Instruction.

A Pl é um método que promove a aprendizagem ativa, visando a
substituicao da transferéncia de conhecimento pela assimilacao do mesmo. A
criacdo e respetiva implementacao deste método de ensino-aprendizagem
deve-se a Eric Mazur, Fisico de Harvard. Este adaptou os principios da
aprendizagem cooperativa, os quais tém como referéncia a Teoria
Socioconstrutivista de Vygotsky.

Mazur acredita que o desafio do século 21 é o de encontrar novas
maneiras de alcancar mais alunos, para ajuda-los a aprender melhor (Hanford,
2011). Para a autora deste trabalho, a PI ja constitui uma delas devido as suas
caracteristicas. De facto, ensinar € envolver o pensamento ativo sobre a
tematica a abordar, analisar e selecionar nocdes chave e, em seguida,
envolver os conceitos nos proprios pensamentos.

Neste capitulo apresentamos ainda, com base em diversos estudos, as
dificuldades e os erros revelados pelos alunos no Tema Il - Introducdo ao
Cdlculo Diferencial Il. Neste tema sao abordados conceitos como limite,
continuidade e diferenciabilidade que, apesar de nao serem desconhecidos
dos alunos, foram apenas trabalhados de forma intuitiva até ao 12.° ano. O
estudo de funcoes, iniciado no 10.° ano e também abordado no 11.° ano, é
aplicado as logaritmicas e as exponenciais. Assim, como pré-requisitos temos:
Funcoes e Graficos do Tema Il (10.° ano) e Introducao ao Calculo Diferencial
do Tema Il (11.° ano), conforme Programa de Matematica do 12.° Ano (PM12).

Em suma, fazemos uma revisao de literatura sobre os assuntos supra

referenciados.



2.1 Aprendizagem pelos Pares

2.1.1 Digressao Histérica

A origem da aprendizagem pelos pares remonta ao ano de 1970, sendo
consequéncia das conversas de David Hestenes, professor na Universidade do
Arizona, com um colega que lecionava Introducao a Fisica. Este confessou-lhe
as preocupacoes que tinha com os seus alunos, pois, semestre apds semestre,
a média das classificacoes dos alunos nunca ultrapassava os 40%. Na opiniao
de Hestenes, estas classificacoes deviam-se a que as questdes dos testes do
seu colega eram maioritariamente qualitativas, exigindo a compreensao dos
conceitos. Contrapondo com o facto de a maioria dos professores nao testar o
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conhecimento conceptual, ou seja, “... students just had to solve problems to

pass the exams.” (Hanford, 2011, p. 1).

Figura 1: David Hestenes em (University, 2010)

A referida observacao motivou uma série de conversas, entre Hestenes
e 0 seu colega, sobre a diferenca entre o aluno ser capaz de resolver um
problema e realmente compreender os conceitos envolvidos no problema.
Depreendemos ainda, de (Hanford, 2011), que aqui uma tarefa designada por
problema é encarada com algo que pode ser resolvido algoritmicamente com
calculo.

Deste modo, Hestenes decidiu testar a sua teoria com a ajuda de

Ibrahim Halloun, um dos seus alunos de pos-graduacao. Para isso



desenvolveram um teste de escolha multipla, com questdes conceptuais onde
constam os erros comuns cometidos pelos alunos, agora conhecido por Force
Concept Inventory (FCl), tal como referido em (Hestenes, Wells, &
Swackhamer, 1992).

O teste desenvolvido foi dado a realizar a cerca de 1000 alunos de sete
professores da unidade curricular de Introducao a Fisica, os quais lecionavam
com recurso as aulas convencionais. Hestenes, dividiu os professores em trés
grupos: “O primeiro consistia em turmas com professores premiados. O
segundo grupo compreendia turmas com professores com uma classificacao
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muito baixa.” e “... o terceiro grupo consistia em professores com turmas
pequenas (até 20 alunos).” (Fiolhais & Pessoa, 2003, p. 19).

Os alunos realizaram o referido teste no inicio e no final do semestre e,
apesar disso, na segunda aplicacdao, as suas classificacdes s6 cresceram

[{3

catorze por cento. Ou seja, “.. os alunos nao aprendem muito numa aula
convencional independentemente da forma como se ensina.” (Fiolhais &
Pessoa, 2003, p. 19). Estes resultados foram publicados em 1985 pelo
American Journal of Physics (Hanford, 2011, p. 2).

Contudo, e apesar dos resultados obtidos por Hestenes, os seus colegas,
mesmo 0s que participaram no estudo, nao o levaram em consideracao. Ele
justificou este facto com uma ideia pré-concebida por todos nos que as aulas
convencionais sao o caminho pelo qual praticamente todos ensinam Fisica
Introdutoéria. E pensar que havia algo errado com as aulas convencionais
significava que os professores de Fisica teriam de realmente mudar “... the
way they do things ...” (Hanford, 2011, p. 2).

Foram necessarios cinco longos anos, apo6s a publicacao dos resultados,
para que Eric Mazur ressuscitasse os estudos e resultados de Hestenes. Para
este, Mazur era incomum, “He was the first one who took it to heart.”
(Hanford, 2011, p. 2). Mazur leu os estudos mas estava cético, pois ele era
professor na Universidade de Harvard e os resultados nao se iriam aplicar aos
seus alunos. De facto, os seus alunos tinham boas notas e ele considerava-se
um bom professor. Contudo, para provar que os alunos dele eram diferentes,

decidiu aplicar o FCI.



Figura 2: Eric Mazur em (DGC-USM, 2012)

Apoés a aplicacao do FCI e perante os resultados, Mazur ficou chocado,
pois, como ele préoprio afirmou em (Hanford, 2011, p. 3), “They didn't do
much better ...”. Concretamente, Mazur referiu que “... vendo o teste era de
esperar que os meus alunos tivessem 100 por cento e, por isso, fiquei
perplexo. A minha primeira reaccao foi pensar que havia algo de errado com o
teste. Nao sabia o que pensar. Por um lado, os meus alunos tinham boas notas
em exames muito mais complexos, com integracoes, derivacoes...” (Fiolhais &
Pessoa, 2003, p. 20). Outro facto com que ele nao contava foi que os alunos,

3

perante as questoes conceptuais, lhe perguntassem: “... How should | answer
these questions? According to what you taught me, or according to the way |
usually think about these things? ...” (Hanford, 2011, p. 3).

As perguntas anteriormente formuladas pelos alunos comecaram a
despertar nele um sentimento de que algo estava errado, na forma como ele

({3

chegava aos alunos. Nas palavras de Mazur, “... ensinava tal como eu proprio
tinha sido ensinado. Afinal, que outras formas ha de ensinar? E natural, foi
como nos aprendemos e, além disso, temos tendéncia para projetar a nossa
propria experiéncia nas pessoas que nos rodeiam. O que pensamos é: "Eu
aprendi assim e, por isso, eles também devem aprender assim.” (Fiolhais &
Pessoa, 2003, p. 19). Foi entao que ele decidiu mudar a sua forma de ensinar,
inovando com a criacdo do método atualmente conhecido por Peer
Instruction. Os resultados foram tdao bons que ainda hoje mantém este
método de ensino-aprendizagem e realiza, com os membros do grupo Mazur

em (MazurGroup, 2013), investigacao sobre o mesmo.
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2.1.2 Descricao do Método

A aprendizagem pelos pares, tal como se apresenta em (Crouch &
Mazur, 2001), consiste em envolver os alunos na sua aprendizagem durante
todo o processo de ensino-aprendizagem, ou seja, os alunos sao construtores
do proprio conhecimento. Tal é conseguido com recurso a tarefas que exigem
a cada aluno um estudo prévio as aulas, para que possa aplicar e discutir os
conceitos estudados com os seus colegas. Ao contrario da aula tradicional em
que a formulacao de questdes pelo professor envolve apenas alguns alunos, a
PI visa todos os alunos.

As aulas com Pl organizam-se numa sequéncia estrutural conforme
(Mazur, 1997). Primeiro é solicitado aos alunos que, antes de cada aula,
facam a leitura de um determinado conjunto de informacao e resolvam um
Trabalho para Casa (TPC). Depois, no inicio de cada aula, o professor coloca
uma questao designada por teste de leitura. Trata-se de uma questao curta e
que visa apenas testar se a leitura recomendada foi ou nao efetuada. Mas é
importante que esta questao nao teste a compreensao da leitura, porque isso
iria penalizar e desencorajar os alunos que fazem a leitura, mas que ainda sao
incapazes de dominar os conceitos apenas a partir da leitura.

Seguidamente o professor faz uma pequena abordagem ao tema. Esta
tem em conta as duvidas e questoes que os alunos colocam aquando do TPC
associado a leitura, dando-lhes respostas. De facto, cada TPC é constituido
por trés questoes, em que as duas primeiras tém por base os aspetos dificeis
da leitura, com a terceira para a escrita das dificuldades e davidas. Mazur
acredita nas vantagens desta técnica, pois assim ele chega aos alunos pelas

suas duvidas reais.
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Curso: Nimero: Nome:

T.P.C. 2: leitura das pdginas 30 a 38 de gaaltOd.pdf ¢ respostas, escritas & mdo, ds trés
questoes subsequentes

Entrega do T.P.C. 2: 19 de abril de 2012, no inicio da anla do turno em que esti inscrito

1. Incigue nma operagiao elementar por linhas.

. Dada uma matriz de tipo 7 = 9, qual o niimero maximo de pivos que pode ter a sua forma

escalonada reduzida por linhas?

. O que achou dificil on comfuso na leitura? Se nada foi dificil on confuso, entio diga o que lhe

parceen mais interessante,

A docente,

Patricia Damas Beites

Figura 3: Exemplo de um TPC usado pela docente Patricia Beites em Algebra Linear na UBI

ApoOs esta breve exposicao, segue-se uma questao relacionada com um
conceito e com varias opcoes, chamada questao conceptual (CQ). Os alunos
dispbem entao de cerca de dois minutos para pensarem e decidirem
individualmente qual sera a resposta correta. Decorrido esse tempo, eles vao
responder recorrendo a clickers de resposta eletronica. De referir que esta

votacao nem sempre foi nem sempre é eletronica, (Mazur, 1997).

Figura 4: Eric Mazur na conferéncia ALT-C 2012 em (Gramp, 2012)

ApoOs a contagem dos votos, os alunos discutem as suas respostas com os
colegas mais proximos. Entretanto, o professor circula pela sala de aula,
ouvindo e promovendo discussoes frutiferas, e pede aos alunos que
convencam os colegas que a resposta que deram é a correta explicando o
raciocinio subjacente. Esta discussao dura entre dois a quatro minutos e

voltam a votar. De acordo com (Crouch & Mazur, 2001), caso a percentagem
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de respostas corretas esteja entre 35% e 70% na primeira votacao, entao a
percentagem de respostas corretas aumenta na segunda votacao.

Por fim, o professor explica a resposta correta. Uma alternativa a este
altimo passo de Mazur é solicitar a explicacao a um aluno voluntario, (Beites
& Nicolas, 2013). Segundo estes autores, para que os alunos nao tenham
receio de explicar em voz alta e de errar em frente dos seus pares, é

importante que o professor diga primeiro a opcao correta.

. Duracao
Acontecimento .
(em minutos)

-

. Apresentacédo da CQ

2. Tempo para os alunos pensarem -2

3. Primeira votacdo (dos alunos mas individual) !

4. Discussdo entre pares, enquanto o professor circula na sala 2-4

5. Segunda votacdo f

6. Explicac@o da resposta correta 2 ou mais

Tabela 1: Esquema de passos numa aula com Pl elaborado com base em (Crouch & Mazur, 2001)

Contudo, poder-se-a pensar-se, no periodo de discussao de uma
pergunta conceptual, os alunos estao a conversar e que podera ser dificil
trazer o foco de volta para o professor. Nesta fase podera parecer que o
professor nao tem controlo na sala, como se refere em (Beites & Nicolas,
2013). Mas é s6 o que parece, e, efetivamente, é esta discussao que permite a
consolidacao do conceito.

Para além da Fisica e da Matematica, este método de ensino-
aprendizagem esta a ser aplicado nas mais diversas areas, nomeadamente na
Filosofia (Butchart, Handfield, & Restall, 2009), na Quimica (Brook &
Koretsky, 2011), na Informatica (Simon & Cutts, 2012) e na Medicina
(Cortright, Colins, & DiCarlo, 2005).

Salientamos que é também aplicado na Universidade da Beira Interior

(UBI), na area de Algebra pela Professora Dra. Patricia Beites e na area de
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Engenharia Eletrotécnica e de Computadores pelo Professor Dr. Rogério
Serodio. Este Ultimo, percursor da sua aplicacao na UBI, foi distinguido pela
universidade com o prémio de Mérito Pedagogico em 2012.

2.1.3 Votacao e Recolha de Respostas

Podemos dizer que existem varias formas para recolher as respostas
dadas pelos alunos numa votacao relativa a uma questao conceptual.

Um dos métodos mais simples de votacao € realizado com as maos, ou
seja, os alunos respondem colocando o braco no ar. Uma das grandes
vantagens deste método é que nao tem qualquer custo e pode ser aplicado em
qualquer turma independentemente dos recursos da escola. Contudo, tem
também associadas duas desvantagens que sao: a falta de anonimato, isto
porque o voto de um aluno pode ser visto por outros alunos; a votacao de
alguns alunos pode influenciar outros alunos, em vez destes pensarem por si

proprios na questao.

Figura 5: Votacdo com as maos em (Deubel, 2013)

Um outro método de votacdo consiste na utilizacdao de cartdes de
votacao, os quais tém baixo custo e, de varias cores associadas a opcoes A, B,
C e D, facilitam a recolha das respostas dadas pelos alunos. Além disso, é
muito mais anénimo do que a votacao com as maos, ja que estes cartoes so
sao coloridos na frente e o seu verso é branco. Com uma disposicao escolar da
sala de aula, durante a votacao, os alunos nao conseguem, tao facilmente,

aperceber-se das respostas dadas pelos colegas que estao a sua volta.
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Figura 6: Cartdes de votacdo usados pela docente Patricia Beites em Algebra Linear na UBI

Os dois métodos ja referidos tém também uma desvantagem sob o
ponto de vista do professor, que é o facto de ser mais dificil ter uma nocao
sobre a evolucao da aprendizagem de cada aluno. Neste sentido, o professor
sO consegue ter uma ideia geral da evolucao da turma como um todo.

Ja os clickers, sistemas de resposta pessoal, constituem um dos
métodos mais dispendioso de votacado eletronica e recolha das respostas dos
alunos. Contudo, tém uma série de vantagens muito praticas: o anonimato
completo na votacao, ou seja, os alunos nao conseguem ter a percecao da
votacao dos colegas; a facilitacao do trabalho do professor, uma vez que lhe
permite um feedback, em tempo real e sem eventuais erros de contagem
manual, das respostas dos alunos e guarda-las para analisar a evolucao

individualizada de cada aluno nas questdes conceptuais.

Figura 7: Votacao por clickers em (Flynn, 2012)

Sobre os métodos de votacao, foi realizado um estudo em (Lasry,
2008), em sala de aula, onde foram comparados os métodos de votacao

constituidos por cartbes e por clickers. Segundo o que referiu o autor
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supracitado, do ponto de vista da perspetiva da aprendizagem dos alunos, a PI
com clickers nao oferece qualquer vantagem significativa em relacao a Pl com
cartoes. Como refere Lasry, na citada referéncia, “The pedagogy is not the
technology by itself.” (p. 244).

No ambito dos métodos eletronicos de votacao e de recolha de
respostas dos alunos, podemos ainda considerar outro com recurso ao
Navigator da TI-NSpire CX, o qual cria uma rede sem fios para as unidades
portateis de uma turma. Tendo em conta que no Ensino Secundario é exigido
aos alunos que sejam possuidores de calculadora grafica, numa situacao ideal,
todos os alunos teriam a sua propria calculadora, ou seja, o seu proprio
instrumento de votacao.

O software Navigator TI-Nspire CX fornece, por um lado, uma
plataforma organizacional para as aulas, com o nome dos alunos inseridos com
antecedéncia. Por outro lado, todas as calculadoras podem ser conectadas
com o computador do professor, o que facilita a distribuicao e a recolha de
ficheiros, e, no que se refere a Pl, o professor também consegue ter uma

visao da evolucao individual de cada aluno.

e
-

Figura 8: TI-Nspire Navigator Systems (Texaslnstruments, Manual de Instrugdes, 2011)

O Navigator da TI-Nspire CX é uma ferramenta muito util, pois permite,
entre outras funcionalidades, capturar ecras e mostrar o trabalho de
resolucao de tarefas, e as respetivas etapas, de qualquer lugar na sala. Em
particular, concretizando o que se reveste de interesse para a PI, salientamos
algumas funcionalidades em (Texaslnstruments, 1995): Quick Poll, que
permite ao professor ter uma nocao rapida do progresso da turma, uma visao

em profundidade das respostas individuais e ainda salvar as respostas no
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computador; Collaborative Questions, que possibilita a avaliacao da
compreensao dos alunos em qualquer ponto de uma aula e a criacao de
questoes, de escolha multipla e de resposta livre.

De referir ainda um estudo piloto em sete escolas secundarias inglesas
entre 2007 e 2008, realizado por Alison em (Clark-Wilson, 2009), onde se
pretendia reunir um conjunto de evidéncias sobre os aspetos promotores de
praticas pedagogicas desejaveis em sala de aula, com recurso a TI-Nspire CX.
No referido estudo sao exploradas as funcionalidades da TI-Nspire CX e é
explicado como poderao ser usadas para desenvolver novas praticas de
avaliacao formativa e apoiar as ja existentes, bem como permitir o
desenvolvimento de tarefas matematicas inovadoras.

Para mais informacodes sobre as funcionalidades mencionadas e outras,
podem ser consultadas as referéncias (Clark-Wilson, 2009) e

(Texaslnstruments, Manual de Instrucoes, 2011).

2.1.4 Questdes Conceptuais

A importancia da construcao de questdes conceptuais nao deve ser
subestimada, pois delas depende o sucesso do método de ensino-
aprendizagem PIl. Assim, Mazur indica no seu manual, (Mazur, 1997, p. 26),
algumas regras para a construcao de questoes conceptuais. Para ele, cada
uma delas é mais do que uma simples questao de escolha multipla e,
portanto, tem de satisfazer critérios basicos:

« focar-se num so conceito;

» Nao se poder resolver com equacoes;

« ter opcoes boas;

« escrita de forma clara;

« ter dificuldade média.

Segundo (Mazur, 1997), todos estes critérios afetam diretamente o
feedback para o professor. Se numa questao esta envolvido mais de um
conceito, entao sera dificil, para o professor, interpretar os resultados. Se os
alunos puderem obter a resposta através de um mero calculo, entdao a

resposta nao reflete necessariamente o seu entendimento da nocao em causa.
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Quanto a construcao de boas opcées, o ideal sera que as incorretas reflitam os
principais erros cometidos pelos alunos, os quais podem ser obtidos de
momentos de avaliacao de anos anteriores.

Tal como referenciado por (Beites & Nicolas, 2013), para Mazur, as
questoes conceptuais podem ser classificadas de acordo com a percentagem
de respostas corretas na primeira votacao. Na tabela seguinte, que resume a
classificacao, podemos também observar a relacao da mesma com a escrita e

com a dificuldade de uma certa CQ.

Percentagem c de respostas
corretas antes da discussao, Classificacao

isto &, na primeira votacao

pode ser ambigua ou apenas alguns alunos
[0) .
¢ < 35% compreendem os conceitos relevantes para

ter uma discussdo frutifera

35% < ¢ < 70% desafiadora, mas néo

excessivamente dificil

0, s e . . ~
c>70% pouco benéfica no sentido da discussdo

Tabela 2: Classificacdo de questdes conceptuais, de Mazur, em (Beites & Nicolas, 2013, p. 16)

Apesar de inicialmente este tipo de questdes terem sido construidas
para melhorar a aprendizagem dos alunos na area da Fisica, nomeadamente
por Eric Mazur, foram posteriormente construidas em diversas areas. Vejamos
agora dois exemplos de questdes conceptuais, uma de Calculo e outra de

Algebra Linear.

Exemplo 1: Questao Conceptual de Calculo

Este exemplo foi retirado de (Hallet, Robison, & Lomen, 2003),
focando-se no conceito de declive e apresentando uma estrutura diferente da

que tém a generalidade das questdes conceptuais. De facto, neste caso, nao
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se pretende a escolha da opcao correta, mas antes a ordenacao, mediante um

critério, das opcoes dadas.

1. Using the graph in Figure 1. arrange in ascending
order:
a) Slopewherex=102
b) Slopewherex=15
c) Slopewherex=19
d) Slope of line connecting the points where
x=15andx=19

e) The number 1

15 4

(%)

05 A

FIGURE 1 .Graph of function

Figura 9: Uma das duas questdes conceptuais em (Hallet, Robison, & Lomen, 2003, p. 3)

Dos autores mencionados, em conjunto com outros, (Hughes-Hallet, et
al., 2010) é um livro onde se podem encontrar muitas questoes conceptuais

para o Calculo.

Exemplo 2: Questdo Conceptual de Algebra Linear

Consideremos agora um outro exemplo, retirado de (Beites & Nicolas,
2013), aplicado pelos autores em contexto de Algebra Linear. Na questdo
conceptual que se segue, o conceito envolvido é a forma escalonada reduzida

por linhas de uma matriz. Os erros mais frequentes cometidos pelos alunos,
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que ajudaram na sua construcao, sao:

- anular entradas s6 abaixo de um pivo;

- considerar um pivd de uma linha como primeiro elemento nao nulo
dessa linha e nao como 1;

- nao colocar as linhas nulas abaixo das linhas nao nulas;

- 0 primeiro pivo tem de ser a entrada na posicao 1,1.

"hich of the following matrices is in the reduced row echelon form?
Which of the foll g mat tl 1 1 helon f ?

(a) [[] 1 00 0

1 0 -3 —4
1o 1 -5 3
(b) ) .
' 00 1 18
00 0 1
(2 0 0
(K]
[0 0 0

(d)

Figura 10: Questao Conceptual CQ5 em (Beites & Nicolas, 2013, p. 7)

Esta questao foi aplicada em dois turnos distintos, de uma unidade
curricular de Algebra Linear e Numérica, e os resultados obtidos foram os que

se ilustram nas tabelas seguintes.

Turno 1 Turno 2 Turnos 1 e 2
N° Votos | % Votos N° Votos | % Votos N° Votos % Votos
a) 11 27 a) 12 44 a) 23 34
b) 18 44 b) 11 41 b) 29 43
c)0 0 c) 1 4 c)1 2
d) 12 29 d)3 11 d) 15 22

Tabela 3: Resultados obtidos com a aplicacao da questao conceptual em (Beites & Nicolas, 2013)
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Pela observacao dos dados, podemos concluir que nem sempre a mesma
questao aplicada a turnos diferentes conduz aos mesmos resultados.
Reparemos que no turno 1 € uma questao ambigua, no sentido da Tabela 1,
mas no turno 2 € considerada uma questao desafiadora. Tomando o nimero
total de votos, podemos dizer que esta € uma questdao conceptual quase
desafiadora, pois a percentagem de respostas corretas na primeira votacao

esta proxima de 35%.

2.2 Dificuldades e Erros no Tema Il - Introducao ao

Calculo Diferencial Il

As dificuldades e os erros, doravante citados, sao elencados pelos
autores dos estudos que compdem a revisao de literatura nesta seccao.
Sempre que possivel, utilizamos as designacdes que constam nesses estudos.
Caso contrario, designamo-los pelo conteddo matematico incorretamente

aplicado.

[ (Allen, 2007)

Neste artigo, o autor refere que o pensamento do estudante é
composto por: formulas, relevancia, tédio e prazer. Indica que estas sao parte
das suas atitudes e pensamentos sobre a Matematica.

Para Allen, o conhecimento dos erros por parte dos professores devera
ser usado de modo construtivo, ou seja, os professores devem ajudar os
alunos a reconstruir concecdes corretas. Entre outros, apresenta os que se

seguem.

« Erro da lei do cancelamento (incorrect cancelling)

ab+c
=a+c

X-3 X—3 1
xX*—4x+3 (x=3)(x-1) x-1

f(x) =

2



« Erro das funcdes lineares
(x+3)*=x*+9
ea+b _ ea +eb
In(a+b)=Ina+Inb

In(2x) = 2In x

« Erro de calculo (compute)

—4% =16

« Erro na definicao de raiz quadrada (square roots - definition)

(-4 =-4

« Erro de regra operatoria

logx—logy= Ilog y

« Erro das funcoes multiplicativas

eaxb — ea x eb

« Erro de nao verificar se as solucdes pertencem ao dominio (forget to

check if the answer is in the domain)

log,(x—4)=3-1log,(x+3) & x* —x-12=8< x=5v x=—4

 Erro de dominio
X—-3 B 1
X —4x+3 x-1

f(x)= =D, ={xeR:x=1}

L (Bagni, 2001)

Neste artigo, o autor analisa alguns estudos de caso de erros comuns
cometidos por alunos do ensino secundario. Esta analise permite concluir que
os alunos, as vezes, generalizam inadequadamente devido aos fracos

conhecimentos (algébricos). Percebe-se ainda que o efeito dos
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contraexemplos nos alunos é extremamente fraco. Bagni salienta assim que os
alunos nao sao capazes de interpretar corretamente o que os contraexemplos
envolvem.

No que se refere aos erros no ambito do tema em questdo,

consideramos pertinente salientar os subsequentes.

« Erro das fungoes lineares (misconception of linear mappings)
(a+b)* =a® +b?
Ja*+9=a’+3

log,(x* +7)=log, 7= log, x* +log, 7 =log, 7

« Erro de equilibrio (balance misconception)
X*=4=x=2

log, x> =0=x=1

F (Cury, 2003)

Este estudo teve inicio em 2001 e decorreu em, pelo menos, dois anos
letivos. O foco do mesmo € a analise de erros cometidos em testes, trabalhos
individuais e de grupo, de cerca de 450 alunos do 1.° ano do Curso de
Engenharia Quimica, em turmas de Calculo Diferencial e Integral |, da
Pontificia Universidade Catolica do Rio Grande do Sul (PUCRS). O objetivo era
analisar e classificar as dificuldades que propiciam os erros cometidos nos
momentos de avaliacao escrita, dificuldades essas que se prendem com:

» conteudos de algebra do ensino basico, ou seja, com simplificacao,

produtos notaveis, potenciacdo e propriedade distributiva da

multiplicacao em relacao a adicao;

e 0 conceito de limite;

« lapsos de escrita ou de calculo nas substituicoes;

« uma aplicacao deficitaria de regras de derivacao, tanto de funcoes

racionais, como da funcao composta.

No que diz respeito aos erros identificados pela autora elencamo-los

seguidamente.
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e Erro da lei do cancelamento

X —6x+8

x* -4

=-6Xx-2

« Erro de calculo

V3A3=9

« Erro na propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adicao

(2x+3)3x—5)=2x+3x3x-5=2x+9x -5

Com o propdsito ja mencionado, a autora, numa primeira fase, realizou
um levantamento, seguido de uma categorizacao, das dificuldades e dos erros
apresentados em cada uma das trés provas semestrais. Numa segunda fase, no
ano seguinte, testou as categorias e aplicou novamente provas verificando o

aparecimento das mesmas dificuldades e dos mesmos erros do ano anterior.

I (Cury, 2006)

Neste trabalho, a autora refere um estudo realizado através de um
projeto financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnologico (CNPq), onde participaram os alunos de 1.° ano do 1.° semestre
da area de Ciéncias Exatas, de nove Instituicoes de Ensino Superior galchas.

Os erros cometidos pelos alunos sao exibidos, como o que segue.

« Erro de fatorizacdo de expressoes algébricas

2

X2 = 2X > 2 — 2 x =2
X

Os mesmos sao precedidos da dificuldade associada. Para esta recolha
de dados, foi realizada uma prova escrita no inicio do semestre letivo. Com a
aplicacao desta prova foi possivel identificar algumas dificuldades sentidas
pelos alunos, tais como:

» decompor um polindmio em fatores;
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« dividir polinomios;

« simplificar expressdes que definem funcdées racionais.

Para a autora, a analise de erros dos alunos pode ser uma metodologia
de ensino, ou seja, a mesma permite compreender as dificuldades que eles
apresentam, em determinado conteldo, e, deste modo, planificar melhor as

estratégias para a construcao do conhecimento.

L (Cury & Cassol, 2004)

Neste estudo sao apresentadas diferentes formas de focar as
dificuldades que originam os erros cometidos pelos alunos em provas de
Matematica. E relatada uma investigacdo, que foi realizada na disciplina de
Calculo Diferencial e Integral num curso de Engenharia Quimica, onde se
salienta que as principais dificuldades reveladas pelos alunos sao:

 no conceito de funcao;

 na derivada da funcao composta;

« no esboco grafico de fungoes.

A referida investigacao realizou-se no ano de 2003 e teve os objetivos
que passamos a citar (Cury & Cassol, 2004, p. 29):

- analisar os erros cometidos por alunos ao resolverem problemas e
exercicios, em trabalhos individuais ou grupais;

- detetar possiveis causas para os erros;

- a partir dos dados obtidos, propor estratégias para envolver os alunos
na procura de solucdes para as suas proprias dificuldades, atendendo-os em
grupos ou individualmente.

Para dar cumprimento a estes objetivos, os alunos realizaram, numa
primeira fase, um pré-teste que permite medir os niveis de aprendizagem do
Ensino Secundario. Apds isto, realizaram trés provas de verificacao da
aprendizagem, durante o semestre, das quais foram selecionadas as que
apresentavam um maior indice de erros cometidos pelos alunos. Estes erros

foram posteriormente classificados e analisados, em particular o seguinte.
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e Erro da lei do cancelamento
x?+3

1 —(x+3)

Salientamos desta investigacao algumas conclusdes que as autoras
referem, como por exemplo, o facto de os alunos revelarem dificuldades na
transicao para o Ensino Superior, devido a lacunas nos pré-requisitos. Também
revelam falta habitos de procura de informacdes em livros didaticos, assim
como destacam que os alunos nao refletem sobre as suas proprias

aprendizagens, nomeadamente nos erros cometidos.

,L-(Dullius, Furlanetto, & Quartieri, 2011)

Este estudo foi realizado pela equipa de pesquisa “Metodologias para o
ensino de Ciéncias Exatas” do Centro Universitario UNIVATES. Podemos dizer
que é constituido por duas fases. Numa primeira fase, a equipa de pesquisa
faz uma abordagem tedrica onde refere as principais dificuldades e erros
indicados nos estudos realizados por (Souza, 2002), (Astolfi, 1999) e (Radatz,
1979). Nestes salientam-se as seguintes dificuldades:

* UsO e apropriacao deficiente de conceitos;

« por falta de compreensao e dominio de procedimentos;

» por fragilidades nas organizacoes conceituais que impedem a

integracao de novos conceitos;

» causadas pela incompreensao do enunciado da atividade, que pode

nao ser tao “clara” como parece a quem escreveu;

« relacionadas com as operacoes intelectuais envolvidas;

L[]

no caminho a seguir pelo estudante;

originadas pela incompreensao de conceitos de outra disciplina;

causadas pela complexidade do conteldo;

na linguagem (apresentadas na utilizacao de conceitos, vocabulario e
simbolos matematicos, e ao efetuar a passagem da linguagem corrente
para a linguagem matematica);

 devido a uma aprendizagem deficiente de fatos, habilidades e

conceitos prévios (deficiéncia de pré-requisitos);
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« devido a associacoes incorretas ou a rigidez de raciocinio (causadas
pela falta de flexibilidade no pensamento para adaptar-se a novas
situacoes);

« devido a aplicacao de regras e ou estratégias irrelevantes (produzidas

por aplicacao de regras ou estratégias semelhantes em diferentes

conteudos).

Numa segunda fase, analisam e enquadram, de acordo com os autores
(Souza, Astolfi e Radatz), os tipos de erros apresentados pelos alunos do
Ensino Basico e Secundario, na 11.2 OMU (Olimpiada Matematica da Univates).
Esta prova foi realizada em 2008 e teve uma amostra de 2384 alunos.

Nomeadamente, surge o erro subsequente.

e Erro construtivo

330=10(n+1)4<=330-10=4n+4 =320 -4 =4n @ﬁz n

Um dos objetivos desta prova é estimular os alunos, explorando o gosto
deles pelas competicoes, e desenvolver o raciocinio logico-matematico com

recurso a resolucao de novos e desafiantes problemas.

L (Hirst, 2002)

Este artigo analisa alguns erros cometidos por alunos no ensino
universitario, ao longo de um semestre, na area de calculo. O autor refere
que a maioria dos erros, designados por estruturais, surge por motivos
relacionados com a generalizacdo, a intuicao, a inadequacao de conceitos,
incompreensao, problemas de linguagem e manipulacao de simbolos.

Todos os exemplos seguidamente retratados foram retirados do artigo,
no qual se podem encontrar explicacbes comentadas para a ocorréncia dos
erros descritos. O autor refere ainda que foram encontrados em trabalhos

escritos dos alunos ou durante as aulas de resolucao de problemas.

« Erro de extrapolacao de procedimento (procedural extrapolation)

f(x)=e = f'(x)=e* = f"(x)=e"*
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f(x) =In(1+2x) = f'(x) =ﬁ = 1) :%

« Erro das funcoes pseudo lineares (pseudolinearity)

In(x+y)=Inx+Iny
e =e"+e’
(a+b)* =a® +b?

Jarb =Va+b

,L-(Hoon, Singh, & Ayop, 2010)

Este artigo explora os resultados de um estudo em que um teste foi
aplicado a cerca de 200 estudantes de quatro escolas secundarias da Malasia.
O objetivo era investigar como os estudantes comunicam matematicamente
através da apresentacao das solucoes para responder a perguntas que
envolvem logaritmos. O autor conclui que os alunos sao capazes de elaborar
calculos rotineiros que envolvem logaritmos, mas sao menos capazes de
resolver problemas que exigem pensamento cognitivo de nivel mais elevado.

O processo de recolha de dados foi dividido em dois momentos. Num
primeiro momento, os professores ajudaram os alunos a fazer alguma revisao
sobre o tema dos logaritmos. Num segundo momento, os alunos tiveram 90
minutos para responder as perguntas, através de uma prova escrita.
Posteriormente, os tipos de erros que os alunos fizeram foram agrupados pelo

esquema de resposta e identificados. Apresentam-se alguns seguidamente.

« Erro das funcdes multiplicativas

log, 6 =log,(2x3) =log, 2xlog, 3=0,43x0,68 =0,2924

« Erro das funcoes aditivas

log ,(5x—4) =2log , 3+log , 4 < log , (5x—4)= Iogp(B2 +4)
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» Erro da indiferenca do expoente na funcao ou no argumento da
mesma
se log,x=a e log, y =b entao Iogz(xzy): log, x> +log,y=a’+b

Ioga(x3y4z’l)= log,(X+X+X+Yy+y+y+y—2)
=log,3x+log, 4y —log, z

« Erro da indiferenca de trabalhar com uma funcao ou o seu argumento

log,, x log,,8 _log,, x* —log,, 32
log,, 4 log,, X* log,, 4x*

X
=log,, x—1log,,8 =1log,, §

 Erro da mudanca de base

log,, x  log,,8
log,, 4 log,, X

log, x —log, X* =

[k (Liang & Wood, 2005)

Neste artigo, os autores analisam os erros cometidos por alunos do
Ensino Secundario, no que diz respeito a tarefas que envolvem logaritmos,
utilizando para isso uma prova escrita aplicada a 81 alunos de duas escolas de
Singapura. Os dados recolhidos foram analisados para elencar os tipos de erros
cometidos bem como as suas possiveis causas. Liang e Wood salientam que
muitos erros nao se devem a desconhecimento, mas parecem oriundos de
“sobregeneralizacoes” de regras algébricas.

Os autores apresentam ainda, com base nos erros dos quais
transcrevemos alguns seguidamente, sugestoes para a pratica letiva do

professor.

» Erro de nocao equivocada de fator comum (mistaken notion of
common factor) ou Erro de extrapolacao linear (linear extrapolation)

log16 —log8+log4 log(16 —8+4)
log 3 log 3

In(7x-12)=1In(7x)-In12

log, 27
log, 9

=log,(27 +9)=1log, 3
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Iog2(27)_2_7_3
log, 9 9

[F(Melis E. , 2005)

Este artigo relata as primeiras experiéncias, realizadas com os alunos
de Ciéncias da Computacao da Universidade de Saarland, no ambiente de
aprendizagem ActiveMath. Neste apresentam-se erros cometidos por alunos,
com o objetivo de, a longo prazo, melhorar a qualidade da aprendizagem ao
nivel cognitivo e metacognitivo.

A recolha de dados foi feita através de uma prova escrita e
complementada com uma entrevista a professores. Segundo Melis, este artigo
fornece uma base para se poderem estabelecer metas de aprendizagem e
capacidades dos alunos. A autora salienta ainda que, de futuro, ira investigar
em que situacoes os erros sao benéficos e como se pode gerar um feedback
atil com eles.

Reproduzimos agora alguns dos erros que a autora analisou neste

artigo.

« Erro de aplicacao de regras (a rule was applied incorrectly)

f(x)

__ 1 parax # 1
1-2x)?" 2

1
IR

(f(g(x)) =(f o g) (x)=(-2)1-2x)"(-2)

se f=—=g2,onde g(x)=1-2x, entao f'(g)=(-2)g°

« Erro de procedimento da adicao (addition procedure)
1 3 4

_+_
8 8 16
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Capitulo 3 - Metodologia de Estudo

Neste capitulo apresentamos a metodologia de investigacao adotada.
Comecamos por uma descricao breve da componente empirica do estudo.
Nomeadamente, explicitamos as opcoes metodologicas, os instrumentos de
recolha de dados, o tratamento e a analise dos mesmos.

Com base na analise das dificuldades e dos erros que constituem os
dados recolhidos, bem como através da revisao de literatura no Capitulo 2,
construimos algumas questoes conceptuais. As mesmas serao utilizadas, como

tarefas propostas aos alunos, na planificacao do Capitulo 4.

3.1 Descricao do Estudo

3.1.1 Opcoes Metodologicas

Segundo (Bogdan & Biklen, 2010), a investigacao qualitativa apresenta
varias caracteristicas. Uma delas é o facto do ambiente natural constituir a
fonte direta de dados, sendo o investigador o instrumento principal. Havendo
uma preocupacao com o contexto de investigacao, a observacao costuma ser o
principal instrumento de recolha de dados. No entanto, tendo em conta que a
autora nao estava a lecionar em 2012/2013, os dados sao obtidos por outros
meios.

O presente estudo é de natureza qualitativa e interpretativa. Com o
mesmo, procuramos identificar e compreender as dificuldades e os erros que
experimentam os alunos do 12.° ano no Tema Il - Introducdo ao Calculo
Diferencial Il. As referidas compreensao e identificacao visam a construcao de
recursos didaticos para implementacao da Aprendizagem pelos Pares ao nivel
do Ensino Secundario.

Por um lado, a selecao do tema prende-se com questdes de gosto
pessoal relativamente aos possiveis temas do 12.° ano do PM12. Por outro

lado, a escolha do ano de escolaridade esta relacionado com a tentativa,
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depois frustrada, de utilizar os Exames Nacionais de 12.° ano, de Matematica,
como instrumento de recolha de dados. Concretamente, nao obtivemos
resposta em tempo Util ao pedido (Anexo |), dirigido ao Jari Nacional de
Exames, para podermos ter acesso as resolucoes dos Exames Nacionais de

Matematica do 12.° ano.

3.1.2 Instrumentos de Recolha de Dados

A recolha de dados desta investigacao prende-se essencialmente com as
dificuldades e os erros de alunos, decorrentes das mesmas, no Tema II -
Introducdo ao Calculo Diferencial II. Estes sao: descritos por professores de
Matematica num questionario (Anexo Il) aplicado aos mesmos; revelados em
resolucoes de alguns alunos do 12.° ano, agora maiores de idade conforme
Anexo lll.

No que se refere ao questionario, este comecou a ser aplicado em
dezembro de 2012. Em particular, nesta primeira fase, a investigadora
contactou o Delegado de Grupo de algumas escolas do concelho da Covilha. O
instrumento em questao, nos restantes casos, foi enviado por correio
eletronico. Aproximadamente, esta segunda fase decorreu nos meses de
fevereiro e marco de 2013.

Quanto as resolucoes de alguns alunos, estas foram extraidas de testes
recolhidos através de conhecimento pessoal dos alunos. Nomeadamente, a

investigadora contactou, por diversos meios, ex-alunos e explicandos.

3.1.3 Tratamento e Analise dos Dados

A amostra desta recolha de dados, no que concerne ao questionario, é
constituida por um total de 21 professores a lecionar no continente. Esta
amostra, nao probabilistica, é considerada de conveniéncia. De facto, a

solicitacao de preenchimento responderam colegas das escolas do Concelho
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da Covilha e colegas conhecidos com os quais temos contacto por correio
eletronico.

Apos a recolha dos dados, o seu tratamento e a sua analise foram
conseguidos através da separacao dos mesmos em categorias de analise.
Concretamente, consideramos as dificuldades e os erros como duas grandes
categorias. No que se refere a segunda, esta é dividida nas seguintes
subcategorias: erros de calculo, de aplicacao, de simplificacao e de conceitos.

Os colegas, professores de matematica, que responderam ao
questionario que visava aferir os erros decorrentes das principais dificuldades
dos alunos do 12° ano no Tema Il - Introducdo ao Cdlculo Diferencial I,
indicaram que os alunos apresentam dificuldades em:

« identificar o tipo de indeterminacao, no calculo de limites;

« aplicar as regras de derivacao;

« interpretar os problemas de modelacao;

« relacionar as resolucdes graficas e analiticas;

« relacionar declive com derivada de uma funcao;

« determinar o dominio da funcao logaritmica;

» resolver equacoes com a funcao exponencial;

« assimilar as regras de operacoes com poténcias;

« obter graficos a partir da calculadora e interpretar os mesmos;

« resolver inequacoes com funcoes racionais;

« resolver inequacoes do segundo grau.

Listamos agora os erros retirados do referido questionario.
|k Erros de Calculo;

« Erro de resolucao de inequacoes

2X a 2X
In >-lse >
4 —3x 4 —3x

2X+ x>0 x2+X)>0=%x>0A2-x>0
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 Erro no calculo de limites

I x° + 3e” I x° .

Im-—_; =M _z =*°
xor0 X +X x—>40 X

I X% —4x+3 I x2 1
Im 3 =iim_: =

x—1 X_l X—>40 X

« Erro nas prioridades das operacoes

40 -2 x270% =36 8x270% =36

« Erro de resolucao de inequacées

In 2x >l et> 2x
3 4 —3x

2X+ x>0 X2+X) >0 x>0A2-%x>0

« Erro de operacdes com poténcias
42x + 23x
a’=2a
3’ +4°=7°

a’=2a
|k Erros de Aplicacdo;
« Erro das regras de derivacao

f.(x):(sx—l) _ 5(3x-1)-3(5x+2)

5X+2) (5x +2)°

f.(x)=(3x+2) 3

4 16

« Erro de regra operatoria de logaritmos

Iogx—logy=I09X
log y
log x
log(x - y)= >

log y



« Erro na aplicacao dos casos notaveis da multiplicacao

x> +16 = (x +4)(x - 4)

|- Erros de Simplificacéo;

e Erro da lei do cancelamento

2X+7 _
2X

7

X(2+X)  2+X
6x+12 6+12

« Erro de simplificacao de expressoes algébricas
1+8x2* =9x2* <18 =18"

1+8x2" =9x 2"
|- Erros de Conceito;

 Erro da derivada num ponto

1 sex>0 —; sex >0
f(x)={x-1" g =1 (x)=1 (x-1f
—-3x ,sex<0 -3 ,sex<0
. -1,5ex>0
:>f(0)={
-3,5ex<0

« Erro das funcdes multiplicativas

f'(x)=(x*xe*) = 3x2 x e

¢ Erro no conceito de limite

27 =—o0

« Erro de poténcias

1
V32 =32 2
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» Erro na mudanca de base

1

27005t _ Fiade 0,05t = 28

107! =2x =5Vt =x

Relativamente ao segundo

instrumento de recolha de dados,
apresentamos agora os que foram retirados de testes de avaliacao de dois
alunos. Estes, designados por aluno A e aluno B, frequentaram a disciplina de

Matematica A nos anos letivos 2007/2008 e 2010/2011, respetivamente.
IfAluno A

« Erro do conceito de funcao

1

: y(ﬁ)3a,5»u.2‘§ > ( EZF)
' Tz

L e

(4:‘%(3)\: Z\S - 0,25
\:')V('LS) :Z‘S - 0.2

Top (ET\H—% )
¥ (B) - 2.5 -

¢V Xox (ID)
z

O4eY » ©
O¥(5): 2.5 |
e s \&___\__\SS' Sy Ve d
e Erro da lei do cancelamento
4-4 [Z0 " : 2 \_L OO | & {_‘»\ Y = (@S ok
l .,,,7‘\\ ' | 1 | ’T 1O
! I | L Lol S |- A
S Pol(z | 20k Yoo | L | || g = i
| >
) - |
i —\L{ff 7 oo - 20 A Inobo = Lol
i ML} g ! t
! | |
s 7\/! -7 1_\:‘ S > S ¥ ). tuk 4. “j"f'\Wv\T v*’;‘\i
X 41 i~ \b
1 24 A = Fhe 2O H DO } ) Qodp ::iél;..st 1 |
| ¥ \ | —A4o
| S e el e N
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 Erro de dominio

‘Lw e 1A~ 4144

IfAluno B

e Erro de formula
1 /?jéf‘zs Nﬁ Wﬂm%
jAs/ nERitERe

%) k0O |

= m§oggilkg-3§.4§

« Erro de regra operatoria

24 J e AL
/"T P e ]

o4t
/A %(1: D &(54)\ ]

[ /a,— | %T,L:“ﬁtﬂi § 2
\&, X/
[ +§<[f/}a

AL

1)9 e

y«qd E§ lg] dnle m.,ﬂdz \/u//&(//

1 2% ha A lalak
w\,\J _\'\L,,

Q} ﬂm(xq @w(rL) %

« Erro de equivaléncia de inequacdes

21 el - HISIEHD
i =

— | CH B Y 170 |2 ]

S 9=

131 ¢ s ast- u/z \/u[ _ﬂ/
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3.2 Algumas Questdes Conceptuais para o Tema

Aqui colocamos algumas questdes conceptuais construidas para a
planificacao de uma aula do Tema Il - Introducéo ao Cdlculo Diferencial Il com
Pl. Em todas, o objetivo que traduz o que indica o PM12 é aplicar as regras

operatorias de logaritmos no calculo e em pequenas demonstracoes.

cQ1

A expressao log;(2x3) éigual a:
a) log;2xlog,3;
b) log,2+log,3;
c) log,2—-1log.3;
d) log,2+log;3.

CQ2
- X=y) ,.
A expressao In[ j e igual a:
X+Yy
In(x —
2) n(x y);
In(x+y)

b) In[(x—y)—-(x+y)];
Cc) In(x—y)-In(x+y);

In(x)
g v
In(x) x In(y)

CcQ3

A expressao Iogs(x“yz) é igual a:
a) log,(8xy);
b) log,(4x)+log,(2y);
c) 4log,x+2log,y;
d) 4x2log,(xy).
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cQ4

O valor de log,(9) é igual ao valor de:

a) IogQS;
log, 9
In5

b) —;
In9

o) Iog59;
log.5

d) Iogs5.
log. 9

CQ5
Através das regras operatoérias de logaritmos, o maior valor é representado

pela expressao:

a) In(30)-In(2);

b) 2In(4);
c) In(3)+In(4);
In(4)

~~—

CQé6

1) ..
Para todo o x pertencentea R", Iogl(—] eigual a
=\ x

e

39



40



Capitulo 4 - Uma aula com Aprendizagem pelos
Pares

Neste capitulo apresentamos e analisamos, no que diz respeito ao
topico Funcoes exponenciais e logaritmicas do Tema Il - Introducdo ao Cdlculo
Diferencial 1l, o manual de 12.° ano adotado pelas escolas da cidade da
Covilha. Temos em conta os artigos (Ponte, Salvado, Fraga, Santos, &
Mosquito, 2007) e (Ponte J. P., 2004). Consideramos ainda o artigo (Sierra,
Gonzalez, & Lopez, 2003), por ser o ponto de partida metodologico referido
em (Ponte J. P., 2004).

Apos o estudo dos artigos supracitados, decidimos considerar as
seguintes categorias de apreciacao do manual: Apresentacao; Descricao e
Analise. Na primeira tomamos em atencao os aspetos gerais do manual, o que
inclui a caracterizacao fisica do mesmo. Na segunda narramos
pormenorizadamente o tratamento do anteriormente referido topico do Tema
Il no manual. Por ultimo, na terceira, elaboramos uma analise tridimensional,
(Sierra, Gonzalez, & Lopez, 2003): conceptual, didatica-cognitiva e

fenomenolodgica.

Analise conceptual Analise didatico-cognitiva | Analise fenomenologica
« Sequencia dos conteldos. » Objetivos e intencdes dos « Em torno da Matematica.
« Definicdes: tipo e papel autores (expressas e« Em torno de outras
que desempenham no texto. | habitualmente no prologo). ciéncias.
« Exemplos e exercicios. « Teorias de ensino- » Fendémenos do dia a dia.
« Representacdes graficas e | aprendizagem subjacentes.
simbolicas. » Capacidades que se
» Aspetos materiais. querem desenvolver.

Tabela 4: Analise tridimensional segundo (Sierra, Gonzalez, & Lépez, 2003, p. 24)

Ao longo deste capitulo, adotamos a tipificacao das tarefas conforme
(Ponte J. P., 2003). Para este autor, tendo em conta o grau de dificuldade e a

abertura, as tarefas classificam-se em exercicios, problemas, exploracoes e
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investigacdes. De modo completo, reproduzimos aqui o esquema da referida

tipificacao.
Facil
A
Exercicio Exploragdo
Fechado < » Aberto
Problema Investigagdo
v
Dificil

Figura 11: Tipos de tarefas, em termos de dificuldade e de abertura, em (Ponte J. P., 2003, p. 5)

Adotamos ainda a aprendizagem integrada em contextos com
referéncias a Matematica pura, a semirrealidade e a realidade, as quais fazem
parte dos ambientes de aprendizagem propostos por Skovsmose em
(Skovsmose, 2000). Neste artigo, o autor defende que o ideal é conseguir que
os alunos passem pelos diferentes tipos de tarefas, desde os exercicios até as
investigacoes, nos varios contextos com as referéncias mencionadas, para se
poderem desenvolver integralmente em Matematica.

Por Ultimo, elaboramos a planificacao de uma aula com recurso a
aplicacao do método de ensino-aprendizagem referido no Capitulo 2. Do Tema
Il - Introducdo ao Cdlculo Diferencial I, selecionamos o topico Funcoes
exponenciais e logaritmicas. A escolha deve-se, por um lado, a um gosto
pessoal pelo topico. Por outro lado, é também um tépico, incluido no tema
mencionado, onde conseguimos um maior numero de dados recolhidos no
sentido dos erros.

Como a autora nao esteve a lecionar no ano letivo 2012/13,
nomeadamente 12.° ano, a planificacao da aula que se segue apresenta o
nome da escola e outros elementos ficticios. Pelo mesmo motivo, ndao houve
recolha de TPC dos alunos. Assim, consideramos as dificuldades e os erros,
detetados na revisao de literatura (Capitulo 2) e no questionario aplicado

(Capitulo 3), nomeadamente nas questoes conceptuais propostas.
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4.1 O manual Novo Espaco 12

Esta seccao esta dividida em trés subseccoes: Apresentacao, Descricao
do manual no que diz respeito ao topico Funcdes exponenciais e logaritmicas
do tema Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il do PM12 e, por ultimo, Analise,

do referido topico no manual.

4.1.1 Apresentacao

O Novo Espaco 12 € um manual publicado em 2012 (1.2 edicao), pela
Porto Editora, sendo os seus autores Belmiro Costa e Ermelinda Rodrigues,
acerca de quem nao sao dadas informacdes. Este manual destina-se a alunos
de Matematica A do 12.° ano de escolaridade, como se destaca numa zona
proxima do titulo.

0 manual esta dividido em dois volumes, designados por Parte 1 e Parte
2, sendo que o tema Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il encontra-se em
ambos. As referidas partes distinguem-se ainda pelas designacoes parciais dos
temas oficiais mencionados na capa de cada uma: Probabilidades
(Probabilidades e Combinatdria no PM12) e Funcées (Introducdo ao Calculo
Diferencial Il no PM12); Funcoes e Trigonometria (Trigonometria e Numeros
Complexos no PM12).

Na capa de cada parte utiliza-se o simbolo “ao”, com a mencao Acordo
Ortografico, informando estar de acordo com o mesmo. Tal é ainda reforcado
na primeira folha de cada parte: “Este livro respeita a nova ortografia,
considerando a calendarizacao definida pela Direcao-Geral de Inovacao e de
Desenvolvimento Curricula (DGIDC) para aplicacao do Acordo Ortografico da
Lingua Portuguesa, tendo-se mantido a ortografia anterior quando os critérios

pedagogicos assim o exigiram.” (Costa & Rodrigues, 2012, p. 1).
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Figura 12: Capa dos dois volumes do manual Novo Espaco

Na Parte 1 temos o Tema 1 - Probabilidades e Combinatéria (126 pp.) e
o Tema 2 - Introducdao ao Calculo Diferencial Il (54 pp.). A Parte 2 é
constituida pela continuacao do Tema 2 (120 pp.) e pelo Tema 3 -
Trigonometria e Numeros Complexos (112 pp.). Excetuando a numeracao
arabe dos temas, as designacdes dos mesmos no manual sao idénticas as
utilizadas no PM12.

O facto de estar dividido em dois volumes torna, por um lado, a
consulta mais acessivel. Por outro lado, possibilita o transporte de uma s6
parte para as aulas de acordo com os topicos que estao a ser trabalhados.
Este ultimo aspeto é referido, embora com pouco destaque, na contracapa de
cada volume do manual: “A Porto Editora publicou esta obra em 2 partes para
reduzir o peso a transportar pelos alunos.”

No inicio de ambas as partes do manual é referenciado que este foi
concebido tendo em atencao o programa da disciplina de Matematica A para o
12.° ano, seguindo-se a reproducao do desenvolvimento do referido programa
no que diz respeito aos conteldos em cada parte. Nao sao reproduzidas as
indicacoes metodoldgicas do PM12, associadas ao desenvolvimento, mas
apresentam-se sugestoes para orientar o trabalho do aluno. A designacao
desta seccao do manual é curiosa: ““Programa” para o aluno”.

Previamente, mas depois do Prefacio (designado apresentacao) e do
indice, apenas no primeiro volume, apresenta-se a estrutura do manual com

as partes (““Programa” para o aluno”, temas e utilizacao da calculadora
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grafica) em que assenta. Os autores destacam ainda dez componentes que
aparecem em cada um dos temas:

- Apresentacao, em pagina dupla, que indica que cada tema (designado
por unidade didatica) tera inicio, com mencao dos objetivos a atingir;

- Nota historica, que pretende enquadrar os conteudos facilitando a
compreensao da evolucao dos mesmos;

- Recorda, onde salientam os pré-requisitos necessarios para o
conteldo abordado;

- Exercicios, em banda lateral, que permitem a aplicacao dos
conteudos;

- Para Saber Mais, que contém informacoes que complementam o tema;

- Desafios, para aplicar os conhecimentos de forma ludica;

- Curiosidades, que visam aguilhoar a reflexao por parte dos alunos;

- Tarefas, utilizadas para diversos fins (“.. introduzir conceitos,
proporcionar a consolidacao de conhecimentos, estabelecer conexdes entre
conteudos, evidenciar aplicacdes de Matematica.”, tal como descrito em
(Costa & Rodrigues, 2012, p. 5));

- Para Praticar, que sao um conjunto de tarefas com grau de
dificuldade diverso;

- Para Avaliar, que apresenta um teste global com uma estrutura
idéntica a do exame nacional.

Cada um dos volumes que constituem o manual tem dimensées 19,9cm
x 27,3cm. Apresentam ainda robustez suficiente para resistir a uma
utilizacao normal. O texto esta escrito de forma nao densa, com letra normal
e o entrelinhamento dilatado.

Ha ainda a referir a existéncia de elementos complementares ao
manual, quer para o professor, quer para os alunos. Para o primeiro os
recursos adicionais sao:

- Caderno Pratico que, tal como o manual, esta dividido em trés temas,
sendo proposto um conjunto variado de tarefas para cada um;

- Caderno do Professor, constituido por duas partes onde sao

apresentadas propostas de planificacao, por tema e por conjunto de aulas, e
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ainda sugestoes de exploracao de recursos construidos e de resolucao de todos
as tarefas do manual;

- Recursos Digitais do Professor, cd que contém a versao digital do
manual e aplicacées dinamicas, estas articuladas com o desenvolvimento no
manual;

- Escola Virtual, de acesso gratuito com a ado¢ao do manual, composta
por BRIP (onde ha animacdes, sequéncias de aprendizagem para projecao,
videos e tarefas interativas), Banco de Questdes (com o qual é também
possivel criar fichas e testes de forma instantanea), Ferramentas de
Organizacao Profissional (permite, entre outros recursos, fazer avaliacées,
registos, relatorios e planos semanais) e Dicionarios (entrada em 21
dicionarios e num conversor do acordo ortografico).

E para o aluno sao disponibilizados o ja referido Caderno Pratico e os Recursos
Digitais do Aluno. Estes vém num cd que apenas contém o manual em versao

digital.

4.1.2 Descricao

O Novo Espaco 12 inicia o Tema 2 - Introducéo ao Cadlculo Diferencial Il,
num separador de duas paginas, com a apresentacao dos objetivos do tema e

uma imagem alusiva ao mesmo.

INTRODUCAO AO CALCULO

DIFERENCIAL Il

Neste toma vais:
Operar, utiizando regras oparatéias de exponenciais e logaritmes.
Des C

Fazer 0 estudo do fungdes, combinando métodos analiticos com o uso da caleuladors.
gréfica

Resolver problemas de otimizagio

processos

Figura 13: Primeiras paginas do Tema 2
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O tema esta dividido em trés pontos e, no final de cada um, sao
apresentados um conjunto de tarefas para praticar, cada uma designada por
proposta, seguido de um conjunto de tarefas para avaliar, compostas por
questoes de escolha multipla e questoes de desenvolvimento.

No que se segue, pelas razoes ja apresentadas, iremos apenas
considerar o primeiro ponto: Ponto 1. Funcdes Exponenciais e Logaritmicas.
Este ponto tem 53 paginas e esta dividido em dois subpontos, o primeiro
designado por “Funcao exponencial de base superior a 1; crescimento
exponencial” (12 pp.) e o segundo denominado por “Funcao logaritmica de
base superior a 1” (25 pp.).

Para abertura do primeiro ponto apresenta-se uma introducao historica,
onde os autores referem a intervencao de Thomas Robert Malthus aquando do
estudo de problemas relacionados com a demografia e a evolucao das
populacdes. Salienta-se a utilizacao, por parte deste economista, de funcoes
lineares e de funcdes exponenciais. Mencionam-se ainda varios matematicos
que se destacaram ao longo dos tempos pelos seus contributos no Calculo
Diferencial, nomeadamente, Isaac Newton, Gottfried Leibniz e José Anastacio
da Cunha.

Segue-se uma pequena introducao ao primeiro subponto (1.1) com
recurso a uma breve historia sobre o inventor do jogo de xadrez, cujo segundo

objetivo é recordar a soma dos primeiros n termos de uma progressao
geométrica (u,) de razao r. Apos isto é sugerida uma tarefa de aplicacao,

em contexto com referéncia a semirrealidade, que introduz as funcoes
exponenciais. Nesta presenciam-se varios tipos de representacoes (algébrica,
grafica, tabelar e verbal) e, num dos itens, solicita-se a utilizacao da
calculadora grafica.

O primeiro subponto de 1.1 comeca com a definicao de funcoes

exponenciais de base a como sendo a familia de funcdes do tipo
y=a“,aeR’ \{1}. Para a fixo e superior a 1 procede-se ao estudo no que diz
respeito a: representacao grafica, dominio, contradominio, sinal,
continuidade, injetividade, zeros, variacao, assintotas e paridade. O mesmo

finaliza com o quadro-resumo do que foi feito.
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Depois, no segundo subponto de 1.1, os autores exploram as poténcias
de expoente racional e de expoente irracional, apresentando exemplos que

provém do calculo algébrico de imagens de numeros reais pela funcao

definida por x~— 2*.

Lateralmente, surgem tarefas com referéncia a Matematica pura,
exercicios na sua maioria mas com varios tipos de representacbes, a
acompanhar o corpo principal do texto. Recordam-se ainda, neste ou
lateralmente, conteludos de outros anos que estao relacionados com os das
paginas em questao (como ilustram as figuras seguintes). Estes aspetos

repetem-se ao longo de todo o Tema Il.

A sucessao (u,) tal que
oy
g = [‘1 + F)

€ monétona e limitada, logo, é
convergente.

Esta sucessao converge para
um numero irracional designa-
do por niimero de Neper e re-
presentado por e.

e=2,718 281

Figura 14: Nota recordatoria do numero de Neper em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 141)

6. Transforma em poténcia, na base
indicada, os seguintes nimeros:
6.1. 0,001 (base 10)

1

6.2, — ;
75 (base 7)

6.3.1/8 (base 2)
6.4.0,0016  (base 5)

6.5.0,0625 (base 4)

6.6. % (base V/3)

Figura 15: Exercicio proposto para mudanca de base em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 141)

Listam-se, sem demonstracao, propriedades das operacoes com
poténcias de expoente real. Também sem demonstracao, refere-se que se

pode provar “... que todas as regras operatoérias para poténcias de expoente

48



racional continuam validas para poténcias de expoente irracional.” (Costa &
Rodrigues, 2012, p. 142).

Segue-se, no terceiro subponto de 1.1, para a resolucao de equacoes e
inequacoes envolvendo exponenciais. A exploracao deste item é realizada
com recurso a apresentacao de exercicios resolvidos.

No caso das equacdes, exemplificam-se varias técnicas de resolucao,

nomeadamente, com aplicacao das propriedades, designadas operacoes:

para numeros reais apropriados (Costa & Rodrigues, 2012, p. 143). Num dos
exercicios faz-se uma mudanca de variavel. Em todos aplicam-se, sem ser

referido explicitamente, a injetividade de cada funcdo dada por

y=a‘,aeR" e a>1, e aunivocidade da mesma.

EXERCIiCIO

Resolve a equacao: 3x 9"+ 1 =4 x 3",

Resolucdo:
IXP+1=4xF &S Ix@) -4xF+1=0 &

& 3Ix(3) -4x3F+1=0

Esta equacdo pode ser encarada como uma equacéo do 2.° grau
completa de incognita 3.

Fazendo 3=y , tem-se:

5 4EV16-1
3y‘—4y+1:0<:>y:7\66 2<:>y:1\/y=%
Como 3=y, resulta:

F=1V3¥F=- &S F=3IVF=3"'" =S x=0Vx=-1

2 |-

0 conjunto-so

ucao da equacao dada é {—1, 0}.

Figura 16: Exercicio resolvido em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 143)

Quanto as inequacdes, para além de algumas das técnicas anteriores,
aplica-se o facto das exponenciais consideradas serem funcoes crescentes.

Menciona-se isto mesmo num dos exercicios (ver figura subsequente).
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EXERCICIO

Considera a fungao exponencial f tal que f(x) = 3*.
Resolve analitica e graficamente a inequacao f(x) < 9.

Resolucao: ¥ |

9 Jf

flx) <9 <& I3 & xg?2 /
m ;

Conjunto-solucdo: l-oo, 2]
(1) Como a funcao f é crescente, tem-se:
g3 = xg2 .

A figura representa a resolucao gréfica

da inequacao f(x) € 9. ’_///O :
) X

Figura 17: Exercicio resolvido em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 144)

Apos a proposta de duas tarefas de consolidacdo dos conteldos
abordados até aqui, compara-se o crescimento exponencial com o da
poténcia. Esta comparacao é feita através das representacoes graficas das
funcbes dadas por y=2° e y=x",n=1234, sugerindo-se ainda uma
representacao tabelar.

Enuncia-se uma conjetura, embora sem se dizer explicitamente que o
é, quando os autores escrevem “Por observacao destas representacoes

graficas, poderiamos pensar que a partir de um certo valor de x as funcoes
polinomiais apresentadas, a excecao de y = x, tomam valores superiores a 2"

.”, (Costa & Rodrigues, 2012, p. 147). Incita-se a uma tarefa de exploracao

[{3

para apresentar contraexemplos: “... tal ideia ndao corresponde a verdade. Se
utilizares a calculadora grafica, por exemplo, podes pesquisar o
comportamento destas funcées a medida que o valor de x aumenta.” (Costa
& Rodrigues, 2012, p. 147).

Com este estudo feito, em grande parte de forma intuitiva, escreve-se
que, para valores de x suficientemente grandes, 2* > x" com ne {1,2,3,4}.

Depois escreve-se o caso geral sem o demonstrar. Apresenta-se ainda o limite

notavel

X

lim a—=+oo,a>1, peR,

X—>+0 ¥

também sem demonstracao. Mais uma vez, neste caso com calculo de limites

utilizando este notavel, exibem-se exercicios resolvidos.
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O segundo subponto (1.2), Funcao Logaritmica de base superior a 1,
inicia-se com o primeiro subponto de (1.2), para abordar o logaritmo de um
numero. Comeca com exemplos praticos para o calculo do logaritmo de um
numero, recorrendo ao calculo mental e as propriedades das poténcias ja
estudadas anteriormente. E salientado ainda, através de uma nota, as

diferencas de notacao do logaritmo decimal e do logaritmo neperiano.

Nota

Em alguns modelos de calculadoras, o logaritmo na base 10 (loga-
ritmo decimal) é designado sem fazer referéncia a base. Isto &,
usa-se logx em vez de log,,x.

No caso da base ser e (nimero de Neper), designa-se por logaritmo
neperiano ou natural e representa-se por Inx.

Figura 18: Nota sobre notacao de logaritmos em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 149)

E ainda apresentado, através de um exercicio resolvido, um exemplo do
logaritmo de um mesmo nimero mas em diferentes bases, como se vé na

figura posterior.

¥ Qual é o valor de logaritmo de 16 nabase 2? Enabase 4 7
E na base \/2?

Repara que:

Thasigh, 16 =47 e 16:2*:(2%)8:(\/2)8.
Entao, tem-se:

log, 16 =4, log, 16 =2 e log,s 16 =8.

Figura 19: Exercicio resolvido em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 149)

Segue-se a exibicao da definicao de logaritmo, conforme ilustra a figura
seguinte. Realca-se ainda, tendo em conta a definicao, que nao faz sentido

calcular logaritmos de nimeros nao positivos.

Da-se o nome de logaritmo de um ndmero positivo X na base a
com a €R*\{1}, aonimero y tal que & = x.

log,x=y & x=2a

Figura 20: Definicao de logaritmo em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 150)
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De seguida sdao apresentadas trés equacdes resolvidas. Nestas, para
além da lei do anulamento do produto, da férmula resolvente, das
propriedades das poténcias e da definicao de logaritmo, salienta-se
novamente a técnica da mudanca de incoégnita mas, contrariamente ao

exemplo da Figura 16, de modo implicito (ver figura seguinte).

2. ¥ -5 =¢6e™
e —5=be” &> e —5-ber=0 & e~ 5-2 =0
e
&S e¥-5"-6=0 = e‘:LTZA
& =2l vy 37
2
& ef=-1V ef=6 (e*=—1 é uma condicao impossivel)

&S ef=6 & x=Inéb

0 conjunto-solucado da equacado dada é {ln 6} .

Figura 21: Resolucao de uma equacao em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 150)

No segundo subponto de (1.2), Funcao logaritmica, os autores recordam
que a funcao definida por y =2 é injetiva, logo admite funcao inversa. Deste
modo e com recurso a representacoes graficas, algébricas e com diagramas
sagitais, conclui-se que a funcdo inversa, f , é dada por y=log,x.
Salientam ainda que a segunda funcao é também a inversa da primeira e
terminam com a escrita do caso geral:
f(x)=a*, com aeR*\{l}, admite funcdo inversa dada por f*(x)=log, x.

Este subponto finda com a apresentacao de algumas curiosidades sobre
a histéria da invencao dos logaritmos. Nomeadamente, destaca-se o
matematico escocés John Napier pela definicao de logaritmo, bem como pelo
calculo logaritmico. Os autores mostram ainda uma breve tabela que permite
calcular logaritmos na base 3, sem recorrer a calculadora. Referem ainda que
foi o matematico inglés Henry Briggs que construiu tabelas completas de

logaritmos na base 10.

O terceiro subponto de (1.2) inicia-se com um estudo da familia de

funcdes do tipo y =log, x, a >1. Para tal os autores escolheram trés exemplos

(y=1log,sx, y=Ilog,x, y=Ilog,x) e procederam ao estudo com o mesmo
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procedimento aquando do estudo das funcdées exponenciais, ou seja:
representacao grafica, dominio, contradominio, sinal, continuidade,
injetividade, zeros, variacao e assintotas. Por fim € apresentado um quadro-

resumo para as conclusdes em termos gerais.

f(x)=log,x, a>1 Fungéo logaritmica de base a > 1
Dominio IR*
< Contradominio IR
. Positiya em 11, +oof
Negativaem 10, 1]
= T | (%qf)tinuidade , Contfnuarerm R*
| Injetividade | Injetiva
" Zeros |1
"V—Vadr}a,céoi Estritamente crescente
"lesmtotas 7 Assintota vertical: x=0

Figura 22: Quadro-resumo em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 154)

Apos este quadro sdao apresentados ainda dois exemplos de exercicios
resolvidos. No primeiro, essencialmente algébrico, determinam-se o dominio e
os zeros de uma funcao logaritmica de base e . No segundo, dada uma funcao
cuja expressao analitica envolve uma exponencial de base 3, trabalham-se os
conceitos de injetividade, pré-imagem e funcao inversa.

Por fim é proposta uma tarefa de exploracao e investigacdo em
contexto com referéncia a Matematica pura. Através de areas e
semiperimetros de retangulos, e de perimetros de poligonos regulares,
pretende-se que os alunos enunciem duas conjeturas relativas a duas regras
operatorias dos logaritmos.

No quarto subponto de (1.2), Regras operatorias dos logaritmos, sao
elencadas as regras e sao devidamente demonstradas, conforme ilustra a

figura seguinte.
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Sejama>1,x>0ey>0. Assim, tem-se:
. Xy= alog xatog Phe amg x+log,y
Propriedades que resultam diretamente da definicdo de logaritmo:

ra®=1 = log,1=0 Entdo, log, (xy) = log, (a**** *") = log, x + log, y .

Daqui se conclui que:

log,1=0 log, (x y) = log, x + log, y
ra'=a = log,a=1 v
X
log, (7> =log, x - log, y
log,a=1
Demonstracao:
log,(@)=x e a“»x=x
X = atug,‘x e }/ - a‘.og‘y
Outras propriedades Assim, tem-se:
4 A log, x - log, y
log, (x y) = log, x + log, y y = geay =2
Entdo, log, <£> = log, ("%~ "°%%) = log, x — log, y .
Demonstrac3o: i
Os nimeros reais x e y podem ser escritos na forma: Jonde se conclui que:

X=a""e y=2a"" logae) = log, x - log, y

Figura 23: Algumas regras operatorias dos logaritmos em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 157)

No final € colocada uma nota de esclarecimento de como calcular, por

exemplo, log, 7 na calculadora recorrendo a mudanca de base.

Nota
Para calcular, por exemplo, log; 7, nas calculadoras com logaritmos

log 7 In 7
O =
log 3 In3

apenas na base 10 e na base e faz-se:

Figura 24: Calculo de logaritmos na calculadora em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 158)

Segue-se uma tarefa contextualizada na Matematica pura onde se
destaca a solicitacao de duas pequenas demonstracOoes de igualdades com
expressoes logaritmicas.

No quinto subponto de (1.2), Resolucao de equacodes e de inequacoes,
sdao apresentados exercicios resolvidos envolvendo logaritmos com referéncia
a Matematica pura, trés de equacbes e quatro de inequacdes. Em dois dos
casos das equacobes, para além da definicao de logaritmo, aplicam-se regras
operatodrias dos logaritmos em conjuncao com as restricoes do dominio. No
terceiro caso recorre-se a injetividade e a univocidade da funcao logaritmica
de base a>1.
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EXERCICIO

(*) Calculos auxiliares Resolver,em R, aequacdo In(x**—x) —n(6—-2x)=0.
s i
i, 7:;] Resolucdo: In(x*—x)—In(6—-2x)=0
= x(x-1)

0 N =x)=n(6-2x)=0 A xX*~x>0 A 6—-2x>0 (¥
a ln(x2~x):ln(6—2x)/\[(x<0\/x>1)/\x<3}
X=x=6-2x A x€]-00, O[U]1, 3]

X¥+x-6=0 A x€]-c0, 0[U]1, 3]

(x=2V x=-3) A xE]-o0, O[U]T, 3]

x=2V x=-3

& x=0 Vv x=1

/
/
VA

—_—
e

0 A A

¥—-x>0 & x<0Vvx>1

6-2x>0 & x<3

o

conjunto-solucao da equacao dada é {-3, 2}.

Figura 25: Resolucao de uma equacao envolvendo logaritmos em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 160)

Nas inequacdes, os dois primeiros exercicios trabalham dominios de
funcoes com expressoes analiticas envolvendo logaritmos e a aplicacao da
variacao das mesmas. No terceiro exercicio € colocada uma inequacao com

uma funcao definida a custa de um quociente de duas funcdes (dadas por
x> 4-log,(x-1) e x—1-3""), pelo que para a apresentacdao do conjunto-
solucao os autores recorrem ao quadro de sinais, tal como figura subsequente.

Contrariamente as resolucées essencialmente analiticas dos exercicios

referidos anteriormente, o Ultimo é resolvido com calculadora grafica.

EXERCICIO
4 - log, 1
Resolve,em IR, ainequacao '—1[09"3(_‘ ) >0.
Resolucao:

0 dominio da condicao dada é:
D={x€ER:x-1>0 A 1-3"%0}
ex—1>0=x>1

0 1-3" 20321 1-x20& x= 1
D=11, +oo[

Para obter o conjunto-solucao da condicao dada, pode recorrer-se a
construcao de um quadro de sinais.

e Zeros do numerador:
4-10g,(x—1)=0 & log,(x—1)=4 & x-1=16 & x=17
e Zeros do denominador:
1-3"=0=23""=1=1-x=0=x=1

(o]

+ -
t |

= Il =
|

[ x [ oo 1 [ 17 ]
b-log, (x—=1) | o I
EE [ - B - | +{
4—log,(x—1) 1 ! 4\75 i

N + |
1=3"* |

Da analise do quadro resulta que:
4—log,(x=1)
Lg%

0 conjunto-solucao da condicao dada é ]1, 17[.

>0 & xe]1, 17]

Figura 26: Resolucao de uma inequacao envolvendo logaritmos em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 162)
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Por Gltimo apresentam-se duas tarefas alusivas a temas do dia a dia,
pelo que em contexto de semirrealidade. Presenciam-se, na primeira,
exercicios e, na segunda, problemas.

No sexto subponto de (1.2), Comparacao do crescimento logaritmico
com o da poténcia, sao apresentadas as representacoes graficas de funcoes do
tipo y=1log, x, a>1 com funcoes da familia y = kx, k >0. Para tal os autores
representam graficamente a funcao logaritmo na base 2 e comparam-na com
as funcdes dadas por y=02x, y=03x, y=05x e y=x. Concluem
intuitivamente que, para a mesma abcissa, as diferencas entre as ordenadas
dos pontos aumentam a medida que x — +oo, como sugere a figura. Assim

referem que uma funcao dada por y=kx, k >0, cresce mais rapido do que uma

funcao logaritmica de base a >1.

\
—
J

Figura 27: Grafico comparativo de funcdes lineares e funcoes logaritmicas de base a >1 em (Costa &
Rodrigues, 2012, p. 165)

Segue-se uma generalizacao onde os autores referem que as conclusoes
anteriores sao as mesmas para funcoes do tipo y=x“; a >0, pelo facto de, a

partir de um certo ponto, estas funcoes crescerem mais rapidamente do que
as funcoes lineares.

Apos isto, sao apresentados alguns resultados, embora sem
demostracao, de limites que resultam do estudo intuitivo realizado, e que se

reproduzem na figura seguinte.
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e lim log,x=+400, a>1
X—> +00

e lim kx=+oc0, k>0

X—> +00

e lim x’=+00, p>0

X—+00

p

e [im

x—>+00109aX:+°o' galie il

: log, x
e [im i
x— 400 xP

=0,a>1Tep>0

Figura 28: Limites em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 166)

Termina-se com a proposta de trés tarefas com referéncia a
semirrealidade, ilustradas com fotografias reais, e do tipo problemas.
Saliente-se que numa destas tarefas é solicitado aos alunos a realizacao de

uma composicao matematica, tal como recomenda o PM12.

2. Admite que a concentracao do farmaco “Saratex”, em miligramas
por litro de sangue, t horas ap6s a administracao a um doente, é '\
dada pela fun¢ao C tal que: C(t)=tx 1,057%. m

v >
2.1. Passadas duas horas apds o farmaco ter sido administrado, / v’l‘\/fl/
qual é a sua concentragao por litro de sangue? “ ‘ﬂii —J’j" {
n e A |
-

Apresenta o resultado arredondado as décimas.

2.2. Indica para que valor tende C(t) quando ¢ tende para +oo.
Explica o seu significado no contexto apresentado

2.3. 0 conjunto-solucao da inequacao C(t)>2,5 é um intervalo fechado [a, b].
Recorrendo a calculadora, determina, graficamente, valores para a e b, arre-
dondados as décimas.

2.4. A conselho médico, um doente deve tomar um outro farmaco quando a concen-
tracdo de “Saratex” for maxima. Para isso, o médico indicou ao doente o intervalo
de tempo que deveria decorrer entre a administracao dos dois farmacos.

Sabe-se que o doente tomou “Saratex” as 8:00 e o segundo medicamento as
15:00.

Numa composicao matematica, explica o cumprimento ou ndo, por parte do
doente, das recomendacoes dadas pelo médico

Na composicao deve ficar claro:

¢ 0 momento em que a concentracdo é maxima;

¢ o intervalo de tempo entre a administracao dos dois farmacos;

* a hora a que o doente deveria ter tomado o segundo farmaco

Figura 29: Problema proposto em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 167)

No sétimo subponto de (1.2), Modelo logistico, € apresentado o modelo

do tipo

c - .
f(X)=——-—, onde a, b e c sao constantes positivas
1+ae™
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Os autores referem que este modelo é muito utilizado no crescimento
populacional, na propagacao de virus, entre outras. Apresentam ainda o tipo
de representacao do modelo.

Figura 30: Representacdo grafica do modelo logistico em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 170)

Segue-se um exemplo resolvido, onde ¢ explorado o recurso a
calculadora grafica para obter um modelo que relacionasse duas variaveis (t -
tempo em anos apos a plantacao e h - altura em metros) num estudo de
crescimento de uma espécie de arvores. Conheciam-se dados previamente
recolhidos relativos a estas variaveis, para os quais se fazem dois tipos de
regressao.

Depois continua-se com a apresentacao de duas tarefas de aplicacao do
modelo supra referenciado. As mesmas, em contexto de semirrealidade, sao
constituidas por exercicios.

No final do ponto surge uma bateria de tarefas para praticar que, na
sua maioria, sao exercicios em contexto de Matematica Pura. Contudo,
existem também, apesar de minoritariamente, problemas em contexto de

semirrealidade como salienta a figura subsequente.
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As substancias radioativas desintegram-se perdendo massa em funcao do tempo.

A rapidez de desintegracao é usualmente medida através do periodo de tempo que a quan-
tidade inicial demora a reduzir-se a metade, periodo esse vulgarmente designado por
semivida da substancia.

Assim, a quantidade @ de certo material radioativo é dada, em funcao do tempo t, em
anos, por uma expressao do tipo:

Q(t)=Qpe™
sendo @, a quantidade inicial da substancia e k uma constante caracteristica dessa subs-

tancia.

1. 0 carbono-14 é um material radioativo utilizado na datagdo de fésseis e achados
arqueoldgicos. Esta substancia permanece numa quantidade estavel num organismo
enquanto este estd vivo, deixando de haver reposicdo a partir da sua morte, ini-
ciando-se assim um processo de decrescimento da quantidade de carbono-14 nesse
organismo, admitindo-se que a quantidade existente respeita a seguinte expressao:

a([) = Oﬂ e~0‘000 121t

1.1. Calcula a semivida do carbono-14.

1.2. Realizou-se uma descoberta arqueoldgica onde foi encontrado um organismo
com 53 mg de carbono-14. Sabe-se que um exemplar vivo desse organismo
possui 350 mg dessa substéncia.

Que conclusodes se podem tirar acerca do tempo que decorreu desde a morte
desse organismo?

1.3. Um féssil com 20000 anos foi encontrado contendo 12 mg de carbono-14.
Que quantidade desta substancia teria antes de morrer?

2. Admite que certa quantidade de uma substancia radioativa se reduz a metade ao fim
de 1500 anos.

2.1. Mostra que a expressdo que traduz a quantidade desta substancia num orga-
nismo, decorridos t anos, partindo de uma quantidade inicial Q,, ¢ dada, apro-
ximadamente, por:

a(r) — al] e—U,UDOLbZ!

2.2. Partindo de 45 g desta substancia radioativa, daqui a quantos anos essa quan-
tidade ficara reduzida a 25% ?

Figura 31: Proposta 41 em (Costa & Rodrigues, 2012, p. 187)

Por fim os autores apresentam o “Para Praticar” que tem por objetivo
propor todo o tipo de tarefas, num teste global, e com uma estrutura
semelhante a do Exame Nacional de Matematica do 12.° ano: questdes de

escolha multipla e de resposta aberta.

4.1.3 Andlise

e Conceptual
Em termos dos assuntos no Novo Espaco 12 descritos anteriormente,

podemos concluir que, em geral, a introducao dos conceitos é feita de forma
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construtiva, ou seja, os mesmos desenvolvem-se a partir de tarefas iniciais
que sao resolvidas pelos alunos com o objetivo de conduzir o estudo a
generalizacoes. Com um nivel médio de abstracao e formalizacao, analisa
diversos exemplos, apresentando as regras e técnicas para a resolucao dos
mesmos e, sO depois, a formulacao geral, raramente com a respetiva
demonstracao de resultados. Em suma, a logica de tratamento dos assuntos
vai do particular para o geral.

Os exemplos apresentados nem sempre assumem um carater de
Matematica Pura, ou seja, existem também exemplos em contexto de
semirrealidade. O mesmo sucede com as tarefas propostas. O nivel de
complexidade destas, ao longo do manual, nao é muito elevado. Contudo, no
final de cada ponto sao apresentadas diversas tarefas, designadas por
propostas independentemente do grau de dificuldade (facil ou dificil) e do
contexto (Matematica Pura, realidade ou semirrealidade).

O grafismo € pouco sobrio, apresentando diversas figuras e esquemas.
Observa-se ainda a preocupacao dos autores, sempre que possivel, com a
apresentacao de varios tipos de representacoes: algébrica, grafica, tabelar,
verbal e através de diagramas sagitais.

Sob o ponto de vista da linguagem, podemos dizer que o nivel de
formalizacao desta ndao € muito elevado. Contudo, sdao apresentadas
definicoes explicitas para conceitos como “funcbes exponenciais”, e
“logaritmo”. Em geral, introduz um conceito a partir de um problema,
explorando os exemplos num registo de monologo.

Constatamos também que, na margem da maioria das paginas, se
encontram exercicios de aplicacdo dos conteldos descritos numa certa
pagina. Estes permitem consolidar uma aplicacado mais autonoma dos
contelidos. Também, nas margens, surgem breves revisdes de assuntos ja
estudados anteriormente.

Os problemas e as tarefas de investigacao ficam reservados para o fim
de cada ponto, sendo designadas pelos autores por propostas. No final das
propostas sao apresentados um conjunto de exercicios de carater mais

globalizante designados por “para avaliar”.
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e Didatica-cognitiva

No prefacio colocam-se diversos objetivos e intencdes. Os autores
referem que as suas experiéncias pedagdgicas fazem com que “... aspetos
relevantes no dominio da Didatica e da Metodologia do ensino da Matematica
tenham sido considerados na orientacao dada ao desenvolvimento de cada um
dos temas tratados.” (Costa & Rodrigues, 2012, p. 2).

[{3

Ainda no prefacio, nomeadamente em “... conscientes de quanto é

”

exigente ensinar e aprender ..” (Costa & Rodrigues, 2012, p. 2) e pelo
““Programa” para o aluno”, nota-se que os autores visam, para além do
professor, os alunos.

Por fim, para além de mencionar que o manual esta de acordo com o
PM12, sintetiza-se a organizacao do mesmo. Destacam-se, em especial, o0s
diferentes tipos de tarefas, em seccées consideradas como momentos de

avaliacdo, que os autores esperam que promovam a autonomia dos alunos.

e Fenomenologica

Antes de cada tema, nomeadamente para o Il - Introdugéo ao Cdlculo
Diferencial Il, apresenta-se uma breve perspetiva historica de quando e onde
surgiu o mesmo, referenciando também as pessoas que mais se destacaram
nele. Referem ainda a aplicacao pratica dos conceitos em contexto real. Esta
breve introducao revela o esforco, por parte dos autores, para motivar os
alunos e humanizar a Matematica. Também ao longo do manual, como
promotores da compreensao dos conceitos abordados, os autores apresentam
ainda notas histéricas dos mesmos e suas conexdes com outras ciéncias.

As figuras sao imagens de ilustracoes reais, o que torna o manual mais
proximo dos alunos, pois identificam claramente situacoes do dia a dia. Assim,
a aplicabilidade em contexto real parece ser muito importante para os
autores.

Os autores indicam ainda, de forma explicita, os procedimentos
algébricos que se devem seguir para a resolucao dos exercicios, na margem
das paginas, em contexto de Matematica Pura. Para isso recorrem a exemplos
e exercicios resolvidos por forma a ilustrar a aplicacao dos conceitos na

propria Matematica.
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4.2 Planificacao da Aula

Elaboramos a planificacao que se segue em duas fases:
1.2) TPC (Anexo IV) que seria proposto aos alunos e que estes deveriam
entregar, via Moodle, até ao dia anterior a implementacao da planificacao;

2.?) planificacao propriamente dita.

Agrupamento de Escolas Serra e Mar

| Professora: Ana Romano

| Turma: 12.° A |Data: 5 de dezembro de 2012

Planificacdo da aula

no 32 Duracao: 90 min

2012/13 ]TEMA - Introducdo ao Calculo Diferencial Il

| UNIDADE DIDATICA - Funcdo Logaritmica

2 Regras operatorias de logaritmos.
3
2
Y-
=Q * Marcadores
e v *  Manual
|<_t '-6 * Calculadora grafica TI-NSpire CX Navigator
=& * Computador
- ,
<o * Caderno diario
= * Material de escrita
E 2‘.' * Calculadora grafica TI-NSpire
~ * ler e interpretar textos matematicos;
" ‘3 * comunicar conceitos, raciocinios e ideias, oralmente e por escrito, com
o5 clareza e progressivo rigor logico;
E g * utilizar corretamente o vocabulario especifico da linguagem
W % Matematica;
8 3 * usar a simbologia da Matematica;
3 *
° *

demonstracoes.

resolver tarefas usando raciocinios logicos, analise critica, conjeturas;
aplicar as regras operatérias de logaritmos no calculo e em pequenas
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ya

PRE-REQUISITOS

0 aluno deve saber:

¥* ¥ * *

operar com poténcias;
trabalhar com funcdes exponenciais;
a definicao de logaritmo;
a definicao do dominio de uma funcao logaritmica.

2

ESTRATEGIAS

* Aprendizagem pelos Pares

AVALIACAO

* Comportamento na sala de aula:
Interesse/ Empenho

Respeito pelo professor

Relacao com os colegas

* Participacao na aula:
Expressao oral

Expressao escrita

Iniciativa

* Fichas de Avaliacao:

Técnica

Forma

Instrumento

Observacao

Direta

* Ficha de Observacao

* Ficha de Ocorréncias

Questoes

Conceptuais

Escrita e Oral

* TPC

* Votacoes
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ESTRATEGIAS / DESENVOLVIMENTO

A aula sera iniciada com a professora a colocar a questao teste de

leitura.

CQo
Atendendo ao valor logico da proposicao
para qualquer ae R*\{l}, log,1=0,
esta classifica-se como:

a) verdadeira;
b) falsa.

Os alunos votardo, individualmente e uma s6 vez, e a professora
guardara as respostas individuais no computador.

Apos o teste de leitura, podemos dizer que a aula sera, em geral,
dividida em nove momentos por cada CQ proposta pela professora.

Estruturalmente, para cada CQ, serao seguidos os passos subsequentes.

1. Curta apresentacao oral sobre a regra operatoria.

2. Proposta da CQ.

3. Tempo para os alunos pensarem (1-2 minutos).

4. Registo das respostas individuais dos alunos (primeira votacao) e
envio das mesmas para a professora, usando as unidades portateis com os
adaptadores sem fios do CX Navigator.

5. De acordo com a distribuicao de respostas, passagem para o0 passo
seis (quando a frequéncia de respostas corretas estiver entre 35% e 70%), ou,
diretamente, para o passo nove (quando a frequéncia de respostas corretas
for superior a 70%), ou explicacao profunda sobre o conceito envolvido
(quando a frequéncia de respostas corretas for inferior a 35%).

6. Discussao entre os alunos, enquanto o professor circula pela sala (2-4

minutos).
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7. Segunda votacao dos alunos, apos terem convencido os colegas ou
terem sido convencidos para alterar a resposta.

8. Feedback sobre as respostas, individuais e a partir das discussées dos
alunos, e apresentacao dos resultados aos alunos com a identificacao da
resposta correta.

9. Explicacao da resposta correta por um aluno ou, nao havendo um
voluntario, pela professora.

10. Regresso ao primeiro passo.

Questdes Conceptuais

Co
1. Aexpressao logs(2x3) & igual a: 2. Aexpressao ]nl ) | é igual a:
Xy
a) log;2xlogs3; Y (x—3)
b) log;2+logs3; In(x+y)’

b) In[(x—y)—(x+1)];
¢} In(x—y)-In(x+y);

c) log;2-log;3;

d) log;2+log:3.

In(x)
g B0
In(x)=In(y)
3. Aexpressao 10&[};*3-1] & igual a: 4. 0 valor de log,(9) € igual ao valor de:
a) logs(8x; a) 108;5;
o log .9
b) 10g;(4.‘f)—10g;(2}); s
b) —;
c) 4og;x+2logsy; ln?
. c) log;9 .
d) 4x2logslxy). fogs5
5. Através das regras operatorias de logaritmos, 6. Para todo o x pertencente a |*,

o maior valor & representado pela expressao: (1
AN log,| —| € igual a
a) In(30)—In(2); Ax

b) 2lIn4); a) 0;

c) In(3)+1n(4); b) Infx);

4 B ¢) —lInlx);
(2) d) .

Tabela 5: Sintese das CQ na seccao 3.2
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Por Ultimo, a professora solicitara a correcao do TPC, no quadro, a dois
alunos voluntarios. Por um lado, os alunos terao a oportunidade de rever
algumas regras operatorias e corrigir o que seja necessario nas resolucoes do
TPC. Por outro lado, a professora podera reforcar o papel do contraexemplo

na Matematica.
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Capitulo 5 - Considerac¢ées Finais

Desde a infancia que aprendemos por imitacao, tal como referencia
Aristoteles: “Imitar é natural ao homem desde a infancia - e nisso difere dos
outros animais, em ser o mais capaz de imitar e de adquirir os primeiros
conhecimentos por meio da imitacdao - e todos tém prazer em imitar.”
(Aristoteles, Horacio, & Longino, 1990, p. 21).

Ora, se sempre aprendemos por imitacao, entao nada deveria colocar
em causa o ensino tradicional por este se basear nesse principio basico. Todos
nos tivemos aulas tradicionais, ano apdés ano, onde, por um lado, se
privilegiava a transferéncia de conhecimento do professor para o aluno em
detrimento da assimilacao do mesmo, nomeadamente com a sua resolucao de
tarefas com pouca comunicagao entre os varios intervenientes no processo de
ensino-aprendizagem. Por outro lado, nas referidas aulas nao era habitual a
preocupacao com o conhecimento conceptual, notéria nas tarefas propostas
que visavam mais algo algoritmico do que um certo conceito.

Como vimos, a Pl rompe completamente com estas ideias, promovendo
um ambiente de cooperacao e partilha onde o aluno € o elemento central da
aula. De facto, a Pl promove a assimilacao do conhecimento tendo por base a
partilha social de ideias, apos um estudo reflexivo individual, que ocorre
durante a discussao entre os pares e desencadeada por votacoes em questoes
conceptuais.

Poderemos, contudo, encontrar algum ceticismo em relacao a este
método de ensino-aprendizagem, pois existe a ideia pré-concebida que
quantas mais tarefas forem resolvidas melhor. Mas com a PI, tal como refere
(Mazur, 1997, p. 18), “Despite the reduced time devoted to problem-solving,
the results convincingly show that conceptual understanding enhances student
performance on conventional examinations”.

Assim, trabalhar para poder promover um ensino de qualidade e nao de
quantidade de tarefas resolvidas num ambiente de partilha, de facto, aliciou-
me bastante. A Pl foi-me apresentada como um método de ensino-

aprendizagem que assenta em pilares que quero presentes na minha pratica

67



letiva. Efetivamente, penso numa sala de aula como um ambiente de partilha
de informacao e de cooperacao, entre professor e alunos, reciprocamente, e
ainda entre alunos.

Ora, neste ambiente os alunos estao mais predispostos para assumirem
um papel ativo, ainda mais se as votacdes forem anonimas. Além disso, €
muito importante que assim seja, pois este método de ensino-aprendizagem
tem como “pré-requisito” um aspeto que, para mim, é muito gratificante. De
facto, podemos trabalhar com os erros cometidos pelos alunos, em TPC, em
testes, .., de forma construtiva. Os mesmos auxiliam a construcao de
melhores questdes conceptuais, colocando de lado a carga negativa do erro
que o ensino tradicional lhe confere.

Neste Relatorio de Estagio, primeiro foi necessario apercebermo-nos de
quais os erros decorrentes das principais dificuldades dos alunos no Tema Il -
Introducé@o ao Cdlculo Diferencial Il do 12.° ano. Assim, apds a analise de
varios artigos bem como do tratamento do questionario aplicado, gerou-se
uma reflexao bastante util e promotora de ideias para a construcao de
questoes conceptuais.

Com base nos erros identificados e analisados, construimos algumas
questoes conceptuais para aplicacao da Aprendizagem pelos Pares no Tema Il
- Introducdo ao Cdlculo Diferencial Il do 12.° ano. Apesar da nossa pretensao
inicial de construir CQ para todo o tema, com a evolucao do trabalho, foi
necessario optar e, nesse sentido, construir apenas para o topico Regras
Operatorias de Logaritmos da planificacao.

Com vista a elaboracao da planificacdao, da revisao de literatura
fizeram parte alguns artigos que nos permitiram concluir sobre adaptacoes ao
método de ensino-aprendizagem Pl na sua aplicacdo ao nivel do Ensino
Secundario. Concluimos que, na sua grande maioria, o referido método nao
sofre alteracées de implementacao apesar de ser aplicado a um nivel de
ensino diferente daquele em que o aplica Mazur.

Em relacao ao estudo associado ao presente trabalho, importa ainda
referir uma limitacao do mesmo que se prende com o facto de nao ter estar a
lecionar no ano letivo 2012/13, o que me impediu de recolher dados das

provas escritas dos alunos e implementar a planificacdo. Contudo, também
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poderia ter estado colocada e nao ter o referido nivel de ensino, o que nos
poderia ter levado a escolha de outro tema dentro do PM12 ou até mesmo a
optar pelo Ensino Basico.

Ha também a salientar que o questionario é, atualmente, um
instrumento de recolha de dados frequentemente utilizado. Trata-se,
claramente, de uma desvantagem, pois as potenciais pessoas respondentes
tém frequentemente solicitacoes de resposta a questionarios em diversos
ambitos e, por isso, estao menos predispostas a colaborar. Efetivamente,
esperavamos um maior niUmero de respostas, bem como mais completas, ao
mesmo. Ainda em relacao ao questionario, uma vez que o plano de trabalhos
foi elaborado para um ano, a sua aplicacao comecou a ser levada a cabo em
dezembro de 2012. Apesar da referida razao, o sucesso do referido
instrumento poderia ter sido maior caso a aplicacao tivesse coincido com o
momento de lecionacao e de avaliacao do Tema Il do PM12.

Para além do ja exposto em termos de limitacdes, os contactos com
diversos ex-alunos, no sentido de recolher os testes que realizaram aquando
do 12.° ano, também nao surtiram o efeito desejado. De facto, por ja se
encontrarem a frequentar o Ensino Universitario, a esmagadora maioria ja nao
0s possuia.

Apesar destes aspetos menos positivos, o presente trabalho permitiu-
me evoluir pessoalmente e profissionalmente. Enquanto pessoa, porque como
mae, ao acompanhar uma das minhas filhas na escola, comeco a dar por mim
a aplicar a Pl inconscientemente. De facto, questiono-a sobre o porqué dos
erros e, quando estudo com ela, elaboro pequenas CQ para testar se ela esta
realmente a compreender o conceito envolvido. Enquanto professora, porque,
apesar de nao estar colocada, no decorrer da realizacao deste trabalho surgiu
a oportunidade de lecionar cinquenta horas de formacao profissional de
Matematica e Realidade. Mesmo neste contexto dificil, a minha atitude
mudou. Concretizando, apds conhecer este método inovador de ensino-
aprendizagem, a reflexao sobre a minha pratica docente foi de tal ordem que
ja é praticamente impossivel conseguir dar uma aula com ensino (totalmente)

tradicional.
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Obviamente que o processo de ensino-aprendizagem em causa requer
preparacao pois, no que concerne aos Ensinos Basico e Secundario, ja para
nao falar do Ensino Profissional, o material disponivel € escasso no que diz
respeito, principalmente, as CQ. Contudo, é um desafio que pretendo travar.
Concretamente, é minha pretensao, a longo prazo, conseguir construir CQ
para os diversos temas. Para tal, por um lado, pretendo fazer revisdes de
literatura e, por outro lado, gostaria de contactar colegas para conhecer os
erros dos alunos em momentos de avaliacao que vao realizando ao longo do
tempo.

Finalizando este trabalho, sinto vontade de continuar a investigar no
contexto do método de ensino-aprendizagem PI. Especificamente, gostaria de
levar a cabo um estudo temporal de trés anos letivos. Neste caso iria iniciar-
se no 10.° ano, com uma turma-piloto, onde seria implementada a PI,
nomeadamente na disciplina de Matematica A, até ao 12.° ano. A turma,
neste decorrer de tempo, seria normalmente sujeita aos momentos de
avaliacao externa, quer através dos Testes Intermédios, quer através do
Exame Nacional. Apds o términus do 12.° ano comparar-se-iam os resultados
desta turma com as outras onde nao se aplicaria a PI.

A minha conviccao € que a Pl seria promotora de sucesso escolar, pois
os resultados dos alunos nos exames nacionais poderao dever-se ao facto de
estes envolverem muito raciocinio matematico, cujo antecedente é,
necessariamente, a aprendizagem conceptual. Sera? Fica assim mais uma
questao em aberto, que sera merecedora da minha especial atencao, um dia
que possa ...

Para ja, foram dados os primeiros passos: o conhecimento das
caracteristicas inerentes ao método de ensino-aprendizagem em causa; a
nocao das suas adaptacées ao Ensino Secundario; o reconhecimento da
importancia da revisao de literatura para conhecer dificuldades e erros de
alunos ja identificados em estudos; a elaboracao de uma planificacao,
contendo questdes conceptuais e associada a analise de parte de um manual
com o mesmo. Mas muito ha a ganhar com a implementacao em sala de aula,

como destaco no esquema que se segue.
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avaliacoOes escritas,
nomeadamente, TPC
e testes

revisao de
literatura

conhecimento das dificuldades e dos
erros dos alunos num conteudo

A 4
construcao de questdes conceptuais
para esse conteudo

A 4
discussao entre pares enquanto o
professor circula pela sala

Concluo expressando a vontade que sinto de continua melhoria da
minha pratica letiva, no que se refere aos grupos (tarefas propostas, materiais
utilizados, comunicacao na sala de aula) em (Ponte & Serrazina, 2004), com
vista ao meu desenvolvimento profissional. Este, como refere (Saraiva, 2001),
em estrita ligacao com o conhecimento profissional do professor, deve ser

considerado como um processo dinamico.
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Anexo | - Pedido dirigido ao Jari Nacional de Exames
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= -J??'
NIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR
Faculdade de Ciéncias

Departamento e Matematica

De: Patricia Damas Beites (pbeites@ubi.pt)
€ Ana Catarina Mendes Romano (anacatarinaromano@sapo.pt)

Para: Jiri Nacional de Exames (jne@dge.mec.pt)

No presente ano letivo de 2012/2013, a Licenciada Ana Catarina Mendes Romano esta matriculada no 2°
Ciclo em Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico e ne Ensino Secundario, na Universidade da
Beira Interior. Os trabalhos com vista ao Relatorio de Estagio para obtencio do grau de Mestre, sob a
supervisdo da Professora Doutora Patricia Damas Beites, do Departamento de Matematica da referida
universidade, ja foram iniclados. A tematica a abordar é a Aprendizagem pelos Pares, metodologia
divulgada com a designacao Peer Instruction por Eric Mazur, Fisico da Harvard University, Uma das
etapas preparatdrias da mesma € a construgao de questdes conceptuais baseadas em erros, conceqies
erroneas, .., observados em resolucdes dos alunos, nomeadamente em exames. Neste sentido,
solicitamos o acesso a uma copia dos exames nacionais de Matematica (1° e 2* fases) do 12° ano,
referentes ao ano lectivo 2011/2012, do concelho da Covilha, sem cabecalho, para realizar o referide
trabalho de investigacao. Informa-se ainda que os custos das coplas seriam suportados por Ana Romano.

Covilha, Universidade da Beira Interior, 2 de outubro de 2012

Com 05 nossos melhores cumprimentos,

P BADY DA BEME |
Tipien, et .! ‘.gﬁ-\‘_ R
DEY. SSRGS |
Patricia Damas Beites - ¢
(Professora Auxiliar do Departamento de Matemafica da Universidade da Beira Interior)

o
aﬁ’\c G‘a\ [ Y Q("Q.\h) \2’1‘\(\:1(\0
Ana Catarina Romano
(Aluna do 2° Cicle em Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensine Basico e no Ensino Secundario)
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Anexo Il - Questionario dirigido aos Professores de Matematica
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UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

Faculdade de Ciéncias

Departamento de Matematica

Exmo/a. Senhor/a Professor/a, caro/a colega

O meu nome é Ana Catarina Mendes Romano e sou aluna do Mestrado
Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario da
Universidade da Beira Interior (UBI). Presentemente estou a realizar trabalho de
investigacdo sob a orientacdo da Professora Doutora Patricia Damas Beites. A
tematica abordada é a Aprendizagem pelos Pares, aplicada em algumas unidades

curriculares da UBI.

O referido método de ensino/aprendizagem, designado originalmente por
Peer Instruction nos artigos de Eric Mazur, é centrado no aluno. Na sala de aula,
pretende a substituicdo da transferéncia do conhecimento pela assimilagdo do
mesmo. O trabalho desenvolvido por este investigador, para o qual "Ensinar é

apenas ajudar a aprender”, pode ser consultado em http://mazur.harvard.edu/.

Tem em mdos um questionario que visa aferir os erros decorrentes das
principais dificuldades dos alunos do 12° ano no Tema II - Introducdo ao Calculo
Diferencial II. Conhecendo os mesmos, serd possivel a elaboragdo de questdes
conceptuais para aplicacdo futura da Aprendizagem pelos Pares no referido tema do
Ensino Secundario.

Para que possa levar a investigacdo a bom termo, careco da sua prestimosa
colaboracdo. Na pergunta de resposta aberta 4. solicitava que fosse o mais

pormenorizado/a possivel.
Lembro-lhe que ndo existem nem boas nem mas respostas. Apenas a sua
opinido para mim é importante. As respostas sdo andnimas, confidenciais e serdo

usadas apenas no ambito do estudo descrito.

4/12/2012 Obrigada pela sua colaboragao!
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Guarde uma cépia desta primeira pagina, pois a mesma atesta a sua

participacdo numa investigacdao em Didatica da Matematica.

1. Ha quantos anos leciona Matematica?
menos de 5 anos
5 a9 anos
10 a 14 anos

15 ou mais anos

2. Enquanto docente, ja lecionou Matematica A ao 12° Ano?

Se respondeu N&o, entdo o questionario termina aqui.

3. No presente ano letivo leciona Matematica A ao 12° Ano?
Nao

Sim. Qual o manual escolar adotado? Escreva, por favor, o titulo e a

editora.

4. Na sua opinido, quais sdo os erros decorrentes das principais dificuldades
dos alunos no Tema II - Introducgdo ao Calculo Diferencial II do 12° Ano?
(Por favor, responda pormenorizadamente. Se possivel, escreva erros concretos
observados em provas de avaliagao, em resolucdes de problemas nas aulas, ...
Para além do espaco abaixo, pode utilizar o verso desta folha e a folha

seguinte.)
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Anexo lll - Autorizacao de Participacao no Estudo
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ESTUDO DE INVESTIGACAO
Aprendizagem pelos Pares: Um contributo para a sua aplicagéo no Ensino
Secundario

ESTUDO REALIZADO POR: ANA CATARINA MENDES ROMANO

SOB A ORIENTAGAO DE: PATRICIA DAMAS BEITES

Eu, abaixo assinado, fui informado sobre o estudo de investigagdo mencionado. Foi-
me garantido que todos os dados relativos a identificacdo dos participantes neste
estudo sdo confidenciais. Compreendi a informagdo que me foi dada, tive
oportunidade de fazer perguntas e as minhas dulvidas foram esclarecidas. Aceito
participar de livre vontade no estudo supracitado e autorizo a recolha dos dados que
sdo importantes para 0 mesmo. Também autorizo a reproducdo das minhas
resolucdes nas fichas de avaliacdo do 12.° ano, ano letivo 2011/2012, com a garantia

do anonimato na divulgacao cientifica do estudo.

Nome do participante no estudo:

Assinatura, [/ /2013

Nome da investigadora: Ana Catarina Mendes Romano

Assinatura, [/ /2013
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Anexo IV - Trabalho para Casa
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TPC: Leitura das paginas 156 a 158 de (Costa & Rodrigues, 2012) e respostas,

escritas a mao, as trés questoes subsequentes.

Entrega do TPC: pelo Moodle, até as 22h do dia 3 de dezembro de 2012, de

um ficheiro pdf com a digitalizacao da resolucao escrita a mao.

1. Aplicando as regras operatorias dos logaritmos, escreve 1-log,5 sob a

forma de um Unico logaritmo. Em cada passo deves explicitar a regra

utilizada.

2. Seja ae R’ \{1}, fixo. Indica, justificando adequadamente, o valor légico
da proposicao:
para quaisquer x,y e R*, log,(x+y)=log, x+log, y.

Recorda que deves apresentar uma demonstracao ou um contraexemplo

consoante o valor légico seja verdade ou falsidade, respetivamente.

3. 0 que achaste dificil ou confuso na leitura? Se nada foi dificil ou confuso,
entdo diz o que te pareceu mais interessante. Por favor, sé o mais especifico

possivel.

A docente, Ana Romano.
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