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Resumo 
 

Neste trabalho é estudado o comportamento de vigas de betão armado sujeitas à torção. São 

incluídas neste estudo vigas com secção vazada de resistência normal e de alta resistência. O 

estudo teórico teve por base o modelo de membrana para o corte (SMM). Numa primeira fase, 

foi utilizado este modelo modificado para vigas sujeitas à torção (SMMT), onde é incorporado 

um factor de correcção que tem em conta o gradiente de extensão, e numa segunda fase foi 

utilizado o modelo na sua formulação original (SMM). Em ambas as fases, foram analisadas as 

duas fases comportamentais (Estado I e Estado II), desde o início do carregamento até à 

rotura. Posteriormente, foi encontrado um novo factor de correcção de modo a melhorar o 

valor do momento torsor de fissuração obtido através do modelo de membrana para a torção.  

Para apoiar os resultados obtidos através dos três modelos, as suas previsões foram 

comparadas com resultados obtidos experimentalmente provenientes de estudos realizados 

por diversos autores e encontrados na bibliografia consultada.   
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Abstract 
 

The global behavior of reinforced concrete beams under pure torsion is studied in this thesis. 

This study includes beams with rectangular hollow cross section. Both normal and high 

strength concrete beams are concerned. The theoretical study is based on the Softened 

Membrane Model (SMM). This model was initially applied in its modified formulation that 

includes a factor to take into account of the strain gradient (Softened Membrane Model for 

Torsion - SMMT) and afterwards the model was also applied in its original formulation.  

The theoretical models were analyzed to characterize the pre-cracking and post-cracking 

responses of the beams under torsion. After this, a new factor was calculated for SMMT to 

improve the prediction of the cracking torque. 

In order to evaluate the results for the three theoretical models, their predictions were 

compared with several experimental results from studies found in bibliography. 
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Capítulo 1 

 

Enquadramento e objectivos do trabalho  
1.1. Considerações Gerais  
No século XX, o betão armado assumiu uma grande importância na concepção de estruturas. 

Os esforços de torção, até à década de 60, eram desprezados para efeito de 

dimensionamento, inclusive, não eram referidos nos documentos normativos que se baseavam 

no método das tensões admissíveis. Ainda nesta época existia o caso excepcional das 

“estacas-parafuso”. 

Em 1956, Armstrong [5] mencionou dois casos reais onde os esforços de torção foram 

considerados no processo de dimensionamento: a Ponte de Waterloo e o Royal Festival Hall 

em Londres. Ambas as estruturas foram imprescindíveis para denotar a problemática da 

torção.  

A partir da década de 60, o desenvolvimento dos processos gerais de dimensionamento levou 

a que os elevados factores de segurança começassem a ser reduzidos devido à adopção do 

método de dimensionamento baseado na Teoria dos Estados Limites Últimos (ELU).  

Após a segunda grande guerra, meados da década de 40, surge o conceito de arquitectura 

moderna. Os problemas mais marcantes associados à insuficiência de resistência por torção 

surgem nesta época, onde o cálculo dos efeitos torsionais em estruturas hiperestáticas era 

extremamente moroso e monótono [10].  

Em 1958 foi criada a Comissão 438 do American Concrete Institute (ACI 438) de modo a 

estudar o problema da torção. O código de 1971 (ACI 318-71 [1]) representa o primeiro 

documento americano que incluía procedimentos para o dimensionamento à torção, passando 

a ser obrigatório a consideração da torção no dimensionamento de qualquer estrutura. Em 

Portugal, surge o Regulamento de Estruturas de Betão Armado e Pré-Esforçado (REBAP) em 

1983 [36].  

O dimensionamento e verificação de elementos de betão armado e pré-esforçado à torção foi 

e continua a ser baseado em procedimentos semi-empíricos e mesmo empíricos [27]. Além 

disso, o cálculo e verificação do comportamento à torção sofrem algumas lacunas já que 

apenas para o Estado Limite Último existem procedimentos explícitos, sendo os Estados 

Limites de Serviço omissos relativamente a verificação directa [4].  
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A problemática do estudo da torção é agravada com o desenvolvimento de técnicas 

construtivas e também com o aparecimento de novos materiais estruturais, como por 

exemplo betões de alta resistência, os betões leves e os betões com fibras.  

No presente trabalho pretende-se estudar os efeitos torsionais globais de vigas de betão 

armado de secção vazada sujeitas à torção pura através do modelo de membrana para a 

torção que será apresentado ao longo deste trabalho.  

1.2. Classificação dos Efeitos da Torção  
Nos casos práticos em que o esforço de torção é requerido na análise estrutural, salientam-se 

várias classificações elementares, dependendo: das condições em que a torção surge na 

estrutura, das consequências de ser desprezada aquando da verificação da segurança e da 

forma como o esforço de torção é absorvido pela secção transversal. Distinguem-se por isso 

dois tipos de torção: Torção de Compatibilidade e Torção de Equilíbrio [4].  

Denomina-se por torção de compatibilidade aquela que resulta para um elemento de uma 

estrutura em virtude de condições de compatibilidade de deformação. Se a resistência à 

torção for nula, podem ocorrer grandes deformações e fissuração excessiva, no entanto a 

estrutura não entra em rotura. Em muitos casos, a torção pode constituir uma acção 

secundária resultante das exigências de compatibilidade de deformação, pelo que pode ser 

desprezada no dimensionamento desde que seja garantida uma armadura mínima para o 

controlo de fissuração. 

Para o caso da torção de equilíbrio, é fundamental assegurar a resistência à torção para que o 

equilíbrio se verifique. Na falta da resistência à torção de equilíbrio, a estrutura, ou parte 

dela, torna-se instável.  
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Figura 1 – Exemplos de estruturas com: (a) e (b) torção de compatibilidade; (c) e (d) torção 

de equilíbrio [4] 

A secção transversal assume um papel muito importante na resistência aos esforços de 

torção. No caso das secções cheias e vazadas, os esforços de torção são especialmente 

resistidos por um fluxo de tensões tangenciais (Torção Circulatória ou Torção de St. Venant). 

Nas secções abertas a torção é praticamente resistida por momentos adicionais (Torção com 

Empenamento). No caso de estruturas como pontes, optar por secções em caixão é a solução 

mais vantajosa do ponto de vista económico.  

 

Figura 2 – (a) Torção Circulatória; (b) Torção com empenamento [4] 

1.3. Exemplos Práticos de Torção em Estruturas   
Da Fig.3 à Fig.5 ilustram-se casos correntes de estruturas com esforços de torção. A Fig.3 

ilustra o caso de um edifício onde existe o prolongamento para o exterior de lajes de 

pavimento, funcionando estas em consola. A viga de apoio em “L” fica sujeita a momentos 

torsores [4]. 
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Figura 3 – Edifício com varandas [4] 

A Fig.4 (a) ilustra o caso de vigas com desenvolvimento curvo em planta, em que a rotação 

transversal da secção se encontra restringida nos apoios. Nestes caso, qualquer carregamento 

vertical a actuar sobre o eixo da viga, gera o aparecimento de momentos torsores. Este 

carregamento pode ser resultante, por exemplo, da reacção de lajes de pavimento ou de 

paredes exteriores, como está ilustrado na Fig.4 (b) [4]. 

 

Figura 4 - Vigas Curvas no plano horizontal [4] 

A Fig.5 ilustra os casos de cargas excêntricas em vigas. As cargas são transmitidas às vigas por 

intermédio de abas que funcional como consolas curtas. Na Fig.5 (a) qualquer assimetria 

entre as reacções provoca o aparecimento de momentos torsores na viga de apoio. A Fig.5 (b) 

ilustra o caso de uma parede de alvenaria a apoiar excentricamente, por intermédio de uma 

aba superior, numa viga. O peso próprio correspondente à parede provoca esforços de torção 

na viga de apoio [4]. 

 

Figura 5 – Vigas com carregamento excêntrico [4]  
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1.4. Torção em Vigas de Betão Armado   
A partir da observação experimental de uma curva de comportamento momento torsor (!) – 

ângulo de torção (Ɵ) típica para uma viga de betão armado, com secção rectangular cheia e 

com taxas moderadas e equilibradas para a armadura longitudinal e transversal, pode ser 

desenhada na forma ilustrada na Fig.6 [10]. De um modo geral, a Curva ! − Ɵ  apresentada 

pode ser dividida em três zonas comportamentais distintas (Zona 1, 2 e 3) relacionadas com 

as fases de comportamento da viga ao longo do seu historial de carregamento. 

 

 

Figura 6 – Curva ! − Ɵ  típica para vigas de betão armado à torção [10] 

A Zona 1 da Curva ! − Ɵ  da Fig.6 corresponde ao Estado I (não fendilhado) da viga, ou seja, à 

zona comportamental antes de ser atingido o momento torsor de fissuração (!!"). Em tal 

zona, o declive da curva ! − Ɵ representa a rigidez elástica de torção em Estado I (!!!), 

considerando-se geralmente válida nesta fase a Teoria de St. Venant [48] para a sua 

estimativa. Nesta mesma fase, a curva ! − Ɵ pode ser aproximada a uma recta que tem início 

no ponto de coordenadas (0;0) e termina no ponto de coordenadas (Ɵ!"
! ;!!"), onde Ɵ!"

!  

representa o ângulo de torção, por unidade de comprimento da viga e !!" o momento torsor 

correspondente. Esta aproximação da curva ! − Ɵ a uma recta, apesar de ser geralmente 

aceite, deve ser encarada como uma hipótese simplificativa. Em alguns estudos anteriores 

[14], é considerado que imediatamente antes de alcançar o momento torsor de fissuração, a 

viga apresenta já um comportamento não linear em resultado de microfissurações no betão 

que se desenvolvem na área mais externa da secção. Ainda assim, tendo em conta que as 

rotações são muito pequenas nesta fase comportamental, é geralmente aceite que a 

caracterização da zona 1 com base numa análise elástico-linear em regime não fissurado 
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constitui uma aproximação bastante aceitável. Para o cálculo do momento torsor de 

fissuração (!!") pode usada a Teoria da Elasticidade [48], a Teoria da Flexão Enviesada [23] ou 

a Teoria do Tubo Fino de Bredt [13]. Na fase comportamental em análise a armadura de 

torção tem pouca influência na rigidez da viga, contribuindo apenas para aumentar 

ligeiramente o momento torsor de fissuração, tal como observado experimentalmente (Hsu 

em 1968 [24] e Bernardo em 2003 [10]). 

Quando a viga atinge o momento torsor de fissuração, a curva ! − Ɵ sofre um aumento brusco 

da rotação para um momento torsor constante e igual a !!", o momento torsor 

correspondente. A Subzona 2.a da curva de comportamento corresponde ao incremento 

brusco da rotação referido anteriormente e a Subzona 2.b corresponde a um desenvolvimento 

aproximadamente recto da curva ! − Ɵ, cujo declive representa a rigidez de torção pós-

fendilhação (!!!!), ou seja, em Estado II. 

Os resultados experimentais mostram que em vigas com secção vazada de parede fina (por 

exemplo, nos estudos de Lampert e Thurlimann em 1969 [38] e também Bernardo em 2003 

[10]), a subzona 2.a representada na Fig.6 não é visualizada, comparativamente a vigas com 

secção cheia. Neste último tipo de vigas, a subzona 2.a é maioritariamente observada nas 

vigas com menores taxas de armaduras e o seu comprimento, medido em termos de 

deformação, é tanto maior quanto menor for a taxa de armadura de torção (Hsu em 1968 

[24]). Bernardo em 2003 [10] adiantou uma explicação para a observação do referido patamar 

horizontal no caso das vigas com secção cheia, fazendo intervir a influência do núcleo de 

betão da secção. Segundo este autor, imediatamente a seguir à fissuração das vigas ocorre 

uma redistribuição transversal das tensões tangenciais dirigida para o interior da secção, com 

a consequente deformação associada na forma de um aumento brusco do ângulo de torção, 

até que as armaduras sejam mobilizadas. Nas vigas com secção vazada de parede fina, tal 

mobilização é imediata dada a não existência de capacidade para a referida redistribuição. 

Para caracterizar a viga em Estado II adopta-se uma análise elástico-linear em regime 

fissurado mediante uma analogia de treliça espacial com ângulo constante de 45º e 

comportamento elástico-linear dos materiais, estabelcido por Hsu em 1973 [26] e adoptado 

por Bernardo em 2003 [10] e Bernardo e Lopes em 2008 [11]. Esta hipótese constitui uma 

aproximação aceitável enquanto as armaduras de torção não entrarem em cedência. 

A partir de um dado ponto a curva ! − Ɵ evidencia um comportamento não linear. Esta 

situação pode acontecer em duas situações distintas relacionadas com o comportamento 

último da viga. Para a primeira situação, o ponto corresponde ao instante em que pelo menos 

uma das armaduras de torção (armadura longitudinal ou transversal) entra em cedência. Para 

a segunda situação, o ponto corresponde ao momento em que o betão comprimido nas 

escoras das vigas começa a apresentar um comportamento não linear devido às tensões 

elevadas instaladas, podendo ocorrer este comportamento inclusive antes da cedência das 
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armaduras de torção. Esta segunda situação pode ocorrer em vigas com elevadas taxas de 

armaduras de torção, tal como observado experimentalmente por Bernardo em 2003 [10]. 

Para qualquer um dos casos referidos, o comportamento da viga passa a ser marcadamente 

não linear até atingir o momento torsor máximo, constituindo assim a zona 3 (Fig.6) da curva 

de comportamento. 

1.5. Modelos Teóricos  
Desde o início do século XX foram desenvolvidos estudos com o objectivo de compreender o 

comportamento e principalmente prever a resistência última à torção de vigas de betão 

armado. Os modelos teóricos adoptados em documentos normativos podem dividir-se em duas 

grandes teorias: a Teoria da Flexão Enviesada (Skew-Bending Theory), sendo esta a base do 

código americano entre 1971 e 1995 e o Modelo de Treliça Espacial (Space Truss Analogy) que 

constitui a base do modelo europeu desde 1978 e também do código americano desde 1995. O 

modelo teórico mais recente é o Modelo de Treliça Espacial com Ângulo Variável (Variable 

Angle Truss-Model) apresentado por Hsu e Mo em 1985 [31][32][33]. Neste modelo, o Modelo 

de Treliça Espacial, é complementado com a influência das extensões transversais de tracção 

no comportamento do betão comprimido nas escoras, principalmente no estado fissurado. È o 

chamado Softening Effect. Os autores utilizaram uma Curva ! − ! para o betão comprimido 

nas escoras que tem em conta o Softening Effect, em detrimento de uma Curva ! − ! 

convencional que caracteriza o betão à compressão uniaxial. 

O modelo de treliça espacial com o ângulo variável pode ainda ser dividido na Teoria da 

Plasticidade do Campo de Compressões (Plasticity Compression Field Theory – Lampert e 

Thurlimann, Elfgren) e na Teoria da Compatibilidade do Campo de Compressões 

(Compatibility Compression Field Theory – Collins, Hsu e Mo).  

O mesmo autor, Hsu em 1984 [27], desenvolveu um estudo baseado no Modelo de Treliça 

Espacial com o objectivo de calcular o traçado da curva teórica ! − Ɵ e compará-la com os 

resultados experimentais de vigas de resistência normal e secção cheia, tendo concluindo que 

os valores obtidos se aproximam muito dos valores experimentais na parte última da curva 

(Fig.7). O mesmo foi observado para vigas com pré-esforço longitudinal uniforme.  
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Figura 7 – Análise comparativa para a viga M2 [24] 

Usando o modelo de treliça espacial com ângulo variável obtêm-se melhores resultados para 

cargas mais elevadas visto que o betão se encontra extensivamente fissurado. Para cargas 

mais baixas, as previsões teóricas da Curva ! − Ɵ afastam-se dos valores obtidos 

experimentalmente [4]. Isto sucede porque o betão armado ainda não está fissurado ou não 

extensivamente fissurado. Com estas observações, conclui-se que a aplicação da teoria da 

treliça espacial só pode ser considerada válida quando a viga atinge o estado mais acentuado 

de fissuração [4].  

Bernardo em 2003 [10] e Bernardo e Lopes em 2008 [11] elaboraram um procedimento de 

cálculo de modo a prever teoricamente o comportamento global de vigas de betão armado, 

incluindo vigas pré-esforçadas longitudinalmente e vigas de alta resistência, à torção pura 

através do cálculo das curvas ! − Ɵ. O estudo realizado por estes autores foi inicialmente 

divido por fases caracterizadas por varias teorias separadas, nomeadamente:  

• Análise elástico-linear em regime não fissurado (Estado I): Teoria da Elasticidade, 

Teoria da Flexão Enviesada e Teoria do Tubo Fino de Bredt; 

• Análise elástico-linear em regime fissurado (Estado II): Analogia da Treliça Espacial 

com um ângulo de 45º para escoras de betão, tendo em conta o comportamento 

linear dos materiais; 

• Análise não linear: Modelo de Treliça Espacial com Ângulo Variável, tendo em conta o 

comportamento não linear dos materiais e o softening effect. 

Para realizar a transição entre as várias análises, Bernardo e Lopes adoptaram critérios de 

ajustamentos semi-empíricos baseados em resultados experimentais obtidos por ensaios 

realizados por outros autores e também pelos próprios. De uma forma geral, o procedimento 

usado pelos autores revelou-se adequado para a previsão global da curva de comportamento 

! − Ɵ. 
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O modelo de Bernardo e Lopes foi revisto e corrigido de modo a adicionar as relações 

constitutivas para os betões de alta resistência pois estes possuem características e 

propriedades diferentes às de um betão normal. A Curva ! − ! para um betão de alta 

resistência muda drasticamente quando comparada com a de um betão normal, não sendo, 

assim, possível utilizar os mesmos modelos para betões de alta resistência. O objectivo foi 

realizar novamente um procedimento de cálculo para prever o comportamento à torção de 

vigas de alta resistência com secções rectangulares cheias ou vazadas. As previsões teóricas 

foram comparadas com os poucos resultados experimentais referentes a ensaios à torção pura 

de vigas de alta resistência, nomeadamente os ensaios realizados pelos próprios autores [10] 

[12] com vigas de secção vazada. Para corrigir os modelos teóricos foi inserido um factor 

corrector para calcular o módulo de rotura em torção, baseado na introdução de uma nova lei 

de comportamento ! − ! para o betão de alta resistência comprimido nas escoras e na 

introdução de coeficientes empíricos de correcção coeficientes de redução (softening effect). 

Os autores puderam assim concluir que o procedimento de cálculo desenvolvido e corrigido, 

respectivamente, na primeira e na segunda fase, permitiu obter boas previsões do 

comportamento global à torção. Por último, na terceira fase de estudo, Bernardo e Lopes 

corrigiram os modelos para vigas de resistência normal e de alta resistência com pré-esforço 

longitudinal [10]. As correcções efectuadas consistiram na introdução de factores de pré-

esforço e na modificação das equações de equilíbrio longitudinal para a fase não linear de 

modo a contabilizarem a força na armadura de pré-esforço.  

 

Figura 8 – Exemplos de previsões obtidas por Bernardo e Lopes (para vigas de secção vazada) 

[4] 

No entanto, o modelo de Bernardo e Lopes não é muito consistente pois utiliza três teorias 

diferentes, com formulações próprias para analisar o comportamento à torção nas três fases 

comportamentais (fissurada, não fissurada e não linear). Assim, foram adoptados critérios de 

modo a realizar a transição entre as diversas fases com o objectivo de obter uma curva 

comportamental completa. Os critérios semi-empíricos foram baseados nas tipologias de 

transição entre as fases comportamentais observadas experimentalmente. 
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Para vigas de resistência normal e para caracterizar o comportamento do betão comprimido 

nas escoras, Bernardo e Lopes utilizaram a curva ! − ! de Vecchio e Collins de 1982 [52] 

realizada a partir de ensaios ao corte de placas de resistência normal. Posteriormente, os 

autores verificaram que o modelo criado não fornecia bons resultados em relação ao 

comportamento à torção de vigas de alta resistência e para a fase não linear, então, 

tentaram incorporar a lei proposta por Belarbi e Hsu em 1991 [7] a partir do ensaio ao corte 

de placas de alta resistência. Para as armaduras traccionadas foi usada a lei bilinear proposta 

pelo EC2 [41] e para as armaduras de pré-esforço foi usada a lei constitutiva não linear 

proposta por Rao e Warwaruk em 1973 [44]. 

Em 2010, Andrade [4] desenvolveu um novo procedimento de modo a prever o 

comportamento global de vigas à torção. O autor modificou o modelo de treliça espacial com 

ângulo variável com o objectivo de adaptá-lo à fase comportamental pré-fissuração, 

introduzindo algumas correcções. Comparativamente ao modelo apresentado por Bernardo e 

Lopes, o modelo de Andrade, do ponto de vista teórico, é mais consistente. O trabalho 

desenvolvido por este autor foi dividido em três fases. Na primeira fase o autor analisou 

vários modelos teóricos para a previsão do comportamento global de vigas sujeitas à torção, 

de modo a encontrar o modelo com melhores resultados. Na segunda fase foi corrigido o 

método considerado na fase anterior de forma a prever a fase última de comportamento e o 

comportamento global. Finalmente, na terceira fase, Andrade desenvolveu um programa 

computacional para apoio à investigação, possibilitando a modificação e/ou a substituição das 

leis constitutivas para os materiais e comparar os resultados teóricos com os experimentais. O 

autor criou também um pequeno aplicativo computacional para apoiar o desenvolvimento de 

projectos, ajudando na previsão do comportamento global para cargas últimas ou de serviço 

da secção de betão armado e pré-esforçado sujeitas à torção.  

Hsu [35] desenvolveu uma nova teoria para elementos de betão armado sujeitos ao corte e 

denominou a mesma de modelo de membrana (Softened Membrane Model – SMM). Baseado 

desta teoria foi obteve-se um novo modelo membrana para elementos de betão armado 

sujeitos à torção (Softened Membrane Model for Torsion – SMMT) apresentado por Jeng e Hsu 

[37]. Este modelo é capaz de prever a curva Torção (!) - Rotação (Ɵ), incluindo as respostas 

em fase pré e pós-fissurada, assim como os tramos pré e pós-rotura. No modelo de membrana 

para elementos sujeitos à torção são necessárias duas modificações nas relações constitutivas 

de modo a considerar o gradiente de extensão, provocado pelos momentos na estrutura de 

betão na zona de fluxo de corte. O gradiente de extensão aumenta a força de tracção do 

betão e diminui as razões Hsu/Zhu. 
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Figura 9 – Curva ! − Ɵ obtida através do modelo SMMT, SMM e respectiva curva experimental 

[37] 

No modelo de membrana para a torção foi utilizado um algoritmo de solução de modo a 

prever a resposta de um determinado tipo de vigas através de vários carregamentos e o seu 

desenvolvimento ao longo do tempo. Os resultados teóricos para a curva ! − Ɵ, resultantes de 

um programa computacional baseado na solução do algoritmo, foram comparados com 

resultados experimentais e posteriormente comparados com o modelo de treliça espacial com 

ângulo variável. No entanto, os autores Jeng e Hsu não apresentam o resultado das curvas 

! − Ɵ do modelo de membrana para a torção em vigas com secção vazada sem justificação 

aparente.  

1.6. Objectivos e Justificação do Trabalho   
Do exposto ao longo deste capítulo, ressaltou um aspecto que contribuíu para a escolha do 

tema deste trabalho e a sua importância. 

 - A análise e comparação dos resultados teóricos do modelo SMMT com resultados 

experimentais e resultados teóricos de outros modelos já existentes, para vigas de betão 

armado com secção vazada, uma vez que Jeng e Hsu [37] no seu estudo original não incluíram 

este tipo de vigas nas suas análises. Uma vez que os esforços de torção são predominantes em 

pontes com curvaturas pronunciadas no plano horizontal, e sendo também a secção em caixão 

(secção vazada) uma solução típica neste tipo de estruturas, a análise do comportamento em 

torção pura de vigas em caixão de betão de alta resistência é extremamente importante. 

A realização deste trabalho teve como base o artigo elaborado por Jeng e Hsu [37], onde os 

mesmos apresentaram o modelo de membrana para a torção (SMMT), e posteriormente ao 

cálculo da curva ! − Ɵ por este mesmo modelo procedeu-se à comparação de resultados com 

os obtidos através do modelo de treliça espacial com ângulo variável (MTEAV).  
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O objectivo deste trabalho foi calcular a curva ! − Ɵ de vigas de secção vazada através do 

modelo SMMT e posteriormente comparar com a curva ! − Ɵ obtida experimentalmente para 

as referidas vigas. No final serão comparadas as curvas ! − Ɵ para cada uma das vigas de 

referência com o modelo de treliça de ângulo variável modificado por Andrade (MTEAVmod) 

[4] de modo a concluir qual dos dois modelos melhor se adequa na previsão do 

comportamento de elementos de betão armado sujeitos à torção.  



Modelação Teórica de Vigas de Betão Armado com Secção Rectangular Vazada à Torção com base no 
SMMT 
 

 13 

Capítulo 2 

 

Modelos Teóricos  
2.1. Considerações Gerais  
Nas últimas décadas, muitas teorias foram desenvolvidas para calcular a resistência à torção 

pura de vigas de betão armado. Estas teorias podem ser divididas em três tipos: a Analogia da 

Treliça Espacial, a Teoria da Flexão Desviada e o Modelo de Membrana. As três teorias mais 

marcantes foram desenvolvidas por Rausch em 1929 [45], Cowan em 1950 [20] e Hsu em 1968 

[25]. As duas primeiras teorias referidas pertencem a Analogia da Treliça Espacial e a última 

baseia-se na Teoria da Flexão Enviesada. Posteriormente outros autores desenvolveram outras 

teorias com base nas duas teorias previamente mencionadas e que são a base do modelo 

europeu de 1978 [16], Lampert e Thurlimann em 1969 [38], Elfgren em 1972 [21] e Collins em 

1973 [17]. 

2.2. Treliça Espacial de Rausch 
Ritter em 1899 [47] e Morsh em 1902 [40] simularam a fase pós-fissurada de um elemento de 

betão armado através de um modelo de treliça. Quando uma viga de betão armado é sujeita 

ao esforço transverso, ocorre fissuração diagonal que divide o betão em escoras, funcionando 

a viga como uma treliça no plano de carregamento. As barras longitudinais superiores e 

inferiores constituem as cordas da treliça, as barras transversais e as escoras de betão 

constituem elementos de equilíbrio da alma. A inclinação das escoras de betão foi adoptada 

como sendo igual a 45º. A teoria destes autores foi denominada de analogia da treliça a 45º. 

A primeira teoria para prever a resistência última de elementos de betão armado sujeitos à 

torção foi elaborada por Rausch em 1929 [45] tendo por base a extensão do campo de 

aplicação da analogia de treliça a 45º. Esta teoria estipula que um elemento de betão armado 

fissurado com armadura longitudinal e transversal constituída por cintas fechadas funciona 

como um tubo com uma espessura ℎ, onde o momento torsor externo !  é resistido por um 

fluxo circulatório de corte ! nas paredes desse tubo. A teoria estabelece também que o 

betão, após fissurar, é separado por fissuras orientadas a 45º numa série de elementos 

helicoidais que interagem com a armadura longitudinal e transversal formando uma treliça 

espacial para resistir ao fluxo circulatório de corte.  
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Figura 10 – Analogia da treliça espacial de Raush [4] 

Cada um dos elementos helicoidais é idealizado numa série de escoras curtas, rectas e ligadas 

nos nós da treliça. A força de compressão nas escoras origina, em cada nó, uma força radial 

direccionada para fora que será resistida pela armadura transversal. A armadura transversal, 

que é constituída por cintas, é idealizada como uma série de barras curtas e rectas, ligadas às 

escoras de betão nos nós da treliça. A série de escoras diagonais de betão e a série de barras 

da armadura transversal formam um mecanismo que tende a sofrer um alongamento quando 

sujeito a um momento torsor externo que é contrariado pela armadura longitudinal. Cada 

barra longitudinal é assumida como constituída por uma série de barras curtas ligadas nos nós 

da treliça às escoras diagonais e às barras da armadura transversal.  

O modelo de Rausch permite derivar uma expressão para o cálculo do momento torsor 

externo resistente !!, sendo este equilibrado pelas forças internas máximas instaladas nas 

barras que constituem a treliça espacial. Esta expressão é obtida através das considerações 

de equilíbrio e utilizando o conceito de resistência última: 

!! =
!!!!!!"#

!
  ,ou                                                           (1)  

!! =
!!!!!!"#

!
=

!!!!!!"
!

                                                      (2) 
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Nas equações anteriores, !! representa a área da secção transversal de uma barra de uma 

cinta transversal, !!"# é a tensão de cedência da armadura transversal, !! é a área da secção 

transversal de uma barra longitudinal, !!"# é a tensão de cedência da armadura longitudinal, 

Â! = !!! a área total da armadura longitudinal, ! o espaçamento longitudinal entre cintas e ! 

é o perímetro da área limitada pela linha média de uma cinta fechada (!) que contém a parte 

oca. 

As equações 1 e 2 podem ser igualadas de modo a relacionar a área total da armadura 

longitudinal, Â!, com a área de uma barra da armadura transversal, !!. Igualando !!"   =   !!"   =

  !! obtém-se uma relação utilizada como método de dimensionamento: 

!!! = !!!                                                            (3)  

Esta equação significa que, volumetricamente, a quantidade de armadura longitudinal deve 

ser igual à quantidade de armadura transversal, sendo esta condição denominada por 

princípio da igualdade de volume. 

Posteriormente verificou-se que a equação de Rausch (Eq.1) para a resistência à torção não 

era conservativa [20]. O modelo do autor não considera mecanismos como a resistência ao 

corte da escora, a resistência ao corte provocada pelo efeito de “ferrolho” nas barras 

transversais e longitudinais, a contribuição do núcleo de betão nem a resistência à tracção do 

betão. Como a equação de Rausch não incorporava a contribuição do betão, esta foi 

modificada de modo a melhorar a sua precisão. As modificações podem ser classificadas em 

três aproximações.  

A primeira aproximação assume que a armadura é parcialmente eficiente. Andersen [3], em 

1935, apontou o facto da treliça de Rausch assumir uma tensão uniforme ao longo de toda a 

armadura de uma viga sujeita a torção [1]. Ao contrário de St. Venant, a analogia de Rausch 

considera a uniformidade de tensões e, consequentemente, Andersen sugeriu que a equação 

de Rausch deveria ter em conta um coeficiente para a armadura, !, variando entre 2/3 a 1, 

dependendo este da secção transversal e do número de barras da armadura. Andersen sugeriu 

também que o betão deveria contribuir para a resistência à torção e por isso a equação do 

autor possui um termo adicional, !!, que representa a resistência à torção da viga sem 

armadura: 

!! = !! + !
!!!!!!"

!
                                                    (4) 

Esta aproximação é simplista, no entanto, o conceito do coeficiente de Andersen foi 

largamente usado.  
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Na segunda aproximação foi reduzida a área A assumindo uma definição arbitrária para a 

linha média do fluxo de corte. Esta aproximação foi sugerida por Lampert e Thurlimann em 

1969 [38] e adoptada pelo código modelo europeu de 1978 [16]. 

A terceira aproximação indicada por Collins e Mitchell em 1980 [18] consiste também na 

redução da área ! assumindo que a linha média do fluxo de corte coincide com a linha média 

do bloco equivalente das tensões de compressão nas escoras de betão. Porém, a formulação 

apresentada entra com a resistência total do betão à compressão uniaxial medida em 

provetes cilíndricos padrão e, segundo alguns autores [27], constitui um erro porque a 

resistência das escoras de betão é reduzida pela fissuração diagonal (softening effect). 

Todas as aproximações foram consideradas deficientes pois eram apenas aplicáveis a vigas 

rectangulares com dimensões típicas usadas em edifícios e também os métodos empíricos de 

modificação da equação de Rausch não eram satisfatórios ao nível teórico.  

2.3. A Treliça Espacial com Ângulo Variável de Hsu e Mo 

2.3.1. Considerações Gerais  

O modelo teórico mais consensual, com o objectivo de unificar o dimensionamento à torção, 

é o modelo de treliça espacial com ângulo variável (MTEAV). 

Lampert e Thurlimann em 1969 [38] utilizaram o modelo de treliça de uma forma mais 

generalizada. Estes autores assumiram que o ângulo de inclinação das escoras de betão podia 

desviar-se de 45º e que a teoria da plasticidade poderia ser aplicada aos elementos de betão 

armado. Assim, foi possível explicar o facto de que as armaduras (transversal e longitudinal) 

podiam entrar em cedência, mesmo se estas não respeitavam o princípio da igualdade de 

volume. Como o ângulo das escoras de betão podia afastar-se de 45º, os autores designaram a 

sua teoria de Modelo de Treliça com Ângulo Variável (MTEAV). Foram derivadas três equações 

de equilíbrio que incorporam o ângulo variável das escoras de betão, o qual era determinado 

pela magnitude relativa das forças de cedência nas armaduras transversais e longitudinais. No 

entanto, no processo de dimensionamento, este ângulo podia ser escolhido de modo a se 

conseguir a máxima economia nas áreas de armadura transversal e longitudinal, desde que 

garantidas as condições em serviço.  

Lampert e Thurlimann em 1969 [38], ao estudar a deformação de vigas sujeitas à torção, 

verificaram que as superfícies inicialmente planas das vigas transformavam-se numa 

superfície hiperbólica após a deformação por torção. Por este motivo, uma escora diagonal de 

betão sofreria flexão em adição à compressão. Os autores derivaram duas condições de 

compatibilidade, a partir de considerações geométricas, uma relacionando a curvatura de 

flexão da escora de betão com o ângulo de torção da viga e outra relacionando a mesma 

curvatura com a extensão máxima de compressão à superfície da referida escora.  
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O MTEAV foi estudado por Elfgren em 1972 [21] que observou que este modelo era análogo à 

teoria do campo de tracções apresentado por Wagner em 1929 [53] para uma viga em perfil 

metálico de alma fina. Após ocorrer a encurvadura da alma por corte, uma viga metálica 

comporta-se como uma treliça, a alma absorve apenas tensões de tracção na direcção 

diagonal. Por analogia, numa viga de betão armado é assumido que a alma, após fissuração, 

absorve apenas tensões de compressão. Elfgren designou a sua teoria de Teoria do Campo de 

Tensões de Compressão. A equação derivada pelo autor para determinar este ângulo foi 

baseada na teoria da plasticidade.  

A teoria de Lampert e Thurlimann e a teoria de Elfgren podem ser designadas de Teoria da 

Plasticidade do Campo de Tensões de Compressões, que é a base do método exacto do código 

modelo europeu desde 1978 (MC 78 [16]). 

Collins em 1973 [17] desenvolveu de uma forma diferente o MTEAV. Em vez de utilizar a 

teoria da plasticidade, o referido autor usou a compatibilidade de deformações no modelo de 

treliça. O autor derivou uma equação de compatibilidade com o objectivo de determinar o 

ângulo do campo de tensões de compressão que permitiu estabelecer as condições de 

deformação utilizando o círculo de Mohr. A teoria de Collins pode ser designada de Teoria da 

Compatibilidade do Campo de Compressões. 

Para caracterizar o comportamento do betão à compressão nas escoras é necessário introduzir 

a Curva ! − !, tendo em conta o softening effect, no MTEAV. Hsu e Mo em 1985 [31][32] 

resolveram este problema.  

As vantagens do MTEAV podem ser resumidas da seguinte forma:  

• A teoria fornece um conceito claro de como uma viga de betão armado resiste à 

torção pura após a fissuração; 

• O efeito do pré-esforço pode ser incluído de uma forma lógica no equilíbrio da 

treliça; 

• O MTEAV prevê a deformação de uma viga à torção ao longo do historial da carga; 

• O método fornece uma boa previsão da resistência de vigas à torção quando 

comparada com os resultados de ensaios experimentais.  

2.3.2. Formulação do MTEAV para Vigas de Betão Armado 

As equações básicas de equilíbrio para a torção utilizando o MTEAV são, em parte, derivadas a 

partir do modelo de treliça plano aplicado ao caso do problema de esforço transverso em 

vigas. É considerado o equilíbrio de uma viga de betão armado de alma fina sujeita à acção 

combinada do esforço transverso e da flexão, assumindo um modelo de treliça como o 

ilustrado na Fig.11 (a).  
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O equilíbrio de um elemento da viga A de comprimento !!!"#$% (Fig.11 (a) e (b)), após 

decomposição da força de corte ! nas forças ! (dividida entre a armadura longitudinal 

superior e inferior, com valor !
!
= !"#$%&

!
) e ! (absorvida pelas escoras diagonais de betão, com 

valor ! = !
!"#$

), conduz ao estabelecimento da seguinte equação para o cálculo da tensão nas 

escoras diagonais de betão, !!: 

!! =
!

!!! !"#!
= !

!!! !"#! !"#!
                                                 (5) 

onde: 

 ! - espessura da parede. 

 

Figura 11 – Análise de uma viga com base no método de treliça plana [27] 

Para o cálculo das forças nas armaduras longitudinais, é necessário tem em conta que, em 

adição à força !/2 provocada pela força de corte ! na corda superior e inferior, o momento 

! provoca um força ±!/!! na face esquerda e de ±(! + !!!!"#$%)/!! na face direita do 

elemento A (Fig.11 (b)). Ao efectuar a soma, as forças na corda superior e inferior, !! e !!, 

são: 

!!
!"# = − !

!!
+ !

!
!"#$%                                                  (6) 

!!
!"# = !

!!
+ !

!
!"#$%                                                     (7) 

!!!"# = − !
!!
− !

!
!"#$%                                                   (8) 
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!!!"# =
!
!!
+ !

!
!"#$%                                                     (9) 

A força da armadura transversal é obtida efectuando um corte horizontal no elemento de viga 

A (Fig.11 (c)). O equilíbrio horizontal do corpo livre resultante implica a existência de uma 

força horizontal !"#$%& na superfície de corte, que pode ser decomposta em duas forças, ! e 

!!!!!"#$% sendo esta última uniforme na armadura transversal por unidade de comprimento, 

!!. A partir do triângulo de forças superior ilustrado na Fig.11 (c) e sendo !! = !!!!/! vem: 

!!!! = !"#$ <=>   !!!! = ! !
!!
tan!                                   (10) 

O ângulo das bielas de betão, !, encontra-se governado pela relação entre o volume de 

armadura longitudinal e transversal, não sendo necessariamente igual a 45º.  

A Fig.12 apresenta um modelo de treliça espacial com ângulo variável para uma viga com 

secção rectangular vazada, sujeita à torção pura. A secção é armada com quatro barras de 

canto idênticas e cintas espaçadas uniformemente (!). 

Na Fig.12 (a), na secção transversal interior pode observar-se duas forças: as forças nas barras 

longitudinais de canto e as forças nas escoras diagonais com um ângulo ! em relação ao eixo 

longitudinal da viga. A resultante das forças constitui o fluxo de corte ! no plano da secção 

transversal. Este fluxo de corte, circulatório e constante, é induzido por um momento torsor 

aplicado e tem o valor de: 

! = !
!!!

                                                         (11) 

O parâmetro !! é a área limitada pela linha média do fluxo de corte (Fig.12 (b)), sendo esta 

assumida como coincidindo com a linha média da parede com espessura !. 

 

Figura 12 – Viga com secção rectangular vazada sujeita à torção pura [27]  
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O efeito de uma força de corte actuando numa parede recta de uma viga com secção vazada 

é idêntico ao de uma força de corte a actuar na alma de uma viga regular. Considerando !! a 

altura da parede, a força de corte na parede recta é ! = !!! e a força longitudinal na 

armadura de uma parede é ! = !"#$%& = !!!!"#$% (Fig.11). Ao definir !! = !! como sendo 

o perímetro da linha média do fluxo de corte, a força total nas barras longitudinais da secção 

!" = !!!!, onde !! e !! representam a área total e a tensão da armadura longitudinal, 

respectivamente, obtém-se:  

!" = ! = !!!!"#$% = !!!!                                        (12) 

Introduzindo !  da Eq.11 na equação anterior vem: 

!!!! =
!!!
!!!

!"#$%                                                 (13) 

A força em cada ramo da cinta pode ser derivada a partir da Eq.10 com ! = !/!! e inserindo 

a Eq.11, então: 

!!!! = !×! tan! = !×!
!!!

tan!                                           (14) 

A área de uma barra transversal é representada por !! e a respectiva tensão por !!. 

A tensão na escora diagonal de betão obtém-se utilizando a Eq.5 simultaneamente com a 

Eq.11:  

!! =
!

! !"#! !"#!
= !

!!!! !"#! !"#!
                                    (15) 

As Eqs.11, 13, 14 e 15 constituem as quatro equações básicas de equilíbrio para a torção no 

MTEAV. Estas também são válidas para secções rectangulares cheias, tendo Hsu em 1968 [24] 

observado que a resistência última experimental de uma viga com secção cheia é semelhante 

ao de uma viga com secção vazada com dimensões exteriores, material, quantidade e 

disposição de armaduras iguais. O núcleo de betão não é efectivo aquando da rotura, sendo o 

momento torsor resistido principalmente pela casca exterior do elemento.  

Se a armadura longitudinal e transversal entrarem em cedência (!! = !!" e !! = !!"), as Eqs.13 

e 15 estabelecem o equilíbrio da treliça para o momento torsor resistente último.  

A geometria que resulta da flexão de uma escora de betão encontra-se ilustrada na Fig.13 (a) 

para a parede superior de uma viga com secção vazada sujeita à torção. A parede é ilustrada 

pela superfície plana OABC ao nível médio do fluxo de corte !. A linha diagonal OB (Fig.13 

(b)) representa uma escora com ângulo de inclinação !, em relação à direcção longitudinal.  
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Ao impor à viga caixão um ângulo de torção Ɵ, o lado CB roda para a posição CD com ângulo 

Ɵ!!!"#$% (Fig.13 (b)). A superfície OADC é um parabolóide hiperbólico e a escora de betão OD 

fica curva. De modo a obter a curvatura da escora, a superfície parabólica hiperbólica é 

traduzida pela equação do deslocamento !: 

! = Ɵ!"                                                      (16) 

 

Figura 13 – Flexão de uma escora de betão na parede de uma viga em caixão sujeita à torção 

[27] 

A inclinação da escora de betão pode ser obtida derivando a Eq.16 em relação a !, segundo a 

direcção da escora diagonal: 

!"
!"
= !"

!"
!"
!"
+ !"

!"
!"
!"
= Ɵ! cos! + (Ɵ!) sin!                             (17) 

A curvatura da escora, !, é dada pela segunda derivada de !  em relação a !: 

! = !!!
!!!

= Ɵ sin! cos! + Ɵ cos! sin! = Ɵ sin 2!                      (18) 

Devido à flexão da escora de betão é possível que ocorram tracções junto à face inferior, 

sendo que, nestas condições, a área da escora deve ser desprezada no cálculo. Apenas a área 

da escora em compressão, com profundidade, !! (valor determinado pelas equações de 

equilíbrio e propriedades do bloco de tensões), é considerada efectiva. Assumindo uma 

distribuição de extensões linear, a extensão máxima de compressão à superfície, !!", é: 

!!" = !!!                                                          (19) 

As Eqs.18 e 19 são as duas equações de compatibilidade para a flexão das escoras de betão 

devido à torção.  
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Figura 14 – Distribuição das extensões e tensões na escora de betão [27] 

O diagrama das tensões ao longo da profundidade efectiva !! da escora de betão (Fig.14) 

deve ser baseado numa Curva ! − ! para o betão comprimido na direcção principal de 

compressão tendo em conta o softening effect. De modo a compreender o método usado para 

incorporar a Curva ! − ! no MTEAV, considere-se uma versão simplificada da Curva ! − ! 

proposta por Vecchio e Collins em 1981 [51] apresentada na Fig.15. A referida curva foi 

proposta a partir dos resultados do ensaio de placas de resistência normal ao corte.  

 

Figura 15 – Curva ! − ! para o betão tendo em conta o softening effect [51] 

A Curva ! − ! apresentada na Fig.15 é traduzida pelas seguintes equações: 

!! = !!! 2
!!
!!

− ! !!
!!

!
  !"  !! ≤ !!                                   (20) 

!! = !! 1 − !!   !"  !! > !!                                          (21) 

! = !!!!!
!!   !"#!

                                                       (22) 

! = !!!!!
!!!!!!

                                                            (23) 

onde: 

 η - relação ente as forças resistentes nas armaduras na direcção longitudinal e 

transversal; 
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 !! - extensão na armadura transversal / extensão na direcção transversal. 

O parâmetro !!! representa a resistência à compressão uniaxial do betão obtida em provetes 

cilíndricos padrão e !! é a extensão correspondente. Os parâmetros !! e !! representam a 

extensão longitudinal e diagonal da placa, respectivamente. 

O coeficiente empírico 1/! traduz o efeito da fissuração diagonal (softening effect) que reduz 

a resistência do betão comprimido nas escoras a partir do valor padrão, !!!  para !!! = !!!/!, 

bem como a extensão correspondente !! para !! = !!/!. Por isso, 1/! é denominado de factor 

ou coeficiente de redução (softening parameter).  

Para calcular a tensão média do diagrama de tensões de compressão na escora B e a sua 

resultante C, é fundamental calcular o coeficiente !! (quociente entre a tensão média e o 

pico de tensão, Fig.14). Este coeficiente pode ser calculado integrando as Eqs.20 e 21 

numericamente ou analiticamente. As expressões matemáticas são (onde !! = !!/!): 

!! = ! !!"
!!
− !!

!
!!"
!!

!
  !"#"  !!" ≤ !!/!                               (24) 

!! = 1 − !
!!!! ! 1 − !

!
!!
!!"

+ !
!!!! !

!!"
!!

1 − !
!
!!"
!!

  !"#"  !!" > !!/!           (25) 

As Figs.16 (a) e (b) representam o processo de integração para a obtenção do coeficiente !!: 

 

Figura 16 – Integração da Curva ! − ! para o betão comprimido nas escoras [4]  

Quando a viga atinge a rotura, a profundidade do diagrama de tensões de compressão pode 

ser obtida através da Eq.15, considerando ! = !!   ,!! =
!!!!!

!
  !  ! = !!: 
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!! =
!!

!!! !!!!!/! !!"! !"#!
                                                 (26) 

Usualmente, assume-se que a linha média do fluxo de corte se encontra a meia profundidade 

do diagrama de tensões (Fig.14) e, consequentemente, o perímetro da linha média do fluxo 

de corte, !!, e a área limitada pela mesma linha média, !!, podem ser obtidos por: 

!! = !! − 4!!                                                   (27) 

!! = !! −
!!
!
!!                                              (28) 

onde !! é o perímetro exterior da secção transversal e !! é a área da secção transversal 

limitada pelo mesmo perímetro.  

O MTEAV permite calcular, também, a evolução dos vários parâmetros caracterizadores do 

estado das vigas ao longo de todo o historial de carga a partir de um método computacional, 

uma vez que este modelo é não linear e contém uma série de variáveis interdependentes 

inicialmente desconhecidas. Assim, é necessário recorrer a um procedimento iterativo de 

cálculo.  

Para determinar a curva teórica ! − Ɵ com base no MTEAV são necessárias três equações de 

equilíbrio para calcular o momento torsor !, a espessura efectiva !!  e o ângulo ! das bielas de 

compressão. O momento torsor é calculado pela Eq.15 com ! = !!: 

! = 2!!!!!! sin! cos!                                             (29) 

O ângulo ! pode ser obtido por substituição de ! a partir da equação anterior na Eq.13 ou 14: 

!"#!! = !!!!
!!!!!!

, !"                                                      (30) 

!"#!! = !!!!
!!!!!

                                                           (31) 

Somando as equações, a espessura efectiva, !!, é: 

!! =
!!!!
!!!!

+ !!!!
!!!

                                                          (32) 

As Eqs.29, 30 (ou 31) e 32 constituem as três equações de equilíbrio do MTEAV. 

As equações para determinar as extensões na armadura transversal (!!) e longitudinal (!!) e o 

ângulo de torção (Ɵ) podem ser obtidas utilizando as Eqs.18 e 19: 

!
!
= !! + !! !"#$%                                                      (33) 
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!
!
= !! + !! tan!                                                          (34) 

Ɵ = !!
!!!

!                                                                (35) 

As Eqs.33 e 34 são derivadas a partir do círculo de Mohr para o estado de deformação de um 

elemento de um painel sujeito ao corte [27]. A Eq.35 é proveniente da teoria do tubo fino de 

Bredt [13], onde ! = !/! (! - módulo de distorção) é uma constante e !! = !" é o perímetro 

da linha média do fluxo de corte. Substituindo a Eq.34 na Eq.35, esta última na Eq.18 e por 

último a Eq.18 na Eq.19, vem: 

!!" =
!!!!!
!!

!! + !! tan!   sin!   !"#$                                      (36) 

A extensão da armadura na direcção transversal pode ser obtida substituído !! a partir da 

Eq.29 na Eq.36 e considerando !! = !!"/2 (Fig.14): 

!! =
!!!!!

!!!   !"#!
− !

!
!!"                                                     (37) 

A extensão da armadura na direcção longitudinal é: 

!! =
!!!!!

!!!"#$%&
− !

!
!!"                                                   (38) 

Eliminando ! a partir das Eqs.18 e 19, o ângulo de torção é dado por: 

Ɵ = !!"
!!! !"#! !"#!

                                                         (39) 

As Eqs.37, 38 e 39 constituem as três equações de compatibilidade do MTEAV.  

2.3.3. Implementação das Relações !− ! e Cálculo da Curva !− Ɵ 
A tensão nas escoras diagonais de betão, !!, é definida como sendo a tensão média de um 

diagrama de tensões de compressão não uniforme (Fig.14): 

!! = !!!!!!!                                                         (40) 

Na equação anterior, !! é o factor de redução para as tensões para ter em conta o softening 

effect. 

Os parâmetros A, B, e C correspondentes ao pico de tensão, à tensão média e à resultante do 

diagrama de tensões (Fig.14), são obtidos a partir de: 

! = !!!!!                                                          (41) 
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! = !!!!!!!                                                       (42) 

! = !!!!!!!!!                                                    (43) 

Nas equações anteriores, o parâmetro !! representa o quociente entre a tensão média e o 

pico de tensão do diagrama de tensões na escora de betão (Fig.14), sendo obtido, para cada 

extensão !!", a partir da integração das equações que descrevem a Curva ! − ! para o betão 

comprimido nas escoras. Para definir matematicamente a Curva ! − ! existem diferentes 

propostas de vários autores, tal como foi observado por Costa em 2005 [19]. Tal facto ilustra 

a dificuldade em escolher qual a relação mais apropriada. Refere-se que em 2010, Andrade 

[4] efectuou um estudo exaustivo no sentido de avaliar, utilizando o MTEAV e realizando 

análises comparativas com resultados experimentais, qual a relação ! − ! para o betão 

comprimido nas escoras mais apropriada para o caso da torção. Neste estudo foi também 

englobada a classe das vigas de alta resistência.  

No que se refere às armaduras ordinárias e de pré-esforço traccionadas, é necessário 

incorporar no modelo as expressões matemáticas das suas relações ! − ! e para as quais 

existem também várias propostas, desde relações ! − ! bilineares estabelecidas 

uniaxialmente até relações médias não lineares tendo em conta o stiffening effect. Andrade 

em 2010 [4] também incorporou o estudo destas relações nas suas análises. 

Com base nas equações expostas ao longo das Secções 2.3.1 e 2.3.2 e tendo por base o 

exposto anteriormente nesta secção, é possível estabelecer métodos iterativos, na forma de 

simples algoritmos, para a construção da curva teórica ! − Ɵ. Nesses métodos, são 

usualmente tomadas como parâmetros desconhecidos !!", !!, !! e !!, sendo habitual no início 

seleccionar !!"  e estimar os restantes parâmetros. Os valores finais obtidos em cada iteração 

para estes mesmos parâmetros são comparados com os inicialmente tomados, constituindo 

este procedimento o critério de convergência. Seleccionando sucessivos valores para !!" e 

repetindo o cálculo do algoritmo é possível calcular pares de valores (Ɵ;!) para traçar 

integralmente a curva teórica ! − Ɵ. A rotura teórica da viga é geralmente definida impondo 

extensões convencionais de rotura para os materiais (betão e aço das armaduras). A título 

ilustrativo, a Fig.17 ilustra o diagrama de fluxo com a estrutura exemplificativa de um 

algoritmo para o cálculo da curva teórica ! − Ɵ, para uma viga de betão armado à torção e 

para o caso genérico em que devem ser atribuídos valores iniciais para ambos os factores de 

redução !! e !!. 
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Figura 17 – Exemplo de um diagrama de fluxo para o cálculo da Curva ! − Ɵ para vigas de 

betão armado [4] 
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2.4. O Modelo de Comportamento Global de Bernardo e Lopes 

2.4.1. Considerações Gerais 

Tendo por base as limitações do MTEAV referidas na secção 2.3.1, Bernardo e Lopes em 2008 

[11] definiram um modelo teórico global com vista à previsão do comportamento de vigas 

sujeitas à torção mediante o traçado das curvas de comportamento ! − Ɵ em todas as suas 

fases comportamentais. A aproximação teórica realizada foi dividida por fases, cada uma 

delas identificando-se com uma fase particular do comportamento das vigas à torção 

retratada na Fig.6 ilustrada no Capítulo 1, secção 1.4. Cada fase foi apresentada com o 

recurso a uma dada teoria que foi devidamente comprovada após uma análise paramétrica 

baseada em abundantes resultados experimentais, designadamente: 

 - Fase 1: análise elástico-linear em regime não fissurado (Estado I); 

 - Fase 2b: análise elástico-linear em regime fissurado (Estado II); 

 - Fase 3: análise não linear. 

Após a caracterização de cada fase, os autores deliberaram critérios de transição entre as 

diversas teorias para a construção da Curva ! − Ɵ final, permitindo a comparação com 

resultados experimentais e validar o modelo. 

2.4.2. Modelação da Zona Comportamental 1 

Desenvolvendo algumas correcções, Bernardo e Lopes [11] usaram diferentes teorias base 

para caracterizar o comportamento à torção de uma viga na fase não fendilhada (Estado I), 

designadamente: a teoria da St. Venant [48], a teoria da flexão enviesada de Hsu [23] e a 

teoria do tubo fino de Bredt [13]. Numa das correcções foi necessário utilizar um factor 

minorativo para o cálculo da rigidez de torção segundo a teoria da elasticidade, em virtude 

de, imediatamente antes de atingir a fissuração, os ensaios experimentais mostrarem que a 

queda de rigidez de torção nas vigas de betão armado é já cerca de 20 a 40 % em relação ao 

valor elástico [14]. 

Tendo por base uma análise comparativa com resultados experimentais, Bernardo e Lopes 

[11], assim como também posteriormente Andrade em 2010 [4], mostraram que o momento 

torsor de fissuração para vigas com secção cheia ou vazada podia ser calculado de forma 

razoável com base na Teoria do Tubo Fino de Bredt [12]. Para tal, os autores usaram uma 

formulação variante proposta por Hsu e Mo em 1985 [31] baseada na teoria original de Bredt e 

aplicável a vigas de betão armado com secção rectangular vazada (!!! em psi, !   em in. e !! 

em in.2): 

!!" = 2!!! 2,5 !!!                                                  (44) 



Modelação Teórica de Vigas de Betão Armado com Secção Rectangular Vazada à Torção com base no 
SMMT 
 

 29 

A área limitada pelo perímetro exterior da secção é dada por !! e ! representa a espessura da 

parede de secção vazada. A Eq.44 pode ser aplicada no caso de secções rectangulares, onde 

! = 1,2!! !! em que !! (em in.) é o perímetro exterior da secção transversal [27]. 

A Eq.44 é formulada em função de uma determinada percentagem do designado módulo de 

rotura do betão, !!, que deve constituir uma medida da sua resistência à tracção em torção. 

O cálculo deste módulo de rotura é feito por correlação com a resistência à compressão do 

betão. Hsu em 1968 [23] propôs o módulo de rotura para a torção !! = 21 1 + 10/!! !!!
! , 

valido para ! ≥ 4  in (10,2cm). Ao realizar análises comparativas baseadas nos resultados de 

ensaios com vigas de alta resistência, Bernardo em 2003 [10] observou que a Eq.44 

sobrestimava o momento torsor de fissuração das vigas analisadas entre 15% a 20%. Devido a 

esta observação, e após realizar um estudo de correlação com base nos resultados 

experimentais utilizados, Bernardo propôs multiplicar a referida equação, por um factor 

minorativo de 0,85 quando !!" > 50 MPa (!!" corresponde ao valor característico da 

resistência do betão à compressão). 

A observação experimental mostra que a presença de armaduras atrasa ligeiramente a 

fissuração. Em 1968, Hsu [25] propôs a seguinte equação empírica para o cálculo do momento 

torsor de fissuração efectivo !!",!": 

!!",!" = (1 + 4!!"!)!!"                                                (45) 

A percentagem total de armadura de torção, !!"!, é calculada através da soma das 

percentagens de armadura longitudinal (!!) e transversal (!!), calculadas a partir de: 

!! =
!!
!!

                                                            (46) 

!! =
!!!
!!!

                                                           (47) 

onde: 

 !! - área total de armadura longitudinal; 

 !! - área de um ramo da cinta transversal; 

 !! - área da secção transversal limitada pelo perímetro exterior (incluindo a parte 

oca); 

 ! – espaçamento longitudinal entre cintas; 

 ! – perímetro da linha média das cintas. 
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A rotação unitária correspondente a !!", em unidades !"#/!, é obtida através da equação: 

Ɵ!"
! =

!!",!"
!!
!                                                       (48) 

onde: 

 !!! - rigidez de torção (Estado I) minorada:  !!! = !(!")!; 

 (!")! - rigidez de torção (Estado I) calculada pela teoria da elasticidade; 

 ! – factor minorativo (! ≈ 0,7); 

 ! – módulo de distorção: ! = !!/ 2 1 + !  (sendo !! o módulo de elasticidade do 

betão e ! ≈ 0,2 o coeficiente de Poisson para o betão); 

 ! – factor de rigidez de torção. 

O factor minorativo ! tem em conta que, conforme verificado por observações experimentais 

[14], antes de ser atingida a fissuração, a queda de rigidez é já cerca de 20 a 40 % em relação 

ao valor elástico. O valor de ! = 0,7 foi proposto por Bernardo e Lopes [11] tendo por base 

análises comparativas com bastantes resultados experimentais. 

Para secções rectangulares, o factor de rigidez de torção ! é calculado pelas equações: 

! = !!!! (secção cheia)                                            (49) 

! = 4!!ℎ/! (secção vazada)                                         (50) 

em que: 

 !, ! – menor e maior dimensão da secção cheia, respectivamente (Fig.18); 

 ! – Coeficiente de St. Venant; 

 ! – área limitada pela linha média da parede da secção vazada (! = !!!!, em que !! e 

!! representam a menor e maior dimensão da linha média da parede, respectivamente 

(Fig.18)); 

 ! - perímetro da linha média da parede da secção vazada: ! = 2!! + 2!! (Fig.18); 

 ℎ – espessura da parede da secção vazada. 
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Figura 18 – Parâmetros geométricos para uma secção rectangular cheia e vazada [10] 

A Figura seguinte ilustra a parte da Curva ! − Ɵ que corresponde à Zona I da Fig.6 (ilustrada 

no Capitulo 1, secção 1.4), cuja curva pode ser aproximada a uma recta que une a origem do 

referencial (0; 0) ao ponto (Ɵ!"
! ;!!",!"). 

 

Figura 19 – Curva teórica ! − Ɵ para a fase elástico-linear em regime não fissurado (Estado I) 

[10] 

2.4.3. Modelação da Zona Comportamental 2.b 

Para a fase comportamental em estudo nesta secção, Bernardo e Lopes [11] assumiram que a 

Curva ! − Ɵ podia ser aproximada a uma recta, cuja inclinação era definida pela rigidez de 

torção após a fissuração ((!")!!). Para calcular esta última, os autores utilizaram uma 

expressão proposta por Hsu em 1973 [26] que foi derivada considerando que, nesta fase, a 

viga podia ser assimilada a um tubo de betão armado. A validade desta analogia foi 

comprovada por Hsu por intermédio de resultados de ensaios experimentais que mostraram 

que o comportamento torsional pós-fissuração não é afectado pelo núcleo de betão da 

secção. O referido autor combinou a teoria de Bredt para tubos de parede fina [13] com a 

analogia da treliça espacial de Rausch (Secção 2.2.) para simular o elemento após a 

fissuração. 

A partir do equilíbrio e da compatibilidade de deformações de uma célula básica da treliça 

espacial, constituída por uma escora diagonal de betão e pelos varões das armaduras 
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envolventes, Hsu derivou a seguinte equação para o cálculo da rigidez de torção pós-

fissuração para vigas com secção rectangular: 

!" !! = !!!!!!!!!"

!!!!! ! !!"#
!!!!! !!

!
!!
! !
!!

                                          (51) 

onde: 

 !!, !! – menor e maior dimensão externa das cintas rectangulares, referida aos eixos 

dos varões, respectivamente (Fig.18); 

 !! – módulo de elasticidade das armaduras; 

 ! – coeficiente de homogeneização: ! = !!/!!; 

 !! - módulo de elasticidade do betão; 

 ℎ – espessura da parede do tubo equivalente de betão armado. 

As Eqs.46 e 47 permitem calcular a taxa de armadura longitudinal !! e transversal !!, 

respectivamente.  

Os três termos constituintes do denominador da Eq.51 representam, sequencialmente, as 

contribuições para a rigidez pós-fissuração das escoras de betão, da armadura longitudinal e 

da armadura transversal. 

Para introduzir a espessura ℎ na Eq.51, Hsu propôs a adopção de uma espessura efectiva, ℎ!, 

baseada em resultados experimentais. O autor observou que a relação adimensional ℎ!/! era 

aproximadamente proporcional à taxa total de armadura !! + !! : 

ℎ! = 1,4 !! + !! !                                                         (52) 

A Fig.20 ilustra a parte da Curva ! − Ɵ correspondente à fase elástico-linear em regime 

fendilhado (Zona 2.b da Fig.6 ilustrada no capítulo 1, secção 1.4). Essa curva, aproximada a 

uma recta com um declive correspondente à rigidez de torção em estado fissurado ( !" !!), 

terá início no ponto (Ɵ!"
!! ;!!") e acaba no ponto onde a viga começa a evidenciar um 

comportamento não linear (devido à cedência de pelo menos uma das armaduras de torção ou 

devido à não linearidade do comportamento do betão à compressão nas escoras). 

O prolongamento inferior da recta na Fig.20 intersecta o eixo das ordenadas num 

determinado ponto, cujo conhecimento permite definir a posição, no referencial, da recta de 

comportamento em estudo. Hsu estabeleceu, igualmente a partir de resultados 
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experimentais, que a ordenada na origem do referido ponto podia ser obtida a partir de !!!, 

sendo ! um coeficiente e !! um momento torsor dado por (!!! em psi, ! e ! em in): 

!! =
!!!
!
2,4 !!!                                                           (53) 

Com base na observação experimental, Hsu conseguiu relacionar o parâmetro ! com ℎ/!, 

tendo estabelecido: 

! = 0,57 + 2,86  ℎ/!                                                     (54) 

Para uma secção cheia, ! = 2 uma vez que ℎ/! = 0,5. 

A relação ! − Ɵ pós-fissuração pode então ser expressa através da expressão: 

! = !!! + !" !!Ɵ                                                     (55) 

 

Figura 20 – Curva teórica ! − Ɵ para a fase elástico-linear em regime fendilhado (Estado II) 

[10] 

Para as vigas de alta resistência (!!"   >   50 MPa), uma vez que o cálculo de !!, através da 

Eq.53 depende de uma percentagem do módulo de rotura, Bernardo em 2003 [10] propôs, à 

semelhança do efectuado para o Estado I para o cálculo do momento torsor de fissuração, 

multiplicar a Eq.53 pelo factor 0,85. 

Apesar do carácter semi-empírico do modelo de Hsu de 1973 [26] para caracterizar o Estado 

II, Bernardo em 2003 [10] e Bernardo e Lopes em 2008 [11] verificaram que este modelo se 

ajusta bastante bem com as observações experimentais, incluindo com os resultados de vigas 

de alta resistência. 

2.4.4. Modelação da Zona Comportamental 3 

Bernardo e Lopes [11] assumiram que, a partir do momento em que pelo menos uma das 

armaduras de torção entra em cedência ou quando o betão comprimido nas escoras entra 
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numa fase de comportamento não linear, deixa de ser válida a análise elástico-linear em 

regime fendilhado (Estado II) descrita na secção 2.4.3. Para caracterizar o comportamento 

não linear de uma viga de betão armado à torção os referidos autores utilizaram o MTEAV 

tendo em conta o softening effect. Com base neste modelo, os referidos autores calcularam 

integralmente a Curva ! − Ɵ, considerando-a válida apenas a partir dos pontos anteriormente 

referidos. 

A Fig.21 ilustra esquematicamente a parte considerada "válida" da curva teórica ! − Ɵ, 

calculada com base no MTEAV, para duas situações prováveis de ocorrer em termos de rotura 

da viga. A Fig.21 (a) ilustra o caso em que pelo menos uma das armaduras de torção entra em 

cedência antes da rotura do betão comprimido nas escoras (rotura do tipo dúctil). Para este 

caso, a região considerada válida do MTEAV começa no ponto onde ocorre a cedência das 

armaduras (! = !!). A Fig.21 (b) ilustra o caso em que as armaduras não entram em cedência 

(rotura do tipo frágil). Para este caso, a validade do MTEAV começa no ponto onde o nível de 

tensões de compressão no betão nas escoras seja tal que a viga passe a evidenciar um 

comportamento não linear. O ponto de perda de linearidade, identificado com ! = !!" na 

Fig.21 (b), foi definido por Bernardo e Lopes com base em critérios explicados na Secção 

2.4.5. 

 

Figura 21 – Traçado teórico da fase não linear da Curva ! − Ɵ [11]  

A rotura teórica da viga é definida com base nas extensões convencionais de rotura 

habitualmente usadas para os materiais (betão e aço das armaduras). Assim, foi considerado 

que a rotura da viga à torção ocorre quando a extensão máxima de compressão à superfície 

das escoras de betão (Fig.14), !!", alcança o seu valor convencional de rotura (!!") ou quando 

a extensão de tracção nas armaduras de torção, !!, alcança o seu valor convencional de 

rotura (!!"). Para tais valores, Bernardo e Lopes [11] adoptaram o disposto no código europeu 

EC2 [41]. 
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2.4.5. Critérios de Transição entre as Várias Fases Comportamentais 

Uma vez que as várias fases comportamentais foram modeladas separadamente com recurso a 

modelos teóricos diferentes, Bernardo e Lopes [11] assumiram critérios para realizar a 

transição entre as respectivas Curvas ! − Ɵ previstas pelos modelos para construir 

integralmente a curva de comportamento. 

A Fig.22 (a) ilustra o traçado da curva teórica ! − Ɵ na transição entre as fases elástico-linear 

em regime não fendilhado e fendilhado (Zonas 1 e 2 da Fig.6) para as vigas com secção cheia, 

para as quais a observação experimental aponta em geral a existência de um patamar 

horizontal de transição. Para as vigas com secção vazada, visto não ser em geral observado o 

referido patamar horizontal de transição, Bernardo e Lopes [11] assumiram que a recta 

correspondente à fase elástico-linear em Estado II deverá sempre começar no ponto de 

coordenadas (ƟƟ!"! ;T!"). Para este caso, a Fig.22 (b) ilustra a necessária translação da curva 

! − Ɵ para a fase elástico-linear em regime fendilhado de modo a respeitar a premissa 

anterior. Bernardo e Lopes verificaram, com base em análises comparativas com resultados 

experimentais, que a translação necessária !Ɵ = Ɵ!"
!! − Ɵ!"

!  para vigas com secção vazada 

mostrou ser sempre muito pequena, validando o critério. 

 

Figura 22 – Transição entre as zonas 1 e 2: (a) secção cheia, (b) secção vazada [11] 

As Figs.23 e 24 mostram o traçado da curva teórica ! − Ɵ na transição entra as fases elástico-

linear em regime fendilhado e não linear (Zonas 2 e 3 da Fig.6) para as duas situações 

possíveis de ocorrer no que se refere ao tipo de rotura: rotura do tipo dúctil e rotura do tipo 

frágil, respectivamente.  

Como o cálculo da Curva ! − Ɵ na fase não linear foi realizada com base no MTEAV, Bernardo 

e Lopes [11] esperavam que as rotações calculadas para a fase comportamental última seriam 
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sobrestimadas. Esta hipótese conduziu os referidos autores à escolha dos critérios de 

transição ilustrados nas Figs.23 e 24. 

Para as vigas com rotura do tipo dúctil (Fig.23), a metodologia adoptada por Bernardo e Lopes 

[11] consistiu em deslocar horizontalmente para a esquerda a curva teórica ! − Ɵ 

correspondente à análise não linear (unicamente o troço correspondente à pós-cedência das 

armaduras) segundo o eixo das rotações e de um valor igual à translação necessária !Ɵ, 

unindo-se assim à curva da fase elástico-linear em Estado II no ponto correspondente à 

cedência das armaduras. Este deslocamento da curva da fase não linear provoca uma pequena 

redução das rotações respectivas (!Ɵ), o que podia ser entendido, segundo os referidos 

autores como uma pequena correcção das rotações.  

 

Figura 23 – Transição entre as fases 2 e 3: rotura dúctil [11] 

Para as vigas com rotura do tipo frágil (Fig.24), Bernardo e Lopes definiram um novo critério 

para localizar o limite superior de validade da curva elástico-linear em Estado II. Os autores 

fizeram corresponder esse limite ao ponto, correspondente a um determinado momento 

torsor a calcular, a partir do qual se verifique que o declive da curva não linear passe a ser 

superior ao da curva elástico-linear. Esse ponto encontra-se identificado na Fig.24 com o 

momento torsor !!, correspondendo-lhes duas rotações: Ɵ!
!! e Ɵ!. A diferença entre estas 

rotações, !Ɵ, corresponderá ao deslocamento horizontal para a esquerda que a curva não 

linear, no seu troço acima do Ponto A, terá de sofrer, para que tal ponto seja comum às duas 

curvas. 
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Figura 24 – Transição entre as fases 2 e 3: rotura dúctil [11]  

Nos casos ilustrados nas Figs. 23 e 24, os critérios adoptados foram sempre no sentido de, 

quando necessário, deslocar unicamente no sentido das rotações a curva não linear, em 

detrimento da curva elástico-linear cuja posição não é alterada. Esta escolha não é arbitrária, 

devendo-se essencialmente ao facto dos autores esperarem que as rotações correspondentes 

à curva não linear estarem um pouco sobrestimadas devido ao facto do MTEAV assumir um 

estado plenamente fendilhado desde o início do carregamento. Além disto, a validade da 

teoria usada para o cálculo do posicionamento da curva elástico-linear (fase 2) foi confirmada 

por Hsu em 1973 [26] com base em resultados experimentais. 

A hipótese das rotações correspondentes à curva não linear estarem um pouco sobrestimadas 

foi comprovada experimentalmente por Bernardo e Lopes, embora o nível de sobrestimação 

se tenha revelado em geral bastante baixo. Tal também foi confirmado pelos autores 

mediante os valores calculados para a translação da curva !Ɵ, a qual era sempre em geral 

baixa em todos os casos analisados pelos autores. Desta forma, o deslocamento da curva teve, 

no geral, pouco impacto nas rotações finais. 

Apesar do carácter arbitrário dos critérios de transição, Bernardo e Lopes [11] confirmaram a 

validade do seu modelo global proposto com base em análises referentes à construção de 

curvas teóricas ! − Ɵ e à sua comparação com as respectivas curvas experimentais de vigas 

ensaiadas e cujos resultados foram encontrados na literatura.  

2.5. O MTEAV modificado por Andrade 

2.5.1. Considerações Gerais 

Com o objectivo de implementar um procedimento de cálculo baseado apenas no MTEAV para 

prever o comportamento global de vigas à torção, Andrade em 2010 [4] modificou o MTEAV de 

forma a tentar adaptá-lo à fase comportamental pré-fissuração, introduzindo algumas 

correcções no formalismo original do modelo. As correcções foram feitas com o objectivo de 
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manter, na generalidade, a estrutura da formulação do MTEAV bem como a metodologia de 

cálculo. Tal modelo global, comparativamente ao anteriormente apresentado e proposto por 

Bernardo e Lopes [11] pode assim ser considerado mais consistente do ponto de vista teórico. 

2.5.2. Modelação da Zona Comportamental 1 

Para corrigir a formulação original do MTEAV para a modelação da fase pré-fissuração ou 

Estado I (zona comportamental 1 da Fig.6), Andrade em 2010 [4] estabeleceu primeiro que o 

limite de validade dessa fase comportamental (momento torsor de fissuração) podia ser 

calculado tendo por base a teoria do tubo fino de Bredt [13] com base no disposto na Secção 

2.4.2 e tal como adoptado também por Bernardo e Lopes [11]. 

Andrade optou por tentar calcular a rigidez de torção em Estado I directamente com base no 

MTEAV. O objectivo era que o MTEAV conseguisse simular posteriormente a passagem da viga 

do Estado I para o Estado II. Tal passagem deve-se à perda instantânea da rigidez da viga 

devido à fissuração do betão. Para tal, o modelo teórico devia incorporar de alguma forma, 

na sua formulação, a contribuição do betão traccionado no Estado I. Se tal fosse conseguido, 

a passagem do Estado I para o Estado II poderia ser facilmente simulada pela perda 

instantânea dessa contribuição no modelo. 

Neste sentido, Andrade decidiu que as modificações a realizar na formulação do MTEAV 

deveriam ser no sentido de repor o estado não fendilhado da secção, mediante a 

consideração de toda a secção de betão traccionado como sendo efectiva. Além disso, o 

núcleo de betão nas vigas com secção cheia devia ser incorporado, particularmente para o 

cálculo da rigidez. 

Em primeiro lugar, para manter a consistência com as hipóteses formuladas para o 

estabelecimento do MTEAV, Andrade definiu uma secção vazada equivalente também para a 

fase pré-fissuração (Fig.25). Para as vigas com secção cheia, o autor seguiu as recomendações 

do ACI 318R-05 [2] que, ao adoptar também a teoria do tubo fino de Bredt para o cálculo do 

momento torsor de fissuração, especifica a consideração de uma espessura equivalente (ℎ!") 

de parede igual a 0,75!!"  /  !!!, sendo !!" a área limitada pelo perímetro exterior da secção e 

!!" o perímetro exterior da secção. Para as vigas com secção vazada, Andrade adoptou o 

mesmo critério, com a ressalva de que a espessura equivalente deve ser inferior ou igual à 

real, adoptando a espessura real caso esta condição seja violada. Tal espessura equivalente 

foi usada para calcular algumas propriedades da secção, não sendo esta atribuída ao 

parâmetro !! (valor de cálculo da espessura das escoras) cujo valor será calculado de acordo 

com a formulação geral do MTEAV a partir das condições de equilíbrio e de compatibilidade 

do modelo para cada incremento de deformação !!" em estudo. 

Assumindo que na fase comportamental em estudo a existência de armaduras não condiciona 

o posicionamento da linha média do fluxo de corte, Andrade definiu !! (área limitada pela 
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linha média do fluxo de corte) como sendo a área limitada pela linha média da parede 

equivalente (para as vigas com secção vazada adoptou o mesmo critério com a ressalva de 

que se a área fosse superior à real adoptar-se-ia a área real) e !! (perímetro da linha média 

do fluxo de corte) o perímetro dessa mesma área: 

!! = ! − ℎ!" ! − ℎ!"                                                (56) 

!! = 2 ! − ℎ!" + 2 ! − ℎ!"                                            (57) 

 

Figura 25 – definição da secção vazada equivalente para o Estado I [4] 

Apesar de na fase comportamental em estudo, em virtude das armaduras terem uma pequena 

influência, ser habitual considerar para as trajectórias dos campos de tensões um ângulo de 

! = 45°, Andrade assumiu que o ângulo das escoras de betão era uma variável a ser calculada 

pelo MTEAV para cada incremento de deformação !!". 

Na sua formulação original, o MTEAV, ao estabelecer o equilíbrio na direcção longitudinal e 

transversal, admite que as respectivas forças são absorvidas apenas pelas armaduras 

longitudinais e transversais na fase comportamental em estudo. Andrade contabilizou o betão 

traccionado nas referidas direcções, optando por homogeneizar a secção na direcção 

longitudinal e transversal, tomando como espessura de betão participativo juntamente com 

as armaduras o correspondente à espessura equivalente (ℎ!") anteriormente definida. Uma 

vez que as equações de equilíbrio originais do MTEAV estão escritas em função das forças nas 

armaduras (!! !!  para as armaduras longitudinais e !!  !!/! para as armaduras transversais), a 

área de betão considerado participativo foi “transformado” em área equivalente de aço. 

Desta forma, designando por !!,!"!  e !!,!"!  a força longitudinal total e a força transversal total 

distribuída (tendo em conta a participação do betão traccionado), respectivamente, vem: 

!!,!"! = !!!!! = !! + !!!",!" !!                                           (58) 

!!,!"! = !!!!!/! = !! + !!!",!" !!/!                                      (59) 

!!",!" = !" − (! − ℎ!") ! − ℎ!"                                           (60) 
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!!",!" = !ℎ!"                                                        (61) 

Nas equações anteriores, ! = !!/!! é o coeficiente de homogeneização, !!! e !!! são as áreas 

de aço homogeneizadas na direcção longitudinal e transversal, respectivamente, !!",!" e !!",!" 

são as áreas equivalentes de betão considerado “participante” para a armadura longitudinal 

total e para uma unidade da armadura transversal. 

A definição das áreas de betão participativas para o cálculo das forças totais de equilíbrio na 

direcção longitudinal e transversal e as respectivas forças nessas direcções encontra-se 

ilustrada na Fig.26 (a) e (b), respectivamente. 

 

 

Figura 26 – Forças totais para o equilíbrio na direcção longitudinal e transversal [4] 

A necessidade de considerar as forças totais na direcção longitudinal e transversal tal como 

anteriormente definido obriga a que os parâmetros !!  e ! sejam considerados variáveis de 

cálculo pois a utilização do método de cálculo iterativo e do respectivo formalismo original do 

MTEAV conduz a que os parâmetros anteriormente definidos continuam a depender das 

referidas forças. A atribuição de valores constantes aos parâmetros !!  e ! implicaria a não 

consideração das forças referidas. 

Tendo por base o exposto anteriormente e a formulação geral do MTEAV, Andrade formulou 

um novo algoritmo para o cálculo dos pontos da curva teórica ! − Ɵ para a fase 

comportamental 1 (Estado I), implementando-o computacionalmente. Para tal, escolheu 

relações matemáticas não lineares ! − ! adequadas para caracterizar o comportamento do 

betão comprimido nas escoras e das armaduras traccionadas. 

Para considerar a participação do núcleo de betão nas secções cheias ou do eventual betão 

interior “sobrante” para as secções vazadas para o cálculo da rigidez, Andrade optou por, 

sem alterar o conceito do modelo de cálculo assumido (tubo equivalente), “somar” à rigidez 

de torção da secção vazada equivalente a rigidez à torção do seu núcleo ou betão interior, 

recorrendo assim ao conceito de sobreposição de efeitos. Esta rigidez suplementar foi 

calculada através da teoria da elasticidade [48]. Para calcular as dimensões correspondentes 
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ao núcleo de betão (secções cheias) e ao eventual betão interior (secções vazadas), Andrade 

começou por definir tais dimensões a partir das dimensões exteriores da secção real, às quais 

deve ser subtraída duas vezes a espessura equivalente (Fig.27 (a)). Nesta hipótese não é 

considerada a existência de sobreposição entre a secção equivalente considerada no modelo 

de cálculo e o núcleo de betão, sendo assumido que o tubo equivalente e o núcleo se 

encontram “desligados”, o que não corresponde à realidade. Após várias simulações e 

análises comparativas com resultados experimentais Andrade verificou que tal opção não era 

adequada. Para corrigir este situação, Andrade adoptou um segundo critério que consistiu em 

sobrepor a secção real e o núcleo (ou betão interior) até à linha média do fluxo de corte, 

considerada a uma profundidade de ℎ!" 2 medida do exterior (Fig.27 (b)). Tal opção mostrou 

ser mais adequada do que o primeiro critério. 

 

Figura 27 – Definição das dimensões exteriores no núcleo e do betão interior [4] 

2.5.3. Modelação da Transição da Zona Comportamental 2.a 

A modelação da subzona 2.a (Fig.6), utilizando o método do MTEAV modificado de acordo 

com o exposto anteriormente, tem como premissa básica o facto do betão fissurar. Assim, 

após ser atingido o momento torsor de fissuração, Andrade [4] considerou que, de forma 

instantânea, deixa de ser contabilizada a participação do betão traccionado na direcção 

longitudinal e transversal para o equilíbrio do modelo. Desta forma, as equações de equilíbrio 

do modelo de treliça ficam novamente escritas apenas com as forças nas armaduras ordinárias 

(!! !! para as armaduras longitudinais e !!!!/! para as armaduras transversais). 

!!,!"! = !!!!                                                         (62) 

!!,!"! = !!!! !                                                      (63) 

Teoricamente, o desaparecimento da participação do betão traccionado mantendo o mesmo 

nível de carregamento da viga, correspondente ao momento torsor de fissuração, provoca um 
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incremento instantâneo da rotação observado experimentalmente para as vigas com secção 

cheia. Nas vigas com secção vazada as observações experimentais não mostram a existência 

do referido incremento. Para estas vigas, Andrade assumiu a não existência da subzona 2.a. 

Bernardo em 2003 [10] mostrou que o núcleo das secções cheias influencia o comportamento 

das vigas em Estado II, especialmente a rigidez de torção. Desta forma, Andrade assumiu a 

influência do núcleo no procedimento de cálculo para modelar a subzona 2.a, ou seja, o 

núcleo continua a influenciar o comportamento da viga, designadamente a rigidez, aquando 

da passagem para o estado fendilhado. 

Uma vez que a viga se encontra agora no estado fendilhado, a espessura da escora de betão é 

definida pelo parâmetro !! cujo valor é calculado de acordo com a formulação do MTEAV. 

Desta forma, os parâmetros !! (área limitada pela linha média do fluxo de corte) !! 

(perímetro da linha média do fluxo de corte) voltam a ser definidos em função de !!, 

assumindo que a linha média do fluxo coincide com a linha média de uma parede com 

espessura !!. 

A Fig.28 ilustra a passagem do Estado I para o Estado II de acordo com a metodologia 

adoptada por Andrade. Como pode ser observado na Fig.28, a subzona 2.a aparece 

“naturalmente”, correspondendo assim a um patamar horizontal, com momento torsor 

constante e igual a !!", e limitado num intervalo de deformações Ɵ!"
! ≤ Ɵ ≤ Ɵ!"

!!  . O valor de 

Ɵ!"
!  corresponde à abcissa do ponto de intersecção entre o patamar horizontal para !   =   !!"  e 

o MTEAV modificado por Andrade (com a participação do betão à tracção). O valor de Ɵ!"
!!  

corresponde à abcissa do ponto de intersecção entre o patamar horizontal para !   =   !!" e o 

MTEAV tendo em conta a influência do núcleo de betão (ou betão interior) na rigidez de 

torção. 

 

Figura 28 – Modelação Teórica da Subzona 2.a da Curva ! − Ɵ (vigas com secção cheia) [4] 
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2.5.4. Modelação da Zona Comportamental 2.b e 3 

Depois de a viga atingir o momento torsor de fissuração, esta entra no estado fendilhado e, 

por isso, o MTEAV, passaria a ser válido. Tendo por base análises comparativas com 

numerosos resultados experimentais, Andrade verificou que a Curva ! − Ɵ teórica, calculada 

com base no MTEAV para a Fase b, e particularmente para as vigas com secção cheia, 

encontra-se deslocada para a direita em relação à curva experimental. Este desfasamento é 

maior para os níveis mais baixos de carregamento na fase de comportamento 2.b, tendendo a 

diminuir à medida que a viga caminha para a sua fase comportamental última. Tal observação 

é aceitável dado que o MTEAV assume um estado plenamente fendilhado desde o início do 

carregamento, o que não corresponde à realidade. A observação de maiores desvios para as 

vigas com secção cheia foi justificado por Andrade pelo facto do modelo de treliça espacial 

com ângulo variável desprezar por completo qualquer influência do núcleo de betão na 

rigidez de torção pós-fissuração, sendo que na realidade, e como já foi referido 

anteriormente, tal influência existe na realidade. 

As observações de Andrade permitem caracterizar, no geral, os desvios observados entre as 

Curvas !  –   Ɵ teórica e experimental de acordo com a Fig.29 (a). Deste modo e tendo em 

conta os resultados para as fases comportamentais anteriores, Andrade optou por corrigir a 

Curva !  –   Ɵ calculada com base no MTEAV para aproximar os resultados teóricos aos 

experimentais. Tal correcção deveria incidir particularmente no troço da Curva !  –   Ɵ 

correspondente à Fase 2b (Fig.6). 

Andrade teve por base as conclusões de Bernardo e Lopes, que verificaram no seu modelo que 

a translação !Ɵ era em geral pequena na transição entre as fases comportamentais 2b e 3. 

Assim, Andrade escolheu, como critério de correcção, manter fixo todos os pontos da curva 

teórica !  –Ɵ, obtida com o MTEAV, localizados à direita do ponto de coordenadas (Ɵ!; !!), e 

proceder ao ajustamento da mesma curva teórica !  –   Ɵ desde o ponto correspondente ao 

início do comportamento em estado fendilhado (Fase b da Fig.6), ponto com coordenadas 

(Ɵ!"
!! ;   !!"), até ao ponto referido anteriormente (Ɵ!; !!). A coordenada Ɵ!"

!!  é determinada 

com base no MTEAV modificado. A correcção é feita apenas no eixo das rotações dado que as 

previsões teóricas obtidas com base no MTEAV para os diferentes níveis de momentos torsores 

são bastante boas. Recorde-se que o MTEAV é estabelecido com a premissa de que a viga se 

encontra extensivamente fendilhada logo desde o início do carregamento. Tal premissa, 

associada à não incorporação de qualquer influência do núcleo de betão para as vigas com 

secção cheia, constitui muito provavelmente a causa da maior dificuldade do MTEAV prever 

correctamente as rotações com o mesmo grau de precisão obtido para os níveis últimos dos 

momentos torsores. Segundo Andrade, este aspecto justifica a opção referida anteriormente 

em proceder ao ajustamento apenas das rotações na fase comportamental 2.b. 
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A metodologia escolhida pelo autor para proceder à correcção da curva teórica !  –   Ɵ para a 

fase b encontra-se ilustrada na Fig.29 (b), sendo considerada válida para vigas com secção 

vazada e para vigas com secção cheia. De acordo com a Fig.29 (b), a rotação obtida através 

do MTEAV e correspondente ao momento torsor de fissuração (!!") é corrigida mediante uma 

translação !Ɵ!" de forma a coincidir com o valor de Ɵ!"
!! . Entre a rotação correspondente a !!" 

(que sofre a correcção anterior) e a rotação Ɵ! correspondente a !! (que não sofre 

correcção), as rotações são corrigidas simplificadamente com base na variação linear 

ilustrada no triângulo das translações da Fig.29 (b). 

 

Figura 29 – Desvios entre as Curvas !  –   Ɵ experimental e teórica e correcção (Zona 2.b) [4] 

Como foi mencionado anteriormente, uma vez que os desvios entre a Curva !  –   Ɵ teórica e 

experimental para a zona 2.b são maiores para as vigas com secção cheia, o método de 

correcção anteriormente apresentado tem maiores repercussões para este tipo de vigas. Do 

ponto de vista físico, o método de correcção ilustrado na Fig.29 (b) pode ser entendido, 

segundo Andrade, como uma forma simples e indirecta de entrar com a influência no núcleo 

de betão na rigidez de torção entre os pontos extremos de coordenadas (Ɵ!"
!! ;   !!") e (Ɵ!; !!). 

Tal influência é considerada máxima para o primeiro ponto, considerando-se uma variação 

linear entre os mesmos. 

Tendo por base numerosos resultados experimentais, Andrade [4] verificou que o critério de 

correcção das rotações anteriormente descrito é bastante adequado. 

2.6. Notas Finais  
Os estudos do comportamento à torção de vigas de betão armado conduziram a duas teorias 

principais, as quais influenciaram significativamente a regulamentação internacional sobre 

esta problemática.  

Dadas as hipóteses assumidas para o estabelecimento do MTEAV, designadamente a não 

consideração da resistência à tracção do betão e o assumir de um estado plenamente 
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fendilhado da viga desde o início do carregamento, este modelo fornece boas previsões do 

comportamento à torção apenas para a fase última comportamental tendo sido comprovado 

através da observação experimental. Para baixos níveis de carregamento, o MTEAV mostra-se 

bastante inadequado. 

Tendo em conta a limitação do MTEAV, Bernardo e Lopes [11] desenvolveram um modelo que 

reúne várias teorias, designadamente a analogia da treliça espacial para a fase pós-

fissuração, para caracterizar cada fase comportamental das vigas à torção. Para construir a 

curva teórica ! − Ɵ foi necessário os autores estabelecerem alguns critérios de transição. 

Apesar da base um pouco empírica para o estabelecimento dos referidos critérios, Bernardo e 

Lopes [11] confirmaram a validade do seu modelo global comparando as curvas teóricas ! − Ɵ 

obtidas com numerosos resultados experimentais. No entanto, o facto do modelo global 

incorporar tais critérios bem como teorias diferentes torna este modelo teoricamente não 

satisfatório. 

O MTEAV modificado de Andrade [4], que incluiu relações constitutivas recentes e 

comprovadas para os materiais (incluindo o softening effect e o stiffening effect), constitui 

uma tentativa para generalizar o MTEAV a todo o domínio comportamental de uma viga à 

torção. Este modelo foi testado comparando as previsões do comportamento global obtidas 

com os resultados experimentais de diversos autores, tendo o autor comprovado a validade do 

mesmo e tendo demonstrado níveis de previsão idênticos aos obtidos pelo modelo de 

Bernardo e Lopes [11]. Ainda que no MTEAV haja a necessidade de utilizar um critério de 

correcção para as rotações em Estado II e não apresente previsões adequadas para o 

momento torsor de fissuração, tal modelo pode ser considerado mais aceitável do que o 

proposto por Bernardo e Lopes, constituindo assim um avanço na procura do estabelecimento 

de um modelo evolutivo único baseado no MTEAV para caracterizar todas as fases 

comportamentais das vigas à torção. 
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Capítulo 3 
 

Modelo de Membrana para Elementos de Betão 

Armado Sujeitos à Torção 
3.1. Considerações gerais  
Desde a evolução do modelo treliça por Ritter [47] e Mörsch [40] para o betão armado sujeito 

ao corte, muitos modelos teóricos para elementos membrana foram desenvolvidos e 

aperfeiçoados. Os modelos racionais que satisfazem o equilíbrio, compatibilidade e não 

linearidade das relações constitutivas incluem: a teoria do campo de compressões 

(Compression Field Theory – CFT) [18][50], o modelo de treliça com ângulo variável (Rotating-

Angle Softened Truss Model – RA-STM) [42][9][43] e o modelo de treliça com ângulo fixo 

(Fixed-Angle Softened Truss Model – FA-STM) [43][34]. O modelo de membrana (Softened 

Membrane Model – SMM) [35] considera o efeito de Poisson em estado fendilhado 

caracterizado por duas relações Hsu/Zhu [56]. Este modelo prevê na totalidade as curvas 

carga-deformação, incluindo os ramos ascendente e descendente e também os resultados 

antes e pós-fissuração.  

Utilizando o modelo de membrana para o corte desenvolvido por Hsu e Zhu, foi possível obter 

um novo modelo de membrana para elementos sujeitos à torção (Softened Membrane Model 

for Torsion – SMMT) capaz de prever a Curva ! − Ɵ, incluindo as respostas em fase pré e pós-

fissurada, assim como os tramos pré e pós-rotura. Neste novo modelo são necessárias duas 

modificações nas relações constitutivas de modo a considerar o gradiente de extensão (strain 

gradient), provocado pelos momentos na estrutura de betão na zona de fluxo de corte. O 

gradiente de extensão aumenta a força de tracção do betão e diminui as razões Hsu/Zhu.  

Jeng e Hsu [37] publicaram um artigo onde realçam as boas previsões do modelo SMMT para 

os valores do momento torsor de fendilhação, o momento torsor máximo e os respectivos 

valores das rotações. No entanto os autores apresentam análises comparativas apenas para 

vigas de betão armado de secção cheia sujeitas à torção. 

3.2. Equações de Equilíbrio  
Quando um elemento prismático de betão armado é sujeito a um momento torsor externo (!) 

como ilustrado na Fig.30 (a), esta mesma acção é suportada por uma acção interna formada 

por um fluxo de corte !. Este fluxo de corte ocupa a zona de fluxo de corte [28][29] com uma 

espessura efectiva !!. O elemento A na zona de fluxo de corte está sujeito a uma tensão de 

corte (Fig.30 (b)). No plano de equilíbrio deste elemento segundo o SMM [35], devem ser 

satisfeitas três equações algébricas que podem ser descritas através da seguinte matriz: 
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!!   !!  !!" ! = ! !! !!!   !!!   !!"! ! + !!!!       !!!!      0 !                             (64) 

onde: 

 !! , !! – tensão normal na direcção longitudinal e transversal, respectivamente; 

 !!" – tensão tangencial de corte na direcção longitudinal e transversal; 

 !! - Ângulo entre a direcção de aplicação da tensão de compressão (direcção 2) e a a 

direcção da armadura longitudinal (direcção l); 

 !!!, !!! – Tensão normal média do betão segundo a direcção 1 e direcção 2, 

respectivamente; 

 !!"!  – tensão tangencial média do betão nas coordenadas 1 – 2. 

A matriz de transformação ! !!  é dada é dada por: 

! !! =
!! !! 2!"
!! !! −2!"
−!" !" !! − !!

                                              (65) 

onde ! = cos !! , ! = sin !! . Em torção pura, o elemento A está sujeito ao corte puro com 

!! = !! = 0 e !! = 45°. Aplicando a teoria do tubo fino de Bredt, é usada uma quarta equação 

[13] para descrever o equilíbrio ao longo da secção. 

! = 2!!! = 2!!!!!!"                                                      (66) 

!! = !! − 0,5!!!! + !!!                                                    (67) 

!! = !! − 4!!                                                            (68) 

 

Figura 30 – Secção de betão armado sujeita à torção: (a) fluxo de corte da secção; (b) estado 

de tensão do elemento A [37] 
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3.3. Equações de Compatibilidade  
No plano de compatibilidade do elemento A sujeito ao corte (Fig.30 (b)) devem ser satisfeitas 

três equações [35] expressas por: 

!!     !!     !!" 2 ! = ! !! !!    !!     !!" 2 !                                       (69) 

onde: 

 !!" – distorção média nas coordenadas l – t das armaduras; 

 !! – extensão na direcção 2; 

 !! - extensão na direcção 1; 

 !!" - tensão média de corte na direcção 2 e 1. 

A quarta e a quinta equação de compatibilidade são [29]: 

! = !!
!!!

!!"                                                             (70) 

! = � θsin 2!!                                                           (71) 

Deve ser mencionado que a Eq.69 foi inicialmente expressa em relação ao ângulo de rotação 

! em teorias anteriores [29]. Como a equação é derivada exclusivamente da geometria, a 

mesma mantém-se quando o ângulo !  é substituído pelo ângulo fixo !!.  

Na Eq.69, a curvatura ! resulta numa distribuição não uniforme de extensões ou num 

gradiente de extensão ao longo da espessura !! (diagrama triangular da Fig.31 (a)). O 

gradiente de extensão é ilustrado na Fig.31 (a) através do diagrama triangular de extensão 

nas duas direcções principais. Tal como nas teorias do ângulo de rotação, a distribuição da 

extensão assume-se como linear e a profundidade da zona de compressão na estrutura 

assume-se como a espessura da zona de fluxo de corte !!. Então, vem: 

!! =
!!!
!

                                                              (72) 

A extensão uniaxial média !! relaciona-se com a máxima extensão uniaxial !!! na superfície 

através de !! = !!! 2 [29].  

Substituindo e alterando as Eqs.68-70 e as equações para calcular !! e !! da secção 

rectangular, é possível obter a expressão para calcular a espessura efectiva !! da zona de 

fluxo de corte: 
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!! =
!

! !!!
× !! 1 + !

!
− 1 + !

!

!
!!! − 4! ! + 4 !!                              (73) 

onde 

! = !!!!
!!" !"#!!!

= !!!
!!" !"#!!!

                                                     (74) 

As Eqs.71 e 72 são derivadas para simplificar a solução do algoritmo evitando uma série de 

ciclos de cálculo iterativos para !!. 

 

Figura 31 – Flexão da escora e do tirante: (a) Estado de tensão e deformação; (b) Superfície 

parabolóide hiperbólica [37] 

3.4. Relações entre Extensões Biaxiais e Uniaxiais  
As relações entre extensões biaxiais e uniaxiais foram apresentadas por Hsu e Zhu [35] de 

modo algébrico. Essas relações são dadas por: 

!!  , !!  , !!" 2 ! = ! !!  , !!  , !!" 2 !                                      (75) 

onde [!] é a matriz de conversão  
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! =

!
!!!!"!!"

!!"
!!!!"!!"

0
!!"

!!!!"!!"

!
!!!!"!!"

0
0 0 1

                                             (76) 

e 

 !! - extensão uniaxial média na direcção 1. 

E as extensões uniaxiais nas direcções longitudinal e transversal são dadas por: 

!!   , !!  , !!" 2 ! = ! !! !!  , !!  , !!" 2 !                                 (77) 

As razões Hsu/Zhu !!" e !!" propostas por Zhu e Hsu [56] para elementos membrana de betão 

armado sujeitos ao corte e são calculadas a partir das seguintes expressões: 

!!" = 0,2 + 850!!"   para    !!" ≤ !!                                 (78) 

!!" = 1,9   para   !!" > !!                                             (79) 

!!" = 0                                                           (80) 

onde: 

 !!" – Extensão média uniaxial da armadura ordinária que atinge em primeiro a 

cedência, tendo em conta as razões Hsu/Zhu. 

3.5. Relação Constitutiva do Betão à Compressão  
Tal como no modelo de membrana, a relação ! − ! de compressão do betão [54] é aplicada e 

ilustrada na Fig.32 (a). O coeficiente de redução ! na Fig.32 (a), que representa a redução da 

tensão de compressão do betão, é expressa em função de três variáveis: a extensão de 

tracção !! na direcção principal, a resistência do betão !!! e o ângulo de desvio !. Este último 

parâmetro representa o ângulo entre a direcção principal e a direcção de aplicação do 

carregamento e é dado por: 

2! = tan!! !!"/ !! − !!                                           (81) 

No modelo de treliça com ângulo variável (RA-STM) para a torção [29], um factor de tensão 

médio, !!, é usado no cálculo da tensão média de compressão em estruturas de betão.  

!!! = !!!!!!!                                                       (82) 

O factor de tensão médio !!! é obtido integrando as equações da Fig.32 (a): 
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!!! =
!!!
!!!

− !!! !

! !!! !   para  !!!
!!!

≤ 1 

= 1 − !!!
!!!!

− !!!!!!! !

!!!! !!!!!!! !   para !!!
!!!

> 1                          (83) 

 

Figura 32 – Relações constitutivas dos materiais: (a) betão à compressão [37] 

3.6. Relação Constitutiva do Betão à Tracção 
Nas diversas teorias para a torção [18][30][33][6][39][22], a tensão de tracção é ignorada. 

Nenhum destes modelos consegue prever o momento torsor de fendilhação, !!", ou a rigidez 

dos troços pré e pós-fissuração da resposta ! − Ɵ. Esta limitação é ultrapassada no SMMT, 

uma vez que incorpora este efeito.  

O elemento A da Fig.30 está sujeito a um estado biaxial de tensão no plano de deformação. O 

elemento de betão é esquematicamente ilustrado na Fig.31 (a) com a hipótese de uma 

distribuição normal de extensão. A flexão da escora e do tirante cria uma parábola 

hiperbólica à superfície, ilustrado na Fig.31 (b) [29]. A curvatura ! da curva OD é a segunda 

derivada de ! segundo a direcção principal de compressão (direcção 2) e foi relacionado com 

o ângulo de rotação Ɵ e o ângulo fixo !! através da Eq.69. Simultaneamente numa direcção, 

pode ser derivada a curvatura !  da curva AC como sendo a derivada de ! segundo a direcção 

principal de tracção (direcção 1). 

! = !!!
!!!

= −� sin 2!! = −!                                         (84) 

Esta curvatura ! produz a distribuição de extensões de tracção e tensões no betão na zona de 

fluxo de corte como mostra a Fig.31 (a). Assumindo que a curvatura ! resulta numa 

distribuição linear da extensão de tracção ao longo da espessura efectiva !! para a zona de 

tracção, tal como para a zona de compressão, a máxima extensão de tracção !!! pode ser 

calculada por: 
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!!! = !!!                                                       (85) 

A extensão média de tracção uniaxial !! está relacionada com a máxima extensão de tracção 

!!! à superfície através de !! = !!! 2. 

As relações constitutivas para o betão à tracção podem agora ser estabelecidas. Da mesma 

forma como para a relação ! − ! de compressão, é necessário definir um factor médio de 

tensão para introduzir a relação constitutiva de tracção do betão. Para distinguir a relação de 

compressão da relação de tracção, o símbolo ‘c’ é anexado ao factor !! nas Eqs.82 e 83 para 

o betão à compressão e o símbolo ‘t’ é anexado ao factor !! para o betão à tracção. Assim: 

!!! = !!!!!"                                                       (86) 

onde !!! é definido como a razão da tensão média à tracção com o pico de tensão !!". Tal 

como !!!, o factor !!! pode ser obtido por integração das equações que definem a relação 

! − ! do betão à tracção: 

!!! =
!!!
!!!"

   para  !!!
!!"

≤ 1 

= !!"
!!!!

+ !!" !,!

!!!(!,!)
!!! !,! − !!" !,!    para !!!

!!"
> 1        (87) 

onde: 

 !!"  - extensão de rotura do betão. 

Jeng e Hsu [37] descobriram, mediante análises comparativas com resultados experimentais, 

que a tensão de rotura do betão à tracção (!!") e o módulo de elasticidade do betão (!!) de 

Belarbi e Hsu eram demasiado pequenos quando aplicados a problemas de torção. Os autores 

verificaram que !!" e !! de Belarbi e Hsu eram cerca de metade dos valores experimentais. 

Jeng e Hsu [37] explicaram esta observação como sendo o efeito do gradiente de extensão. O 

modelo de membrana dos autores foi baseado em testes realizados em painéis sujeitos ao 

corte com extensão uniforme ao longo da espessura. Para ter em conta o efeito do gradiente 

de extensão, !!" e !! para a torção devem ser multiplicados por um factor de 1,45. Este valor 

foi obtido tendo por base a calibração do SMMT para baixos níveis de carregamento mediante 

análises comparativas da resposta ! − Ɵ teórica com numerosos resultados experimentais 

relativos a vigas sujeitas à torção.  
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Figura 33 – Relações constitutivas dos materiais: (b) betão à tracção [37] 

3.7. Relações Constitutivas do Aço em Tracção no Betão 
A relação ! − ! média para os varões de aço em tracção envolvidos em betão é ilustrada na 

Fig.34. 

 

Figura 34 – Relações constitutivas dos materiais: (c) aço traccionado no betão [37] 

3.8. Relações Constitutivas do Betão ao Corte 
Jeng e Hsu [37] adoptaram um módulo de corte racional [57] para o SMMT de modo a 

relacionar a tensão de corte do betão com a extensão de corte (distorção). 

!!"! = !!
!!!!

!

! !!!!!
!!"                                                   (89) 

3.9. Algoritmo de Solução 
A solução do algoritmo proposto por Jeng e Hsu [37] para o SMMT constitui uma extensão do 

modelo SMM. Como critério de convergência, as duas primeiras equações de equilíbrio na 

Eq.64 são somadas e substituídas para obter as seguintes equações, usadas no processo de 

resolução: 
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!!!! + !!!! = !! + !! − !!! + !!!                                       (90) 

!!!! − !!!! = !! − !! − !!! − !!! cos 2!! − 2!!"! sin 2!!                 (91) 

3.10. Modificação da Razão Hsu/Zhu para a Torção 
As relações Hsu/Zhu propostas por Zhu e Hsu [56] foram obtidas através de testes em 

elementos membrana de betão armado sujeitos ao corte. O elevado valor (1,9) de !!" deve-se 

principalmente à extensa fissuração do betão. O elemento A para uma viga sujeita à torção 

(Fig.30) está sujeito a um momento fora do plano, resultando num gradiente de extensão na 

zona de fluxo de corte (Fig.31). Comparada com a tensão uniforme nos elementos membrana 

sujeitos ao corte, o gradiente de tensão nos suportes de vigas de betão armado sujeitos à 

torção deve diminuir a fissuração do betão e também diminuir a razão Hsu/Zhu !!" para a 

torção. É de referir que (!!")Torção seja a razão Hsu/Zhu para a torção, pode assumir-se que  

(!!")Torçao= ! ∙ (!!")!"#$%                                            (92) 

onde  (!!")!"#$% é a razão Hsu/Zhu proposta por Zhu e Hsu [56] para elementos membrana 

sujeitos ao corte uniforme e ! é o factor de redução.  

Foi realizado um estudo sistemático e compreensivo do factor de redução !, com todos os 

dados experimentais de torção e rotação, no qual resultou um valor óptimo ! = 0,8. Então, a 

razão Hsu/Zhu para o modelo SMMT pode ser traduzida como: 

!!" !"#çã! = 0,8 !!" !"#$%                                                 (93) 
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Figura 35 – Algoritmo de solução do modelo membrana para a torção (SMMT) [37] 
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3.11. Comparação do Modelo Membrana para a Torção (SMMT) 

com a Previsão Teórica para a Torção 
Jeng e Hsu [37] ao comparar os resultados experimentais com os resultados teóricos, 

observaram que o modelo SMMT consegue obter melhor resultados teóricos do que as 

previsões do modelo RA-STM em termos do estado último de tensão e respectivo ângulo de 

rotação.  

Na Fig.36 encontra-se representada a curva experimental ! − Ɵ para resultados 

experimentais e duas curvas analíticas ! − Ɵ previstas pelo modelo SMMT e o modelo RA-STM 

para a torção. É possível verificar que a principal superioridade do modelo SMMT em relação 

ao modelo RA-STM é a capacidade que o primeiro modelo tem de prever a zona pré-rotura e 

pós-rotura das curvas ! − Ɵ.  

 

Figura 36 – Comparação dos resultados analíticos obtidos pelos modelos SMMT e RA-STM com 

os resultados experimentais para a Curva ! − Ɵ [37] 

3.12. Notas Finais 
O novo modelo proposto, SMMT, é capaz de prever toda a resposta ! − Ɵ, incluindo a 

resistência à torção e a rotação correspondente, assim como o momento torsor de 

fendilhação e a respectiva rotação. Os resultados analíticos mostram-se próximos dos 

resultados experimentais. No entanto os autores, Jeng e Hsu [37], não apresentaram outros 

pontos chaves nem propriedades das curvas ! − Ɵ, nomeadamente o valor do momento torsor 

e respectiva rotação quando a armadura entra em cedência, a rigidez de torção em estado 

fendilhado e não fendilhado e ductilidade. Os autores fizeram apenas análises comparativas 

para vigas de secção cheia, excluindo as vigas de secção vazada argumentando que estas 

últimas possuem valores inferiores relativamente ao momento torsor de fendilhação e 
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respectiva rotação quando comparadas com os resultados dos mesmos parâmetros para vigas 

de secção cheia.  
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Capítulo 4 
 

Análise Comparativa 
4.1. Considerações Gerais  
No presente capítulo serão apresentados e comparados os resultados teóricos obtidos a partir 

do modelo SMMT com resultados experimentais relativos a vigas de secção vazada sujeitas a 

torção. Na totalidade apresentam-se resultados para 17 vigas com secção vazada de betão de 

normal e alta resistência. As principais características das referidas vigas estão apresentadas 

nesta secção na tabela 1. Os resultados teóricos foram obtidos a partir do modelo proposto 

por Jeng e Hsu [37] onde os valores de !!" e !! foram multiplicados por um factor de 1,45 de 

modo a ter em conta o efeito do gradiente de extensão. Foram também calculadas as curvas 

! − Ɵ para o modelo inicial proposto por Hsu [35] sem o factor de correcção de 1,45.  

Para traçar a curva teórica ! − Ɵ foi elaborada uma folha de cálculo baseada no modelo 

SMMT, onde foi necessário convergir os valores da distorção (!!") e da extensão na direcção 1 

(!!). Para ser possível convergir em tempo útil os pontos, em algumas das vigas, foi 

fundamental considerar o valor de !!" = 0 uma vez que verificou-se que desde o inicio do 

carregamento da viga os valores de !!" eram muito pequenos. 

A Fig.37 representa um exemplo de uma Curva ! − Ɵ obtida a partir do modelo SMMT de Jeng 

e Hsu [37].  

 

Figura 37 – Curva ! − Ɵ genérica obtida a partir do modelo SMMT  

As características das vigas de referência são apresentadas na tabela 1.  
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Tabela 1 – Características para a verificação das vigas de referência de betão armado [4] 

4.2. Zona Comportamental 1  
Inicialmente foi calculada a curva ! − Ɵ para as 17 vigas a partir do modelo de Jeng e Hsu 

[37]. Nesta fase da curva é importante retirar apenas os valores do momento torsor de 

fissuração, !!", a respectiva rotação, Ɵ!", e ainda o valor da rigidez de torção em Estado I, 

!!!. O cálculo destes valores é de relevante importância pois permite analisar a pertinência da 

correcção realizada por Jeng e Hsu (multiplicar os valores de !!" e !! por 1,45) para o caso de 

vigas de secção vazada. Esta correcção só afecta substancialmente o comportamento da viga 

no estado não fendilhado.  

O mesmo procedimento foi feito para calcular a curva ! − Ɵ mas sem considerar o efeito do 

gradiente de extensão, ou seja, sem realizar a correcção anteriormente referida.  

Após calculadas as curvas teóricas ! − Ɵ e por consequência os pontos fulcrais das mesmas, 

foram comparados os resultados teóricos com os experimentais. Os valores do momento torsor 

de fissuração !!", o respectivo valor de rotação Ɵ!" e o valor da rigidez de torção em Estado I 

!!! encontram-se registados na tabela 2.  
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Tabela 2 – Valores experimentais e teóricos de Ɵ!", !!" e !!! para o modelo SMMT com 

correcção e para o modelo SMMT sem correcção 

Na Figura 37 está representado o ponto correspondente ao momento torsor de fissuração !!" e 

o seu respectivo valor de rotação de torção Ɵ!". O declive deste troço da curva ! − Ɵ 

representa a rigidez elástica de torção ( !" ! ≡ !!!). Para o cálculo de !" !, a curva ! − Ɵ 

nesta fase pode ser aproximada a uma recta que tem início no ponto de coordenadas (0; 0) e 

termina no ponto de coordenadas (Ɵ!";!!"). Desta forma o !" ! será uma rigidez secante. 

Ao analisar a tabela 2 verifica-se que os valores teóricos de !!" para o modelo SMMT com 

correcção são relativamente elevados quando comparados com os experimentais, o contrário 

se verifica para o modelo SMMT sem correcção que substima o momento torsor de fissuração 

!!". Em relação ao valor da rotação Ɵ!", este é maior para o modelo SMMT sem correcção. 

Assim, a rigidez de torção em Estado I (!!!) é maior para o modelo SMMT com correcção uma 

vez que este valor é directamente proporcional ao momento torsor de fissuração !!" e é 

calculada através da fórmula !!! =
!!"
Ɵ!"

. Estes resultados mostram que em vigas de secção 

vazada o gradiente de extensão não é tão acentuado como em vigas de secção cheia.  

Ao analisar os valores referidos anteriormente, pensou-se numa solução para obter valores 

teóricos mais próximos dos valores experimentais para o modelo SMMT com e sem correcção. 

No gráfico 1 está representada a curva ! − Ɵ para uma das vigas de referência (A2 - Bernardo 

2003 [10]) calculada através do modelo SMMT com correcção e o modelo SMMT sem 

correcção, assim como a curva experimental. Verifica-se que o valor do momento torsor de 

fissuração (!!") dos dois modelos afasta-se do valor experimental, tal como já tinha sido 

referido e observa-se também que é apenas para esta fase da curva que os valores se 

distanciam consideravelmente. 
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Figura 38 – Curva ! − Ɵ para a viga A2 (Bernardo 2003 [10]) 

Este factor de correcção foi obtido através de uma análise dos valores médios para a relação 

!!",!"#/!!",!! do modelo SMMT com correcção e do modelo SMMT sem correcção (sem ter em 

conta o efeito do gradiente de extensão) de modo a achar um valor intermédio, 

especialmente para a zona comportamental 1. Posteriormente através de uma análise por 

semelhança de triângulos, chegou-se ao valor de 1,24. Este método para obter o factor de 

correcção é empírico, à semelhança do realizado por Jeng e Hsu [37] para vigas de secção 

cheia.  
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Tabela 3 – Valores médios para a relação !!",!"#/!!",!!   para o modelo SMMT com correcção e o 

modelo SMMT sem correcção 

 

Figura 39 – Semelhança de triângulos  

Assim: 

!,!"!!,!"
!!!,!"

= !!!,!"
!!!,!"

! = 1,24                                               (94) 
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Figura 40 – Curva ! − Ɵ para a viga A2 (Bernardo 2003 [10]) 

Depois de o valor do factor de correcção estar calculado e incorporado na folha de cálculo (os 

valores de tensão de rotura do betão à tracção (!!") e o módulo de elasticidade do betão (!!) 

foram multiplicados pelo factor de correcção de valor 1,24) foram obtidas as curvas ! − Ɵ 

para as referidas vigas. 
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Tabela 4 - Valores experimentais e teóricos de Ɵ!", !!" e !!! para o modelo SMMT com o factor 

de correcção ! = 1,24 

Como é possível observar na tabela 4 os valores teóricos obtidos a partir do modelo SMMT com 

o factor de correcção de 1,24 aproximam-se dos valores experimentais (relativamente ao 

valor de !!" e Ɵ!"). Verifica-se também que a curva ! − Ɵ para o modelo SMMT com ! = 1,24 

apresenta valores para a zona comportamental 2.b e 3 semelhantes aos valores dos modelos 

SMMT com correcção e SMMT sem correcção. Por este motivo, as comparações apresentadas 

ao longo deste capítulo para as zonas comportamentais indicadas irão apenas incidir sobre os 

modelos SMMT com correcção e sem correcção.  

Para os vários modelos e para cada uma das vigas são apresentados os valores da relação 

!!",!"#/!!",!! e !!,!"#! /!!,!!! . Finalmente, para cada uma das teorias são também apresentados o 

valor médio (!), o desvio padrão amostral (!) e o coeficiente de variação (!") para ambas as 

relações mencionadas.  
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Tabela 5 – Relação !!",!"#/!!",!! para o modelo SMMT com correcção, SMMT sem correcção e 

SMMT com factor de correcção ! = 1,24 
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Tabela 6 – Relação !!,!"#! /!!,!!!  para o modelo SMMT com correcção, SMMT sem correcção e 

SMMT com factor de correcção ! = 1,24 

Segundo a tabela 5 é possível verificar que os valores obtidos a partir do modelo SMMT de 

Jeng e Hsu com o factor de correcção de 1,24 apresenta previsões com menor dispersão 

(!" = 7,4%) tendo um valor médio de 1,03 para a relação !!",!"#/!!",!!. Para a relação 

!!,!"#! /!!,!!!  o modelo que apresenta melhor valor médio é o SMMT sem correcção (! = 1,01) no 

entanto o coeficiente de variação possui um valor elevado (!" = 68,3%) devido a relação 

!!,!"#! /!!,!!!  de algumas das vigas, nomeadamente as vigas D4, T2, T1 e VH1, ter valor bastante 

superior a 1. Uma vez que as rotações têm valores muito pequenos no Estado I, os resultados 

menos bons obtidos para a rigidez !!! com o modelo SMMT com ! = 1,24 perdem alguma 

importância.  

4.3. Zona Comportamental 2.b. 
Para o cálculo da rigidez de torção após fissuração (!!!!) foi tido em conta o princípio do 

modelo de Hsu [26] apresentada no capítulo 2, na secção 2.4.3. Segundo este modelo, a curva 

! − Ɵ pós-fissuração é aproximada a uma recta com um declive correspondente à rigidez de 

torção em estado fissurado, permitindo também calcular o valor da ordenada na origem (!!). 

O valor de !!!! permite avaliar a inclinação da curva ! − Ɵ no Estado II e o valor de !! permite 

avaliar a posição no gráfico da curva ! − Ɵ no Estado II. Estes valores foram obtidos através 

de uma regressão linear com os pontos que definem a referida curva.  
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Tabela 7 – Relação !!,!"#!! /!!,!!!!  para o modelo SMMT com correcção e SMMT sem correcção. 

A análise da tabela 7 mostra que, em termos de valor médio, a rigidez de torção em Estado II 

!!!! apresenta um valor óptimo (! = 1,03) para o modelo SMMT com correcção. No entanto o 

valor do coeficiente de variação global (!" = 19,5%) é o mais elevado dos três resultados, 

porém pode considerar-se que os resultados são ainda aceitáveis para ambos os modelos.  
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Tabela 8 – Relação !!,!"#/!!,!! para o modelo SMMT com correcção e SMMT sem correcção. 

Observando a tabela 8, verifica-se que as previsões da ordenada na origem !! para o modelo 

SMMT com correcção apresentam valores médios óptimos (! = 1,02) ainda que a dispersão 

seja elevada (!" = 32,1%). 

4.4. Zona Comportamental 3 
Os valores para o momento torsor de rotura (!!) assim como a respectiva rotação (Ɵ!) 

também são apresentados na tabela 9. 
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Tabela 9 – Relação !!,!"#/!!,!! para o modelo SMMT com correcção e SMMT sem correcção. 

Os valores do momento torsor de rotura !! para ambos os métodos são semelhantes 

apresentando um valor médio aceitável de 0,91 para o SMMT com correcção e um valor de 

0,95 para o SMMT sem correcção Com este resultado pode concluir-se que a grande diferença 

destes modelos verifica-se para o Estado I. A mesma conclusão aplica-se aos valores da 

rotação, Ɵ!, apresentados na tabela 10.   
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Tabela 10 – Relação Ɵ!,!"#/Ɵ!,!! para o modelo SMMT com correcção e SMMT sem correcção. 

Observando a tabela 10 é possível verificar que para o modelo SMMT com correcção e SMMT 

sem correcção os valores das rotações são muito elevados comparativamente com os valores 

experimentais das mesmas.  

4.5. Curvas ! − Ɵ 
Nesta secção serão apresentados os gráficos referentes à curva ! − Ɵ para as vigas de 

referência, para cada uma delas estará representada a curva ! − Ɵ obtida 

experimentalmente, através do SMMT com ! = 1,24 e através do MTEAV modificado por 

Andrade [4] (TORQUE). O objectivo desta secção é comparar as curvas obtidas através dos 

dois modelos com a curva obtida experimentalmente.  
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Figura 41 – Curva ! − Ɵ para a viga A2 – Bernardo (2003)  

 

Figura 42 – Curva ! − Ɵ para a viga A3 – Bernardo (2003) 
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Figura 43 – Curva ! − Ɵ para a viga A4 – Bernardo (2003) 

 

Figura 44 – Curva ! − Ɵ para a viga A5 – Bernardo (2003) 
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Figura 45 – Curva ! − Ɵ para a viga B2 – Bernardo (2003) 

 

Figura 46 – Curva ! − Ɵ para a viga B3 – Bernardo (2003) 
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Figura 47 – Curva ! − Ɵ para a viga B4 – Bernardo (2003) 

 

Figura 48 – Curva ! − Ɵ para a viga B5 – Bernardo (2003) 
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Figura 49 – Curva ! − Ɵ para a viga C2 – Bernardo (2003) 

 

Figura 50 – Curva ! − Ɵ para a viga C3 – Bernardo (2003) 
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Figura 51 – Curva ! − Ɵ para a viga C4 – Bernardo (2003) 

 

Figura 52 – Curva ! − Ɵ para a viga C5 – Bernardo (2003) 
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Figura 53 – Curva ! − Ɵ para a viga C6 – Bernardo (2003) 

 

Figura 54 – Curva ! − Ɵ para a viga D4 – Hsu (1968) 
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Figura 55 – Curva ! − Ɵ para a viga T2 – Lampert et al (1968) 

 

Figura 56 – Curva ! − Ɵ para a viga T1 – Lampert et al (1969) 
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Figura 57 – Curva ! − Ɵ para a viga VH1 – Leonhardt et tal (1974) 

De um modo geral, para a zona comportamental 1, o MTEAV modificado por Andrade e o 

SMMT com ! = 1,24 aproximam-se dos resultados obtidos experimentalmente ainda que para 

a maioria das vigas de referência o valor do momento torsor de fissuração !!" seja menor para 

o modelo SMMT com ! = 1,24. 

O modelo SMMT não simula adequadamente a passagem do Estado I para o Estado II na curva 

! − Ɵ uma vez que o decréscimo instantâneo do momento torsor observado teoricamente 

após fissuração é experimentalmente observado.  

No início da fase comportamental 2.b a curva teórica ! − Ɵ do modelo MTEAV modificado 

segue o mesmo traçado da curva experimental, no entanto os valores do momento torsor são 

maiores comparativamente aos valores experimentais. O SMMT com ! = 1,24 também 

apresenta resultados semelhantes na parte inicial da curva para a fase comportamental 2.b, 

aproximando-se da curva experimental. Contudo, este último modelo apresenta uma fase de 

transição entre a fase comportamental 1 e a fase comportamental 2.b que na realidade não 

existe, sendo este uns dos aspectos a melhorar neste modelo.  

Para a fase última da curva ! − Ɵ o MTEAV modificado e o SMMT com ! = 1,24 apresentam 

resultados bastante satisfatórios, no entanto o modelo SMMT com ! = 1,24 sobrestima o valor 

do momento torsor de rotura !! assim como o valor da rotação Ɵ!, prolongando 

excessivamente o valor das rotações últimas.  
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É possível, assim, considerar que o modelo MTEAV modificado por Andrade [4] é mais 

satisfatório, uma vez que se aproxima mais das curvas experimentais. Tal demonstra que o 

SMMT requer ainda algum desenvolvimento para o tipo de vigas em análise neste trabalho.  
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Capítulo 5 
 

Conclusões e Desenvolvimentos Futuros 
5.1. Introdução  
Resumem-se, neste capítulo, as conclusões principais do trabalho realizado e apresentam-se 

propostas de desenvolvimento futuras dentro do tema abordado. 

No que se refere a procedimentos de cálculo pode considerar-se que estes permitiram simular 

convenientemente os problemas estudados com um grau de precisão aceitável embora com 

alguns resultados considerados menos próximos da realidade.  

Pode, então, afirmar-se que os objectivos propostos no início deste trabalho foram 

alcançados. 

5.2. Conclusões 
Na primeira parte do trabalho fez-se uma descrição e análise de um modelo teórico baseado 

no modelo de membrana para elementos de betão armado sujeitos à torção (SMMT) com vista 

ao cálculo e traçado das curvas de comportamento momento torsor (!) – rotação (Ɵ) para a 

fase última comportamental de vigas de betão armado com secção vazada sujeitas à torção 

pura até à rotura. O comportamento dos materiais foi tido em conta mediante a incorporação 

de leis constitutivas tensão (!) – extensão (!) adequadas. Para o betão à compressão foi 

introduzido um factor de redução ! que representa a redução da tensão de compressão do 

betão (Softening Effect) devido ao efeito das extensões transversais de tracção. Neste 

modelo é incorporado uma relação do betão à tracção que tem em conta o efeito do 

gradiente de extensão. Para incorporar este efeito os valores da tensão de rotura do betão à 

tracção (!!") e o módulo de elasticidade do betão (!!) são multiplicados por um factor de 

1,45.  

Uma análise comparativa global dos valores obtidos a partir do modelo SMMT [37] para as 

resistências teóricas com os resultados experimentais das vigas de referência e ainda os 

resultados obtidos a partir do modelo de treliça espacial com ângulo variável modificado por 

Andrade [4] (MTEAVmod), permitiu estabelecer que é notável a variação de resultados 

observada entre estes dois modelos teóricos.  

Foi possível observar que, no modelo SMMT, a introdução de um factor de 1,45 na relação do 

betão à tracção aumenta bastante o valor do momento torsor de fissuração (!!") quando 

comparado com o valor experimental. Por este motivo foram então calculadas as curvas ! − Ɵ 

para as vigas de referência sem este factor de correcção (SMMT sem correcção), o que 
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permitiu concluir que o valor de !!" diminui tendo um valor muito baixo comparado com o 

valor de !!" obtido experimentalmente. Como tal, foi necessário encontrar um novo valor do 

factor de redução tendo em conta o valor médio da relação entre o valor do momento torsor 

de fissuração experimental (!!",!"#) com o mesmo valor mas obtido teoricamente (!!",!!) para 

o modelo SMMT com correcção e SMMT sem correcção de modo a corrigir esta situação. 

Obteve-se um valor final de 1,24 (! = 1,24) para o factor de correcção e foram calculadas 

novamente as curvas ! − Ɵ para as vigas de referência e comprovou-se que este factor 

aproxima o valor de !!" teórico ao valor de !!" experimental. No entanto, este factor de 1,24 

não altera o traçado da curva ! − Ɵ para a zona comportamental 2.b e 3.  

No que se refere ao valores da rotação correspondente ao momento torsor resistente, 

observou-se que o valor deste parâmetro é muito elevado quando comparado com o valor 

experimental. Deste modo conclui-se que o SMMT apresenta grande dificuldade em estimar a 

deformação das vigas de referência para elevados níveis de carregamento. 

Na primeira fase da curva ! − Ɵ (Estado I – zona comportamental 1), fazendo uma análise 

comparativa entre o modelo SMMT com correcção, o SMMT sem correcção e o SMMT com 

factor de correcção ! = 1,24 é possível concluir que este último modelo apresenta valores 

aceitáveis para o valor de !!" comparativamente com o obtido experimental para cada uma 

das vigas de referência. Os valores da rotação correspondente ao momento torsor de 

fissuração Ɵ!" obtidos a partir deste modelo com o factor de correcção ! = 1,24 são idênticos 

aos valores obtidos através dos outros dois modelos. Os melhores resultados para a rigidez de 

torção em Estado I (!!!) foram obtidos a partir do modelo SMMT sem correcção embora tenha 

valores de dispersão bastante elevados. 

Para o Estado II da curva ! − Ɵ para a zona comportamental 2.b e 3 apenas foram 

comparados os valores obtidos através dos modelos SMMT com correcção e SMMT sem 

correcção uma vez que, tal como foi referido anteriormente, os valores do modelo SMMT com 

! = 1,24 são semelhantes aos obtidos a partir destes dois modelos. De um modo geral, são os 

valores obtidos a partir do modelo SMMT os que se aproximam mais dos valores 

experimentais, acontecendo o mesmo para o valor da ordena na origem (!!). Na zona 

comportamental 3, obtiveram-se valores para o momento torsor de rotura (!!) e respectivo 

valor de rotação (Ɵ!) muito semelhantes entre os dois modelos, no entanto o valor de !!, 

comparativamente aos resultados experimentais, é relativamente mais elevado mas é no 

valor da rotação Ɵ! onde se nota maior discrepância de valores. O SMMT com correcção e o 

SMMT sem correcção apresentam valores para Ɵ! muito elevados e extendem demasiado os 

valores de rotação sem nenhuma justificação física para este resultado.  

Numa última fase foram comparados os modelos SMMT com ! = 1,24 e MTEAVmod com os 

resultados experimentais com base numa análise visual dos gráficos ! − Ɵ. Foi observado que 

os dois modelos apresentam uma grande diferença no traçado da curva ! − Ɵ relativamente à 
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passagem do Estado I para o Estado II. O modelo SMMT logo após o momento torsor de 

fissuração !!" sofre um “abaixamento” que não acontece na realidade. Apesar disso, as 

previsões obtidas para ambos os modelos consideram-se aceitáveis em relação ao Estado II 

embora o modelo MTEAVmod apresente valores mais próximos dos obtidos 

experimentalmente. 

Para concluir, pode referir-se que o trabalho desenvolvido nesta tese constitui um avanço 

importante no que diz respeito ao desenvolvimento do modelo SMMT para vigas de secção 

vazada com vista a melhorá-lo na previsão do comportamento global de vigas sujeitas à 

torção em todas as suas fases comportamentais.  

O trabalho deve no entanto prosseguir de modo a melhorar a previsão teórica global do 

comportamento das vigas com secção vazada à torção. Tal trabalho é importante antes de se 

proceder a um avanço na generalização do modelo para outros casos de estudo, como por 

exemplo para a situação de utilização de novos materiais estruturais ou outros casos de 

interacção de esforços ou ainda a utilização de betão pré-esforçado.  

5.3. Recomendações para Estudos Futuros 
Futuramente, será interessante desenvolver os seguintes estudos adicionais: 

 - Tentar “corrigir” de uma forma parametricamente mais satisfatória os resultados 

obtidos através do modelo SMMT relativamente ao momento torsor de fissuração; 

 - Tentar “corrigir” os resultados obtidos através do modelo SMMT no que se refere à 

passagem do Estado I para o Estado II; 

 - Reformular o modelo de membrana para a torção de forma a ter em conta outras 

situações de interacção de esforços e a utilização de novos materiais. 
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