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Resumo

Neste trabalho centramo-nos na resolubilidade das equacoes quadraticas, ctibicas e quér-
ticas. Enquadramos esta teméatica no contexto polinomial e visitamos alguns resultados

suporte ao estudo apresentado.
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Abstract

In this report we focus on solving quadratic, cubic and quartic equations. We approach

this subject in polynomial context and we visit some results which support our study.
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Introducao

O presente Relatorio integra o 2.° ciclo em Ensino de Matematica no 3.° ciclo do Ensino
Baésico e no Ensino Secundario. O tema Polindmios €, nos curriculos destes niveis de ensino,

central e transversal.

O desenvolvimento da Algebra esta intimamente ligado a resolucdo de equacgdes poli-
nomiais. Procurar férmulas resolventes para equagoes polinomiais numa incoégnita foi uma
aventura de séculos. A equacdo quadratica, apesar de ja ser manuseada no Antigo Egito,
cerca de 1700 anos a.C., somente no século XII, foi posta na forma como hoje a conhece-
mos, gracas a contribui¢ao de Baskhara que a escreveu em versos. Para os terceiro e quarto
graus as formulas foram descobertas por mateméticos italianos em meados do século XVI.
Seguiram-se dois séculos de enorme empenho de muitos matematicos na procura de uma
formula para a equacdo quintica, mas esses esforcos néo se concretizaram no sentido pre-
tendido, mas levaram & demonstragao, por Abel, no inicio do século XIX, que tal formula
nao existe, sendo esse resultado ampliado e explicado pelo génio francés E. Galois, que
caracterizou as equagoes polinomiais f(z) = 0, com grau n, que sdo soltveis por radicais,
por meio de uma propriedade de certo grupo de permutagoes de suas raizes, atualmente
designado por grupo de Galois. Nasceu ai a Teoria de Grupos e concluiu-se que a equagao

polinomial de grau n > 5 nao pode ser resolvida por radicais.

Escolhemos como tema para o nosso estudo a Resolubilidade de equacdes polinomiais e
isso permitiu-nos uma revisdo cientifica de varios topicos no contexto polinomial.

O primeiro capitulo inclui de forma sumaria alguns conceitos base referidos ao longo
do trabalho, tornando deste modo a sua leitura mais auto contida.

No segundo capitulo consideramos polindmios com coeficientes num anel unitario e
incluimos alguns resultados versando a divisao de polinémios, a fatorizacao, o niimero de
raizes e a irredutibilidade.

O terceiro capitulo dedica-se ao Teorema Fundamental da Algebra, as relacdes de Girard
e sua ligacao ao teorema fundamental dos polinémios simétricos.

No quarto capitulo constam os métodos cléssicos para a resolugao de equagoes algébricas
de grau 2 < n < 4, onde determinamos expressoes para as raizes de um dado polinémio em
funcao dos seus coeficientes, incluimos alguns exemplos, detalhes histéricos e propriedades.

Terminamos com uma breve referéncia & irresolubilidade das equagoes quinticas.
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Capitulo 1

Preliminares

Incluimos neste capitulo conceitos importantes para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Estruturas

A axiomatizacao da Algebra exigiu a definicao de estruturas algébricas abstratas. Uma
estrutura algébrica abstrata é formada por um conjunto nao vazio X, dito o suporte da es-
trutura e uma operacao bindria em X que verifica um conjunto de suposi¢oes ou axiomas.
Um dos problemas principais da Algebra Geral é o de determinar conjuntos de axiomas
que sejam suficientemente gerais para incluir muitos exemplos concretos uteis e, simulta-
neamente, suficientemente ricos para a obtencdo de resultados interessantes. A defini¢do

que se segue corresponde A estrutura abstrata mais central da Algebra.

Definigao 1.1. Seja G um conjunto munido de uma operagdao binaria *x : Gx — G.

Dizemos que G = (G, *) é um grupo se satisfaz as seguintes propriedades:
1. * é associativa, isto é, g x (hx k) = (g * h) % k, para quaisquer g, h,k € G;

2. Existe e € G tal que ex g = g*e =g, para qualquer g € G; e diz-se a identidade

ou elemento neutro de G,

3. Para qualquer g € G, existe g~! € G verificando ¢g*xg ' =g lxg =¢€; ¢!

designa-se por inverso de g.

O grupo G diz-se abeliano se * é comutativa, ou seja:
4. g* h = hx* g, sempre que g,h € G.

Quando o conjunto G ¢é finito, dizemos que G é grupo finito e representamos por |G| a
ordem (cardinalidade) de G.

Recordamos agora as definigoes de algumas subestruturas e de estruturas quociente
com o objetivo de fixar notagoes. Deixamos de explicitar as operagoes e nao distinguimos

a notagao para os elementos neutros dos grupos, excepto se isso der azo a alguma confusao.



Assim, se G e H sao grupos, g1,92 € G e hy, ha € H escrevemos g1gs e hiho para o produto

dos elementos em G e H, apesar de estes poderem nao estar de qualquer forma relacionados.

Definigao 1.2. Sejam G um grupo e H C G um conjunto nao-vazio. Dizemos que H é
um subgrupo de G (e escrevemos H < G) se gh € H e g~' € H, sempre que g,h € H.
Se H <G e g€ G definem-se as classes laterais de H em G por

Hg={hg:he H}
gH ={gh:h e H}

Se H é um subgrupo de G, dizemos que H é um subgrupo normal de G (e escrevemos
H <G) se e s6 se para qualquer h € H e g € G, temos ghg~! € H, ou equivalentemente,
se Hg=gH, para qualquer g € G. [15]

Um grupo G diz-se simples se ndo tem subgrupos normais além dos triviais, {e} e
G .

Se H < G define-se o grupo quociente G/H como o conjunto das classes laterais com
operagao definida por (g1H)(g2H) = (g192)H.

A cardinalidade de G/H designa-se por indice de H em G e representa-se por |G : H|.

Note-se que a aplicaggo H = eH — aH, h > ah é bijetiva e como tal todas as classes
de equivaléncia tém o mesmo cardinal, igual a |H|. G é a unido disjunta das classes de
equivaléncia, logo

G| = |G : H[[H].

Assim tem-se o

Teorema 1.3 (Teorema de Lagrange'). A ordem de um grupo finito ¢ um mailtiplo da

ordem de qualquer dos seus subgrupos.
Revemos o conceito de homomorfismo.

Definigao 1.4. Sejam G e H grupos. A aplicacdo ¢ : G — H diz-se um homomorfismo
de grupos se para quaisquer z,y € G, p(xy) = p(x)p(y).

Um homomorfismo ¢ diz-se monomorfismo se for injetiva, epimorfismo se for sobre-
jetiva e é um isomorfismo quando é uma bije¢do. Os isomorfismos ¢ : G — G dizem-se

automorfismos.
Sao de verificagao imediata as seguintes resultados.
Proposigao 1.5. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo:
(i) ole) =e, o(@™t)=(x)", para qualquer z € G,

(i1) imp = p(G) é um subgrupo de G,

! Joseph-Louis Lagrange, 1736 - 1813



(iii) ker o = @~ 1(e) é um subgrupo normal de G.

Teorema 1.6. [15]

1. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos, entao o grupo quociente G/kery €

isomorfo a im ¢ através do isomorfismo

¢: Glkerp — imep
akerp — p(a).

2. Seja N um subgrupo normal de um grupo G, entao a aplicagao w: G — G/N, a > aN,
é um epimorfismo, dito a projecio de G sobre G/N e kerm = N. Em particular, isto

prova que qualquer subgrupo normal € o nicleo de algum homorfismo.

3. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entdo ¢ € um monomorfismo se e sd se

kerp = {e} e ¢ € um epimorfismo se e sé se imp = H.

Exemplo 1.7. Sejam G um grupo e a € G. A aplicagao I, : G — G dada por [ (z) =
azxa~' é um automorfismo, dito um automorfismo interno.

O conjunto Aut G dos automorfismos de G é um grupo para a composi¢ao de aplicagoes.
A aplicagao I : G — Aut G, dada por I(a) = I, é um homomorfismo cuja imagem im I
é o subgrupo dos automorfismos internos, que representamos por Int G. O seu nucleo é
ker] ={ae€G:1,=1id} ={a € G :ax=uza, Yo € G}, dito o centro de G, que notamos

por Z(G).
Exemplo 1.8. Seja €2 um conjunto arbitrario nao vazio. O conjunto
S(Q)={f :Q— Q: f éuma aplicagao bijetiva}

é um grupo para a composicao de aplicagoes, chamado o grupo das permutacoes de ). Os
grupos contidos em S(£2) designam-se por grupos de transformagoes de .
No caso em que = {1,2,--- ,n}, representamos o grupo S(2) por S,, e designamo-lo

por grupo simétrico de ordem n. Os elementos de S,, podem representar-se por:

e designam-se por permutagoes. A ordem do grupo simétrico de grau n é |S,| = nl. O seu

1 2 ... n
elemento neutro é a aplicacao identidade: < ) .
1 2 ... n

O resultado que segue releva a importancia dos grupos simétricos.

Teorema 1.9 (Cayley 2). Seja G um grupo de ordem n. Entdo G ¢ isomorfo a um

subgrupo de S,.

2Arthur Cayley, 1821 - 1895



Demonstragao. Identifiquemos S,, com S(G) = {f: G — G : f é bijetiva} e considere-
mos a aplicagao:
L: G — S(G)
a — L,: G — G
T —  ar.
A aplicagdo L, é bijetiva, para qualquer a € G, com inversa L,-1 e Ly, = Ly 0 Ly, para
quaisquer a,b € G. Donde, L é um homomorfismo de grupos.
Consideremos ainda a € ker L, logo L, = id, isto é ax = x, para qualquer x € G. Em
particular @ = ae = e, donde ker L = {e} ¢ G ~imG < S(G).
O

Apresentamos, de seguida, estruturas mais complexas envolvendo duas operagoes.
Definigao 1.10. O terno (A4, +,.) diz-se um anel se:

1. (A, +) é grupo abeliano;

2. A operagao . é associativa,

3. Sao véalidas as leis da distributividade:

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

para quaisquer a,b,c € A.

Se existir uma identidade, 1, para a multiplicagdo, dizemos que A é um anel com
identidade ou anel unitdrio. Se a multiplicagao for comutativa, dizemos que o anel
é comutativo ou abeliano.

Chamamos a (tinica) identidade para a soma, o zero do anel.

Definicao 1.11. Um dominio de integridade, D, € um anel unitario abeliano, sem divisores

de zero, ou seja, se a-b =0, onde a,b € D, entao a =0 ou b= 0.

Seja A um anel com identidade. Representemos por A*, o conjunto dos elementos

invertiveis de A.

Definigao 1.12. Um anel de divisao é um anel unitario K tal que K* = K\{0}. A um
anel de divisao comutativo chama-se corpo. Portanto, um corpo é um anel comutativo com

identidade onde todo o elemento diferente de 0 possui inverso.

E imediato ver que todo o corpo é um dominio de integridade. Z é um exemplo de

dominio de integridade que nao é corpo. No entanto,
Teorema 1.13. Todo o dominio de integridade finito € um corpo.
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Demonstragao. Seja D = {0,d;,ds,...,d,} um dominio de integridade finito. Para
cada i € {1,2,...,n}, consideremos os produtos d;dy,d;ds,...,d;d,. Eles sdo distintos
dois a dois: d;d; = didy, se e s6 se di(dj — d) = 0. Como D nao tem divisores de zero e
d; # 0, tem-se necessariamente d; = dj. Assim, os produtos d;di, d;da, . .., d;d, percorrem
todos os elementos nao nulos de D e, portanto, existe j tal que d;d; = 1. Logo, concluimos

que d; é invertivel e D é um corpo.

O

Lema 1.14. Sejam D # {0} um dominio de integridade e B = {(a,b) : a,b € D e b # 0}.

A relagao bindria em B definida por
(a,b) ~ (a’,b') & ab = a'b
€ uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. A reflexividade e a simetria resultam trivialmente. A transitividade é
consequéncia direta de D nao ter divisores de zero.
O

Definigao 1.15. Seja D # {0} um dominio de integridade. Se a,b € D e b # 0, a frac¢ao

% é dada por

%:{(a’,b’)erD:b’;ﬁOeab’:a’b}.

a
Designamos o conjunto de todas as frac¢oes 7 por Frac(D). Definimos a soma e o produto

de fracgoes por

a c ad + bc
b + i bd (1.1)
ac ac

O conjunto Frac(D) munido destas operagoes algébricas é um corpo, dito corpo das fracgées
de D.

Recordamos mais alguns conceitos e estabelecemos notagoes.

Definigao 1.16. Seja () # S C A. Dizemos que S é um subanel do anel A se é fechado
para + e . e forma um anel para estas operagoes.

Um subanel [ de A ¢é um ideal de A (e escrevemos I < A) se, para cada a € A e cada
x€l, axel e zacl.

O menor ideal de A contendo a é o ideal principal gerado por a :

(a) ={za+na:xz e A neclZ}.



Se A ¢ um anel e I < A, construimos o anel quociente A/I como sendo o conjunto das

classes laterais do subgrupo I no grupo aditivo (4,+) com as operagoes definidas por:

r+D)+(s+D)=r+s)+1
(r+0.(s+1)=(rs)+1.

Sejam n € N e nZ = {nz : z € Z}. E imediato verificar que nZ < Z. Definimos

Z,, = Z./nZ. Prova-se que Z, é um corpo se e s6 se n é primo [14].



Capitulo 2
Polinémios

2.1 Anel dos polinémios

Definigoes 2.1. Seja A um anel comutativo com unidade, 1. Um polindmio em A na

indeterminada x ' é uma soma formal
ag+arx+ -+ apz”

onde ag,aq,---a, € A, n € INg. Podemos representar o polinémio na forma
n
f=f)=a +az+- - +az" = E a;x',
i=0

convencionando que z° = 1.
Os elementos a; € A dizem-se os coeficientes do polinémio f.
Dois polindmios sao iguais se e s6 se os respetivos coeficientes sao iguais.

Soma e produto de polindmios - Sejam f e g polindmios em A na indeterminada x, entao

n m
f(z) = ZGMZ e g(z)= mez,
i=0 i=0
onde a;, b; € A e, sem perda de generalidade, consideramos n < m. Definimos a soma
m .
(f + g)(m) = Z(al + bi)xl
=0
e o produto
m+n

(fo)(@) = e,
i=0

onde

C; = Z ahbj.

hetj=i

Designamos por A[z] o conjunto dos polinémios em A na indeterminada x.

!Usamos a letra x para representar a indeterminada (0,1,...) como poderiamos designa-la por uma

outra letra, e.g. y ou t.



E imediato concluir que A[x] é um anel comutativo com unidade. A identidade para a
soma é o polinomio nulo

0=0+0x+--- € Alz]

e a identidade para o produto é

1=140z+--- € Alz].

Observagoes 2.2.

1. Como indicadmos, omitiremos por vezes na notagdo para os polinémios a indetermi-

nada, sempre que dai nao resulte qualquer ambiguidade.

2. E possivel também definir um polinémio como sendo uma sequéncia f = (rg,7r1,...)

de elementos r; € A tal que para algum n € INg se tem r; = 0, quando j > n.

3. Muitas vezes definimos os polindémios com coeficientes reais como as fungoes
n

p: R — R da forma p(x) = Zpia:i, onde os reais p; sao os coeficientes do poliné-

mio. Nao podemos definir deste modo os polinémios com coeficientes num anel A se
pretendermos que polinémios com coeficientes distintos sejam distintos. De facto, se
A tem mais do que um elemento a # 0 existe uma infinidade de possiveis polindémios.
No entanto se A é finito, existe apenas um nimero finito de fungoes f: A — A, que

nao podem ser usadas para definir todos os polinémios com coeficientes em A.

Por exemplo, se A = Z», existem apenas quatro fungoes:

fi f2 f3 fa
0—0 O0—0 O0—1 0+—1

1—-0 1—0 1—0 1—1

mas, por outro lado, exigindo-se que polindémios com coeficientes distintos sejam

distintos, temos uma infinidade de polinémios com coeficientes em Zs :

0, 1, z, 5172, z+1, :c3, :c2+x3, 1+LI?—|—.CC2—|-$3, x+x2+x3,l+x3,...

4. Embora o polinomio f(z) = ag + a1 + -+ + apx™ nao seja uma fungdo podemos
definir uma func¢ao polinomial associada a f que, por abuso de notac¢do, também

representamos por f: A — A, dada por:
r— f(r) =ap+air+ -+ apr’.

Contudo dois polinémios distintos podem dar origem & mesma fun¢do, como no
exemplo anterior, onde os polinémios x e 22 definem ambos a funcio identidade em
Zs.



5. Para somar e multiplicar polinémios, procedemos exatamente como estamos habi-
tuados com os polinémios de coeficientes reais. Por exemplo, em  Zj[x], para

p=14+x+22>2 e ¢=1+22> temos:

p+q = (1+z+22%) 4+ (1+22?2)
(1+1)+ (1 +0)z + (2 + 2)2?
= 24z,

pqg = (1+x+22%)(1+22?)
(1+z+22%)1+4 (1+ 2 + 22%)222
(14 + 222) + (222 + 223 + 02%)
= 14z + 225

Definigao 2.3. Seja A um anel comutativo com unidade 1 e 0 # f € A[z]. O grau de f

é o expoente da maior poténcia de x com coeficiente nao nulo. Portanto, se
f(z) =ao+a1z+ -+ apz",

com a, # 0, dizemos que f tem grau n e escrevemos gr f = n.

O coeficiente a,, diz-se o coeficiente principal. Se an, = 1, f diz-se um polinémio maénico.
Convencionamos que gr 0 = —o0; este é um simbolo que neste contexto tem as propriedades
seguintes: —oo < n, —00 +n = —o0, paran € Z e (—o0) + (—o0) = —o0.
Representaremos por A, [z] o conjunto dos polinémios de A[z| cujo grau é menor ou igual

do que n.
O lema que se segue sera util ao longo do texto.

Lema 2.4. Sejam D um dominio de integridade e f,g € D]x|. Entao:
(i) gr(f +g) < max(gr f,grg);
(ii) gr(fg) =grf+egrg.

Demonstragao. Estas propriedades sao consequéncia direta da definicao das operacoes.
A desigualdade em (i) deve-se a possibilidade do cancelamento de termos e (ii) resulta de

D nao ter divisores de zero.

O

Tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.5. Se K é um corpo, entao K[z] é um anel comutativo com identidade (de
facto é um dominio de integridade).

K pode ser realmente mergulhado em K|x| identificando cada elemento de IX com o corres-
pondente polinomio constante.

Os unicos elementos de IK[x] com inverso multiplicativo sao os elementos de IK* = K\ {0}.

K, [z] € um espago vetorial sobre X de dimensao n + 1.



Demonstragio. A verificacdo das propriedades bésicas dos anéis é elementar. E também
imediato concluir que [z] ndo tem divisores de zero, visto que se 0 # p € K[x], ndo pode
existir ¢ # 0 em IK[x] verificando p - ¢ = 0, uma vez que gr(p - q) = grp + grq.
Seja g invertivel em K[x]. Entao existe h € Kx] verificando g - h = 1. Pelo lema anterior,
grg=grh =20 e, como tal, g € K.
Por ultimo, resulta da definicao das operagoes de polinémios, do lema anterior e porque
K é um corpo, que K,[z] é um espaco vetorial sobre K. O conjunto {1,z,22,... 2"}
constitui uma sua base, pelo que concluimos que dim K, [z] =n + 1.

O

2.2 Divisibilidade e Fatorizagao tinica de Polin6émios. Irre-
dutibilidade.

A menos que seja dito o contrario, utilizaremos ao longo do texto as notacoes A, D e
KK, para significar: anel comutativo com unidade, dominio de integridade e corpo, respeti-

vamente.

Comecemos por estudar o algoritmo usual para a divisao de polinémios.

Teorema 2.6 (Teorema da divisao). Sejam f,g € Alz], com f # 0. Entao existem

polindmios unicos q,r € Alx| que verificam g = qf +r, com grr < gr f.

Demonstragao. Provemos a existéncia por indugdo no grau de g. Se grg = —oo entao
g=0eqg=r =06 uma solugdo. Se grg =0 entdo g = c € A*. Se também gr f = 0 entdo
f:keA*eq:%er:Oéumasolugéo. No casoem que grf >0 entdog=0er =g
é uma solucdo. A inducdo para os dois primeiros casos esté provada.

Suponhamos agora que se verifica a existéncia para todos os polinémios cujo grau é
inferior a n e seja g € A[z] tal que grg =n > 0. Se grf > n entdo g =0e r = g é uma

solucao. Se gr f < grg, temos

f(z) =amz™ + ...+ ao

onde m < n e a,, # 0 # b,. Consideremos

g1(2) = bnay,' 2" " f(x) — g(x).

Ora, em g; anulam-se os termos de ordem n, logo grg; < grg, donde, por hipotese de

indugao, existem polindémios ¢; e r; tais que grr; < gr f e
g=aqf+r.

Os polinémios
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verificam
g=qf +r egrr<grf

como pretendiamos.

Para mostrar a unicidade, suponhamos que
g=qf+r1=qaf + 72, onde grr; <grf, parai=1,2.

Entao
ro—r1 = (q1 — @) [

Ora, pelo Lema 2.4 esta igualdade s6 é valida quando

ro—11=(q1 —q)f =0,

obtendo-se r; =19 e ¢ = ¢, uma vez que f # 0. Donde, ¢ e r sdo tnicos.

Os polinémios ¢ e r designam-se, respetivamente, quociente e resto da divisao de g
por f. O caso em que r = 0 corresponde ao caso em que f é divisor (ou factor) de g e

escrevemos f | g.

Observagao 2.7. O processo descrito no teorema anterior constitui o algoritmo da divisdo.
Se o grau do dividendo, D(z), for menor do que o grau do divisor d(z), o processo para.
Caso contrario, continua e o objetivo é “reduzir” o grau efetuando um nimero finito de

sucessivas divisoes por d(x), onde intervém restos parciais r;(x) dados por

ri(x) = D(z) — b—mxm_"d(fv) e ri(z) =ri—1(z) — ﬂxl_"d(as), i=2,3,...

Qn Gn

l

onde by, z™, a,x” e cjx' sao os termos de maior grau de D, d e r;_1, respetivamente.

Apds um numero finito de passos obtemos um resto 7 (x) de grau inferior a n. O resto
da divisao original é r(x) e o quociente é formado coleccionando os termos obtidos em

cada passo.

Exemplo 2.8. Consideremos a divisio de D(z) = 2z* + 23 —32%+2x—1 por d(z) = 22 +1.

Tém-se:
ni(x) = D(a) ~ 2ad(x)

= (20 + 2% — 322 + 20 — 1) — 222 (2® + 1)
=2 52?420 -1

11



ro(z) =ri(x) — %md(a:)
= (2° —52? + 22 — 1) —x(z* + 1)

= bz’ +x—1

)
ra(e) = rafa) = (= o))
= (=522 +x—1) — (=5)(z* 4+ 1)
=xz+4
Como grrs(z) < grd(x), o processo termina. O quociente é q(x) = 222+ — 5 e o resto é

r(z) =z +4.

E frequente dispormos todos os calculos da seguinte forma:

2t + a3 —322 422 —1 241

—2z4 — 22 222 +x -5
x> —b5r? +2x —1
—a3 -
—522 +x -1
52 +5
T +4

Observagao 2.9. A introdugao do algoritmo da divisao de polindémios no Ensino Secun-
dario fornece a oportunidade de rever o algoritmo da divisdo de inteiros e levar os alunos
a entender o seu funcionamento. A ideia subjacente consiste em irmos reduzindo o divi-
dendo até que o quociente seja zero e o resto igual ao “préprio dividendo”. Na divisao de
polinémios reduzimos, em cada etapa, o grau do dividendo. Na divisao de inteiros reduzi-

mos o niamero de algarismos do dividendo. Vejamos, por exemplo, a divisao de 3971 por 17.

3971 17

-3 4 233
57

- 51
6 1
-5 1
10

Comecemos por fazer uma estimativa do nimero de algarismos do quociente. Quando
“baixamos as duas primeiras casas’ de 3971 concluimos que tera 3 algarismos. Assim, o
primeiro algarismo do quociente corresponde ao maior inteiro k£ tal que o produto de k00
por 17 seja menor do que 3971, o que equivale a determinar o maior valor de k para o qual

17k < 39, que é k = 2. Obtemos a parcela 200 do quociente e
ry =D —200 x 17 = 3971 — 3400 = 571,

12



onde D designa o dividendo e 71 o primeiro resto parcial.
Reduzimos o nosso exercicio a divisao de 571 por 17. Procuramos o maior inteiro k
tal que o produto de 17 por kO seja menor do que 571, ou equivalentemente, que verifica

17k < 57. A solucao é k = 3 e chegdmos a segunda parcela do quociente, 30, bem como a
ro =11 — 30 x 17 =571 — 510 = 61.

Por 1ltimo, dividimos 61 por 17 e o maior inteiro k& que verifica 17k < 61 é k = 3. Assim
temos

ry =61 —3x 17 = 61 — 51 = 10,

que ja é menor do que 17. O quociente pretendido é ¢ = 200+ 30+ 3 = 233 e o resto desta

divisao é r = 10.

E consequéncia direta do teorema da divisao o resultado que se segue.

Corolario 2.10 (Teorema do Resto). Se p(z) € K(z] e a € K, o resto da divisio de

p(x) por (x — a) € o polindmio constante r(x) = p(a). Em particular, (x — a) | p(x) se so

é
se a € raiz de p(x), isto é, se e sd se p(a) = 0.

Exibimos e fundamentamos um processo alternativo, sintético, desenvolvido por

Ruffini?, para a divisdo de polinémios quando o grau do polinémio divisor é 1.

Regra de Ruffini 2.11. Consideremos o polindémio
p(x) = ana” + an_12"" + ...+ a1z + ag € K[z]

de grau n e seja ¢ € K. Pelo teorema da divisao em K[z sabemos que existem ¢(z) € K[x]

e r € IK, tinicos, tais que

p(z) =q(z)(x —c)+r onde r=p(c).
Podemos escrever

q(z) = bp_1z" L+ 4 bz + by € Kz].
Assim, como

q(2)(x —c) + 7 =by 12" + (bp_o — cbp_1)x" " + -+ + (bg — aby)x + (1 — chy)
vem, por igualdade de polindémios,
an = bn_1

an—-1 = (bn—Q - Cbn—l)

al = (b() — Cbl)

ap = (r — cbp)

2Paolo Ruffini, 1765 - 1822
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pelo que

bp—1 = an

bp—2 = an—1+cby_1

bp = a1 + cby

r = ag + cby.

E possivel calcular os coeficientes b; de g(z) e o resto r = f(c) utilizando o seguinte

esquema
(079 an—1 Ap—2 e al a
Cbn,1 Cbn,Q N Cb1 Cbo
bn,1 bn,Q bn,3 N bo T

onde cada entrada na udltima linha corresponde & soma das duas entradas mais acima na

mesma coluna.

Exemplo 2.12. Seja p(z) = 23 — 1000022 — 10002z + 9999. Do exposto anteriormente

facilmente se conclui que p(10001) = —2, como indica a tabela:

1] —10000 | —10002 | 9999
10001 10001 | —10001
1 1 -1 -2

Os processos convencionais para este cilculo poderiam tornar-se trabalhosos ou eventual-
mente conduzir a erros numeéricos, caso algum dos resultados parciais excedesse o niimero

de digitos significativos da calculadora utilizada.

O resultado que se segue ajuda a saber quando f € Q[z] tem uma raiz racional, ou,

equivalentemente, um factor em Qx| de grau 1.

Lema 2.13. Seja 0 # f(x) = apa™+- - -+ a1z +ag € Z[z] tal que ¢ uma raiz de f, onde
s

r,s € Z com s #0 emdc(r,s) =1. Entaor | ap e s | ay.

Demonstragao. Como f <C) = 0, entao
s

T\ " r
an(*> +--4+ai—+a =0,
s s
donde

s+ i dags"=0

anr"™ + ap_1r""

e tem-se

—r(anr”_l +ap_1r" 254+ alsn_l) = qps”.

Conclui-se que 7 | aps™, mas como mdc(r, s) = 1, resulta que r | ap.

Semelhantemente se prova que s | ay,.
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Observagao 2.14. O resultado anterior é muito tutil. Se quisermos, por exemplo, saber se
o polinémio 227 +1 € Zs[z] tem raizes no corpo Zs, como Zs tem apenas trés elementos,
é possivel calcular o valor da respetiva funcao polinomial em cada um deles, concluindo-se
que 1 é a tnica raiz do polinémio. No entanto, se substituirmos Zs por Q, ja nao é possivel
calcular o valor da func¢ao em todos os elementos de @, mas esse lema reduz o nosso campo
de procura a 1,—1, %, e f%. E facil ver que estes nimeros nao sdo raizes do polinémio e,

portanto, ele nao tem raizes racionais.

Uma consequéncia do teorema do resto é o resultado classico sobre o nimero maximo de

raizes de um polinémio nao nulo, que é valido quando A = D é um dominio de integridade.

Proposicao 2.15. Se p € D[z| e grp =n > 0, entdo p tem no mdzimo n raizes em D.

Demonstragao. Provamos por indugao no grau do polinémio p(z). Se n = 0, o polinémio
p(x) é constante e nao nulo, logo nao tem raizes.

Supondo a afirmagao valida para n > 0, considere-se que grp(x) = n + 1 e que existe
uma raiz a de p(z) (se p(r) ndo tem raizes nada ha a provar). Pelo teorema do resto,
p(z) = q(z)(x —a), e como D é um dominio de integridade, grq(xz) = n, logo, por hipotese
de indugao, concluimos que ¢(z) tem, no méaximo, n raizes. Por outro lado, se b € D é
distinto de a, temos p(b) = q(b)(b— a) e como D é dominio de integridade p(b) = 0 apenas
quando ¢(b) = 0, ou seja, as restantes raizes de p(x) sdo necessariamente raizes de ¢(z) e,

por isso, p(x) tem no méaximo n + 1 raizes.

O

Apresentamos de seguida os conceitos de divisibilidade e maximo divisor comum, es-

senciais na aritmética dos polindémios.
Definigao 2.16. Sejam f, g polindbmios com coeficientes num corpo K.

(a) Dizemos que f divide g ou que f € divisor de g em Kz], e escrevemos f | g, se existe

q € Klz] tal que g = ¢f. Caso contrario, escrevemos f 1 g.

(b) Um polinémio d € K[z] é um mdzimo divisor comum(mdc) de f e g em Kz]| se d | f

ed| gesesempre que h € K[z] é tal que h | f e h | g entao h | d.

(c) Dizemos que f e g sao primos entre si se 1 é um maximo divisor comum de f e g em

No lema que se segue provamos que o méximo divisor comum de dois polinémios é

dinico a menos do produto por uma constante nao nula.

Lema 2.17. Sejam f,g € Klz]|, com 0 # f e k € K*. Se d é um mdzimo divisor comum
de f e g, entdo kd também € mdximo divisor comum de f e g.

Se d e e sGo mdzrimos divisores comuns de f e g, entao existe A € IK* tal que e = A\d.
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Demonstragao. Se d € K[z]| é maximo divisor comum de f e g, resulta imediatamente
que para k € KK*, se tem kd | f e kd | g. Seja h € K][z] tal que h | f e h | g. Entao h | d,
logo h | kd e kd é méximo divisor comum de f e g.

Se d e e sao méaximos divisores comuns de f e g, entdo e | d e d | e. Donde, existem

q1, q2 € K[z] que verificam
e=qid e d=qe=qqd.

Tem-se, portanto, grq; =grga =0e A = q; € K*.
O

A existéncia de um méximo divisor comum é garantida pelo algoritmo que a seguir
se apresenta, cuja designacao se deve a generalizagao para polinémios do algoritmo de

Euclides? para a divisdo de naturais.

Algoritmo de Euclides 2.18. Sejam f, g € K[z], polinémios ndo nulos. Fagamos f = r_;

e g = rg. Pelo Teorema 2.6 existem polinomios tnicos ¢;, ; € K[x] tais que:

r—1=qiro+ 11 grry < grro
o = q2r1 + T2 grrg < grri
1 = q3r2 + T3 grrg < grry

Ti = qi+2Ti+1 + Ti42 grrite < grriql

Ora, como grr; € NU{—o0} e grr; > grriq1, existe s tal que rgyo = 0. Assim, a lista de

equagoes fica completa com:

Ts—1 = Qs417s + Ts41 grrsy1 < grrs (2.2)

T's = (Qs+2 Ts41,

onde 7541 € o dltimo resto nao nulo.

Teorema 2.19. Com a notagdo do algoritmo anterior, rsy1 é um mdximo divisor comum
de f,g € K[z].

Demonstracao. Mostremos, por um raciocinio indutivo, que
rs+1 | T, paratodoo —1<i<s+1. (2.3)

E claro que 7441 | 7511 € 7541 | 7s. Suponhamos agora que 7y | rj, para todo o j > i.
Entao rsy1 | ¢iyorit1 + rive = r;. Tem-se ent@o (2.3) e, em particular, 7541 | f, g.
Se h for um divisor comum de f, g prova-se, por um raciocinio indutivo no sentido contrario

ao anteriormente descrito, que h | r541. Logo, rs+1 ¢ um méaximo divisor comum de f, g.

O]

3Euclides de Alexandria, aproximadamente 325 aC - aproximadamente 265 aC
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E consequéncia direta dos trés resultados anteriores o seguinte:

Corolario 2.20. Sejam f,g € Klz] com f,g # 0 e seja d € K[x] um mdzimo divisor
comum de f e g. Entao existem a,b € K[z| tais que d = af + bg.

Exemplo 2.21. Sejam f(z) =225+ 23+ 22 +2 € K3[z] e g(z) = 2* + 2% + 22 € Ks[z].
Ora,

20 + 2 + 22 +2 = (202 4+ 1) (2 + 22 + 22) + (z +2)
e+ +20 = @B+ 422+ 1) (x+2)+1
r+2 = (z+2)1+0.

Portanto mdc(f,g) =1 e f e g sdo primos entre si.

Além disso,

1 = 2 +22 42— (P 422+ 22+ 1)(2+2)
= g(z) — (@* +2® + 22 + 1)(f(z) — (22 + )g(x))
= —@P+2®+2r+1)f(x)+ (1+22% + 1)g(x)
= (2% +22% + & +2)f(z) + (227 + 2)g(x).

No anel Alz], os elementos invertiveis podem ser usados para obter fatorizagoes triviais
de outros elementos. Por exemplo, o polindmio constante a(x) = ag, com ay € A*, é
invertivel. Assim, existe b(x) € A[z] tal que a(x)b(x) = 1 e, como tal, para qualquer
p(z) € Alzx], tem-se p(z) = a(z)b(x)p(z). Assim, se ¢(x) | p(z) diremos que ¢(z) é um fator
proprio de p(x) se e 86 se p(x) = a(x)q(z), onde nem a(z) nem ¢(x) sao invertiveis. Uma

fatorizagao é nao trivial se e s6 se inclui pelo menos um fator préprio.

Exemplo 2.22. A fatorizacao 2z — 4 = 2(x — 2) é trivial em Q[x] mas é ndo trivial em

Z[z], onde os tnicos polindémios invertiveis sao a(z) =1 e b(z) = —1.

Definigao 2.23. Seja f € A[x] tal que gr f > 1. Diz-se que f é redutivel em A[zx] se existem
g,h € Alx] com grg,grh < gr f tais que f = gh. Caso contrario, f diz-se irredutivel em
Alz].

Exemplos 2.24.

1. Em qualquer anel A[z], p(z) = = é irredutivel.

2. Num dominio de integridade D, os tinicos polinémios invertiveis sao os polinémios

constantes.

3. Se grp > 2 e p tem pelo menos uma raiz entdo, pelo teorema do resto, p é redutivel
em Dlz].
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4. Se p &€ moénico e tem grau 2 ou 3, entdo p é redutivel em D|x| se e s6 se tem pelo

menos uma raiz em D.

5. Um polinémio (de grau 4, pelo menos) pode ser redutivel sobre um corpo e nao ter

raizes nesse corpo, como acontece com o polinémio z*+4 = (22 +2z+2) (22 — 22 +2),

em Qz].

6. A redutibilidade ou irredutibilidade de um dado polinémio depende fortemente do
anel em consideragdo. Por exemplo, o polinémio ¢(z) = 22 — 2 € Q[z] é irredutivel
em Q[z], mas 2 — 2 = (x4 v/2)(z — /2) & redutivel em R[z] D Q[z]; por outro lado,
2?2 4+ 1 & irredutivel em Q[x] ou R[z] mas é redutivel em C[z] D R[z] D Q[z].

7. E sabido da Algebra elementar que em R[z] os tinicos polindémios irredutiveis sao os
polinémios de grau 1 e os polinémios p(z) = az? + bx + ¢ de grau 2 com discrimi-
nante A = b? — 4ac negativo. Provaremos que esta é uma consequéncia do Teorema

Fundamental da Algebra.

8. Em Q[z] a identificacao dos irredutiveis é mais dificil. Neste caso apenas se conhecem
condigoes suficientes de irredutibilidade e nao se conseguem identificar explicitamente

os polinémios irredutiveis.
Pretendemos, no que se segue, provar que IK[z] é um dominio de fatorizagao unica.

Proposicao 2.25. Seja f € Klz| tal que gr f > 1. Entao f é um polinémio irredutivel ou

um produto de polindmios irredutiveis em K[z].

Demonstragao. Argumentemos por indugdo no grau de f. Se gr f = 1, entdao f é ir-
redutivel. Se gr f > 1 e f é irredutivel nao ha nada a provar. Caso contréario, existem
g,h € K[z] com grg,grh < gr f tais que f = gh e, por hipotese de indugao, g e h ou sdo
irredutiveis ou produto de irredutiveis. Donde, f é um produto de irredutiveis.

O

Lema 2.26. Sejam f um polindmio irredutivel em K[z] e g,h € Klz| tais que f | gh.
Entao f | g ou f | h.

Demonstragao. Suponhamos que f 1 g. Seja d um méximo divisor comum de f e g.
Entao d | f e, como f é irredutivel, entdo d = kf ou d = k, onde k € K*. Se d = kf,
resulta que f | g, o que é contraditorio. Logo d = k € KK* e conclui-se, pelo lema 2.17, que
1 é¢ um maximo divisor comum de f e g. Como tal, pelo Corolario 2.20, existem a, b € K[x]
verificando 1 = af + bg e, por sua vez, h = haf + hbg. Mas f | haf e, porque f | gh,
também f | hbg. Portanto, f | h, como pretendiamos provar.

O

O teorema seguinte destaca a importancia dos polinémios irredutiveis em K[z].
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Teorema 2.27 (Unicidade da fatorizagao em K[x|). Seja f € K|z| tal que gr f > 1.
Entao f tem uma fatorizagao como produto de polindmios irredutiveis em K[x], dnica, a

menos do produto por constantes e da ordem dos fatores.

Demonstragao. A existéncia da fatorizacdo é consequéncia da Proposi¢ao 2.25. Mos-

tremos a unicidade. Suponhamos que

f=h-fe=a s (2.4)

onde f;, g; sdo irredutiveis e gr f;,grg; > 1. Assim, fi | g1---gs e, pelo lema anterior,
f1 | gj, para algum j, 1 <j <s. Logo, fi = kig;, com ki € K*, visto que g; é irredutivel.

Excluindo em (2.4) estes dois elementos temos

kifor-  fr=91-9j—19j+1 " gs-

Repetindo o argumento, obtemos por exaustdao, r = s e f; = pigy(;), para alguma
permutagdo o € S, u; € K* ei=1,--- r. Assim, a decomposi¢do é tinica a menos do
produto por constantes e da ordem pela qual se escrevem os fatores.

O

Vejamos que todo o polinémio irredutivel em Z[z], também o é em Q[z].

Lema 2.28 (Gauss?). Seja f € Z[x]. Se f ¢ irredutivel em Z[x] entdo f € irredutivel em

Q]

Demonstragao. Suponhamos que f ¢é irredutivel em Z[z] mas redutivel em Q[z]. Entao
existem g, h € Q[z] tais que f = gh, com gr g,grh < gr f. Seja n o minimo multiplo comum
dos denominadores dos coeficientes de g e h e p um fator primo de n. Assim, nf = f'¢’,

ondeneWNeg ez ese

gI:g0+glaj++grmr
h' = ho+ hiz + -+ + hsx®,

entdo p | g;, para i = 0,---,7 ou p | h;, para j = 0,---,s, visto que, caso contrario,
existem valores minimos de i, j tais que p{ g; e p{ hj. Mas p divide o coeficiente de x+
em ¢'h', que é

kivj = hogitj + hgivj—1+---hjgi + -+ hiy;go.

Logo p | hjg;. Por outro lado, dada a escolha de i e j, p divide todas as parcelas excepto
hjgi, o que é uma contradicao.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que p | g;, para g;, (¢ =0,---,7) e entdo
g = pg”, onde ¢" € Z[z] tem o mesmo grau de ¢’ (ou g). Escrevendo n = pny, resulta

pnif = pg"h' e nif = ¢"h'. Continuando assim, cortamos todos os factores primos de n

4Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, foi um dos grandes matematicos de Gottingen.
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até chegar a uma equacio do tipo f = gh, onde g, h € Z[z]. Mas isto ¢ absurdo visto que,
por hipdtese, f é irredutivel em Z[z]. Logo, f é irredutivel em Q[x], como pretendiamos
provar.

O]

O Critério que se segue deve-se a Eisenstein °, prodigioso aluno de Gauss, e permite-nos

obter varios exemplos de polinémios irredutiveis em Q|x].
Teorema 2.29 (Critério de Eisenstein). Seja
f(@) = ana™ + an_12" 4+ +arx + ag € Z[2]

um polindmio de grau n. Se existe wm primo p € Z tal que

1. pfan

2. pla, i=0,1,--- ,n—1

3. p?taog,
entao f € irredutivel em Q|x].

Demonstragao. De acordo com o lema de Gauss, basta provar que f é irredutivel em
Z|z]. Suponhamos, por absurdo, que existem g, h € Z[z], com < grg,grh < gr f tais que
f = gh. Assim temos

g="brx" + -+ bix+bo h =csx" + -+ 17 + co,

com 7+ s =n e gohg = ag. Logo, por 2, p | go ou p | hg, mas por 3, nao divide ambos.
Podemos, sem perda de generalidade, assumir que p | go, mas p 1 ho. Se p | g¢;, para
i=0,1,---,r, entdo p | an, o que é impossivel por 1. Seja b; o primeiro coeficiente de g

que nao é divisivel por p. Entao
aj = bjC() + -+ bon,

onde j < n. Isto implica que p divide ¢, porque p divide aj,bo, ...,bj—1 mas nao divide
b;, o que é uma contradi¢ao. Portanto, f é irredutivel em Z[z].
O

Exemplos 2.30.

1. Para qualquer p € Z primo e n > 1, f(x) =a" — p é irredutivel em Z[x] e em Q]z].

2 ) 1
2. Seja f(x) = §x5 + §x4 + 23 + 3€ Q[z]. O polinémio f(x) é irredutivel se e s6

9f(x) = 225 + 152 + 923 + 3

é irredutivel sobre Q. Pelo critério de Eisenstein, para p = 3, f(x) é irredutivel sobre
Q.

5Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823-1852.
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3. Sejam p um ntimero primo e f(z) =1+ 2z +--- + 2P~! € Z[z]. Designemos por

Q) = {2 g,neqll, h#0}

h

o corpo das fracgdes de Q[x]. Como um elemento em Q(z), f(z) = T De modo
que

1) -1 P p

flatn)=EEZL oy (Mg (1),
T 2 p—1
p p ~ L1 p ~ ” L1, . 2 ~
Como p, (2>, e ,( 1) sao multiplos de p e ( 1) nao é multiplo de p*, entao
p— p—

f(x+1) éirredutivel em Z[x]. Mas 0 homomorfismo de anéis ¢ : Z[z| — Z[z] que é a
identidade em Z e transforma x em z—1 é um isomorfismo. Assim, f(z) = ¥(f(z+1))
é irredutivel, visto que a imagem de um elemento irredutivel por um isomorfismo é

também um elemento irredutivel.

Este exemplo mostra que o Critério de Eisenstein pode ser utilizado em algumas
situagdes onde nao se aplica diretamente, como no caso de f(z) = 2% + 23 + 1, em

que

(z+1)5+(x+1)3+1
= 28 4+ 62° + 152 + 2123 + 1822 + 92 + 3

flx+1)

é irredutivel em Q[z] e, como tal, f ¢é irredutivel em Q|x].

O

Em qualquer anel de polinémios, os polindémios x — a sado irredutiveis. Verificaremos

que existem corpos onde os tinicos polinémios irredutiveis sdo da forma z — a.
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Capitulo 3

Teorema Fundamental da Algebra.

Raizes e coeficientes.

3.1 Teorema fundamental da Algebra

Esta seccao estd dedicada ao teorema fundamental da Algebra. N&o obstante a sua
importancia no desenvolvimento histéorico da Matematica, abrindo o caminho para o reco-
nhecimento geral dos nimeros complexos, a sua prova quase sempre pouco tem a ver com
a Algebra. Grandes nomes deram o seu contributo neste assunto desde Gauss, Cauchy
Liouville 2 e Laplace 3. Muitas demonstragoes tém sido apresentadas (um artigo de Netto
e Le Vasseur?, por exemplo, lista perto uma centena delas) e de tempos em tempos surgem
outras. O resultado® foi estabelecido por D’Alembert® nos finais do século XVIII, mas
era ja pressentido por Girard 7 e Descartes &, nos principios do século XVII. A primeira
demonstragao integralmente aceite é atribuida a Gauss e aparece na sua tese de douto-
ramento em 1799. A demonstragdo que apresentamos é elegante e uma das mais curtas.
Deve-se essencialmente a Argand? (em 1814) e baseia-se numa anterior, mas falhada, de
d’Alembert (em 1746).

Definigao 3.1. O corpo K diz-se algebricamente fechado se e s6 se qualquer polindomio

nao constante f € K[z]| tem pelo menos uma raiz em K.

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental da Algebra). C ¢ algebricamente fechado.

! Augustin Louis Cauchy, 1789 - 1857

2Joseph Liouville, 1809 - 1882

3Pjerre-Simon Laplace, 1749 - 1827

4E. Netto and R. Le Vavasseur: Les fonctions rationelles, Enc. Sciences Math. Pures Appl. T 2 (1907),
1-232

5“Toda a equagdo algébrica de graun de coeficientes complezos admite precisamente n raizes complezas.”

%Jean Le Rond d’Alembert, 1717 - 1783

"Pierre Simon Girard, 1765 - 1836

8René Descartes, 1596 - 1650

9Jean Robert Argand, 1768 - 1822
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Demonstragao. Basta provar que qualquer f(z) € C[z] com gr f(x) > 1 tem uma raiz
em C, porque depois o resultado segue por indugao no grau de f, visto que se o € C é uma
raiz, entao f(z) = (x — a)g(x).

Seja f(x) = apt+arz+- - -+anx™ € Clz], an # 0, n > 1 e consideremos a correspondente
funcao polinomial f :C — C, z+— f(2).

Para z € C com |z| suficientemente grande

f(z) = ap2" <1+an_1+--~+ 20 >,

anz anz™

Ap—1 ag
+F
a

— ] = 1 e |anz"| — oo quando |z| — oo.
z

onde <1 +
an n

Assim, para C' = |ag| = |f(0)|, existe um namero real R > 0 tal que |f(z)| > C' , para
todo o z € C verificando |z| > R.

Por outro lado, a fungao |f(z)| é continua, logo atinge minimo absoluto no conjunto
fechado e limitado A = {z € C : |z| < R} . Seja zp € A um ponto no qual esse minimo é
atingido. Entao |f(z0)| < |f(0)| = C e, portanto, |f(z0)| < |f(2)| , para qualquer z € C, o
que significa que | f(z)| tem em 2y um minimo absoluto. Resta agora provar que f(zg) = 0.
Suponhamos, por absurdo, que f(zp) # 0. Chegaremos a uma contradigdo ao encontrar
um elemento z; € C tal que |f(z1)] < |f(20)]-

E possivel escrever

f(x):CO+Cl(x_zﬂ)+“’+0n(l'—zo)"’

com ¢y = f(z0) #0 . Sejamt =x —2pe m >1taisque ¢ = =¢p_1 =0 mas

cm # 0 (tal m existe visto que gr f(x) > 1). Entdo f(z) = co + cpmt™ + t™Hg(t) , com
¢

g(t) € CJt] . Consideremos a € C tal que o™ = ~0 seja B =Ax, com AeR e
Cm,

0<A<1. Assim,
flzo+B) = co+emf™+ 6" g(B)

= ¢o+ A"epa™ + X amTlg(\a)
= co(1— N+ X tam T lg(\a))
Consideremos a func¢ao continua
¢ : [0,1] - R
A e At tamtlg(Aa))

Como ¢ é continua e [0, 1] é compacto, existe um 1 < k € R tal que |p(\)| < k, para todo
o A € [0,1]. Donde,
ol (1= A7) + X5 ™+ g (Aa) )
lcol (1 =A™ + X" F k)
= Jeo|(L = A™(1 = Ak)) .

|f(z0 + A)|

Logo, em particular,

1 (204 gpa) 1<l (1= (5)  3) <ol = Istaall.
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o que é uma contradigdo. Concluimos portanto que f(zg) = 0, como pretendiamos provar.

O

Como ¢é conhecido, dado um complexo z = a + ib, com a,b € R e i2 = —1, designamos
por conjugado de z o complexo que representamos por Z = a—ib. E de verificacio imediata

o seguinte lema:

Lema 3.3. Sejam z,w € C. Entdo:

1.

I\

Tw=Z%+w;

2.

I\

W= Z W,
3. z € real se e s0 se Z = z.
E consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra o:

Corolario 3.4. Os polindmios mdnicos irredutiveis em Rlx] sao precisamente os polind-

mios v —a, a€R e x>+br+c combceR werificando b* — 4c < 0.

Demonstragao. Suponhamos que p(z) € R[z] é moénico e irredutivel. Seja o € C uma

raiz de p(z). Se:

e a=a € R, entdo (z —a) | p(z) e por irredutibilidade, p(z) =z —a .

e o € C\R entdo @ também ¢é raiz de p(z), visto que p(@) = p(a) = 0. Sejam
b=—(a+a)ec=aa. Entiob,c€ R e 2?2+bx+c=(r—a)(z—a)|p(x) em
C[z]. Ora, o algoritmo da divisdo de p(x) por 22+ bz + ¢ da sempre coeficientes
reais, logo 22 + bx + ¢ | p(x) em R[z]. Por irredutibilidade, p(z) = 22+ bx + c e,

como nao tem raizes reais, b> —4c <0 .

3.2 Relagoes entre raizes e coeficientes

A resolucgao das equagdes conheceu um rapido desenvolvimento por volta de metade do
século XVI até principios do século XVII. A solugao das equagdes ctibicas e quarticas cons-
tituiu um importante marco dando origem & algebra simbélica, desencadeando procuras de
notacoes eficientes e levando & criacao de um novo objeto matemético: os polinémios. En-
tre outros, nesta evolucdo, destacam-se os trabalhos de Simon Stevin!'® (“L’Aritmetique”,
1585), de Francois Viéte ! (“In Artem Analyticem Isagoge”, 1591, “De Recognitione Ae-
quationum”, 1615, publicado postumamente), de René Descartes'? (“La Geometrie”, 1637)

e de Albert Girard!® (“Invention nouvelle en I’algebre”, 1629). Estes avancos constituiram

101548-1620
111540-1603
121596-1650
131595-1632
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um conhecimento mais profundo da natureza das equagoes em alguns pontos importantes

como o nimero de raizes e as relagdes entre raizes e coeficientes de uma equacao.

Girard mostrou que, sendo x1, 9, - , T, solugdes de
" — 512" F s — 4 (1) "s, =0, (3.1)
se tinha
S$1 = T1+...+x,
Sg = TiT2+ ...+ Tp_1Tp
83 =  T1T2X3 + ...+ Tp_2Tp_1Tn (3.2)
Sn = T1T2...Tp

n
e fazendo o}, = fo , para qualquer inteiro k, entao

i=1
o1 = 81
2
o2 = 81— 282 (3 3)
o3 = s:f — 35182 + 383
= st —4s? 4 — 283 —4
o4 = S 5182 + 45153 85 S4.

Repare-se que este resultado era mais um postulado do que um teorema porque afirmava
a existéncia de raizes de polinémios, “impossiveis”’, da forma a + by/—1, mas Girard nao

explicava o que tinha em mente:'4

One could say of what use are these solutions which are impossible, I answer
for three things, for the certitude of the general Tule, because there is no other

solution, for its utility.

Teria sido interessante compreender como Girard encontrou as relagdes (3.2) porque,

apesar de elas resultarem prontamente da identificacdo dos coeficientes em
2" — 512" sz — () "sy = (x—x)(z —x) - (T — )

esta igualdade nao era, provavelmente, conhecida de Girard.

Em meados do século XVIII o facto do namero de solugoes de uma equacgao ser igual ao
seu grau tornou-se conhecimento comum como uma “tradi¢ao” matemaética, aceite sem de-
monstracao e inquestionével. Isto constituiu, pelo menos, uma boa hipdtese de trabalho e
os matemaéticos comecaram a fazer calculo formalmente com raizes de equagoes sem se pre-
ocuparem com a sua natureza, levando & descoberta de algumas relacoes entre coeficientes

de um polinémio e respetivas raizes.

Para traduzirmos adequadamente os resultados deste periodo precisamos de alguns

conceitos.

M A. Girard, Invention Nouvelle en I’Algébre, réimpression par D. Bierens De Haan, Muré Fréres, Leiden,
1884
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Como vimos anteriormente, se D é um dominio de integridade e  é uma indetermi-
nada, D[z] ¢ também um dominio de integridade. Podemos entao continuar este processo.
Se x1,x2, - ,x, forem indeterminadas distintas, podemos definir, recursivamente, os do-

minios de integridade
Dlzr], (Dlza])[wal, -+, (- (Dlza]) -+ [wna]) [wn] -
Cada elemento em (--- (D[x1]) - - - [zn—1]) pode ser escrito na forma

2 : ai a
Taly... a1 :Unn

onde 74, ... o, € D e a; € INg. Prova-se [17| que se nesta construcdo permutarmos os x;, os

anéis que resultam sao isomorfos. Escreveremos entao

D[.’L‘l,"‘ 7'1"71] )
para representar o anel dos polinémios sobre D nas indeterminadas z1,- - - , z,, que comu-
tam entre si.
Introduzimos agora a seguinte:
Definigao 3.5. Sejam K um corpo e x1,x9, -+ ,z, indeterminadas. Um polinémio
pem Kz, xo,...,z,] diz-se simétrico se nao é alterado quando as indeterminadas

permutam arbitrariamente entre si, isto é, se para qualquer w € .Sy,

p(xw(l)v T 7337r(n)) =p(x1, -+, Tn).

Os polindmios simétricos elementares em K[x1,zo,- - , x,] s@o
ST = T1+...+txp= E €X;
i
S =  X1T2 +X1T3... + X1Tp + T2X3 + - Tp_1Tp = TiTj a4
2 34
Sp = T1X2...Tp.

Os polinémios simétricos elementares geram o subanel dos polinémios simétricos. Exi-

bimos, sem demonstracao, o seguinte:

Teorema 3.6 (Teorema fundamental dos polinémios simétricos, [14]). Seja K um
corpo. Entao cada polinémio simétrico em Klxy,xa,...,x,] pode ser escrito como um

polinomio sobre K nos polindmios simétricos elementares s; , 1 =1,--- n.

Exemplo 3.7. O polinémio % + z3 + :U% € Q[z1,x2,x3] € simétrico, logo, pode ser
expresso como um polinébmio em $1 = x1+To+23, S2 = T1X2+T1X3+T2T3 € S3 = T1T2X3.
Consideragoes sobre o grau permitem concluir que existem racionais aj, a2 e ag tais

que
3 3 3 _ 3
oy +ay + x5 = ar(21 + 22 + 23)° + ag(w1 + x2 + 23) (0122 + 103 + T203) + a3T1 2273,
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Escolhendo convenientemente valores para x1, x2 x3, obtemos:

3 = 27a1 +9as + a3 (r1 =29 =23=1)

2 = 8ai + 2a9 (3?1 =x9=1,23 = 0)

1 = a1 (x1 = 1,29 = x3 = 0).
A solugdo deste sistema é a1 = 1,a2 = —3,a3 = 3. Assim,

mi{’ + x% + x§ = (r1+ 22+ 1'3)3 — 3(x1 + o + x3) (2122 + 1173 + T23) + 3T 1T2T3.

O
Os polinémios simétricos elementares em «q, ..., q, escrevem-se em termos dos coefi-
cientes do polinémio cujas raizes sao agq,...,a,. O lema que se segue, cuja demonstragao

nao incluimos, pode ser consultada, por exemplo, em [3] ou [14].

Lema 3.8. Seja K um corpo e seja f(z) = 2™ + a1z" ' + ...+ a, € K[z]. Entdo existe
um corpo (extensao de IK, corpo de decomposicao de f ) L D K tal que ay,...,a, € L

sao as raizes de f, pelo que f(x) = (r — a1)...(x — ay) € L[x] e, portanto,

ai = (=1)'si(1, ..., ).
Corolario 3.9. Sejam f, ay,...,an, K e L como nas condigcoes do lema anterior e
seja p(x,...,xn) € Klx1, -+, ] um polindmio simétrico. Entao p(aq,...,a,) € K.

Demonstragao. Do teorema fundamental dos polindémios simétricos conclui-se que
p(z1,...,2,) € K[s1,...,5,]. Pelo lema anterior, s;(ai,...,a,) = (=1)%a; € K.

O

Repare-se que as propriedades acima referidas nos permitem obter relacbes entre as
raizes de uma equagao polinomial, mesmo sem a resolver, ou obter uma equacao polinomial

conhecidas as suas raizes.

Exemplo 3.10. As raizes x1, x2, 3 da equacdo 22® — 422 + 62 4+ 7 = 0, ou, equivalente-

mente, 23 — 222 + 3z + 3= 0, satifazem:

x1+x2+ 23 =2

T1T2 + 103 + X273 = 3
7

T1ToT3 = 5

1
Exemplo 3.11. Sabendo que as raizes de uma dada equacao polinomial sdao 1, 1, 3 e

—1 & possivel obté-la visto que, tendo grau 4, pode ser escrita como

xt — $12° 4 sox? — s3x + s4 = 0,
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onde

—l—l-l—l—l 1—3
= 2 T2
1 1
52_1-1+1-§+1-(—1)+1 5+1 (1)
1 1
1 1
34:1.1.5.(_1):_,
A equagao pretendida é
1 3 1
ot — a3 P +r—==0

ou, equivalentemente,
22 — 323 — 2?4+ 32z —-1=0.
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Capitulo 4

Solucoes por radicais de equacoes

algébricas

No capitulo anterior provamos a existéncia de raizes para qualquer equagao polinomial
com coeficientes complexos, mas ndo mostramos como calcular essas raizes efetivamente.
Incluiremos de seguida as resolugoes cléssicas das equagoes quadraticas, cibicas e quarticas

e apresentaremos alguns pormenores da sua historia.

Chamaremos equag¢do algébrica de grau n a uma equagao do tipo

agx" + alxnfl + ann—Q +...4a,=0 (4.1)

onde os coeficientes ag, a1, ...,a,, (ag# 0) representam ntimeros reais (ou complexos)!.

Resolver a equagao (4.1) é determinar as suas solugées (as raizes do polindomio na
variavel & que constitui o primeiro membro), . e., é encontrar os valores de = que trans-
formam a equacao numa identidade verdadeira. Obviamente, essas solugoes sdo fungoes
dos coeficientes ag, a1, ..., a,.

A pesquisa do ntmero de solugdes duma equacgao algébrica e da sua determinacdo foi ob-
jeto do trabalho dos mateméticos ao longo dos séculos.

A equacao do primeiro grau
apr + a1 =0 (ag #0)

. ~ a
tem uma s6 solugdo = =——.
ao

'Mais geralmente poderiamos considerar coeficientes num corpo K qualquer, mas néo é esse o objetivo

neste capitulo do trabalho.
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4.1 A equacao quadratica

A solugao de uma equacao quadratica era ja conhecida pelos matematicos da Babilénia
que sabiam como “completar o quadrado” e foi popularizada no mundo ocidental durante

o Renascimento. Sabemos que a equagao do segundo grau
apr? + a1z +as =0 (ag #0) (4.2)

tem solucoes dadas pela formula

a1+ \/a% — dagas
N 2&0 ’
As duas solugoes oy e ag da equagao (4.2) verificam

ai az
a1+ oy = ——, a10p = — .
agp ag

4.2 A equagao ctubica
Sera possivel encontrar uma férmula semelhante para resolver equagoes do terceiro grau
a0x3 + a1x2 + asx + a3 =0 (a() #* 0)7 (43)

E de grau superior? Existirda um processo geral para calcular as raizes de equacoes
de grau superior a dois, a partir dos coeficientes, aplicando um nimero finito de vezes as
operagoes racionais (adigao, subtragao, multiplicagao e divisao) e a extracao de raizes? As
solugoes assim obtidas designam-se solu¢ées por radicais.

Reparemos que na procura das solugoes da equagao (4.1) podemos supor, sem perda
de generalidade, ag = 1. Além disso basta considerar o caso a; = 0, visto que supondo ja
ap = 1, a mudanca de variavel

r=y— —
n
transforma o polinémio no primeiro membro num polindémio em y, cujo coeficiente de y"~!

é zero, sendo as raizes do primeiro polinémio facilmente calculéveis a partir das raizes deste

novo polinémio.

a a a
A equacdo ctibica (4.3) é equivalente a 3 + L2424+ 2=0.Sna equacao
ao ao ao
2% 4+ az® +bx +c = 0.

a
fizermos a substituicio = =1y — 3

-5 0 (=5 0 (-3) e
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obtemos uma nova equacao desprovida do termo do segundo grau:

3 27

2 2a¢3  ab
y3+<b—a>y+a—a+c:0.

3

Basta, portanto estudar as equagoes do terceiro grau do tipo

23 +pr+q=0.

(4.4)

(4.5)

Para encontrarmos as solugoes desta equagao, facamos z = u + v em (4.5) e obtemos

u? + 03 + 3uv + 3uv? + p(u+v)+q=0

ou seja,

w4+ 0% + (3uww + p)(u+v) + ¢ = 0.

Se existirem ntmeros u, v que verifiquem

ud 4+ 03 = —q
_p
uw = —=,
3
isto é, tais que
ud + 03 = —q
3
3,3 b
u’v ——
27’

entdo x = u + v seré solugao de (4.5).

Pretendemos, pois, calcular u? e v3 conhecendo a sua soma e o seu produto. Assim, u

e v2 sdo as raizes da equacdo de segundo grau

3
w2+qw—p—

e, portanto,

2 3
3_ 4 a P
u’ = 2+ 4+27 e

27

0

oot

2

3

_JE7
4 27"

Como consequéncia tém-se as trés raizes da equacao (4.5), na formula devida a Tarta-

glia:

2 3 - 2 3
3 q q p 3 q q p
T=u+v \/ stV ity ot \/ 5 \/—4+27 (4.6)

a
Se a cada raiz somarmos —3—1, obtemos todas as solugoes de (4.3).

ag
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Observagao 4.1. A existéncia de uma férmula resolvente para a equagao do 3.° grau nao

corresponde a uma situagdo completamente satisfatoria do ponto de vista pratico, visto
. ~ . 2 143 9 £ 3

que muitas vezes as expressoes fornecidas pelas formulas “escondem” as raizes. Com efeito,

se considerarmos, por exemplo, a equagao
23— 13z —-12=0,
de acordo com a férmula obtida, as raizes sao dadas por

35 35
.%':36+Z +36_Z 9
Joride o=

que nada adianta em termos praticos. Contudo, como se pode ver diretamente, a equagao

dada tem como solugoes -3, -1 e 4.

3

Observagao 4.2. Note-se que conhecidas u e vy, raizes cibicas de u? e v, respetivamente,
tais que
b
U1V = _ga
entdo, utilizando a notacio polar € = cosf + isenf, sendo w = €2™/3 uma das raizes

ciibicas da unidade, temos também

(u1w) (v1w?) = (vw?)(vw) = —g.

Deste modo, temos as trés raizes de (4.5) dadas por:

2 2
ur + v, ww+vwe, ww +uw.

Consideremos agora
g(x) = 23 + pr + q € R[z].
Explicaremos a natureza das raizes de g(x), a partir do sinal do discriminante

P P

4 27
Veremos que se D > 0, a equacgao g(x) = 0 tem uma raiz real e duas raizes complexas
conjugadas; se D = 0, tem uma ou duas raizes reais e se D < 0, como acontece no exemplo
referido na observacao 4.1 , tém-se trés raizes reais simples. Este caso é por muitos consi-
derado um aspecto paradozal da formula de Ferro e Tartaglia, chamado tradicionalmente
“caso irredutivel”, porque ao tentarmos eliminar os radicais recaimos noutra equacao de

terceiro grau, como detalharemos adiante.

Estudemos entao a natureza das raizes do polinémio ciibico. Consideremos:
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i)

iii)

D>0

Neste caso VD € R e podemos escolher as raizes ctbicas reais
U1:3—%+\/5:’I“1€R e v1:3—g—\/5:r2€R.
A raiz x1 = r1 + ro é real,
T9 = Trw + T2w2 e r3 = T1w2 + row
sao raizes complexas conjugadas com parte imaginéria nao nula, visto que

T = w?, T = rw + row? = w3 e r1# To.

Aqui g(x) tem uma raiz tripla, x = 0, quando ¢ = 0. Se ¢ # 0, o polinémio g(x)

admite duas raizes reais, uma simples:

e outra

com multiplicidade dois.

D<o

Nesta situacao tem-se p < 0 e escrevendo
vD =1iV-D,
podemos considerar dois complexos nao reais conjugados

—%—Fz’\/j:aem e -

3
onde—7r<a<7rea>0étalquea2:—(2) > 0.

Sejam agora u; = Jae'/? e vy = Yae /3, onde Ya é a raiz cibica real de a € R.
Entao

2 2
r1=u1 +v1, Ty=uww+v1wW, T3=uUw" +vw

sao raizes reais de g(x), visto que u; e v1 sdo complexos conjugados, assim como w e

w?. Um célculo direto permite concluir que elas sao distintas.
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Exemplo 4.3. A equagao
23— 6x—4=0

16 216
tem D = T 3 - —4 < 0. Existem, portanto, trés raizes reais simples. Ora,

ud =2 + 27 = \/éeiﬂ'/‘l e 1 =2-_9;— \/gefiw/g

Escolhendo uma das trés raizes cubicas de 2 + 2i, u; = v/2¢™/12 e o valor correspondente
— —im /12 2
v = V2e" /12 obtém-se

x1:u1+v1:2\/§cos<1ﬂ—2) =1++3.

As restantes raizes sdo

- \@eiw/12€2m’/3 + \/ie—iﬂ/12647ri/3 - _9

s = V26124713 |\ [5e=im/1227i/3 _ | _ /3

Observagoes 4.4.

1. O chamado caso irredutivel é muito interessante do ponto de vista historico.
Quando D < 0 existem trés raizes reais mas a Férmula de Cardano exibe estas
raizes como somas de nimeros complexos nao reais. O termo irredutivel nao tem
nada a ver com a irredutibilidade de polindémios, mas prende-se com a dificuldade
deste caso que nao s6 precisa do conceito de niimero imaginério, que teve uma acei-
tagao quase nula no século XVI, demorando a sua consagracao até ao século XIX,

como também da lugar a célculos circulares. Vejamos:
Sejam s,t € R com t # 0. Procuremos a,b € R que verifiquem
(a+ib)® = s +it.

Desenvolvendo a expressao no primeiro membro e, por igualdade de complexos ob-
temos

a>—3ab’ =5 e 3a*b—0 =t

e, dado que t # 0 também b # 0. Efetuando alguns calculos e tomando w = %, vem:

w3 — 3w = b%
e
3w —1= bi?”
donde concluimos que
wd — Zw? —3w+ - =0
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s - .
Se tomarmos y tal que w = y + 7 temos a equacao cubica reduzida

sk 2

y* = 8ky—25 =0, com k:1+‘;—2ela+.

Resolvendo esta equagao como indicAmos no inicio desta secgao e escrevendo v D =

ik, vem
u=/sk/t+ki=k/t-Vs+it.

Como o nosso proposito era exprimir /s + it na forma a + ib, estas manobras nada

adiantaram.

. Resolucgao trigonométrica

E possivel achar aproximacoes das solugoes de uma equagao ctibica no caso irredutivel

com a ajuda de uma tabela de cossenos. Esta resolugao é devida a F. Viéte.

2 3
Seja g(z) = 23 4 pr + ¢ € R[] e suponhamos que D = (g) + (g) < 0; entao g

tem todas as suas raizes reais e resulta também que
274>

p<0 e O<_4p3

<1. (4.7)

Ora, atendendo a que:

i) cos30 =4cos®0 — 3cosf, VO <€ R,
ii) cos 30 = cos(360 + 2m) = cos(36 + 4m),

2 4
concluimos que cosf, cos(6 + %) e cos(f + ?ﬂ) sao as raizes reais de

1
fot) =13 — Zt — 4 cos30 € R[],

O objetivo ¢é tentar transformar g(z) de modo a assumir o aspeto de fy(t), para 6
conveniente. Como as raizes de fy sdo limitadas por —1 e 1, facamos x = kt, com

0 # k € R e, para encontrarmos as raizes de g(x), basta calcularmos as raizes de

hty=t3+ L+ L

k2 k3
Sejam k = y/—4p/3 € R e 0 € R tal que cos 30 = —_k—Sq (existe por (4.7)) e temos
h(t) = fo(t).

Donde, as raizes de h(t) s@o as raizes de fy(t). Encontrando uma aproximacao de

30 = arccos(—4q/k?) (por exemplo com recurso a uma tabela de cosenos),obtém-se
) : U 2T 4r

também aproximacoes as trés raizes: cosf, cos (6 + 3) e cos(f + ?) e, por fim,

as aproximagoes das raizes de g(z).

O
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Vejamos alguns exemplos retirados do livro de Algebra de Euler, escrito em 1770.

81 216 49
Exemplo 4.5. A equacio 23 — 62z —9 =0 tem D = T 9 o1 > 0, logo admite uma

raiz real e um par de raizes complexas. A raiz real resulta de (4.6) e é

]9 7 i/9 7
=24 Z =924+ 1=3.
T \/2+4+ 5 1 + 3

Atendendo a que z® — 62 — 9 = (z — 3)(2? + 3z + 3), conclui-se que as raizes complexas

3. V2 30 V2

Séox2:—§+i7e$3:—§—27.

Exemplo 4.6. Seja 2% — 3z —2 = 0. Neste caso D = 0 e por aplicacao da férmula (4.6), ou
por inspecao (com base nos divisores do termo independente), tem-se a raiz x = 2. Como
23 —3r—2 = (x—2)(z+1)?, resulta que —1 ¢ a outra raiz do trinémio, com multiplicidade

igual a 2.

A férmula desenvolvida pelos matematicos italianos Ferro e Tartaglia e publicada por
Cardano, para além do seu valor histérico, explica também algumas propriedades interes-

santes, como por exemplo, o facto de a expressao

f/20+14ﬂ+ f’/20—14x/§

em R representar um ndamero inteiro.

Exemplo 4.7. A equacao 2% — 62 — 40 = 0 tem D = 392 > 0 e, testando os divisores de

40, verificamos que 4 é uma sua raiz. Logo, de
23 — 62 — 40 = (z — 4)(2? + 42 + 10)

surgem as duas outras raizes do trinémio: 4 e —2 £ iv/6. Concluimos assim que

3/20+14\/§+ {’/20—14[2:4.

Nem sempre a utilizacao da féormula para as equagoes ctibicas se revela necessaria, como
atestam os exemplos anteriores onde as raizes reais poderiam ser obtidas por simples ins-
pecao. Contudo, noutros casos é essencial, caso nao queiramos utilizar métodos numéricos

de resolugao.

Exemplo 4.8. A equacio 2+ 3z+2 = 0, com D = 2 > 0, tem um par de raizes complexas

e uma raiz real r dada pela formula (4.6),

r:§/—1+\/§+ {’/—1—\@:{’/—1+\f—{’/1+x/§.
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4.3 A equagao quartica

Consideremos a equagcao
st bt 4 e’ +dr+e=0 (4.8)
com b,c,d,e em R ou C, de onde se tem
ot +ba® = —ca® — dx —e.
“Completando o quadrado” no primeiro membro, temos

.CCZ—F}bl' 2— 162—0 22 —dr —e
2 - \4 '

Introduzamos uma nova variavel, y :

1 1\ /1 1 1
2 4 2 _ (L2 2 L Y 19
<x +2bx+2y> <4b c—i—y)a: +(2by d>x+<4y e>. (4.9)

O segundo membro da igualdade anterior é um quadrado perfeito se e s6 se

1 2 1, 1,
(2 by—d> —4(41) —c+y> <4y —e)—O,

ou seja se e sO se y é raiz de
fr(x) = 23 — ca® + (bd — de)z — (d® + e(b® — 4¢)) = 0. (4.10)

Designemos f,(z) por polindmio ciubico resolvente e seja y; uma sua qualquer raiz, que
pode eventualmente ser determinada com recurso a férmula de Cardan. Para este yi, o
segundo membro de (4.9) tem a forma (max +n)?, onde m,n sdo determinados a partir dos

coeficientes b, ¢, d, e e da raiz y;. Assim, de (4.9) resulta

1 1
x2+(2b—m>x+<2y1—n>:0 (4.11)

1 1
x2+<2b+m>x+(2y1+n>:(). (4.12)

As quatro raizes das tltimas equagoes quadraticas sao as quatro raizes da equagao (4.8).
O

ou

Exemplo 4.9. A equagao
et 43+ 22 + 42 +1=0
tem polinémio ctbico resolvente dado por
fr(x) = 2® — 22% + 122 — 24,
que admite 2 como uma das raizes. As equagoes do segundo grau correspondentes
22 +1=0 e 22+42+1=0
dao as raizes da equacio quartica dada: +i e —2+ /3.
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Observagao 4.10. Sendo x1,x9,x3, x4 as raizes da equac¢ao quértica em (4.8) e y; uma
1

raiz do polinémio ctbico resolvente, tém-se as relagoes x1x2 = 3 Y1—n € T3ry = B y1+n,

donde se deduz que y; = x1x2 + x374. O resultado seguinte estabelece as relagoes ente as

raizes da equagao quartica e as restantes raizes do respetivo polinémio ctbico resolvente.

Proposicao 4.11. Sejam 1,22,x3,74 as raizes do polindmio f(x) = x*+ba® +cax? +

dr+e €Rlz] e wy1,y2,y3 dadas por
Y1 = T102 + T3%4, Y2 = T1T3 + T2T3, Y3 = T1T4 + T273.
Entao y1,y2,y3 sao as raizes do polindmio cibico resolvente em (4.10).

Demonstragao. Como z1,z2,%3,24 $30 as raizes do polinomio f(z), entao tem-se

pelo Teorema fundamental dos polinémios simétricos

b = 1 +z2otx3+ 24

c = x1x9+ 123+ 1204 + T3 + o4 + T34
—d = T12273 + T1T2X4 + T1X3T4 + T2T3T4
€ = X1X9X3T4.

Calculos diretos comprovam que:

Yy1+y2+ys=c,
y1y2 + y1y3 + y2ys = bd — 4de,
Y11py3 = d* + e(b? — 4c),

tendo-se portanto
(z—y1)(x —y2)(z — y3) = 2% — ca® + (bd — 4e)x — (d* + e(b* — 4¢)),

0 que nos permite concluir que yi, Y2, y3 sao as raizes do polinémio ciibico resolvente em

(4.10).

4.4 Irresolubilidade de equacgoes gerais de quinto grau

Como vimos, a solugdo de uma equacao quadratica era conhecida pelos mateméticos
da Babilénia e foi popularizada no mundo ocidental durante o Renascimento. Em 1545,
a publicagao da Ars Magna de Geronimo Cardano (1501-1576), também conhecido por
Cardan, inclui formulas para a resolucao de equagoes do terceiro e quarto graus, atribuidas
pelo autor, respetivamente, a Niccolo Tartaglia (1500-1565) e Ludovico Ferrari (1522-1565).
Estas solugoes constituiram um forte estimulo na procura de férmulas para resolugao de
equacoes algébricas de graus mais elevados.

Entre os matematicos que fizeram investigagoes incluem-se Tschirnhaus (1651-1708),
Euler (1707-1783), Vandermonde (1735-1796) e Lagrange(1736-1813). Vandermonde pu-

blicou expressoes para as 11-ésimas raizes da unidade em C. Lagrange analisou os truques
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utilizados nos polinémios de grau 2,3 e 4 e mostrou que nas resolugbes existe uma ideia
comum subjacente, nomeadamente a defini¢ao de fungdes das raizes que permanecem in-
variantes sob certas permutagcoes das raizes e provou que esta abordagem falha no caso de
um polinémio de grau 5.

Em 1799, Paollo Ruffini publicou uma demonstracao, hoje considerada incompleta, que
pretendia provar a inexisténcia de uma féormula geral para resolver uma equacao polinomial
de grau 5. Em 1824, Niels Henrik Abel (1802-1829) mostrou que:

existem equagoes polinomiais do quinto grau cujas solucdes nao podem ser obtidas por
radicais.

Inspirado pela demonstragao de Abel da impossibilidade de resolucao de grau cinco,
Evariste Galois (1811-1832) iniciou o estudo de equacdes algébricas de grau arbitrario, e
mostrou nao sé a impossibilidade de resolugao da equagao algébrica geral de grau maior
ou igual a cinco, como deu ainda um critério para decidir se uma equacgao particular pode
ser resolvida e, em caso afirmativo, um método de resolugao. Este matemaético, com uma
vida breve e aventurosa, que morreu num duelo depois de ter escrito a sua resolugao numa
carta a um amigo, é considerado o criador da Algebra Moderna e o seu trabalho teve
consequéncias muito para além do problema original da resolugdao de equacoes algébricas
por radicais. Tendo em vida visto gorada a publicacao dos seus trabalhos nos circulos
cientificos de Paris, foi em 1843 que Joseph Liouville apresentou o trabalho de Galois a
Academia das Ciéncias em Paris.

Galois associou a um polinémio f(x) € Q[z] um certo grupo, dito grupo de Galois,
['(f), de permutagoes das raizes de f. Galois mostrou que f(x) = 0 é resoluvel por radicais
se e 86 se I'(f) é um grupo solivel, ou seja se e s6 se é possivel estabelecer uma cadeia de

subgrupos distintos de I'(f), em que cada um é normal no que se lhe segue, isto é, existem

subgrupos normais H,,, Hy,_1, ..., H1, Hy verificando
Hosl  1H] |G

tais que |H,,| = 1 e os nameros sao todos primos. [11]

[Hul * 7 [Hy [H]

Uma consequéncia deste resultado é a inexisténcia de uma férmula resolvente para

todas as equagoes polinomiais de grau 5. Repare-se que Sj é tal que |S5| = 120 e admite
apenas dois subgrupos normais, com ordens 60 e 1. Ora, % = 2 é primo, mas $ nao.

Também a partir desse resultado é facil verificar que uma equacao quartica é resolavel
por radicais: o seu grupo de Galois tem ordem vinte e quatro e é possivel obter uma
sequéncia de subgrupos normais nas condi¢oes de (4.13) com doze, quatro, dois e um
elementos. Como

24 12 4 2

12 "4 T2 ’
sao primos, a conclusao é imediata. Deduz-se ainda que uma férmula deste tipo se constroéi

juntando uma raiz quadrada, uma raiz ciibica e mais duas raizes quadradas, como se con-
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firma na secgao 4.3. Estes e outros resultados da Teoria de Galois podem ser aprofundados

em [3], [8], [14], [1], entre muitos outros.

As conclusoes de Galois ndo impedem a existéncia de algoritmos resolventes para algu-
mas equagoes polinomiais de grau superior a 4. Afirmam a impossibilidade da existéncia
de uma férmula resolvente para todas. Este facto nao se traduziu numa completa impos-
sibilidade de obtengao de solugbes exatas destas equagoes polinomiais. Nos séculos XVIII
e XIX varias ferramentas altamente sofisticadas, que ultrapassam as limita¢oes da Teoria
de Galois, foram desenvolvidas com esse propoésito, envolvendo: séries (Lambert (1757),
Euler (1770), Chebychev (1838), e Eisenstein (1844)), equagoes diferenciais (Cockle (1860)
e Harley (1862)), funcoes teta (Hermite (1858)) e hipergeométricas (Clausen (1828)),...

Esses resultados, contudo, transcendem o &mbito deste trabalho.
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