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Resumo

O presente trabalho destina-se a servir de base a um curso de enriquecimento curricular,
na area da matemética, para alunos do secundario. O tema escolhido é séries numéricas.
Apresentamos os contetdos necesséarios para definir uma série, os conceitos pertinentes,
assim como muitos resultados que permitem aferir a natureza de uma dada série. Apresen-
tamos critérios usuais, como sao os critérios de condensacao de Cauchy, de comparagao, da
raiz, da razao, de Kummer, de Gauss, de Leibniz, vimos também resultados menos usuais,
como o critério de Schlomilch, ou os resultados de Moser e Salat. Para estes tltimos é
necessério introduzir novos conceitos de convergéncia, assim como o conceito de densidade

natural.
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Abstract

The present work is intended to serve as a basis for a curricular enrichment course in the
area of mathematics for secondary students. The chosen theme is the numerical series. We
present the contents necessary to define a series, the pertinent concepts, as well as many
results that allow us to gauge the nature of a given series. We present usual tests such as
the Cauchy’s condensation test, comparison, root, D’Alembert, Kummer, Gauss, Leibniz
test, as well as less usual results, such as the Schlomilch test, or the results of Moser and
Salat. For the latter it is necessary to introduce new concepts of convergence, as well as

the concept of natural density.
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Capitulo 1

Introducao

Somar dois niimeros é, provavelmente, a operacdo mais elementar em matematica. Com
toda a naturalidade percebemos como somar mais do que dois ntmeros e muito rapidamente
surge a questdo de continuar o processo e somar indefinidamente. Como se sabe, a questao
aqui levantada é formalizada com os conceitos de limite e de série. O presente trabalho
destina-se a servir de base a um curso de enriquecimento curricular para alunos do 2°
ciclo do ensino secundario, usando a terminologia em voga no sistema de ensino angolano,
ou para alunos do ensino secundério, agora usando a terminologia do sistema de ensino
portugués. Assumimos que estes alunos conhecem o conceito de sucessdo e o de limite e
apresentaremos o conceito de série. A ideia de base é que muita matemética associada
as séries pode ser apresentada e trabalhada para alunos motivados com conhecimentos ao
nivel do secundério. Nesse sentido a abordagem aqui escolhida evita conceitos matematicos
como derivadas (que tipicamente sdo usados para estabelecer limites pela regra de Cauchy)
e como integrais (que tipicamente sdo usados para estabelecer a natureza das séries de
Dirichlet).

Assim, apesar de assumirmos que os conceitos de sucessdes e de limite sdo conhecidos,
comecamos este trabalho por apresentar definicbes e resultados importantes que serdao
fundamentais nos capitulos posteriores. Um desses resultados é o que indica que uma
sucessdo limitada e mondtona é convergente. E fascinante a matematica que decorre deste
resultado. Ainda neste capitulo, e uma vez que optamos por ndo usar a regra de Cauchy,
apresentamos a defini¢do usual do nimero e como o limite de uma sucessao.

No capitulo seguinte introduzimos as séries. Comegamos por trabalhar os poucos exemplos
onde se consegue obter o valor da série-série geométrica e séries telescdpicas e apresentamos
a condig¢do necessaria de convergéncia. O quarto capitulo é dedicado as séries de termos nao
negativos. Comecamos por apresentar a demonstragdo da divergéncia da série harménica
usando o argumento de Oresme (1325-1382), e para obter rapidamente uma familia de
séries de comparagdo - as séries de Dirichlet (1805-1859) - apresentamos o critério de
condensagao de Cauchy (1789-1857). Este ultimo tem uma generalizacdo natural -o critério
de Schlomilch (1823-1901)- e de forma a nao quebrar a sequéncia natural da apresentagao
optamos por coloca-lo aqui. Depois desta pequena digressdo, apresentamos os critérios de
comparagao, da razao e da raiz.

No capitulo cinco vimos as séries sem sinal fixo, onde abordamos o critério de Leibniz
(1646-1716), o conceito de convergéncia absoluta e o de reordenamento de uma série. No
proximo capitulo apresentamos os critério de Kummer (1810-1893), Raabe (1801-1859) e
Gauss (1777-1855).

Finalmente, no capitulo sete abordamos outras defini¢des de limite, como sejam o limite
superior, e o limite a Cesaro (1859-1906). Definimos também densidade natural de um

subconjunto de N e a formula de Abel (1802-1829), o analogo de integracao por partes.



Estes ingredientes vao ser importantes para determinar condi¢des que garantam que uma
subsérie da série harmonica é divergente. Esse é o conteido do teorema de Moser (1921-
1970). Posteriormente, Salat (1926-2005) generalizou os resultados de Moser, e um desses
resultados é abordado aqui. Com excecao do tltimo capitulo, todos os capitulos finalizam

com exercicios propostos.



Capitulo 2

Sucessoes

Neste capitulo vamos rever alguns conceitos fundamentais sobre sucesstes que admitimos

que sao conhecidos e apresentamos demonstragoes de alguns resultados.

Definicao 1. Uma sucessdo é uma funcao cujo o conjunto de partida é o conjunto dos
numeros naturais e o conjunto de chegada é o conjunto dos nimeros reais.

Assim uma sucessdao é uma fungdo
f:N—=>R

Os seus termos sao

FO), £2), £3), -+ f(n), -

Tipicamente ndo fazemos mencdo & funcdo f e escrevemos a sucessdo simplesmente como
a1,0a2,03,04, " ,0p, """

ot como (an)nen

Exemplo 1. Sucessio de nimeros impares.
1,3,5,---,2n—1,---
Todos os termos desta sucessao podem ser escritos como
a, =2n—1
onde n € N. Dizemos que a, € o termo geral da sucessao (an)nen-

Exemplo 2. Seja
entao

No estudo de sucessoes com infinitos termos estaremos interessados na seguinte questao:
o que acontece com o termo a, quando n é muito grande? Em outras palavras, o que

acontece com a, quando n tende para +00?

Exemplo 3. Vamos considerar a sucessao

Gp = —
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2n+1
ap = ——.
" n—+4

Queremos saber o que acontece com a, quando n é muito grande.

Primeiro vamos perceber o sequinte: dividindo o numerador e denominador por n, obtemos

1/n  1/n
an = —
n/n 1

Como 1/n se aprozima de zero quando n é muito grande, entao (ap)nen se aprozima de 0.
Como a1g = 0.1, ajg0 = 0.01, a1p00 = 0.001, intuitivamente percebemos que a, se aprozima

de zero quando n € grande. Vamos formalizar essa intuicgo usando o conceito de limite.

lim a, — L.
n—-+o0o

A proxima definicao generaliza o limite anterior.

2.1 Sucessao Convergente

Definicao 2. Seja (ap)nen uma sucessiao e L um nidmero real. Dizemos que a, converge
para L, se para qualquer € > 0 existe um nidmero natural N correspondente de tal modo
que:

la, — L| < ¢

sempre que n > N.

Se (an)nen converge para L dizemos que a,, é convergente e representamos por

lim a, =L
n—-+o0o

No caso contrdrio se nao existe L para o qual a,, convirja dizemos que a,, € divergente.

Veremos a seguir uma interpretacao geomeétrica para melhorar a nossa compreensao. Con-

siderando a sucessao de termo geral a, tal que:

lim a, =L

n—-+o0o
L+e| o ______
L L]
L—el1" """ """ 777~ ¢ T 777 S
%
N
Figura 2.1



Escolhe-se ¢ e constréi-se o intervalo |L — e , L + €[. Se a sucessao converge para L existe
N grande de tal modo que todos os termos da sucessao a partir de N estardo no intervalo

|L —e, L+¢€], essa é a ideia por tras da defini¢do que vimos anteriormente.

Exemplo 4. Vamos provar que
1
——0
n

Os primeiros termos da sucessio $ao

g

=

1
737

N |

anp =1,

Aparentemente os termos aprozimam-se de 0. Vejamos por defini¢do que assim é. Para
concretizar concideremos € = 0,01. Temos

1

- — 0' < 0,01

n

consequentemente
1
— < 0,01
n

desde que

1
— 100
n>0701<:>n> 0

Assim basta escolher N = 101. Portanto se n > 101 temos
la, — 1] < 0,01
Mas este raciocinio permanece vdlido para qualquer ¢ > 0, pois temos

1 1
|an—0\<5<:>’—0‘<5<:><5<:>
n n

1
=n > —
€
Assim, basta tomar
1
N> —
€
Sen > N temos .
n> -
€

Portanto para cada € > 0 existe um natural N tal que se n > N temos
1
n>N>-—
€

e portanto

la, — 0] < e

Assim vimos que a, — 0.



Frequentemente estamos na presenca de uma sucessao (a,)nen €m que o termo geral cresce
indefinidamente. Nesta situagao diremos que a sucessao diverge para 4o00. tdo grande

quanto quisermos, escolhendo n suficientemente

lim a, = +o00
n—-+o0o

A proxima definicao formaliza esse fato.

Defini¢ao 3. Seja (an)neny uma sucessao. Dizemos que ay, diverge para +0o se para cada
real M > 0 existe N € N tal que, se n > N entao a, > M. Se (ap)nen diverge para 400
representamos por

lim a, = +o0
n—-+00

2.2 Algumas Propriedades de Limite de uma Sucessao
Sejam (ap)nen € (bn)nen Sucessoes que convergem para a e b respectivamente. Entéo

1. O limite de uma sucessao quando existe € Gnico.

2.
ngl—lr-loo(an * bn) =a+b
3.
lim a, X b, =a.b
n——+0o
4.
lim =2 (bn, b #0)
. lefoo b, sempre que ( by,
5.

lim ca, = ca para qualquerc € R.
n—-+o0o

Exemplo 5. Vamos calcular o limite das sequinte sucessio

) <n+1 5—|—6n2)
lim +

n——+oo n 1+ n?
Temos:
. n+1 5+ 6n? . on+1 . 5+ 6n?
lim + = lim + lim ———
n——+00 n 14+ n2 n—4oo 1 nStoo 14 n2

consequentemente dividindo por n o numerador e denominador a erpressao

) <n + 1>
lim
n—4o0o n

lim (n/n—l—l/n)_ lim <1+1/n>
n——+o0o n/n n——+o0o 1

obtemos



Como 1/n aprozima-se de 0 quando n — 400, entdo

lim (1—|—11/n>: Iim 1=1

n—-+o00 n—-+00

da mesma forma, obtemos:

. 5+6n? . 5/n%+6n?/n? . 5/n®+6
lim ——= lim +———Ff— =1 yr e
n—o4oo 1+ n? n—-+oo 1/712 + ’I’L2/7’L2 n—+o00 1/n2 +1

Por outro lado temos

Assim

Logo conclui-se que

n—-+o0o

2.3 Sucessoes Mond6tonas

Definicao 4. Dada uma sucessio (an)nen. Dizemos que a sucessao é mondtona crescente
se
ap<a2<a3 <SG S

15to €, se

an < Gng1  para todo n.

Exemplo 6. A sucessio de termo geral

é mondtona crescente. Temos
an < ang1 < n? < (n+1)2®n2§n2+2n+1®0§2n+1
o que € verdade para todo n.

Definicdo 5. Da mesma forma dizemos que a sucessdo (ap)nen € mondtona decrescente
se
ap 2a2 203 2+ 2 Gp 2> -+

15to €, se

Gn > Apt1  para todo n.

Exemplo 7. A sequéncia

Gp = —

3



mondtona decrescente. Temos

1
anzanﬂ-ljﬁz

02—+ ——&
n+1 n n+1
0>—n—1+n@02_
n2+n n2+n

o que € verdade para todo n assim a, € decrescente.

Defini¢ao 6. Seja (an)nen uma sucessio. Dizemos que é limitada inferiormente ou tem
cota inferior se existir um numero real M tal que

an > M para todo n.

Exemplo 8. A sucessio de termo geral

€ limitada inferiormente. Como

1 1 1
le0el+isient
n n

>1

Portanto para todo n tem-se a, > 1.

Definicao 7. Seja a,, uma sucessao, dizemos que ay, € limitada superiormente ou tem cota
superior se existir um numero real M tal que

an < M para todo n.

Exemplo 9. A sucessio de termo geral

n—1
ap =

n

€ limtada superiormente. Da mesma forma temos

1 1
—>0e—<0el-—<1e
n n n

n—1

<1
n

Assim para todo n tem-se a, < 1. Logo a sucessdo € limitada superiormente.

Defini¢ao 8. Dizemos que uma sucessao (an)nen € limitada se existirem dois nimeros
reais o e 3, tais que

a < an < B pare qualquer n € N.

Por outras palavras uma sucessao (ay)nen € limitada se ela for ao mesmo tempo limitada

superiormente e inferiormente, essa é a ideia por detraz da definicao anterior.
Exemplo 10. Seja a sucessdo

Gp = —

3



Temos

1>->=->...> - >...

N —
W =
S|~

Como a, é positivo para qualquer n, temos

0<—-—<1
n

O préximo axioma é muito dtil para o teorema posterior.

2.4 Axioma da Completude

Seja A um subconjunto de R. Se A é limitado superiormente naturalmente que existirao
infinitas cotas superiores. A menor dessas cotas superiores é chamada de supremo. Seja A
um conjunto de ntimeros reais, diferente de vazio com cota superior. Entdo A tem menor

cota superior que chamamos de supremo.

Exemplo 11. Dado
1
A= 11 ZoL
Mg}

vemos que A é limitado superiormente e qualquer elemento do conjunto [1,+oco[ é uma

Wl

)

NN

cota superior. Assim o supremo do conjunto A é o elemento 1, o que se indica da sequinte
forma:

supA =1

Teorema 1. (Azioma da Completude) Seja A um conjunto de nimeros reais diferente de

vazio e com cota superior. Entdo A tem supremo.

O axioma da completude é um resultado fundamental que permite estabelecer o préximo

resultado que é central em todo este trabalho.
Teorema 2. Se (ap)nen € uma sucessao limitada e mondtona entio (an)neN € convergente.

Demonstracao: Pelo axioma anterior significa que existe uma menor cota superior que

chamamos de supremo (L). Assim
an, < L para qualquer n.
Para todo € > o existe um ndmero positivo NV tal que
L—e<an <L
para qualquer termo da sucessao a, tem-se
a, < L

Por outro lado, diminuindo o ntimero L obtemos L — ¢, entao algum termo da sucessao vai

ficar maior que esse nimero visto que L é o menor nimero real tal que todos termos de



ay sao
ay < L

Queremos mostrar que o supremo € o limite da sucessdo a,. Portanto, se a, for uma
sucessao crescente para qualquer n > N entao:
L—c¢c<an<a,<L<L+e¢
Ou seja, obtemos
L—e¢<ap,<L+e
isto &,
la, — L| < €

Assim  lim a, = L e conclui-se que a sucessao a, converge para L.
n—-+4o0o

Exemplo 12. A sucessdo
n—1

Ay =

é convergente.

Jd vimos que € limitada superiormente por 1. Por outro lado, como todos os termos sao
positivos, a sucessiao € limitada inferiormente por 0. Além disso € crescente pois:
n—1

n n

On < Apt1 & nl<:>(n—|—1)(n+1)§n2<:>n2—1§n2(:)—1§0

Assim concluimos que (an)nen € convergente. Temos

n—1

N |
Wil N
S

|

mas como

conclui-se que a, é convergente.

2.5 Sucessoes Enquadradas

Teorema 3. Sejam (an)nen € (Cn)nen Sucessoes que convergem para L respectivamnente
e
an <bp <cp

entao a sucessao (by)nen também converge para L.

Demonstracao: Seja a, uma sucessao que converge para L, entdo para todo € > o existe
Ny tal que
la, — L] < e

para qualquer n > Nj.

10



Da mesma forma ¢, — L, e para todo € > o existe Ny tal que
len — L| < €

Para qualquer n > Nos.
Queremos mostrar que a sucessao b, também converge para L. Portanto basta escolher
N = maz{N;1, N2} obtemos:

L—e<ay, <b, <cp <L+ e€para qualquern > N
isto implica que
|b, — L| < € para qualquern > N.

Ou seja, conclui-se que
b, = L

Exemplo 13. Vamos provar que

. senn
lim =0
n—-+oo n

sabemos que senn estd entre —1 e 1, assim pelo teorema das sucessoes enquadradas temos

1 _sen(n) 1
< < =
n n n
mas como .
lim —— =0 e lim —=0
n—+oo N n—-+oo n
Consequentemente conclui-se
) sen (n
lim (n) =0

n—-+o00 n

Proposicao 1. Seja (an)neny uma sucessao. Seja (by)nen uma sua subsucessao. Temos

lim a,=L= lim b,=1L
n—-+o0o n—-+00

Demonstracao: Como b, é uma subsucessao de a,, podemos escrever b, = a;, onde
h<to<tg<- - <ty <
como

lim a, =L
n—-+o00

Para todo € > 0, existe um natural N tal que se n > N temos
lan, —L| < L

por outro lado para todo natural n existe ¢, € N tal que ¢, > n. Portanto para todo
tn, >mn > N temos
]atn — L| <e

11



ou seja
lim b, =1L

n—+o00

A proposicao (1) afirma que se uma sucessao converge qualquer subsucessao tera o mesmo
limite. Assim se uma sucessao a, tem duas subsequéncias, b, e ¢;, com dois limites

distintos (ay)nen nao poderd ter limite.

Exemplo 14. A sucessdo de termo geral
a, = (—1)"

diverge. Consideremos entao as subsequéncias de (ap)neN-

bp = ag, = (1) =1

Cn = Q2p+1 = (71)2n+1 =-1

temos b, — 1 e ¢, = —1. Pelo exposto (an)nen nao tem limite.

Geralmente uma sucessio (an)nen pode ter vérias subsucessdes. Se algumas dessas sub-
sucessoes tém o mesmo limite nada se pode concluir acerca do limite da sucessao original.
Por exemplo.

1 se n é impar

an = 1sen édeforma 10%,k € N

0 nos restantes casos
Temos agp—1 — 1 € ajgr — 1 mas (an)nen ndo tem limite. Se por outro lado a unido do
conjunto dos indices das subsucessoes envolvidas d4 o conjunto N e se todas convergem

para o mesmo limite, j4 podemos garantir que (ay)nen converge. E esse o conteudo do

proximo resultado.

Proposicao 2. Seja (an)neny uma sucessao. Se as subsucessoes (a2n)nen € (G2n—1)nen

convergem pare L entdo a, — L
Demonstracdo: Se a9, — L entao dado € > 0 existe My tal que se n > M; temos
lagy, — L| < &
Se a9,—1 — L dado € > 0 existe M tal que se n > M, temos
lagn—1| < €

Seja entdao M = max{M;i, Ma}. Dado € > 0 seja n > M. Uma vez que n é par ou impar
temos sempre |a, — L| < . O préximo resultado é muito importante para o estudo de

sucessoes.

12



2.6 O naumero ¢

Proposicao 3. Desigualdade de Bernoulli. Sejo x > —1 e n € N.Temos
(I+2)">14+nx

Vamos provar por induc¢ao matemdtica. Seja P(n) o enunciado
(1+2)">14+nz

P(1) é verdade pois
A+a)!>1+loxeslte>1+a

¢ verdadeira. Assumimos entao que P(n) é verdade e procuramos saber se P(n + 1) é
verdade, isto €, se
(1+2)" >14+(n+1)z

é verdade. Temos

l+z)">14nzr<
14+2)(1+2)">1+2)(1+nz) <
(I4+2)"" > 1+nr+n+n2’ e
A+2)" M >14+n+Dz+n? <

Como nz? > 0 resulta que
I+(n+Dz+n®>>1+ (n+1)x

Portanto obtemos
A+z)" " >14n+1z

0 que € justamente a nossa tese de inducao. Ficou assim estabelecido que P(n) é verdadeira

para todo n > 1.

Proposicao 4. A sucessao (ap)nen de termo geral

1 n

€ uma sucessao crescente

13



Demonstracao: Temos

On+1 (1 i ”%rlylﬂ (%YLH
N (N
(n+g)"+1n” '
T+ 1) i (nt1)m
n+1 (n + 2)nFipntt
- ( n )(n+1)n+1(n+1)n+1
_ (n+1 [n(n+ 2)]"*
- < n >[<n+1>21"“
n (n(n ot
- () [
n [(n+1)% — ntl
- ( :1> <:i1>21]
n n+1
- () e

Por outro lado temos

_ 1
(n+41)2
uma vez que
1
e >le
(n+1)2
1 <l<&
(n+1)2

l<n’+2n+1s0<n’>+2n

Portanto a expressao

1
> 1
(n+1)2

é verdadeira e podemos aplicar a desigualdade de Bernoulli. Temos

Ana1 n+1]

w1 2 _1+(n+1)<—(n+11)2>]

S n+1 1 n+1
~  n | (n+1)?
S n+1 1 1
- n | n+1
1 n+1 1
> - l—- e =~ 1-1
- n{w (n+1>} -l
> 1

Assim a sucessao (an)nen € crescente.

14



Proposicao 5. A sucessio (by)nen de termo geral

1 n+1
bn = <1+>
n

€ uma sucessdo decrescente.

Demonstracao: Resulta que

bn
bn+1

(n+ 1)"*(n + 1)n+2

7/ N 7 N 7 N 7 N 7 N

n+(n 4 2)nt2

n (n+ 1)"*2(n + 1)n+2
n+1 n”+2n+2)"+2

n TL—I—l n+2
n+1) [n(n+2)] "*2

n (n+1) w2
n+1) [n(n+2)

n (n2 4+ 2n+ 17"
n+1/)| n?+2n

n r 1 n+2

1 -

n+1> I +n2+2n}

n n+1)2]n+2
n+1 n+ 2)]n+2

n r n+1)2 n+2
n+1) |n(n+2)

n (2 +2n 417"
n+1) | n2+2n

n 1 n+2

1+

<n+1> n2+2n}

15



bn B (1+ %)nJrl
b 1 - 1 n+2
T ek
(L_H)n+1
— n
(LH)H+2
n+1

(TL—|— 1)n+l(n+ 1)n+2
nntl n+2)n+2
n+1 n+2 n_|_1)n+2

nn+2 n + 2)n+2
n+2

—
N—— —

Por outro lado temos

logo podemos aplicar a desigualdade de Bernoulli. Temos

bn, n 1

> 1 2
ot n+1( ot )>

> ()

n+1 n

N n+1

- n+1

>1

Assim (b,) > bp41 ou seja a sucessdo b, > by € decrescente

1 n+1
= (144)

n

1\" 1
- (1+3) (1+3)

n n
= an<1+1>

n

e portanto b, > a, Por outro lado tem-se

1 1
ay = 1+I =2

16



1 2
b1—<1+1> =4

O facto da sucessdo (an)nen ser crescente e a sucessdo (by,)nen decrescente obriga que
2<a, <b, <4

Como a sucessao (an)nen € crescente e limitada o limite existe. A sucessdo (by)nen €
decrescente e limitada logo o limite existe. Seja e o limite de a,. Entao por definicao

temos

n—-+00 n—-+00

1 1
bn—an<1+>—an<n+ )@an—nbn
n n n+1

Passando ao limite obtemos

1 n
lim a, = lim <1—|—> =e
n

Por outro lado

. . n
lim a, = lim <bn>
n—+00 n—+oco \ n + 1

- hm(n)limbn
n—+oco \n+1/) n—+oo

= 1 lim b, entdo
n—4o0o

lim b, = e
n—-+o0o

Proposicao 6. FEstudo da sucessao

Veremos agora, que

1\
lim <1 + > =e
n—4o00 an

Desde que a, — +00 ou —oo. De facto, se a,, — +00,a partir de certa a, > 1.

Consideremos o numero inteiro a que depende de n tal que
a<ap<a-+1

Estas desigualdades podem tomar a forma

1 1 1
- > >
a~ ap a+1
Adicionando uma unidade, obtemos
1 1 1
I+ —— <1+ —<1+4-
a+1 an a

17



Desta expressao e da inicial obriga que

1 a 1 an 1 a+1
(i) = (o) < ()
a—+1 an a

Mas,

1 a 1 a+1 1 -1
lim (1+ = lim (1+ lim 1+
a—+o0 a+1 a—+o0 a+1 a—+00 a+1
1

a+1 1 —1
= lm (1+ . lim 1+
n—+00 a+1 a—+o00 a+1

= el

= €

(note-se que a,, — +o00 também a — +o0). E

1 a+1 1 a 1 1
lim <1 + ) = lim (1 + ) <1 + >
a—-+o0 a a—-+o0 a a
1\ 1\
= lim (1 + ) . lim (1 + )
a—-+o0 a a—-+o0 a
= el
= e

Entao pelo teorema das sucessoes enquadradas, obriga que

1\
lim (1 + > =e
n—-+oo an

Desde que ap, — +00. Se a, — —oco ¢ fazendo b, = —a, temos

1\ 10\ b
<1 + ) _ <1 + )
an —anp

18



Entao

1)\ 1 \™
Iim (1+ — = Ilim (1+
n—+o00 ay, n—-—+o00 bn —1

— lim (14t " 14 !
T e b, — 1 ' by — 1

Porque se a,, - —oo entdo b, — 400 podemos utizar o resultado antes deduzido. Assim

1\
lim <1 + ) =e
n—-+oo an

desde que a, — —oo. Definimos a fung¢do exponencial por

an
. x
e’ = lim 14+ —
an—+00 (079

Desde que x # 0, ou seja x funciona como constante e a, — +00 ou a, —00. Basta agora

T an 1 an 1 G’TTL z
o262
An T T

Sendo o limite a,, — +00, também o limite a,/x serd +o0o ou —oo (sinal igual ou contdrio

notar que

ao de ay) conforme x >0 ou x < 0, pelo que

1\ %
lim <1 + a) =e
n——+00 =

T

1\ =
2y
z

Lembrando que x € constante a varidvel é n.

Assim

lim
n—-+o0o

O préximo exemplo é muito importante no estudo de sucessao.

Exemplo 15. Vamos provar que

logn

lim

n—-+4oo n

=0
Pela desigualdade de Bernoulli temos
n
(1 + E) >14+z
n
para todo x/n > —1. Passando ao limite obtemos
T\ "
lim (14—7) >l+zee >1+42
n—+o0o n
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Temos e* > 1+ x > 1 para todo x > 0. Escolhendo x = log\/n

gV > 1 1 log/n > 1
Vi > 14log(n?) > 1
Vi, L, logn 1
n ~— n 2 n " n
1 1 110gn>1
vVn T n o 2 n T n
Como )
li — =0
n—1>I—POO\/ﬁ
‘ 1
lim —=0
n—+oco N

pelo limite das sucessoes enquadradas

logn

1
— lim =0
2n—+o0 N
Asssim provamos que
. logn
lim =0

n—-+4oo n

. Temos

Exercicios 1. Determine a convergéncia ou divergéncia das sucessées

3
a) a, = "n;fzn b) ap = —% ) an =
d) an, = (2" —27°") e) an ﬁ

4,2
g) ap = 2221273%7%”

Exercicios 2. Calcule o limite das seguintes sucessoes.

a) ll)I_il_l <1+ 2> b)
n 00 n

. e —e "
hm ETE—
n—+oo e + e~ "

20
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Capitulo 3
Introducao as Séries

Neste capitulo introduzimos o conceito fundamental deste trabalho: a série numérica. Es-
sencialmente trata-se de formalizar a ideia de somar infinitas parcelas, algo que a primeira
vista parece contra-intuitivo mas que é absolutamente natural. Por exemplo a dizima
infinita periédica

0.11111...

pode ser encarada como a soma
0.1 +0.01 +0.001 + 0.0001 + - - -

que mais nao é do que uma soma de infinitas parcelas.

3.1 Série
Definicao 9. Define-se série como uma expressio da forma
ay+ag+tazt+ag+---+ap+---
que representamos como
“+o0o
> i ou Yoo
n=1

A este objecto estao associadas duas sucessoes distintas: a propria sucessao (an)pen € @

chamada sucessao das somas parciais (si)xen definida por

S1 = a1

So = a1+az

s3 = a1 +az+as

S4 = a1+tagx+az+ag
k

S = al—i-az—i-“-—i-ak:Zan
n=1

Se a sucessao (sk)ren tem limite s dizemos que s € a soma da série com termo geral

(an)nen como na préxima definicdo.
Definicao 10. A série de termo geral a, diz-se convergente se a sua sucessao das somas
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parciais (Sg)gen converge - isto é, se existe um nimero real s tal que
lim s =s

k——+o0

Nesse caso escrevemos

Se

nao existe. Dizemos que a série
“+oo
D> an
n=1
diverge.

Exemplo 16. Veremos agora como estabelecer a convergéncia ou divergéncia das sequintes

séries
+o0 oo
a) Z 1 b) Z 0
n=1 n=1

a) Pela definicao (9) temos

S1 = a1:1
So = a1+tar=14+1=2
s3 = aj+as+az3=1+1+1=3
sp = l+1+14--+1=k
Isto significa que
lim s = lim k= +4o0.
k—4o00 k—4o0

Assim a série dada diverge.

b) Da mesma forma obtemos

s1 = a1=0+0=0
So = a1+a2=04+0=0
s3 = a1+a2+a3=04+0+0=0

sp = 0+---4+0=0

Como

lim sp= lim 0=0
k——+o0 k——+o0

Logo a série dada converge para 0.
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Se a partir de certa ordem
“+o00 “+00
D =) bn
n=0 n=1
entdao as séries de termos gerais a, e b, sdo da mesma natureza. Portanto, a natureza de

uma série ndo é alterada modificando um ntmero finito de termos.

Exemplo 17. Vamos estabelecer a convergéncia da série
400 1
on

n=0

Analizando a sucessdo das somas parciais temos

1 1 1 1
multiplicando a expressao sy por % obtemos:
1 171 N 1 N 1 P 1
T = |44y
2k 2 |20 "ol " 22 oF
1 1 1 1
Tt ETE T T o
1 1 1 1 1 1 1
T Tt TR T T
1
= Skt 9k+1 1
Assim
1 1
§Sk — S = W 1
1 1 k+1
_Z - 1-(=
Sk 28k <2>
1\ k+1
o = 17 (3)
-]
k+1
1— (1
R ET)
2
Passando a expressao s ao limite obtemos
1 k+1
k lim 1— 1 -
. . 1-— (%) + k—1>r-£loo k:—1>r—£loo <2> 1
lim s = lim ; = =7=2
k—-+o0 k—-+o0 5 1; 1 5
im
k—+oo 2

O exemplo anterior é um caso particular de um tipo de séries que se vai relevar fundamen-

tal:

23



3.2 Série Geométrica

Definicao 11. Seja r € R. Uma série de tipo
+oo
> "
n=0

diz-se uma série geométrica.

Teorema 4. Sejar € R e
+oo
Dot =1
n=0

uma série geométrica. Entao

L

1. se|r| <1 a série converge e tem por soma § = 1—.

2. se |r| > 1 a série diverge.

Demonstracdo: Comegamos a prova com o caso r # 1. Temos

sio= l+r+ri4. . 4oF
multiplicando por r temos:
rSE = <T+T2+T3+"'+’l‘k>—|—7“k+1—l
= S+ phtl
rSp — S = rhtl 1
(1—r)s, = 1—rktt
dividindo por 1 — r obtemos:
1 T‘k+1
S = —
g 1—r 1—7
passando ao limite a expressao s temos:
1 ,rk-i-l 1 rk?-i-l 1
lim s = lim — = lim — lim = — X lim r
k—+o0 k—s+oo\1l—7 1—7r n—s4+o0l—7r kostcocl—7r 1—7r 1—7 k-otoo

Assim obtemos as seguintes conclusdes:

kJrl:O

1. Se |r| < 1entao lim r e
k—+o0
. 1
lim s, = =s
k—+o00 1—r

24
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2. Se |r| > 1 entdo lim r*! ndo existe, logo

k—+o0

lim s nao existe
k——+o0

ou seja, nestas condicoes a série diverge.

3. Ser =1 entdo
Sk:1+1...+:k‘

e a série diverge
lim s =+
k—4o0

pois o limite ndo é um ndmero real.

4. Se r = —1 entao
sy = —1 se k for impar e sp =0 se k é par.

Nessas condicoes o limite da sucessao de somas parciais s diverge, logo a série

diverge.

Exemplo 18. Vamos provar que a série converge e calcular a sua soma

+001—1+1+1+ +1+
010"_ 10 102 107

n—

Como r =1/10 e |r| < 1 resulta que a série converge e

=1 1 1 1

10—1
n:OlOn 1—r 1—1/10 5
Exemplo 19. Seja
+00
1
ot 10™
Temos N N
oo (0@
1 1 1
RSt RISt
n=0 n=0
Assim

21 1

+oo 1
> =
—10m L 1m 10

X110 1
10 9 10
S O N B

10" 9 10 90
n=0

A seguir veremos outro tipo de série muito importante em que o termo da série, a,, se

pode escrever como uma diferenca.
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3.3 Séries de Mengoli ou Telescopica
Definicao 12. Uma série

+oo

>

n=0

cujo termo geral a, pode escrever-se na forma (up+1 — un) denomina-se série de Mengoli.

Temos
Sop = U1 — Uy
1
s1= Y (tny1 — tn) = (w1 — ug) + (uz — u1) = uy — ug
n=0
2
52 = Z(Uml —up) = (w1 —ug) + (uz — u1) + (uz — uz) = uz — uo
n=0
k
Sk = Z(“nﬂ —up) = (u1 —uo) + (ug —ur) + -+ (Upg1 — Uk) = Ugy1 — Uo
n=0

Isto significa que

lim sy existe se e somente se  lim ugyq
k—+o0 k—+o00

existe. Portanto obtém-se o sequinte resultado

Teorema 5. Seja
+oo
D> an
n=0
uma série cujo termo geral a, pode escrever-se como
Qp = Un+1 — Un
entgo:

1. Se (up)nen converge entdo a série do termo geral a, converge e a sua soma € dada
por

s= lim wupy1 — ug
n—-+00

2. Se (up)nen diverge entao a série de termo geral a,, diverge.

Exemplo 20. Vamos determinar a natureza da série

+o0 1
nz::o (n+1)(n+2)
FEscolhendo )
tn = n+1

26



temos

1 1
_n—|—2+n—|—1
—(n—i—l)—i—(n—l—?)

(n+1)(n+2)
—n—14+n+2
(n+1)(n+2)

1

Up41 — Up =

(n+1)(n+2)

Assim, escrevendo

Temos

Como

lim wpy1 =0
n——+o0o

resulta que
s=0—ug=0—(—-1)=1
3.4 Algumas Propriedades Sobre Séries

Os resultados anteriores referentes & série de Mengoli e & série geométrica sdo casos muito
particulares em que, no caso de convergéncia, se consegue obter o valor da série em questao.
Tipicamente nao se consegue obter a soma da série e numa primeira anélise contentamo-
nos em determinar se uma série é convergente ou divergente. Diz-se entdo que estudamos

a natureza da série. Nesse sentido, o resultado mais funtamental é o seguinte:

Teorema 6. (Condi¢do Necessdria de Convergéncia.)

Se uma série de termo geral a, converge entio a, — 0.

Demonstracao: Seja

+oo

D

n=1
uma série convergente e (S, )nen a sucessdo das somas parciais, entao

Sp=a1+ a2+ -+ an
Pela definicao (9) significa que s, — s. Portanto a sucessao
Sp41 = a1+ az+ -+ ap + apg

tende para o mesmo limite. Como

Sn+l = Sp + Gn41 = Ant+1 = Sp+l — Sn
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Consequentemente obtemos:

Iim «a = lim s — lim s,=s5s—s5=0
n—-4oo ntl n—4o0o ntl n—-4o00 "

Esta condicao é necessaria, mas nao suficiente para que uma série seja convergente. Outra

leitura deste resultado ¢ a seguinte: se a,, /4 0, entao a série de termo geral a,, diverge.

Exemplo 21. Usando o teorema (6) vamos mostrar que a série é divergente.

SK'S
= 2n+1
Temos
=2y e
an_2n—|—1 naufooan_nanfoo%l—kl_

Portanto a série de termo geral a, diverge.

Uma observacao muito importante é que se o termo geral da série converge para zero, isto
é, se an, — 0, nada se pode concluir acerca da natureza da série, sendo necessario uma

investigacao adicional.

Operacgoes com Séries

+0o0 “+oo
Teorema 7. Sejam Z G € Z by, duas séries convergentes, e A € R. Entdo:
n=1 n=1
“+o0o
1. A série Z(an + by,) também converge.
n=1
+00
2. A série Z)\an também converge.
n=1

Demonstr¢ao: Comegamos por mostrar a parte 1.
Sejam (Sp)nen € (tn)neN as sucessoes das somas parciais das séries de termos gerais a,, e

b, respectivamente. Temos
Sp,=a1+azx+---+ay

tn = b1+ ba+ -+ by

Portanto, como as respectivas séries sdo convergentes, pela defini¢do (9) obtemos:

lim s, =se lim ¢,=t
n—-+00 n—-+0o

Considerando (7y,)nen, a sucessdo das somas parciais da série de termo geral (a, + by),
entao:
Tn = (a1+b1)+"'+(an+bn) = sy + 1
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Como (Sp)nen € (tn)nen s30 convergentes a sucessao (r,)pen também converge, pois

lim r, = lim (s,+t,) =s+t

n—-+o00 n—-400

Conclui-se que a série dada é convergente e a sua soma é:

+oo +o0
Zan+2bn
n=1 n=1

Parte 2. Da mesma forma temos
Sp=a1+az+ -+ ap
Portanto
Asp = Aag + Aag + -+ Aay, = Mag +az + -+ ap)
Como

lim s, existee A e R
n—-+o0o

Significa que

lim As, existe e temos
n—-4o00

—+00
lim As, = A lim sn:)\s:/\g an
n—-4o00 n—-4o00 1

n—=

Exemplo 22. Vamos determinar a natureza das sequintes séries

a) io <41n + 2;&) b) io (znl—l Ty 1)1(n—l— 2))

=X/ 4n =1 = 4n

n=0
A série
400 1
n
n:O4
é geomélrica e convergente porque
1
r=|-| <1
5
Logo a sua soma € dada por
1 1 1 4
S = = = = = =
_ 1 3
l—r 1-3 7 3
Mas a série
“+oo
> 5t
o 2n+1
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€ divergente jd que pela condi¢ao necessdria temos

_ 4n Y _ 4n
o+ 1 n—1>r—ir-loo n = n—1>r~tr-loo 2n +1

an

Portanto conclui-se que a série dada é divergente.

b) Da mesma forma temos

+o00 1 1 400 1 400 1
2 <2n—1 * (n+1)(n+2)> :22w+;(n+1)(n+2>

n=0 =0

Sabemos que a primeira € uma série geométrica convergente porque
1

=zl <1
b

e sua soma €:

\V)

1 x
1_

=2x2=4

S =

N[

Por outro lado também jd vimos que o série

+00 1
nZ:o (n+1)(n+2)

€ de Mengoli, e convergente com soma igual a 1. Assim a série dada converge e sua soma
€5,

Exercicios 3. Estude a natureza das sequintes séries:

)+0010 b)§3n2+5n )+Zoon3—1
a — _— c
3n 4n? —1 n2 4 2
P Sl
en _ e—n
n=1

Exercicios 4. Utilize séries conhecidas para determinar a natureza das seguintes séries,

e em caso de convergéncia calcule a sua soma
=X/1 03 = =X/1 1
a — 4 — b 2" — 973n c — 4+ — ).
> () DICIEERD 'S (& * mrs
n=0 n=0 n=1
Exercicios 5. Dada a série
+o0o
>n
n=1
Determina uma expressdo para a sucessao das somas parciais que lhe estd associada e

aproveita este resultado para mostrar que a série diverge.

Exercicios 6. Calcule a soma das sequintes séries

a)iO(san?}n) b)§<lnnil>

n=0 n=1
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Capitulo 4
Séries de Termos Nao Negativos

No capitulo precendende estabelecemos a convergéncia ou divergéncia de algumas séries
por meio de uma féormula para a soma parcial (sy,)nen, determinando entao se

lim s,
n—-+00

existe ou nao.

Infelizmente, a nao ser em casos especiais, como os da série geométrica ou da série teles-
copica, ¢ impossivel estabelecer uma formula explicita para o limite de (s,)pen. Como
veremos, podemos, desenvolver critérios para a convergéncia ou divergéncia de uma série
de termo geral a,. Os mesmos critérios nao nos dao a soma da série, dizem-nos apenas se
a soma existe.

Isto é suficiente na nossa aplicacdo porque, sabendo que a soma existe, podemos aproximar
o seu valor com um grau arbitrario de exatidao, bastando somar um niimero suficiente de
termos da série.

Neste capitulo consideraremos apenas séries de termos nao negativos, isto é, séries de termo
geral a,, tais que a,, > 0 para todo n.

O proéximo teorema mostra que, para estabelecer a natureza de uma série de termos nao

negativos, basta determinar se (sp)nen € limitada.

Teorema 8. ([1] Teorema (11.22) pag:34)

Seja > an wma série de termos nao negativos. Entdo

1. Se existir um nimero M positivo tal que s, < M para qualquer n, entdo a série de

termo geral a, converge e a sua soma, s, verifica s < M.
2. Se ndo existir M nessas condi¢des a série de termo geral a, diverge.

Demonstracao: Seja (s, )nen a sucessao de somas parciais da série de termos nao negativos
com termo geral a,, entao:
51<859< <5y < oo

e portanto (sp)nen € monoétona. Como existe um namero M tal que s, < M para todo n,

entao (sp)nen € monotona e limitada logo o limite existe. Assim a série converge e temos

lim s, =s< M

n—-4o00

Caso contrario a série diverge e

lim s, = +o00
n——+o00
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4.1 Série Harmonica

Defini¢ao 13. E uma série muito importante dada por

SLog il
“n 2 3 45

Antes de estabecermos a sua natureza comecamos por notar que a sucessao das somas

parcias associadas crece muito lentamente. A titulo de exemplo temos

1000

2%27,485

n=1

1000000

Z — o 14, 393.

n=1

Teorema 9. (Nicole Oresme, 1350)

A série harmdnica é divergente.

Demonstracao: O raciocinio usado na demonstracdo consiste em agrupar os termos, de
forma que a soma em cada grupo seja maior que 1/2. Assim consideremos a sucessao das

somas parcias associada a série harmoénica. Temos

S1 = 1
1
S22 = 1'+'§
RIS U S DS WS S SIS S B
ST ATy Ty T S Ty T T T ATy AT Ty
P YIS S S N S I S
s§ = Sa+-F-F=-F+=->sy+-F-F+-H+-—=1+-+F+-=14—
8 7 MT T T Tg=MTg g gy 278 "2

-+ generalizando podemos provar por indug¢ao matemaética que

1
Son > 1+ ni é verdadeira

Portanto vemos que a subsucessao son é divergente quando n tende para +oo. Logo s, é

divergente e a série harmonica é divergente. Falta apenas provar a desigualdade

1
Son Zl-l-ni

Provamos por indugdo matematica. Pretendemos mostrar que p(n) é verdadeira para todo
n o enunciado son > 1 + n%

Vejamos que p(1) é verdade. Temos

1 1
>1l4+ - sa=1+4 =
So1 2> —|—2 59 —|—2

o que é claramente verdade. Portanto assumimos que

1
Son 21-1-715
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é verdade e procuramos ver que p(n + 1) também é verdade, isto é
1
Son+1 Z 1 + (n+ 1)5

Temos

1 1 1
82n+1:SQn+<2n+1—|—2n+2+ ...... +2n+1)

onde o ntmero de termos entre parénteses é:
ol _(n 1)1 =2"T —on 1 1= o =on(2 1) = 2"

e todos os termos da soma entre parénteses sao maiores que

2n+1

Isto quer dizer que a soma entre parénteses € maior ou igual que o nimero de termos vezes
o menor valor dentro de parénteses. Ou seja
1

onil 52 g

Son+1 > Son + 2"

Portanto, por hipétese de inducgao, temos:

1 1 1

Ou seja a tese de inducao é verdadeira. Fica assim provado que

1
Son > 1 +7’L§

para qualquer n > 1.

E importante salientar que a demonstracdo da divergéncia da série harménica de termo
geral a,, foi possivel, porque a,, é decrescente e de termos positivos. Assim este argumento
permanece valido se em vez da série harmoénica considerarmos entao uma série com termo

geral a,, decrescente e positivo. Seja entdo a, decrescente e positivo para todo n. Temos

S1 = ai
S2 = a1+ag
S4 = a1+az+asz+aq

v

a) +ag +aqg+ ayg

a1 +as + 2a4
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58 S4+ a5+ ag + ay + ag

A\

sS4+ ag +ag + ag + asg

a1 + ag + 2a4 + 4asg

.-+ generalizando podemos provar que

1 n
ai + 5 ; Qk(IQk (1)

Y

Son

O resultado (1) permite concluir o seguinte:

Se a sucessao s, converge entdo a subsucessdo son também converge, logo a série de termo

geral 2Fa,. é convergente. Podemos escrever este resultado da seguinte forma:

Teorema 10. Seja (ap)nen uma sucessao de termos ndo negativos e decrescente.

+oo +00
Se a série E an converge entao a Série g 2"aon também converge.

A seguir veremos que o reciproco deste resultado tanbém é vélido pois:

Sy = a1+azx+---+ap,
< artaxt-tantanp o+ agmi g
= a1—I—(a2—|—a3)—I—(a4—|—a5+a6+a7)+(a2n+---+a2n+1_1)

na expressao (agn + -+ - + agn+1_1) 0 namero de termos é

ontl 1 —9on 41 =27 9" —97(2 — 1) = 2" portanto

IN

Sn a1 + (aa +a3) + (as +as +ag +ay) +---+ (azn + -+~ + agnt1_1)

< a4 2a +4ag+ - +2"agn

n
a1 + E Qka2k assim

k=1
+o0 +o00
Se a série E 2ka2k~ converge implica que a série E an, também converge
k=1 n=1

Podemos rescrever o teorema anterior incorporando a informagao agora obtida:
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4.2 Critério de Condensacao de Cauchy

Teorema 11. (Critério de Condensagao de Augustin Cauchy, 1821)

Seja (an)neN uma sucessao de termos ndao negativos e decrescente.

—+00 —+o00
A série g an converge se e somente se g Série g 2"aon converge.
n=1 n=1

Exemplo 23. Vamos provar pelo critério de condensagio de Cauchy que a sequinte série

é convergente.
+00

1
2.
n=1

Significa que

1 1
Gy, = 3 portanto agn = (27)2
Logo
+o0 T
on 1 _ btid it = 1
Z @2 Z — a série obtida € geométrica e como r = |f\ <
n=1 n= 1

é convergente

Conclui-se que a série dada € convergente, pois é decrescente e de termos nio negativos.

Exemplo 24. Vamos provar pelo critério de condensagio de Cauchy que a sequinte série

diverge.
Como
1 1 1
ap = — = —= portanto asn =

¥

nz

asstm temos

+oo
N D e

calculando o limite do termo geral /2™ obtemos

lim V2" = 400

n—-+00

portanto, pela condigcdo nessdria de convergéncia conclui-se que a série dada também di-
verge.
O teorema precedente permite-nos mostrar a convergéncia ou divergéncia da série de termo

geral
1

np
para qualquer p € RT. Jd vimos a titulo de exemplo que para p = 1/2 a série diverge e

para p = 2 a série converge. Vamos agora fazer um estudo mais completo.
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4.3 Série Dirichlet ou Série-P

Teorema 12. Seja p €]0,400[ e considere-se a série

+001

npb
n=1

Entao
1. se 0 <p <1 a série diverge.
2. se p>1 a série converge.
Demonstracao: Se p < 0 a série diverge, facilmente verifica-se porque

. 1
Jm op 70

Seja p > 0. Aplicando o critério de condensacao de Cauchy, uma vez que a série de termo
geral

an:ﬁ

é decrescente e de termos positivos para todo n, entao
+oo “+00
E ap, E 2" aon
n=1 n=1
Consequentemente.

“+00 1 —+00 1 —+00 “+00 —+00
IERCTED SECTED SECRLED SEOED SEL
n=1 ( ) n=1 n=1 n=1 n=1

Mas 217P < 1 se e s6 se 1 —p < 0, ou seja, é convergente se e s6 se p > 1. Portanto a série

obtida é geométrica,

Exemplo 25. Vamos determinar a natureza das sequintes séries

R | ; RXop

a) temos:
+oo 1 +oo 1

Portanto trata-se da série-p e como

5
==->1
P=3
assim a série dada converge.
b) Da mesma forma temos:
Kon X1
ZC_9 -
> 2=
n=1 n=1
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obtemos uma série-p e com p = 1, consequentemente obtemos a série harmdnica que sabe-

mos ser divergente, logo a série dada também ¢é divergente.

O critério de condensacao de Cauchy estabelece que as séries
ai+ax+ag+---+ap+---

2as + 4a4 + 8ag -+ - + 2" agn + - - -

tém a mesma natureza. Assim, para determinarmos a natureza da primeira série escolhe-
mos averiguar a natureza de uma outra série em que o termo geral ja nao é a, mas 2"agn.
Subjacente a estd escolha esta o facto de termos agrupado os termos de a, em grupos de
poténcias de 2. Mas nao é obrigatério considerar o ntumero 2. Podfamos ter escolhido
agrupar os termos de a,, em poténcias de 3,4, 10, etc. H4 portanto uma certa liberdade na
escolha da sucessdao que usamos para agrupar os termos. O préximo resultado aprofunda

esta ideia.

Teorema 13. (Critério de Oskar Shlomilch, 1873)

Considere-se a série
+o0o
2 an
n=1
Se a sucessao (an)nen € decrescente de termos, positivos e se existe L > 0 e uma sucessao

de naturais n; : k € N tal que

LO0<n<ne< - < < -+~

Npg41—Ng < L
NE—MNkg—1

entao a série

—+00 “+oo
E an CONVETgE Se € somente se a série E (nk+1 — nk)ank converge.
n=1 k=1

Observacgao 1. Se no critério de Schlomilch escolhermos a sucessdo de termo geral ng =

2F obtemos o critério de condensacio de Cauchy.

Demonstracao: (=)

Sng - a1+"'+an1+an1+l+"'+an2
= Sp; tap41+ -+ apy
> Spy + (n2 - nl)an2
Da mesma forma
Sng = Sng T Ongt1 t 0+ Gng
> Spy T (77’2 - nl)anz + (n3 - nz)an:s
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Generalizando, podemos provar que:

A
Sni Z 877,1 + Z(nk - nk—l)ank

k=2
Como
Nyl — N
M < L
ng —nNg—1
Temos
1
N — Ng—1 > Z(nk+1 —ng)
Assim

[
5n1 + Z(nk - nk—l)ank
k=2

v

Sn,

7

v

1 7
Sm+ 7 > (kg1 — nk)an,
k=2

Se Sp converge, sp, converge e

+oo

> (g1 — nk)an,

k=2

converge.

Demonstracao: (<) Seja m; : ¢ € N uma sucessao de naturais com:
O<mp<mag < - <m; <---

Consideremos:

Sp=a1+az+ -+ ay

Dado n € N, como m; é crescente, existe um indice i, que verifica n < m;, — 1

Sp, = a1+ag+---+an
< a1+a2+'-‘+an+1—|—-'-+amin—1

= (a1 + -+ am-1) + (@m, +- +amy—1) +
H(amy + -+ Amy—1) + - + (am(infl) +ooet amin_l)

< Smy—1+ (M2 — ma)am, + (M3 — ma)am, + -+ + (M4, — Mg, —1))am;,
in—1
Sn < Smy—1+ Z (mk+1 - mk)amk
k=1
—+o00
Portanto se a série Z(mk+1 — my)am, converge, implica que s, também converge.
k=1

38



Exemplo 26. Vamos determinar a natureza da sequinte série.

—+00

3 e
n=1 2\/5
O termo geral
1
P
¢ decrescente. Escolhemos ny, = k>
g1 —ng  (k+1)2—k* K +2k+1-k  2k+1 L2
ng—ng_1  k2—(k—-1)2% K —-k2+2k-1 2k—-1 = 2k-1
Como )
<2
2k —1 —
para todo k > 1, temos
Ngy1 — Nk <3
ng —Nkg—1

Portanto, pelo critério de Schlomilch, as séries

X1
€ oo 1
nz_:l((k +1)2 - kZ)W

tém a mesma natureza. A dltima série é

~+00 1 +ook ~+00 1
D@kl =2) o +>
k=1 k=1 k=1

A dltima série € geométrica de razdo menor do que um, logo convergente. A série
—+o00
k
ok

é convergente, pois como

temos



converge. Consequentemente a série

+oo 1
Z ﬁ converge.
n=1

O proximo teorema permite-nos utilizar séries conhecidas ou seja, séries convergentes ou

divergentes para estabelecer a natureza de outras séries.

4.4 Critério geral de Comparacao

Teorema 14. Sejam

—+00 “+oo
g a, € E by,
n=1 n=1

para qualquer n € N. Tem-se
1. Se a série ) by, converge, entdo a série Y  a, também converge.
2. Se a série Y a, diverge, entdo a série Y b, também diverge.
Demonstracao: Considerando s, e t, as sucessoes das somas parciais, temos
Sp=a1+az+az+---+an

th=b1+ba+b34+ ---+0by

Como as séries a, e b, sao de termos nao negativos com para qualquer n € N. Vamos

comecar por mostrar o caso 1. Como a, < b, temos
Sp <ty
Sendo
+0o0
Db
n=1
convergente, a sucessdo das somas parciais (tp)neny € limitada e monoétona crescente.

Conclui-se que a sucessao das somas parciais (S, )nen converge. Assim
+oo
>
n=1
converge.
Da mesma forma vamos mostrar o caso 2. Recordemos que se P, Q) sdo enunciados entao
P = (@ éequivalentea ~Q =~ P
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Tendo presente o contra-reciproco do resultado anterior temos

Entao

Exemplo 27.

—+00

1
D2 5y

n=0
a) Temos

Ou seja

escolhendo

“+00

~ < E an converge

n=1

+oo

>

n=1

)=~

+o00
E b, converge

n=1

+0o0
ay, diverge = an diverge.

n=

1

Vamos determinar a natureza das sequintes séries.

b)

—+00

n=3

Inn
n
1 1
245" >5"= < —
tor2 2457 — hn
an < by
1
bn:57n

)

e como Y _ by, € convergente. Resulta pela parte (1) do teorema que a série dada converge.

b) Da mesma forma temos

entao

escolhendo

Inn>1

Inn

— 2

n

iﬁ
b, — -
! n=3n

S|

temos a, > by,. Por outro lado como a série de termo geral b, é a série harmdnica sabemos

que diverge para +00 entdo a série de termo geral a, também diverge para +oo.

Observagao 2. Ao utilizarmos o critério geral de comparagdo, devemos primeiro escolher

uma série de termo geral b, adequada, para entdo provar que a, < b,, para qualquer n.

Esta prova pode ser dificil se ay, for uma expressao complicada. O critério sequinte € em

geral mazis fdacil de aplicar.

4.5 Critério Geral de Comparacao do Limite

Teorema 15. Seja E an uma série de termos ndo negativos e E b, uma série de termos

—+00

n=1

positivos tal que

—+00

n=1

a
lim —= = L entdo

n—+oo Oy,

1. Se L € ]0,400[ as duas séries tém a mesma natureza.
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2. Se L=0 se a série ) b, converge entdo ) a, converge.

3. Se L = +00 se a série Y b, diverge entaoy  a, diverge.

Demonstracao: Vamos comegar por provar o primeiro caso em que

L & um real positivo.
Pela defini¢ao de limite de uma sucessao para qualquer € > 0 existe uma ordem N a partir
da qual tem-se

L—-¢e< Z—n < L + ¢ para qualquer n > N

n
Escolhendo e suficientemente pequeno, de modo que L — e > 0 sejam « e 8 dois nimeros
reais positivos tais que

a=L—-—¢ecef=L+c¢

Consequentemente obtemos
Gn

Q<E<B

Entao a partir dessa ordem N temos
ab, < ap, < Bb,

Assim pelo critério geral de comparacao, obtemos as seguintes conclusdes
1. Se > b, converge = > a, converge seesomentese » fa, diverge = >_ b, diverge.
2. Se ) a, converge = ) b, converge se e somente se » b, diverge = > a, diverge.

Nessas condicoes ambas as séries tém a mesma natureza.

Segundo caso L = 0. Seja

Para qualquer € > 0 existe uma ordem N tal que para qualquer n > N. Temos

0—e<2—”<0+e

Escolhendo € = 1 implica que existe N tal que para qualquer n > N, temos

an

—<1=a,<b,

br,
Consequentemente pelo critério geral de comparacao temos que
se a série Y b, converge, implica que a série Y a, converge.

Por ultimo vamos mostrar o terceiro caso L = +00. Seja

. a
lim —= =400
n—-+o0o
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Para qualquer M > 0 existe IV tal que para qualquer n > N, temos

an,
—>M
b, —

Escolhendo M =1 existe N tal que para qualquer n > N. Temos

a
lzljanzbn

n

Consequentemente usando o critério geral de comparacao conclui-se que se a série Y by,

diverge, entao a série Y a, também diverge.

Exemplo 28. Vamos determinar a natureza das sequintes séries

a)§n3—2 b)io 3n? +5n
i n+ 1 — 2n(n2 +1)

a) O termo geral da série é
_ n3 —2
n+1

QAp =

desprezando os termos de menor magnitude no numerador e denominador quando n —

400, obtemos

n®—2 nd 9
~ —=n
n+1 n
implica que vamos escolher
b, = n>
Mas com > n? diverge. Temos
n3-2 3
. Qn, . n+l . n’ — 2
lim — = lim 5- = lim ——— =
n—+4o0 b, n—ofoo N n—+oo N3 + n

e como > n? diverge resulta que a série dada diverge.

b) Da mesma forma desprezando os termos de menor magnitude no numerador e denomi-

nador quando n — +00, obtemos

3n? + 5n 3n? 3

~ =—=0
2n(n2 1) — 2np2 20
Temos ,
. ‘2*?1?5?11) . 3n? + 5n 2" _ 3n?+5n
lim ———= lim —————~—= lim _——- -1
n—-+oo 5 n——+oo 2n(n2 + 1) 3 n—+oo 3(n2 + 1)

Como L é um numéro positivo, e como » by, é convergente conclui-se que a série dada

converge.

Quando a série do termo geral a, é de termos positivos o proximo critério é muito 1til
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4.6 Critério da Razao

Teorema 16. Seja Y a, uma série de termos positivos. Suponhamos que

. An+41
lim

n—+oo  ap

=L

1. Se L <1 a série ) a, converge.

2. Se L > 1 a série Y a, diverge.

3. Se L = 1 nada se pode concluir sobre a série Y a,.

Demonstracao: Vamos comecar por provar o primeiro caso, L < 1.

Seja

. An+1
lim /7t —
n—-+oo an

Por definicao de limite de uma sucessao para todo € > 0 existe uma ordem M tal que para

qualquer n > M,

Ant1 Ll <e
an,
Escolhendo ¢ suficientemente pequeno temos
L+e<1
Temos
a
—e< Ml [ <e
Gn
Consequentemente temos
Intl <e€
Qn,

entao

ap+1 < (6 + L)an

para qualquer n > M. Em particular para n = M + 1 temos
ans2 < (e + L)anrs1

Para n = apr42 temos

ap+3 < (e + L)ans42

Implica que
apr43 < (6 + L)(E + L)CLM+1

Assim obtemos

apr4+3 < (6 + L)Q(IM+1
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Podemos provar por inducdo matemaética que
k—1
ap+r < (€+L) ap+1

é verdadeira para qualquer k > 2. Consequentemente obtemos:

+o00o M+1 +oo

YDIED SIS SIS

n=1 n=1 n=M+2

Por outro lado temos
400 +o0 k +oo
- (e+1L) am+1 k
e+ L) g = —Fa . e+ L

g( ) an g cr L M 6+1k2:2( )

A série obtida é geométrica, pois r = (e + L) < 1 logo é convergente. Assim a série

+o0o
-1
E (e+ L) 'ana
k=2
converge e consequentemente
+00 oo
g ap = Gp42 +apy3+ -0 = E AM+k
n=M+2 k=2
também converge, ou seja:
+oo M+1 +o00 M+1 +o00
D=t D an=) ant) amp
n=1 n=1 n=M+2 n=1 k=2

¢é convergente.

Segundo caso, L > 1. Seja € > 0, existe uma ordem M tal que para qualquer n > M temos

an+41
an

—L’<e

escolhendo ¢ suficientemente pequeno de forma que L —e > 1. Temos

a
o< ML L <
Gnp
Portanto obtemos
a
L—e< ntl
an

Assim

an(L —€) < apt1

Escolhendo n = M + 1 temos

apm+1(L —€) < anrq2
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Para n = M + 2 temos

aM+2(L - 6) < ap+3

Assim

CLM+1(L — 6)2 < apr+3

Podemos provar por inducao matematica que
k—1
ar+1(L =€) < apik

é verdadeira para qualquer k£ > 2. Mas

+o0 a 00
_ M+1
1}1 appi(L— et = 7 _+€ k§1(L —of

A série obtida é geométrica e como r = (L —€) > 1, é divergente. Portanto a série

—+o00
> an(D -
k=1

diverge. Consequentemente

—+o00
ap+1+apt2+ a3+ = E aM+k
k=1

é divergente e portanto
+oo
D
n=1
também é divergente.

Por altimo temos o caso L = 1. Considerando a série

+0o0
Z — sabemos que é divergente mas
n=1 n
a L n
lim = fim 2 = i =1
n—+oo  ap n—+o0 - n—+oon + 1
E a série
+o0o
Z — sabemos que é convergente, mas
n=1 n
1 2
lim ntl _ lim @: lim ( n > =1.
n—+o0o  ap n—+o00 >3 n—+oo \ n + 1

E portanto o facto do limite ser igual a 1, ndo nos permite concluir nada acerca da natureza

das séries em questdo. Neste caso dizemos que o critério é inconclusivo.
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Exemplo 29. Vamos determinar a natureza das sequintes séries:

X om X5
— b .
n=0 n=1
a)
2'I’L
an = —
n!
Consequentemente obtemos
2ntl ! 212 ! 2
lim = fm S x o = lim X — = lim =0
n—+oo  a, n—otoo (n+ 1)1 27" notoo (n—1)n! 27" notoon—1
Como L =0 < 1 conclui-se que a série é convergente.
b) Da mesma forma temos
5"”L
ap =
n+1
Assim
. Qpy1 R L | N T | . 5n+b
lim = lim X = lim X = lim = 5.
n—+00 ap n—+oon + 2 o" n—+oo  H” n+2 n-otoo n+2

Consequentemente L = 5 > 1. Assim conclui-se que a série é divergente. O prézimo

critério € particularmente util quando a, contém poténcias de n.

4.7 Critério da Raiz

Teorema 17. Seja > a, uma série de termos ndao negativos, e suponhamos que

lim a, =1L

n—-+40o

Temos

1. Se L <1 a série Y a, converge
2. Se L > 1 a série Y a, diverge

3. Se L =1 nada podemos afirmar sobre a série »_ ay,.

Demonstracao: Comegamos por mostrar o primeiro caso, L < 1.

Seja € fixo. Como

lim a, =1L

n—-+o0o

temos que existe M > 0 tal que para qualquer n > M, obtemos

1
a;{—L’<€<:)

1

1 1
—<e<ap —L<es L—-c<apy <L+e¢
Escolhemos € tal que L + € < 1. Obtemos
1
app, <e+L=a,<(e+L)"
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Assim a série obtida
o0

Z (e+L)"

n=M+1

é geométrica e convergente porque a razao é menor que 1. Consequentemente a série

—+00

> o

n=M+1

é convergente, portanto a série

400 M 400
YRITES SIS s
¢ convergente.
Segundo caso, L > 1. Seja ¢ > 0 tal que (L —€) > 1. Pela definicao de limite de uma

sucessao existe M > 0 tal que para qualquer n > M temos

1

lai — L| < ¢

Assim
1

—e<ar —L<e

em particular obtemos
1

L—e<a?
consequentemente temos
(L—¢e)" <an
Assim
+oo
> (L-o"
n=M+1

é geométrica e divergente pois r = (L — €) > 1. Portanto a série

+o0 M +o00
D=2t Y an
n=1 n=1 n=M+1

é também divergente. O resto da prova é analogo ao critério da razdo, ou seja, se L = 1
temos.

Considerando a série

~+o0 1
2
n=1

lim ); . 1 1 1 1 1
im (ap)» = lim = - = - = = =
n—+00 n—+o0o /n i o i (5 logn) . 1

¥n ngr—&l-loo " ngr—&l-loo € lim (~logn)

enHJroo n
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Neste caso

é divergente mas

Considerando a série

Consequentemente temos

3=

ngrfoo (n2) _ €2X0

Assim a série dada converge mas

1 1
lim ap ==-=1
n——+oo 1

E portanto o facto do limite ser igual a 1 ndo nos permite concluir nada acerca da natureza

das séries em questao. Neste caso dizemos que o critério é inconclusivo.

Exemplo 30. Vamos determinar a natureza das sequintes séries

+oo +oo 2 n
1 2n
@) nn b) Z <n2 + 1>
n=1 n=1

a) Aplicando o critério da raiz temos a

obtemos:
. V1 . 1 .1 .1
lim a, = lim = lim = lim —= lim —=0
n—+o00 n—+oco /nn n—-+o0 (nn); n—+00 nn n—+oo n

Como 0 < 1, portanto a série dada é convergente.

49



b) Da mesma forma e como

Entao

. 202 \" ) 2n?
lim —— | = lim =2
n—-+00 n2+1 n—+oo n2 + 1
Como 2 > 1, assim a série de termo geral a, € divergente.

Exercicios 7. Determine a natureza das sequintes séries:

“+00 —+00 “+o00
10 n 3n+95
0y 0y Eppramac
n=1 3 +1 n=1 \/ﬁ n=1 n2m
d)+§ 1 )+°° n’® +4n3 — 1 f)io 1
_— e _ —_—.
— vn3 — 5n — 2n8 + 4n4 + 2 o 1+ (0, 3)”
Exercicios 8. Aplicando o critério da razdo ou da raiz, determina o natureza das sequintes
séries:
+00 ~+00 +oo
3n+1 2" 100™
D)) o b2 >
n=1 n=1 n=1
+00 n 10 5n—1 oo
(Inn) 2" (2n)"
d e —_
2 e ‘2 P& sy
Jr

o0 n n
9) z_:l (1nn> '
Exercicios 9. Utiliza o critério de condensacdo de Couchy para determinar a natureza

das sequintes séries:
+00 1 +00 1 +00 1
a - b — c .

“+o00 —+o00
Ink Ink
Ay == ) > 2.
k=2 k k=2 \/E
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Capitulo 5

Séries Sem Sinal Fixo

Uma familia importante de séries sem sinal fixo pode ser obtida da seguinte forma. Esco-

lhemos uma sucessao (a,)nen de termos positivos e consideramos as séries

—+00
Z(_l)kak =—a1+az2—az+ -+ (—1)kak =+ .-
k=1
ou
“+o00
Z<_1)k+lak =a1—az+az—---+ (—1)k+1ak + -
k=1

Estas séries dizem-se séries alternadas uma vez que o sinal do termo geral vai alternando,

entre positivo e negativo ou vice-versa.

O proéximo critério é muito importante para determinar a natureza de séries alternadas.

5.1 Critério de Leibniz

Teorema 18. Seja

—+00

Z(—l)k+1ak =a; — a2 + as — a4 + -

k=1
uma série alternada. Se
1. agy1 < ag, para qualquer k € N
2. kgrfoo ap =0

a Série converge.

+ (=) lap +- -

Demonstracao: Comecamos por analizar a sucessdo das somas parciais dos termos pare

Sop =a1 — G2+ a3 —aq4+ -+ agp_1 — A2k

Agrupando os termos como:

Sor = (a1 —ag) + (a3 —aq) + - - + (agx—1 — a2x)

Pela primeira hipdtese do teorema as parcelas entre parénteses sao nao negativas, logo

s9r > 0
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A proxima soma parcial é
So(kt1) = Sok + (Q2k41 — G2k12)

Implica que a sucessdo das somas parciais pare é uma sucessdo crescente. Por outro lado

reagrupando os parénteses temos
sok = a1 — (a2 — a3) — (a4 — a5) — (agk—2 — agk—1) — az.

Significa que estamos a subtrair do primeiro termo uma expressao positiva, entao podemos

afirmar que sq9f € limitada superiormente por a;. Portanto obtemos:

lim s9p = s
k—+o00

para algum s € R. Considerando as somas parciais dos termos impare temos

S2k+1 = Sok + A2k+1

Passando ao limite temos
lim Sok4+1 = lim Sok + G2K+1
k—+o00 + k—>+oo( + )
Pois, como pela segunda hipétese do teorema se tem

lim agpi1 =0
k——+o0 +
entao

lim sopy1 = lim sop+0=3s
k—+o0 k—+o00

Portanto conclui-se que as sucessbes das somas parciais pares e fimpares tém o mesmo limite
s. Assim a sucessdo das somas parcias também converge e tem-se
“+00
s = § :(_1)k+1ak

k=1

Exemplo 31. Vamos analisar a natureza das sequintes séries alternadas

= n 2N R n 2N
n=1 n=1

Pelo teorema de Leibniz primeiramente temos que provar que anpt+1 < a, € que

lim a, =0.

n——+o0o
a) Como
2
ay, = —o
4n? —3
Obtemos
2n + 2 2n (2n + 2)(4n? — 3) — 2n(4n? +8n + 1)
a — ap = — = —
LT T 2 8+ 1 4n?—3 (4n? + 8n + 1)(4n? — 3)
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—8n2 —8n—6

= <0
(4n2 +8n+1)(4n2 — 3) —
é decrescente para qualquer n e como
2n
li = lim —— =
n%lrfoo n naufoo 4n2 — 3 0
Assim conclui-se que a série dada é convergente.
b) Podemos provar que apiq1 < ax. Mas como
I — lm -
nﬁlrf»loo Gn = nﬁlrfoo 4n -3 - 2

pela condigcdo necessdaria de convergéncia a série € divergente.

O proéximo conceito é muito util para séries de termos positivos e termos negativos. Permite

utilizar critérios criados para as séries de termos positivos para determinar a natureza de

outros tipos de séries.

5.2 Série Absolutamente Convegente

+0o0
Definicao 14. Uma série Zak diz-se absolutamente convergente se a série
k=1

+oo
> larl =la1| + az| + lag| + - + |an| + -
k=1

é convergente.
E de salientar que se a série de termo geral a,, ¢ de termos positivos, entao |a,| = a,

Exemplo 32. Vamos provar que a seguinte série é absolutamente convergente.

+00
;(—1)““;:1—212+312—412+~--+(—1)"“nlz+---
Considerando os valores absolutos de cada termo, obtemos
o0
+Z (—1)”“% :1+%+%+%+-~+%+---
n=1
Sabemos que a série de termo geral

é uma série-p convergente. Logo a série dada é absolutamente convergente.

Exemplo 33. Vamos provar que a seguinte série converge mas ndo € absolutamente con-

vergente.
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—+00

1 1 1 1 1
R T T I AERV S N
E} 1) - 1 5T3 17T +(-1) ~+

n=1
Esta série é chamada série harmoénica alternada. Sao verificadas as condigoes do critério

de Leibniz, ou seja, escolhendo

1
an = —
n
a, € decrescente pois
1 1
< —
n+1"n
é equivalente
1 1 n—-n-1_ 1
n+1 n  n2+n  n24n "
¢ 1
lm —=0
n—4+oo N

Portanto, pelo critério de Leibniz a série é convergente. Para estudar a convergéncia

absoluta, aplicamos a definicdo (14). Considerando os valores absolutos temos

“+o0o
1 1 1 1 1
) o 1 S D D D
él() - totgtpto o+

A série obtida é a série harmonica que ja sabemos ser divergente, logo pela defini¢ao (14)
a série harmonica alternada nao é absolutamente convergente.
A proxima defini¢do diz-nos que séries convergentes mas nao absolutamente convergentes,

como a série harménica alternada tém um nome especial.

“+o0o +0o0 +00
Definicao 15. Se a série g ap converge mas E lag| diverge, entdo a série g ay, diz-se
k=1 k=1 k=1

sitmplesmente convergente.

O proximo teorema € muito util para séries absolutamente convergentes.

+0o0 +oo
Teorema 19. Se a série E ay, € absolutamente convegente, entdo E ap converge.
k=1 k=1

Demonstrcao: Temos sempre

—lak| < ar < |ag]

e somando |ag| ambos os membros da desigualdade obtemos

0 < |ag| + ar < 2|ay]

+o0 +o0o
Como Z |ak| converge, entao Z2|ak| converge. Logo
k=1 k=1
+oo
Z \ak\ + a
k=1
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é uma série convergente, além disso

+o0 +00 +oo +o0
Y ar = ap+lal — lanl =D (ar+|a]) = > lax|
k=1 k=1 k=1 k=1
Consequentemente
+0o0
>
k=1
converge.

Exemplo 34. Vamos determinar a natureza da série alternada.

—+o00

1 1 1 1 1 1
2: n+1 n+1
(71) 27 iiﬁjL?i?jL”'(il) 27+

n=1

Considerando os valores absolutos de cada termo temos

+oo
1 1 1 1 1 1
S Y T e A H
nzz:l( ) 2n 2+22+23+24+ 2”+

A série obtida é a série geométrica de razao 1/2, que é convergente. Logo a série dada
¢ absolutamente convergente e pelo teorema anterior a série dada € convergente (nestas

condigoes nao precisamos de aplicar o teorema de Leibniz).

Exemplo 35. Vamos determinar a natureza da sequinte série:

—+00

Z(_l)n+1 1
1 vn+1
Temos
= 1 R |
Z (_1)n+1 _ Z
— vn+1 — vn+1
Como )
lim =0

n—4o00 v/n + 1

Nao podemos usar a condi¢do necessdria de convergéncia. Mas aplicando o critério geral

de comparacao do limite,

400 1 +00 1
> <> =
n=1 n+1 n=1 n
como
—+00 +oo 1
D b=
n=1 n=1 1?2

é divergente. Resulta que
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As séries tém a mesma natureza. Logo

+oo
Z ! diverge
—vn+l

Nestas condigdes ndo podemos aplicar o teorema da série absoluta. Como a série de termo

geral a, diverge, podemos usar o teorema de Leibniz. Assim

1
Qa. =
" vn+1
Consequentemente
1 1
an+1 — Gn

Vnt2 Vil

vn+1—+yn+2

(Vn+2) (Vn+1)

(Vn+1-vn+2) (Vn+1++vn+2)
(Vn+2) (Vn+1) (Vn+1) (Vn+2)

n+l—n—2
(Vn+2) (Vn+1) (Vn+1) (vVn+2)
-1
(VidD) (VasD) (Votl) (V) "

Logo (apn)nen € decrescente e

1
lim =0

n—+oco \/n + 1

Portanto pelo teorema de Leibniz a série converge. Como a série dos mddulos diverge

concluimos que a série € simplesmente convergente.

Observacao 3. Nas séries de termos sem sinal fizo € essencial sabermos o sequinte: O
critério de Leibniz é wma condicdo suficiente de convergéncia, pelo que nada se poderd

concluir quando falha algumas das hipdteses. Salienta-se no entanto que se

lim a, #0

n—-+o0o

a série alternada diverge, jd que também

lim (—1)""a, #0

n——+0o

A seguir veremos um resultado muito importante.
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5.3 Reordenamento de séries

Quando somamos os mesmos nimeros mas escolhendo outra ordem obtemos o que chama-

mos um reordenamento da série dada. Por exemplo seja

—+00

1 1 1 1
= )LD 2 2
° ;} R 573 17
Se multiplicarmos os membros por 1/2 obtemos
+oo

s 1 1l 11 1 1
R B Y o
2 QkZl( ) k2 4+6 8+

Por outro lado somando as duas séries anteriores obtemos

tiorei-tililo Ly
STy T T3 T 5T,
2 3 2 5 7 4
Suponha-se que
+o0o 3s
>h=iy
k=1
A série
Shorel bl
A R S T

diz-se um reordenamento da série harmonica alternada e pelo exposto temos
+o0o
Sn-%
k=&
2
k=1
Assim, ao fazermos este reordenamento da série harmonica alternada obtivémos outra série

que tem outra soma (pode ver-se que s = In2 ). Tal nem sempre acontece e o proximo

resultado esclarece esta questao.

—+00 —+00

Teorema 20. Seja Z ap, uma série absolutamente convergente. Seja Z by, um reordena-
k=1 k=1
+oo
mento de Z ar. Entao
k=1
+oo +oo
D= b
k=1 k=1
+00 +00
Demonstracdo: Comecamos por supor que Zak e Zbk sao séries de termos positivos.
k=1 k=1
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—+00 —+00
Onde Z by € um reordenamento de Z ak
k=1 k=1

N N
sN:E anetN:E b,
n=1 n=1

Entao sy — s e ty — t. Por outro lado temos
SN <te tN <s
passando ao limite obtemos
Jdm sy Ste lm iy <s

Significa que s <t e t < s, consequentemente

s<t<s
assim s = t.
Vejamos o caso mas geral
a a
a,T = \ n|2+ n
— an |—a
= = \ n|2 n

Consequentemente
+00 +o00 +00
D= an = an”
n=1 n=1 n=1
Por outro lado temos
|an‘ = an+ + an~
logo

—+00 +oo “+oo
D lanl =2 o+ an”
n=1 n=1

n=1

Somando as duas ultimas séries obtemos
“+o00 “+o00 “+00
E Gy, + g lan| =2 E ab
n=1 n=1 n=1
e a série
“+o00
> o
n=1
é convergente. Isto obriga que também
400
>
n=1
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seja convergente. Mas como

—+00 +oo “+oo “+o00
E b, = E a,’ e g b~ = g an”
n=1 n=1 n=1

n=1

Consequentemente
—+00 —+oo “+o0 “+o00 —+o00 “+o0
g b, = g b, — g b~ e g an = g an,t — g an”
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Logo obtemos

“+oo “+o0 “+o00 +oo
Dbt =D b= et =) an”
n=1 n=1 n=1 n=1

temos
“+oo —+00 —+00 “+oo —+00 “+00
Dobn=D bt =D T =D ant =) a =) an
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Assim podemos afirmar que uma série de termos pOSitiVOS seu reordenamento converge

Para a mesma soma.

Exercicios 10. Determine a natureza das séries.

+oo “+o0 +oo e2n
DI Dy e A Yo
n=1 n=1 n=1
+o0 +00 +o0
d) S (1" (1+e) e) > (1" \fjll f) Z(—l)"%'
n=1 n=1 n=1

Exercicios 11. Diga se as séries sio absolutamente convergente, simplesmente conver-

gente ou divergentes.

+oo +oo nn +o0 €2n
031k H 3 (-t Y (et

n=1 n2 n=1 n=1

+00 oo
N M

— n n = ngnn| +1 = n3n +1
f) ;(_ ) (2n+1> 9) ;(_ ) n" ") RZ:<_ ) Sn+1
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Capitulo 6

Trés Critérios para Convegéncia de Séries de
Termos nao Negativos

O teorema seguinte nos permitird deduzir posteriormente novos critérios de convergéncia,

quando alguns dos critérios ja estudados sao inconclusivos.

6.1 Critério de Kummer

O teorema seguinte nos permitird deduzir posteriormente novos critérios de convergéncia,

quando alguns dos critérios ja estudados sdo inconclusivos.

Teorema 21. (/8] Theorem 2.7 Pag: 46)

Seja Y a, uma série de termos positivos e k € R. Suponha-se que existe uma sucessao

dn > 0 tal que
lim [1—‘“‘“ ! } -y
dy, (7% dn—H

Temos

1. Se k >0 a série > ay converge.

2. Sek <0 e d, diverge, entio a série Y a, diverge.

Demonstracao: Comecamos por mostrar o primeiro caso em que k > 0.

Suponha-se que h € ]0, k] e que existe N € N tal que para n > N se tem:

1 an+1 1

dp an dnpy1

>h

Como a, > 0, multiplicando a expressao anterior por a, obtemos

Gnp, _ An+1

dn dn+ 1

> hap,

Por outro lado multiplicando por 1/h. Temos

1
E(andn - an+1dn+1) > ap
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Portanto analizando as somas parciais da sucessao (S,)men temos

N m
Sy = E an + g anp,
n=1

n=N-+1
N
Smo = ) an+anii+ania+o+an
n=1
al 1 1
< D ant 5 [ans1dnis — angadngo] + ot 3 lamdm = am1dme]
n=1

N
1
= Z an + 7 [aN+1dN+1 — Amt1dm1]
n=1
Como apmy1dm+1 > 0 resulta que

N
Sm < Zan +
n=1

[an+1dN+1]

=l

Portanto (s,;)men € monotona crescente e limitada, logo a sucessao (S, )men converge para

algum limite. Isto é, a série ) a, converge.

Segundo caso, em que k < 0. Seja a sucessdo (dy)nen tal que Y d,, diverge e suponha-se
que k < 0. Entao existe N € N tal que

1 apt+1 1

dp, Gn dn+1 <0

para qualquer n > N. Multiplicando a desigualdade anterior por a, temos

An  Gn41 <0©Q£<an+l
dn dnJrl - dn - dn+1

Para qualquer n > N. Por outro lado temos

an

> >0

an
n> 5 dn
= <dN)

para qualquer n > N. Consequentemente como Y d, diverge, conclui-se pelo critério de

Q.‘@
3 i
QL
£

para qualquer n > N. Assim

comparagao que a série a,, diverge.

Exemplo 36. Vamos estudar o natureza da série

+o0 1
23

n=1

Jd vimos a titulo de exemplo que a aplica¢do dos critérios da razio e da raiz era inconclu-
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swa. Assim temos

1 9 n \?
5 Xn® =
(n+1) n+1

Aplicando o critério de Kummer e escolhendo dy, = 1/n. Temos

Gnp
Como )
An+1 _ n
an, n+1
Assim
Tt 4 1) LAY
— n = — n
an (n+1)2
2
n
N Cn+1
B n2 +n— n2
N n+1
B n
 on+1
passando ao limite temos
lim no_
n—+oon + 1

Portanto como k = 1 > 0, entao a série

dada é convergente pelo critério de Kummer.

Salientar que o critério de Kummer permite-nos usar outros critérios. O prozio critério é

muito util quando € inconclusivo o critério precedente.

O critério de Kummer permite-nos ainda obter outros critérios.

6.2 Critério de Raabe

Teorema 22. (/8] Theorem 2.8 Pag: 48)

“+o0o
Seja Zan uma série de termos positivos e suponha-se que
n=1
Ontl _ 4 _ &
Gn n
para qualquer n. Seja
lim B, =/ entao
n—-+oo
+oo
1. Se B> 1 a série Zan converge.
n=1

+o0o
2. Se B <1 a série Zan diverge.

n=1

63



Demonstracao: Temos

an+1 :1_@:n—l_ﬁn—l
an, n n n
Temos.
a a
nHl D) —B—) e —(n-1)+"p=—(8,-1) &
an an,
Anp+1
& (n—1)— n=p0p,—1
Gn

Assim, escolhendo no critério de Kummer d,, = ﬁ temos

1 An+1 1

dp an dpyq
Entao
+o0o
1. Se nETOO Bn —1 >0, isto é, se HEIEOO Bn > 1 entao B > 1, a série Zlan converge.
n=
+oo
2. Se lim B,—1<0,istoé se lim [, <1 entdo 8 < 1, a série Zan diverge.
n—-+o0o n——+0o =1
Exemplo 37. Vamos determinar a natureza da série
Ef1-&5~-@n—u
= 2:4-6---(2n)
Como
1-3:5---(2n—1)
ap =
2:4-6---(2n)
Temos
any1 1-3-5---(271—1)(2714—1)>< 2-4-6---2n
an ~ 2-4-6---(2n)(2n +2) 1-3-5---(2n—1)
_ 2n+1
- 2n+42
. an+1 . 2n+1
lim = im =
n—-+oo  ap, n—+oo 2n + 2

E portanto o critério da razdo ndo nos permitiria tirar conclusées. Aplicando o critério de

Raabe temos:

an+1_1_&
anp, n
Como
an+1 _ 2n+1  2n+2-1
an,  2n+2  2n+2
B 2n + 2 1
 m42 2n+42
B 1
- 2n + 2
(52)
_ o \m2) . B
n n
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Assim, escolhendo

n
Bn = 2n + 2
Temos

1
lim B, = Ilim no_ 2
n—-+o0o n—+oo 2n + 2 2

Como )

m Bn=g <1

a série dada diverge. Qutro resultado que também decorre do critério de Kummer € o

sequinte.

6.3 Critério de Gauss

Teorema 23. (/8] Theorem 2.12 Pag: 50)
Seja

400
>_an
n=1

uma série de termos positivos. Suponha-se que exista uma sucessio (Qpn)nen limitada e

k > 0 tal que
A
R
an n nlt
para qualquer n. Temos
+oo
1. Se A > 1, entdo Zan converge.
n=0
+o0
2. Se A <1, entdo Zan diverge.
n=0

Demonstracao: Caso A # 1 usamos o critério de Raabe.

lim )\—Q—Z: lim A — lim Q—Z
n—-+o0o n n—-+o0o n—+oo N

Logo pelo critério de Raabe temos.

+00
LA>1= Zan converge.

n=0
+o0

2. A0<1=> Zan diverge.
n=0

Suponha-se que A = 1. Temos

an+1 —1_ l Qn
a I s

=A-0=2A
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Escolhendo d,, = (n — 1) log(n — 1) pelo critério de Kummer temos

an+41
dn - dn+1
n

Assim

dn . an+1 1

dn+1 -

Gn

= (n—1)log(n —1) —nlogn +logn — @,

= (n—1)log(n—1) — <1—n+

Q.

iiE ) nlogn
nlogn
nkn
logn

= (n—1)log(n —1) —nlogn+logn — Qn—p-
n

Mas em particular temos

nlogn = (n —1)logn + logn portanto

Ap+1
d, — 2+t

dn+1 —
n

= (n—1)[log(n —1) —logn] — Qn

= oo (21) g,

Por outro lado temos

Entao

(n—1)log <";1> ~ log

n—1
li - 1)1 _ = -1 —logl=-1
i 0= Dtog (") = —loge—og

Como (Qp)nen uma sucessao limitada temos

logn
0,28" 9
n
Portanto
a
lim d, — 2d, g =—1
n—-+oo an,

Logo pelo critério de Kummer que a série a,, diverge.
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= (n—1)log(n—1)— (n— 1)logn—logn+logn—Qn£J&
n

logn

-1
> passando ao limite temos
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Exemplo 38. Vamos mostrar que a sequinte série é divergente

+o00 (TL')2
Z (1412)---(1+n(n+1))

n=1

(nh)?

T A1) At am 1)
Temos
ny1 [(n+1)]? L A+1-2) (14 n(n1))
an 1+12) - Q+nn+ D)1+ n+1)(nt2) (n!)2
() 1
B (n!)? 1+ (n+1)(n+2)
_ (n+1)*(n))? 1
T )2 1+t Dn+2)
_ n?+42n+1
 n24+3n+3

Se tentdssemos aplicar o critério da razdo veriamos que € inconclusivo. Aplicando o critério

de Raabe, temos

Ant1 n4+2n+1 n+2n+1+n+2-—n—2

an n2+3n+3 n2+3n+3

n?+3n+3 n+2

n2+3n+3 n2+3n+2
n+ 2

n2+3n+3

_ 1< n(n +2) ):1_571

Cn\nZ2+3n+2 n

Portanto
n? +2n

ﬂn:n2+3n+2

passando ao limite a temos

. . n? +2n
lim B,= lm ———— =
n—+oo n—+oo n? + 3n + 2

E o critério de Raabe € inconclusivo. Conforme dissemos no principio deste capitulo quando

o critério de Raabe € inconclusivo, um caminho a sequir é o critério de Gauss. Assim
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Portanto

p+1 1_ n+2
an n? +3n+2
_ 1] nn+1)
B n [n?+3n+2
_ 1[n?+3n+2-—n—2
B n| n?4+3n+2
= 1_1 1_77”7+2
n| n?+3n+2
r 2
1 gl+2n 1 Q
— 1 |p_niddnt2) 4 |y _ X2
n n n nk
Assim )
n®+2n k
S L L —n=1
=gy ¢ TN

Como a sucessao (Qn)nen € limitada pois

0§n2+2n§n2+3n+2 logo

n? +2n
“n24+3n+2
Passando ao limite tem-se
2
. . n®+2n

Resulta pelo critério de Gauss que a série € divergente.

Exercicios 12. Aplicando o critério de Kummer, estude a natureza das sequintes séries:

+00 1 ~+00 1 ~+00 1
a) S = D) P D) P
= nP nz:l n(2n +1) nz; n(lnn)?

Exercicios 13. Aplicando os critérios de Raabe e Gauss, estude a natureza das sequintes

séries abaizo:

+oo +oo +oo
@)Zl b)zl-3-5---(2n—1) C)Z 2:4-6---2n

L n? o 2(n+ 1) £«3.5-T---(2n+1)
J =X (2nn)3 X (=) (n—1) =
) ; 26n(n!)6 2 ngl n?+1 /) ; n(2n—1)
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Capitulo 7

Densidade Natural de Subséries Convergentes da
Série Harmonica e Generalizacoes

Um conceito transversal em todo este trabalho é o conceito de limite. Sucede contudo que
em muitas situagoes estamos na presenca de uma sucessao que embora nao tenha limite
tem subsucessoes com limite. Um exemplo é a sucessao de termo geral a, = (—1)". Nao
existe limite de a,, quando n tende para infinito mas a subsucessao (a2, )nen tem limite 1,
e a subsucessao (a2n+1)neny também tem limite —1. Em algumas situagoes é conveniente
criar outras defini¢oes que de alguma forma permitam obter um valor limite para sucessoes
que nao tenham limite. Nesse sentido abordaremos dois conceitos. O limite superior e a

convergeéncia & Cesaro.

7.1 Limite Superior e Inferior
Seja (an)nen uma sucessao limitada e
Bp ={a,:n >k}
Temos Byy+1 C By e consequentemente sup By11 < sup Bg. Portanto
(sup By )ken € decrescente e limitada
Definicao 16. Nestas condigdes definimos limite superior de a, como
liriilif ap = kgrfoo(sup By)
Da mesma forma define-se limite inferior de a,, como
lﬁgigof an = klii{loo(inf By)
Exemplo 39. Seja a,, = (—1)". Temos

Be={(-1)":n>k}={-1,1}

Assim sup B = 1

limsupa, = lim supBp= lim 1=1
k—+o00 k

n—+oo —+oo
Analogamente
liminfa, = lim inf B, = —1
n——+00 k——+oo
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Exemplo 40. Seja

1
ap = —
n
Temos )
lim a,= lim — =0
n—-4o00 n—4+oo n
Por outro lado )
li =i By) = 1l - =0
imsupay = lim (sup By) = lim 7

liminfa, = lim (inf Bx) = lim 0=0
n—+o00 k—+o00 k—+o00

Assim
lim a, = liminfa, = limsupa,
n—-4o0o

n—+00 n—+o0

Este resultado é valido com mais generalidade.

Teorema 24. Seja (an)nen uma sucessio limitada e convergente. Tem-se

lim a, = liminfa, = limsupa,
n—-+00 n—-+0o n——4o00

Propriedade 1. Sejam (an)nen € (bn)nen sucessoes limitadas. Tem-se

liminf a,, < limsup a,
n—+00 n—+00

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,
n—-4o00 n—-+4o0o n—-4o00

Demonstracdo: Comegamos por mostrar o primeiro resultado

liminf a,, < limsup a,
n—+00 n——+o00

Basta ver que se
A ={an :n >k}

temos
inf A < sup A
logo
li inf A;) < 1i A
i (a0 40) < L oup A0
isto é

liminf a,, < limsup a,
n—r+0o0 n—+00

Supomha-se que Agy1 C Ag. Consequentemeente temos

sup A1 < sup Ay
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Portanto (sup Ax) é uma sucessao decrescente. E (ay)nen € limitada, isto é existe o limite.
Ou seja

lim (sup Ag) = limsup a,
k=400 k—+00

Temos
inf Apy1 > inf Ay,

Portanto como (inf Ay) é crescente e limitada entao

liminf Ay
k——+o0

existe e chama-se

liminf a,,
n—-+o0o

Por outro lado temos
inf Ay < a,, <sup A, sempre que n > k.

Assim

liminf A;, < limsup Ay
k—+o00 k—+oo

conclui-se que
lim inf a,, < liminf a,,
n—-+o0o n—-+00
Segundo caso.
lim sup(a, + by,) < limsup a,, + limsup by,

n—-4o00 n—-4o00 n——400

Sejam (ap)neN € (bn)nen sucessoes limitadas, entao
A ={an:n>k} e By ={b,:n>k}

Escrevemos

S =sup A e tp = sup By,

Temos

aj < s sempre que j > k e b; <t sempre que 1 > k.

Assim a; + b; < s3 + t;, sempre que j,7 > k. Escolhendo j = ¢ temos
a; + b; < s + 1 sempre que ¢ > k.

Significa que
{a; + b; : 1 > k} & majorado por sj + t logo

sup{a; + b; : i >k} < sp + g

Fazendo
sup{a; + b; : i > k} = dj, temos di < s + ty
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Passando ao limite. Obtemos

lim di < lim (sg+tx) = lm sxp+ lim ¢
k——+o0 k——+o0 k——+o0 k——+o0

ou seja

lim sup(a, + by,) < limsup a,, + limsup b,

n—-+o0o n—-+o0o n—-+0o

Proposicao 7. Seja (xn)nen uma sucessao limitada e (X, )n,eN uma sua subsucessdo.
Tem-se

lim inf z,, < liminf z,,

Demonstracao: Seja By = {x,, : n > k} temos Bpy1 C By portanto
inf By, < inf By

Mas como a sucessao (,)nen € limitada a sucessdo (inf By, )nen também é limitada. Logo

o limite lim(inf By) existe. Assim
lim inf z,, = lim(inf By,)
Seja (Zn, )n,en uma subsucessao de (2, )nen. Seja
B, = {xy, :ngp > i} e By = {xn :n>1i}

Temos
B; C B;

e este resultado obriga que inf B; < inf B; e portanto

lim (inf B;) < lim (inf B;) < liminf z,, < lim inf T,
1——+00 1——+00

O outro tipo de convergéncia que referimos na introdugao é a convergéncia a Cesaro.

7.2 Convergéncia a Cesaro

Defini¢ao 17. Seja (an)nen uma sucessio. Define-se convergéncia a Cesaro de (an)nen

como .
. 1
lim — E a
n—+oco n
k=1

O préximo exemplo mostra que uma sucessao divergente no sentido usual pode ter uma
soma a Cesaro bem definida.
Exemplo 41. Seja an, = (—1)". Temos
1 n
lim — =
i 7 2 o =0
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Se n € par

1
-y ap=(—-1+1)+---+(-1+1)=0
nk:l
Se n € impar
1 n
SN e = (14D (1) 1= —— 0
"= n

Um dos factores que torna este conceito de convergéncia interessante é que preserva o

conceito de convergéncia antigo. Mais explicitamente temos:
Teorema 25. Seja (ap)nen uma sucessao. Se a, converge para b entao
1 n
— Z ar — b
n
k=1
Demonstracdo: Pretende-se mostrar que
1 n
— Z ar — b
n
k=1
Portanto dado € > o existe M tal que se n > M temos

1 n
Ezak*b
k=1

<e€

Assim

- _pl == _pl= _ < = _

- > ar—b -2 (ak = b) (ar —b)] = — > lak — bl
k=1 k=1 k=1 k=1

Por outro lado a sucessdao de termo geral aj converge para b se e somente se para todo

€1 > 0 existe My, tal que se n > M; temos

la — b| < €
Consequentemente o resultado (2) sera
1 1 & 1 1 &
- n;]ak—bl—knk:%;ﬂ\ak—b\ < n;]ak—bl—i-nk:%;ﬂq —
1 1 1 1
= n;]ak—bl—l—n[n—(Ml—i—l)—i—l]el = n;]ak—bl—i—n(n—Ml)q

Seja C' a constante
M,
D lax = bl
k=1

73



entao % x C — 0. Assim para todo €5 > 0 existe Ms tal que se n > Mo

1
XC—0‘<€2

n
isto é
— < &9
n
Assim, escolhendo
€ €
€1 = D €€ = —
2 2

para todo £ > 0 existe M = maxz{M,, M} tal que se n > M, entdo:

%Zakfb

k=1

<€ +e= + =&

| ™
| ™

7.3 Densidade Natural
Defini¢ao 18. Seja A C N. Seja
ma(n) =[AN{L,...,n}|

onde |A| é o nimero de elementos no conjunto A.

Define-se densidade natural superior de A como

d(A) = limsup WA(n).

n—-+o0 n

De forma andloga define-se densidade natural inferior de A como

d(A) = lim inf AT

n—-+oo n

Quando
d(A) = d(A)

diz-se que o conjunto A tem densidade natural d(A).

Exemplo 42. Seja A ={1,2,3,4}. Vejamos que d(A) = 0.
Como
ma(n) =1AN{1,2,--- ,n}|

para qualquer n € N, temos
ma(b) =|AN{1,2,3,4,5}| = |{1,2,3,4}| =4
Da mesma forma se n > 5 temos
ma(n) =1AN{1,2,3,--- ,n}| =1{1,2,3,4}| =4
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Consequentemente temos

1,2,3,4 4
ma(n) = [1,2,3,4}| = — para qualquer n > 4

n n
Portanto
d(A) = limsup ma(n) = limsup — = 0.
n——+o0o n n—+oo M
Da mesma forma
4
d(A) = minf ™ Cjiming 2 2o
n—+o00 n n—+oo N

Portanto como d(A) = d(A) = 0 resulta que d(A) =0
Exemplo 43. Seja A =N. Tem-se d(A) =1 temos
mn(n) = |NN{1,2,3,--- ,n}|=[{1,2.---n}|=n

Isto implica que

n(n)

d(N) = lim sup T =limsupl =1

n—-+o00 n n—+00

De forma andloga, obtemos

d(N) = lim inf ™) el = 1

n—-+00 n n—-+o0o
Portanto como
d(N) =d(N) =1 assim d(N) =1
A seguir veremos uma proposi¢do muito importante

Proposicao 8. Seja A = {ai,a2,a3, - -} C N onde ar < agy1. Temos

1. d(A) = liminf £
ag

2. d(A) = limsup %

Demonstracao: Temos

ma(n mala n n
d(A) = liminf ma(m) < lim inf madn) = liminf — = d(A) < liminf —
n A, anp Qan
Por outro lado se n é um natural existem infinitos ay tais que n < aj. Consideremos o
primeiro k tal que n < ag. Temos ax_1 < n < ap. A desigualdade n < ap pode ser escrita
da forma
1 1 k k

—> — s —>—
n o ag n_ ag
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Temos também

ma(n) = [{1,---,n}NA|
— 1, ,nyn{ar,- - ap -}
= H1,---,n}n{ar, - a1} =k—1

Assim
ko_ma) _ k(=) _k_ k-1
ak n a n n n
_ k—k+1
N n
_ 1
n
Portanto . () )
Ta(n
oo 3)
ak n n

Pelo resultado (3) temos

lim inf ﬁ < liminf (1 + WA(n))

n—-+o0o ar n—-+4oo n n

1
= lim — + liminf ma(n)
n—+oo n n—-+4oo n

= lim inf maln) =d(A)

n—-+4oo n
Provamos assim que

liminf 2 < d(A) < liminf 2
n——+oo ag n—+00 Ay

o que estabelece o ponto 1 da proposicdo. De forma aniloga podemos provar que

k
d(A) = limsup —

n—+oo Ak

Exemplo 44. Se A ¢ o conjunto dos nimeros pares d(A) = 1/2.

Seja A = {2,4,6,---}. Como o conjunto dos nimeros pares pode ser escrito na forma
A={2k:keN} ema(2n) =|AN{L,2,3,---,2n}|
Como

k k

a2k 2

resulta que
k ) 1 1

d(A) = li _ L
(A)= lim op = lm 5=3

A seguir veremos uma férmula andloga a formula de integragio por partes.
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7.4 Formula de Abel

Teorema 26. (/8] Theorem 2.20 Pag: 55)

Sejam (an)neN, (bn)nen Sucessdes de nimeros reais. Temos

N N-1
> anby =anBy — Y (ars1 — ax) By
n=1 k=1
onde
n
B, = by,
k=1

Demonstracao: Seja

temos
n—1
Bn-1 :Zbk:bl+"'+bn—1<:>
k=1
B, — B, 1 = b, para todo n > 2

Se n = 1 obtemos

1
Z b = B
k=1

Com esta ideia vamos mostrar a formula de Abel. Seja
N
Sy = a1b + Zanbn
n=2

pelo resultado (4) temos

N
Sy = aibi + Zan(Bn - Bn—l)
n=2

= a1by +ax(By — By) + a3(Bs — Bg) + a4(By — B3) +
onde b; = Bj e reagrupando os termos temos

= Bi(a; —az) + Ba(ag — a3) + Bs(as — aq) + By(ag — as) +
N-1
= aNBn + Z (ak - ak+1)Bk
k=1
N-1
= aNBn — Z (ak+1 — ak)Bk (7)
k=1

-+ +an(B, — Bn-1)

SRR BNfl(aNfl — aN) +anBy

Abordaremos agora o conceito de subsérie e como se relaciona com a densidade natural do
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conjunto de indices onde estara definida. Consideremos a série harmoénica

A série
+°°1_1+1+1+14r
“2n 2 4 6 8

n=
diz-se uma subsérie da série harmoénica pois a sucessao que define o termo geral desta

iltima é uma subsucessdo do termo geral da série harménica. Mais geralmente temos

Definicao 19. Dada a série
—+00
>
n=1

se (an,)n;en € uma subsucessio de (an)nen dizemos que
—+00
Z Gn;
n=j

€ uma subsérie de
—+00
> an
n=1

Escrevendo A = {n; : j € N} usamos também a notacao

“+00
E an para representar E n,;
ncA j=1

Exemplo 45. Consideremos a série harmdnica
5!
n:ln

Seja A={2n—1:ne N} ={1,3,5,7,---}

1 11 1
S o—=ldodo ot
n

neA 3 5 7
Seja
"1
Sn=2>_ 7
keA
Temos
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Sen € A temos

n 1 n—ll
Sn_Snfl — Z%_ZE
cA keA
nfll nfll
DRI

keA keA

N

Sl 3=

Sen ¢ A temos S, = Sp—1 e portanto S, — Sp—1 = 0.
Assim sen € A temos

n(Sp — Sn_1) = 1

e sen ¢ A temos

Sp—Sp-1=0

Decorre que, definindo Sy = 0, temos
71',4(71) = 1(51 — So) -+ 2(52 — 51) + -+ n(Sn — Sn—l)

uma vez que a parcela k, k(Sk— Sk_1), indica-nos se k € A (e nesse caso dé 1) ou se k ¢ A

(e nesse caso dd 0). Neste contexto de ideias temos o sequinte resultado.

7.5 Moser

Teorema 27. (Moser, 1958)
Seja A C N. Temos

1

E — converge = d(A) =0
n

A

Demonstracao: Seja

750:0

=

n
Sn=D)
keA
Temos

wa(n) = 1(S1—So) +2(S2 — S1)+ -+ n(Sp — Sp—1)
= S1(1-2)+5(2-3)+---

o4+ Sp—1(n—1—n)+nS,
= nS, -5 —S2— 85— S-1

n—1
= nS, — Z Sp.
k=1

Multiplicando a expressao por

SRS
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obtemos

wa(n) 11
P IE

Passando ao limite temos

ma(n 1
. A . .
lim = lim S,— lim — Z S},
n——+0oo n n—-+00 n—-+oo n 1
Portanto se S, converge, entdo pelo teorema de Cesaro
—1
1 n
o2 Sk
n
k=1
também converge para o mesmo limite e
n—1
.omaA(n . .1
lim (): lim S, — lim —ZSk:S—S:O
n—-+4oo n n—-+oo n—-+oo N 1

Assim conclui-se que

d(A) =0

Observacao 4. A qualquer conjunto A C N podemos associar de forma unica uma sucessao

(k) ken

1 ke A
Onde ¢, = » KE
0, keA

Exemplo 46. A = {2,4}

Temos 1 =0,e0=1,e3=0,e4 =1 ee; =0 para todo j > 5. Sen > 4 temos

Zé‘j =2
j=1
Por outro lado
ma(n) =|AN{1,2,3,--- ,n}| =[{2,4} N {1,2,3,--- ;n} =2

sen > 4.

+00
de =d;+ds+dy = Zakdk
A k=1

Mas geralmente temos

Exemplo 47. Seja A ={2,4,6,8,---} e (¢x)ren a sucessao associada.

Seja (dn)nen uma sucessao. Temos

+o00
> dy = endy
A n=1
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D er =ma(n)
k=1

Uma possivel generalizagdo do resultado anterior é a seguinte:

7.6 Salat

Teorema 28. Saldt, 1964 (/7] Theorem 2. Pag: 212)
Seja A C N. Temos

“+o00
D> di
k=1
uma série que diverge para +00. Suponha-se que existe kg tal que
diog 2> digr1 > -+ > dpgqpe > -+

Temos

Z dy, converge = d(A) =0
A

Demonstracao: Se d(A) > 0 existe a > 0 e r € N tal que para todoon >r

ma(n) >an
Para n > r, k, do resultado (7) temos
r+t r+t r—1 r+t—1 k
Z% dy = dpyy Zek —dr ZEk - Z (dg41 — di) Zen
k=r k=1 k=1 k=r—1 n=1
fazendo alguns célculos temos
r4+t—1
= dppma(r +t) —deama(r —1) = Y (dppr — di)ma(k)
k=r—1

= dypma(r+t) —dpma(r — 1)+ wa(r)(dy —dps1) +
ma(r +1)(drg1 — dpy2) + -+ ma(r +t = 1)(drrg—1 — dryy)

como  Tu(r) > ar, a expressao anterior é

> *drﬂ-A(T - 1) + a[r(dr - dr+1) + (7" + 1)(dr+1 - dr+2) + -
et (7" +1 - 1)(dr+t71 - errt) + errt(T + t)]
= —drT('A(T — 1) + a(r dr + dr+1 + dr+2 + ...+ dr-i—t)

Assim,
4+t r+t
Y ewdy > —dema(r—1)+ard, +a Y dy
k=r k=r+1
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+o00 r+t

Como por hipdtese E dy. é divergente, entao tli+m dr = +oo Portanto conclui-se
—+00
k=1 k=r+1
que
r+t
lim g €k di, diverge.
t—>+ook
=r
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