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Resumo

A Teoria de Valores Extremos desempenha um papel fundamental na modelacao de acon-
tecimentos extremos num contexto espacial. Um dos aspetos cruciais no estudo de extremos
espaciais é a caracterizacao da dependéncia entre extremos em diferentes localizagoes, dado
que estes podem nao se manifestar de forma isolada.

Compreender e quantificar a dependéncia espacial € essencial para a analise e previsao ri-
gorosa dos acontecimentos, permitindo uma avaliacao fidvel dos riscos a eles associados e o
desenvolvimento de estratégias eficazes para a sua mitigacao.

Neste contexto, os madogramas — coeficientes de dependéncia extremal enraizados na geo-
estatistica, em particular no conceito de variograma — constituem ferramentas robustas para
a quantificacdo da dependéncia nos campos max-estaveis, uma classe de modelos da Teoria
de Valores Extremos particularmente adequada para o estudo de extremos espaciais.

O objetivo desta dissertagdo é precisamente o estudo de madogramas em campos aleatorios
max-estaveis, promovendo uma abordagem interdisciplinar entre a Geoestatistica e a Teoria
de Valores Extremos que potencie uma modelacao s6lida e coesa da ocorréncia de aconteci-

mentos extremos.
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Acontecimento extremo; max-estabilidade; dependéncia espacial; estacionariedade; mado-
grama.
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Abstract

Extreme Value Theory plays a pivotal role in modeling extreme events within a spatial fra-
mework. One of the key aspects of studying spatial extremes is characterizing the dependence
between extremes occurring at different locations, given that such events may not manifest
independently.

Understanding and quantifying spatial dependence is vital for the accurate analysis and fo-
recast of such events, enabling reliable risk assessment and the development of effective mi-
tigation strategies.

In this context, madograms — coefficients of extremal dependence rooted in geostatistics,
particularly in the concept of the variogram — constitute robust tools for quantifying depen-
dence in max-stable fields, a class of models within Extreme Value Theory that is particularly
well-suited for the study of spatial extremes.

The aim of this dissertation is precisely the study of madograms in max-stable random fields,
promoting an interdisciplinary approach between Geostatistics and Extreme Value Theory
that fosters a solid and coherent modeling of the occurrence of extreme events.

Keywords

Extreme event; max-stability; spatial dependence; stationarity; madogram.
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Introducao

Aolongo dos tltimos anos, tem-se verificado um aumento significativo na frequéncia e inten-
sidade de muitos acontecimentos extremos climatolégicos, como precipitacoes e temperatu-
ras elevadas, num namero crescente de localizacoes do mundo. Estudos cientificos alertam
que esta tendéncia perpetuar-se-a nos proximos anos, o que torna os acontecimentos extre-
mos climatolégicos uma ameaca crescente para o bem-estar das populagoes e ecossistemas
de todo o planeta, dados os seus fortes impactos socioeconémicos e ecologicos.

O estudo de acontecimentos extremos num contexto espacial tornou-se, portanto, impera-
tivo. Apesar de as ferramentas para a modelacao de extremos univariados e multivariados
estarem bem consolidadas, a sua extensdo para modelar extremos espaciais constitui ainda
uma area de investigacao em desenvolvimento.

Nesta, os campos aleatérios max-estaveis emergem como modelos centrais para o estudo
de valores extremos no espaco, destacando-se em aplicacoes a casos praticos (Smith (1990)
[44], Coles e Tawn (1996) [4], Schlather e Tawn (2003) [40], Buishand et al. (2008) [2],
entre outros). A existéncia de uma infinidade de campos max-estaveis, ilustrada, por exem-
plo, pela representacao espetral proposta por de Haan (1984) [8], releva o desafio pratico de
escolher modelos que capturem de forma adequada a dependéncia extremal.

A necessidade de modelar fendémenos naturais, nomeadamente os meteorologicos, condu-
ziu ao desenvolvimento de métodos para definir e simular classes particulares de campos
max-estaveis (Brown e Resnick (1977) [1], Smith (1990) [44], Schlather (2002) [39], Kablu-
chko (2009) [26]). Contudo, em termos praticos, nem sempre é possivel aplicar modelos
com estrutura de dependéncia conhecida, sendo, por isso, relevante estudar medidas de de-
pendéncia que a permitam avaliar. Posto isto, a quantificacio da dependéncia em campos
max-estaveis é um topico de grande relevancia, tendo vindo a despertar o interesse de muitos
investigadores.

Com este trabalho pretende-se apresentar alguns coeficientes de dependéncia para campos
max-estaveis que tiveram origem no conceito de variograma, utilizado em Geoestatistica, es-
tudar as suas propriedades, relacoes com outras medidas de dependéncia e, por ultimo, a sua
aplicacao a dados reais.

Comecamos, entao, por, no Capitulo 1, introduzir a abordagem classica para o estudo de
acontecimentos extremos: a analise do comportamento limite do maximo, linearmente nor-
malizado, de uma sucessao de variaveis aleatorias reais independentes e identicamente dis-
tribuidas. Este enquadramento, correspondente ao caso univariado, permite a modelagao de
um Unico acontecimento extremo. Posteriormente, alarga-se a analise ao caso multivariado,
considerando sucessoes de vetores aleatdrios, o que possibilita o estudo conjunto de multi-



plos acontecimentos extremos. Em ambos os contextos, verifica-se que o comportamento
assintotico dos maximos é bem modelado por distribuicGes max-estaveis. No cenario mul-
tivariado, explora-se ainda a dependéncia, com a introducao de medidas que estabelecerao
um elo conceptual com os coeficientes de dependéncia a desenvolver no contexto dos campos
aleat6rios max-estaveis.

No Capitulo 2, apresentam-se os objetos de estudo da Geoestatistica — os campos aleatorios
—, bem como o conceito de estacionariedade, essencial para a sua modelacdo. Introduzem-
se as definicoes de funcao covaridncia e semivarivariograma, fundamentais para a analise
da dependéncia espacial em campos aleatorios, explorando-se as relacoes entre ambas e as
respetivas propriedades.

No Capitulo 3, introduzem-se os campos aleatérios max-estaveis, que constituem uma ex-
tensao natural, no dominio espacial, dos vetores com distribui¢oes max-estaveis tratados no
Capitulo 1. Ressalta-se que, para estes, as ferramentas geoestatisticas convencionais se re-
velam inadequadas para a avaliacdo da dependéncia espacial. Contudo, com inspiracao na
definicao do semivariograma, obtém-se coeficientes alternativos — os madogramas — que
permitem quantificar a dependéncia entre acontecimentos extremos em diferentes localiza-
¢oes. Sao apresentadas as defini¢Ges de alguns, bem como as suas propriedades e ligacdes a
medidas de dependéncia introduzidas no Capitulo 1, sendo ilustrados com a aplicacao a um
conjunto de dados reais, com o auxilio do software R.

Concluimos com uma reflexao critica sobre o trabalho desenvolvido e com a identificacao de
possiveis direcoes para investigacao futura.



Capitulo 1

Fundamentos de Teoria de
Valores Extremos

Em numerosos dominios cientificos, privilegia-se a analise do comportamento central das
distribuicoes de dados. Contudo, esta abordagem revela-se insuficiente — e até perigosa —
em determinados contextos. As grandes estruturas de engenharia nao ruem sob condicoes
médias; os mercados financeiros nao colapsam em dias banais; os ecossistemas nao entram
em faléncia perante variacdes triviais. E precisamente nesses contextos — onde os extremos
determinam catastrofes, colapsos ou recordes historicos — que a Teoria de Valores Extremos
se impoOe como ferramenta essencial. Por essa razdo, a TVE tem vindo a assumir uma cres-
cente relevancia no seio da comunidade cientifica, como o demonstra a sua ampla aplicacao
em areas tao diversas quanto a Hidrologia, a Climatologia, a Fiabilidade, a Resisténcia de
Materiais, a Engenharia Estrutural, o Controlo de Qualidade, as Financas e os Seguros. En-
raizada na década de 1920, a TVE, enquanto ramo de Probabilidades e Estatistica, tem como
cerne a compreensao do comportamento dos acontecimentos extremos — acontecimentos
cuja probabilidade de ocorréncia é muito pequena e nos quais as variaveis em causa atingem
valores excecionalmente elevados ou reduzidos. No que se segue, restringir-nos-emos ao es-
tudo do comportamento do maximo de uma sucessao de variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas. Note-se que este é facilmente transponivel para o do minimo,
atendendo a relagao \/;_, Z; = — \_, —Z;, para as variaveis aleatorias Z;,...,Z,, n € N,
sendo que ‘\/’ e ‘/\’ denotam, respetivamente, 0o madximo e o minimo das variaveis 71, ..., Z,.
Comecamos por abordar o caso univariado, na Seccdo [.1. Contudo, muitos fenémenos de
interesse, nomeadamente em contextos ambientais, apresentam um caracter inerentemente
multivariado. Por exemplo, na analise da qualidade do ar em determinada regiao, o nivel
de poluicao do ar depende dos niveis de varios poluentes e da dependéncia entre eles, o que
exige uma abordagem conjunta dos seus extremos. Esta motivacao torna inevitavel a transi-
cdo para a TVE multivariada, tema da Seccao f.2.
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1.1 Caso univariado

Dada uma sucessao de variaveis aleatorias reais { 7, } ,cy independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.) com funcao de distribuicao (f.d.) F, denote-se por M,, 0 maximo das n pri-
meiras, comn € N, i.e.,
n
M, :=\/ Z.
i=1

A distribuicao exata de M,, é dada por

P(M,<z)=P(Z1<z,...,2, < z)
= F"(2), (1.1)

pelo que, na prética, (f.1) s6 tem interesse se a f.d. F for conhecida.

Em geral, a distribuicao F é desconhecida. Mesmo que se estime a partir de uma realizacao
da amostra aleatéria (a.a.) (Z1,...,Z,), o erro associado pode propagar-se de forma signi-
ficativa ao considerar a distribuicao exata do maximo, F", sobretudo quando o tamanho da
amostra, n, for suficientemente grande. Assim, revela-se mais viavel estudar o comporta-
mento assintotico da f.d. do maximo do que da sua forma exata. Entao, fazendo n tender
para infinito em ([L.1), obtém-se a f.d. assintética de M,

0, se z< 2z
lim F"(z) = (1.2)
e 1, se z2> zF,

onde 2! denota o limite superior do suporte de F), i.e.,

M =sup{z: F(z) <1}.

Donde se conclui que a f.d. assint6tica de M, é degenerada e, portanto, desprovida de in-
teresse. Posto isto, e tendo por inspiracao a Teoria do Limite Central, procede-se a norma-
lizacao linear do maximo M,, de forma a perceber se, assim, se obtém uma f.d. limite nao
degenerada, i.e., de forma a perceber se a condicao

Mn - \n
é valida para algumas constantes reais §,, > 0 e \,,, n € N, e para alguma f.d. G nao degene-
rada, onde C(G) denota o conjunto dos pontos de continuidade de G.

Quando a condicdo (f.3) é valida, as constantes d,, e \,, designam-se coeficientes de atra-
cao de F' para G e diz-se que F pertence ao max-dominio de atracao de GG, escrevendo-se,
simbolicamente, F' € D((G), sendo que D (G) denota, assim, o max-dominio de atragao
de G definido por



Dm(G) == {F 238, eRT N, ER| F™" (62 + ) —— G(2), Vz € C(G)}.

n——+o0o

Nesse caso, diz-se que a sucessao de funcoes de distribuicdo de maximos normalizados con-
verge fracamente para a f.d. GG, ou equivalentemente, que a sucessao de maximos normali-
zados converge em distribuicao para uma variavel com f.d. G.

A convergéncia em ([.9) levanta duas questdes principais: a primeira é determinar as formas
possiveis das f.d. ndo degeneradas G que satisfacam a relacdo ([..3), considerando suces-
soes apropriadas de constantes; a segunda é caracterizar o dominio de atracao de G, ou seja,
identificar a classe de f.d. F para as quais ([..3) é valida.

Antes de apresentarmos a resposta a primeira questao, introduzimos o conceito de funcoes
de distribui¢do do mesmo tipo.

Definicao 1. Duas funcoes de distribuicdo H; e H sdo do mesmo tipo se existirem cons-
tantes reais 6 > 0 e A tais que
Hy(6z + X) = Ha(2), (1.4)

para todo o z real.

Note-se que ter ([.4) é equivalente a ter

Hi(z) = Hy <ng>’ (1.5)

ou seja, duas f.d. H; e H, sao do mesmo tipo se sdo a mesma, a menos de um parametro de
localizacdo )\ € R e de um parametro de escala 6 € R™.

Tendo, agora, a definicdo anterior presente, enunciamos o resultado que espoletou grande
parte da investigacao neste tema, designado Teorema dos Tipos Extremos e formalmente
demonstrado por Gnedenko (1943) [22]. Este estabelece a classe de distribuicoes a que G
em (fL.g) pertence ou, dito de outra forma, estabelece o dominio de atracio a que pertence a
f.d. F' comum as variaveis da sucessao.

Teorema 1 (Teorema dos Tipos Extremos). Seja {Z,, },en uma sucessao de variaveis alea-
torias reais independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicdo F, ve-
rificando (i.3) para algumas sucessées de constantes reais {5, > 0}nen € {\u}nen € para
alguma f.d. ndo degenerada G. Entdo, G é do tipo de uma das trés distribuig¢oes seguintes
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A(z) =exp(—exp(—=z)), z€eR; (1.6)

0, se z <0,
(I)a(z) = (17)
exp(—z"%), sez>0, a>0;

exp (—(—=2)*), sez<0, a>0,
U,(z) = (1.8)
1, sez > 0.

Este Teorema da-nos, entao, a resposta a primeira questao levantada, afirmando que se a
condicao (L.3) é verificada para algumas sucessdes de constantes reais {0n > 0}nen €{A\n}nen
e para alguma f.d. nao degenerada G, entao G é do tipo de uma das trés f.d. especificadas
anteriormente.

Se for do tipo de ([.6), tem expressdo

Ays5(z) = exp <— exp <—2_5)\>> , 2 €R; (1.9)

e diz-se que é uma distribuicao Gumbel, ou uma distribuicao do Tipo I; se for do tipo de
(.7), entdo diz-se uma distribuicéo Fréchet, ou do Tipo II, e tem expressio

0, se z <\,

Drsalz) = . (1.10)
exp(—(zg)‘) >, se 2>\ a>0;

enquanto, se for do tipo de (.8), diz-se que é uma distribuicd@o Weibull, ou do Tipo III,

tendo como expressao

exp(— (—Zg’\)O‘), se z<\ a>0,

Uisalz) = (1.11)

1, se z2>\;

com)lceRedeRT.

Estas distribuicdes — (.9, (i.1d) e (i.11) — sdo conhecidas como distribuicées de valores

extremos e coincidem precisamente com as distribuicoes max-estaveis nao degeneradas.

Proposicao 1. Uma distribuicdo é de valores extremos se e sé se é max-estavel ndo dege-
nerada.

Uma distribuicao H é max-estavel quando é a mesma, a menos de parametros de localiza-
¢ao e escala, que a distribuicio H™ do maximo da amostra a ela subjacente, ou seja, H é do
mesmo tipo que H", para todo o inteiro positivo n.



Definicao 2. Uma funcdo de distribuicao H diz-se max-estavel se existirem constantes
reais o, > 0 e \, tais que
H"(0pz 4+ \p) = H(2), (1.12)

para todo o inteiro positivo n e para todo o z € R.

As distribui¢6es max-estaveis nao degeneradas, ou equivalentemente, as distribuicoes de va-
lores extremos, podem ser representadas numa forma paramétrica tinica, conhecida como
Jorma de von-Mises Jenkinson ou distribuicao Generalizada de Valores Extre-
mos (GEV, do inglés ‘Generalized Extreme Value’), de expressao

exp (— (1 —{—fzg)\)—l/ﬁ) , se 1 +§% cERT e #0,

Grse(z) = (1.13)

exp (—exp (—%2)), se z€Re&=0;

sendo A € R, 6 € Rt e £ € R parametros de localizagdo, escala e forma, respetivamente. O
parametro ¢ € designado indice de valores extremos e o seu valor determina qual o Tipo da
distribuicio limite G em (f.g), facilitando a implementacio da teoria em aplicacdes estatis-
ticas.

— Se ¢ = 0 e considerando os limites de (1.13) quando ¢ tende para 0 por valores superiores
e inferiores, obtém-se que G é uma distribui¢io do Tipo I, ou Gumbel, mais precisamente

G)\’(;’O(Z) = lim G)Hg,g(z) = lim G>\75,5(2) = A)\,g(z), z € R.
£—0t £—0—

— Se ¢ > 0, tem-se que G é uma distribuicao do Tipo II, ou Fréchet, com

zZ— A
Gase(2) = Po_s/e5/¢1/¢(2), 1+ §T > 0.

— Se £ < 0, entao G é uma distribuicao do Tipo III, ou Weibull, com

Z— A
Grse(2) = W s/ —s/e,—1/¢(2), 1+ éT > 0.

Além disso, £ também pode ser designado indice de cauda, pois esta relacionado com o peso
da cauda superior da f.d. F atraida para G, no sentido de ([.3).

Definicido 3. A cauda superior da funcao de distribuicao F, da varidvel Z, também
designada funcao de sobrevivéncia de Z, é dada por

F(z)=1-F(2) = P(Z > 2),
para z € R.

A ilustracdo gréfica deste conceito é apresentada na Figura [t.1.
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Figura 1.1: Cauda direita de uma funcao de distribuicao, colorida a cinza.

O valor de ¢ espelha o comportamento da cauda superior de F', quando = tende para o limite
superior do suporte, 2%

— Se ¢ = 0, acauda superior de F' € do tipo exponencial e o limite superior de F' pode ser finito
ou infinito. A titulo de exemplo tém-se as distribuices Gumbel, Exponencial e de Gauss.

— Se ¢ > 0, a cauda superior de F' é pesada, do tipo polinomial e o limite superior do suporte
de F ¢ infinito. As distribuicoes Fréchet, T-Student e Pareto sao exemplos deste caso.

—Se ¢ < 0,acauda é curta ou leve e o limite superior do suporte é finito. A Weibull, Uniforme
e Beta sao exemplos de tais distribuicoes.

Estes trés casos sao ilustrados na Figura @E.

Relativamente a questao referente a caracterizacao dos dominios de atracao de cada um dos
trés tipos de distribuicoes de valores extremos, prova-se que cada dominio de atracao é nao
vazio, pois qualquer uma das distribuices de valores extremos pertence ao seu proprio do-
minio de atracdo, e que os dominios de atracao sao disjuntos (Leadbetter et al.(1983) [27]).
Além disso, as condicoes para que uma f.d. F' pertenca a algum dos trés dominios de atracao
incidem especialmente sobre o comportamento assintético da cauda de F' (cf, por exemplo,
Gnedenko (1943) [22] e de Haan (1970) [7]).

Finalizamos esta sec¢cdo mostrando que, efetivamente, a distribui¢do Fréchet unitaria per-
tence ao dominio de atracao de ela propria.

Note-se que a funcio densidade de probabilidade da GEV apresentada na Figura .4 para diferentes valores
de ¢, obtém-se derivando (f.13) em ordem a z, sendo dada por
o) { L e) T e (- (1+652) ) se 14652 e RV e £,
A,0,€ =

sexp (—%52) exp (—exp (—552)), se z€Re&=0;

com\eRedeRT.



Figura 1.2: Funcoes densidade e de sobrevivéncia GEV para £ = 0 (a verde), £ = 1 (a verme-
lho)e ¢ = —1(aazul),com A =0ed = 1.

Exemplo 1. Considere-se uma sucessao de v.a. {Z,},en 1.1.d. com f.d. Fréchet unitaria,
e, comfd F(z) = exp(—1/z) = ®o1,(2), para z > 0. Entdo, para §, = ne X, = 0,
a condicdo (f.9) verifica-se e obtém-se como distribuicdo limite G a distribuicdo Fréchet

unitaria:

1.2 Caso multivariado

A Teoria de Valores Extremos para sucessdoes multidimensionais apresenta varios desafios
aos investigadores, devido as dificuldades especificas de modelacao e extensao dos resultados
ja disponiveis para sucessoes de variaveis aleatorias reais. Surgem novas questoes caracteris-
ticas do contexto multivariado, como, por exemplo, a definicdo de maximo, dada a inexistén-
cia de uma maneira 6bvia de ordenar observacgoes. A abordagem classica tem sido considerar
os maximos de uma amostra multivariada como um vetor cujas componentes sao 0os maxi-
mos marginais, como apresentaremos na proxima subseccdo. Estabelecida a definicdo de
maximo multivariado avancamos — similarmente ao caso univariado — para a abordagem
classica, que consiste no estudo do comportamento assintético da distribuicdo do méaximo
linearmente normalizado no contexto de vetores i.i.d.. Verifica-se que este € bem modelado
por uma distribuicdo multivariada de valores extremos (MEV), sendo que a classe de dis-
tribuicoes MEV coincide com a classe de distribuicoes max-estaveis, a semelhanca do caso
univariado. Contudo, contrariamente ao contexto univariado, esta classe nao admite uma
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representacao paramétrica finita, o que constitui outra dificuldade inerente a esta extensao
da teoria de uma para varias variaveis.

Por altimo, na modelagao de extremos multivariados, é crucial estudar a dependéncia entre
as observacoes extremas. Uma abordagem a este problema — e com a qual finalizamos esta
seccao — consiste em medir a dependéncia na distribuico limite do vetor de maximos line-
armente normalizado utilizando diferentes medidas de dependéncia existentes na literatura.

1.2.1 Distribuicao multivariada de valores extremos, max-estabilidade
e medida expoente

Seja {Z,, = (Zn1,---,Znk)}neny uma sucessao de vetores aleatorios reais (ve.a.r.) definidos
sobre um mesmo espaco de probabilidade (€2, A, P), independentes e com funcao de distri-
buicdo comum F(z) = F(z1,..., z), para z € R* e k um inteiro maior do que um.

Tal como referimos anteriormente, a primeira dificuldade encontrada na passagem do con-
texto unidimensional para o contexto multidimensional foi a definicao de valor extremo
multivariado. Esta definicdo depende da relacdo de ordem considerada no espaco real k-
dimensional. A abordagem cléassica consiste em considerar o maximo multivariado como o
vetor de componentes maximas, i.e.,

n
M, := (My,a,...,M,y), onde M, ; := \/ Zij,com j=1,...k,
i=1

e a seguinte relacao de ordem
x<yseesosex; <y, j=1,...k

As operacdes entre vetores em R¥ também serdio consideradas componente a componente.2

A semelhanca do que sucede na teoria univariada, a andlise da distribuicio de M,, linear-
mente normalizado, para n suficientemente grande, é o ponto de partida para a teoria de
valores extremos multivariados:

Seja {Z,, = (Zn1,-.., Znk)}nen uma sucessao de ve.a.r. ii.d. com f.d. F. Se existirem

sucessoes reais {0, = (0n1,---,0nk) tnen, cOM 0y, > 0,e {A, = (A1, .., A\ i) bnen tais que
Mn - An n

P 67 <z|= F (6nz + An) T G(Z), Vz € C(G), (1.14)

para alguma f.d. G com marginais univariadas nao degeneradas, entao diz-se que G é uma
f.d. k-variada de valores extremos e que F pertence ao seu max-dominio de atragdo

2Dados « = (x1,...,%k), Y = (Y1,..,Yk), 2 = (21,...,2x) ER*,comx # 0 = (0,...,0), e a € R, tem-se

z 'y +az= (:Eflyl +az,... ,x,zlyk + azk).
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(k-variado). Simbolicamente, escrevemos F' € D (G), sendo que

Dad(G) = {F - 3 {8, > Ohnert, Anbnent | F"(3n2 + An) —— G(2), ¥z € C(G)},
onde C(G) denota o conjunto dos pontos de continuidade de G.

A classe de f.d. k-variadas G que surgem como limite em (f.14) coincide com a classe de f.d.
k-variadas max-estaveis com f.d. marginais univariadas nao degeneradas, sendo a definicao
de f.d. k-variada max-estavel apresentada de seguida.

Definicao 4. Uma funcado de distribuigdo k-variada G diz-se max-estavel se, para qual-

quer inteiro positivo n, existem constantes é,, = (Sn,l, cel Smk), comd, >0, e
A= Ants .- Aag) € R® tais que a equacdo

G" (8,2 + An) = G(2) (1.15)
évdlida para cada z = (2, ..., z,) € R,

Formalizamos a afirmacao feita anteriormente no resultado que se segue.
Proposicao 2. Uma fungdo de distribuicdo G multivariada é de valores extremos se e
somente se é max-estavel com marginais univariadas nao degeneradas.
No exemplo que se segue, recorrendo a ([.14), apresentamos uma distribuicio bivariada de

valores extremos (BEV).

Exemplo 2. Seja {(Z, 1, Z, 2) }neny uma sucessao de ve.a. com funcdo de Mardia
F(z1,2) =1 —exp(—z1) — exp(—22) + [exp(z1) + exp(z2) — 1], 21,20 € RT.

F tem distribuicées marginais exponenciais e, considerando as sucessoes {0, = (1,1) }nen
e {\, = (Inn,Inn)},cn, tem-se

F"(z1 +Inn, 2 + Inm) = {1 |~ XP(—21) — exp(—22) + [exp(z1) + exp(z2) — 1/n]”! }

n

—— G(z1,22) = exp {— exp(—z1) — exp(—=z2) + [exp(z1) + exp(zz)]_l} ,

n—-+oo

onde a funcdo de distribuicdo G tem distribui¢ées marginais Gumbel:

lim G(z1,22) = Ao1(#1)

z9—+00

lim G(Zl, 2’2) = AO’]_(ZQ).

z1—+o0

11
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Figura 1.3: Representacdo grafica da funcio de distribuicio BEV G do Exemplo .

Entdo, como se verifica (L.14) e a funcdo G tem margens ndo degeneradas, concluimos que
G é uma distribuicdo BEV. Logo, pela proposicdo anterior, é max-estavel. De facto, para
qualquer inteiron > 1, 8,, = (Ll)e A, = (Inn,Inn), tem-se

G"(z1 +1Inn, 2z, +Inn)
= {exp [—exp(—z1 —Inn)]exp [— exp(—z2 — Inn)]

exp [exp (z1 +1nn) +exp(z2 + In n)]’l}n

— {exp [—n"'exp(—21)] exp [-n ! exp(—z2)] exp [n’l (exp(z1) + exp(zQ))’l] }n
— exp [— exp(—21)] exp [ exp(—z2)] exp [exp(z1) + exp(z2)]
= G(Zl, 22).

O grdfico de G é apresentado na Figura [.3.

Em de Haan e Resnick (1977) [1d], estabelecem-se condicGes necessarias e suficientes para
a convergéncia fraca da sucessao de f.d. de maximos de uma sucessao de vetores i.i.d., line-
armente normalizados, para uma f.d. G com distribui¢coes marginais univariadas nao dege-
neradas e caracterizam-se os max-dominios de atragao.

A convergéncia fraca de uma sucessao de funcoes de distribuicao multivariadas para uma
f.d. com distribuicoes marginais continuas é equivalente a convergéncia das f.d. marginais
univariadas e da estrutura de dependéncia (Deheuvels (1984) [12], Galambos (1987) [21]).
Em particular, a convergéncia fraca da sucessao de distribuicoes k-variadas { F" },,cn para G,
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em ([L.14), é equivalente a:

1. convergéncia de cada distribui¢do marginal univariada F;' de /™" para a correspondente
distribuicao marginal G; de G, j € {1, ..., k};

2. convergéncia da estrutura de dependéncia de I para a estrutura de dependéncia de
G;

ja que as distribuicoes marginais univariadas de G sao continuas, como veremos de seguida.
Assim sendo, a estrutura de dependéncia de F”', n € N, e as suas distribuicoes marginais
podem ser aproximadas pela estrutura de dependéncia de G e pelas distribuicGes marginais
desta, respetivamente.

Segundo Sklar g (1959) [43], uma f.d. multivariada é caracterizada pelas f.d.das margens
univariadas e pela sua funcao copula, que descreve a estrutura de dependéncia destas. En-
tdo, pelo exposto, a caracterizacdo de {F"},cn pode ser feita a custa da caracterizacao de
G, i.e., através das f.d. das margens univariadas subjacentes a G, bem como da sua funcao
copula.

Uma fungfo copula C : [0,1]* — [0, 1] é a restricdo a [0, 1]* de uma fungao de distribuigdo
k-variada com distribui¢oes marginais univariadas uniformes sobre [0, 1], i.e.,

Cut,...,ug) = PU <uy,...,Ux <uyg), 0<u; <1,

com U; ~ U([0,1]), j € {1,...,k}. O proximo teorema, de Sklar (1959) [43], garante a exis-
téncia e unicidade da funcao copula.

Teorema 2. Seja F' uma funcao de distribuicdo k-variada com funcoes de distribuicao
marginais Fi, . .., Fi. Entao existe uma copula k-dimensional Cr(-) tal que

F(z1,...,25) = Cp(Fi(21), .-, Fr(zk)),

comzy,...,z, € R. Se as distribuicoes Fj, j € {1,...,k}, sdo continuas, entdo Cr(-) é inica
e dada por
Cr(ut, ..., ug) = F(F7 (w1), ..., Fy M ug)),

comuy, ..., uy € [0,1]F.

No proximo lema é enunciada uma das propriedades mais importantes da funcao copula
(Hsing (1989) [25]). Esta sera muito util para a demonstracao do resultado seguinte.
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Lema 1. Sejam F e G funcoes de distribuicdo k-dimensionais com funcoes de distribuicdo
marginais univariadas F; e G;, j € {1,...,k}, respetivamente. Se F;(R) = G;(R), para
j €{l,...,k}, ese existirem fun¢oes T}, j € {1,...,k}, tais que

F(zi,...,2k) = G(Ti(21), ..., Tk(2k)), Vz1,...,2r € R, (1.16)

entao Cr = Cg.

Apesar de a funcao copula ser comumente utilizada na literatura para descrever a estrutura
de dependéncia de distribui¢oes multivariadas de valores extremos, nesta dissertacao recor-
reremos a medida expoente, relacionada a uma medida espetral definida sobre o simplex
(k — 1)-dimensional, devido & sua conexfio com os madogramas introduzidos no Capitulo [§.
A funcao copula foi introduzida apenas como ferramenta auxiliar para a demonstragao de
um resultado necessario ao desenvolvimento deste trabalho, apresentado na proxima pro-
posicao.

No que diz respeito as distribui¢ées marginais univariadas de G, considerando, na equacao
(L14)), z; — +o0, parai € {1,...,k}\{j}, obtém-se

an((SnJ‘Zj + )‘TLJ) m Gj(Zj), jE {1, RN k}, Vz; € C(G]), (1.17)
onde Fj e G; s@o as j-ésimas distribui¢cées marginais univariadas de F' e G, respetivamente.
Pelo Teorema dos Tipos Extremos [i, segue-se que cada distribuicio marginal univariada de
G, Gj, j € {1,...,k}, éuma das trés distribuicoes univariadas de valores extremos — Gum-
bel, Weibull ou Fréchet —, sendo, por isso, continua.

Para o estudo da estrutura de dependéncia da distribuicao k-variada de valores extremos
G seria util remover qualquer influéncia de aspetos marginais e, para esse efeito, bastaria
transformar cada uma das distribui¢does marginais numa distribuicao marginal comum. Em
Resnick (1987) [38], prova-se que podemos assumir, sem perda de generalidade, que cada
distribuicdo marginal univariada G;, j =1, ..., k, de G é Fréchet unitéria.

Proposicao 3. Sejam (Z1, ..., Z) umvetor aleatério com f.d. G, cujas distribuicoes mar-
ginais univariadas, G1, . . ., Gy, sdo continuas, e (t1(Z1), . . . , tx(Zx)) um vetor aleatério com

f.d. G, onde
1

tj(-):— nGj(‘)’ jE{l,...,k’}.

Entdo, as varidveis aleatorias t1(Z1), . . ., tx(Z) tém distribuic@o comum Fréchet unitaria,
easf.d. G e G possuem a mesma estrutura de dependéncia.
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Demonstracao.
Sejam G, ..., Gy as f.d. marginais univariadas do vetor (t1(Z1), ..., tx(Zx)).
Entao, paracadaj =1,...,k, tem-se

onde a tltima igualdade segue de G;(Z;) ter distribuicao uniforme, pelo Teorema da Trans-
formacao Uniformizantef. Provamos, assim, que asv.a. t;(Z;), j = 1,..., k, témf.d. comum
Fréchet unitaria.

Mostremos, agora, que as f.d. G e G tém a mesma estrutura de dependéncia.
E evidente que G;(R) = [0,1] = G;(R), para j € {1,...,k}. Além disso,

G(t1(z1), .- )= P(1(2) < ti(20), o 0e(Z) < t(21))
1 1 1
=P i, — < -
( ll’lGl Z1 B lnGl(zl)’ ’ lnGk(Zk) - hle(Zk))

=P(InG1(Z1) <InGy(z1),...,InGr(Z;) <InGg(z))
:P(Z<Zl7 . ,Zk;SZk)

= G(Zla )

para qualquer (zi,. .., z;) > 0. Pelo Lema [i, tem-se que C = Cga, 0 que prova que as f.d. G

e G tém a mesma estrutura de dependéncia.
[

Mediante a suposi¢ao das distribui¢des marginais univariadas da distribuicao k-variada de
valores extremos GG Fréchet unitarias, obtém-se a caracterizacao de G apresentada no pro-
ximo teorema (Pickands (1981) [37]). Relembre-se, do Exemplo i, que uma possibilidade
para os coeficientes de atracdo de uma f.d. F); para uma Fréchet unitaria sdo 6, ; = n e
Anj=0,0onde je{l,....,k}eneN.

3Teorema da Transformacio Uniformizante: Seja Z uma v.a. com f.d. F estritamente crescente.
Entdo Y = F(Z) tem distribuicdo uniforme U((0, 1)).

15



Teorema 3. Seja {Z,, = (Zn1,. .., Zn k) }nen Uma sucessdo de vetores aleatorios indepen-
dentes com funcao de distribuicdo comum F e distribuicoes marginais univariadas perten-
centes ao max-dominio de atracdo da distribuicdo Fréchet unitaria. Se

M, M,
P< ’lgzl,..., n7k7 )—>G(21,...,Zk),V(Zl,...,zk)GC(G),

n n—-+oo

entdo
G(Zl, .. .,Zk) = exp(—V(zl, .. .,Zk)), Zj € RJr,j S {1, cee k}, (1.18)

sendo a funcdo V (-), designada medida expoente, definida por

V(z1,.. / \/—del,..., k),
S

com H(-) uma medida finita sobre o simplex (k — 1)-dimensional S, = {y € [0,1]* : y; +
-+ yr = 1} tal que

/ wjdH (w1, ...,w,) =1, paracadaj e {1,... k}. (1.19)
Sk

A medida H (-), designada medida espetral ou medida angular, caracteriza completamente a
estrutura de dependéncia de uma distribuicao k-variada de valores extremos (cf. Simpson
(2020) [42]). Todavia, para dimensoes superiores a 3, a especificacdo de H(w), w € Sk, ou,
alternativamente, da medida expoente V (z), z € Rﬁ, ja é dificil, o que conduziu ao apareci-
mento de coeficientes que quantificam a interdependéncia extremal. Apresentaremos alguns
nas duas proximas subseccoes.

A proxima proposicao enuncia duas propriedades da medida expoente que vao ser tuteis no
restante desenvolvimento da teoria.
Proposicao 4. A medida expoente V (-) satisfaz as seguintes propriedades:
(1) V(azi,...,azp) = 1V (z1,..., %), para a € RT (homogénea de grau -1);
(i3) V(4o00,...,2j,...,+00) = %,
paraz; e RT,j e {1,...,k}.
Demonstracao.

(2) Paraa € RT, tem-se, pela definicio da medida expoente, que

k
w;
V(azl,...,azk):/ \/ —L dH (wy, ..., w)
Skj 1 azj
1 o,
:/ \/—JdH(wl,...,wk)
a Skj:l Z]
1
:aV(Zl,...,Zk), zl,...,zk€R+.



(i1) Pela definicio de medida expoente e por (f.19), obtém-se

V(+oo,...,zj,...7+oo):/ {0\/---\/ﬁ\/--ﬂ/O}dH(wl,...,wk)
Sk Zj

—/ ﬂdH(wl,,wk)
Sk “j

1
= — w;dH (wy, ..., wg)

%5 J S

1
= —, ZjERJr,jE{l,...,k}.

Zj

O

A alinea (¢) da proposicao anterior permite provar a max-estabilidade de G nas condigoes
do Teorema f[§. Relembre-se que, em tais condicdes, G tem marginais univariadas Fréchet
unitarias e, por isso, 6, ; = ne\,; = 0, paraj € {1,...,k} en € N. Assim, tem-se

G"(nz,...,nz,) = (exp(=V(nz1,...,nzg)))"
=exp(—nV(nzi,...,nz))

=exp(—V(z1,...,2k))
= G(Zl, ey Zk).

Ao contrario do caso univariado, onde uma familia paramétrica de distribuicées abrange to-
dos os limites possiveis (recorde ([.13)), a expressdo ([.18) implica que as distribuicbes MEV
nao podem ser totalmente descritas por um nimero finito de parametros. Nao obstante, exis-
tem modelos paramétricos que representam subclasses das distribuicées MEV. No exemplo
seguinte, apresentamos um deles.

Exemplo 3. Seja{Z, = (Z,,,..., Zy 1) }neny uma sucessao de vetores aleatérios com fun-
cdo de distribui¢cdo comum

«
k
—1/a
F(zi, .. 2p)=1— z; / . Z1,..., 2 €RT,
i=1

para « € (0, 1]. Como as distribui¢oes marginais univariadas pertencem ao max-dominio
de atracgdo da distribui¢ao Fréchet unitaria, entdo, tem-se

r k « n
lim F*(nzy,...,nz) = lim |1— an —1/e
n—-+oo ( 1y ’ k) n—-+oo - ( ‘7)
Jj=1
r o n
= lim [1- (n V) P
n—-+oo 1 J
]:
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Figura 1.4: Representacao grafica da distribuicao logistica bivariada com « = 0.5.

ELa)T

= lim |1
n—-+o0o n
e
—1/a
=exp | — Zj
Jj=1
= G(Zl, ce ,Zk).

A condicdo (.14) é, entdo, verificada, jG que G tem margens univariadas ndo degeneradas
(Fréchet unitarias). Assim, G é uma distribuicdo k-variada de valores extremos e é desig-
nada distribuicao logistica k-variada. A sua representacgdo grafica parak = 2e « = 0.5
encontra-se na Figura [r.4.

Além disso, por ter margens com f.d. comum Fréchet unitaria, a medida expoente corres-

pondente é dada por
«

k
V(z1,...,26) = sz_l/a )
i=1

atendendo ao Teorema [§. O pardmetro « indica a intensidade da dependéncia entre as
variaveis. No caso em que o = 1, tem-se a independéncia das variaveis. Quando « — 0, as
variaveis sao totalmente dependentes. Tal é visivel nos grdficos de dispersao, apresentados
na Figura [t.4, relativos a dados de modelos logisticos bivariados simulados no R, para trés
valores diferentes de a:: 0.05, 0.5 e 1.
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a=0.05 a=05 o

2
Z
Z

Figura 1.5: Gréaficos de dispersao de dados do modelo logistico bivariado para o = 0.05 (a
esquerda), « = 0.5 (no meio) e « = 1 (a direita).

1.2.2 Dependéncia entre extremos univariados

Na extensao da TVE do contexto univariado para o multivariado, surge uma nova questao:
avaliar e quantificar a dependéncia entre as margens de um vetor com distribui¢cao multiva-
riada de valores extremos, bem como a dependéncia entre os acontecimentos extremos que
lhes estao associados. Este é um dos topicos fundamentais na analise de valores extremos
multivariados e sera o tema a desenvolver de seguida. Comecamos por obter um enquadra-
mento para a f.d. MEV, onde o minorante e o majorante correspondem, respetivamente, aos
casos de independéncia e dependéncia total entre as margens.

Em 1966, Lehmann [28] introduziu o conceito de dependéncia no ortante positivo entre
variaveis aleatorias.

Definicao 5. Seja Z = (71, ..., Z}) um vetor aleatoério com fungdo de distribuicdo G com
distribuicoes marginais univariadas G;, j € {1,...,k}. As varidveis aleatérias Z, . .., Zy
sdo dependentes no ortante positivo se

Gz, z) = [[ Giz), (1.20)
j=1
e
k
P(Zy>21,...., 2, > %) = [ [ P(Z; > %), (1.21)
j=1
para zi, ...,z € R.
Intuitivamente, a expressdo ([.21) significa que é mais provavel que Zi, ..., Z; assumam va-

lores grandes simultaneamente do que no caso em que sao independentes.

Um ano depois, Esary, Proschan e Walkup (1967) [13] apresentaram o conceito de depen-
déncia positiva (ou associagdo) entre variaveis aleatorias.
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Definicao 6. Seja Z = (Zi,...,Z) um vetor aleatorio com funcao de distribuicdo G.
As variaveis aleatérias 71, . .., 7, dizem-se associadas (ou G diz-se uma distribuicao
associada) se, para todo o par de funcoes ¢, : R¥ — R ndo decrescentes em cada uma
das suas componentes, se tem

Cov(¢(Z),4(Z)) = 0,
desde que E[¢(Z)], E[Y(Z)], E[¢p(Z)y(Z)] existam.

Esary, Proschan e Walkup (1967) [13] mostraram ainda que este taltimo conceito é mais forte
do que o conceito de dependéncia no ortante positivo.

Marshall e Olkin (1983) [32] provaram que qualquer distribuicdo multivariada de valores
extremos G é uma distribuicao associada. Entdo, como o conceito de associacdo é mais forte
do que o de dependéncia no ortante positivo, tem-se que, paraumve.a. Z = (7, ..., Z;) com
distribuicao k-variada de valores extremos G e distribuicoes marginais univariadas G;, j €

{1,...,k},
k
Gz, z) > [[ Gilz)- (1.22)

Por outro lado,

donde
G(z1,... ) < )\ Gj(z)), (1.23)

para quaisquer z1, ..., z2; € R.

Atendendo a (.22) e (f.29), obtemos o seguinte enquadramento para G:

k k
[1Giz) < Ga, . oz) < N\ Gilz)), (1.24)
j=1 j=1

onde z; € R,j = 1,..., k. Os limites inferior e superior correspondem aos casos em que as

margens de Z ~ G sdo independentes e totalmente dependentes, respetivamente.

Quando as distribui¢c6es marginais univariadas de G sao, em particular, Fréchet unitarias, as
desigualdades em ([L.24) assumem a forma

k
1
\/ - S V(Zla-" ,Zk;) S E o (1'25)
j=1 % j=1 %

para qualquer z; e RT,j =1,... k.
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De facto, atendendo ao Teorema f§,

Jj=1 Jj=1
k k
& [1Gi(z) <exp(=V(z1, ... 2)) < )\ Gi(z))
Jj=1 Jj=1
k k
en(J[Gi(z) | <-V(a,....z) <In | N Gj(z)
Jj=1 Jj=1
k k
&> InGj(z) < -V(z,..., %) < \InGj(z)
Jj=1 Jj=1
k k
& - ANInG,(z) < V(a,...,z) < = InGj(z)
J=1 7j=1

<
I
-
.
Il
-
e

Neste caso, os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, a dependéncia total
e independéncia dasv.a. 71, ..., 7.

De seguida, apresentamos dois coeficientes que permitem quantificar a dependéncia entre
os acontecimentos {Z; < z1},...,{Z; < z1},quando z; = ... =z, = z € R, para k = 2
e para k > 2, respetivamente, onde (71, ..., Z;) é um ve.a. com distribui¢do k-variada de
valores extremos.

Para k = 2, ou seja, no contexto bivariado, introduz-se o popular indice de dependéncia
extremal de Tiago de Oliveira (1962/63) [35].

Definicao 7. Seja (71, Z») umve.a. com f.d. BEV G e distribuicbes marginais iguais a G;.
O indice de dependéncia extremal de G é a constante z, z, € [1,2] tal que

P(Zy < 2,75 < 2) = G(z2,2) = G2 (2), z € R (1.26)

Este coeficiente é igual a um se e s6 se os acontecimentos {Z; < z} e {Z; < z} forem total-
mente dependentes; e igual a dois se e somente se forem independentes.
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Exemplo 4. Seja (7, Z>) um vetor aleatério com funcao de distribuicdo, G, BEV apresen-
tada no Exemplold, i.e.,

G(z1, 22) = exp [— exp(—=z1)] exp [— exp(—z2)] exp [exp(z1) + exp(z2)] ", 21,22 € RT.
Tendo em conta que as distribuicoes marginais G e G5 de G sdo Gumbel, podemos escrever
G1(z) = Go(2) = Ao 1(2) = exp[—exp(—2)], para z € RT.

Entdo, pela definicédo (.26),

G(z2) = G\ (2)
& exp [—2exp(—=z)] exp [2exp(z)] ' = exp [— exp(—z)]7Z1 %

o exp | exp(-2)| = expl-cz,.z, exp(-)

3
= E€Z1,Zy = 5

Exemplo 5. Seja (71, Z2) um vetor aleatério com funcgdo de distribuicdo G bivariada de
valores extremos apresentada no Exemplo[4, i.e.,

1 1/a 1 1/a]®
G(z1,22) = exp {— [<21> + (22> ] }, 21,220 €ERT o € (0,1]. (1.27)

Como as distribuicoes marginais de G, G e G, sdo Fréchet unitarias,

G1(z) = Ga(2) = exp (—i) , z€RT,

Entao,
a

Gz, 2) = exp <—22> — G (o),

Por conseguinte, o indice de dependéncia extremal de G é igual a 2*. A sua representacao
grdfica encontra-se na Figura [1.4.

Para o = 1, tem-se ez, z, = 2, 1.e., os acontecimentos {Z, < z} e {Zy < z} sdo independen-
tes, para z € R*. Jano casoemque o — 0%, obtém-secy, z, = 1, ouseja, os acontecimentos
sdo totalmente dependentes.

Para a quantificacdo da dependéncia entre os acontecimentos {Z; < z},...,{Zy < z},z € R,
com k > 2, apresenta-se o coeficiente de dependéncia extremal de Smith (1990) [44], que é
uma generalizacao do indice anterior.
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Figura 1.6: Grafico do indice de dependéncia extremal da distribuicao BEV logistica.

Definicao 8. Seja (Z1, ..., Z;) umve.a. comf.d. multivariada de valores extremos G com
[f.d. marginais univariadas iguais a G1. A constante ¢z, 7, € [1,k] tal que

G(z,...,z) = Gizl """ % (2), z € R, (1.28)
designa-se coeficiente de dependéncia extremal.

Este coeficiente é igual a um se e somente se os acontecimentos {Z; < z},...,{Z; < z},
z € R, forem totalmente dependentes, e igual a & se e s6 se forem independentes. Além disso,
quando as variaveis 71, . . ., Z; sao Fréchet unitarias, relaciona-se com a medida expoente do
seguinte modo

€zvzn =V(1,...,1). (1.29)

De facto, pelo Teorema f3,

G(z,...,z) =exp(—V(z,...,2))

1
= exp ( - =-V(,..., 1)), (1.30)
z
sendo que a segunda igualdade segue da alinea (i) da Proposicdo lf. Uma vez que as distri-
buicoes marginais de (71, ..., Zx) ~ G sdo iguais a G, com G, Fréchet unitaria, tem-se
€71, 7, 1
G (2) =exp (- gezh,,,,zk). (1.31)

Assim, atendendo & definicdo do coeficiente, e a (.3d) e (1.31), segue-se que

exp ( — iszh,”zk) = exp ( - %V(l, e 1)),

donde
6217---721% = V(l, ey 1).
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Exemplo 6. Calculemos o coeficiente extremal de Smith para a distribuicdo logistica apre-
sentada no Exemplo [§. Neste, concluimos que

k [0}

V(z1,...2k) = z{l/a ,

J=1

para zi,...,z; € RT, coma € (0,1]. Em particular, para z; = ... = z; = 1,

«

k
V(L. =Y 1) =k
j=1

E, pela relacéo (.29),

a
€21,.,2, = k7.

Exemplo 7. Seja F(z1,...,2;) =1 —exp (— /\?;1 Zj), com (z1,...,2;) € RE.

Para (z,...,z;) € R, tem-se

k
F'(zi+Inn,...;z+1nn) = |1 —exp /\ (zj +1Inn)

r n

k
= 1—7exp /\z]

Jj=1

— eXp | —exp | — /\ZJ
n—-+0o0o

Afd. G(z1,...,z2) = exp (— exp (— /\;?:1 z])) = /\;‘3:1 exp (— exp (—z;)) é k-variada de va-
lores extremos com distribui¢oes marginais univariadas Gumbel.

Atendendo a Proposicdo [§, a estrutura de dependéncia dos vetores (Z1,...,7;) ~ G e
(t1(Z1),...,tx(Zy)) é a mesma. Logo, como

P(tl(Zl) < Zly'-'atk’<Zk’) < Zk) :P(Z < —ln(l/zl),...,Zk < —ln(l/zk))

_/\exp —1/zj)
k

= exp —\/1/z]~ ,
j=1
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a medida expoente é dada por

paraz,...,z, € RT.

Entdo, por (IL.29),

€21, 2 = V(l, R 1) =1,

donde se conclui que os acontecimentos { Z1 < z},

...,{Zk < z} sdo totalmente dependentes,
para z € RT.
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1.2.3 Dependéncia entre extremos multivariados

Até aqui, centramos a analise na dependéncia entre extremos univariados. No entanto, a
avaliacao da dependéncia entre extremos multivariados revela-se particularmente relevante
no estudo da ocorréncia de acontecimentos extremos para campos aleatoérios em regioes dis-
juntas de localizacoes. Por conseguinte, estendemos agora a analise a dependéncia entre
extremos multivariados. Iniciamos com um enquadramento teérico da funcao de distribui-
cao multivariada de valores extremos, em que o minorante e o majorante correspondem,
respetivamente, aos casos de independéncia e dependéncia total entre subvetores do vetor
com distribuicido MEV. A partir deste, obtém-se um enquadramento para a medida expo-
ente associada, sendo ambos uteis para o desenvolvimento da teoria subsequente. Nas ulti-
mas décadas, tém sido propostas varias medidas para quantificar a dependéncia entre extre-
mos multivariados (cf., por exemplo, Li (2009) [30], Ferreira (2011) [14], Ferreira e Ferreira
(2012) [16], Marcon et al. (2017) [31]), entre as quais destacamos uma em particular, que
sera introduzida no final desta subseccao.

Seja Z = (Z3,...,Z) um vetor aleatdério com distribuicao k-variada de valores extremos
G e distribuicoes marginais univariadas iguais a F', com F' Fréchet unitaria. Considere-se
I={L={io+1,...,0}, b ={i1+1,...,02},..., I, ={ip—1+1,...,ip, = k}} uma particdo
do conjunto {1,...,k},com 0 =ig < i3 < iz < ... <ip1 <14, = kel <p < k. Denota-se
por Z;; o subvetor de Z indexado em [}, i.e.,

ZI]' - (Zij,1+17 ey Zij)7

por G z;, 2 distribuigdo de valores extremos associada ao vetor Z;; e por Vz,, a correspon-
dente medida expoente, para j € {1,...,p}.

Como G é uma distribuicao k-variada de valores extremos,
p
G(Zlu sy Zk) > H GZ[]. (Zijfl-‘rlu ceey Zij)u Zly.., 2k € Ru (1-32)
j=1
(cf. Lelowitz (1972) [29]).

Por outro lado, a desigualdade

p
Gz o) € N\ Gz (2 ini ), (1.33)
j=1
também é valida para quaisquer z1, ..., z; € R.
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Assim, obtém-se o seguinte enquadramento para a a distribui¢ao k-variada de valores extre-

mos G
p p
H Gz (zij 141,05 2i;) S G210 2,) < /\ Gz, (Zij 14155 %)), (1.34)
j=1 j=1
onde z1, ..., z; € R. O limite inferior corresponde ao caso de independéncia entre os subve-
tores Zy,,. .., Z1, de Z ~ G, enquanto o inferior corresponde a dependéncia total.

Nas condicbes do Teorema §, tem-se o intervalo de valores

p p
\/ Vz,, (Zi;_41, -5 2i) < Vaz(a1,.000020) < ZVZI], (Zij_q41-- 5 2i5)s (1.35)
j=1 j=1
para a medida expoente de Z ~ G, para quaisquer z1, ..., z; € RT. Agora, os limites inferior

e superior correspondem, respetivamente, aos casos de dependéncia total e independéncia.

De seguida, apresentamos uma fun¢ao muito util para o altimo capitulo que permite men-
surar a dependéncia entre as margens multivariadas de uma distribuicao MEV.

Funcao coeficiente extremal regional

No que se segue, procuraremos estender a funcao de dependéncia extremal introduzida por
Ferreira e Ferreira (2018) [17].

Comecamos por introduzir um lema que alicergara nao s6 a defini¢do da funcao de dependén-
cia a apresentar, mas também propriedades relativas aos madogramas a explorar no tltimo
capitulo.

Lema 2. Seja Z = (Zy,...,Z,) um vetor aleatério com distribui¢do k-variada de valo-
res extremos e distribuicoes marginais univariadas iguais a F, com F Fréchet unitaria.
Considere-seZ = {I, = {iop+1,...,i1}, o ={i1+1,...,42},..., I, ={ip_1+1,...,ip = k}}

uma parti¢do do conjunto {1,...,k},com0 =iy < i1 <is < ... <ip_1 <ip=kel <p<k.
Entao
P \/F(ZZ)<U1 \/F(ZZ)<'LL = exp _VZ —L — 1 (136)
e - "eI -7 z Inu;” 7 Inuw, ’
1ely elp

paraui,...,up € (0,1). Parauj € (0,1),comj e Sed# S C{1,...,p}, tem-se

Sa(U. . 1,) (L) (U, .« 1;) (L)

Pl Pz <l | =exp vz, |- 30 W) 5 Pl )T
jes | iel; i€s”’ jes lnuj jes 1nuj

(1.37)

onde a(U;cg 1;) € w(U;cg 1;) denotam, respetivamente, o primeiro e o tltimo elementos de
Ujes Ijedi(A) =1,sei € A, edi(A) =0,sei ¢ A.
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Demonstragdo. A distribuicio conjunta de \/,. I F(Z;) para todos os elementos I; da parti-
caoZ,1i.e.,paraljcomj € {1,...,p}, é dada por

P\ Fz)<w,...,\| F(Z) <y,
1€l i€l

:P(F(Zl) < Ul,...,F(ZZ‘1> < ul,...,F(ZZ-p71+1) < up,...,F(Zk) < up)
= P(Z1 < FNw), ... Zi, < F~Y(w),...

1 1 1 1
=P|Z < — ey L < — A < - ey L < —
(1_ Inw” 77T TInwy? T S Tng, R S lnup>
1 1 1 1
= -V, T ey, — € (0,1)P
eXp( Zj_'( lnu1’ 9 1nu17 9 lnup’ 9 ln'U,p)), (’U/l, 7“]7) ( I ) 9

uma vez que Z7 = Z tem distribuicdo k-variada de valores extremos com distribui¢oes mar-
ginais univariadas iguais a ', com F(z) = exp (—2z~1), para z > 0, e a equacdo (1..18) é valida.
Provamos, assim, (1.36), que é equivalente a identidade

P\ F(Z)<u,....,\| F(Z)<u, | =exp | —Vg,

, . — Inu; " Inu
i€l i€lp j=1 j=1
(1.38)

atendendo a forma como a particdo Z = {I;,...,I,} de {1, ..., k} estd definida (os elementos

., k surgem por ordem crescente em Iy, ..., I,). Desta tltima igualdade deduz-se que a
distribuicao conjunta de \/idj F(Z;),paraj € S,com () # S C {1,...,p}, é dada por
P ﬂ \/ F(Z)<u; % | =exp | -V; _Z Oa(Ujes 1) _Z Ujes 1)L

i) < Uy = exp Zy T T

jes \icl; Jjes jes jes

para u; € (0,1), sendo que o(UJ;c5 1;) € w(lU;cg I;) representam, respetivamente, o menor e
o maior elementos de | J, 5 I;, 0 que prova a segunda identidade do lema.
O

Podemos agora definir a seguinte funcao

mz, jesOh i €8) =E |\/ \/ FMi(Z)] (1.39)
jeSiel;
para os subvetores Z;, do vetor Z = (Z1,...,Z;),onde I; € Z,sendo Z = {Iy,...,I,} uma
particdo do conjunto {1,...,k} nas condi¢bes acima, e para \;;, € (0,+0c0), com j € Se
0 #S C{1,...,p}, que se relaciona com a medida expoente, como é estabelecido na pré-
xima proposicao.
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Proposicao 5. Seja Z = (Zy,..., Z;) um vetor aleatério com distribuicdo k-variada de
valores extremos e distribui¢coes marginais univariadas iguais a F, com F' Fréchet unita-
ria. ParaT = {Iy,...,I,} uma parti¢do de {1,...,k}, nas condi¢bes acima, e para \j, €
(0,400),comje Sel#S C{1,...,p}, tem-se

VZ U 1; (szS AIj(;ol(UjeSIJ')(I]A)’ T ZjGS )\Ij(sw(UjeSIj)(Ij))

jeS
LHVzy (Zies AM0aUyes 1 i)+ s Ejes My e 1j>(fa‘))
Jje
(1.40)

)

mz, jes(Ar;,J € 5) =

para qualquer \;; € (0,+00),comje Se)#S C{l,...,p}

Demonstragdo. Como a funcdo z%, a € (0,+00), é estritamente crescente, comuta com o
méximo e segue-se que, pelo Lema P e pela alinea (¢) da Proposicio 4,

V VY @Z)<u|=P NV FH(Z

jesiel; jeS i€l
lA
—r (] r <

jes | iel;

Z 6a(UjeSIj)(Ij) Z 5W(Ujes Ij)(Ij)

=exp | —Vz

jes’ jes In Wi jer In ut/ M

AL 0a(U; e 1) (1) 1;00(U
=exp|-Vz, ., |- jes e, — jes !
P ]EZS Inu ; lnu

= exp anVZUI Z)\15 eSI) )-~vz)‘1j5w(Ujesfj)(J

Jes jes jes
Vz U 1 (Zjes )\Ijéa(Ujes Ij)(Ij)""’ZjES)‘Ij‘sw(Ujgs Ij)(Ij)>
=y J€S , ue(0,1).
Portanto,
) >\1
mz, jesjeS)=E |\ \/ F
jesiel;
8 LTI D YR RTRHIARES SR
0 jes JES j€S

Vz o1, (Ejesh ba(Ujes 1;) i) 2jes Ay 0uU,eg 1;) (L )>*1
X u IES u du
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Vz U g (ZjeS )\Ij5a(Uj€S Ij)(IJ')7 AR Zjes A[jé“)(ujes Ij)(‘[j)>

Vzy i, (Zjes AL Oa(U,es 1) i)s -+ 2ges Afﬁw(U,,-eSIj)(fa‘)) +1

1
X/O Vz g o | Do An0aUyes 1) i) Do AL, es 1 (L) | +1

Jes jes jes

Vz U 1 (Zjes)\]jé(’(u]‘es Ij)(lj)7~~~72jes )\Ijsw(UjES IJ)(IJ)>

X u J€8 du
VZ.gS | (ZjES ALi0a(U,es 1) i) -5 2jes Mi0u(U, s m(fj))
J

2y, (Ejes ALOa(Uses 1)) -+ 2 es Myl s m(fj)) +1

J

1
Vz | I (Zjes ALba(Ujes 1) )2 es Mydu(Uje g Ij)(Ij))‘i‘l

X U JjES
0
V2, 1 (Sres MU 1) ()0 Sies A dutyes 1) (1)
J

2y 1 (Zjes ALSa(Ujes 1) T5)s -+ 2jes Mi0u(U, e 1j>(fj)) +1

J

O]

Escrevendo arelacao enunciada na proposicao anterior em ordem a medida expoente, obtém-
se

mZIj,jES()\Ijaj € S)
1—mz, jes(Ar,j € S)’

Vz o | 20 M0aUes 1) T D AL 8wy 1) (1)
jes jes jes

0 que sugere que o quociente
mz;, jes(Ar;,J € 5)

1—mz, jes(Ar,j €9)

pode ser considerado como uma medida de dependéncia entre as margens de Z | , sobre as
jes

regides indexadas em I;, para j € S,com () # S C {1,...,p}. Ferreira e Ferreira (2018) [17]

consideram, de facto, o quociente anterior como uma medida de dependéncia, mas apenas

para o caso particular em que S = {1,...,p}. Aqui, definimos o quociente anterior como

medida de dependéncia para qualquer ) # S C {1,...,p}.

Definicao 9. Seja Z = (Z,...,Z;) um vetor aleatério com distribuicdo k-variada de
valores extremos e distribuicoes marginais univariadas iguais a F, com F Fréchet unita-
ria. ParaT = {Iy,...,I,} uma particdo de {1,...,k}, nas condi¢bes acima, e para \j, €
(0,400),comje Sel #S C{l,...,p}, define-se a medida de dependéncia extremal

mz, jes(AL,J € 5)

. . (1.41)
L —mz, jes(A1;,5 € 5) N

8Z[J.,j€5(>\]j7j € S) =
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Pelo exposto, tem-se

ez;,jes(A;, ) €5) =Vz > A da( (Ujes ) U DAL Ues 1) |- (1.42)
J€S jes jeS

Quando a particao Z é composta por conjuntos singulares, i.e., parap = k, S = {1,...,k} e

An=...=X, =1,ez,.7/(1,...,1) coincide com o coeficiente extremal de Smithe,, 7,

definido em (f.28). No caso particular em que k = 2, a medida de dependéncia introduzida
coincide com o indice de Tiago de Oliveira ¢z, 7, definido em (.26).

Tem-se ainda

\/ \/ M (Z(z) | = mz;, jes(Ar,J € 5)

jESiEl;
_ ezy,5es(Mr 5 €5) (1.43)
1+€z1j,jes()\1j,j €S) '
Em particular,
\/ FYi(Z(@i) | = mz, (M)
iEIJ‘
£z (1)
b (1.44)

a )\[j -f—é‘zlj(l)7

paraj € S,com () # S C{1,...,p}.

Além disso, tendo em conta o enquadramento (1.35) da medida expoente, a igualdade (f.49)
permite estabelecer o seguinte intervalo de variacao para a funcao coeficiente extremal regi-
onal:

]l/s Alez, (1) < ez, jes(Apy.j € 5) < ]; Alez, (1), (1.45)
onde os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, aos casos em que os subve-
tores Z;, de Z sao totalmente dependentes e independentes. Com base neste enquadramento
e em ([L.41), deduz-se o seguinte intervalo de valores para a funcio m z;, Jjes(Ar;,J € 9):

—1 —1
Vijes AL €z;,.jes(1) Yjes AL, €2r.5es(1)

— <mgz, jes(Ar;,j €S) < - ,  (1.46)
L+ \/jeS )\Ijlgzlj Jes(1) s ! 1+ ZjeS >\I,7'1€Z1j Jes(1)

onde o minorante e o majorante correspondem aos mesmos casos limite de dependéncia de

(L.45).
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Exemplo 8. Seja Z = (Z,, Zs, Zs, Zy, Z5) um vetor aleatério com distribuicdo G logistica
de valores extremos, i.e.,

«
Gz (21,22, 2,20,5) = exp (= {0+ 5 V0 Vo 27 20 e e (0,1,
Z1,%2,%3,%4,25 € R*.

Calculemos a expressao da funcdo coeficiente extremal regional paraZ = {I, = {1,2}, > =
{3},[3 = {4,5}}, )\[1 = 2,)\]2 = 1,)\[3 = 1/2 eS= {1,3}.

Por (.42,

€Z1,.214 (/\Il’ )‘13) = €71,72,24,75 (27 1/2)
= VZl,Z2,Z4,Zs (2; 2, 1/27 1/2)- (1.47)

Ora,

G2,,20,24,25 (21, 22, 24, 25) = 1Im  Gz(21, 22, 23, 24, 25)
23—+00

= exp <—{z;1/a+z;1/a—|—zzl/a—|—z;1/a}a) .
Logo, pelo Teorema 3,
Vi zazs(1, 2,20, 75) = {4 2 o 2 2
Assim, substituindo em (1.47),

€2,,.21, ()‘117 AI&) = {2—1/a + 2~/ + 2!/ + 21/(1}

_ 90 {2—1/‘* + 21/°“}a.
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Capitulo 2

Fundamentos de Geoestatistica

A percecao de que muitos fendémenos que nos rodeiam variam no espaco espoletou a necessi-
dade da sua descri¢cdo, modelacao e previsao tendo em conta essa especifidade. Assim surgiu
a Geoestatistica. Apesar de algumas técnicas deste ramo da Estatistica remontarem as déca-
das de 1930 e 1940, designadamente a Kolmogorov e Wiener, apenas na década de 1950 € que
a Geoestatistica foi verdadeiramente impulsionada pelo matematico e engenheiro civil fran-
cés George Matheron, que motivado pela pesquisa de Daniel Krige, um engenheiro mineiro
sul africano, acerca dos dados de concentracdo de ouro numa mina, escreveu o ‘Traité de
géostatistique appliquée’. Desde entao, a teoria viu enormes desenvolvimentos, tendo, atu-
almente, aplicacoes em diversos dominios, nomeadamente na Ecologia, Climatologia, Satide
Publica e Geologia. A Geoestatistica permite-nos, entao, estudar uma grande variedade de
fendémenos, desde que os dados a eles relativos tenham uma natureza espacial. Estes dados
podem ser vistos como a realizacado de um campo aleatério. Por essa razao, os campos alea-
torios serao o nosso objeto de estudo. Comecamos, assim, por introduzir a no¢ao de campo
aleatoério e também algumas defini¢oes preliminares associadas. O estudo de campos aleat6-
rios, especialmente com o objetivo de prever valores em diferentes localizacoes, seria extre-
mamente dificil, ou até impossivel, se o comportamento do campo no espago fosse completa-
mente anarquico. No entanto, os fenémenos observados geralmente permitem considerar al-
gumas hipoteses de invariancia no espaco, genericamente designadas por estacionariedade.
A formulacao de hipdteses de estacionariedade do campo é fundamental para analisar a de-
pendéncia espacial, que pode ser quantificada por meio de medidas como o semivariograma,
a funcdo de covariancia e a funcao de correlacao. Por conseguinte, neste capitulo, para além
de apresentarmos diferentes tipos de estacionariedade, definimos as medidas de dependén-
cia espacial referidas e exploramos algumas das suas propriedades. Damos especial destaque
ao semivariograma, nao apenas pela sua ampla aplicabilidade pratica, mas também pelo seu
papel central na modelacao de estruturas espaciais. Por fim, apresentamos alguns modelos
teoricos de funcoes de correlacao validos, que nos permitem derivar modelos de semivario-
gramas validos, bem como de funcdes de covaridncia.
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2.1 Fundamentos dos campos aleatdrios

Nesta secgdo, apresentamos alguns fundamentos sobre campos aleatérios que podem ser
aprofundados em Cressie (1993) [6] e Carvalho e Natario (2008) [3].

2.1.1 Definicoes e notacao

Definicao 10. Um campo aleatorio é umafamilia de varidqueis aleatorias reais { Z (x) } xep
definidas sobre o mesmo espaco de probabilidade (2, F, P) e indexadas por x € D C RY,
comd > 2.

O conjunto D é chamado espaco das localizacoes.

Definicdo 11. Dois campos aleatérios {Zi(x)}wep € {Zo(x)}zep, D C RY,
dizem-se identicamente distribuidos se, para qualquer inteiro k > 1 e quaisquer x,...,xy €
D, os vetores (Zi(x1),...,Z1(xk)) e (Z2(x1),. .., Z2(xk)) tém a mesma distribuicdo. Sim-

bolicamente, escrevemos

(Zo(x1), ..., Z1(xr)) = (Zo(1), . . ., Zalmy)).

Definicdo 12. Um campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, é de segunda ordem se

E[Z*(z)] < +o0,Vx € D.

Se um campo aleatério {Z(x)}ep € de segunda ordem, entao possui valor médio,
m(x) = E[Z(x)],Vx € D,
e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, existe a covariancia entre Z(x) e Z(x2),

C(x1,x2) = cov(Z(x1), Z(x2)) = E[(Z(x1) — m(x1))(Z(x2) — m(x2))], V1,22 € D.

A variancia define-se por
o?(x) = var[Z(x)] = C(z, )

e a funcao de correlacao é dada por

p(x1, x2) = C(x1, x2){var[Z(x1)] x var[Z(:vg)]}_%,V:cl,wg e D.

Uma classe importante de campos aleatérios é a dos campos Gaussianos, uma vez que estes
sao modelos razoaveis para muitos fendmenos naturais, a estimacao e inferéncia sao simples
e sao especificados por m(x) e C(x1, z2).
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Definicao 13. O campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, diz-se Gaussiano se, para qual-
quer inteiro k > 1 e para qualquer conjunto finito de localizacbes {x1,...,xy}, o corres-
pondente vetor aleatério (Z(x1),. .., Z(xy)) tem distribuicdo gaussiana k-dimensional.

2.1.2 Algumas propriedades importantes

Se o comportamento de um campo aleatério ao longo de D C R?fosse completamente irregu-
lar, seria dificil ou mesmo impossivel desenvolver estudos sobre o mesmo, designadamente
estudos com vista a previsao de valores do campo em localizacoes nao amostradas. Em geral,
os fenémenos espaciais observados, nomeadamente fenémenos naturais, permitem conside-
rar um certo numero de hipoteses de invariancia por translacao em D, genericamente desig-
nadas por estacionaridade.

Defini¢do 14. Um campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, diz-se fortemente estacio-
nario ou estritamente estacionario se, para qualquer inteiro k > 1, para qualquer
conjunto finito de localizagbes {x; : j = 1,...,k} C D e qualquer vetor h € R? tal que
{xj+h:j=1,...,k} CD,osvea. (Z(x1),...,Z(x;)) e (Z(x1 + h),...,Z(x, + h)) sdo
identicamente distribuidos.

Em particular, a lei de {Z(x)}zep coincide com a lei de {Z(x + 7)}»ep, para r arbitraria-
mente fixo em R?, ou seja, ha invariincia da lei do campo aleatério por translacio em D.

Outras definicoes de estacionariedade, menos restritivas, consideram apenas condigoes re-
ferentes a momentos de primeira ordem — como a esperanca matematica — e momentos de
segunda ordem — como a variancia, covariancia e variograma. Introduzimos, de seguida, a
definicao de campo aleatoério fracamente estacionario.

Definicdo 15. Um campo aleatério {Z(x)} zep, D C R%, de segunda ordem, diz-se fraca-
mente estacionario se

(i) asua esperanca matemadtica é constante, i.e., m(x) = p, V& € D, com p € R;

(i1) afuncdo de covariancia depende apenas do vetor de separacdo h € R? entre as loca-
lizacoes, i.e.,
C(x+ h,x)=C(h,0), Vx,z+ h € D. (2.1)

Daqui em diante, por uma questao de simplicidade de escrita, quando o campo aleatoério sa-
tisfizer (2.1), passamos a escrever C'(h) em vez de C(h, 0).

No caso em que o campo aleatorio é fracamente estacionario, a funcao de covariancia verifica

algumas propriedades importantes, nomeadamente as que enunciamos na préxima propo-
sicao.
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Proposicdo 6. Num campo aleatério {Z(x)}zcp, D C R?, fracamente estacionario, tem-
se que

(¢) avariancia é constante e igual a fungdo de covariancia no vetor nulo, i.e., var|Z(x)] =
C(0), Vx € D;

(i) afuncdo de covaridncia é par, i.e., C(h) = C(—h), h € R%
Demonstracao.

(¢) Para uma localizacdo arbitraria « € D,

C0)=C((x+0)—x)=C(x+0,x) =var[Z(x)];

(#4) Para uma localizacio arbitrariaz € De h € R? talque x — h € D,

Se {Z(x)}zep € fracamente estacionario e C(0) # 0, entao

: o C(x+ h,x) _ C(h)
pla+h.@) Vvar[Z(z + h)var[Z(z)]  C(0)

Daqui concluimos que a correlagio entre Z(x + h) e Z(x) depende apenas do vetor de sepa-
racao h entre as localizacoes x + h e x. Escrevemos, portanto, p(x + h,x) = p(h).

Como Clh
p(h) = CE();’ (2.2)

a segunda imposicio da definicdo de campo aleatério fracamente estacionario, (2.1), pode
ser reescrita como p(x + h,x) = p(h). Para além disso, a funcao de correlacdo verifica as
propriedades enunciadas na proposicao seguinte.

Proposicdo 7. Num campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, fracamente estaciondario, tem-
se:

(3) p(0) = 1;
(id) p(h) = p(~h), h € RL.

Demonstracao.

(¢) Tendo em conta a relagao (.2,



(i) Para h € RY, verifica-se

por (2.2) e pela alinea (ii) da Proposicio [.
O

Apesar de um campo aleatorio fortemente estacionario de segunda ordem ser fracamente
estacionario, o reciproco pode nao acontecer. A titulo de exemplo, tem-se {Z(x)}ycp, D C
72, constituido por v.a. independentes tais que

1 —N.
I-@p » =0

P(Z(z) =t) = m , t=lz|, VaeZ*\{0};
m , t=—|=l;
e
1 - _1:
P(Z(0)=t)=4 2~ ’
3 5 U=

Os campos Gaussianos sao exemplos de campos aleatorios fracamente estacionérios que
também sao fortemente estacionarios, pois, para qualquer inteiro £ > 1 e qualquer con-
junto finito de localizacoes {x; : j =1,...,k} C D,aleidove.a. (Z(x1),...,Z(x;)) depende
apenas de E[Z(x;)] ede C(x; — xj),4,5 € {1,...,k}.

Outro tipo de estacionariedade, menos exigente do que os anteriores, é o de estacionariedade
intrinseca. A estacionariedade intrinseca surge com a imposicao de condi¢oes explicitas nao
sobreasv.a. Z(x) e Z(x+ h), mas sobre as respetivas diferencas Z(x+h)— Z(xz), comx € D
eh c R taisque x + h € D.

Definicdo 16. Um campo aleatério {Z(x)}zep, P C RY, diz-se intrinsecamente esta-
cionario se para qualquer vetor h € R, as diferencas Z(x +h) — Z(x),com z,x +h € D,
tém

(i) esperanca matemdtica nula, i.e., E[Z(x + h) — Z(x)] = 0;

(i1) variancia que ndo depende das localizacoes x e x + h, mas sim do vetor de separacao
h entre elas:

var[Z(x + h) — Z(x)] == 2y(Z(z + h), Z(x)) = 27(h) 8

'E comum escrever-se esta condicio apenas na forma var[Z(x + h) — Z(x)] = 2v(h). Mas ~(-) é definido
para um par de variaveis avaliadas em localizacGes que distam h e ndo para a distancia h, i.e.,

2v(Z(x + h), Z(x)) :=var[Z(x + h) — Z(x)]. (2.3)

Por isso, devemos escrever y(Z(x + h), Z(x)) = 7(h) quando ~(-) depende apenas de h. Contudo, por simpli-
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A funcao 2v(-) chama-se variograma, enquanto v(-) designa-se semivariograma. Esta
funcao desempenha um papel crucial na Geoestatistica e debrucar-nos-emos sobre ela na
proxima seccao.

Se {Z(x)}zep, D C RY, é intrinsecamente estacionario, entdo
var[Z(x + h) — Z(x)] = E[{Z(x + h) — Z(x)}?]
e, consequentemente, (2.3) pode ser reescrita do seguinte modo:
2v(h) = B[{Z(z + h) — Z(z)}?].

No restante desenvolvimento do trabalho, sempre que nos estivermos a referir a estaciona-
riedade forte, diremos apenas que o campo aleatorio € estacionario.

A nocao que introduzimos de seguida — isotropia — esta relacionada com a de estaciona-
riedade no sentido de que ambas sdao propriedades de invariancia geométrica de campos
aleatorios. A estacionariedade é uma propriedade de invariancia por translacdo em D e a
isotropia é uma propriedade de invariancia por rotacao em D. Juntas produzem invariancia
ao movimento.

Definicdo 17. Um campo aleatério {Z(x)}wep, D C RY, diz-se isotrépico se, para todo
ok €N, xy,...,x; €D, equalquer rotacdo, isto é, uma matriz ortogonal O € Isom(R?) tal
que Ox1,...,0Oxy € D, os vetores (Z(x1),...,Z(xk)) e (Z(Ox1),...,Z(0Oxy)) sdo identica-
mente distribuidos.

Se o campo aleatoério nao for isotropico, diz-se anisotrépico.

No caso em que o campo aleatdrio é isotropico e intrinsecamente estacionario, o variograma
nao depende da direcao do vetor de separacao h, mas apenas do seu comprimento, isto €,
para qualquer par de v.a. Z(x + h) e Z(x),com z,z +h € Deh € RY, tem-se

1(Z(x +h), Z(z)) = v([|k]),

onde ||.|| ¢ uma norma em D (usualmente a norma euclidiana). Nesse caso, o campo diz-se
homogéneo.

Se o campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, é fracamente estacionario e isotropico, a fungio
de covariancia depende apenas do comprimento do vetor de separacao:

C(x+h,x)=C(h)=C(|h|),Yx € D,h e R?: x4+ h € D.

cidade de escrita, ndo faremos distincéo entre 5(-) e y(-), escrevendo, com um certo abuso de notacao,
2v(h) = var[Z(x + h) — Z(x)]

sempre que esta fun¢io dependa apenas de h.
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2.2 Funcoes de covariancia e variogramas

De seguida, apresentamos algumas relaces entre a funcao de covariancia e o semivario-
grama que nos permitem estabelecer relacoes entre a estacionariedade intrinseca e a estaci-
onariedade fraca, e perceber melhor a utilidade e importancia do variograma.

Como

2v(Z(x + h), Z(x)) = var[Z(x + h) — Z(x)]
=var[Z(x + h)] + var[Z(x)] — 2cov(Z(x + h), Z(x)), (2.4)

entdo, se o campo for fracamente estacionario, a expressao anterior pode ser reescrita na
forma
2y(Z(x + h), Z(x)) = 2C(0) — 2C(h) = 2y(h).

Isto permite-nos concluir que um campo fracamente estacionario € intrinsecamente estaci-
onario e a igualdade
v(h) = C(0) = C(h). (2.5)

é valida.

Atendendo a (2.9) e (2.5), podemos relacionar a funcio de correlacio com o semivariograma
de um campo fracamente estacionario do seguinte modo:

v(h) = C(0)(1 = p(h)). (2.6)

Além disso, percebemos da relaco (2.5) que, conhecidas a funcéo de covariancia e a varian-
cia do campo, conseguimos determinar o semivariograma.

Sera que conseguimos fazer o reciproco? Ou seja, sera que conseguimos obter a funcao de
covariancia exclusivamente a partir do semivariograma para um campo intrinsecamente es-
tacionario?

Suponhamos que o campo tem variancia constante e igual a C(0). Assim, podemos reescrever

(2.4) como

2v(Z(x + h),Z(x)) = 2C(0) — 2cov(Z(x + h), Z(x)). (2.7)
Se a condicao
”hﬁin}r cov(Z(x+ h),Z(x)) =0 (2.8)
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for satisfeita, entao,

Wlim (2 (@ + k), Z(@) = Hhﬁi_rg_oo{(}(o) — cov(Z(x + h), Z(x))}

= C(0). (2.9)
Considerando (2.7) e (2.g), tem-se ainda

cov(Z(x+ h),Z(x)) = C(0) —v(Z(x + h), Z(x))
= lim ~(Z(x+u),Z(x))—~(h)

f[wel|—+o0
= lim ~(u)—~v(h) (2.10)
f[wel| =00
A partir de (2.1d), obtemos uma expressdo que permite determinar a covariancia exclusiva-

mente em funciao do semivariograma, o que é valido apenas se | ﬁim ~v(u) existir. Nesse
u||—-+o00

caso, um campo intrinsecamente estacionario também sera fracamente estacionario.

Por outro lado, quando o campo aleatério € apenas intrinsecamente estacionario, o semiva-
riograma esta bem definido, mas a funcao de covariancia pode nao existir. Isto evidencia que
o semivariograma é uma ferramenta mais abrangente para avaliar a dependéncia espacial,
conferindo-lhe uma importancia fundamental na Geoestatistica. No que se segue, apresen-
tamos algumas das suas propriedades.

Suponhamos que estamos na presenca de um campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, intrinse-
camente estacionario. Nesse caso, o semivariograma é dado por

1(h) = SB[ Z (@ + h) - Z(@))),

paraz € D e h € R? tais que  + h € D. Daqui concluimos imediatamente que (0) > 0.

Proposicdo 8. Para um campo aleatério {Z(x)}zep, D C RY, intrinsecamente estaciond-
rio, tem-se

() 7(0) = 0;
(i) y(h) =~(=h).
Demonstragéo.
(i) Parax € D, tem-se y(0) = s E[{Z(z + 0) — Z(x)}?] = 0;

(i) Parax € D e h € R tais que z + h € D, obtém-se

V(B = S B2 + h) - Z@)] = SE{Z@) - Z@ + R =2 (-h),
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Figura 2.1: Semivariograma do modelo esférico com 72 = 0.2 e 0% = ¢ = 1.

Apesar de (0) ser zero, geralmente, admite-se que o semivariograma nao é continuo na
origem, i.e.,

lim ~(h)=72>0,
||hulﬁo+7() !

onde o termo 72 ¢é designado efeito de pepita.

Quando
lim ~(h)=C(0) (2.11)

existe, ¢ denominado patamar.

A diferenca entre o patamar e o efeito de pepita designa-se patamar parcial e denota-se
por o2,i.e.,

Daqui concluimos que o patamar é a soma do efeito de pepita com o patamar parcial. De
facto, podemos reescrever (.11]) na forma

lim ~(h) =72+ 0> (2.12)
R =400

Definimos ainda o alcance ou amplitude do variograma na direcao h/| h|/como o me-
nor valor de ||h| na direcdo h/| k|| para o qual o variograma é constante e igual ao patamar.
Quando o campo subjacente é isotropico, o alcance do variograma reduz-se ao menor valor de
||h|| para o qual o variograma é constante e igual ao patamar. Note-se que, para garantirmos
a existéncia do patamar e, por sua vez, do alcance, temos de exigir que o campo subjacente
seja fracamente estacionario.

Na figura .1, encontramos uma ilustraciio dos conceitos anteriores.
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Vimos que o semivariograma e a fun¢ao de covariancia estao intimamente relacionados. As
funcoes de covariancia e de correlacao devem satisfazer restri¢oes especificas para garantir
que sejam validas, isto é, que representem corretamente a estrutura de dependéncia espacial
de um campo aleatoério. Mais especificamente, para além das propriedades ja enunciadas, as
fungdes de covaridncia e correlacio tém de ser definidas nio negativas, isto é,

k k k
Z aiajC'(:L'i - 93]') > O, Z Z aiajp(zz:i - .’L‘j) > O,

i=1 j=1 i=1 j=1
para todo o inteiro positivo &, qualquer conjunto finito de localizacoes {x; : i = 1,...,k} e
qualquer conjunto de constantes reais {a; : i = 1,..., k}. Por outro lado, o semivariograma

tem de ser condicionalmente definido nao positivo, ou seja,

k

k
> BBy (@ —x;) <0, (2.13)

i=1 j=1
para todo o inteiro positivo &, qualquer conjunto finito de localizacoes {x; : i = 1,...,k} e

k
qualquer conjunto de constantes reais {5; : i = 1,..., k} tais que E Bi; = 0.
i=1
Devido a estas restricoes, € dificil criar modelos validos de covariancias ou semivariogramas.
O Teorema de Bochner d4 uma caracterizacdo de func¢des definidas ndo negativas que tem

sido muito utilizada para construir funcoes de covariancias.

Proposicao 9. A funcdo C(h) é definida ndo negativa se e somente se pode ser escrita
como
Ch) = / cos(w )G (dw),

onde a medida G, definida em R?, é limitada, positiva e simétrica em relacéo a 0.

Finalizamos esta seccao com a apresentacao de duas familias paramétricas de funcoes de
correlacgdo validas, que serao usadas no proximo capitulo, a partir das quais se podem obter

familias paramétricas de semivariogramas validos.

A familia de funcoes de correlacio Whittle-Matérn, proposta por Bertil Matérn em 1960,
¢ uma das mais populares e flexiveis para modelar a dependéncia espacial. A funcao de cor-
relacdo geral é dada por

1-v v
PRl = o (’Zj‘”) K, (‘fj‘) IRl >0, 650,

onde K, (-) é a funcao de Bessel modificada de ordem v > 0 e I'(+) é a funcao Gama. O para-
metro ¢ € um parametro de escala que indica a distancia a partir da qual a correlacdo € muito
pequena. Ja o parametro v € um parametro de forma que esté relacionado com a suavidade
do campo: quanto maior o seu valor, mais suave é o campo, i.e., menos oscilagoes apresenta.
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Valores mais altos de v resultam numa transi¢cdo mais suave entre pontos vizinhos e num
campo mais regular, enquanto valores mais baixos levam a um comportamento mais irregu-
lar e menos suave do campo. Para v = 0.5, obtém-se a func¢ao de correlagcao exponencial, de

expressao
h
pllel) = exp (<120 > 0.0 0.
Quando v — 400, a func¢do converge para a func¢ao de correlagdo gaussiana
e d (Y]
p(|[h]]) = exp 5 , |h]| >0, ¢ > 0.

Outra familia muito conhecida é a Exponencial Potenciada, cuja funcao de correlacao é
dada por

o) = exp { (L50) 0, 6> 0. p € 0.2

Os parametros ¢ e v sdo, a semelhanca da familia anterior, parametros de forma e escala, res-
petivamente. No entanto, enquanto ¢ continua a ter o mesmo significado, v esta agora rela-
cionado exclusivamente com a rapidez do decaimento da correlacao, sem estar diretamente
associado a suavidade do campo. Por outras palavras, v permite ajustar a forma da funcao de
correlacdo, mas nao esta associado a continuidade ou regularidade do campo, como ocorre
na Whittle-Matérn. Em particular, para v = 1, obtém-se a func¢ao de correlacdo exponencial,
ja para v = 2, obtém-se a gaussiana.

Na Figura b.d, encontram-se as funcées de correlacdo para as familias paramétricas anteri-
ores com diferentes valores de v, considerando ¢ = 1.

A partir das familias de funcoes de correlacdo apresentadas, facilmente se derivam classes
paramétricas de semivariogramas validos, bem como de funcdes de covariancia (Tabelas .1

e p.d), atendendo a (2.6), (£.11) e (B.19). As suas representacdes graficas para valores parti-
culares dos parametros encontram-se nas Figuras p.d e b.4.
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Figura 2.2: Graficos das funcoes de correlacao Whittle-Matérn (esquerda) e Exponencial
Potenciada (direita), com ¢ = 1, considerando v € {0.5,1.5,2,4} para a Whittle-Matérn e
v € {0.5,1,1.5,2} para a Exponencial Potenciada.

o o
o | o |
® | — wv=1 @ | — v=05
o — v=15 o — wv=1
— — v=2 —~ — v=15
= o v=4 - v=2
é o g g 7
= =
= <
o o
I o~
o o |
o o
(= o 7|
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Al llAl

Figura 2.3: Graficos dos semivariogramas das familias Whittle-Matérn (esquerda) e Expo-
nencial Potenciada (direita), com ¢ = 1 = o2, 72 = 0.2, considerando v € {0.5,1.5,2, 4} para
a Whittle-Matérn e v € {0.5,1, 1.5, 2} para a Exponencial Potenciada.
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Figura 2.4: Gréficos das fungoes de covariancia das familias Whittle-Matérn (esquerda) e

Exponencial Potenciada (direita), com ¢ = 1 = ¢2, 72 = 0.2, considerando v € {0.5,1.5,2,4}
para a Whittle-Matérn e v € {0.5, 1, 1.5, 2} para a Exponencial Potenciada.
Modelo Semivariograma
(-3 (4 (). e o
Whittle-Matérn v(R) =4 T T (1 ) ( s ) Kv\75)), se lIhl>0;
0, se ||h||=0.
K, funcao de Bessel modificada de ordem v > 0.
2 2(1_ _lrl )
Exponencial =4 " e (1 exp( ¢ )> » se |[r]>0, > 0;
0, se |h| =0.
. . 2 + 02 (l—exp (—(”h”)p)) se ||h||>0,¢>0,p € (0,2];
Exponencial potenciado | v(||k||) = ¢ ' ’ ' T
0, se ||h| =0.
. 2402 (1—exp _(M)z se ||l >0, ¢ > 0:
Gaussiano y([[R|) = ¢ ’ ’ ’
0, se ||k|| =0.

Tabela 2.1: Familias paramétricas de semivariogramas isotropicos validos obtidos a partir

das funcoes de correlacao definidas anteriormente.
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Modelo

Funcao de covariancia

Whittle-Matérn

1-v hI\Y h
o235 (1) K, (14L). se ) >0
2+ 02, se |h| =0.
K, funcao de Bessel modificada de ordem v > 0.

C(lrl)) =

2 iR )
Exponencial C(n|) = g ex;;( 245 ) , se |[h]| >0, ¢>0;
T 407, se ||h| =0.
2 _ (InI\” '
Exponencial potenciado | C(||h||) = { 7 exp( ( 2 ) )’ se [kl >0, ¢ >0, ve(0,2];

%+ 02, se ||h|=0.

Gaussiano

% ‘
C(lRl) = "Qe"p<‘ (%) ) se [|hl| >0, ¢ > 0;

7% + o2, se ||h| =0

Tabela 2.2: Familias paramétricas de funcoes de covariancia isotropicas validas obtidas a
partir dos semivariogramas da Tabela p.1.
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Capitulo 3

Campos aleatorios max-estaveis e
dependéncia

A Teoria de Valores Extremos, nas suas formas univariada e multivariada, pode revelar-se
insuficiente para o estudo de acontecimentos extremos, especialmente em contextos onde ha
uma clara variabilidade espacial. Muitos acontecimentos extremos, particularmente os cli-
matologicos, exibem uma dinamica que se altera de forma significativa ao longo do espaco.
N3ao s6 a intensidade e frequéncia dos acontecimentos podem variar de localizacao para loca-
lizagao, como também a ocorréncia de um acontecimento extremo num determinado ponto
do espaco pode influenciar ou estar relacionada com a ocorréncia de acontecimentos ex-
tremos em localizacoes proximas. Dado que o espaco é continuo, e nao discreto, modelar
acontecimentos extremos com um numero finito de variaveis nao é coerente com esta com-
plexidade espacial. Assim, surge a necessidade de recorrer as ferramentas adequadas para
estudar acontecimentos espacialmente distribuidos — os campos aleatérios, apresentados
no capitulo anterior. Uma classe de campos aleatorios que propicia o estudo de aconteci-
mentos extremos no contexto espacial é a dos campos max-estaveis, sendo sobre esta que
nos debrucaremos neste trabalho.

Comecamos este capitulo por definir tais campos e apresentar a sua caracterizacao espetral,
de onde é possivel extrair modelos paramétricos. Apresentamos dois dos mais conhecidos:
o de Schlather e o de Smith. Depois, definimos varias medidas que permitem a avaliacao
da dependéncia em campos max-estaveis para um ntmero finito de localizagoes, cujas de-
finicOes se inspiram na definicdo de semivariograma, do capitulo anterior. Estudamos as
suas propriedades, bem como as suas relagdes com as medidas de dependéncia definidas no
Capitulo 1 e, recorrendo ao software R, tentamos ilustra-las.

3.1 Campos aleatdorios max-estaveis

Os campos max-estaveis constituem uma classe fundamental para a analise de valores extre-
mos em contextos espaciais, desempenhando um papel crucial em diversas aplicacoes pra-
ticas, como, por exemplo, na modelacao de precipitacio numa dada regiao (Coles e Tawn
(1996) [4], Buishand et al. (2008) [2], Schlather (2002) [39], Smith (1990) [44], entre ou-
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tros). Tais campos fornecem uma generalizacao natural dos vetores com distribui¢oes max-
estaveis para o contexto espacial, pois a propriedade de max-estabilidade é preservada em
todas as distribui¢cées marginais de dimensao finita. A sua definicao formal é apresentada a
seguir.

Definicdo 18. Um campo aleatério Z = {Z(x)}zep, D C RY, diz-se max-estavel, se,
para Zi, ..., Z, campos aleatérios i.i.d. a Z, existirem sucessoes de funcoes reais {6, (-) >
0}nens, {Xn(-)}neN continuas em D tais que

\/?:1 Zj(x) — An(x) d
5n(a3)

{Z(w)}mep ) (3.1

xeD

para todo o n natural.

Se existirem sucessoes de func¢des reais {0,,(-) > 0},en € {\n(+) }nen continuas em D tais que,
para 7y, ..., Z, campos aleatorios i.i.d. a Z, se tem

\/?:1 Zj(x) — An(x) d

5” (w) xeD e

{Z(m)}meD’ (3.2)

com {Z(x)}zep um campo aleatério com distribui¢cdes marginais univariadas nao degene-
radas, entdo {Z(x)}zcp € max-estavel (de Haan e Ferreira (2006) [9]). Note-se que ﬁ
denota a convergéncia em distribuicdo. Esta convergéncia justifica assim o uso dos campos
max-estaveis para modelar os extremos (no caso, maximos) espaciais.

De (3.1), segue-se que as distribuicdes marginais univariadas e multivariadas do campo Z
sao de valores extremos. Doravante, assumimos que as distribuicoes univariadas sao Fré-

chet unitarias.

Definicao 19. Um campo max-estavel {Z(x)}zep, D C R?, com distribuicbes marginais
univariadas Fréchet unitarias designa-se campo max-estavel simples.

Com base nessa suposicao, obtém-se a caracterizacdo do campo a custa de um processo pon-
tual de Poisson!l e de uma sucessio de campos aleatorios i.i.d. dada na proxima proposicao
(de Haan (1984) [8]).

'Um processo pontual de Poisson em E C R¢, de intensidade v(-), é uma medida pontual aleatéria Ny (-) :=
> ienOv; (), com V; € E e § afungdo delta de Dirac, tal que:

(i) Nv(A)éumav.a. com distribuicio de Poisson, com esperanca igual a v(A), para todo o boreliano A C FE;

(i) Nv(A1),...,Nv(Ag) sdo v.a. independentes, para os borelianos A, ..., A, C F disjuntos dois a dois,
qualquer que seja o k natural.
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Proposicio 10. Seja {Z(x)}zep, D C R?, um campo max-estdvel simples. Entdo

{Z(x)}zep 2 {\/ VzYz(m)} ) (3-3)
€N xeD

onde Ny (-) := >,y 0v;(-) é um processo pontual de Poisson definido em (0, +-00), de inten-

sidade v—2dv, e Y;,i € N, sdo cépias independentes de um campo aleatério Y = {Y () }xep

ndo negativo tal que E [Y (z)] = 1, Y& € D.

De (B.3), deduz-se que as distribuicdes marginais de dimenséo finita do campo aleatério
{Z(x)}4ep sdo dadas por

k
Y(x,;
P(Z(1) < 21,..., Z(xy) < z) = exp | —Ey | \/ (z-]) , (3-4)
j=1
paraxy,...,x; € D, z1,...,2, € RT e k € N. A prova encontra-se na demonstracdo da Pro-
posicdo 3 em Apéndicd.
Como o vetor (Z(x1),. .., Z(x)) tem distribuicdo k-variada de valores extremos com mar-
gens Fréchet unitarias, por (1.18) do Teorema [3, tem-se que
P(Z(x1) < 215, Z(x1) < 21) = XD (= V(1) 2(20) (21 - -5 21)) - (3.5)
Logo, a medida expoente é dada por
" Y ()
V@), 2(@y) (215 -+ -5 2k) = By \/ 2 (3.6)

1 G

J

A representacio de um campo aleatério max-estavel simples {Z(x)}cp dada em (3.3) per-
mitiu, assim, obter expressoes para a f.d. conjunta das variaveis Z(x;), ..., Z(xy) e corres-
pondente medida expoente — que caracteriza a estrutura de dependéncia das mesmas —, a
custa dos campos aleatorios {Y;(x) }ocp, ¢ € N. A representacgao (B.3) indica a existéncia de
infinitos campos max-estaveis. Na pratica, o desafio consiste em desenvolver modelos que
sejam simultaneamente flexiveis e parcimoniosos, capazes de capturar uma vasta gama de
dependéncias extremas. A parcimoénia € crucial, uma vez que os dados extremos sao, geral-
mente, escassos, enquanto a flexibilidade é essencial para evitar ajustes inadequados, que
podem levar a estimativas erroneas do risco. Tém surgido varios modelos na literatura. De
seguida, apresentam-se dois dos mais conhecidos.
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Figura 3.1: Simulacido de modelo de Schlather com espaco das localizacdes D = [0,10]? e
funcao de correlacao exponencial para ¢ = 1. Os valores do campo estao apresentados em
escala logaritmica natural, de forma a realcar as suas variagoes.

1. Modelo de Schlather

O modelo de Schlather (2002) [39] obtém-se de (5.3), considerando
Yi(@) = V2r{0Vei(z)}, €D,

onde ¢; sdo copias independentes de um campo Gaussiano com esperanga nula, variancia
unitéria e fun¢ao de correlagao p(-).

A funcao de distribuicao bivariada define-se por

P(Z(@1) < 21, Z(wa) < 23) = exp [1 <1 N 1> (1 N \/1 {1+ p(m - w2)}21Z2>]

2 Z1 z9 (21 + Z2)2

e a medida expoente é dada por

1/1 1 211+ p(x1 — =
VZ(m1)7Z(mQ)(21722) - 9 < + ) (1 + \/1 - { pla: 2)}21Z2> ) (3.7)

Z1 R (z1 + 22)2

parax,,xs € De 21,29 € RT (¢f. Padoan et al. (2010) [36]).

Apresentamos na Figura B.] uma simulacio de um campo de Schlather com funcio de cor-
relacdo da familia exponencial, obtida a partir da implementac¢io da fun¢ido rmaxstab da
biblioteca SpatialExtremes do R.
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2. Modelo de Smith

Seja Ny (+) := > ;e Ov; () um processo pontual de Poisson definido em D, de intensidade du.
Entdo, o modelo de Smith (1990) [44] obtém-se de (5.3), considerando

Yi(x) = ¢p(x — U;;0,%), x €D,

onde ¢ (-; 0, ) denota a fun¢ao de densidade de probabilidade Gaussiana k-variada com es-
peranca 0 e matriz de covariancias 3.

A funcao de distribuicao bivariada é dada por

P(Z(:}Cl) < Zl,Z(CCQ) < 22)
= exp [—1<I> <a(:c1—:1:2) + ! n'22> —iQ <a(a:1—az2) + ! nzlﬂ
Z1 2 CL(CL‘l — mg) Z1 z2 2 a(a:1 — 132) z9

e a medida expoente tem expressao

1 a($1 — :1:2) 1 Z9 1 a(wl — mg) 1 Z1
=—0 In—= |+—® In —
VZ(ml)’Z(mQ)(ZhZQ) 21 ( 2 " a(z1 — T2) ! 21)+Z2 < 2 " a(xy — x2) ! 22) "

(3.8)
paraxi,xs € De 2,29 € RT (¢f. Padoan et al. (2010) [36]). Note-se que ® representa a f.d.

de uma v.a. Gaussiana padrao e a(x; — x2) representa a distancia de Mahalanobis entre x;

e xy, l.e.,

a(xy — x2) = \/(:cl — x9) T (1 — x3).
Na Figura .9, representa-se graficamente uma simulacio do modelo de Smith com matriz
A 1.5 . A R ~<
de covariancias ¥ = . Esta também foi obtida recorrendo a funcao rmaxstab da

biblioteca SpatialExtremes do R.
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Figura 3.2: Simulacao de modelo de Smith com espaco das localizacoes D = [0, 10]? e matriz

oA 1. ~ ;
de covariancias ¥ = 05 105] . Os valores do campo estao apresentados em escala logarit-

mica natural, de forma a realcar as suas variagoes.

3.2 Dependéncia

Nos estudos de extremos espaciais, a analise da estrutura de dependéncia do campo max-
estavel é fundamental para compreender como a ocorréncia de valores extremos em deter-
minadas localizagoes afeta a ocorréncia de valores extremos em regioes vizinhas. Na pratica,
contudo, nem sempre € viavel adotar modelos com uma estrutura de dependéncia previa-
mente conhecida, tornando essencial o uso de medidas que permitam a sua avaliagao, como
as que veremos de seguida.

3.2.1 Funcao coeficiente extremal

Para a quantificacdo da dependéncia bivariada em campos max-estaveis estacionarios, Sch-
lather e Tawn (2003) [40] introduziram a funcio coeficiente extremal bidimensional, que é
uma extensao para o contexto espacial do indice de dependéncia extremal de Tiago de Oli-

veira (1962/63) [35].

Seja {Z(x)}pep, D C R?, um campo estacionario max-estavel simples. Para qualquer par de
localizacdes (x + h, z) € D x D, a funcio coeficiente extremal (h), definida sobre R? e com
valores em [1, 2], é tal que

P(Z(x+h) <z Z(x)<z)=exp (—%5(’1)) ) (3.9)

para z € R™.
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De (B.5) sabe-se que
P(Z(x+h) <z Z(x) <z)=exp (—VZ(wJFh)yZ(w)(z, z)), z € RY.

Como a medida expoente V(1) z(z) € homogénea de grau —1 (alinea (¢) da Proposi¢ao 4,
a equacao anterior é equivalente a

1
P(Z(x+h) <z Z(x) <z)=exp <_ZVZ(m+h),Z(w)(17 1)> , 2 € R*. (3.10)

Considerando (5.9) e (8.1d), obtém-se uma férmula explicita para a funcio coeficiente extre-
mal a custa da medida expoente,

€(h) = VZ(w+h),Z(:c)(17 1). (3.11)
Atendendo a (B.9), tem-se
P(Z(x+h) <z Z(x) < z) = PPM(Z(x) < 2), z e RY, (3.12)

ja que o campo {Z(x) }.cp € simples. Esta relacao evidencia que e(h) € [1, 2] é uma medida
de dependéncia entre o par de acontecimentos {Z(x + h) < z} e {Z(x) < z}, sendo igual
a um se e so se estes forem totalmente dependentes e igual a dois se e s6 se forem indepen-
dentes. Assim, £(h) caracteriza parcialmente a estrutura de dependéncia bivariada de um
campo estacionario max-estavel simples.

No caso em que o campo {Z(x)}zep € max-estavel simples, estacionario e também isotro-
pico, para qualquer par de localizagdes (x + h,x) € D x D, a funcdo coeficiente extremal
esté definida sobre R™, dependendo apenas do comprimento do vetor h, ||h||, que separa as
localizacoes. Nesse caso, escreve-se (|| h||), em vez de €(h), com um certo abuso de notacao.

No exemplo seguinte, apresenta-se a expressao da funcao coeficiente extremal para os dois
modelos de campos max-estaveis simples apresentados na sec¢ao anterior.

Exemplo 9. Seja {Z(x)}zcp 0 campo de Schlather definido anteriormente com fungdo de
correlacado isotropica. Entao, a funcao coeficiente extremal é dada por

1= p(l[RD)
2

e(|h]]) =1+ , para h € D.

De facto, usando (B.11) e (3.7), obtém-se que
e(IRl)) = Vz(@ih),z() (1, 1)

_;X2X<1+\/1_W>

1—
SN (21}
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Figura 3.3: Funcao coeficiente extremal para modelo de Schlather isotropico e estacionario
com funcao de correlagao exponencial com ¢ = 1.

Se |h|| — 0T, entao p(||k||) — 1 e, consequentemente, <(||h||) — 1. Ja se ||h|| — +oc, é
comum que p(||h||) — 0, 0 que faz com que £(||h||) — 1+ +/1/2 ~ 1.707 # 2. Isto prova que
o modelo de Schlather ndo engloba o caso de independéncia. O exposto é evidenciado na
Figura [3.9, onde se apresenta o grdfico da func@o coeficiente extremal mencionada, para
p(-) pertencente ao modelo exponencial com ¢ = 1.

No caso do modelo de Smith, obtém-se

h
e(a(h)) =29 <a(2 )> ,h=x1 —x2€D, x1,22 €D,
coma(h) = VhTYS'h e ® a f.d. de uma v.a. Gaussiana padrado. Apresentamos um caso
particular na Figura B.4.

Oscasosa(h) — 0" ea(h) — 400 correspondem, respetivamente, aos casos de dependéncia
total e independéncia entre os acontecimentos { Z(x1) < z} e{Z(x2) < z},parah = x;—x2,
comxy,xo € Dez c RT.

3.2.2 Madogramas

Tal como referimos no capitulo anterior, o semivariograma
1
~v(h) = ivar[Z(a: +h) - Z(x)]

¢ uma ferramenta que desempenha um papel importante na avaliacao da dependéncia es-
pacial de um campo aleatdrio estacionario { Z(x)}cp na Geoestatistica. Especificamente, o
semivariograma permite analisar como a dependéncia entre as variaveis aleatorias Z(x + h)
e Z(x) evolui com a distancia h, com base na variabilidade observada entre Z(x + h) e Z(x).
Assim, ao quantificar a variabilidade entre estas variaveis, o semivariograma reflete a de-
pendéncia entre elas: quanto maior a dependéncia, menor a variabilidade entre Z(x + h) e
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Figura 3.4: Funcao coeficiente extremal de um campo de Smith isotrépico com matriz de
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Z(x), o que resulta em valores mais baixos do semivariograma; por outro lado, valores mais
elevados do semivariograma refletem uma variabilidade maior, o que, por sua vez, indica
uma dependéncia mais fraca. Quando se consideram campos max-estaveis, a aplicacao do
semivariograma para avaliar a dependéncia bivariada torna-se inviavel, uma vez que estes
campos podem apresentar variancias (e até esperancas) infinitas. Contudo, existem ferra-
mentas alternativas — semivariogramas de primeira ordem ou madogramas —, cujas defini-
¢Oes sao inspiradas na do semivariograma, que possibilitam a quantificacdo da dependéncia
em campos max-estaveis.

Madograma de Matheron

Em 1987, Matheron [33] introduziu o primeiro madograma, substituindo a variancia da di-
ferenca entre Z(x + h) e Z(x), que aparece na definicao do semivariograma, pela esperanca
do valor absoluto dessa diferenca. Embora nao tenha sido inicialmente concebido para cam-
pos max-estaveis, o madograma ofereceu uma alternativa viavel para campos com variancia
infinita e esperanca finita. De seguida, apresentamos a sua definicao formal.

Definicao 20. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério intrinsecamente estaciond-
rio. O madograma é definido por

v(h) = SB[ Z(@ + )~ Z(a)]] (3.13)

parax € Deh € R tais que x + h € D.

Quando o campo aleatdrio é max-estavel, estacionario e tem margens GEV de parametros
(A, 9,€) com ¢ inferior a um, o madograma esté relacionado com a fungao coeficiente extre-
mal definida na Seccfio B.2.1, da forma apresentada na seguinte proposicao (Cooley et al.,
2006 [5]):
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Proposicao 11. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo estaciondrio max-estdvel com dis-
tribui¢oes marginais univariadas GEV de parametros (), 6,€), A € R,d € Rt e € R, e
funcdo coeficiente extremal ¢(-). Se o indice de cauda ¢ satisfizer a condicdo £ < 1, entdo o
madograma v(-) e a func¢do coeficiente extremal (-) verificam

) up (A + 7&1('_‘)5)), se &0 -
e(h) = 3.14
exp (”(h)) ., se £=0;

1/¢ )
para h € R%, onde ug(u) = (1 + 5“%’\) ,comay = asea > 0eay =0 caso contrario, e
+

I'(-) é a funcao Gama.

Demonstracao.
Atendendo 4 igualdade |a — b] = 2{a V b} — (a + b), paraxz € D,h € R?e x + h € D, tem-se

v(h) = E[Z(z +h) v Z(z)] - %E[Z(az +h)) - %E[Z(ac)]

— E[Z(z +h) V Z(2)] - E[Z(a)], (3.15)

onde a ultima desigualdade segue do facto de {Z(x)}»cp ser estacionario.

Como a funcao coeficiente extremal é invariante sob transformacao das margens para a dis-
tribuicdo GEV (u, 0, &) (cf. Schlather e Tawn (2003) [40]), tem-se

P{Z(x+h)V Z(x)} < z) = FFW)(2),

onde F ¢ a f.d. marginal univariada do campo.

Entao,
ElZ(x+h)V Z(x / F6 (z)dF(2)
= c(h)E[Z(x)F*™ 1 (Z(w))]. (3.16)

Observe que a expressao acima pode ser interpretada em termos dos momentos ponderados
de probabilidade, introduzidos por Greenwood et al. (1979) [23]. Para uma v.a. Y com f.d.
F, estes sao definidos por

My s = EYPIF"(Y)|[L = F(Y)], p,r,s € R.
Assim, E[Z(xz+ h)V Z(x)] pode ser escrita a custa do momento ponderado de probabilidade

My, cny-1,0 = E | Z(x)F*M 1 (Z(2))|
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Tendo em conta que, por hipotese, F' é uma GEV de parametros (), 4, ), segundo Hosking
et al. (1985) [24], tem-se

My r0 = E[Z(z)F"(Z())]
1

parar > 0e0 # £ < 1. Donde se deduz que

6 0
E[Z(CC)]:)\—E‘FEF@—{)
e que

1 0

B (2™ (2(@)] = 4 (A UL 5)) ,

para¢ < 1e¢ # 0. Substituindo em (8.16) e depois em (B.15), vem que

_ 0 e 9
V(h)—ff (R)T(1—=¢) gf(l £),

0 que é equivalente a ter

14 1/5 14
= (1+5rig) w0+ rhog)

Provamos, assim, (3.14)) para o casoem que £ < 1e & # 0.

A expressio (B.14) para o caso em que ¢ = 0 obtém-se considerando éirr(l] e(h). De facto,
%

. s ¢ v(h) \Y¢
%ﬂg(h)_éli‘?)(Haru— )>

v(h) Y

= lim 1+
1/&=y—o0 Y

e (00).

A relacdo (B.14) entre o madograma e a funco coeficiente extremal evidencia que o mado-

O]

grama pode ser utilizado como medida da dependéncia bivariada de um campo max-estével,
sob a validade das condicdes da Proposicdo [t]. Esta relacio permite determinar o intervalo
de valores do madograma, bem como identificar os casos limite de dependéncia correspon-
dentes aos extremos do intervalo, conforme estabelecido na proxima proposicao.
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Proposicio 12. Seja {Z(x)}zecp, D C R?, um campo aleatério max-estavel estaciondrio
com distribui¢ées marginais univariadas GEV de parametros (\,0,£), A € R,6 € Rt e
1>¢eR

(i) Se& =0, entdo v(h) € [0,6In2];
(i4) Se& # 0, entdo v(h) € |0, % '

Os limites inferior e superior dos intervalos correspondem, respetivamente, aos casos em
que os acontecimentos {Z(x + h) < z} e {Z(x) < z} sdo, respetivamente, totalmente de-
pendentes e independentes, parax € D,h c R, x + hecDel+ E% e RT.

Demonstracdo. De (B.14)), obtém-se
Sef(MI(1—¢) —r(1—¢), se £#0;
v(h) =
dIne(h), se &=0.
O resultado segue-se tendo em conta que

1<e(h) <2,

onde o limite inferior corresponde ao caso de total dependéncia entre os acontecimentos
{Z(x+ h) < z} e {Z(x) < z} e o limite superior ao caso de independéncia.

O
Estimacao do madograma
Um estimador natural do madograma é dado pela seguinte expressao
L I
5 - () _ 7z
o(h) = 57 12 + 1) - 20(a)) (3.17)

onde Z)(z + h) e Z"(x),t € {1,...T}, sdo réplicas independentes das variaveis Z(x + h) e
Z(x). No caso em que o campo é max-estavel, estacionério e tem margens univariadas GEV
de parametros (), d,£) com ¢ < 1, o estimador anterior permite obter o seguinte estimador
para a funcao coeficiente extremal

v(h) )
é(h) = <A+ e )>’ e (3.18)
exp( 5h>, se & =0;

tendo em conta a relacio dada em (3.14).
Estes estimadores estao implementados na biblioteca SpatialExtremes do software R. No

exemplo seguinte, utilizd-los-emos para calcular as estimativas do madograma e da funcao
coeficiente extremal para um conjunto de dados também disponivel na biblioteca referida.
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Figura 3.5: Mapa da Suica com as localizagoes I;, com indices : € {1, ..., 79} assinalados no

mapa, das estacoes de medicao da precipitacao do conjunto de dados rainfall.

Exemplo 10. Ilustraremos agora a aplicagdo dos estimadores do madograma e da fun-
cdo coeficiente extremal, utilizando o conjunto de dados rainfall, disponivel na biblioteca
SpatialExtremes do software R.

Este conjunto de dados contém 47 observacgoes da precipitacdo maxima diaria (em mm)
para os meses de junho a agosto, entre os anos de 1962 e 2008, em 79 localizagoes na Suica
identificadas no mapa da Figura [3.5.

Através do comando madogram, foram obtidas as estimativas para o madograma e para
a funcdo coeficiente extremal apresentadas na Figura [3.6. Estas evidenciam uma depen-
déncia espacial significativa para niveis de precipitagdo elevada em localizag¢bes proximas.
No grafico a esquerda, as estimativas do madograma préximas de zero para distancias re-
duzidas indicam uma forte dependéncia bivariada para estag¢bes proximas, enquanto o seu
aumento gradual com a distancia sugere uma diminuicdo progressiva da dependéncia a
medida que a distancia aumenta.

De forma consistente, no grdfico a direita, a funcao coeficiente extremal apresenta valo-
res proximos de um para distancias curtas, refletindo elevada dependéncia entre niveis de
precipitacdo elevada para estacoes préoximas, e aproxima-se de dois com o aumento da
distancia, indiciando uma transicdo para independéncia entre a precipitacao elevada nas
estacoes mais distantes.

Note-se que, nestes calculos, a funcao madogram transformou os dados de forma a se
obterem margens Gumbel padrao (A = 0,6 = 1 e £ = 0), 0 que explica a variagdo das es-
timativas do madograma entre 0 (no caso de dependéncia total) e In 2 (independéncia), cf.
Proposicao [t3.
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Figura 3.6: Estimativas obtidas para o madograma (grafico a esquerda) e para a funcao coe-
ficiente extremal (grafico a direita) do conjunto de dados rainfall.

Madograma normalizado

Na avaliacao da dependéncia bivariada em campos max-estaveis simples, a utilizacdo do
madograma nao € viavel, pois este nao € finito. Para ultrapassar essa limitacao, Cooley et
al. (2006) [5] introduziram o madograma normalizado, também designado F-madograma,
quando se assume que as distribui¢oes marginais univariadas do campo sao iguais a F'. Apre-
sentamos, de seguida, a sua definicdo formal, considerando, em particular, que F(z) =
exp (—1/z), para z > 0.

Defini¢do 21. Seja {Z(z)}zep, D C R?, um campo aleatério max-estavel estacionario
com f.d. marginal univariada igual a F, com F Fréchet unitaria. O madograma normali-
zado, também designado F-madograma, define-se por

vr(h) = %E |F(Z(x + h)) = F(Z(=))]], (3.19)

parax € Deh € R tais que x + h € D.

Na proxima proposicao, encontramos uma relacao entre o madograma normalizado e a fun-
¢ao coeficiente extremal.
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Proposicio 13. Seja {Z(x)}zep, D C R%, um campo aleatério max-estavel estaciondrio
com f.d. marginal univariada igual a F, com F Fréchet unitaria. Entdo, tem-se

vr(h) = SR +1 2 (3.20)
ou equivalentemente,
o 1+ 2VF(h)
e(h) = 1= 20 (h) (3.21)

para h € R,

Demonstracdo. Relembrando a igualdade |a — b| = 2{a V b} — (a + b) e tendo em conta que
E[F(Z(z))] = 3, ja que F(Z(z)) ~ U((0,1)), pelo Teorema da Transformagdo Uniformi-
zante (B), tem-se

ve(h) = LB {F(Z( +h)V F(Z(@)} ~ (F(Z(x + ) + F(Z(x)))
= B[F(Z(z + W)V F(Z(x))] - 5 (3.22)

paraz € Deh € R? taisque = + h € D.

Considerando a particdo Z = {I; = {1},I5 = {2}} do conjunto {1,2}, \;;, = 1 = Ap,
S={1,2}ex; =x+ hexy = x, segue-se, de (1.43), que

€Z(x+h),Z(x (171)
EF(Z(@ +h) V F(Z(2))] = 1 ;Z? jh;Z)( YRR

Mas, por (.42), cz(p1hn) 2) (1 1) = Vzwin) z@)(1,1), € por Bl), Vzipin) 2 (1, 1) =
e(h), ja que o campo {Z(x)}zep € estaciondrio. Assim,

BIF(Z(e+ W)V F(Z@)] = s, (323)
Atendendo a (B.23) e (B.24), tem-se
_ e(h) 1
VF(h) - E(h) +1 - ia
ou equivalentemente
o 1+ Ql/F(h)
‘)=o)
]

61



Proposicio 14. Seja {Z(x)}zep, P C R?, um campo aleatério max-estavel estacionario
com f.d. marginal univariada igual a F, com F Fréchet unitaria. Entao,

vr(h) €[0,1/6],

sendo que o limite inferior corresponde a total dependéncia entre os acontecimentos { Z (x+
h) < z}e{Z(x) < z}, enquanto o superior corresponde a independéncia, para > € R™,
xcDehcRtaisquex +h € D.

Demonstracdo. Da relacio (§.2d), vem que

1 1
h)= - —
veh) =3 = Cmysa
Atendendo a
1<e(h) <2,

onde os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, aos casos em que os acon-
tecimentos {Z(x + h) < z} e {Z(x) < z} s@o totalmente dependentes e independentes,
obtém-se o pretendido. O

Estimacao do madograma normalizado

Seja (ZW) (x+h), 2" (x)),t € {1,...,T}, uma amostra aleatéria de (Z(x+h), Z(x)) com f.d.
marginais, Fy(,1n) € 7z, conhecidas, que poderdo ser transformadas em Fréchet unitérias

considerando
1 1

I Fyin(Z0(@ +h) Iy (Z20(a) (324)

Nas condicoOes anteriores, Cooley et al. (2006) [5] definem o seguinte estimador para o ma-

dograma normalizado
T
o) = 5 S |Fatoem (20(@ + B)) — ) (20())| (3.25)
t=1

Se Fz(z+n) € Fz(s) forem desconhecidas, podem ser substituidas por estimadores F' (5 p) €
FZ(w). Para obter estimativas mais precisas, ¢ comum utilizar variantes da funcao de distri-
buicao empirica, como

T
. 1
Fz(y) (U) = m Z :H‘{Z(t)(y)gu}’ u e (0, +OO) (326)
t=1
Assim sendo, obtém-se

FZ(:lt-‘y—h)(Z(t) (x+h)) — FZ(x)(Z(t) (x))] -

1 T
vp(h) = oT Z

t=1

Ambos os estimadores sao assintoticamente normais e fortemente consistentes.
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Figura 3.7: Estimativas obtidas para o F-madograma (grafico a esquerda) e para a funcao
coeficiente extremal (grafico a direita) do conjunto de dados rainfall.

Atendendo a relacdo (B.21), obtém-se o seguinte estimador para £(h):

1+ 20p(h)

=T 255 ()’ (3.27)

é(h)
O estimador £(h) é fortemente consistente. Contudo, o facto de consistir no quociente de
estimadores assintoticamente normais nao permite, por si so, inferir que também seja assin-
toticamente normal.

Exemplo 11. Recorrendo ao conjunto de dados apresentado no Exemplo id e ao comando

Jmadogram da biblioteca SpatialExtremes do R, obtiveram-se as estimativas para o F-
madograma e para a funcdo coeficiente extremal apresentadas na Figura B.7. A seme-
lhanca do observado no Exemplo [td, verifica-se que a dependéncia entre niveis elevados de
precipitacdo em pares de estacoes diminui a medida que a distancia entre estas aumenta.
Contudo, as estimativas do madograma aproximam-se agora de 1/6, em vez de In 2, tal
como seria expectavel pela Proposicdo 4.
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A-madograma

Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério estacionario max-estavel com f.d. marginal
univariada igual a F', com F’ Fréchet unitéaria.

De (B.12), sabe-se que
P(Z(x+h) <z Z(x) < z) = FFM(2), 2z e RT,

o que significa que (h) e, consequentemente, vz (h) e v(h) (pela relacdes (.2d) e (8.14))) po-
dem ser utilizados para quantificar a dependéncia entre os acontecimentos {Z(x + h) < z;}
e {Z(xz) < 2}, mas apenas no caso particular em que 2; = 23, com 21,20 € RT, z € De
h € R? tais que « + h € D. Assim, (h), vr(h) e v(h) ndo caracterizam completamente a
estrutura de dependéncia bivariada do campo {Z ()} zep.

Nos casos em que z; # z9, considerando A = z1 /(21 + 22) tem-se
P(Z(x+h)<2,Z(x) <2)=P(Z(x+h) <21+ 22), Z(z) < (1 - A)(21 + 22))
= XP (—Vz(@th).2(x) A(21 + 22), (1 = A)(21 + 22)))

1
= — V. A1 —A
exp< po——— Z(@+h), 2 () (N ))

— FVZ(:D-Hv,),Z(w)()Hl_)‘)(Zl + 2),

por ((.18) do Teorema [ e pela alinea () da Proposicdo [, j4 que o campo é max-estavel e
tem distribui¢des marginais univariadas iguais a I, com F'(z) = exp (—1), para z > 0.

Considerando a particdo Z = {I; = {1},Io = {2}} do conjunto {1,2} tal que ; = x +
hexy = x,com S = {1,2}, \;;, = Ae ), = 1 — X em (L41), tem-se, por (L.42), que
Vi@+n),z@) (A1 — A) = €z(a4h),22)(A, 1 — A), € a equacdo anterior pode ser reescrita na
seguinte forma

P(Z(x +h) < 21, Z(x) < 22) = Fo2@m2@MN () 4 2),

Esta abordagem conduz a definicio do A-madograma de Naveau et al.(2009) [34], que ca-
racteriza completamente a estrutura de dependéncia bivariada de um campo estacionario
max-estavel simples.

Definicdo 22. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério max-estavel estacionario
com f.d. marginais univariadas iguais a F, com F Fréchet unitaria. O A-madograma
define-se por

vp(\ ) = S B [|[FA (2 + b)) - F\ (7))

} , (3.28)

para X € (0,1),z € D,hcRlex + h c D.
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Na proxima proposicao, estabelece-se a relacdo entre o A-madograma e a funcao coeficiente
extremal regional definida em (fL.41), destacando o papel do madograma como medida de
dependéncia.

Proposicio 15. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério max-estdvel estaciondrio,
com f.d. marginal univariada F Fréchet unitaria. Entdo, a sequinte relacao é valida

€Z(a+h),Z(x) (A L — A) 3

- ; (3-29)
EZ(:I:—i-h),Z(:l:)()\v 1-XN)+1 2(14+XN)(2-))

vr(\ h) =

paral € (0,1),x € D,hcRlex+ hecD.
Demonstracgdo. Aplicando a igualdade

a definicdo (B.28) do A-madograma, obtém-se

vr(\ ) = B [FNZ( + ) v P 2(@)]| - 5 (B[P 2@+ h)] + B [P 2@))
(3-30)
Considerando a particdo Z = {I; = {1},Iz = {2}} do conjunto {1,2}, A\;, = X\, A, =1 — A,
com \ € (0,1), S = {1,2},z; = = + h e x5 = z, por (1.43), tem-se

€Z(a+h),z(x) (A 1 — A)
L+ ez(@th), 2@ (M1 —A)

Considerando agora a particdo Z = {I; = {1}} do conjunto {1}, A\;, = A, com X\ € (0,1),
S ={1} ex; = x + h, segue-se, por (.44, que

E [F’\(Z(m +h)V Flfk(Z(a;))} - (3.31)

E [F’\(Z(ac + h))} - A1+1 (3.32)
uma vez que € z(5 ) (1) = 1.
Usando argumentos similares, deduz-se que
E [FH(Z(m))} - ﬁ (3-33)

Substituindo (8.31), (3.32) e (8.33) em (B.30), obtém-se

vi(A ) = —2@Hh).2(@) M1-d 1 <1 n 1)
e E2(wth) Z(x) (A1 —A) +1 A+l 2-A
€Z<m+h> 2@ (M1 =) 3
)

Zarh) 2@N1T=N)+1 2(1+X)(2-))
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Com base na proposicao anterior, obtém-se o enquadramento do A-madograma dado na pro-
xima proposicao.

Proposicio 16. Seja {Z(x)}zep, D C R?, um campo aleatério max-estavel estaciondrio
com f.d. marginal univariada F Fréchet unitaria. Entdo, para \ € (0, 1), tem-se

< 1 7 3
AN+ 20+ 02N

1—-2\
‘ (3-34)

m1+m@—xﬂg”ﬂkh)

sendo que os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, aos valores que o
madograma assume sob as condicoes de dependéncia total e independéncia entre as mar-
gens Z(x + h) e Z(x),para X € (0,1),x € Deh € R? tais que x + h € D.

Demonstracao.

Pela expressao (B.29) e tendo em conta ([1.46), se se considerar a particdo 7 = {LL={1},[r =
{2}} do conjunto {1,2},\;, = A\, A\, =1—X,com A € (0,1),S ={1,2},x1 =x+hexs =z,
deriva-se o seguinte intervalo de variacao para vp(\, h):

1 1

PYNEESY! < vp(\h) < PYEESY) 3

A R CRRVCEEY Ty 20+ 0@- N

onde os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, aos casos de dependéncia
total e independéncia entre Z(x + h) e Z(x). Mas,

m 3 - 1/1<->i\-1 - 2(1—&-)\?))(2—)\)’ se AN(1—A)=A,
bt m 2ENE-N 1/1(/1(:))11 - 2(1+>§(2—>\)7 se AN =A)=1-A
- 2(1%)2(/2\4\)7 se A< 1/2,
2(11&7;22/\_»7 se A>1/2.

B 1—2)\ _
_'%L+M@—A)’

e
Y=Y B 3 _ 1 B 3
T(1L_7)+1 204+0)2-A) AM1=XN+1 2(01+N)2-N)
logo,
1—2X\ 3

‘ < vr(\h)

%O+M@—A) SAQ—M+1_2O+M@—M’

correspondendo os limites inferior e superior, respetivamente, aos casos de dependéncia to-

tal e independéncia entre as margens Z(x + h) e Z(x).
O
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As constantes A e 1 — X representam as ponderacoes atribuidas as varidveis F(Z(x + h))
e F'(Z(x)), respetivamente. Intuitivamente, podemos pensar nelas como as ponderagoes
atribuidas as localizacoes  + h e x.

Exemplo 12. Seja {Z(x)},cp um campo aleatério max-estdvel estacionario com f.d. mar-
ginal univariada F Fréchet unitaria.

Ao fixar A = 1/2 em vp()\, h), atribuem-se pesos iguais a 1/2 a F(Z(x + h)) e a F(Z(x)),
resultando numa versao do \-madograma que se assemelha a do F-madograma.

Por (B.29), 0 1/2-madograma é dado por

ez@@+h) 2@ (1/2,1/2) 3
€Z(x+h),Z( w)(l/Qa 1/2)+1 2(1+1/2)(2-1/2)
2 z(z+h),z(x) (1, 1) 2

 26504h) 2@ (LD +1 3

vp(1/2,h) =

Estimacao do A\-madograma

Seja (Z®W) (x+h), ZB(x)),t € {1,...,T}, umaamostra aleatériade (Z(z+h), Z(x)), comf.d.
marginais iguais a 'z (5 p) € Fz(z), respetivamente. Repetindo o processo de transformagao
das margens Z()(x 4+ h) e Z®)(x), parat € {1,...,T}, em (.24), de forma a obter Fréchet
unitarias, segue-se que

br(\R) = o Z Fain (20@+ 1)) - F30) (20@))] (3.35)

€ um estimador fortemente consistente e assintoticamente normal para vr(\, h) (Naveau et
al. (2009) [34]). Se as f.d. marginais F(,p) € I'7(5) forem desconhecidas, podem ser subs-
tituidas em (B.34) pelas correspondentes f.d. empiricas corrigidas.

O A-madograma verifica as condicoes de fronteira lim,_, 5+ vp(A, h) = % =limy_,;- vp(\, h).
Para que se tenha lim, o+ E [0p()\, h)] = 1 = limy_,;- E [0p(\, k)], Naveau et al. (2009)
[34] propuseram uma versao corrigida do estimador, dada por:

T
pp(\ h) = bp(\ h) - ;TZ{ F)‘(erh)(Z(t)(a:—Fh))}
t=1

)y 1— X+ A2
2T ;{ Fl /\ ()(w))}+2(2_>\)(1+>\), (3.36)
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Figura 3.8: Estimativas do A-madograma para o conjunto de dados rainfall.

Os termos adicionais asseguram que as condi¢Oes de fronteira em A\ = 0 e A = 1 sejam
cumpridas por este ultimo estimador, tornando-o mais robusto e consistente em aplicacoes
praticas, quando comparado com o primeiro. Aplicando-o na relaco (.29), deduz-se que

e\ h) + ey

EZ(at+h), 2(@) (N 1T — A) = —
—VF()\, h) - m +1

(3-37)

€ um estimador para € 7z n)z(2) (A 1 — A).

Exemplo 13. Aplicando agora o comando lmadogram da biblioteca SpatialExtremes do
software R ao conjunto de dados apresentado no Exemplo [td, obtém-se as estimativas para
o A-madograma apresentadas no grdfico da Figura[3.8.

Constatam-se valores crescentes do \-madograma em funcdo de ||h||, o que evidencia uma
diminuicdo da dependéncia extremal a medida que aumenta a distancia entre as localiza-

coes. Adicionalmente, verifica-se que o A-madograma é senstvel a distribui¢ao dos pesos
entreasva. F(Z(xz + h)) e F(Z(x)).
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A-madograma multivariado

Na sequéncia da apresentacdo de madogramas que permitem mensurar a dependéncia bi-
variada em campos max-estaveis, passamos agora a explorar madogramas que capturam a
dependéncia k-variada, onde k£ > 2. O primeiro que analisamos é uma extensao natural do
A-madograma, conforme sera observado. De seguida, apresentamos a sua definicao formal.

Definicdo 23. Seja {Z(x)}wep, D C RY, um campo max-estdvel simples com funcoes de

distribui¢do marginais univariadas iguais a F. O (A, ..., \;)-madograma define-se por
k Lk
_ Ai ) - = Ai )
WWWWM—Eyﬁ<HM)k;¥%ﬂm>, (3.38)

paraxi,...,xy € Del,...,\; € (0,400).

Observacao 1. Para k = 2, considerando A\ = Ae Ao = 1—\,com A € (0, 1), e supondo es-
tacionariedade, obtém-se o \-madograma de Naveau et al. (2009) [34], definido em (3.28).
Outro caso particular deste madograma é o de Marcon et al. (2017) [31] com distribuicoes
marginais univariadas iguais a F, tomando \; = wii, comw; € [0,1], parai € {1,...,k}, e
tais que wy + ... +wi = 1.

Na proxima proposicao, estabelece-se a relacdo entre o madograma e a funcao coeficiente

extremal regional.

Proposicio 17. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo max-estdvel com funcoes de distri-
buicdo marginais univariadas iguais a F, com F Fréchet unitaria. Entdo

EZ(x1),....2 (x ()‘17" 1 &
v, M) = — 2@ 2 (@) Ak +1 %Z (3-39)

E2(@1), Z(an) (AL -
paraxi,...,xy € Del,...,\; € (0,+00).

Demonstracdo. Aplicando as propriedades da esperanca matematica em (3.38), tem-se

k
ey ) = E |\ F¥(Z(a) ZE[FA z))| (3.40)
i—1
Tendo em conta (f.49), obtém-se
k
. €Z(@1)y Z(a) A5+ s Ak)
E |\ F(Z(x;))| = , (3.41)
i\/l (2(=)) L+ ez@),... 2@ (M55 Ak)

tomando a particio Z = {I; = {1}, ..., I = {k}}doconjunto {1,...,k}, A\;, = A1,..., A1, =
Ak, com \; € (0,400),i € {1,...,k},eS={1,... k}.
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Considerando agora a particao Z = {I; = {i}} do conjunto {i}, \;, = \;, com \; € (0, +00),
e S = {i}, deriva-se, de (h.44),

B[P Z@)] = (3.42)
Substituindo (8.41) e (3.42) em (3.4d), deduz-se o pretendido:
e ) = €@y Z(@y) Ay k) 1 Zk:
ayntlon) A A 1 kTN
[

Apliquemos a proposicao anterior para calcular o madograma de um vetor proveniente de
um campo de maximos multivariados de maximos moveis (do inglés ‘Multivariate Maxima
of Moving Maxima’). Estes campos, também designados por campos M4, foram introduzi-
dos por Smith e Weissman (1996) [45] como uma classe de campos construidos a partir de
maximos de variaveis independentes ponderados por coeficientes nao negativos.

Exemplo 14. Considere-se {Z(x)},cr2z um campo aleatério M4 definido por

=V V @ma Yii-m, (3-43)

leENmMEZ

com {Y} 1_m }ieNmez uma colecdo de variaveis aleatorias independentes com funcoes de dis-
tribuicdo marginais univariadas iguais a F', com F Fréchet unitaria, e com {aym .« } 1eN,mez, zcr?
uma colecdo de constantes ndo negativas satisfazendo

Z Z apmae = 1.

leN meZ

Estas constantes designam-se padroes de assinaturas, sendo [ o niuimero de padroes e m o
nitimero de assinaturas.

Em Fonseca et al. (2016) [20], prova-se que o campo {Z(x) }.cp é max-estavel.
A funcdo de distribuicdo do vetor Z = (Z(x1),...,Z(xy)) éigual a

P(Z(x)) < 21,.... Z(z) < 21)

=P <\/ \/ Al m,xq le,lfm <z, \/ \/ Al m,x;, }/l,lfm < Zk:)

leNmMEZ leENmMEZ
_p (m { N {atmes Vit < zl}} N { ) {atmas Vit < }}>
leN \m€eZ leN \m€eZ

P00 s Aa )
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k

TP (Yiam< A

a )
IEN mEZ i=1 CbmaTi
1
T ew |~
lENMEZ =1 al,m,x;
k
Al m,x;
=[I 1L exe(-V—=7*
. Zi
leNmeZ i=1
k a
l,m,x;
= exp —E E \/% ,21,...,Zk€]R+,
leN meZi=1 ¢

uma vez que as variaveis Y; ;_,,, sdo independentes e tém distribuicdo comum Fréchet uni-
taria.

Por (B.3),

P (Z(a:l) S VA I Z(.’Bk) S Zk) = exXp (—Vz(zl, . 7Zk)) .

Como, por (1.49), Vz(z1, ..., z) = ez(21, . .., z1), Seque-se que

k
gzt ) =3 > \/C”ZLCc (3.44)

1EN meZi=1
Considerando, em particular, para x; € Z?, um padrdo, | = 1, de duas assinaturas, 1 <
m < 2, com valores

10, =01 2.0, = %, se ambas as coordenadas de x; sdo pares;
l—a11a, =020 = %, se ambas as coordenadas de x; sGo impares;
ai 10, = % =1—ai24,, Seumacoordenada de x;épar e outraéimpar;

apliquemos a Proposicdo 17 para calcular o valor do madogramapara Z = (Z(x1), Z(x2), Z(x3)),
comz; = (1,1), 22 = (2,1) exs = (2,2).

Na Figura 3.9, encontra-se uma simulacéo do campo M4.

De (3.44), deriva-se que

2 3

a1,m,x;

€ 2(@1) Z(@a), Z(wn) A A2 A3) = Y \/ N
3
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Z(x; = (x10.%2,))

Figura 3.9: Simulacio do campo M4 apresentado no Exemplo [14.

a1,1,(1,1) v a1,1,(2,1) v a1,1,(2,2)

A A2 A3
a1,2,(1,1) , 41,2,(2,1) ., 91,2,(2,2)
vV vV
+ A A2 A3

2\/1\/1—1—1\/2\/1
3A1 32 2X3 3A1 3y 2)3]

para A1, Ao, Az € (0, 400). Substituindo em (8.39), conclui-se que

3
valv L4 a1 1
3 Ve Ve T Ve Vs

vp(A1, A2, A3) = 17\2/73 ! \2/ 2 —§§

A partir da relacio (B.39) do madograma com a funcio coeficiente extremal regional da Pro-
posicio 17, é possivel derivar o intervalo de variacio do madograma estabelecido na préxima
proposicao.

Proposicao 18. Seja {Z(x)}zep, D C R?, um campo max-estdvel com funcoes de distri-
buicdo marginais univariadas, iguais a F', Fréchet unitarias. Entdo

Vit I 1 SEoL kg
T T % <vp(Ap,.. ) < =R A 2 , '
Vi % +1 k;HAfW(l g Yk +1 k;1+)\i (3-45)

onde os limites inferior e superior sdo atingidos, respetivamente, quando as varidqveis Z(x1), . . .

sdo totalmente dependentes e independentes, para x1,...,xy € De \y,..., A\ € (0,+00).
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Demonstracdo. O resultado obtém-se facilmente, tendo em conta a relacdo (B.39) e o en-
quadramento (f.46), assumindo-se a particio Z = {I; = {1},...,I; = {k}} de {1,...,k},
S={1,....,k}er; =)j,comj=1,... k.

]

Estimacao do A-madograma multivariado

Seja (ZW(xy),...,ZW(x)), t € {1,...,T}, uma amostra aleatéria de (Z(x1),..., Z(x;)),
com Iy, afd. de Z®(x;), onde t € {1,..., T} e i € {1,...,k}. Repetindo o pro-
cesso de transformacdo das margens em (B.24)), agora para Z(")(z;), comi € {1,...,k} e
t € {1,...,T}, deforma aobter distribui¢cées marginais univariadas Fréchet unitarias, segue-
se que

k

k
R 1 _ 1 .
vp(Ary e M) = tz_; {\/1 F;Z:ci)(z(t) (@) — & z; ngwi)(z(t) (iBz’))} ; (3.46)
€ um estimador para vp(Aq,..., ), com Aj,..., \; € (0,+00). Quando as distribuigdes
Fy(z,), i € {1,...,k}, sdo desconhecidas, substituem-se pelas correspondentes empiricas
corrigidas. Da relacdo (8.39), obtém-se que

N IQF()‘lv"'a)‘k)_‘_lZf: L
EZ2(@1) Z(ap) ALy ooy Ak) = — 1k - . ﬂ“’ (3.47)
_VF(A17"'7)\]€)_EZ7::1T)\Z-+1

€ um estimador para € (g, ).... z(xy) (AL, - - -5 Ak)-

Exemplo 15. Com o objetivo de investigar se a dependéncia entre precipitacoes extremas
do conjunto de dados rainfall, apresentado no Exemplo [td, é mais acentuada em locali-
zacoes geograficamente mais homogéneas, aplicdmos a implementacdo dos estimadores
anteriores no R a dois subconjuntos de estacoes meteorolégicas:

e Conjunto A: localizacoes 15, 113,115 e l,g, situadas numa regiao relativamente plana, com
altitudes semelhantes e caracteristicas orogrdficas semelhantes;

e Conjunto B: localizagées l,3, l53, l57 e l75, situadas em zonas montanhosas, caracterizadas
por maior variabilidade altitudinal e potencial influéncia de microclimas diversificados.

As latitudes, longitudes e altitudes das estacoes selecionadas sdo apresentadas na Tabela

B.1.

Nao existindo razoes para privilegiar nenhuma localizac¢ao, assumiram-se ponderagoes
iguais para todas. Ainda que, teoricamente, fosse possivel atribuir diferentes ponderacoes
as localizagoes — explorando, por exemplo, cenarios em que certas estagoes contribuem
mais significativamente para a medida de dependéncia — tal abordagem implicaria consi-
derar um niimero elevado de combinacoes, o que poderia tornar a andlise excessivamente
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Tabela 3.1: Longitudes, latitudes e altitudes do subconjunto em estudo no Exemplo [L5.

Localizacdo Longitude (m) Latitude (m) Altitude (m)

ls 693.810 273.070 382
li3 682.010 263.780 402
li5 696.730 283.130 405
Lo 695.350 255.060 480
lus 730.875 219.535 687
ls3 744.200 234.920 2502
ls7 710.800 225.520 452
lrs 746.130 229.570 1000

complexa e de interpretacdo menos direta. A Figura apresenta estimativas do mado-
grama para \; = Aa = A3 = Ay = X € (0,100), juntamente com os limites tedricos inferior
e superior.

Para o caso particular Ay = 1, calcularam-se as estimativas do madograma e da funcao
coeficiente extremal, apresentadas na Tabela 3.d. De acordo com os enquadramentos te6-

ricos dados em (B.44) e (.46), tem-se

0<vp(1,1,1,1) <1/3

1 < €2(21),2(x2), Z(ws), Z(wa) (1, 1,1, 1) <5,

onde os limites inferiores e superiores correspondem, respetivamente, aos casos de depen-
déncia total e independéncia.

Tabela 3.2: Estimativas do madograma vg(1,1,1,1) e da funcio coeficiente extremal
€2(w1),Z(w2),Z(x3),2(xq) (1, 1, 1, 1) para os conjuntos A e B do Exemplo .

Conjunto ﬁF(]‘al’Ll) éZ(:I:1),Z(:1:2),Z(:1:3),Z(a:4)(1717171)

A 0.1575 1.9194
B 0.2200 2.5710

Observa-se, entdo, que as estimativas associadas ao Conjunto A, tanto para o madograma
como para a funcgdo coeficiente extremal, sdo inferiores as obtidas para o Conjunto B,
aproximando-se mais dos respetivos limites inferiores tedricos. Isto sugere uma depen-
déncia mais forte entre as precipitagoes extremas nas localizagoes do Conjunto A, em com-
paracao com as do Conjunto B, o que esta de acordo com o expectavel, dada a maior homo-
geneidade orografica e altitudinal do Conjunto A. Note-se ainda que, para valores muito
elevados de )\, as estimativas do madograma para ambos os conjuntos convergem para
valores muito préoximos de zero.
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Figura 3.10: Estimativas de vp(\, A, A\, A), com A € (0,100), para o Conjunto A (a preto) e
o Conjunto B (a azul), considerados no Exemplo [L5, e limites tedricos inferior (a vermelho,
igual a zero) e superior (a verde, iguala 1/(1 + A/4) — 1/(1 + X)).

Madograma generalizado

O madograma sobre o qual nos debrucaremos de seguida — madograma generalizado — foi
introduzido por Fonseca (2012) [19] e permite, também, mensurar a dependéncia multivari-
ada de um campo max-estavel, mas para variaveis indexadas em duas regioes de localizacoes
disjuntas. Mais especificamente, este madograma possibilita a anélise da dependéncia entre
os maximos das variaveis indexadas nessas duas regioes. A relevancia desta analise advém
do facto de os hidrologistas agruparem os dados em regides com base nas suas caracteristicas
geograficas e hidrograficas, conforme mencionado por Fonseca (2012) [19].

Definicdo 24. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério max-estdvel simples com
funcées de distribuicdo marginais univariadas iguais a F'. Considerando dois conjuntos

disjuntos Iy = {io+ 1,...,i1} eIy = {is + 1,...,is},com 0 = iy < i1 < iz ei1,iy € N, tais
quex; € D,parai € {1,...,i2}, o madograma generalizado é dado por
1
Vh(Z A1, B} (. A) = 5B ([P (M(Z1) - FR0(Z1))| ] (3.48)

para)\l,)\g c R+, ondeZ = (Z]l,ij) com Zh = (Z(ml) Z(:Bil)) Z[2 = (Z(:BilJrl),. . .,Z($i2>),

M(Z,) =\ Z(xi) = \/Z:BleMZIQ \/Zml_\/Z:cZ.

icly i=1 i€ls i=i1+1
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Observacao 2. As constantes \i e \o, que surgem na definicdo anterior, representam os
pesos atribuidos as variaveis F(M(Zy,)) e F(M(Zy,)), ou, com um certo abuso de lingua-
gem, as ponderacoes atribuidas as regioes de localizagoes indexadas em I, e I. Relevamos
trés escolhas possiveis:

(¢) Para \y = X2 = 1, I} = {1} e I = {2} tais que x; = x + h e x2 = x, 0o madograma
generalizado reduz-se ao F-madograma (3.19), supondo que o campo {Z(x)} »cp é estaci-
onario;

(i¢) Quando se considera Ao =1 — A;, A\; € (0,1),1; = {1} elo = {2}, taisquex; =x+he
xy = x em (B.48) e se supde estacionariedade, obtém-se a expressao (3.28). Assim, o ma-
dograma generalizado reduz-se ao \-madograma, com \ = \i;

(¢4t) Para estender a abordagem do A-madograma e assegurando que nenhuma das re-
gioes de localizacoes indexadas em I e I é privilegiada em func¢do do seu niimero de loca-
lizacoes, pode-se considerar

1—A
M =—el=——com\e(0,1).
(31 19 — 11

Tendo em conta que F' é Fréchet unitaria, i.e., F(z) = exp (—%) , para z > 0, a expressao
(8.48) pode ser manipulada de forma a obter

V;’(Z7{[17[2}7 ()‘17/\2)) = %E \/ F)\l (Z(a’z)) - \/ F)Q(Z(a:z)) ) (349)

i€l i€la

ja que F' é mondtona crescente e, por isso, comuta com o maximo. Esta identidade motivou a
definicao do estimador proposto por Fonseca (2012) [19], a apresentar mais a frente, e revela-
se essencial para a demonstracdo da proposicao seguinte, onde se encontra uma expressao
do madograma generalizado a custa da funcao coeficiente extremal regional subjacente ao
campo aleatorio. Tal formulagao viabiliza o uso do madograma como ferramenta para avaliar
a dependéncia entre os vetores indexados nas regioes de localizacoes com indices em I e I5.

Proposicio 19. Seja {Z(x)}zep, P C R?, um campo aleatério max-estavel com funcoes
de distribui¢cdo marginais univariadas iguais a F', com F Fréchet unitaria. Entdo, para
os conjuntos disjuntos Iy = {ig + 1,... i1} el = {iy + 1,...,is},com0 =iy < iy < iz e
i1,i2 € N, tais que x; € D,comi € {1,... iz}, e para A, \s € RT, tem-se

€Z1..Z; ()\17)\2)
2(Z, {1 I}, (A, M) = — 2202
VF( { 1 2} ( 1 2)) 1+€Z11,Z12()‘1’)\2)

1 €Z11 (1) EZ12(1)
o ha) = 5 (Al Yoz, +%<1>> |

—c(A1, A2), (3.50)

com
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Demonstracdo. Aplicando a igualdade |a — b| = 2(a V b) — (a + b) a (B.49), segue-se que

vi(Z AL, L}, (M A) =E | \/ FM(Z(x)) v\ F*(Z(=)))

€l i€ls
e\ P z@))| - L | P 2) (3.51)
2 el Z 2 1<ye Z ’ .
1€l 1cl2

parazxi,...,x;, € D.

Fixando a particdio Z = {I, = {1,...,i1},l2 = {i1 + 1,...,i2}} do conjunto {1,..., i},
A, = A, AL, = e S = {1,2} em (L.43), segue-se que

€2;,,21, (M, A2)

y i¥1 £ i¥2 P = L+ez, 7z, (A1, A2) (3-52)
Atendendo agora a (1.44),
€ 1
E ié{l FM(Z(x)) | = )q—l—zjfz([)(l) (3.53)
e _ -
€ 1
E iéé F(Z(x;))| = >\2+ZZZ(I2)(1) (3.54)
Aplicando as expressoes (B_.5g])_, B.53) e (ng])_em (B.51) obtém-se o pretendido.
O

No préximo exemplo, aplicamos a proposicao anterior a duas regides de um campo M 4.

Exemplo 16. Calculemos o valor do madograma para o campo M 4 introduzido no Exem-
plo [i4, considerando I, = {1,...,8} e I, = {9,...,16}, em que os pontos x;, com i €
{1,...,16} tém as coordenadas apresentadas na Figura B.11. Ora, por (3.44), tem-se que

L)
=
—
S~—
I
]
< o
Q
lﬁ
3
8

H
.
I
—

I
< ﬁ
2
&
+
<<
2
o
8

i=1 1=1

_ 2 1 1 1 2 1 1 1

—(3V3V3V2V3V3V3V2>

+<1v2v2v1v1v2v2v1>
3 3 3 2 3 3 3 2

_4

-1
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‘ 0 o 0
x;=(1]4) x5 =2 4) Xy = (3.4) X15.= (4, 4)
s e ) )
X, (1,3) XG:(Z 3) xW3=(3, 3) x14:(4. 3)
2 0 o
X3 =(1,2) X, =(2,2) Xqq =(3,2) X‘\Z:<4' 2)
: e o o
x =11 X, =(2,1) Xg=(3,1) Xq0= (4, 1)
0 1 2 3 4 5
Figura 3.11: Coordenadas dos pontos x;,i € {1, ..., 16}, coloridos a laranja os indexados em

I ={1,...,8}eaazulosem I» = {9,...,16}.
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e substituindo em (3.5d), obtém-se que

%(%V%) 1 4 :
% 1 2 3 3
VF(Zv{IhIQ}a ()‘1’)‘2)) = 5 < 4 + 4)
4 (1 1 2 = 3
1+§</\—1\/)\—2> Mty Aty
1
_ A1 AN . ]‘( ]' + 1 )
-3 1 3
itaan 2\t l ghetl

1 1 1

Na proposicao que se segue encontram-se duas propriedades relativas ao madograma: a pri-
meira identifica o seu intervalo de variacao, e a segunda relaciona o madograma com o coe-
ficiente ¢ de Smith, definido em ([.28), avaliado nas regides indexadas em I, I e I, U I5.

Proposicido 20. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério max-estavel com fungoes
de distribuicdo marginais univariadas iguais a F, com F Fréchet unitaria. Entdo, tem-se
que

(1) 0 <vp(Z, {11, 12}, (A1, A2)) < &;

DN _ fzZpur 1 £z; °Z; .
() V(2. 0 I O ) = st — ) (s ),

para os conjuntos disjuntos Iy = {ip + 1,...,i1} eIy = {i1 + 1,...,i2}, 0 = ip < i1 < 1o,
i1,12 € N, tais que x; € D,comi € {1,...,is}, e para A1, \2 € R™.

Demonstracao.
(¢) E 6bvio que

E [|[F*(M(Z1,)) - F*(M(Z,))]| = 0.
Pela desigualdade triangular,

E ([P (M(Z1,)) — F*(M(Z1,))l] < B[[F* (M(24))]] + B [|[F*(M(21,))]]

Mas, como F' é Fréchet unitaria, tem-se que

FM(M(21)) = F (M(ffl)> e F¥(M(Z)) = F (M(ib)) |

para A, A2 € R*. E, pelo Teorema da Transformacao Uniformizante[§, (M(/\Zl’ L )) JF (M()\Z;?)) ~
U((0,1)). Entao,

T (5]l (25
[P () (242
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Portanto,
B [[F(M(Z1)) - F*(M(Z1,))]] <1

e, por conseguinte,
0 <vp(Z,{I, b}, (A1, A2)) <

N | =

(1) Pela relacdo (B.5d) da Proposicio fid,

€Z1,,Z1 ()‘17/\2) 1 €Z; (1) €z (1)
Vi(Z {1, I}, (A, X)) = L2 - = ! : :
7(Z, {11, 12}, (A1, X2)) 1+€Z117Z12()\1’/\2) 2 )\1+5Z11(1) )\2+EZI2(1)

entao, fazendo Ay = A1, vem que

€Z;,,Zr (>‘17)‘1) 1 €Z; (1) €Z; (1)
Vi(Z, {11, I}, (M1, o)) = 121 _Z ! 2 .
FZ AL LY () = 0 = TR T 2 \ M rez ) ez, (D

Atendendo a que a funcao coeficiente extremal regional coincide com a medida expoente,
por (f.42), entio, pela alinea () da Proposicdo |4,

€Z;1,,Z; (171) 1 €Z; (1) €z, (1)
VA(Z AT LY, (A Ag)) = e _ ) 2 .
w(Z, {11, Iz}, (A1, \2)) M+ezz,(1,1) 2\ Mitez, (1) M+eg, (1)

E, como 5Z11u12 = 62117212(1, 1), Ezll = Ezll (1) e 5Z12 = 5Z12 (1),

1

€Z5 01 <Z; R
vi(Z {1, I}, (A, A2)) = ———— — 5 o : ’
#(Z, {11, 12}, (A1, A2)) A\ + €201, 2 ()\1 +ez, A1 +5Z12>

onde ¢ Z1,) €21, € €21 01, denotam o coeficiente de Smith, definido em ([r.28), avaliado nas
regioes de localizacoes indexadas em I, Is e I; U I, respetivamente. O

Observacio 3. Da identidade (3.5d) da Proposicéo [td constata-se que o madograma ge-
neralizado permite avaliar a dependéncia entre os vetores indexados nas regioes de locali-
zacoes com indices I e I, através da funcdo Z1,,71, (), bem como dentro de cada uma das
regides, por meio das fungoes ez, (-) ecz, (-).

1. No caso particular em que Z;, e Zy, sdo independentes, entdo, de acordo com (ft.45) —
uma vez que o coeficiente extremal de Smith ez, ,,, coincide com a fungdo coeficiente
extremal €2,,.21, (1,1) —,

€Znu1, = €25 + €Z;,>
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Assim, substituindo na expressdo da alinea (i) da Proposicéo 2d, obtém-se:

€z, Tz,
AMtez, tez,

— 1 6Z11 + E:ZIQ .
2 )\1—|—6le )\1+EZ12

2. No caso em Zj, e Z;, sdo totalmente dependentes, entdo, por (i.43),

vp(Z, {11, I2}, (A1, A1) =

€Z1u1, = €25, \/EZIQ.

Substituindo na expressdo da alinea (i) da Proposicdo d, tem-se:

€z, \/€ZI2
A1 +5Z1 \/5Z12

— 1 €Z11 + EZI2 .
2 )‘1+5Z11 )\1+€le

vp(Z,{l, 2}, (A1, A1) =

Estimacao do madograma generalizado

Seja (ZW(xy),..., 20 (x;)), ZO(xi41), ..., 2O (xs,)), t € {1,...,T}, uma amostra aleato-
riade (Z(x1),...,2Z(xiy), Z(xi;+1), - - ., Z(x4,)) tal que as fungdes de distribuicdo das mar-
gens Z)(z;) sdo dadas por Fz(z,), i € {1,...,i2}. Repetindo o processo de transformacéo
das margens em (B.24), agora para Z(®) (x;), comi € {1,...,is} et € {1,...,T}, de forma a
obter distribui¢oes marginais univariadas Fréchet unitarias, obtém-se o seguinte estimador
fortemente consistente e assintoticamente normal (Fonseca (2012) [19]):
R
(2. {1, I}, (0, 22) = o5 D |\ Fplyy (2 \/ Fy (Z9(@)|, (3.55)
t=1 |i=1 i=i1+1

para A\, Ao € RY, I = {1,...,i1} eI, = {iy + 1,...,i2}. No caso em que as fungdes de
distribui¢do F(5,), i € {1,...,i2}, s2o desconhecidas, substituem-se pelas respetivas f.d.

empiricas corrigidas.

Exemplo 17. Recorrendo novamente ao conjunto de dados rainfall, selecionamos duas
regides montanhosas distintas. A regido indexada em I, integra as estacgoes 20, 30 e 49,
situadas numa zona montanhosa interior. Por sua vez, a regido com indices em I é cons-
tituida pelas estagoes 53 e 75, localizadas numa drea de montanha mais a leste. Seguindo
a notacado introduzida, consideramos I; = {1,2,3} tal que 1 = lag, T2 = lzp e T3 = lyg; €
_[2 = {4, 5}, comxy = l53 exrs; = l75.

Na Tabela B.3 encontram-se as latitudes, longitudes e altitudes das localizacées seleciona-
das.
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Tabela 3.3: Longitudes, latitudes e altitudes das localizacdes selecionadas no Exemplo 7.

Localizacdo Longitude (m) Latitude (m) Altitude (m)

I 699.790 220.375 910
I3 712.090 218.385 908
lyg 690.700 214.450 805
ls3 744.200 234.920 2502
l7s 746.130 220.570 1000
=
<3
SER
=
S | T [ | T [
0 20 40 60 80 100
A

Figura 3.12: Estimativas de v5(Z, {1, I}, (\, \)), com \ € (0, 100), para o Exemplo [17.

A motivacdo para esta escolha reside na intencdao de averiguar se a ocorréncia de precipita-
coes elevadas numa das regioes montanhosas esta associada a ocorréncia de precipitacoes
elevadas na outra, nao obstante as diferencas topogrdficas entre ambas.

A Figura apresenta as estimativas de vi,(Z, {1, I2}, (\, X)), para A € (0,100), ou seja,
atribuindo igual ponderacado as duas regioes. Em particular, para \ = 1, obtém-se

De(Z, {11, I}, (1,1)) ~ 0.0966.

O valor maximo, 0.1026, é atingido em X\ ~ 1.6237.
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1

Vi (Z. {11, 1L}, (A/3,(1 - 1)/2))
0.06
|

0.04
1

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 3.13: Estimativas de v}.(Z,{I1, >}, (A\/3,(1 — X)/2)), com X € (0, 1), para o Exemplo

Seguindo a alinea (iii) da Observacéo H, i.e., fazendo \; = % ey = %, com A € (0,1),
obtém-se as estimativas apresentadas na Figura[3.13. Para X = 0.5,

D6(Z, {11, 15},(0.5/3,0.5/2)) ~ 0.0402.

Ominimode v},(Z,{1, 1>}, (\/3,(1—\)/2)), que é aproximadamente igual a 0.0386, é atin-
gido em \ ~ 0.5444.

As estimativas obtidas — todas muito préximas do limite inferior teérico 0 correspondente
ao caso de dependéncia total — sugerem uma forte dependéncia entre niveis elevados de
precipitacdo nas duas regioes. Isto aponta para a possibilidade de que precipitacoes in-
tensas em ambas as zonas possam, com alguma frequéncia, ocorrer de forma conjunta.
Embora ndo se explorem aqui os mecanismos meteorologicos em causa, esta forte depen-
déncia pode estar associada a sistemas atmosféricos que afetam simultaneamente as duas
areas montanhosas.

A andalise é complementada pelas Figuras e3.15, que representam a variacéo de
vip(Z, {11, I}, (A1, A2)) para diferentes combinacdes dos parametros A\ e \>. Na Figura .14,
A1 varia continuamente no intervalo (0, 100), enquanto Ay assume os valores fixos 0.5, 1, 8,
50 e 100. A Figura apresenta o caso em que ambos os parametros variam continua-
mente em (0, 100).
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0.4

0.3

0;'(2' {lll 12}1 (All ‘12))

0.1

0.0

Figura 3.14: Estimativas de vj(Z,{li, 2}, (A1,A2)), com Ay € (0,100) e Ay €
{0.5,1,8,50,100}, para o Exemplo 7.

ﬁ*F(Zl {]11 "2}1 ()“11)‘2))

1000

Figura 3.15: Estimativas de v} (Z, {I1, Iz}, (A1, A2)), com A, Ay € (0,100), para o Exemplo
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Madograma generalizado multiregional

Outro madograma que permite quantificar a dependéncia multivariada de um campo max-
estavel entre variaveis indexadas em mais do que duas regioes disjuntas de localizacoes é o
introduzido por Ferreira (2013) [15], que apresentamos de seguida.

Defini¢io 25. Seja {Z(x)}zep, D C RY, um campo aleatério max-estdvel simples com
funcées de distribuicao marginais univariadas iguais a F. Para cada vetor aleatério Z =
(Z(x1),...,Z(xk)), paracadaparticioZ = {I, = {ig+1,...,i1},Io = {i1r+1,...,02},..., [, =
{ipo1+1,...,i, =k}}de{l,...,k},com0 =iy <i; <ia <...<ip_1 <ipel<p<ke

paracada X = (\i,...,\,) € (0,4+00)?, 0o madograma generalizado p-regional é dado por
p p
vp(Z,I,X\) :=E | \/ FN(M(Z1)) - \ F¥(M(Z1,))| (3.56)
j=1 j=1

onde M(Zj;) = \/ Z(xi),paraj € {1,...,p}.

i€l

Observacao 4. A constante \; representa o peso atribuido a variavel F(M(Zy,)), i.e., 0
peso atribuido a regido de localizacbes indexadas em I;, com j € {1,...,p}.

E importante frisar que (B.58) pode ser reescrito nas formas

ve(Z, TN =E| \/  |[FN0M(Z1) - FY(M(Z)| (3.57)
i.7€{1,....p}
e
p p
ve(Z, N =E|\/ \/ FY(Z(=:)) - )\ \ F¥(Z(z:)] . (3.58)
j=1i€l; j=licl;

A equacio (B.57) evidencia que o madograma generalizado p-regional corresponde ao dobro
do madograma generalizado definido em (§.48), se p = 2 e k = iy, i.e.,

vp(Z,Z={L={1,....a}, b ={ir +1,...,i2}}, A = (A1, \2)) = 2vp(Z, { [, I}, (A1, A2)).
(3-59)

Observacao 5. Sendo o \-madograma um caso particular do madograma generalizado,

também sera do madograma generalizado p-regional. Se se pretender estender a aborda-

gem do A\-madograma a p regioes e, simultaneamente, garantir que ndo se privilegia ne-
_ 9

nhuma regido pelo seu nimero de localizacoes, pode-se considerar \; = ﬁ—;', N L
P
comai,...,ap € (0,1)ear +...+ap =1.

A equacdo (B.58) induz o estimador fortemente consistente e assintoticamente normal que
apresentaremos adiante. Além disso, possibilita a demonstracao de propriedades fundamen-
tais do madograma como as apresentadas na proxima proposicao, onde sdo estabelecidas
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identidades envolvendo as funcoes de e o coeficiente extremal de Smith, que, por sua
vez, facilitam o calculo do madograma.

Proposicio 21. Seja {Z(x)}zep, D C R?, um campo aleatério max-estdvel simples com
funcoes de distribuicdo marginais univariadas iguais a F. Para cada vetor aleatorio Z =
(Z(x1),...,Z(xy)), paracadaparticioZ = {1, = {ip+1,...,i1},lo = {i1+1,...,42},..., I, =
{ip-1+1,...ip=k}}de{l,....k},com0 =iy <i1 <ia <...<ip1 <ipel <p<k,e

paracada X = (\i,...,\,) € (0,4+00)P, 0o madograma generalizado p-regional verifica
VF(Z71-7 )‘) :mZ1j7jE{l,...7p}<)‘j7j € {va}) - Z (_1)|S|+1mZ1j7j€S()‘j7j € S)a
0#SC{L,....,p}
(3.60)

commgz, jes(\j,j € 8),parah # S C {1,...,p}, afuncdo definida em (1.39), e

€Z. o1,
vr(Z, 1) = —2 - 3 (oSt st (3.61)
Ltez  ooli Ltezy, o

com ¢ o coeficiente extremal de Smith definido em (1.28).

Demonstracdo. Da equacio (5.58) deduz-se que

p p
ve(Z, N =E|\/ \ F¥(Z@))| -E |\ \ F¥(Z(=))| . (3.62)
j=li€l; j=1liel;
Ora, por (L.39),
p
E \/ \/ FY(Z(zy) | = mZIj,jE{l,...,p}()‘j7j e{l,....,p}). (3.63)
j=1li€l;

Por outro lado, pela Formula de Poincaré E,

P P
PIAVFYZ@)<u|=P[-\ -\ F¥Z@)) <u
Jj=li€l; j=1 i€,
P
=P|\/ -V FYZ@=)) > ~u
7=1 iEIj
Férmula de Poincaré:
Para os acontecimentos A, ..., A,, aigualdade
P (U Aj> = > (=pEttp <ﬂ Aj>
Jj=1 0#SC{1,...,n} jES
é valida.
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_ Z (_1)\S|+1P
D} JES

0£SCH1, ...

= Z (—1)IsI+p (
p} J

D£SCAL,.,

donde, tendo em conta

P (ﬂ {ﬂ {FAj(Z(wi)) <u}}) - (\/ V FY(Z(:) <u>

jes |ier;

e (8.63),

E

/\\/FM(Z(a:i))] S D)y ses(yie s (364)

Jj=liel; (Z);éSQ{l ..... p}

Aplicando (.63) e (.64) em (§.69), obtém-se (5.6d):

Vi(Z,T,A) = mz; jeq1,..pp (N € {1, p}) = > (—1)'S|+1mzzj7jes(/\j>1' € S).

0#SC{1,....p}

-----

Atendendo a que

Vz 4 (Zjes Aj0a(Ujes 1) )5 -5 2jes Ajdu(Uses m(fj))

jes

1+ VZES 5, (Z]’GS Ajba(U;es 1) L) -5 2jes Aibu(U, e Q)(%‘))
J

mZIj,jeS(Aj»j €9)=

)

por (L.4d), a equacio anterior pode ser reescrita na forma

Va (S0 A1) X280 ()
1+ Vg (Z§:1 Ajor(Ly), - 200y /\j5k(fj))
Vz 1, (Sies MoaUyes 1y )+ Tijes Mburcs 1 (1)

_ Z (_1)|S|+1 j€S :

0£SC1,....0} 1+ Vztgszj (Ejes Aiba(U,es 1) U5y -5 2jes Ajbuw(U; s f.n(fj))
J

VF(Zv-I?A) =

e pela forma como a particao Z esta definida,
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Vz()\l,--w)\P)
Z,I,\) =
I/F( (] ) ]__|_Vz()\1,---7)\p)

Vzy o, (Zjeg Ajba(U,es 1) 5 -5 Xjes )\j%(ujesm(fj))

B R

0£5C{1,....p} L+ VZ.gS 5 (Zjes Ajba(U,es 1) 5 -5 2o jes Ajdu(U; e Ij)<Ij)>
J
(3.65)

Em particular, quando A = 1, tem-se

Vz . (1,....1)

VZ(17...,1) S 1 jESJ
vi(Z,1,1) = - > (=psE .
1+Vz(1,...,1) btSem o} 1+VZjLEJSIj (1,...,1)

Pela relacdo entre o coeficiente extremal de Smith e a medida expoente em (f.29)), deriva-se

(B.61):

£z AURE

— _ _1)ISIH1____Jes T

VF(Z71-71)_1+€Z Z ( 1) 1+ey :
0#ASC{1,....p} s

O

Observacao 6. Supondo que estamos nas condi¢bes da proposicdo anterior, apliquemo-
la para determinar a expressado do madograma quando os elementos da particdao Z sao da

formal; = {j},j =1,...,p = k. Nesse caso, usando (B.67),

Vz (A, Ak)
Z, 1T, )\ =
VF( T ) 1+Vz(A1,...,Ak)

VZ_U i} (Zjes )\jéa(UjeS{j})({j})’ Sy 2 jes )‘j‘Sw(Ujes{j})({j}))

D

0£SC{L,e k) V2 o (Zjes Aia(Ujes i (T1)s -5 2jes Ajdu(U; st (1 }>)
J

Vz (A1, .05 k) Z (—1)Is1+L Vzs Aa(s): -5 Aus)) . (3.66)

VO ) 0#£SC{1,....k} L+ Vzs (Aags): - Aus)

Em particular, quando X = 1, de tem-se

£z S|l+1 €z
Z,7,1) = — E —1)ISHt_—2s 6
vr( ) 1+ey sl k}( ) 1+ ez, (3.67)

Considere-se agora k = 2 e que o campo {Z(x) }zep € estaciondrio.
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(i) No casoem que \; = 1 — Ay = )\, usando a expressdo obtida em (3.68), tem-se que

Vzs (Ma(s)s Au(s))
1+ Vzs (Mags)s M)

1 Vz(\1-))

1
—vp(Z,T,\) = = ’ - ) —1)lsH1
/P TN = S T Vi = ) (=1)

0£SC{1,2}

_1 Vz(A,lfA) 1 VZ{l}()‘) VZ{Q}(l_)‘) VZ()\alf)‘)
_§1+VZ(A1—A)_§ 1+ Vz (N 14 Vg, (1-X) 1+Vz(A1-))
g Vz(\1-X 1 1/(1—\)
_1+VZ()\1— 2<1+1/)\ 14+1/(1—X ))

Vz(\, 1=\ 1
T 1+ Vz(A 17 2</\+1 1)\+1>
 Vz(\ 1= 12241+

VzO1—=XN)+1 2(2-XN(1+A)

Vz(A, 1= \) 3

TVzOML =N +1 22=N1+N)

que é precisamente a equacdo (3.29) da Proposicdo 14, ja que Vz(\,1—)\) = ez(\, 1 —

\), segundo (.42).

(i) Jano casoem que A\; = Ao = 1, usa-se a expressao e obtém-se

_l ez 1 S (1St _SZs
21+ez 2 0£SCTL2) 1+ezg

1

1 ez 1 €Z, €Zy €z
T 21+ez 2 ltegz,, 1+ezy, T 1+4eg
1
2

1 ez 1 1 £z

T 311es <2+2‘1+gz>
Ez 1
l+ez 2

que coincide com a equacdo (3.2d) da Proposicdo [t3, uma vez que, dada a estaciona-
riedade, ez = (h), sempre que x1 — x2 = h.

Exemplo 18. Apliquemos agora a Proposicdo 21 ao campo M4 introduzido no Exemplo
4 para calcular o valor do madograma para o vetor Z = (Z(x,), ..., Z(x1)), a particdo
T={I, ={1,2,3,4,5,6}, 1, = {7,8,9,10}, I3 = {11,12,13,14,15,16}} e A = {\1, 2, As}.

As coordenadas dos pontos x;, comi € {1,...,16}, sdo apresentadas na Figura [3.16.

Pela equacdo (3.63),
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5
4 @ (]

X14=(1.4) X157 (2, 4) X16 = (3.4) x40 = (4. 4)
3 @ @ @

X4p = (1,3) X453 =(2,3) X9 =(3,3) Xg = (4. 3)
2 Q@ @ @ (]

Xy =(1,2) Xg =(2,2) X, =(3,2) X5 = (4,2)
1 (] @ @ (]

x7—(1 1) x1=(2,1) Xy =(3, 1) Xy = (4 1)
0 1 2 3 4 5

Figura 3.16: Coordenadas dos pontos indexados na particio Z do Exemplo 18

Vz(A1,...,N3)
Z, T\ =
VF( T ) 1—|—Vz()\1,...,)\3)

Vz o, (Zjes NiOaUjes 1) L)+ +5 Djes Aj%(ujesfj)(fj))

D
P#£SC{1,2,3} I+ VZ_LGJS I (Zjes /\j(sa(Ujes Ij)(Ij)v e 7Zj€S )\j(sw(UjeS Ij)(Ij>>
J
=1 1
- 1+ Vz(A1,...,A3)
_ Z (=D [ — 1
0£SC{1,2,3} 1+ VZES 1 (Zjes )‘j5a(ujes Ij)(fj)> ces ZjeS )‘j5W(Ujes Ij)(fj))
J
=Y (e 1
0£SC{1,2,3} L+ Vzy (Zjes Aj0a(Ujes 1) T3)s -5 2jes AidlU)es 1) (Ia‘>>
J
1

- 1+VZ(A17"'aA3),

onde a ultima igualdade segue de

Z (_1)|SI+1 -1 (3.68)
0£SC{1,....k}
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Por (3.44),

w(lUjes Iy) -1
Vzy ., ZAj(sa(Ujeslj)(Ij), » .,ZAj(sw(Ujeslj)(Ij) => >3 Vo ame | D Ni(I)
j€s jes j€S lENMEZ i=a(U;es 1j) jes
w(lUjes 1)

= Z Z \/ al,m’mi)\j_,l, Z S Ij/

1N meZ i=a(U;cs ;)

=22V VX e,

IEN meZ jes icl;

(3.69)
E, por conseguinte,
ve(Z,IA) = Y (-psi ! - !
1 b A) = 2 1 2 3 1
0£5C{1,2,3} 143 VjeS vielj A ma, 1+ D m=1 Vj:1 Vielj AjGma;
_1)3+1

= Y (s ' L : L D :

0£5C{1,2,3} L4+ = \/jes \/z‘elj )‘j Uma;, 1+ Do ijl \/z‘elj )‘j Alm,x;
1

- 2 3 —
L+ 3 =1 Vo1 Vier, A Ly

= Y T
0£5c{1,2,3} I+ Zmzl VjES \/ielj )‘j Alm,;

-1 1+1 -1 1+1 -1 1+1

= 2(>_1 ™ 2(>—1 T 2()—1

L4301 Vien M @ima, 1+ 250 Viep A2 timae; 14201 Vier, A3 01me;
-1 2+1 -1 2+1
n i (-1) - N i (1) -
(_1)2+1
2 1

1+ vje{2,3} \/iEIj Ajam e

S S SR 1 1
L+ AT 14+ 200 144 1+ 200 v ) + AT viINY 1+ (AT v

1

CLE 2TV A AN R 2T

Os cdlculos que fundamentam a ultima passagem encontram-se em Apéndicd.

Na proxima proposicao ressalta-se que, independentemente da particao considerada, o valor
do madograma tem como extremantes os casos de dependéncia total e independéncia entre
as margens do vetor do campo em que é calculado, e que, em particular, quando o vetor A é
o vetor constante igual a 1, um dos extremos € nulo e o outro é facilmente obtido através do
coeficiente de Smith.
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Proposicao 22. SejaZ = {I; = {ip+1,...,i1}, 1o = {i1 +1,...,92},..., I, = {ip—1 +
1,...,ip = k}} uma parti¢do arbitraria de {1,... ,k}, tal que 0 = iy < i1 < is < ... <
ip 1 <ipel <p<k.

Considerem-se Z = {Z(x)}zep, Z = {Z(x)}zep € Z = {Z(x)}sep campos aleatérios max-
estaveis simples, com funcoes de distribuicdo marginais univariadas iguais a F, tais que
ij,j € {1,...,p}, sdo independentes, ij,j € {1,...,p}, sdo totalmente dependentes e,
paracadaj € {1,...,p}, Z, ij e ij sdo identicamente distribuidos.

Entdo, para quaisquer vetores Z = (Z(z1),...,Z(xy)), Z = (Z(x1),...,2(x})) e Z =
(Z(z1), ..., Z(zy)), para qualquer vetor A = (\1,...,),) € (0,+00)P e para a particdo
7, tem-se

(7/) I/F(Z,I,)\) < I/F(Z,I,)\> < VF(ZA’:z"v)‘);

(i1) vr(Z,7,1) = 0;

) b€z, Yjestz,
(#6) vp(2,11) = 55— - 3 (—1)‘5‘“—31,
=182 T sl 2ijesz, T

onde ¢ denota o coeficiente extremal de Smith definido em (.28).

Demonstracao.

(¢) Atendendo a que Z é um campo max-estavel, entdo as distribui¢des marginais univaria-
das e multivariadas de Z sdo de valores extremos e, consequentemente, associadas, segundo
Marshall e Olkin (1983) [32]. Sendo as distribuicées de valores extremos max-estaveis, tam-
bém as variaveis M (Z;;,) = %Z(m), j € {1,...,p}, sdo associadas e, por conseguinte,
dependentes no ortante positivo, pelo que as desigualdades

p p

P ({M(Z1) <z} | = [[ P (M(Zr) < 2) (3.70)
j=1 i=1

P ({M(Zy) >z} | = [[ P (M(21) > z) (3.71)
j=1 i=1

sdo validas para z1, ..., z, € R*. Por outro lado, como { ?Zl{M(ZIj) < zj}} C{M(Z;) <

zj} e { L {M(Zy;) > Zj}} C {M(Z1,) > z;}, paraqualquer j € {1,...,p}, tem-se que



para qualquer j € {1,...,p}. Portanto,

j=1 7=1

P (ﬂ{M(ZIJ) < Zj}) AP ) < %) (3.72)

j=1

P (ﬂ{M(ZIJ) > zj}) /\ ) > zj) . (3.73)

Juntando (B.7d) com (B.72) e (B.71) com (B.73), segue-se que

p p p
[P (M(Z)>2) <P (ﬂ{M(ZIJ) > zj}) < \P(M(Zy) > 2) .

j=1
Atendendo a que os limites inferior e superior correspondem, respetivamente, aos casos
de independéncia e dependéncia total entre M(Z;,), j € {1,...,p}, e 0os campos Z, Ze
Viel- Z(”’l)

Z s3o identicamente distribuidos, entfio, considerando M (Z )= —%—¢eM (Z L) =
J
Vier, Z(zi) , . .
6137,, paraj € {1,...,p}, os enquadramentos anteriores podem ser reescritos nas for-
J
mas

Jj=1 Jj=1

(ﬂ (Z1,) <z]}> <P (ﬂ{M Z1)<z]}) <P (ﬂ{M Z1)<z]}>

j=1 j=1 j=1

P (ﬂ{M(z}]) > zj}) <P (ﬂ{M(z,]) > zj}> <P (ﬂ{M(ZI]) > zj}> .

Assim, por Shaked e Shanthikumar (2007) [41], tem-se

E|F (\p/ M(Z}J)) >E|F (\p/ M(ZIJ)> >F [F (\p/M(Z}J))
j=1 j=1 j=1

E|F (/p\ M(ZIJ)>] >E|F (;\M(ZI])) E|F (;\M(Z[J))
Jj=1 j=1 =1

Pelas definicoes de M(Z;,), M (Z ;) eM (Z 1;) € por F ser Fréchet unitéria, os dois ultimos
enquadramentos sao equivalentes a

V VP () ] .

j=1i€cl;

\/ \/ FY(z ] >E [\/ V sz(xi))}

Jj=1liel; j=li€l;
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EINVFYZ@)| <E|N\V FYZ@)| <E|\\ FY(Z()

j=licl; j=liel; j=liel;

Subtraindo as desigualdades da dltima linha as da pentltima, obtém-se que

p p p p

BV FYZ@) - N\ FYZ@)| <B|\ \ F¥ @) - \ V FY(2@)

7j=1 iGI]’ 7=1 ’iEIj 7=1 ’iEIj 7j=1 ie]j

| j=licl; j=liel,

ou seja,

VF(szaA) < VF(szaA) < VF(ZAvIaA)‘

(41) Usando a equacio (3.61) da Proposicio 1, deduz-se que

=B |\ V F5(Z@) - N\ F¥(Z@)

i £5
vp(Z,1,1) = ~6i 1 Z (—1)IS+1 ZUjes 1;
°z P#£SC{1,....p} EZUjeslj
1 1
_ - _ -1 |S|+1
0#SC{1,....,p}
2 2
=0,
ja que Z 1,5 J =1,...,p, sdo totalmente dependentes e, por isso, ¢ Z, 0 = 1,com () # S C
jes I

{1,...,p}.

(#i%) Recorrendo novamente a equacdo (.61) da Proposicio p1, obtém-se que

e
A €5 Z. .
VF(Zaz71): &_A_Z'_l o Z (_1)|S‘+1€A UJESI—Ji-l
Z 0£SCH1,....p} ZUjes 1
P N N
_ 7=t EZIj 1)Is1+1 Zjes EZIj
TP e, +10 2. S cgey +1
I=172y, 0#£SC{1L,....p} €52y,
uma vez que Z 1, sdo independentes para qualquer j € {1,...,p} e, por essarazdo, c ,

Yjesey, paral £ 5 C {L...p).
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Observacao 7. Seja Z = {Z(x) }xcp um campo aleatério max-estavel simples.

Considere-se Z = (Z(x1),...,Z(x)), L={; ={j}.j€{1,....p=k}}eA=1.

Se as varidveis do campo forem independentes, usando a alinea (iit) da proposicdo ante-
rior, o madograma é dado por

Zk:]_ 5Z 5 E SEZ .
vr(Z,7,1) = kj—{J} _ Z (_1)|S\+1ﬁ
2=z Tl el jes €25
k E
Ll sl n S| +1
k .
k . K\
k+1 ;( ) <J> j+1
k 1 & AN
=t 2 ) (R
k+1+k+1%;() Q>j+ﬁ +1)
K Ly (k+1)!

_k+1+k+1;;_)ﬁ20+1wk+1U+1Wj

k

k 1 (k1
- _ _1J+2 .
k+1+k+12;() Q+¢)J
k 1 & k+1 1 & k+1
- v - -1 72 . 1) — — -1 Jj+2
k+1+k+1;¥ ) <H4>U+) k+1;¥ U P
k
k 1 o (k1 k41
=+ — —1)7*2 i+ 1) — (—1)
krl  E+l Z;() Q+&)U+) ( )< 1)
1 & k+1
- _1j+1
e (1)
k
k 1 1 (k1 k+1 k41
- (kD4 — _1)it —(=1)° (=)}
el T )+k+1(;;( ) <j+£) ( )<()> 0
k 1
_ —1 1 1
rrl TEpi RS
k-1
k41

sendo que a antepentltima igualdade se segue da identidade



enquanto a penultima se deriva tendo em conta

()

J

Relembrando as alineas (i) e (ii) da Proposicdo 23, tem-se que

o

-1

0 S I/F(Z: (Z(xl),,Z(azk)),I: {[1 = {1},,Ik = {/{7}},)\: 1) S m,

onde os limites superior e inferior correspondem, respetivamente, aos casos em que as va-
riaveis Z(x1), . .., Z(xy) sdo totalmente dependentes e independentes.

Note-se que considerando a seguinte transformacdo

kE+1
k—1

vi(Z = (Z(x1), ... Z(x1)), T = {1 = {1}, ..., I, = {k}},A = 1),

obtém-se o madograma de Ferreira e Pereira (2015) [18].

Estimacao do madograma generalizado multiregional

Sejam Z®) = (Z®(=y),...,Z®(x;)) uma amostra aleatéria do vetor Z e Fy(,,) a func¢do
de distribuicio de Z®)(x;), parat € {1,...,T} ei € {1,...,k}. Aplicando o procedlmento
(B.24) de transformacio das margens Z(*) (x;), tem-se que

T P
>V \/ Z(w:) /\ \/ ) ( () (3.74)

t=1 | j=1liel; j=liel;

0p(Z,T,\) =

H\H

é um estimador fortemente consistente e assintoticamente normal para vy (Z,Z, \), cf. Fer-
reira (2013) [15],comZ = {I;, I, ..., I,} uma particdo arbitrariade {1, . . ., £}, nas condicoes
acima, e X = (A1,...,Ap) € (0,400)P.

Quando as funcdes de distribuicdo Fy(,,) de Z)(x;), parat € {1,..., T} ei € {1,...,k},sbo
desconhecidas, substituem-se pelas correspondentes f.d. empiricas corrigidas.

Exemplo 19. Para ilustrar a aplicacdo pratica do estimador anterior, consideramos trés
configuracoes distintas, cada uma composta por trés regioes disjuntas de estacoes do con-
junto de dados rainfall, definidas segundo diferentes critérios de agrupamento geogra-
fico. O objetivo é investigar se os diferentes critérios de agrupamento geogrdfico traduzem
diferentes niveis de homogeneidade no comportamento de precipitacoes elevadas e, assim,
identificar que caracteristicas geograficas sdo mais determinantes para a coocorréncia de
precipitacoes elevadas e, consequentemente, mais informativas na definicao de agrupa-
mentos homogéneos.

A escolha de limitar cada configuracdo a apenas trés regioes visa evitar a complexidade
combinatéria inerente a um maior niimero de regioes e assegurar uma leitura mais clara
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dos resultados obtidos.

A semelhanca do que foi feito nos dois madogramas anteriores, esta andlise baseia-se em
subconjuntos restritos das 79 estagoes disponiveis. As conclusoes devem, portanto, ser vis-
tas como ilustrativas e condicionadas pela selecdo efetuada.

As trés configuracoes consideradas sdo as sequintes:

e Configuracdo A: Agrupamento por corpos de dgua, com I; = {1,2}, sendo x; =3, e
ro = l39; _[2 = {3}, paraxs = l77,‘ e Ig = {4}, comzxy = l70.

e Configuracdo B: Agrupamento numa planicie,com I, = {1}, parax, = l5; I = {2, 3},
comxyo = l13 exrs = l19,' e 13 = {4}, sendo ry = l15.

e Configuracdo C: Agrupamento por regides montanhosas, com I, = {1,2,3}, tendo
r1 = l497 ro = lQO exrs = l30,‘ IQ = {4, 5}, sendo Ty = l75 exr; = l53,‘ e Ig = {6}, comxg = l61.

A tabela apresenta as coordenadas e altitudes das estacoes com as quais ainda nao
trabalhamos.

Tabela 3.4: Longitudes, latitudes e altitudes das estacoes 34, 39,61,70 e 77.

Localizacdo Longitude (m) Latitude (m) Altitude (m)

l34 676.325 215.325 450
l39 665.540 209.848 454
lg1 737.700 227.600 890
l7o 725.245 221.680 435
l77 693.849 230.708 485

As estimativas obtidas para as configuracdes A, B e C sdo apresentadas nas Figuras B.17,

e B.1d, respetivamente. Analisemo-las:
Considerando pesos iguais para as regioes, ou seja, A\1 = Ao = A3 = A € (0,100),

(2) é observavel que, para qualquer configuracdo, as estimativas se aproximam de 0 a
medida que \ aumenta, o que evidencia que valores maiores de \ reduzem a senstbilidade
a ocorreéncia simultanea de niveis elevados de precipitacdo nas regioes;

(¢¢) comparando as configuragdes: a configuracdo A apresenta estimativas mais eleva-
das, sugerindo menor dependéncia entre as precipitacoes elevadas nas regioes nela consi-
deradas. A configuracdo B regista os valores mais baixos, refletindo maior homogeneidade
dos niveis de precipitagdo elevada das suas regioes. A configuracgdao C surge numa posicao
intermédia.
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Figura 3.17: Estimativas de 7 (Z, {I1, I5, I3}, (\, A\, \)) para configuracio A do Exemplo fid
com A € (0,100).

Concluimos, neste enquadramento, que diferentes critérios de agrupamento geografico re-
fletem, de facto, diferentes estruturas de dependéncia entre precipitacoes elevadas. Por
um lado, as regioes agrupadas por bacias hidrograficas distintas mostram menor homo-
geneidade, sugerindo que a pertenca a corpos de agua diferentes pode ser um fator de
desacoplamento na ocorréncia simultanea de precipitacoes elevadas. Por outro lado, as
configuracoes que agregam regioes inseridas em planicies tendem a apresentar maior ho-
mogeneidade, refletida em menores valores do estimador, indicando uma maior propensao
a coocorréncia de precipitacoes elevadas nestas areas.

Este tipo de andlise é particularmente relevante na definicdao de politicas de gestdo de risco,
pois permite identificar areas com maior vulnerabilidade conjunta a acontecimentos extre-

mos e, assim, orientar medidas preventivas e recursos para as regioes mais criticas.
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Figura 3.18: Estimativas de 7 (Z, {I}, I, I3}, (\, A\, \)) para configuracio B do Exemplo fid
com A € (0,100).
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Figura 3.19: Estimativas de 0 (Z, {I}, I, I3}, (\, A\, \)) para configuracio C do Exemplo [ig
com \ € (0,100).
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Conclusoes

Ao longo desta dissertacao procuramos caracterizar a dependéncia entre acontecimentos ex-
tremos num contexto espacial recorrendo, por um lado, aos campos max-estaveis para mo-
delar o contexto espacial e, por outro, aos madogramas para caracterizar a dependéncia nesse
contexto. Os madogramas e as suas relacoes com medidas de dependéncia da Teoria de Va-
lores Extremos revelaram-se particularmente tteis para esse proposito. Contudo, a classe
de campos aleatdrios max-estaveis tem uma limitacao: captura apenas a dependéncia assin-
totica, excluindo cenérios de independéncia assintotica. Nesse contexto, a classe de campos
max-estaveis invertidos, propostos por Wadsworth e Tawn (2012) [46], surge como uma al-
ternativa metodologicamente mais adequada. Nao obstante, existe ainda um terceiro cena-
rio relevante: a coexisténcia da dependéncia e independéncia assint6tica. Para este tltimo
caso, emerge a classe de campos hibridos, também propostos por Wadsworth e Tawn (2012)
[46], que, pela sua flexibilidade, representa uma abordagem promissora para investigacao
futura. A capacidade destes modelos representarem, simultaneamente, dependéncia e in-
dependéncia assintotica, amplia significativamente o leque de aplicagoes na modelacao de
acontecimentos extremos em contextos espaciais. Além disso, a integracao e adaptacdo dos
madogramas para estes modelos possibilitaria a criacio de medidas de dependéncia mais
robustas e adaptadas a complexidade dos fen6menos observados.
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Apeéndice

Proposiciao 23. Nas condicoes da Proposicéo [td,

k
Y .
P(Z(@:) < o1, Z(ay) < m) = exp | B |\/ L&D
j=1
paraxi,...,x, €D, z,...,zs €ERT ek € N.
Demonstracdo. Paraxy,...,x;, €D, z1,...,2, € RT ek €N,

P(Z(x1) < 21,..., Z(wk) < 2) = P (\/ ViYi() < 21,..., \[ ViVi(ap) < Zk)
ieN ieN
(‘/lYtL(ml) < z,.. 7‘/;Y;(mk) <z, Vi€ N)
k

z
Vv, < L Vi<—_ vieN
< Yi(z1) i(r) )

+oo dv
= exp —//k . y2dFY
/\j:l Y(ij>
17+
= exp —/{ - dFy
14 k Zj
/\J—l Y(x;)

1

=exp | —Ey

k
Y .
=exp | —Ey \/ (@) ,
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tendo em conta que Ny (-) := >, 0v;(-) € um processo pontual de Poisson definido em
(0, +00), de intensidade v~2dv, e Y;,i € N, sdo copias independentes do campo aleatorio
Y ={Y(x)}zep. Fy representaaf.d. deY(x;),comx; € D,paraj € {1,...,k}.

O

Calculos auxiliares ao Exemplo 1§

Dado o campo e a particao apresentados, tem-se que

2

—1 —1 -1
o>V Mlarme, =V Mlorie + VAN lar2e,

m=14i€l i€l i€l
_y—1
= A0 (a1, Varen Vanan Vanee) Varae) V)

—1
+ AT (a1, Varg@) Varg@n Vaigee) VeV a2us)

NV VERVESVE VR
St \3°3°"3°3"2 3

TN =AVERVERVERVERVE:
' \3°3° 33273

2 2. _
:g)\11+§)\11

4,
zg)\l,

2
° At = Aot + At
2 Almx; = 2 a1,1,%; 2 Q12

m=11i€ls i€l i€la
—1
=X (arn,a) Varnee) Vaies) Ve aa)

-1
+ 25 (a12,0,0) Var2,02) Va12,33) V a12,4.4)

2.1 2 1
:)\2—1<vvv>

3 2 3 2
1.1 1 1
—1 - - - -
+ A3 <3v2v3\/2>
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2
-1 -1 -1
o>V A larme =\ Alarie + \ A5l a120,

m=11i€l3 i€l3 i€l3
—1
=3 (a1,1,01,2) V a11,(1,3) V a1,1,2,3) V @11, V G11,2,0) V G1,1,(3,4))

—1—)\31(a12(12)\/a12(13)\/alg(gg)\/a12(14)\/a12(24)\/a1 (3.4))

1.2 1.1 1 1
:Ag1<v3v3vvv>

2.4, 2.
— g)\g + g)\g
4.
=k
Donde,
2
.Z \/)\ a1,m,z; = \/ \//\ a11,z; + \/ \//\j_lal,Q,fBi
m=1 je{1,2}i€l; je{1,2}icl; je{1,2}i€l;
=V Nlarie vV N larie + \ Alar2e vV A a2,
i€l i€l i€l i€l
2. 4,.2 7 2. 4,1 4
— g)\l \/ g)\Z + g)\l \/ §A2

2 1 2. 1
:g(A11VA21)+§A11v§A21,

2
'Z \/ \/)‘flalﬁmvmi: \/ \/)‘j_lal,lmi—i_ \/ \/)‘j_lal,Z,mi

m=1je{1,3} icl; je{13}yiel; jef1,3} i€l
-1 -1 -1 -1
=\ Mlavie, v\ Alaie + V Nlaree vV A la12a,
el i€l3 el i€l3

2 2 2 _ 2 _
:§A11V§)\31+§A11\/§A31
2, _ _ 2, _ _
:g()\11\/)‘31)+§(>\11\/>‘31)

— % (ATTvaAsh),

e
2
XV VN e = VOV N ot VOV e
m=1 je{2,3} i€l; je{2,3} i€l; je{2,3}i€l;
=V Nlarie vV \/ Alarie + \ A lar2e vV \/ A5 la10a,
i€la i€l3 i€ls i€l3
2,412, 4 1.4 2 4

2
gt

2, _ _ 1. _
:g(AQIVA31)+§)\21\/3
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