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Resumo

Nesta dissertacao apresenta-se um estudo sobre polinémios. Os principais tépicos a
serem focados sdo: o Teorema Fundamental da Algebra; a resolugao de equagoes polino-
miais (deducd@o da solucao de equagoes de grau dois, trés e quatro, bem como a aplicagao
de alguns métodos numéricos para equagoes de grau maior que quatro); o uso da dlgebra
elementar de polinémios para o estudo de tangentes a curvas polinomiais, bem como a
introdugao do céalculo de derivadas; o estudo de operadores as diferencas divididas com a
propriedade fundamental de resultarem num polinémio de grau n — 1 quando aplicados a

um polinémio de grau n.

Palavras-Chave: Polinémios; Equagoes Polinomiais; Tangentes; Operadores as dife-

rengas divididas.
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Abstract

In this work it is presented a study about polynomials. The main topics to be focused
are as follows: the Fundamental Theorem of Algebra; the solution of polynomial equations
(to deduce the solutions of the polynomial equations of degrees two, three and four, and
also to apply numerical methods to find approximate solutions of polynomial equations of
degree higher than four); the use of standard properties of polynomial algebra to study
tangents to polynomial curves, as well as to introduce the calculus of derivatives; the study
of divided-difference operators with the fundamental property of giving a polynomial of

degree n — 1 when applied to a polynomial of degree n.

Keywords: Polynomials, Polynomial equations; Tangents; Divided-difference opera-

tors.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e enquadramento dos temas estudados

Este trabalho foca-se no estudo de polinémios. Um polinémio é uma fun¢ao da forma

1

P(z) = apx"™ + ap—12" " + -+ a1z + ao,

(cf. seccao (2.1)), onde ay, ..., ap sao numeros reais ou complexos e n é um nimero inteiro
nao negativo. De acordo com a hierarquia dada em [13], os polinémios sao as fungoes,
digamos, mais basicas. No entanto, os polinémios s&o muito importantes para varias areas
das ciéncias, tais como Matematica, Fisica, Quimica, etc.

Porqué estudar polinémios? Nao ambicionando dar uma resposta completa a esta
questao tao vasta, indicamos apenas algumas ideias.

Devemos comegar por referir que os polinémios estao muito presentes nos curriculos/pro-
gramas do ensino secundério. De facto, operar com polinémios, nomeadamente, adiciona-
los, subtrai-los, multiplica-los, dividi-los e, acima de tudo, calcular os seus zeros, sao temas
bastante presentes nos tais curriculos. Aqui devemos referir o exemplo mais conhecido que
é o polinémio de grau dois, ou seja, a fungdo quadratica, e o calculo dos respectivos zeros,
através da Formula Resolvente. Mas a resolugao de equacgoes polinomiais mais genéricas,

ou seja, resolucao de equagoes do tipo

onde P é um polinémio de grau n, com n > 2, é um tema bastante conhecido nao sé nos
curriculos do ensino secundério como também nos curriculos de cursos de ensino superior,
por exemplo, em cursos de ciéncias exactas, engenharias, ciéncias sociais, etc. De facto,
os polinémios surgem muitas vezes associados a calculos de dreas, volumes, velocidades.

Vejamos alguns exemplos: o volume de um cilindro é dado por V = 7r?h - trata-se de



um polinémio de grau 2 na variavel r; a equacao reduzida da circunferéncia, dada por
(x — 2.)% + (y — ye)? = r’ trata-se de um polinémio nas varidveis = e y; a altura que
alcanca um projéctil que é lancado verticalmente com velocidade inicial vy a partir da
altura hg, é dada por A = hg + vot + 4,9t> -trata-se de um polinémio na variavel t; a
velocidade no movimento rectilineo uniforme, v = vg + at - trata-se de um polinémio na
varidvel t. Outro exemplo, e que nos leva a resolucao de equacoes polinomiais, é o seguinte

exemplo de [14, pg. 70], onde se modela um problema de volumes por meio de polinémios.

Usando um pedaco de cartao rectangular com 10 unidades de comprimento e 8 unidades
de altura, construir uma caixa rectangular com altura de x unidades, e cujo volume seja
de 50 unidades.

10 X 10 - 2x ¥
B L]
8 B-2x
- -
X E
10— 2x
10— 2x B—2x
2-2x X

Ora, de acordo com a figura, o volume da caixa pretendida é dado por z(8—2x)(10—2x).

Uma vez que se pretende que o volume seja igual a 50, entdo temos a equagao
z(8 — 2x)(10 — 2x) = 50.

Assim, obter a solucao deste problema significa resolver a equacio polinomial 80z — 3622 +

423 = 50, equivalentemente,
423 — 362 + 80x — 50 = 0. (1.1.1)

Neste caso temos P(x) = 4z% — 3622 + 80z — 50, ou seja, um polinémio de grau 3, e,
entdo, a equagao (1.1.1) é uma equagao cubica. Para as equagdes cubicas existe uma
féormula, envolvendo radicais (cf. capitulo 3), que nos dé a solucao exacta. Devemos

salientar que férmulas que nos dao as solugoes exactas (ou seja, solugoes dadas por meio



de uma expressao que envolve radicais) existem apenas para os casos em que o grau do
polinémio é menor que ou igual a 4. Se o grau do polinémio for maior que 4, entao nao
existem (alids, nem podem existir) férmulas que nos déem a solucdo exacta por meio de
radicais. Este resultado é conhecido como Teorema de Abel-Ruffini (cf. capitulo 3). Assim,
na maioria dos casos em que o grau do polinémio é maior que 4, as equagoes polinomiais
resolvem-se procurando as solugoes na forma de solugbes aproximadas, através de métodos
numéricos. Neste trabalho resolvemos apresentar os dois métodos numeéricos estudados
em [14], nomeadamente, o método de Newton-Raphson e o método da Bisseccao. Estes
métodos usam, como ferramenta principal, as derivadas, bem como algumas propriedades
elementares dos polinémios, tais como a continuidade.

Assim, as derivadas podem surgir de forma natural no estudo de equacoes polinomi-
ais de grau maior que 4. Esta tematica motivou o estudo que apresentamos no capitulo
4, sobre determinacao de derivadas e de tangentes a curvas polinomiais. Aqui devemos
fazer um breve paréntesis sobre o problema de identificacdo de tangentes a curvas. De
acordo com [12], este foi o problema central para os mateméticos e fisicos dos séculos XVII
e XVIII, com Isaac Newton (1642-1727) e Wilhelm Leibniz (1646-1716) a darem contri-
buigoes fundamentais para o cdlculo infinitesimal e o estudo de “limites”. Nao faremos
aqui descrigoes histéricas de resultados, pois estdo (demasiado) dispersos na literatura,
aconselhamos o leitor interessado a ler, por exemplo, as referéncias de [11, 12].

Voltanto entao a determinacao de tangentes a curvas, escolhemos estudar os artigos [11,
12], onde se explicam métodos bastante simples (ou seja, baseados em algebra elementar
de polinémios, tais como divisdo euclidiana e factorizacao), para o cdlculo da tangente
a uma curva polinomial, bem como para a introducao do conceito de derivada de um
polinémio num ponto.

Uma, propriedade fundamental de derivadas de polinomios é que a derivada de um po-
linémio de grau n é um polinémio de grau n — 1. Ora, esta propriedade motivou o estudo
que apresentamos no capitulo 5, sobre operadores as diferencas divididas que imitam a
propriedade referida dos polinémios, ou seja, com a propriedade de devolverem um po-
linémio de grau n—1 quando aplicados a um polinémio de grau n. A teoria dos operadores
as diferencas divididas tem muitas aplicagOes, em especial na teoria de Polinémios Ortogo-
nais e Fungoes Especiais (ver [2, 3, 4, 6, 7, 8, 15]). Nao entraremos em detalhes sobre tais
aplicagbes, focamo-nos na representacao, classificagdo e interpretacao geométrica de ope-
radores as diferencas divididas. As técnicas e ferramentas de estudo que aqui utilizaremos

baseiam-se em propriedades bem conhecidas de polinémios e equacoes polinomiais.



1.2 Objectivos do trabalho

De seguida indicamos, de forma genérica, os objectivos em cada um dos restantes
capitulos desta dissertacao.

O objectivo do capitulo 2 é introduzir as nogoes bésicas, bem como alguns resultados
fundamentais a serem usadas ao longo da dissertacao. Nas seccoes 2.1 e 2.2 apresentamos
as definigoes elementares sobre polinémios, bem como as operagoes: adigao/subtraccao,
multiplicacao e divisao de polinémios. Na seccao 2.3 apresentamos resultados genéricos
sobre zeros de polinémios. Na seccao 2.4 apresentamos o Teorema fundamental da Algebra,
bem como a sua demonstracao. As principais referéncias bibliograficas para este capitulo
foram [1, 13, 14].

O objectivo principal do capitulo 3 é o estudo de equacgoes polinomiais. Na seccao
3.1 apresentamos, de forma detalhada, a dedugao das solugbes das equagodes quadraticas,
cubicas e quarticas. Na seccao 3.2 abordamos as equagoes polinomiais de grau maior que
quatro: estudamos o Teorema da Raiz Racional e apresentamos dois métodos numéricos,
o método de Newton-Raphson e o método da Bisseccdo. As principais referéncias bibli-
ogréficas para este capitulo foram [5, 9, 10, 13, 14].

O objectivo principal do capitulo 4 é detalhar o estudo de [11, 12], onde se usa a dlgebra
de polinémios para determinar tangentes a curvas polinomiais e para introduzir o conceito
de derivada.

O objectivo do capitulo 5 é estudar operadores as diferencas divididas com a propri-
edade fundamental de devolverem um polinémio de grau n — 1 quando aplicados a um
polinémio de grau n. Na seccao 5.1 apresentamos a dedugao da forma geral dos opera-
dores com a proprieadade referida. Na seccao 5.2 apresentamos a classificacao dos tais
operadores (essencialmente, hd quatro casos canénicos de operadores as diferencas), jun-
tamente com a interpretacao geométrica, onde se faz a ligagdo de cada operador com a
respectiva conica. Na seccao 5.3 deduzimos algumas propriedades elementares de tais
operadores, nomeadamente, a regra do produto e a regra do quociente. As principais

referéncias bibliogréficas para este capitulo foram [2, 3, 4, 6, 7, 8, 15].

1.3 Notagoes e expressoes utilizadas

1. N Conjunto dos nimeros naturais.
2. Z Conjunto dos niimeros inteiros.

3. R Conjunto dos ntimeros reais.



10.

11.

12.

C Conjunto dos ntimeros complexos.

. < menor que ou igual a.

# Diferente.

VvV ou.

x — oo (x tende para infinito).

Vx Para todo o x.

f' Indica a derivada da funcao f.
lim Limite.

r ~ «a z aproximadamente igual a a.



Capitulo 2

Propriedades elementares de

polinémios

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos béasicos sobre polinémios.

Comecamos por apresentar, na sec¢ao 2.1, a definicao de polinémios, e depois, na seccao
2.2, apresentamos as operacoes sobre polinémios, nomeadamente, a adi¢ao, a subtraccao,
a multiplicacao, a divisao de polinémios. Na seccao 2.3 apresentamos alguns resultados
genéricos sobre zeros. Na seccao 2.4 apresentamos o chamado Teorema Fundamental da
Algebra, e a sua demonstracao detalhada.

As referéncias que nos permitiram fazer este estudo foram [1, 13, 14].

2.1 Definicoes

Comegamos por apresentar as principais definigoes (ver, por exemplo, [14, 13]).

Definicao 2.1.1 Um polinémio, P, € uma funcdo da forma

P(z) = apz" + an_12" 1 + - + a1z + ag (2.1.1)
onden €N eap,an_1,...,a1,ay SG0 nimeros reais.
Os termos apx™, an_12™ "1, -+ a1, ag designam-se por mondémios e an, ap_1, . - ., a1, Ao

designam-se por coeficientes, ag € o termo independente do polindmio. Se a, # 0, entdo

n € o grau de P.
Se n =0 em (2.1.1) obtemos a funcao constante,

f(z) = ao, (2.1.2)

com agp € R.



Sen =1em (2.1.1) obtemos a chamada fungao afim,
f(z) = a1z + ao, (2.1.3)

com aj,ag € Rea; #0.

Se n =2 em (2.1.1) obtemos a fun¢ao quadrética,
f(x) = azz® + a1 + ag , (2.1.4)

com as,a1,a0 € R e as #0.

Se n =3 em (2.1.1) obtemos a fungao cubica,
f(@) = azz® + agz® + a1z + ag (2.1.5)

com as,a2,a1,a0 € R e a3z # 0.

Sen =4 em (2.1.1) obtemos a fungao quartica,
f(x) = agx + azz® + ag2® + a1z + ag, (2.1.6)
com ay,as,az,a1,a9 € R e ay # 0.

Observacao 2.1.1 A varidvel x serd geralmente considerada uma variavel real (ou seja,
o dominio de P é R), mas a definicio pode extender-se, naturalmente, ao conjunto dos

numeros complexos.

Exemplos
As seguintes fungoes sao polinémios:
1. P(x) = 72? — 5z +6.
2. P(z) = 2% + 42?2 — 2 — 2V/2.
3. P(z) = sa* —da + 2

Observagao 2.1.2 A funcao f(z) = %, ou seja, f(x) = =1, ndo é um polindmio, pois

possui um expoente inteiro megativo, e 0s expoentes de um polindmio devem ser numeros
. . - . ~ 1 . ~ L, .
inteiro nao negativos. A fungao f(x) = y/x = x2 também nao é um polinémio, pois o

expoente € fracciondrio.



2.2 Operacgoes no espaco dos polinémios

2.2.1 Multiplicagao de um polinémio por uma constante
Seja
P(z) = anz" 4 ap_12" 1 + -+ ayz + ay,
um polinémio e ¢ uma constante. Define-se o polinémio cP do seguinte modo:

1

(cP)(x) = c(anz™ + ap—12™ " + -+ -+ a1z + ap),

ou seja,

cP(z) = capa™ + Cap12"" 4 - + carz + cag.

2.2.2 Adigao/subtraccao de polinémios

Sejam
P(x) = apz" 4+ ap 12" 4 tarx+ag, Q@) =Dbps™ 4 by 1™ 4+ bz + by,
dois polinémios, onde n > m ou m > n.
Assumindo que n > m, entao podemos reescrever () na forma
Q(x) = bpx™ + b1 4 b 2™ 4 by 2™ 4 by + by,

onde b1 = by =bn—1="5, =0.

Entao, define-se a adigdo P + @ do seguinte modo:
(P +Q)(z) = P(z) + Q(x),

ou seja,

(P+Q)(x) = anz™ + -+ a17 + ag + bpz™ + - -+ + by + bo.

logo,
(P +Q)(z) = (an + bn)x"™ + (an—1 + bp—1)2" " + -+ + (a1 + b1)x + (ag + bo).
Analogamente, podemos definir a subtraccao de polinémios P — ) como
(P = Q)(z) = (P+ (=Q))(x),
ou seja, a subtraccdo, P — @, é a soma do polinémio P com o polinémio —@Q. Logo,

(P - Q)(‘r) = (an - bn)mn + (an—l - bn—l)ZUTh1 + -+ (a1 . bl)l’ + (ao — bo).



Observagao 2.2.1 Conclui-se que o grau de P+ Q ¢é menor ou igual ao maior dos graus

dos dois polinomios, ou seja,

gr(P £ Q) < max{gr(P), gr(Q)}.

Exemplos

1. Dados
P(z) =52 +4a* =3¢ — 1, Q(z) = —a® + 8z -3,

entao

(P + Q)(x) = 52° + 32% + bz — 4.
2. Dados
P(z) = a* +22° — 52— 3, Q(z) = —22* — 32% — 52% + 4z — 2,
entao
(P+Q)(z) = —2* — 32° — 32 — 2z — 5.

3. Dados
P(z) = =223 + 42% — 3z — 1, Q(z) = 22° + 8z — 3

entao

(P4 Q)(z) = 42* 4 5z — 4.

4. Dados
P(x) =52 +42® =3z — 1, Q(z) = —2*+8x —3,

entao

(P —Q)(x) = 5a® + 52* — 11z + 2.
5. Dados
P(z) =a' + 242 50— 3, Q(z)= 22" —32% — 502 + 4z - 2,
entao

(P —Q)(z) = 32% + 323 + 72? — 9z — 1.



2.2.3 Multiplicagao de polinémios

Sejam

P(x) = an2™ + an_ 12" + ap_ox™ 2 + - + a1 + ag,
Entao, aplicando a propriedade distributiva, obtemos

(PQ)(z) = (anbpm)z"™™ + ...

+ o (anbr + an—1bgi1 + Gnobgro + - kb )T

+ - 4 (anbo + an—1b1 + an—2ba + - 4 ap_mbpm) " + . ..
+ -+ (aobj + arbj_1 + agbj_o + - -+ + ajbo)a’ + -+ + (aobo),

ondek=1,....m—1ej=1,...,n—1.

Observagao 2.2.2 Conclui-se que o grau do produto dos polinomios P e Q) € igual & soma

dos graus dos dois polinémios, ou seja,

gr(PQ) = gr(P) + gr(Q).

Exemplos

Dados
P(x) =52 +42® —3x — 1, Q(z) = —2*+8x —3,

entao
(PQ)(z) = —52° 4 402 — 1523 — 42" + 322% — 122 + 323 — 242% + 92 + 22 — 8z + 3,

ou seja,
(PQ)(z) = —5a° 4 362 + 202° — 3522 + z + 3.

2.2.4 Divisao de polinémios

Consideremos dois polinémios P e D , com grau de P maior ou igual que grau de D, ou
seja, gr(P) > gr(D). Fazer a divisdo de P por D é determinar dois polinémios, ¢ e r, que

satisfacam a seguinte igualdade:
P(z) = D(z)q(x) + r(x) (2.2.7)

A férmula (2.2.7) 1é-se usualmente, do seguinte modo:

10



Dividendo= divisor x quociente + resto.

A divisao (2.2.7) é designada por divis@o euclidiana.

Observacgao 2.2.3 Ezemplos de divisao de polinémios podem ser encontrados na sec¢ao

3.3. (Synthetic Division) do livro [14], pdginas 75-79.

Definigao 2.2.1 Se na divisio de P por D, (2.2.7), obtivermos r(z) = 0, dizemos que P

€ divisivel por D ou que D divide P, e a divisdo ¢ chamada de exacta.

2.3 Generalidades sobre zeros de polinémios

Os resultados desta subsecgao podem ser encontrados em [14].

Definicao 2.3.1 Um nimero complexo (ou real) ¢ é zero do polindmio P se P(c) = 0.
Observagao 2.3.1 Diremos também que x = ¢ € uma raiz da equagio P(x) = 0.

Teorema 2.3.1 Quando um polinomio P € dividido por x — ¢, o resto r que se obtém €

dado por P(c), ou seja, r = P(c).

Demonstragao: Quando se divide P por x — ¢ obtém-se um quociente ¢ e um resto r.

Assim, de acordo com a equacado (2.2.7), podemos escrever
P(z) = (z — ¢)q(z) + r(x). (2.3.8)
Fazendo x = ¢ em (2.3.8) obtemos

P(c) = (¢ = e)g(e) +r(c),

logo,

ou seja, o resto ¢é igual a P(c). O

Observagao 2.3.2 Se P ¢ divisivel por x — ¢, entdo o resto da divisdo € igual a zero, ou

seja, r = 0.

11



Exemplo

Determinemos o resto da divisdo do polinémio P(x) = 23 — 32% + 42 — 8 por z — 1.

Pelo Teorema 2.3.1, teremos

Notemos que ¢ = 1. Ora,

logo,

Entao

Corolério 2.3.1.1 Seja P um polinémio e tal que P(c) = 0. Entdo, x —c é um factor de

P, ou seja, P pode escrever-se na forma
P(z) = (z — ¢)q(x), (2.3.9)
onde q(x) € um polinémio com gr(q) = gr(P) — 1.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, temos r = P(c). Uma vez que P(c) = 0, entao,
r=0.

Assim, do algoritmo de divisao euclidiana, teremos (2.3.8) com r(z) = 0. Logo,

ou seja, x — ¢ é um factor de P(z).

Uma vez que
gr((z —c)q) = gr(z — ) + gr(q),

entao, de (2.3.9), teremos
gr(P) =1+ gr(a),

logo,
gr(q) = gr(P) — L.
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Exemplo

Verifiquemos se z — 2 é um factor do polinémio P(x) = x? — 4. Basta averiguar se
P(2) =0. Uma vez que

isto é,

entao, pelo corolario anterior, x — 2, é um factor do polinémio P. Assim, teremos que

P(z) = (x — 2)q(a).

Além disso, temos que

q(z) =z +2.

2.4 O Teorema Fundamental da Algebra

Antes de fazermos a demonstragao do Teorema Fundamental da Algebra salientamos al-
guns resultados que vao ajudar na compreensao do referido teorema.
Primeiro partiremos da definicdo de equagoes algébricas, depois a definicao da funcao

inteira, e enunciaremos o Teorema de Liouville.

Definigao 2.4.1 Denominamos equacdes polinomiais ou algébricas, as equacoes da forma

P(x) =0, onde P é um polindmio.

Notemos que resolver uma equacao algébrica é obter o conjunto dos zeros de um
polinémio P, ou seja, obter os valores de x que tornam verdadeira a igualdade P(z) = 0.

A esses valores de x chamaremos de raizes da equagao P(x) = 0, ou zeros do polinémio P.

Definicao 2.4.2 (ver [1]) Uma fungao f, definida no conjunto dos nimeros complezos,

designa-se por inteira ou holomorfa se for diferencidvel no seu dominio.

O teorema que se segue ¢é conhecido como Teorema de Liouville (ver [1]).

Teorema 2.4.1 (Teorema de Liouville) Seja f uma funcdo definida no conjunto dos

numeros complexos. Se f € inteira e limitada em C, entdo f € constante.

Apresentamos agora o Teorema Fundamental da Algebra, que pode ser consultado,

por exemplo, em [1].
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Teorema 2.4.2 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo o polinémio de grau n

ndao nulo tem n zeros (no corpo dos nimeros complexos), contando multiplicidades.

Demonstragao: Demonstraremos este teorema em duas partes.
Parte 1.
Seja

1

P(x) = apz™ + ap—12" "+ -+ a1z + ag

um polinémio de grau n nao nulo. Suponhamos, por absurdo, que P(z) # 0, Vz € C.

Como P(z) é inteiro e nao tem raizes, entao a fungao f(x) = % também é inteira.

Entao, temos
1
(z)

Colocando |z"| em evidéncia, obtemos

1
" apa™ 4+ ap_ 12" 4 -+ arz +agl

1@l = |5

1
- ’anan_i_anfl +"'+mgl—1 +@"

T ™

[/ ()]

Agora, cada termo x:—ij tende para zero, quando x tende para infinito.

Assim, |f(z)| — 0, quando x — oco. Em particular, podemos escolher R suficientemente
grande para que |f(z)| < 1 sempre que |z| > R.

Por outro lado, como f(x) é continua no disco fechado e limitado, centrado na origem e
de raio R, f(z) também é limitada sempre que |x| < R. Entao conclui-se que f é limitada
em C.

Pelo Teorema de Liouville a funcao f é constante, digamos, f(z) = c.

Como
@) = 7 =
entao
P) =1,

também é constante. Isso contradiz a suposigao de que P(x) nao é constante e, portanto,

P(z) tem um zero.

Parte II.

Mostraremos agora que todo o polinémio P de grau n tem exactamente n zeros (con-
tando multiplicidades).

Seja P um polinémio de grau n > 1. Pela parte I, P(x) admite x; € C como raiz, ou
seja P(x1) = 0. Pelo corolario 2.3.1.1, entao existe um polinémio ¢,—1 de grau n — 1 tal
que

P(2) = (@ — 21)g01(a).
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Agora aplicando o mesmo resultado a ¢,—1(x), novamente existem zo € C e g,—2(x)
de grau n — 2, tal que

Qn—l(ﬂj) = (35 - 562)%—2(56),

ou seja,
P(z) = (x — z1)(x — z2)gn—2(x).

Aplicando sucessivamente o processo, obtemos uma generalizacao, ou seja,
P(x)=(z —x1)(x —x2)(x — x3) ... (x — xn)q0(x),

onde grau qg = 0.

Escreva-se ¢y = . Entao, obtemos
P(z)=a(z—z1)(x —z2)(x — x3) ... (x — xp).
Concluimos assim o pretendido. O

Corolario 2.4.2.1 Todo o polinémio P(z) = apx™ + an_12" "' + -+ + ayx + ag pode ser

factorizado na forma

onde x1,T9,...,T, € C.

E importante salientar que no capitulo seguinte analisaremos com mais detalhes os

zeros de polindmios.
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Capitulo 3
Equacoes polinomiais

Este capitulo é dedicado ao estudo de equagoes polinomiais, nomeadamente, a deter-
minagao de zeros de polinémios.

Na seccao 3.1 estudaremos com detalhe as equagdes polinomiais seguintes:
- equagoes do segundo grau (quadréticas), aplicando a técnica de completar os quadrados
e aplicando a férmula resolvente (ver [14]);
- equagodes do terceiro grau (ctibicas), aplicando as chamadas férmulas de Cardano e Del
Ferro (ver [5, 14]);
- equagoes do quarto grau, aplicando a chamada férmula de Ludovico Ferrari (ver [5, 14]).

Na secgao 3.2 falaremos sobre as equagoes do quinto grau e superiores. Apresentaremos
o Teorema de Abel-Ruffini (ver, por exemplo, [14]) e apresentamos alguns resultados
que permitem determinar zeros de polinémios ou equivalentemente, raizes de equacoes
polinomiais: comegamos por estudar o chamado Teorema da Raiz Racional (ver [14]), e
depois abordaremos dois métodos numéricos para a determinacao das raizes aproximadas
de equagoes polinomiais (nao lineares), o método de Newton-Raphson e o método da

Bissecgao (ver [10, 14]).

3.1 Resolucao de Equacgoes polinomiais de grau dois, trés e

quatro

3.1.1 Equacgoes polinomiais de grau dois: a Férmula Resolvente

Seja dada a equagdo quadratica ou equagao do 2° grau
az® +br+c=0 (3.1.1)

com a,b,c € Rea#0.
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Vamos aplicar a técnica de completar o quadrado (ver [14]) para resolver a equagao
(3.1.1).

Proposicao 3.1.1 As raizes da equagdo (3.1.1) sdo dadas por

—b+vb? — 4ac —b— Vb2 — dac
T = 5 , T = 5 . (3.1.2)
a a

Demonstragao: Dividindo ambos os membros da equagao (3.1.1) por a, temos

b
P4zt =0.
a a

Isolando o termo independente, teremos

9 b c
Tt —r=——,
a a
ou, equivalentemente,
b c
e’ 42 = ——
2a a
~ 2
Somando em ambos os membros da equagao 4%, obtemos
b? b? c

b
2
9. Lpp L= €
o 2a$ + 46?2  4a? a

O 1° membro pode ser reescrito usando a férmula do quadrado da soma, temos

2¢)  4a® o

Reduzindo o 2° membro ao mesmo denominador, obtemos
n b\? b —dac
T+ —| =———.
2a 4a?

b Vb2 — 4dac b Vb2 — 4dac
T = V 4 — =
2a 2a 2a 2a

Resolvendo em ordem a x, obtemos

b +\/bz—4ac y b Vb2 — 4ac
2a 2a 2a 2a ’

Logo,

ou seja, obtemos (3.1.2). O

Observacao 3.1.1 Abreviadamente, escreveremos

o —b+ b2 —4ac

2a
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O discriminante da equacao az? + bz + ¢ = 0.

Escreva-se o m b T e
= 2a A 2a ’
e defina-se
A = b% — dac,

o chamado de discriminante da equacao (3.1.1), az? + bx + ¢ = 0.
Se A > 0, entdao a equacao quadratica possui duas raizes reais e distintas, ou seja,

1 # To.
Se A =0, a equagao quadratica possui duas raizes reais e iguais, ou seja, r1 = xo.

Se A < 0, entdo a equacao quadratica possui duas raizes complexas e conjugadas.

Exemplo 1
Aplicando a técnica de completar o quadrado, resolvamos as seguintes equagoes:
1. 322 +4x —2=0.

Dividindo a equacao por 3, temos

$2+%m—2—0
37 3 7

Isolando o termo independente, teremos
2 2
2
°+2 sz = ;.
3 3

Somando em ambos os membros da equagao %, teremos

I .
3 9 9 3

O 1° membro pode ser reescrito usando a férmula do quadrado da soma, temos

+22 4+2
z+=-) ==+
3 9 3

Reduzindo o 2° membro ao mesmo denominador, obtemos

+22 10
T+ | ==
3 9

Logo,
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Isolando z, temos que

2 V1
T=—-=x —O
3 3
Logo, teremos
-2+ 10 -2 —+/10
rHn=—— V x39= ——0u.
3 3
Assim o conjunto solucdo da equacdo, 322 +4x —2=10¢é
2 V10 2 /10
S=¢——+——,—2—— .
3 3 3 3

3224+ 4 +2=0.

Dividindo a equacao por 3, temos

z® +2 gz __2
373
Somando em ambos os membros da equagao %, teremos
2 4 4 2
2
2= — == ——,
z° + 337 + 99 3

O primeiro membro pode ser reescrito usando a férmula do quadrado da soma, temos

AR S
3) 9 3

Reduzindo o 2° membro ao mesmo denominador, obtemos

+2 2 2
T+ ] =——.
3 9

Elevando os dois membros da equagao na raiz quadrada, temos
Isolando z, temos que

logo,

ou seja,

g [ 2, v 2 vl
3 3 3 3
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3. 22 +4x+4=0.

Ora,
244 4+44=0 < 2°42-20+2?=0.

Podemos transformar directamente o 1° membro da equacao num quadrado perfeito,
(z+2)* =0,

ou seja,

r+2=0 << z=-2.

Assim, concluimos que

Ty =—-2 V x9=-2.

Logo, o conjunto solucdo da equacdo 22 +4x +4 =046

S = {-2}.

Exemplo 2

Resolver as seguinte equagoes, aplicando a férmula resolvente.

1. 322+ 42— 2 =0.

Comparando com az? + bx + ¢ = 0, temos
a=3, b=4 e c=-2
Assim, A = b? — 4ac vem dado por
A=4*-4-3-(-2),

ou seja,

Aplicando a férmula (3.1.2), isto ¢,

—b+ Vb2 —4ac —b—Vb? — 4ac

= 2a Voe2= 2a ’
obtemos
S —4 4+ /40 V. —4 — /40
1™ 723 27 9.3
ou seja,
—4 4+ 210 —4 — 2+/10
2= T2 =
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ou seja,

-2++v10 -2 —-+/10

xr1 = 73 V X9 = 3

Assim, o conjunto solucdo da equacdo 3z + 4z —2 =0 ¢é

g_ )72+ V10 —2-V10
- S .

322+ 42 +2=0.

Comparando com a equacdo az? + bx + ¢ = 0 temos
a=3, b=4 e c=2.
Assim, A = b? — 4ac vem dado por

A=4%-4.3.2

ou seja,
A = -8
Aplicando a férmula (3.1.2), isto é,
—b+Vb?% — 4ac —b — Vb?% — 4ac
T, = V X9 =
2a 2a
obtemos
—44 /-8 v —4— /-8
e —— XrT = ——mM8M———
o 2% 3 2 2x3
ou seja,
—4+2y/-2 —4 —2y/-2
r=——Y " pg=— Y 7
6 6
Simplificando, vem que
—2+/2i —2—/2i
S T

O conjunto solucao da equacdo 3z% + 4z +2 =0 é

S:{—2+ﬂi —2—\@}_

3 ’ 3

24+ 4r+4=0.

Comparando com ax? + bx + ¢ = 0 temos
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Assim, A =42 —4-1-4 vem dado por
A =0.

Como A = 0, de (3.1.2), a equacio 2% + 42 + 4 = 0 possui duas raizes reais e iguais,
1 = 9. Assim, podemos escrever

_ —4+0

Tl = X9 5

ou seja,

Tl =T = —2.

Concluimos que o conjunto solucio da equacio z2 4+ 4x +4 =0 é

S = {-2}.

Consequéncias da féormula resolvente e da factorizacao de polinémios de se-

gundo grau

Relembremos (cf. Corolario 2.4.2.1) que toda a equacdo do 2° grau, az? + bx + ¢ = 0,

pode ser factorizada da seguinte forma:
az® +bx +c = a(x — 1) (x — x2), (3.1.3)

onde, 1 e x2 sdo as raizes da equagao.
E importante salientar algumas férmulas que serdo aplicadas mais adiante, nomeada-
mente que relacionam os coeficientes e as raizes de uma equagao algébrica do 2° grau.
Sejam x1 e a9 as raizes da equacio ax?+bx +c = 0. Entdo, pela decomposicao (3.1.3),
temos

a(x — x9)(z — x1) = azx® + bz + c.

Dividindo ambos os membros por a e aplicando a propriedade distributiva no 1° mem-

bro, obtemos

c
332—3319:—:5233+:E1x2:$2+593+5,
logo,
b c
—(z1 +22)T + 2102 = —T + —.
a a

Igualando os coeficientes das varidveis com o mesmo grau, tem-se

b
r1+ T = —a, r1Tg = g (314)
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Outra resolucao alternativa para a soma e o produto das raizes para uma equacao do

2° grau ¢ a seguinte.

Sejam
—b+ Vb? — 4ac —b— Vb2 — dac
Xr1 = e Ty =
2a 2a

as raizes da equacao

ax® +br +c=0.

Entao, somando as raizes, obtemos

—b+ Vb2 —4ac N —b— b2 —4ac

2a 2a ’

T+ a9 =

logo,

T+ T2 = ——.
a

Multiplicando as raizes, obtemos

- (—b+\/b2—4ac) (—b—\/b2—4ac>
12 — ;

2a 2a
logo,
b — (b — 4ac)
rT1\rHo— —7—"—7—"¢7™"—7¥7¥7¥72—
142 4&2 )
assim,
b2 — b? + dac
Ty = ————.
12 4a?
Portanto,
c
1T = —.
a

3.1.2 Equagoes ciibicas

Comegamos por considerar a equagao geral/completa do 3° grau
2%+ b + cx+d=0. (3.1.5)

O primeiro progresso na solucao da equacao desse tipo foi feito pelo matematico Scipi-
one del Ferro (1465-1526), que mostrou como passar de (3.1.5) para outra equacao cibica

2

em que o termo z“ nao aparece (ver [14]).

Comegamos por mostrar que a substituicao x = y—% elimina o termo em 2 da equacao
(3.1.5).
Fazendo a substituicao

r=y— = (3.1.6)

23



na equagao (3.1.5), obtemos

b\3 b\ 2 b
_ 2 b(y— - —Z)+d=0
(v=5) +o(o-5) +e(v-3) va=o

b b? b 20 b? cb
3_q2(2 oty o 2 _4b O _ e _
Yy’ — 3y <3>—|—3y<9> 27+b<y 3y+9>+cy 3+d 0.

Ap6s alguns célculos, obtemos

v? 263 cb

3

- = — — —+d=0.
y+(c 3)y+27 3+ 0

ou seja,

A equagao anterior é chamada equacao cubica reduzida, que passaremos a escrever na

forma
v +py=q, (3.1.7)

onde ) 5
b cb 2b
=c— — = — — — —d. 1.
p=c—o 4= oo (3.1.8)

Vejamos entao como se resolvem as equacoes cibicas reduzidas.

Equagoes Cubicas Reduzidas

Vamos deduzir férmulas para a resolugao de equagdes ctubicas do tipo (3.1.7),
v +py =24,

onde p e ¢ sdo numeros reais. Mais tarde, mostraremos que, mediante certas condigoes,

estas equagoes tém uma solucao real.
Proposicao 3.1.2 A equagao (3.1.7) tem uma raiz da forma
y=u+v, (3.1.9)

onde u e v verificam

B3uww+p=0, wW+3=¢q (3.1.10)
Demonstragao: Substituindo (3.1.9) em (3.1.7), teremos que
(u+v)® +plu+v)=q,
logo,

w? 4+ 03 + 3uPv + 3uv? + p(u+v) = q,
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ou ainda,

u? + 0 4+ 3uv(u +v) + p(u+v) =g,

ou seja,
u? 4+ 3 + (u+v)(Buv + p) = q. (3.1.11)

Usando (3.1.10), ou seja, u® +v3 =¢ e 3uv+p =0, em (3.1.11) obtemos ¢q = q.

Assim, mostrdmos que y = u + v é a raiz da equagao (3.1.7). [l
De seguida determinamos u e v.

Proposicao 3.1.3 u e v sao dados por

2 3 2 3
slg | 2 p slg g
_ e KL 1.12
Y 2 Lt v 5 TV Tz (3.1.12)

iS;

Demonstracao: Da equacao 3uv + p = 0 obtemos

_p
3u’

Substituindo a igualdade anterior na segunda equacao de (3.1.10), obtemos

3 73)3:
u+( 3u e

logo,
3 p*

RSO

Multiplicando ambos os membros por u>, obtemos

u® — 5 = u’q,
ou seja,
3
6 3_P
u —qu” ——==0
LT
Fazendo a substituicio z = u3, temos que
3
2 p
zZ2—qz—=—==0
=~ 97
Como a equacao anterior é uma equacao do 2° grau, aplicaremos a féormula resolvente,
obtendo
3
qE\/* —4(-5%)
z= 5 ,
ou seja,
g2 /T + 12
- 4 T o7
2
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Sabendo que z = u?, temos

2
3_ 4 q p
. QNEDY S
eV T
logo,
2 3
314 q p
=1\/-+1/—+= 3.1.13
Va2 o (3.1.13)
Substituindo (3.1.13) na 2* equagao de (3.1 10), u? 4+ v3 = ¢, obtemos
2 3
q q p 3
IR I S . .
SR T
Logo,
2 3
3 q q p
—g— 2+ L+
v (2 it 27) ’
ou seja,
2 3
3_4 . P
VSN T
Assim,
3
314 @ p
=1\/= T 3.1.14
v=A\l5 T\t ( )
U
Substituindo u e v dados por (3.1.13) e (3.1.14) (3.1.9), obtemos
q> q>
SRV TPY | S - Y S 1.1
v= \/ 1 27 \/ 4 27 (3.1.15)
ou
7—\/f P \/f P 1.1
\/ + 2 5 - \/ + 2 5 (3.1.16)
Notemos que as duas solugoes (3.1.15) e (3.1.16) sao iguais. Assim, acabamos de

mostrar a proposicao seguinte.

Proposigao 3.1.4 Uma solugdo da equagio cibica reduzida (3.1.7), y3 + py = q, é dada

Logo, uma solucdo da equacio completa (3.1.5), 23 + bz’ +cx+d =0, éx =y — % ou

q @ p> b
Y N NEpY SRR - 1.1
\/ 4+27+\/ 4 o1 % (3.1.18)

onde p e q sio dados por (3.1.8).

por

seja,
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Para a demonstracao da proposicao seguinte necessitamos do teorema que se segue,

conhecido como Teorema de Bolzano (ver, por exemplo, [13]).

Teorema 3.1.1 [Teorema de Bolzano]
Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b]. Se f(a)f(b) < 0, entao existe pelo

menos uma raiz de f no intervalo [a,b).
Vejamos agora a proposicao.

Proposicao 3.1.5 Se na equacdo (3.1.7), y> +py = q, 0s nimeros p e q forem positivos,

entdo a equagio (3.1.7) possui uma solugdo real, dada na forma (3.1.17).

Demonstragao: Apliquemos o teorema de Bolzano para mostrar que f(z) = 2%+ px — ¢
tem uma raiz real.
Consideremos x = 0, f(0) = —q (que é negativo), pois ¢ foi considerado positivo.
Consideremos = N, onde N é um niimero positivo muito grande, logo, x> + px seréd
um numero positivo muito grande e serda maior que ¢ se N for grande o suficiente. Entao,
f(N) seréd positivo. Como f(0) < 0 e f(N) > 0, entdo, pelo teorema de Bolzano, existe

uma raiz real de f. O

Observagao 3.1.2 Como ¢ sabido que a equagdo cibica possui trés raizes (cf. Teorema
Fundamental da Algebm), depois de encontrada uma raiz, o, podemos aplicar a divisdo

euclidiana para encontrarmos uma factoriza¢do do tipo
2} b+ cx+d=(z—a)(x® +Bx+0).

Obtida a equagdo do 2° grau x>+ Bx+C = 0, aplicaremos os procedimentos da sub-seccdio

anterior para obtermos as restantes duas raizes.

Exemplos

Determinemos as raizes das seguintes equagoes:

1. 22 — 62 =09.
A equacio estd na forma (3.1.7), 23 + px = ¢, onde p = —6, ¢ = 9.

Entao, pela férmula (3.1.17), temos
o, 1w ufo  jw
V2 4 2 4’
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ou seja,

T
V2TV
isto é,
_4[16 i/i
TSV TV
obtemos
z=V8+ V1,
ou seja,
r=2+1
ou seja,
T =3,

logo é uma raiz real da equacao.

Agora, aplicando o algoritmo da divisdo euclidiana na expressao =3 — 6z — 9 por
r — 3, temos

23— 6z —9=(z—3)(a? + 3z +3).
Assim,

22 —62—-9=0 = 2=3 V 22+3x+3=0.

A solucdo de 22 + 3z + 3 = 0 ¢é dada por
—-3++v-3 -3—-+-3
r=————V = ——+—"—
2-1 2-1
ou seja,
—3+/3i -3 —/3i
r=—"—"-— V 2= —r—.
2 2
Portanto, o conjunto solucdo da equacdo x> — 6x = 9 é

S:{B, —3—;\/31’—3—2\/32}

L2 —3r—2=0.
Esta equacao é da forma (3.1.7), 23 4+ px = ¢, onde p = —3, ¢ = 2.

Pela férmula (3.1.17), obtemos

2 2
x:§/2+\f0+32—\/6 — r=V1+ V1,
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ou seja,

T =2.
Logo aplicando o algoritmo de divisao euclidiana, temos que
3 -32-2=0 < (z—-2)(2®>+22+1)=0.
Pela lei do anulamento do produto, teremos
r-2=0V 2?4+2r+1=0,

ou seja,

r=2V 22+2x+1=0.

A solugdo de 22 +22+1=10¢

r=—1,
que é uma raiz dupla.

Assim o conjunto solucdo da equacio 3 — 3z —2 =06

S ={-1,2}.

Exemplo
Resolver a seguinte equacao ctibica completa,
22° + 627 — 24z — 280 = 0.
Dividindo a equacao por 2, teremos
2?4+ 32% — 122 — 140 = 0.

Esta equagao estd na forma (3.1.5) com, b = 3, ¢ = —12, d = —28. De seguida faremos

a mudanca de variavel, x =y — %, onde b = 3, assim teremos
r=y—1. (3.1.19)
Substituindo na equagao (3.1.5), teremos
(y—1° 43y —1)? —12(y — 1) — 140 = 0.
Ap6s alguns célculos, obtemos

y® — 15y — 126 = 0,
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isto é,
y® — 15y = 126.
Esta tltima equagao é da forma (3.1.7),

z® + pr = g,

onde, p = —15, ¢ = 126. Pela férmula (3.1.17), obtemos

126 126
+ /3844 + ¢ 3844,

ou seja,
y = v/63 + 62 + /63 — 62,
isto é,
y = V125 + V1,
ou seja,
y=2>5+1.
Logo,
y = 6.

Voltando & substituigdo anterior (3.1.19), teremos
r=y—1.

Logo,

T =25,

que é uma raiz da equacdo x> + 3x2 — 12z — 140 = 0.

Pelo algoritmo de divisao euclidiana, teremos que
2% 4+ 322 — 122 — 140 = (z — 5)(2® + 8z + 28).
Pela lei do anulamento do produto, teremos
r—5=0V 2°+8r+28=0.

Logo,
r=5V 2°+8x+28=0.
A solugao de 22 + 82 +28 =06

—8+/—18 S
VS B e Ve
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ou seja,
-84+ v —48 -8 —v/—48
r=———mmV r= —
2 2
logo,

r=—-44+Vv12i V z=—-4—-+V12.

Assim o conjunto solucdo da equacio 2x3 + 622 — 24x — 280 = 0 é

S:{5,—4+\/ﬁi,—4—\/ﬁi}.

3.1.3 Equacoes quarticas

Para resolver as equagoes do quarto grau vamos usar o chamado método de Ferrari (ver

[14]), que mostramos na proposigdo que se segue.
Proposicao 3.1.6 Toda a equacdo do 4° grau,
4 3 2 _
"+ ax® + bz +cxr+d=0, (3.1.20)

pode ser transformada numa equac¢do do 2° grau em x,

2

((x2 + %) +y>2 = <2y+ az - b) 22+ (ay — )z + 32 — d. (3.1.21)

Além disso, o 2° membro da equagdo (3.1.21) pode ser transformado num quadrado per-

feito,
2

2 _
<2y + 2 b) (L 26) , (3.1.22)
4 2 (2y + 94— b)
onde y € uma raiz da equacao cubica
8y — 4by® + 2acy — 8dy + 4bd — a*d — 2 = 0. (3.1.23)

Demonstragao: Escreva-se a equagao (3.1.20) na forma
4 3 2
x* +ax® = —(bz* + cx + d). (3.1.24)

Completando o quadrado no 1° membro da equagao (3.1.24), obtemos

2,.2 2,.2
:E4—|-a333—|—aj :a41' —bz? —cx —d,
ou seja,
2 2
<$2+%> = (2-[)) 22 —crx—d. (3.1.25)
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Somando a expressio y? + 2y (:U2 + %) a ambos os membros da equacao (3.1.25),

obtemos
2
oy (29 4 (22 9 —y2+2y(x2+cg>+(a_b)ﬁ_cm_d.

Assim, temos
2

2
((x2+%)+y) =y + 292’ + axy + <z—b)$2—cﬂf—dv

e obtemos (3.1.21),

2

((:c2+%>+y>2: <2y+2—b>x2+(ay—c)x+y2—d.

De seguida encontramos os valores de y que transformam o 2° membro da equagao anterior
num quadrado perfeito, ou seja, em que o discriminante da expressao quadrética do 2°
membro na variavel x seja igual a zero.
Fazendo N
2y+az—b:A, ay—c=B, 2 —d=0C, (3.1.26)

obtemos, do segundo membro de (3.1.21),
Az’ + Bz + C =0,

com, A # 0. Relembrando que A = B?—4AC, entdo teremos, usando os dados de (3.1.26),
2

A=0 — (ay—c)2—4(2y+%—b)(y2—d):o,

ou seja,
8y3 — 4by® + 2acy — 8dy + 4bd — a*d — 2 = 0.
A factorizacao do segundo membro de (3.1.21) é entao dada por

B

Az —21)?, 1= 51

logo, temos a factorizacdo (3.1.22). O

Observagao 3.1.3 Notemos que a equagdo (3.1.23) é uma equagao cibica em y. Entao,
podemos aplicar os procedimentos vistos na sub-seccao anterior para determinarmos uma

ragz.
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Exemplo

Determinemos o conjunto solucao da seguinte equacao do quarto grau

et -2 — 22 +4=0.
A equagao anterior é uma equacao do tipo (3.1.20),

2t +axd + b’ +ex+d=0,

com
a=-1, b=-2, ¢c=-2, d=4.
Substituindo esses valores na equacao (3.1.23), teremos
8y> + 8y? — 28y — 40 = 0.

O conjunto solucao desta ultima equagao ¢é

. S A B

Escolha-se a rafz y = 2. Voltando a equagao (3.1.21) e usando os valores

y=2, a=-1, b=-2, c=-2, d=4,

temos )
2 -1
@2—§+@ :(22+(4)—040x?+@2+®x+?—¢
2 1
= <w2—£+2) —<4++2>x2,
2 4
ou seja,
2 2527
2
_r 2) _
(x 5" 1
Logo,
9 T dT
_ 9427
T 2+ 5
ou seja,
9 T T 5 T T
——+42=— ——+2=——.
T 2+ 5 \YA 2—1— 5

A primeira equacao tem solucao
r1=1 V x9=2.
A segunda equacao tem solugao
r1=—1417 V z9=-1—1.
Assim, o conjunto solucdo da equacao z* — 23 — 222 — 20 +4=0¢

S={1,2,-1+41i,—1—i}.
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Observacgao 3.1.4 No exemplo anterior poderiamos ter trabalhado também com os valo-

res y = —% + % ou Yy = —% — % substituindo na equagdo (3.1.21) para determinarmos as
raizes da equagdo x* — x> — 22?2 — 2x 4+ 4 = 0. E importante dizer que trabalhando com

4

estes valores a solucdo da equacdo x* —x3 — 2% —2x4+4 = 0 é a mesma comparativamente

as encontradas.

3.2 As equacoes de grau igual a ou superior a cinco

Nesta subseccao daremos alguns detalhes sobre as equacoes do quinto grau ou superiores.
Comegaremos por apresentar um teorema, chamado de teorema de Abel-Ruffini (ver, por

exemplo, [14]).

Teorema 3.2.1 (Abel-Ruffini)

Nao € possivel encontrar uma formula semelhante as formulas para resolver equacdes
quadrdticas, cubicas e qudrticas que resolverdao todas as equagoes de quinto grau e superi-
ores. Isto €, mao se pode encontrar uma formula que resolva todas essas equacdes usando

radicais.

Este teorema nao diz que as equacoes do quinto grau ou superiores nao tém solucao ou
nao podem ser resolvidas, mas sim que nao ha nenhuma férmula, com aplicagao de radicais,
por exemplo, tal como a férmula resolvente, que pode ser aplicada para resolver equagoes
de 2° grau. No entanto, existem varios métodos para a resolugao das referidas equacoes,
nomeadamente, para a procura de raizes aproximadas. Neste contexto referiremos dois
métodos: Método de Newton-Raphson e o Método da Bissecgao. Outro método, bastante
genérico, é o chamado Teorema da Raiz Racional: trata-se de um resultado aplicavel a

polinémios de grau n (onde n é qualquer) e de coeficientes inteiros.

3.2.1 O Teorema da Raiz Racional e algumas consequéncias
Comecamos entao por abordar o Teorema da Raiz Racional, que pode ser encontrado, por

exemplo, em [14].

Teorema 3.2.2 (Teorema da Raiz Racional) Considere-se a equacio anx™+a,_12" 1+
Aot 24+ - dax+ag=0, coma; €7Z e ay #£0. Sex = g for raiz desta equacdo,

entao p € divisor de ag e q € divisor de ay,.

Demonstragao: Seja g, rafz da equacdo apz™ +ap_12" '+ an_ox" 24+ -+a1z+ay =0,

com p e ¢ primos entre si. Queremos mostrar que p é divisor de ag e ¢ é divisor de a,,.
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Como g ¢é a raiz da equagao, temos

a7+ ana (B 4 ana B2 a4 (B a0 =0,
q q q q q

ou seja, . ) )
anq7 +an71F +an72p ++a2? +a16 +ao = 0.

Multiplicando ambos os membros da equacao anterior por ¢", obtemos
n n—1 n—2 2 2 n—2 n—I1 n __
anp" + an_1p" g+ ap—2p" ¢+ -+ ap’q" " +aipg" +aoq" =0. (3.2.27)

Isolando a,p"™ em (3.2.27) temos

anp" = —an1p" g — an2p" 2" — -+ — agp®¢" > — a1pg™ " — aoq”,
ou seja,
anp" = q(—an-1p""" = an—2p" ¢ — - —agp*q" " — arpg" " — apg" ™ Y).
Fazendo
—p1p" " = an—op" g — - — ap®¢" P —aipg” T —aoq" " =k, k€L,
temos
anp" = qk.

Uma vez que p e ¢ nao tém factores comuns, entao conclui-se que ¢ tera de ser divisor

de a,.

Agora, isolando em (3.2.27) aoq™, temos:

a0q" = —anp" — an_1p"'q — an—2p" > — -+ — agp’¢* 7 — arpg™
ou seja,
a0q" = p(—anp" " = an_1p"2q — an_ap" 3¢* — - — agpg" % — arg" ).
Fazendo
—anp" " = 1P = anap" P — o —agpg" T — " =, a€Z,
temos
aoq" = pa.

Uma vez que p e ¢ ndo tém factores comuns, entao conclui-se que p terd de ser divisor

de ag. |
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Exemplo

Determinemos quais sao as raizes racionais da equacgao
23— 42® + 20+ 3=0. (3.2.28)

Se existir g raiz de 23 — 42?2 + 2z + 3 = 0, entdo, pelo Teorema da raiz Racional,
teremos que p é divisor de 3 e ¢ é divisor de 1. Ora, os divisores de 3 sao: —1,1,—3, 3; os
divisores de 1 sdao: —1, 1.

Logo, teremos quatro situagoes possiveis:

P g oul=1002=-30ul=3
q q

q

Estas serao as candidatas a raizes da equagao (3.2.28). Substituindo na equagao ante-
rior, teremos

P(-1)= -4, P(1)=2, P(3)=0, P(-3)=—66,
ou seja,
P(—-1)#0, P(1)#0, P(-3)#0.

Logo, * = 3 é uma das raizes da equagao.

Assim, concluimos que a equacio z3 — 422 + 2x 4+ 3 = 0 possui a raiz racional x = 3.

O teorema seguinte pode ser encontrado em [14].

Teorema 3.2.3 Seja N um inteiro positivo que nao € um quadrado perfeito. Entdo, v N

€ irracional.

Demonstracao: Seja N um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito.
Defina-se o polinémio
P(z) = 2® — N.

Os zeros de P sao

l'l:—\/ﬁ ou xQZ\/N.

Pelo Teorema da Raiz Racional, se existir uma raiz racional x; = g, onde p e g sao

primos entre si, entao

P__JN ou Lo VN
q q

2
Entao, (g) = N, isto é,
p? = ¢*N. (3.2.29)
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Uma vez que p e g sao primos entre si, escrevamos

b=pip2.-.--Pr, 49=4q1G92---4s,
pi#qj, i=1,...,mej=1,...,s Substituindo em (3.2.29), temos:
pips-.-P; = 4ig5 - @i N, (3.2.30)

r

sendo p; # ¢, entdo para que (3.2.30) se verifique terfamos de ter

p%p%...p%:]\f e q%qg...qul.

Mas tal significa que
N =p?,
que é uma contradicao, pois estamos a assumir que N nao é quadrado perfeito.

Logo, concluimos que v N nao é racional, ou seja, v N é irracional. O

Exemplo

Verifiquemos se a equacdo 22 — 12 = 0 possui raizes racionais.
Pelo Teorema da Raiz Racional, as eventuais raizes racionais da equacdo 2> — 12 =0

sao T = g, onde p é divisor de —12 e ¢ é divisor de 1. Entao, teremos de ter
p==+1,£2,43,+4,46,£12 e g = +1,
logo,

P 11, 49,43,+4, 46, +12.
q

Nenhum destes valores é raiz da equacio 2 — 12 = 0. Mas sabemos que

22 -12=0 < z=+V12.

Logo, conclui-se que x = V12 e x = —+/12 sao irracionais.

Teorema 3.2.4 Seja A um nimero inteiro positivo que ndo € uma poténcia de n. Entdo,
VA € irracional.

Demonstragao: Defina-se o polinémio P(z) = 2™ — N. Verifica-se que o zero de P é
dado por z = V/N.

A restante demonstracao é andloga & do teorema anterior. O
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3.2.2 Dois métodos numéricos

De seguida abordamos dois métodos numéricos que permitem determinar as raizes apro-
ximadas de equagoes polinomiais nao lineares. A informagao que a seguir apresentamos

estd, essencialmente, em [14].

O método de Newton-Raphson ou método das tangentes

Este método é chamado das tangentes, devido a forma como as iteradas sao calculadas,
pois estas envolvem derivadas, que, geometricamente, representam tangentes a uma dada
curva.

Comegamos por lembrar a equacdo de uma recta tangente a uma curva C: y = f(x)
num ponto (a,b) da curva.

Primeiro serd necessdrio calcular o valor de f'(a), a derivada de f avaliada em z = a,
que dé a inclinacdo da tangente & curva de f em z = a. Assim, teremos a equacao da

recta tangente
y—b=f'(a)(x — a). (3.2.31)

Como (a,b) é um ponto da curva C, entdo b = f(a). Assim, a equagao (3.2.31) pode ser

escrita da forma
y— f(a) = f(@)(x — a). (3.2.32)

Pela equacao (3.2.32) podemos encontrar onde a recta tangente intersecta o eixo Oz,

fazendo y = 0. Tal implica

ou seja, i)
a
T TR
Assim, obtemos que a coordenada do ponto onde a recta tangente intersecta o eixo Ox é
dada por
v—a— 10 (3.2.33)
f'(a)

Observagao 3.2.1 Para que a recta tangente intersecte o eizo Ox, assumimos a condi¢do

f'(a) 0.

Recordemos que o objectivo é de encontrar o zero da funcao, isto é, onde a funcao f
intersecta o eixo Oz. De acordo com a figura abaixo (este é um exemplo que ilustra a
situacao), tal ocorre em xy. Assim, observamos que, se tragarmos a recta tangente, T,

num ponto préximo com coordenadas (x1, f(21)), o ponto z2, onde a recta tangente T
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intersecta o eixo Oz, estard mais préximo de xo do que x1. Assim, pela equagao (3.2.33),

obtemos

f(z1)
f(@1)

De seguida tragamos a recta tangente & curva no ponto (x2, f(z2)) e observamos onde ela

Tr9 = X1 —

intersecta o eixo Oz. Pela figura vemos que intersecta em x3, que é mais proximo de zg

do que xs. Assim, obtemos

Continuando com 0 mesmo processo, veremos que estamos a aproximar-nos cada vez mais

de xg, que € o zero da funcao f.

f(x)

(0, F(x)

—
/ Ko Xy X2 Xy

Figura 3.1: Representacao da recta tangente

Assim, generalizando obtemos

T = T )
n

(3.2.34)

onde n > 1, n indica a n-ésima iteragao do algoritmo, e f’(x,) # 0 é derivada da fungao
fem x,.
Notemos que, para saber qual serd a solugao aproximada da equacao, é necessario ter

em conta alguns critérios, chamados critérios de paragem, que indicamos de seguida.
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Critérios de Paragem

O algoritmo anteriormente descrito deve ser parado quando ocorre uma das situacoes
seguintes:

1. Quando encontramos Tyi1 = Tn;

2. Quando queremos que a diferenca em valor absoluto de x,, € Ty, 11, isto é, |x, 11—y,

seja menor que um determinado dado erro €, ou seja, |Tp4+1 — Tp| < €.

Exemplos

Exemplo 1.

Consideremos a funcao polinomial de grau cinco, f(z) = 2° —3x+2. Vamos considerar
quatro situacoes:
(i) determinamos uma raiz aproximada da fungado f para o valor inicial, por exemplo,
x1 = 0, e usando todas as iteragoes aproximadas com quatro casas decimais;
(ii) determinamos uma raiz aproximada da fungdo f para o valor inicial z; = 0, usando
todas as iteragbes aproximadas com seis casas decimais;
(iii) determinamos uma raiz aproximada da fungao f para o valor inicial x; = 2, usando
todas as iteragoes aproximadas com quatro casas decimais;
(iv) determinamos uma raiz aproximada da funcao f agora para o valor inicial 1 = 2,

usando todas as iteragoes aproximadas com seis casas decimais.

(i) Determinemos uma raiz aproximada da funcio f(x) = 2% — 3x + 2 para o valor inicial

x1 = 0, usando todas as iteracoes aproximadas com quatro casas decimais.

Pela férmula de Newton-Raphson (3.2.34), temos

Flan)

Tnt+l = Tp — f/(iC )
n

A derivada da funcdo f é f'(z) = 5z* — 3 e 21 = 0, assim, f/(0) = —3 e x5 é dado

por
2y =y — AT
f'(@1)
Logo,
2
o = 0— ?3
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Uma vez que estamos a considerar as iteracdes com quatro casas decimais, entao

consideremos
9 = 0.6667.
Iterando, temos
f(x2)
T3 = To — ,
3 2 F(x2)
logo,
B (0.6667)° — 3 x 0.6667 + 2
s = 0-0007 5x (0.6667)1 —3
ou seja,
x3 = 0.7321.
A 32 iteracao é dada por
_ f(z3)
T T i)
logo,
B (0.7321)° — 3 x 0.7321 + 2
24=0.7321 5x (073214 -3
ou seja,
xq = 0.7411.
A 47 iteracao é dada por
_ f(z4)
€Ty = T4 — f/(x4),
logo,
_ (0.7411)% — 3 x 0.7411 + 2
25 = 0.7411 5x (0.7411)A —3
ou seja,
x5 = 0.7413.
A 52 iteragao é dada por
f(@s)
T = T5 — f/(xS)’

logo,
(0.7413)° — 3 x 0.7413 + 2

o =018 = sy~
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ou seja,
xg = 0.7413.

Como x¢ = x5, entao, pelo critério da paragem, a raiz aproximada da fungao f(z) =
20 —3x+2é
x =~ 0.7413.

(ii) Determinemos uma raiz aproximada da fungdo f(x) = 2° — 3z + 2 para o valor inicial

x1 = 0, usando todas as iteracoes aproximadas, com seis casas decimais.
Pela férmula de Newton-Raphson (3.2.34), temos

Tn+l = Tp — fl(x )
n

A derivada da funcio f é f'(x) = 52* — 3 e x1 = 0, assim, f/(0) = —3 e z2 é dado

por
vy — 2y 1V
f'(@1)
Logo,
2
o = 0— j3

Uma vez que estamos a considerar as iteragoes com seis casas decimais, entao con-

sideremos
29 = 0.666667.
Iterando, temos
_ f(x2)
x3 - $2 f/($2))
logo,
(0.666667)° — 3 x 0.666667 + 2
= 0.666667 —
= 5 x (0.666667)% —3
ou seja
x3 = 0.732106.
A 3?2 iteracao é dada por
RS | (23)
fas)’
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logo,
(0.732106)° — 3 x 0.732106 + 2

= 0.732106 —
i 5x (0.7321064 —3
ou seja,
x4 = 0.741057.
A 47 iteracao é dada por
Ty = T4 — f(l'4)
fr@a)’
logo,
(0.741057)° — 3 x 0.741057 + 2
= 0.741057 —
i 5 x (0.741057)% — 3 ’
ou seja,
x5 = 0.741271.
A 5% iteracao é dada por
_ f(z5)
x6 - x5 f/(x5)’
logo,
(0.741271)% — 3 x 0.741271 + 2
= 0.741271 —
e 5x (0.741271)4 —3
ou seja,

xe = 0.741271.

Como x¢ = x5, entao, pelo critério da paragem, a raiz aproximada da fungao f(z) =
20 —3x+2¢é
r =~ 0.741271.

(iii) Determinemos uma rafz aproximada da fungdo f(x) = 2° — 3z +2 para o valor inicial

x1 = 2, usando todas as iteracoes aproximadas com quatro casas decimais.
Pela férmula de Newton-Raphson (3.2.34), temos
f(zn)

Tnt+l = Tp — f/(l‘ )
n

A derivada da funcao f é f'(z) = 52* — 3 e 21 = 2, assim, x é dado por

f(z1)
f(@1)

X9 = T1 —
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Logo,

25— 6+2
To=2— —————
2 5x 213
ou seja,
xo = 1,6364.
Iterando, temos
R 1)
fa2)’
logo,
(1,6364)° — 3 x 1,6364 + 2
=1,6364 —
B 5x (1,63604 3
ou seja
x3 =1,3678.
A 3? iteracao é dada por
RO 1C)
f'(@s)’
logo,
(1,3678)% — 3 x 1,3678 + 2
=1,3678 —
= 5x (1,3678) —3
ou seja,
x4 = 1,1827.
A 42 iteracdo é dada por
25 = 1q — 174
fa)’
logo,
(1,1827)5 — 3 x 1,1827 + 2
=1,1825 —
= 5x (1,1827)i—3
ou seja,
x5 = 1,0698.
A 5? iteracao é dada por
_ f(z5)
T T i)
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logo,
(1,0698)5 — 3 x 1,0698 + 2

=1,0698 — )
o 5 x (1,0698)% — 3
ou seja,
xe = 1,0157.
A 7% iteracao é dada por
oy = g — f(xe)
f'(xe)’
logo,
(1,0157)% — 3 x 1,0157 + 2
=1,0157 — )
o 5 (1,0157)% — 3
ou seja,
x7 =1,0011.
A 8% iteracao é dada por
s = 7 — f (1)
f'ar)’
logo,
(1,0011)% — 3 x 1,0011 + 2
=1,0011 —
S 5x (L0014 —3
ou seja,
rg = 1.
A 9% iteracao é dada por
2o = zg — 178)
f'(xs)’
logo,
(1)°=3.1+2
r9=1-"—F"—"——,
5x 14 -3
ou seja,
Tg = 1.

Como xg = g, entao, pelo critério da paragem, a raiz aproximada da fungao f(z) =

2% —3x 42 é x ~ 1. Verifica-se, alids, que = 1 é uma solucio (exacta) da equacao.
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(iv) Determinemos uma raiz aproximada da funcao f(x) = 2° —3x 42 para o valor inicial

x1 = 2, usando todas as iteragoes aproximadas com seis casas decimais.

Pela férmula de Newton-Raphson (3.2.34), temos

Tntl = Tp — f/(.%' )
n

A derivada da funcdo f é f'(z) = 52* — 3 e 21 = 2, assim, x5 é dado por

g — 2y — L0V
f'(@1)
Logo,
9 2> —6+2
BV TR
ou seja,
x9 = 1,636364.
Iterando, temos
f(z2)
T3 =T — %,
logo,
(1,636364)° — 3 x 1,636364 + 2
=1,636364 —
e 5 (1,636364)% —3
ou seja
x3 = 1,367760.
A 3? iteracao é dada por
g = 2y — 4 73)
f'(@s)’
logo,
(1,367760)° — 3 x 1,367760 + 2
=1,367760 — .
e 5 x (1,367760)% — 3
ou seja,
x4 = 1,182672.
A 42 iteracao é dada por
IR (C)
fas)’
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logo,
(1,182672)° — 3 x 1,182672 + 2

=1,182672 —
B B (1,182672)4 —3
ou seja,
x5 = 1,069761.
A 5% iteracao é dada por
f(zs5)
xTg = Ty —
O fas)
logo,
(1,069761)° — 3 x 1,069761 + 2
=1,069761 —
=S 5x (1,060761)% —3
ou seja,
xg = 1,015732.
A 62 iteracao é dada por
f(z6)
Ty = T —
f'(w6)
logo,
(1,015732)% — 3 x 1,015732 + 2
=1,015732 —
e 5 x (1,015732)% _ 3 ’
ou seja,
x7 = 1,001099.
A 7% iteracao é dada por
s = ar f (1)
fan)’
logo,
(1,001099)° — 3 x 1,001099 + 2
=1,001099 —
e 5 x (1,001099)% — 3 ’
ou seja,
xg = 1,000006.
A 8% iteracao é dada por
f(zs)
Tg = T8 — ,
T f(as)

logo,
(1,000006)° — 3 x 1,000006 + 2
5(1,000006)% — 3 ’

9 = 1,000006 —
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ou seja,

rg = 1.
A 92 iteracao é dada por
L10 = T9 — flzs)
(@)’
logo,
) 1°—31+2
r9=1—-————
! 5143
ou seja,
Tr10 — 1.
Como xz9 = x19, entao, pelo critério da paragem, a raiz aproximada da fungao

f(z) = 2% — 32+ 2 é x ~ 1. Verifica-se, alids, que x = 1 é uma solucio (exacta) da

equacao.

Exemplo 2.

Vejamos agora outro exemplo de célculo de valores aproximados para v N, sendo N
um numero positivo. Este exemplo estd relacionado com o cédlculo do zero de uma funcao
quadratica. De facto, determinar a raiz quadrada de N é equivalente determinar a raiz
(positiva) da funcao f(z) = 22 — N.

Agora, aplicando o método de Newton-Raphson (3.2.34), comecaremos por considerar
um valor positivo, por exemplo, ;.

Assim, teremos que

Tn+l = Tp — f’(:(} )
n

A derivada da fungéo f é f'(x) = 2x, assim, x5 é dado por

Ty =T1 — flz) )
f'(@1)
logo,
2 — N
Tro = XT1 — 2.%1
ou seja,
1 N
Ty = 5 <ZE1 + .%'1) .
Iterando, temos
L3 = T2 — flz2) ]
f(@2)

48



logo

3~ N
T3 = Tg —
3 2 21‘2 )
ou seja
1 N N
x3=—= |22+ —
3= 5 (72 ;
A 3?2 iteracao é dada por
oy = g — f(x3)
f'(x3)
logo,
Ty = X3 — 75— N
4 — 43 2.%_3 )
ou seja,
2 (= 2)
Ty = = | T3 + —
2 T3
A 47 iteracao é dada por
25 = zq — 434
f'(x4)
logo,
3 - N
T5 = T4 — 2 )
T4
ou seja,

A n-ésima n iteracdo é dada por

Tyl = Ty — f($n)
n - n 9
f(@n)
logo,
2 — N
Tn+l1l = Tp — o0 ,
n
ou seja,

Método da Bissecgao

O método da Bisseccao é um método numérico que serve para determinar as raizes apro-
ximadas de equagbes nao lineares. Aplica-se a fungoes continuas em intervalos [a, b], onde
a, b sdo nimeros reais.

Recordamos o Teorema de Bolzano, ja enunciado na seccao 3.1, segundo o qual, dada
f uma func@o continua no intervalo [a,b], se f(a)f(b) < 0, entao existe pelo menos uma

raiz de f no intervalo [a, b].
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O método da Bissecgao consiste no seguinte.

Seja m o ponto médio do intervalo [a, b]. Entao:
- Se f(a)f(m) < 0, ouseja, f(a) e f(m) tém sinais opostos, entao pelo teorema de Bolzano,
o novo intervalo contendo a raiz de f é [a, m];
-Se f(b)f(m) < 0, ouseja, f(b) e f(m) tém sinais opostos, entao o novo intervalo contendo
a raiz é [m,b].
Notemos que, em cada passo do algoritmo, ou seja, em cada iteracao, consideramos xy
como sendo o ponto médio do intervalo em questao. Repete-se o processo até que se atenda

as condigoes/critérios de paragem.

Critérios de Paragem

O algoritmo anteriormente descrito deve ser parado quando ocorre uma das situagoes
seguintes:

1. Quando o ndmero de iteragoes é igual a um dado valor pré-definido. Para determinar
o nimero de iteragoes procedemos da seguinte forma: definam-se ay = 5z, b = 2%, onde
a,b sdo os extremos do intervalo [a,b]. Para determinar o nimero de iteragoes, devemos
obter o valor de k tal que

b — ap < e,
sendo € um valor dado (erro), ou seja,

b—a p. b—a
ok <e = 2" > P

ou equivalentemente (aplicando logaritmo aos dois membros da desigualdade),
klog(2) > log(b — a) — log(e).

Logo,
log(b — a) — log(e)
log(2) ’

onde k € N, e k indica o nimero de iteragoes a considerar. Notemos que se k for um

k>

(3.2.35)

numero decimal, deve-se arredondar sempre por excesso para um nimero natural.
2. Quando a diferenca em valor absoluto de xj e x;_1 seja menor que um determinado
dado erro €, ou seja, quando |xp_1 — x| < €.

3. Quando o valor absoluto de f(xj) seja menor que um determinado erro dado €, ou seja,

|f(z)] <e.
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Exemplo

Determinemos a rafz aproximada da funcio f(x) = x° — 3z + 2 no intervalo [0;0, 9],
usando todas as iteracoes aproximadas com quatro casas decimais aplicando o método da
Bissecao, dado que € = 0, 001.

Comecemos por calcular o nimero de iteragoes aplicando a férmula (3.2.35), ou seja,

k> W. Tendo em conta os valores dados, temos

log(0,9 — 0) — log(0,001)
log(2) ’

ou seja k > 9,81. Logo, arredondamos para k = 10. Assim, conclui-se que teremos dez

k>

iteracoes.

A resolucao é apresentada na tabela seguinte.

k a b f(a) f(b) | zp=21 f(xx)
1 0 0,9 2 —0,1095 | 0,45 0, 6685
2 0,45 0,9 |0,6685 | —0,1095 | 0,675 0,1151
3 | 0675 | 0,9 |0,1151 | —0,1095 | 0,7875 | —0,0596
4 | 0,675 | 0,7875 | 0,1151 | —0,0596 | 0,7313 | 0,0153
5 | 0,7313 | 0,7875 | 0,0153 | —0,0596 | 0,7594 | —0,0256
6 | 0,7313 | 0,7594 | 0,0153 | —0,0256 | 0,7454 | —0,0060
7 | 0,7313 | 0,7454 | 0,0153 | —0,0061 | 0,7384 | 0,0044
8 | 0,7384 | 0,7454 | 0,0043 | —0,0061 | 0,7419 | —0,0009
9 | 0,7384 | 0,7419 | 0,0043 | —0,0009 | 0,7402 | 0,0016
10 || 0,7402 | 0,7419 | 0,0016 | 0,0009 | 0,7411 || 0,0003

Como o critério 1 foi verificado (alids, também o critério 3 se verificou, ou seja,

|f(x10)| < 0,001), entdo a rafz aproximada de f(z) = 2° — 3x +2 6

x ~0,7411.

51



Capitulo 4

O uso da algebra de polinémios

para introduzir derivadas

Este capitulo é baseado nos artigos [11, 12]. Os principais resultados sao dados na secgao
4.2, onde se usa o chamado método do ponto duplo [11] para deduzir a equagao da recta
tangente a uma curva polinomial, bem como na sec¢ao 4.3, onde se introduz o conceito de
derivada usando ferramentas algébricas relaciondas com os polinémios, nomeadamente a
divisao euclidiana de polinémios.

Tal como fez o autor de [12], com o objectivo de introduzir o conceito de tangente,
comecgamos por revisitar, na seccao 4.1, a funcao quadratica, em particular, a sua andlise
do ponto de vista geométrico no que se refere aos pontos de intersec¢ao com o eixo Ox,
ou seja, 0S Seus zeros.

Na seccao 4.2 abordamos o tema de tangentes a curvas polinomiais, seguindo o método
descrito em [12]. O principal resultado desta secgdo é o Teorema 4.2.1, que estabelece o
declive da recta tangente ao grafico de uma curva polinomial C : y = P(x) num ponto de
abcissa x = a como sendo o polinémio ¢(a), onde g(x) é o polinémio que resulta da divisao
de P(z) — P(a) por x — a. Com estes resultados, baseados em ferramentas algébricas de
divisdo de polinémios, define-se, na seccao 4.3, a derivada de um polinémio em z = a,
e estudam-se algumas propriedades das derivadas. Terminamos o capitulo apresentando
algumas observagoes sobre o método das tangentes a curvas polinomiais anteriormente

descrito aplicado a fungoes nao polinomiais.

4.1 A nocao de tangente a uma curva

Para introduzirmos a nocao de tangente a uma curva comegamos por recordar a funcao

quadrética, que colocaremos na forma canénica, com coeficiente do termo em 22 igual a 1,
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ou seja, consideramos a fungao quadratica ménica (ver [12]).
Proposicao 4.1.1 Toda a funcao quadrdtica mdonica pode ser escrita na forma
flz)=(z-b)*+ec. (4.1.1)

Demonstragao: Consideremos a funcio f(z) = Az? + Bx + C, com A = 1.

Pela técnica de completar os quadrados, obtemos f(z) = 2% + %:ﬂ + BTQ — BTQ + C, ou

fla) = (a:—i—B)?—Bf—i—C.

seja,

Assim, obtemos

B\?  4C — B?
= (x4 B 2028
e podemos escrever f na forma (4.1.1), com b = —g, c= %. O

Tendo em conta o valor de ¢, da expressio f(x) = (z — b)2 + ¢, analisaremos trés

condigoOes seguintes.

e Condicao 1: ¢ < 0.
O gréafico de f intersecta o eixo x em dois pontos distintos, e teremos zeros distintos,
ou seja, T, # To:
(x—b)2+c=0,
logo,
r1 =b+/ci ou my=0b—/ci.

e Condicao 2: ¢ =0.
Os dois pontos de intersecao coincidem, e teremos zero duplo ou de multiplicidade

dois da equagao quadratica:

logo,

e Condicao 3: ¢ > 0.
O grafico nao intercecta o eixo Ox, ou seja, a equagao f(x) = 0 ndo tem nenhuma

solugao em R,
(x —b)*+c=0,

logo,
x1 =b++/ci ou wo=b— +/ci.

Vejamos as respectivas representagoes graficas.
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Figura 4.1: Representacao do grafico que intersecta o eixo 0z em dois pontos

distintos (1 # x2).

0 (b;0) [

Figura 4.2: Representacao do grifico que intersecta o eixo 0z num ponto (z; =

:L’Q).
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Figura 4.3: Representacao de grafico que nao intersecta o eixo 0z (x1,x2 € C).

Nas trés condicoes descritas anteriormente, destacamos a segunda condicao, ou seja, o
caso em que ¢ = 0. Neste caso, o gréfico da fungao f(z) = (z — b)2 intersecta o eixo Oz
num tdnico ponto, (b,0), o que nos vai levar a recordar o conceito de tangente. De facto,
neste caso o eixo 0z é tangente  parabola descrita por f(z) = (x — b)%

A situacao descrita na segunda situacao trata-se, entdao, de um exemplo bem conhecido
dos curriculos do ensino secundario para uma primeira abordagem da ideia de tangente.

De forma informal, seguindo [12], podemos dizer que uma tangente a uma curva no
ponto P; é uma recta que intersepta a curva em P; de tal maneira que qualquer pequena
rotacao da recta originara dois pontos distintos de intersecgao.

As figuras abaixo mostram situagoes tipicas como a tangente toca a curva em apenas
um ponto P, que no entanto, se a tangente for movida ligeiramente vai intersectar a curva
em dois pontos. Assim, o Unico ponto de tangéncia, portanto, é realmente responsdvel por
dois pontos que se tornam claramente visiveis se a tangente for movida adequadamente.

Por isso, seguindo [12], chamamos a esse ponto de intersecao de tangéncia de ponto duplo.

ZEIN
2 SN

Figura 4.4: 2: Representacao que ilustra a definicao de tangente.
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Figura 4.5: 2: Representagao que ilustra a ideia de nao tangente.

4.2 Tangentes a curvas polinomiais

4.2.1 problema da tangente para a parabola y = 2°

Consideremos agora o problema de determinar a recta tangente a parabola descrita por
f(x) = 2. O seu gréfico é dado pela curva C : y = z%. Seja (a;a?) um ponto arbitrério

da curva C. Através desse ponto temos a equacao da recta tangente,
y—a*=m(x—a), (4.2.2)

onde m ¢ a inclinagao da recta. As coordenadas dos pontos de interseccao da recta (4.2.2)

com a curva C sao as solugoes da equagao

22 —a®> —m(x—a)=0. (4.2.3)

Transformando z2 — a?

em produto, obtemos
(x+a)(x—a)—m(z—a)=0,

ou seja,

(x4+a—m)(z—a)=0. (4.2.4)

De acordo com a discussao prévia sobre tangentes, a recta sera tangente a curva preci-
samente quando os dois pontos de interseccao coincidirem, ou seja, quando x = a for zero

duplo da equacao (4.2.4), isto é,
rT=m-—a e T=a.

Logo, podemos concluir que

ou seja,
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Assim, conclui-se que a recta tangente & parabola y = 22 no ponto (a; a?) tem o declive

2a, ou seja, a sua equacao € da forma

y = a’® + 2a(z — a).

Exemplo

2

Determinemos a equagao da recta tangente a pardbola y = 2 no ponto (—3,9).

Temos

Uma vez que m = 2a, entao

Assim, a equacdo da recta tangente a parabola y = 22 no ponto (—3,9) é y = 9—6(x +3),
ou seja

y=—6x—09.

4.2.2 O problema da tangente para uma curva polinomial geral

Vejamos agora como determinar rectas tangentes para qualquer curva polinomial. Teremos
de generalizar o método usado para a pardbola para uma curva que é o grafico de um
polinémio arbitrario.

Para darmos a sequéncia é importante relembrarmos que um polinémio de grau n é

uma funcao, P, descrita por uma expressao algébrica na forma
P(z) = apx™ + an_lxn_l + -+ a1x + ap. (4.2.5)

E importante ressalvar que se n = 1 na expressao (4.2.5), entao teremos uma funcao
afim, cujo grafico é uma recta.

A solucao do problema da tangente para qualquer polinémio é dado no teorema seguinte
(ver [11, 12]).

Teorema 4.2.1 Seja P um polindmio de graun > 1 e seja (a; P(a)) um ponto do grdfico
de P. Entdo, existe uma unica recta que passa em (a; P(a)) e com declive dado por
m = q(a), onde q € o polinémio de graun — 1 na factoriza¢ao P(z) — P(a) = q(x)(x — a),
ou seja, o declive da recta tangente ao grdfico de P é m = q(a), onde q(x) € o polinémio

que resulta da divisio de P(x) — P(a) por z — a.

o7



Demonstracao: Seja P um polinémio de grau n, com n > 1.
Consideremos a curva C : y = P(x), e seja (a,P(a)) um ponto arbitrario de C.

Consideremos a equacao da recta tangente a C no ponto (a, P(a)),
y= P(a) +m(x —a). (4.2.6)
Os pontos de intersecgao da recta com a curva sao dadas pelas solugoes da equagao
P(z) — P(a) =m(z —a). (4.2.7)

Uma vez que x = a é um zero do polinémio P(x) — P(a), com grau (P(z) — P(a)) = n,

entao, pelo Corolario 2.3.1.1, temos a factorizagdo de polinémios
P(z) — P(a) = q(z)(x — a), (4.2.8)

onde g é um polinémio de grau n — 1.

Igualando (4.2.7) e (4.2.8), podemos escrever
m(z —a) =q(z)(x —a) <= m(zx—a)—q(z)(x —a)=0.
Factorizando, obtemos
(x —a)(m —q(z)) =0. (4.2.9)

De acordo com a discussao precedente, a recta é tangente a curva C precisamente
quando os dois pontos coincidem, ou seja, quando a equagao (4.2.9) tiver o zero duplo
T = a, ou seja,

r=a e m=q(x). (4.2.10)

Logo, temos
m = q(a).

O

Observagao 4.2.1 Naturalmente, tal como em [12], chamaremos recta tangente ao grdfico
de P no ponto (a,P(a)) a recta definida por

y = P(a) + q(a)(x — a). (4.2.11)
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Exemplos

Exemplo 1. Determinemos a equacdo da recta tangente & parabola y = 22

P(1,1).

Neste caso P(r) = 2. Pelo teorema 4.2.1, m é q(a), onde ¢(x) é o polinémio na

no ponto

factorizacao

temos,
2 —1=q(x)(z - 1),
ou seja,
g(z) =z + 1.
Logo,
q(1) =2

Concluimos que a equacio da recta tangente 4 pardbola y = 22 no ponto P(1,1) é
y=2x— 1.

Exemplo 2. Determinemos a equacdo da reta tangente & pardbola y = 2 — 222 no
ponto P(—1,0).

Pelo teorema 4.2.1, m é q(a), onde g(x) é o polinémio na factorizagao
P(z) — P(a) = q(z)(z — a),

onde ¢ = —1.

Uma vez que P(—1) = 0, entdo
P(x) = q(z)(z +1),
logo, temos
2-2:2 =q(z)(z+1) = 201 —2z)(x+1) =qx)(z+ 1),

ou seja,

Logo,
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Concluimos que a equacdo da recta tangente a parabola y = 2 —2x2 no ponto P(—1,0)
é escrita na forma

logo,

=4x + 4.

4.3 A derivada de um polinémio num ponto

Recordemos que pelo teorema 4.2.1, o declive da recta tangente é dada por m = g(a). De
acordo com [11, 12], este valor pode ser chamado também de derivada de P no ponto de
abcissa © = a, e é denotado por D(P)(a), ou também por P'(a).

Tendo em conta o teorema 4.2.1, conclui-se entao que o factor ¢, cujo valor ¢(a) =
D(P)(a) é a derivada em a, pode ser calculado usando o algoritmo de divisao de polinémios.

Vejamos entao como calcular a derivada de um polinémio de grau n.
A derivada de P(z) = caz"

Seja P(x) = ca™, um polindémio de grau n, com n > 1 e ¢ # 0.

Pelo teorema 4.2.1, temos que

ou seja,

cx" —ca" = q(z)(x — a).

Pela divisao euclidiana, obtemos que
q(z) = C(fﬂn_l tar" 242z 3 4 a2+ an—l)’

e obtemos

q(a) = cna™L.

Entao,

D(cz™)(a) = q(a) = cna™ . (4.3.12)

Em particular, se P tiver grau n, entdao D(P) é um polinémio de grau n — 1.
Como um polinémio é uma soma de fungoes de poténcia, podemos escrever a derivada
de qualquer polinémio, aplicando a regra de derivada da soma, tal como explicado na

proposicao seguinte.
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Proposigao 4.3.1 Se P e Q sdo polindmios, entio (P + Q)'(a) = P'(a) + Q'(a).
Demonstragao: Pela equacao (4.2.8), sabemos que

P(z) — P(a) = qi(x)(z —a) e Q(x) — Q(a) = @2(z)(x — a). (4.3.13)

Assim, teremos que
(P+Q)(z) = (P+Q)(a) = q(z)(x —a) <= P(z)+ Q(x) — Pla) — Qa) = q(z)(z — a),

ou seja,

Usando (4.3.13), obtemos

@1 (2)(z —a) + ¢2(z)(x — a) = () (2 — a),

Logo,
01 (2) + g2(2) = q(2),
donde,
a1(a) + g2(a) = q(a).
Tendo enconta a equacao (4.3.12), temos que gi(a) = D(P(a)) e g2(a) = D(Q(a)), logo,

conclui-se que
D(P(a)) + D(Q(a)) = D(P + Q)(a),

ou seja,

(P+Q)(a) = P'(a) + Q'(a).

4.3.1 A relagao com o método classico

Vejamos agora o método cldssico para introduzir/calcular a recta tangente a uma curva C :
y = f(x) num determinado ponto (a, f(a)). Tal método é baseado em rectas secantes, que
passam através deste ponto e de outro ponto distinto (z, P(z)) na curva, e argumentando
que a tangente surge como limite dessa secante, com x a tender para ”a”, isto é, z — a.

Tendo em conta a figura abaixo, o declive da recta secante é da forma

(4.3.14)

r—a

Assim, serd necessario determinar o limite de m(x).
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Figura 4.6: Representagao geométrica da recta secante

Como = # a e x — a, entdo nao podemos considerar * = a na expressao (4.3.14),

senao obterfamos uma indeterminagao %. Procedendo como anteriormente em (4.2.7) e

(4.2.8), obtemos

f(@) = fla) =m(z —a), f(z)- [fla)=q(z)(z—a)

Logo,
m(x —a) = q(z)(z — a).
Assim, temos

q(z)(x — a)

m(@) = T —a

, para T # a,

ou seja,

m(x) = q(z), para = # a. (4.3.15)

Aplicando limite na expressao (4.3.15), temos

lim ¢(z) = q(a). (4.3.16)

r—a

Fazendo uma comparacao entre o método abordado anteriormente na sub-seccao 4.2.2
e o chamado método classico, vemos que as técnicas algébricas (factorizagdo) que sao
necessarias sao exactamente as mesmas. No entanto, é importante salientar que para
além do método classico aplicar as mesmas ferramentas algébricas, introduz a nova ideia
de limite, em que ocorre 0/0. Ora serd necessario resolver esta expressao sem sentido,
assumindo que x # a e devem-se usar algumas técnicas sobre limites para concluir que

nao ha problema em resolver para x = a. Ainda, podemos acrescentar dizendo que o
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método classico é mais geral comparativamente ao método da subseccao anterior, visto
que o método cldssico pode ser aplicado também a fungoes nao polinomiais, ao passo que

o anterior é aplicado somente a funcoes polinomiais.

4.3.2 Breves observacoes sobre o estudo da funcao nao polinomial

Comegamos por destacar que as ferramentas algébricas basicas elementares que usamos
no caso de polinémios poderao ser adequadamente estendidas para funcoes mais gerais.
E claro que a ideia do ponto duplo atinge os seus limites quando saimos do dominio das
funcoes algébricas.

Embora a ideia de definir tangentes através de pontos duplos ainda esteja correcta,
tentar identifica-los procurando zeros duplos das equacoes relevantes leva-nos a deparar
com o maior obstaculo que é o facto de que, em geral, nao existe factorizacao adequada
disponivel.

Por exemplo, analisemos a seguinte expressao:
27 — 20 = g(z)(z — 0).

Tendo em conta a expressdao acima, temos para = # 0, que:

27 —1
27 — 20 = g(z)(x — 0) <= 2" —1=g(z)z < q(z) = .
x
Noste caso (ver [13]), temos ¢(0) = In(2), ou seja,
27 —1
li =1i = .
2T T e =40
Assim podemos escrever (ver [13])
. . 2P —1
lim ¢(z) = lim =1In(2). (4.3.17)

z—0 x—0 T

Devemos salientar que, para que determindssemos o valor do limite (4.3.17) é necessario
aplicar a teoria de limites (limite da fungdo exponencial), [13]. Essa teoria é vasta, e nao
faz parte do nosso objecto de estudo. Enfatizamos novamente a ideia de que a justificagao
de limites do tipo (4.3.17) para fungoes nao polinomiais, ou seja, o chamado método
cléssico, exige ferramentas e técnicas mais abrangentes do que a técnica da factorizagao

para fungoes polinomiais, esta baseada apenas na divisao euclidiana de polinémios.
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Capitulo 5
Operadores as diferencas divididas

Neste capitulo estudamos operadores as diferencas. Estamos interessados nos operado-
res as diferencas divididas que imitem a propriedade da derivada de polinémios, nomea-
damente, “ A derivada de um polinémio de grau n é igual a um polinémio de grau n —1”.
Recordamos que a forma genérica dos operadores as diferencas divididas, que daqui em

diante denotamos por D, é

fya(z)) — flya(x))
y2(z) — y1(z)

Df(x) =

)

onde y1,y2 sao fungdes/expressoes que dependem de z.
Estamos interessados em dar resposta a seguinte questao:

(Q): Qual é o operador as diferencas divididas mais geral, D, com a propriedade
D (polinémio de grau n) = polinémio de grau n —1 7

O primeiro resultado principal deste capitulo é a forma genérica do operador D que

mantém a propriedade acima indicada: mostramos, na seccao 5.1, que D é dado por

7 (p@) + Vr@)) = 1 (p(@) - V(@)

2\/r(z)

Df(z) =

)

onde p é um polinémio de grau um e r um polinémio de grau menor ou igual a dois (cf.
Teorema 5.1.1). Os coeficientes de p, r sdo os coeficientes de uma cénica, relacionada com
o operador.

Estudaremos a classificagao dos operadores (existem quatro casos, em que o operador
se pode escrever de determinada forma canénica), e faremos a respectiva interpretagao
geométrica, ou seja, apresentamos a respectiva ligagdo a uma dada cénica (cf. Secgao 5.2).

Por 1ltimo, na seccao 5.3, apresentamos algumas propriedades basicas dos operadores

as diferencas divididas, nomeadamente, a regra do produto e do quociente.
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Devemos referir que a resposta a questao (Q), bem como a interpretagao geométrica,
foram apresentadas no trabalho pioneiro de Magnus [6]. Neste capitulo apresentamos esses

resultados de forma mais compreensiva, isto é, com maior detalhe.

5.1 O operador geral as diferencas divididas

Seja f uma fungao real de variavel real ou complexa. O operador as diferengas divididas,

D, é definido por

fya(x)) — f(yi(x))
y2(z) —y(z)
para algumas fungoes y1,ys. Consideremos o operador D com a seguinte propriedade

Df(z) = (5.1.1)

fundamental:

D dd-nos um polinémio de grau n — 1 quando aplicado a um polinémio de grau n.
(5.1.2)
Nesta etapa, yo e y; sao fungoes desconhecidas. Tendo em conta o operador definido
em (5.1.1), como obter y; e ya?
Para obter y; e ya, vamos aplicar o operador (5.1.1) aos polinémios do segundo e
terceiro grau, respectivamente.

Aplicando D a f(z) = 22, obtemos

1
Df(x) = @) @
ou seja,
_ (2(@) —y1(2))(ya(z) + y1 ()
A T o T R
Logo,

Df(z) = y2(x) + y1(7),

que, de acordo com a propriedade (5.1.2), é um polinémio de grau 1.

Aplicando D a f(z) = 23, obtemos

1
Df(z) = @) —n@)
ou seja,
~ (2(@) = 31(2)) ((11(2)? + y1(2)y2(2) + (32(2))?)
= ()~ 1 (2) '
Logo,

Df(z) = (y1(2))* + y1()ya (@) + (ya(2)).
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De acordo com a propriedade (5.1.2), (y1(2))? + y1(2)y2(x) + (y2(z))? é um polinémio de
grau 2. Notemos que dizer que o polinémio (y1(z))? + y1(x)y2(z) + (y2(z))? é de grau 2,

é equivalente a dizer que gr (yi(x)y2(x)) < 2. Ora vejamos:

(y1(2)) 231 (2)y2(2)+(2(2))? = [(y1(2)*+y1(2)y2(2) +y1 ()2 () +(y2(2)) ] —y1 (2)y2 (@),
isto é,

(y1(2))* + 1 (2)y2(2) + (12(2))* = (W1 (2) + v2(2))* — y1(2)ya(2),
ou seja,

yi(@)ya(x) = (y1(x) +2(2))* = [(11(2)* + y1(2)y2(2) + (12(2))?],

Uma vez que (y1(z))? +y1(2)y2(z) + (y2(x))? é um polinémio de grau 2 e (y1(z) + y2(z))?
é um polinémio de grau 2, e como a diferenca entre dois polinémios de grau 2 é igual a um
polinémio de grau menor ou igual a 2, entao conclui-se que yi1(z)y2(z) é um polinémio de
grau menor ou igual a 2.

Assim, obtivémos as duas condicbes sobre y; e ys:

y1(x) + y2(z) = polinémio de grau 1 , (5.1.3)
y1(x)y2(x) = polinémio de grau < 2. (5.1.4)

As condigoes (5.1.3) e (5.1.4) definem y; e y2 como as duas raizes de uma equacao
quadratica em y. De facto, lembremo-nos de que, se y1 e y2 s@o as raizes de uma equacgao

quadratica em y, por exemplo,
A2 +By+C=0, (5.1.5)
entao temos as féormulas conhecidas (cf. (3.1.4)),
y1+y2 = —B/A, yi1y2 = C/A. (5.1.6)

Agora, de (5.1.6) e tendo em atengao que y; +y2 = polinémio de grau 1 e y;y2 = polinémio

de grau menor ou igual que 2, podemos escrever
—B/A =T, C/A = T2,

onde

7T1($) =m112 + 710, 7T2(33) = 7T272x2 + M 1T + T2 .

Substituindo 71 e m2 em (5.1.5), obtemos

Ay? — A(Ty 12+ T10)y + A 02?4+ Mo 12 + o) = 0,
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ou seja,

Ay* — Amyazy — Ay gy + Amgea® + Amgqx + Amag = 0.
Fazendo
A=a, Am1=2b, —Amo=2d, Ames=c, Ama1 =2, Amgy=f,
temos uma cénica, que passaremos a escrever na forma candnica
ay? + 2bxy + cx® +2dy +2ex +f =0, a#0. (5.1.7)
O primeiro resultado principal desta sec¢ao é dado pelo teorema seguinte (ver [6]).

Teorema 5.1.1 O operador as diferencas divididas, D, com a propriedade de obter um
polinomio de grau n — 1 quando aplicado a um polinomio de grau n, € dado por

f(y2(x)) = f(ya(z))
ya2(z) — y1(z)

Df(x) =

onde y1 e ya sdo as raizes da comica (5.1.7), ay®+2bxy+cx? +2dy+2ex+ f = 0. Portanto,

yi(@) =px) = Vr(z), ) =p)+ vr(x), (5.1.8)
o 2 ac — ae 2 _ a
p(x) = —gw - g, @) = g )2 4 2(bda2 )y i @ = ! (5.1.9)

Demonstragao: Pela equacao (5.1.7), escrita na forma
ay? + (2bx 4 2d)y + (cz® + 2ex + f) = 0,

podemos aplicar a férmula resolvente na variavel y, obtendo

—2bz — 2d — 24/(b? — ac)z? + 2(bd — ae)x + d% — af

yi(z) = 5
ou
—2bx — 2d + 2,/ (b2 — ac)z? + 2(bd — ae)x + d% — af
a
ou seja,
br+d /(b2 —ac)x? + 2(bd — ae)x + d? — af
yi(z) = — -
a a
ou
bx +d b2 —ac)x? + 2(bd — ae)x + d? — a
iy = bt | a2 P

a a

Assim, obtemos
yi(x) =p(x) —Vr(z), 1(z)=p)+/r(),
onde, p e r sao dados por (5.1.9). O
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Observagao 5.1.1 A forma genérica do operador D é, entao,

F(p@) + V@) ~ £ (p@) - r(@)

D) = 2\/r(z)

Observagao 5.1.2 De (5.1.8), y1(x) = p(x) — /r(x), y2(x) =p(x) + /r(x), obtemos

(5.1.10)

y1(x) + ya(x) = 2p(x) (5.1.11)

(y2(z) — y1(x))?
4

=r(x). (5.1.12)

Estas igualdades serao muito iteis para cdlculos mais adiante.

5.2 Classificacao dos operadores

Consideremos a cénica (5.1.7), ay? + 2bzy + cx? + 2dy + 2ex + f = 0. Definam-se

(b — ac)(d? — af) — (bd — ae)Q.

A=b—ac, T=

(5.2.13)

Se A # 0, entao o polinémio r dado em (5.1.9) pode escrever-se na forma seguinte:

r(z) = 2 <:c+ bd_a€>2+7. (5.2.14)

a2 ) a\
De facto, aplicando a técnica de completar os quadrados em r dado por (5.1.9),

(b —ac) 5  2(bd — ae) +d2—a,f

r(z) = x x
(z) 2 t 0 R

obtemos

bW —ac 2 9 bd — ae n bd — ae 2+d2—af_ bd — ae\?
r(@) = a? . 2 —ac)” b2 — ac b2 — ac b2 — ac ’

ou seja,

b2 — ac bd —ae\? b2 —ac d> —af bd — ae\ >
r(z) = =3 x+ +— - :

b2 — ac b2 — ac

Consequentemente, obtemos

2
r(z) = b2 — ac <x+ bd — ae) N [(dQ _ af)(bQ —ae) — (bd — ae)2] Ja

a? b2 —ac a(b? — ac) ’

ou seja, obtemos 7 dado por (5.2.14).
A classificacao de operadores é feita tendo em conta os pardametros A e 7 definidos em
(5.2.13) (ver [6, 15]).
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5.2.1 CasoI: A\=7=0em (5.2.13)

Como A = 7 = 0, entao, de (5.1.9), obtemos
p(z)=——2——, r(@)=—7F". (5.2.15)

Recordando que yi(z) = p(x) — \/7(x), y2(z) = p(z) + /r(x), entdo

d2—
niz) = —bo— ¢ - Lo

a2 —
le) = ko — 4 YO,

isto é, temos

onde

m=——, b=—-— Yo 0 py= "y
a a a a a

Proposicao 5.2.1 No caso I, o operador as diferencas divididas pode escrever-se na

forma candnica D = A,,, onde

Aufla) = L& wu)) —I@ s (5.2.16)

Demonstragao: Podemos considerar

Igualando os coeficientes das varidveis com o mesmo grau, obtemos

b
2o 5.2.19
=L ( )
d d2 —
O aall) S, (5.2.20)
a a
2 _
A sl S (5.2.21)
a a
De (5.2.19) obtemos
b=—a. (5.2.22)
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temos, dado que A = 0,

logo,
c=a. (5.2.23)

d= —5 (5.2.24)
be (b2 — ac)(d® — af) — (bd — ae)?
T = =0, A=0,
a
temos bd —ae = 0. Assim, usando b e d obtidos anteriormente, obtemos (—a) (—%) = ae,
logo,
e= % . (5.2.25)

De (5.2.21), obtemos

Vd2 —af = —d=d*—af = d*,

portanto,
f=0. (5.2.26)
Ficam assim determinadas as constantes a, b, ¢, d, e, f de modo a que o operador D se

escreva na forma (5.2.16). O

Corolério 5.2.0.1 O operador A, pode ser escrito na forma (5.1.10),

7 (p@) + Vr@)) = 1 (p@) - Vr(@))

2\/r(x)

Df(z) =

)

onde

w2

p(x):er;, r(x):Z.

O operador A, estd associado a conica dada por
C: ay?® — 2axy + az? — awy + awz = 0,

ou seja, duas rectas paralelas

y=x, yYy=r+w.
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Demonstragao: Para obtermos p e r basta usar em (5.2.15) os valores de a,b,¢,d, e, f,
obtidos anteriormente.

Além disso, obtemos a cénica dada por
ay2 — 2azxy + P awy + awzx = 0.

Sendo a # 0, temos (y — x)?

—w(y —z) =0, ou seja,
(y—2)(y—z—-w) =0,

Assim, temos rectas paralelas

y=x, yYy=r+uw.

O

Observacgao 5.2.1 O operador (5.2.16) € usualmente chamado operador de Hahn (ver

[8])-

5.2.2 CasolIl: A\#0e7=0em (5.2.13)

Como A # 0 e 7 =0, entao temos, de (5.2.14),

— ae 2
pe)= 2oL =2 (:17 Ll - > . (5.2.27)

S
S
S

Recordando que yi(z) = p(x) — \/7(x), y2(z) = p(z) + \/r(x), entdo temos
o %(x + bd;ae)

z— &4 V(g 4 bsec)

isto é, temos

_d VA <bd—ae> '

a a A

b VA b VA d \&(bd;ae>’ b,

Proposicao 5.2.2 No caso II, o operador as diferencas divididas pode escrever-se na

forma candnica D = Dy p,, onde

flgz +h) — f(x)

Dq,hf(x) = (q — 1)$ T h )

q# 1L (5.2.28)
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Demonstracao: Podemos considerar

b A d A [ bd —
<—+f>$—+< ae) :qx—{—h, (5.2.29)
a a a a A

(_b_ﬁ>x_d_ﬁ (bd_“) —z. (5.2.30)

—— —— =1 5.2.31
by (5.231)
d V)X [bd—ae
_z_ Y~ = .2.32
Y ( . ) 0. (5.2.32)
b A
R — _|_ _— q’ (5.2-33)
a a
d VX [(bd—ae
- 4+ — =h 5.2.34
a * a < A > ( )
Somando (5.2.31) com (5.2.33), obtemos —22 =q+ 1, logo,
1
b=— (g —; )a.

Somando (5.2.32) com (5.2.34), obtemos —2% = h, logo,

_ha

d= 5

Subtraindo (5.2.31) e (5.2.33), obtemos 2% = q — 1, logo,

(¢ —1)%?

A=
4

Usando A = b? — ac e b obtido anteriormente, obtemos
¢ = qa.

Usando em (5.2.32), A\, b e d obtidos anteriormente, obtemos

,_ha
=5

Usando 7 = (bL“C)(dz*Zf)*(bd*ae)Q = 0, obtemos
f=0.

Ficam assim determinadas as constantes a, b, ¢, d, e, f de modo a que o operador D se

escreva na forma (5.2.28). O
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Corolério 5.2.0.2 O operador Dy, pode ser escrito na forma (5.1.10),

Df () = f (p(x) + \/@) —f (p(x) — r(@)

onde

O operador Dy j, estd associado a cénica dada por
C:ay® — (¢ + 1)azy + qaz® — hay + hax = 0,
ou seja, duas rectas concorrentes
y=xz, y=qr+h.

Demonstragao: Para obtermos p e r basta usar em (5.2.27) os valores de a,b,¢,d, e, f,
obtidos anteriormente.

Além disso, obtemos a cénica dada por
ay? — (q + 1)azy + qaz® — hay + haz = 0.
Sendo a # 0, temos
v — (¢4 Dy + qz® — hy + ha = 0,

ou seja,
(y—qrz—h)(y—=z)=0.

Assim, temos rectas concorrentes

y=z, y=qr+h, q#l.

O

Observagao 5.2.2 O operador (5.2.28) € usualmente chamado operador de q—diferenca
(em inglés, q-difference operator) (ver [4]).

5.2.3 CasoIIl: A\=0e 7#0 em (5.2.13)

Como A =0 e 7 # 0, entao temos, de (5.1.9), ambos os polinémios de grau um,

_ 2
pa) = -2 — 2, (o) =250y, (L)

Recordando que yi(z) = p(x) — \/7(x), y2(z) = p(z) + \/r(x), entdo temos

: (5.2.35)

y1(a?) _ _gx _ g _ \/Q(bd—ae)ax—l-(dQ—af)
— 2_
yo() = _gx B % n \/2(bd aea:v—l-(d af).
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Proposicao 5.2.3 No caso III, o operador as diferencas divididas pode escrever-se na

forma candnica

F(E+9)*) - r((ve-
2i\/x

[\]EN

2
Df(z) = ) ) : (5.2.36)

Demonstragao: Podemos considerar

b d \/2bd—ae)x—|—( —af) <ﬁ+;)2,

a a a
b d /2(bd— - N\’
_73:_7_\/ bd — ae)x + (d? af):<\/;;_z> 7
a a a 2
ou seja,
b d 2(bd — — 1
_b ,,+\/( ae)e + (d* af)_erzf—f, (5.2.37)
a a a 4
2(bd — — 1
b _@_\/( ac)z + (& af)—x—i T ——. (5.2.38)
a a a 4
Somando (5.2.37) com (5.2.38), obtemos
—29.7,‘ - 2§ =2z — g
a a 4
Igualando os coeficentes obtemos
b, a2
a a 4
logo, obtemos
b=—a, d= Z. (5.2.39)

Subtraindo (5.2.37) e (5.2.38), obtemos

2\/ (bd — ae)x + (d? —af)_%f

a

logo,

V2(bd — ae)z + (d2 — af) = iay/z,

donde, elevando ao quadrado,
2(bd — ae)x + (d? — af) =
Igualando coeficientes, temos
2(bd — ae) = —a?, d* —af =0.

Usando d = § em d?> — af = 0 obtemos



Usando os valores de b e d dados em (5.2.39) em 2(bd — ae) = —a? obtemos

a
e=—.
4

Para determinar ¢ usamos o facto de A = b> —ac =0, e b = —a, obtendo
c=a.

Ficam assim determinadas as constantes a,b,c,d,e, f de modo a que o operador D se

escreva na forma (5.2.36). O

Corolério 5.2.0.3 O operador D dado por (5.2.36) pode ser escrito na forma (5.1.10),

7 (p@) + /r(@)) = £ (p(2) = V(@)

Df(x) = ,
/@) 2¢/r(x)
onde
1
p(x) = — 7 r(z) = —x.
FEste operador D estd associado a conica dada por
Ciy?—2ay+a’+ 5+ 5+ Ly
y? — 2zy + 2 B 16 )

ou seja, uma pardbola.

Demonstragao: Para obtermos p e r basta usar em (5.2.35) os valores de a,b,¢,d, e, f,
obtidos anteriormente.

Além disso, obtemos a conica dada por

—2 — =0.
ay a:vy+ax —|—2y—|— :U—|-16
Sendo a # 0, obtemos
1
-2 — =0.
y? zy + ? +2+ +16

O

Observagao 5.2.3 O operador (5.2.36) é usualmente chamado operador de Wilson [2].

A parametrizagao para o caso III

Para este caso III existe uma parametrizagao dada por (ver [6])
r=uz(s) = 282 + ¢15 + co, (5.2.40)

onde ¢, c1, ¢y sao constantes.
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Verifica-se que Df(x) se pode escrever na forma

fya(x(s))) = fyr((s)))

P =) ) (o241
onde . .
ya(x(s)) =z (s + 2) , y(z(s) == <s — 2) ) (5.2.42)
Recordemos que, de (5.1.8), temos
y2(z(s)) = p(x(s)) + Vr(x(s)), yi(z(s)) = p(z(s)) — Vr(x(s)),
logo, ,
p(z(s)) + Vr(z(s)) ==z (s + 2) , (5.2.43)
p((s)) — /r(@(s) = = (s - ;) . (5.2.44)
Escreva-se

P(5U) = P12 + Po, 7“(95) = 7’2582 +rx+ 7.

De seguida obtemos os coeficientes dos polinémios p, r dados em fungao da parametrizacao
(5.2.40).

Proposicao 5.2.4 Verificam-se as sequintes igualdades:

C2

p=1 po=7 (5.2.45)
62
r2=0, T =c2, TO= Zl — C20p. (5.2.46)

Demonstragao: Para obtermos os coeficientes de p somamos (5.2.43) com (5.2.44), ob-

2p(2(s)) = (s - ;) p <5+ ;) .

Tendo em atengao z(s) dado por (5.2.40), entao obtemos

1 2 1 1 2 1
2pa(s) +po) =ca(s—5 ) tals—5)+tatalsty) talstg)+e

Assim,

tendo

C C C C
2p1(0232+cls+00)+2p0 = 0232—czs+22+cls—51+co+0232+023+22+cls+51+co,

ou seja,

c
2p10252 + 2p1c1s + 2pico + 2pg = 26252 + 2c15 + 52 + 2¢y.
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Igualando os coeficientes das varidveis com o mesmo grau em s, obtemos

C
2p1eg = 2¢2, 2pico + 2po = 52 + 2cp.

Consequentemente, p1, pp sao dados por (5.2.45).
Para obtermos os coeficientes de r calculamos a diferenga entre (5.2.43) com (5.2.44)

e elevamos ao quadrado, obtendo

_fe(stg) (=3
ro(s)) = 2T 2)

Tendo em atencao z(s) dada por (5.2.40), entdo obtemos

(2cos + c1)2

7"2(0252 +c15+ 00)2 + r1(0232 +c1s+co)+ro= 1

Assim, obtemos

47“26%84 + 8rycacy s + (40%7”2 + 8rycacy + 47‘162)82 + (8rgcico + 4r101)s

+ 47“20% +4rico +4rg = 46%82 + 4cocq1s + c%.
Igualando os coeficientes das varidveis com o mesmo grau em s, obtemos

47"20% =0, 8rococy =0, 40%7’2 + 8rocacy + 4rico = 403,

8rocicy + 4ric1 = 4eacy, 47"26% +4rico +4rg = c%.
Logo, obtemos 19,71, 79 dados por (5.2.46). O

5.2.4 CasoIV: A#0e7#0em (5.2.13)

Como A # 0 e 7 # 0, entao temos, de (5.2.14),

2
p(x) = —QZL‘ - ﬁ, r(x) = % <ac + bd = ae> + L (5.2.47)

a a a A a

Recordando que y1(z) = p(z) — \/7(z), y2(x) = p(x) + \/r(x), temos
b

— 2
nlx) = b=/ (a5 4

_d
a
_ 2
n(a) = —bo = 44 /3 (o + )1

Neste caso veremos que o operador candnico é o operador de Askey-Wilson [2], dado

e B )

: (q% — q_%) (z—271)

por

Df(z) =
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A relacao entre a variavel x e z é a seguinte: considera-se o mapa de projecao do
circulo unitério {z = ¢, § € [—m, 7[} para o intervalo real [-1, 1], dado por

T = %(z + 271, (5.2.48)

O parametro ¢ é definido por ¢ = €2, onde 1 é um dado nimero real.
Antes de prosseguirmos necessitaremos de recordar alguns cédlculos e férmulas que serao
lteis para o que se segue.

Recordamos a férmula de Euler (ver [1]),

¥ = cos(#) + isen(6).

Além disso,

logo,
z—z 1 =2isen(d), z+2z2"'=2cos(h). (5.2.49)

Elevando ao quadrado, temos (z — 27 1)? = —4sen?(f). Da férmula fundamental da trigo-
nometria, sen?(#) = 1 — cos?(f), logo, (z — 27 1)? = —4sen?() = —4(1 — cos?(9)). Agora,
desta tltima igualdade e de (5.2.48), resulta que

(z— 2712 = —4(1 — 2?). (5.2.50)

Proposicao 5.2.5 No caso IV, o operador as diferencas divididas pode escrever-se na

forma candnica como o operador de Askey-Wilson,

GG Sl
JOR

Demonstragao: Podemos considerar

Df(z) =

b d A bd—ae\®> T 1,1 1
—ax—a—l—\/GQ <$+ N\ ) +a*§(q22+q 2z >7 (5252)
b d [\ bd—ae\® T 1/ 1 1
_ax_a_\/az<x+ : > +a_§(q 2z 4q22 ) (5.2.53)
Somando (5.2.52) com (5.2.53), obtemos
b d 1/ 1 _1 —1
—2535—25—2@2(»2‘*‘2 )+a i (z+z ))

Recordando (5.2.48), ou seja, z + 2~ = 2x, obtemos
b d

1/ _1
—2—x—2—=— (q22x+q 2293).
a a 2
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Logo, obtemos
1 _1
b d (Cﬁ T4 2)
2

_——r - — =
a a

Igualando os coeficentes obtemos

_2_ _2 -0
a 2 " a ’
logo,
1 1
(a7 +477)
b= — a
2
e
d=0.

Subtraindo (5.2.52) e (5.2.53), obtemos

A bd —ae\* T 1/1 1 _1 1
2\/a2<az+ \ >+a)\—2(q2(z—z )—q 2(z2— =z )),

A bd—ae\®> T 1,1 1 .
2\/a2(x+ \ >+a)\—2(q2—q 2>(z—z ).

Elevando ao quadrado, obtemos

A bd —ae\> T 1 /1 _1\2 1o
4(@2<x+ \ ) +a)\>—4<q2—q 2) (z—277)".

De (5.2.50), obtemos

A bd —ae\® T 1 1N2
4<a2<x+ \ > +a)\)—<q2—q 2) (z°—1).

logo,

Logo,

A bd — ae\ 2 T (q% - q_%>2
(x + ) + —(a:2 —1).

a2 A
Igualando coeficientes em (5.2.57), temos

(e

a? 4 ’
(bd — ae)
oA a8)
a2\ 0,
1 _1\2
Ad—aep  r_ (¢F-d?)
a? A2 a\ 4 ’
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Agora, de (5.2.59) obtemos
bd — ae = 0,

que, combinado com (5.2.56) nos d& ae = 0, logo,
e=0.

De (5.2.58) e (5.2.55) relembrando que A = b — ac, obtemos

( l+ _l>2 ( ? _l>2
2 2 2 — 2
q q 9 q q 9

1 @’ —ac=—"——@r—"a’,
logo, obtemos
1 12 1 12
D CEDAP
ac = 1 — 1 a

3 s 2
Ap6s alguns céalculos, obtemos ac = a*, logo,
c=a.

Analisemos agora (5.2.60). De bd — ae = 0, resulta 5 = —+, logo relembrando

que T = M (pois bd — ae = 0), obtemos

1 1\ 2
2 qz —q 2
(d aaf)__( : )

Uma vez que d = 0, entao resulta que

-

=
|
QI
NI
N——
[\

Ficam assim determinadas as constantes a, b, c,d, e, f de modo a que o operador D) se

escreva na forma (5.2.51). O

Coroldrio 5.2.0.4 O operador D dado por (5.2.51) pode ser escrito na forma (5.1.10),

F(p@) + V@) ~ £ (p@) - i)

Df(z) =

onde

(o)
p(z) = — % r(z) = @

1 1 2
((_]2 —q 2>
0

1 1
C:y’ - (q5+q_5)fvy+x2+f= :

Este operador D estd associado a conica dada por

ou seja, uma hipérbole (se q real) ou elipse (se q for complexo).
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Demonstragao: Para obtermos p e r basta usar em (5.2.47) os valores de a,b,¢,d, e, f,
obtidos anteriormente.

Além disso, obtemos a cénica dada por

2 L -1 2
ay —<q2 +q 2>axy+ax +

4
Sendo a # 0, obtemos
1 _1)\2
2 L -1 2 (q2 —4 2)
y—(q2+q 2)wy+w+ 1 =0
Trata-se de uma hipérbole (se ¢ real) ou elipse (se ¢ for complexo) (ver [15]). O

A parametrizagao para o caso IV

Para este caso IV existe uma parametrizacao dada por (ver [6])
r=x(s) = k1¢° + kaq ° + ks, (5.2.61)

onde ki, ko, k3 sdo constantes. O parametro g é definido (em termos da cénica) por
2b

Vay/c

Analogamente ao caso III, verifica-se que D f(z) se pode escrever na forma

f(ya(z(s))) = fyr(x(s)))
y2(z(s)) — y1(x(s))

[NIE
[SIE

q% +4q

Df(z(s)) =
onde . .
niee) <o (s+3). mieen=s(s—3).
Recordemos que, de (5.1.8), temos
ya(z(s)) = p((s)) + Vr(x(s), yi(z(s)) = p(a(s)) — Vr(x(s)),

logo, tal como no caso III, também agora se verifica

p(x(s)) + Vr(z(s)) == <s + ;) , (5.2.62)
p(a(s)) — /@) = = <s _ ;) . (5.2.63)

Escreva-se

p(x) =prx+po, r(z)= rox? + rix + rQ.

De seguida obtemos os coeficientes dos polinémios p, r dados em funcao da parametrizacao
(5.2.61).
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Proposicao 5.2.6 Verificam-se as sequintes igualdades:

pL=——g" (5.2.64)
(o)
po=ks|1— 5 ; (5.2.65)
1 _1\2
o)
=S (5.2.66)
1 1 2
(o)
ry = —2k; . : (5.2.67)
1 1\ 2
2 (qi B q_§>
ro =10 = (k3 — 4k1kz)f. (5.2.68)

Demonstragao: Para obtermos os coeficientes de p somamos (5.2.62) com (5.2.63), ob-

2MM$)=$<S—;>+x(S+;>.

Tendo em atencao z(s) dado por (5.2.61), entdo obtemos

tendo

1 1 1 1
2p1(k1q° + kaq™® + k3) + 2po = k14" 2 + koq T2 + ks + k1q®T2 + kog "2 + ks,
logo,

+ q%)k‘zq_s + 2ks.

NI

_ 1 1 _
2p1k1q° + 2prkaq™* + 2prks + 2po = (¢ 2 +q2)k1¢° + (¢

Igualando coeficients em ¢°, ¢~ * e ¢°, obtemos
_1 1 _1 1
2prky = (q 2 +q2) ki, 2pikg = (q 2 +q2) ko,, 2piks + 2po = 2ks.

Consequentemente, p1,pg sao dados por (5.2.64) e (5.2.65).
Para obtermos os coeficientes de r calculamos a diferenga entre (5.2.62) com (5.2.63)
e elevamos ao quadrado, obtendo

ety a5
(a(s) = - .

Tendo em atencao z(s) dada por (5.2.61), entdo obtemos

1 1 1 1 2
(k‘lq”? +hoq T2 —k1g" 2 — kzq*”?)
4 b}

rox?(s) + riz(s) + o =
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isto é,
ro(k2¢% + 2k1ko + k3q™ % + 2k k3q® + 2koksq ™% + k3) 4+ r1(kiq® + koq™® + k3) + 7o

- (¢ —a) e _4(‘1% -2 k2q_s>2_ (5.2.69)

O segundo membro de (5.2.69) pode escrever-se na forma

[(q% - q*%) (krq® — kzq‘s)}2
1 ,

1 1
<q 2 q 2

)2
I (k1q® + k3q~ % — 2k1ks) .

Assim, de (5.2.69) obtemos
ro(kiq* + 2k1ks + k3q % + 2k1k3q® + 2koksq™® + k3) + r1(k1q® + kaq ™ + k3) + 1o

(¢ -0t)
= 7 (Kiq® + k3q > — 2k1ky) .

Igualando os coeficientes de ¢%*, ¢=2%, ¢°, ¢~° e de ¢°, na equacio anterior obtemos,
respectivamente,
1 1 2
()
rok? = fk%, (5.2.70)
1 1\ 2
(=)
roks = Tkg, (5.2.71)
2rokiks + rik1 = 0, (5.2.72)
2rokoks + riko = 0, (5.2.73)
1 _1)\2
G
T2(2/€1k2 + k‘g,) + riks +rg = —2k1kg——— . (5.2.74)

4
As equagoes (5.2.70) e (5.2.71) dao-nos (5.2.66),

1 1 2
(=)

T = 4

As equagoes (5.2.72) e (5.2.73) dao-nos r; = —2r9ks, logo, obtemos (5.2.67),

1 _1\2
(o)
r = —2]{}3#.
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De (5.2.74) obtemos

1 _1\?
(a8 —a?)
ro = —r2(2kiks + k3) — riks — 2hirky ~———,
logo, usando o valor de ro e de r1, obtemos
1 1\?
()
ro = (k3 — 4k1k2)f,
ou seja, obtemos (5.2.68). O

Observacgao 5.2.4 Muitas vezes, na literatura, ¢ dada a parametrizacao juntamente com
a conica, em vez do operador. Por exemplo, no caso IV é dada a cénica (5.1.7), ay® +
2bxy + cx? + 2dy + 2ex + f = 0, juntamente com a parametrizacdo (associada ao operador

de Askey-Wilson) [7]

a(s) =zc+&Va (¢° +q7%), (5.2.75)
onde
S ae — bd
b —ac’

e q definido por
2b

Vaye

Assim, temos a parametrizagcdo do tipo (5.2.61), com

q1/2 + q—1/2 — _

ki =ke =¢&Va, k3=

Assim, os polinomios p,r associados ao operador sdo dados por

et) ()

p(x) 5 e | (5.2.76)
1 1)2 1 1)\2 1 1\2
R P S
re) = S = 2w+ (1 — A8 a) S (5.2.77)
No caso simétrico dado em [15], temos a parametriza¢ao
1
2(s) =5 (@ +a7), (5.2.78)

ou seja, x. = 0, &/a = % em (5.2.75). Logo, os polindmios p,r associados ao operador

sao dados por (ver também [3])

p(z) = Wx, (5.2.79)
1 _1\2
r(r) = <qg_4(12)(m2—1). (5.2.80)



5.3 Propriedades basicas dos operadores

Consideremos o operador as diferengas divididas, D, na sua forma genérica dada em (5.1.1),

flya(x)) = f(y1(z))
y2(2) — ()

Df(x) =
Para o que se segue necessitamos de definir alguns operadores auxiliares: os operadores

Eif(z) = f(yi(x)), Eof(x) = fy2(z)), (5.3.81)

e o operador companheiro,

_Eif(x) + B f(x)
! .

Mf(z) (5.3.82)

5.3.1 A regra do produto

Proposigao 5.3.1 [6]

A diferenca dividida do produto pode ser calculada usando as sequintes férmulas:

D(gf) = f(y1)Dg+ g(y2)Df, (5.3.83)
D(gf) = f(y2)Dg+ g(y1)Df, (5.3.84)
D(gf) = DgMf + MgDJ. (5.3.85)

Demonstracgao: Para obtermos (5.3.83) usamos a defini¢ao,

(9f)(y2) — (9f)(y1)

D(gf) = p— ;
isto é,
D(gf) g(yz)f(y?jz - nyl)f(m). (5.3.86)

Adicionando e subtraindo g(y2)f(y1), obtemos

D(gf) = LWl fW2) = 9w F(yr) + 9(y2)F(w1) = 9(v2)f (1)
! Y2 =y ’
L = S )~ )] | ) o) — )]

Y2 — U Y2 — 1
Logo, obtemos (5.3.83).

Para obtermos (5.3.84), adicionamos e subtraimos f(y2)g(y1) a (5.3.86), logo,

Dgf) — [902) =01 () | [Fm) = fln)lgton)
Y2—4 Y2 — 1 '

Portanto, obtemos (5.3.84).
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Assim, somando (5.3.83) e (5.3.84), obtemos

D(gf) +D(gf) = f(y1)Dg + g(y2)Df + f(y2)Dg + g(y1)D,

ou seja,

2D(gf) = [f(y1) + f(y2)|Dg + [9(y1) + g(y2)|Df.

fly) + f(y2) g(y1) + 9(y2)

Tendo em atencao que = Mf e = Mg, entao obtemos

2 2
(5.3.85). O
Proposicao 5.3.2 [6]
Verifica-se a propriedade
A2

M(gf) = MgMf + —=Dg D/, (5.3.87)
onde Ay = ya(x) — y1(x).
Demonstracgao: Por defini¢ao, temos

9f)(y1) + (9f)(y

ou seja,

_ 29(y1)f (1) +29(y2) f (32)

M(gf) 1 :

Adicionando e subtraindo g(y1)f(y2) + g(y2)f(y1), obtemos, apds factorizarmos,

[9(y1) + g(y2)I[f (y1) + f(y2)] . [9(y2) — g(y)[f (y2) — f(y1)]
4 4 ’

M(gf) =

ou seja,

_ _ _ 2
M(gf) = (9(y1) ;rg(yz)) (f(yl);rf(yQ)) L lo(w2) g(yl)]if(yz) fy)] Ezz _532_

Assim, temos

~(9) +9(w2)) (Flyn) + f(w2) | (w2 —y1)? [9(y2) — 9(w)] [f (y2) — f(11)]
Misf) = 2 2 * 4 (y2 — 1) (Y2 —y1)

Tendo em atencao que Ay = y» — y1, € a definicdo de M e DD, entao obtemos a propri-

edade (5.3.87), isto é,
2

A
M(gf) = MgMf + TyDng-
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5.3.2 A regra do quociente

Proposigao 5.3.3 [6]

A diferenca dividida do quociente pode ser calculada usando as sequintes formulas:

f(y1)Dg — g(y1)Df

D(g/f) = Fua)F o) (5.3.88)
_ f(y2)Dg — g(y2)Df
D(g/f) = Fua)F o) (5.3.89)
_ DgMf —DfMg
D(g/f) = EE,f (5.3.90)
Demonstragao: Para deduzir (5.3.88) comegamos por aplicar a definigao,
$) (w2) = (%) ()
pias = - (1))
Y2 — Y1
isto é,
3 -
D(g/f) = W,
ou seja,
D(g/f) = 9(2) (1) — f(y2)g(yr) 1 (5.3.91)

S(y2)f (y1) Y2 —y1
Adicionando e subtraindo f(y1)g(y1), temos

_ 9(w2)f () = Fy2)g(yn) + f(y)g(yr) = fly)g(y) 1

Dls/ ) f(y2) f (1) Y2 — Y1’

ou seja,

_ f)lgy2) — 9@yl — 9(y1)[f (y2) — f(y1)] 1
Y2 — Y1 fy2) f(y1)

D(g/f)
Obtemos, entdo, (5.3.88), isto é,

_ f(y)Dg — g(y))Df
f)fy)

Analogamente, para deduzir (5.3.89), comegamos por aplicar a defini¢ao, ou seja, temos
(5.3.91),

D(g/f)

(y2)f (1) = f(y2)g9(yr) 1
f(y2) f(y1) Yo — Y1

Adicionando e subtraindo f(y2)g(y2) obtemos

_ 9(W2) f(y) = f(y2)9(y1) + f(y2)9(y2) — f(y2)g(ya) 1
f(y2) f(y1) Y2 — 1’

D(g/f) =2

D(g/f)

ou seja,

_ fW2)lg(y2) — 9(y)] — 9(y2)[f (y2) — f(y1)] 1
Y2 — Y1 fy2) f(y1)’

D(g/f)
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Obtemos, entao, (5.3.89), isto é,

(y2)Dg — g(y2)Df
f2) f(y1) '

Finalmente, somando (5.3.88) e (5.3.89), obtemos

D(g/f) = L

_ f(y1)Dg — g(y1)Df + f(y2)Dg — g(y2)Df
2D/ 1) = T F ) ’
ou seja, ] ) (f(m);f(yz)) Dg — (g(yl);—g(m)) Df
(/1) = o) )
Como

FO) 70 _ gy, S0 _ o) @) = (), Bt (a) = Flunie))

obtemos (5.3.90). O

Proposigao 5.3.4 [6]

Verifica-se a propriedade

EigEyf + EggEq f
M = 5.3.92
(0/ ) = = (53.92)
Demonstracao: Aplicando definicdo, temos
A\ D)+ ()
M| =)= ,
f 2
ou seja,
gly1) 4 9(v2)
M(2) = fw) ~ fl)
f 2
Logo, obtemos
9W1) f(y2)+9(y2) f(y1)
M(2) = f)f(y2)
f 2 ’
ou seja, obtemos a propriedade (5.3.92). O

88



Bibliografia

1]

2]

L. Ahlfors, Complex analysis, McGraw-Hill International Editions, New York, 1978

(terceira edicao).

R. Askey e J. Wilson, Some Basic Hypergeometric Orthogonal Polynomials that Ge-
neralize Jacobi Polynomials, Mem. Amer. Math. Soc., vol.54 (319), AMS, Providence,
1985.

G. Filipuk e M.N. Rebocho, Orthogonal polynomials on systems of non-uniform lat-
tices from compatibility conditions, J. Math. Anal. Appl. 456 (2017) 1380-1396.

W. Hahn, Uber Orthogonalpolynome, die q-Differenzengleichungen genugen, Math.
Nach. 2 (1949) 4-32.

E. Lages Lima, A Fquacgao do Terceiro Grau, Instituto de Matemética Pura e Apli-
cada, 1987, 9-23. Rio de Janeiro.

A.P. Magnus, Associated Askey-Wilson polynomials as Laguerre-Hahn orthogonal
polynomials, Springer Lect. Notes in Math. 1329, Springer, Berlin, 1988, pg. 261-
278.

A.P. Magnus, Special nonuniform lattice (snul) orthogonal polynomials on discrete

dense sets of points, J. Comput. Appl. Math. 65 (1995) 253-265.

P. Maroni e M. Mejri, The symmetric D, -semiclassical orthogonal polynomials of

class one, Numer. Algorithms 49 (2008) 251-282.
M. Paiva, Matemdtica Volume Unico, Editora Moderna (primeira edicio).

S. Pilling, Cdlculo Numérico, Faculdade de Engenharia, Arquitecturas e Urbanismo-
FEAU, Sao Paulo.

M. Range, Descartes’s double point method for tangents: an old idea suggests new

approaches to calculus, Notices Amer. Math. Soc. 61 no. 4 (2014) 387-389.

89



[12] M. Range, Using high school algebra for a natural approach to derivatives and conti-
nuity Math. Gaz. 102 no. 555, (2018) 435-446.

[13] J. Stewart, Cdlculo Volume I, Thomson Pioneiro, 2005 (quinta edigao).

[14] A. Sultan e A.L Artzt, The Mathematics that every secondary school math teacher
needs to know, New York, 2011 (primeira edi¢ao).

[15] N.S. Witte, Semi-classical orthogonal polynomial systems on nonuniform lattices, de-
formations of the Askey table, and analogues of isomonodromy, Nagoya Math. J. 219
(2015) 127-234.

90



