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Resumo

Modelos aditivos sdo dados por
w
Y=XB+Y XiZ,
=1
onde X e 3 s&o fixos e 0s Z,, ..., Z,, s&o independentes com cy, ..., c,, componentes i.i.d., com
valor médio nulo, e cumulantes x2;, x3,; € x4,; de segunda, terceira e quarta ordens, respetiva-
mente. Numa primeira fase, consideramos o caso geral sem pressupostos extras e consideramos
pares de modelos independentes e identicamente distribuidos por forma a obter Estimadores de
Minimos Quadrados para os cumulantes. Usamos também esses pares de modelos para obter
Estimadores de Minimos Quadrados Generalizados para o vetor 3 de coeficientes e para as fun-
cbes estimaveis ¢ 3. Utilizando as propriedades dos cumulantes, obteremos estimadores para
os cumulantes de
W) =u' (Y - p),

onde ¢ = X 3, e que serao depois utilizados para obter elipsoides de confianga para Y.

De seguida obtemos intervalos de predicao para o vetor de observagbes Y, correspondente
aos conjuntos de valores da variavel que, por sua vez, correspondem as colunas das matrizes
X, X,...,X,. A seguir, consideramos modelos miltiplos, nos quais temos um par de modelos
para cada tratamento de um delineamento base e consideramos as matrizes X, X1, ..., X, € 0S
cumulantes x.,;,r =1,2,3,4,i = 1, ...,w, iguais para todos os pares de tratamentos. Concluimos
o estudo do caso geral evidenciando duas situacdes:

* 0 primeiro, em que as componentes dos Z, ...,
séo;

tém parametros de localizagao e disper-

—w

+ 0 segundo, em que as componentes dos Z,, ..., Z,, tém parametros de localizacéo, disper-
séo e forma.

Palavras-chave

Cumulantes, Estimadores de Minimos Quadrados, Estimadores de Minimos Quadrados Genera-
lizados, Expansdes de Edgeworth, Elipséides de Confianga, Independéncia, Intervalos de Predig,
Modelos Multiplos.
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Abstract

Bi-additive Models are given by
Y=XB+)Y X.Z,
=1

where X and 3 are fixed and the Z,, ..., Z,, are independent with ¢y, ..., ¢, independent and identi-
cally distributed components with null mean value, and cumulants x2 ;, x3,; and x4 ; of the second,
third and fourth orders, respectively. In a first phase, we consider the general case without ex-
tra assumptions and consider pairs of independent and identically distributed models in order to
obtain Least Square Estimator, LSE, for the cumulant and Generalized Least Square Estimator,
GLSE, for the vector 3 of coefficients and estimable functions ¢' 3. Using the cumulants proper-
ties we obtain estimators for the cumulants of

where ;4 = X 3, and use them to obtain Confidence Ellipsoids for Y. We also obtain prediction
intervals for the value of Y that refer to sets of values of the variable corresponding to the columns
of matrices X, X1, ..., X,,. Next we consider Multiple Models in which we have a pair of models
for each treatment of a base design. The matrices X, X, ..., X, and, the cumulants x;;,r =
1,2,3,4,i = 1,...,w, are the same for all pairs of treatments. We than complete the study of the
general case we assume:

« first, that the components of the Z,, ..., Z,, have parameters of location, and dispersion;

+ second, that the components of the Z,, ..., Z,, have location, dispersion and shape parame-
ters.

Keywords

Cumulants, Confidence Ellipsoids, Edgeworth Expansions, Generalized Least Square Estimators,
Independence, Least Square Estimators, Prediction Intervals and Multiple models.
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Capitulo 1

Introducao

A Inferéncia Estatistica tem uma natureza dialéctica em que intervém:

e 0 modelo, contendo a informagéo sobre o problema em estudo anterior a recolha de observa-
coes;
e as observacgoes.

Os modelos podem ser:

e paramétricos, quando indicam o tipo das distribuicbes das observagoes, ver, por exemplo, Lee
e Thompson (2008) [38] e Madan (2014) [39]. Os modelos lineares tém sido alvo de grande
interesse nos Ultimos anos e sdo muito utilizados devido a sua flexibilidade, interpretabilidade e
simplicidade. Os modelos lineares, no &mbito da estatistica univariada, sado talvez os mais utiliza-
dos para modelar as relagdes entre uma variavel resposta e uma ou mais variaveis explicativas.
Estes modelos assumem, entre outros pressupostos, que o valor esperado da variavel resposta
€ uma combinacéo linear das variaveis explicativas e que a variavel resposta segue a distribui-
¢ao Normal. Sdo considerados como uma generalizacdo dos testes de hipdteses classicos mais
simples e servem de base para numerosas extensoes, algumas populares, como por exemplo os
modelos lineares mistos, ver Khuri, A. |., Mathew, T. & Sinha, B. K. (1998) [34]. O nome Modelo
Linear Misto provém do facto destes modelos serem lineares nos parametros, portanto nas va-
ridveis independentes, e poderem englobar fatores fixos (associados a uma ou mais covarigveis)
e fatores aleatorios (associados a um ou mais fatores aleatérios). Eisenhart (1947) [14] introdu-
ziu a distingdo entre fatores de efeitos fixos e fatores de efeitos aleatérios. A estimagéo desses
parametros pode ser feita por varios métodos, sendo um dos mais conhecidos o método da ma-
xima verosimilhanga, procedimento usual nos modelos lineares mistos que fornece ferramentas
necessarias para estimar os efeitos fixos e aleatérios num mesmo modelo. Caso o interesse seja
a estimagao das componentes de variancia, o artigo de C. R. Henderson, Estimation of Variance
and Covariance Components (1953) [26], apresenta as primeiras ideias de como estimar com-
ponentes da variancia de dados desequilibrados. Ja em 1950 os seus estudos em relagao aos
melhores preditores lineares centrados se tinham destacado. Os seus métodos de estimagéao
(alguns com o seu nome) e os seus trabalhos, estimularam varios autores a trabalharem na area
dos modelos mistos e nas estimativas das componentes de variancia, nomeadamente Hartley,
H. O. & Rao, C. R., fazendo estes grandes contribuicdes nesta area no final dos anos 60 e 70.
Em 1970, Rao apresenta um estimador de variancias heterocedasticas em modelos lineares,
e, em 1967 e 1971, foram apresentados os métodos de maxima verossimilhanga (também por
Hartley & Rao) e méxima verossimilhancga restrita, conhecida por REML (por Patterson, H. D. &
Thompson, R., [53]), método de estimacdo das componentes de variancia que esta, por defeito,
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presente em todos os packages de software. Na area dos intervalos de confianga destaca-se
o livro de 1985, de Khuri, A. I. & Sahai, H., [33], que fornece uma pesquisa abrangente sobre
intervalos de confianga usando estimativas das componentes de variancia. Alguns dos métodos
referidos acima sdo dos mais utilizados, mas um livro que se destaca por apresentar os mais im-
portantes processos de estimagao data de 1992, de Searle, S.R., Casella, G. & McCulloch, C.E.
(1992) [61], no qual, além dos métodos apresentados, se faz também referéncia as vantagens
e desvantagens dos estimadores obtidos pelos diversos métodos. Por vezes, no contexto dos
modelos lineares mistos, deparamo-nos com certos resultados algébricos mais complexos do
que nos modelos lineares, mas, com o avango computacional, esses calculos tornam-se menos
morosos. A titulo de exemplo, Bryk, A. S. & Raudenbush, S. W. (1992) [7] publicaram o programa
HLM, para o calculo dos modelos lineares hierarquicos, entre outros desenvolvimentos na érea
destes modelos e, em 1992, o software SAS introduziu o package de analise intitulado Proc Mi-
xed. Em (2000), Pinheiro, J. C. & Bates, D. M. [54] introduziram a funcao Ime() para o software
R, este utilizado nas simulagdes apresentadas na tese.

e modelos onde se impdem condi¢cdes muito gerais a que essas distribuicdes devem satisfazer,
por exemplo, terem momentos definidos até a quarta ordem. Por exemplo, o livro de McCulloch,
C. E. & Searle, S. R. (2001, Cap. 11) [42], apresenta modelos nao lineares incorporando distri-
buigbes ndo normais. Segundo os autores, as estimativas obtidas em modelos lineares, sob ndo
normalidade, ndo apresentam resultados tdo robustos quanto os do caso normal, mas devido a
sua generalidade e eficiéncia compensam e 0s procedimentos computacionais séo, por vezes, de
mais facil execugéo, sendo, por isso, uma grande vantagem. Corroborando os autores anteriores,
também o artigo de Lee, Y. & Nelder, J. A. (1996) [37], apresenta uma discussdo aprofundada
sobre os efeitos aleatdrios ndo normais. Na literatura temos os modelos lineares generalizados
que sao uma generalizagdo dos modelos lineares e que permitem distribuicdes ndao normais,
sendo a distribuicdo de probabilidade da variavel aleatéria qualquer distribuicdo pertencente a
uma classe designada familia exponencial de distribuicdes, sendo que algumas generalizacdes
admitem distribui¢cdes além da familia exponencial.

Observe-se que, ao se especificar mais o modelo, em principio se obtém mais possibilidades para
a inferéncia. Por exemplo, o pressuposto de normalidade permite o uso de algumas das mais
elaboradas técnicas de inferéncia, veja-se a andlise de variancia (verificados alguns pressupos-
tos adicionais, homocedasticidade, por exemplo). H&, no entanto, que recordar a possibilidade
do chamado erro de terceira espécie que resulta do modelo adotado ndo se ajustar as observa-
cbes. Por exemplo, assumir a normalidade para observacées com densidades com cauda direita
predominante. Assim, ao optar por um modelo, tem de se atender a dois aspetos contraditérios:

e possibilidades de inferéncia baseada no modelo escolhido;
e aplicabilidade do modelo.

Tendo em conta estes aspectos, os objetivos e contribuigées deste trabalho sao:

¢ Revisdo da literatura sobre modelos lineares e modelos lineares mistos;

e Estimagédo do vetor de coeficientes fixos do modelo, dado por 3 e dos vetores estimaveis
v=Gg;

e Construcao de Elips6ides de Confianca e de Intervalos de Predicao;
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¢ Realizacdo de inferéncia para os modelos multiplos cujos modelos correspondem aos trata-
mentos dum delineamento base com efeitos fixos;

e Implementacdo dos métodos utilizados no software R;

¢ Aplicagao dos modelos propostos através da utilizagcao de conjuntos de dados reais, um exem-
plificando o caso em que as componentes dos vetores aleatérios seguem distribuicées com dois
parametros e outro caso em que seguem distribuicbes com trés parametros.

Organizagéao da tese:

No capitulo 2 apresentamos uma compilagdo de conceitos plenamente conhecidos, mas que
servem de apoio a obtencao de resultados obtidos nos capitulos posteriores. Estes resultados
irdo ser referidos sempre que julgarmos oportuno e, embora sejam resultados standard, foram
incluidos na seccgéao 2.1 por forma a tornar a tese auto-suficiente, de leitura mais clara e também
por forma a canalizar a mesma para leitores do nivel de doutoramento, como indica o prefécio
do livro seguido neste capitulo (Schott, 2017) [60]. Omitimos as demonstragées dos resultados
referenciados neste capitulo dado que estas constam nas referéncias bibliograficas que apre-
sentamos. Ainda neste capitulo, na seccao 2.2, apresentamos a nocdo de funcédo geradora de
cumulantes e apresentamos o relacionamento entre momentos correspondendo a combinagdes
lineares de variaveis aleatdrias, e cumulantes, que sdo dados por vetores de variaveis aleaté-
rias, seguindo de perto os desenvolvimentos apresentados por Balakrishnan, N., Johnson, N. L.
& Kotz, S. (1998) [4]. Os cumulantes foram introduzidos pela primeira vez por Thorvald Thiele,
em 1889, que os chamou de semi-invariantes, ver Cramer (1946, pags. 166-255) [8], e foram
designados cumulantes pela primeira vez num artigo de Fisher, R.A. & John Wishart, J. (1932,
pags. 195-208) [20]. Stephen Stigler Neyman (1956, pags. 288-294) [48] mencionou que 0 nome
cumulante foi sugerido a Fisher, através de uma carta de Harold Hotelling. Num artigo de 1929,
Fisher (1929, pags. 199-238) [19], chamou os cumulantes de fungbes cumulativas de momen-
tos. Baseados nas expansdes de Taylor, apresentamos na secg¢ao 2.3 uma Util aproximacao da
expansdo de Edgeworth utilizando os coeficientes de assimetria e de achatamento, dados por
momentos, atendendo a Kolassa, J. E. (1994, pags. 31-61) [35], onde se apresentam resultados
em que os cumulantes de ordem mais alta podem ser expressos como fungdes polinomiais de
n momentos e cumulantes de ordem inferior. Na expansao de Edgeworth apresentamos até ao
quarto cumulante, seguindo as orientagdes de Kendall, M. G., Stuart, A. & Ord, J. K (1987, pag.
50) [32]. Segue-se a secgdo 2.4, sobre Particdes Ortogonais de sub-espagos, cujos resultados
sdo Uteis para o estudo dos modelos multiplos em que se testam hip6teses associadas a par-
ticbes ortogonais de sub-espacos. Os d modelos associados a essas familias corresponderao
aos tratamentos dum delineamento base de efeitos fixos. Mostraremos que as hip6teses sobre
efeitos e interagbes dos factores do delineamento base correspondem aos espagos duma parti-
¢éo ortogonal de R e que as matrizes X, X, ..., X ,,, sS40 as mesmas para todos os modelos
da familia, bem como os cumulantes x,;,r = 2,3,4, ¢ = 1, ...,w. Temos entdo que apenas 0s
vetores 3 variardo de modelo individual para modelo individual, como se segue
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Y, = X8+ XiZy,
i=1

Xd = XﬁdJrZXiZd@

i=1
COM Zy 15y Zg st =1, w, idd..

Estudamos, entdo, a acdo dos factores do delineamento base nas fungdes estimaveis ng, ob-
tendo testes para as hipéteses de auséncia de efeitos e/ou interagcdes. Assim, na seccdo 2.4
apresentamos os instrumentos algébricos necessérios para testar essas hipoteses, permitindo
realizar a inferéncia para modelos multiplos, clarificando a ligagao entre este estudo e o segundo
trabalho ja publicado, com partes comuns a este capitulo, ver Antunes et al (2020b) [3]. Note-se
que os modelos multiplos sdo daformay = [Y/(1)7, ..., Y (u) "] " comY(l) = Xpl)+Y°(l), 1 =
1,...,u, sendo os Y°(1),...,Y°(u) i.i.d., com vetores médios nulos e estes generalizam os mo-
delos mdltiplos em que /£(Y°(l)) = o%1,, | = 1,...,u, ou seja, 0s nossos modelos multiplos
surgiram como generalizagdo dos modelos regressionais multiplos, em que se considerava um
Unico termo aleatério da forma Xe, com e ~ N(0,021,,), ver, respetivamente, Mexia, J. T. (1987),
Moreira et al. (2005) e Ribeiro, A. & Mexia, J. T. (1997, pags. 257-271) [43] , [47] e [57].

No capitulo 3 faz-se o estudo do caso geral dos modelos. Apresentamos modelos com vetores
de observagbes Y com n componentes, dados por

w
Y=XB+Y XiZ, (1.0.1)
=1
nao se introduzindo pressupostos adicionais sobre os mesmos, sendo dadas as matrizes X, X,
.y Xy, dotipon x k, n x c,...,n X ¢, € 0 vetor de coeficientes de efeitos fixos € dado por 3 =
(61, ..., Br). Consideramos os vetores aleatérios Z, = (Z; 1, ..., Zic,;), © = 1, ...,w, independentes,
com componentes i.i.d., com valores médios nulos e cumulantes até a quarta ordem. Assim,
nesta fase, estaremos a lidar com modelos ndo paramétricos, 0 que apresenta uma inovagao
traduzida no alargamento da classe de modelos estudada.
Sendo ¢?, i = 1,...,w, a varidncia das componentes de Z,,8 = 1, ..., w, estas terdo matrizes de
covariancia o7 M;, com M, = XZ-X?J = 1,...,w. Notemos que os segundos cumulantes das
componentes dos Z; i = 1,...,w, coincidem com as suas variancias o2,i = 1, ..., w. Atendendo a
independéncia e homocedasticidade dos vetores Z,, ..., Z,,, temos a matriz de covariancia de Y.
dada por

EY)=> ol M; (1.0.2)
i=1
0 que poderia sugerir a designacado de modelos bi-aditivos. Assim, talvez fosse mais correto

designar os nossos modelos com tal, dada a aditividade da equac¢do do modelo e da matriz da
covariancia, pois assim conseguia-se distingui-los de outros tipos de modelos que nao tém esta
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estrutura, mas que também sao designados como Modelos Aditivos (ver, por exemplo, Friedman,
J. H. & Stuetzle, W. (1981, pags. 817-823) e Hoggart, S. & Hawkins, S. (2015, pags. 171-236)
([23], [27]).

Observamos que a aditividade dos modelos nos permitiu centrar 0 nosso tratamento, inova-
dor, nos cumulantes. No estudo destes modelos pretendemos obter Estimadores de Minimos
Quadrados, LSE, para os cumulantes das componentes dos vetores Z,,i = 1,...,w. Sendo
o?,i = 1,...,w, os estimadores das variancias das componentes dos Z, i = 1,...,w, teremos a
matriz de covariancia estimada

E(Y) = Ew: 52 M;, (1.0.3)
=1

obtendo-se, para j3, os Estimadores de Minimos Quadrados Generalizados, GLSE, segundo
Kariya, T. & Kurata, H. (2004, pags. 25-40) [31]:

B=(X"EY) X)X EX)Y, (1.0.4)
desde que as matrizes £(Y) e X ' £(Y)~! X sejam invertiveis (se ndo o forem poder-se-a utilizar
a inversa generalizada). Observemos que, se forem dadas as matrizes X, ..., X ,, pode admitir-
se que E(Y) e X 'E(Y)~'X s&o invertiveis para poder obter 5. Na estimagéo dos cumulantes
de ordem r das componentes dos Z,,i = 1, ..., w, designados por x,;,i = 1,...,w, utilizaremos
a projecao ortogonal dos vetores das observagdes Y no complemento ortogonal Q-+ do espago
imagem Q = R(X), da matriz X. Um ponto importante é que, como veremos, para obter os
estimadores dos quartos cumulantes,ya;, ¢ = 1, ..., w, teremos de dispor de um par de vetores
de observagdes Y (1) e Y (2) i.i.d..

Esta exigéncia pode ser descartada se apenas se quiser estimar os 3 e os cumulantes até a
terceira ordem. No entanto, os x,;, ¢ = 1,...,w, r = 2,3,4, serdo necessarios para construir
Elips6ides de Confianga e Intervalos de Predicdo. Os Elips6ides de Confianga, de nivel 1 — p,
terdo (aproximadamente) probabilidade p de qualquer realizagdo de um vetor com a distribuicdo
do vetor das observagdes. Por outro lado, a predicdo sera para um conjunto de vetores adicionais
&, &, ..., &, Nas matrizes X, X1, ..., X ,,. Em vez de obter uma predi¢édo pontual, solu¢cdo adotada
nas técnicas usuais como melhor preditor linear centrado, BLU P , podemos reutilizar e comple-
mentar a técnica usada geralmente na literatura para construir Elipséides de Confianga por forma
a obter os limites de Predi¢ao Yz e Y;_:, tendo assim o Intervalo de Predi¢ao [Yg;Yl,g}, com
nivel (aproximado) 1 — p. Observe-se que as componentes dos vetores Z,,..., Z,,, podem ter
distribuigbes distintas o que alarga o dmbito destes modelos em que é usual ter um Unico termo
aleatério com distribuicdo normal. Esta possibilidade é explorada nos capitulos 4 e 5, sendo es-
tes capitulos dedicados ao estudo de casos particulares dos modelos abordados.

No capitulo 4 consideramos o caso em que as distribuicbes das componentes dos vetores
Z,;, © = 1,...,w, tém paradmetros de localizagéo X\;, i = 1,...,w e disperséo d;, i = 1,...,w,
nomeadamente, 0s casos em que essas distribuicdes sao Normais, Exponenciais e Gumbel, ver
Balakrishnan, N. & Basu, A. P. (2019, pags. 7, 34-35, 55-58 e 74) e Coorey, K. (2010, pags.

171-179) [5] [11] .
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No capitulo 5 consideramos o caso em que as distribuicbes das componentes dos vetores
Z;, © = 1,...,w, tém parédmetros de localizacdo A;, i = 1,...,w, de disperséo ¢;, i = 1,...,w,
e forma ;,, i = 1,...,w. Aquando do ajustamento, integramos os parametros de localizagdo
Ai, i = 1,...,w, no vetor dos coeficientes 3, Assim, quando estimamos j3, estimamos Ay, ..., Ay,
usando técnicas algébricas plenamente conhecidas mas agora aplicadas num contexto dife-
rente. Por outro lado, a partir dos (X2,i,X3,i), ¢ = 1,...,w, obtemos o0s (Si,ﬁ»),i =1,..,w, €,
destes, 0S8 X4, ¢ = 1,...,w. Obtemos Elipséides de Confianca e Intervalos de Predicdo con-
siderando ainda Modelos Multiplos. Particularizamos para os casos em que as componentes
Zig, l=1,..,¢, 1 = 1,...,w, tém distribuicdes Gama, Weibull e Fréchet, ver Gumbel (1965, pags.
349-363), Lakshmi, R. V. & Vaidyabathan, V. S. (2016) e Rinne, H. (2008 pags. 27-97) [25] [36]
[58] .

Por fim, no capitulo 6, apresentamos dois estudos de simulagdo, sendo que o segundo esté
dividido em dois casos. Todos os célculos sdo efetuados no software R.

Consideraremos modelos com dois factores aleatorios, que cruzam, em ambos os estudos de
simulacdo. O primeiro fator tera dois niveis e o segundo tera trés niveis.

No primeiro estudo de simulagédo sdo simulados dois vetores de observagdes, normalmente dis-
tribuidos, com média zero e variancia conhecida. Sdo considerados 6 casos e, para cada caso,
assume-se um valor para a variancia. Parte deste primeiro estudo de simulagéo foi publicado
em Antunes et al. (2020a) [2]. Constatamos que as estimativas médias obtidas estdo bastante
proximas dos valores considerados.

No segundo estudo simulagdo a estrutura dos modelos sera a mesma que a considerada no
primeiro estudo. No entanto, as observagdes sdo obtidas a partir da simulagdo dos vetores de
efeitos aleatérios, sendo este procedimento repetido 1000 vezes. Ou seja, o vetor das observa-
cOes sera a soma do vetor de efeitos fixos com os dois vetores de efeitos aleatérios. Cada vetor
aleatdrio sera obtido por simulagao, tendo em conta que sera normalmente distribuido, com vetor
médio nulo e uma determinada variancia (componente de variancia). Para essas variancias serao
usados 6 valores. Assim, tendo em conta todas as combinacdes, teremos 36 casos diferentes.
Apresentamos as estimativas para as componentes de variancia, e para o vetor de efeitos fixos,
em que consideramos a distribuicdo normal por forma a ilustrar um modelo com parametros de
localizag&o e dispersao, respetivamente. Também neste estudo constatamos que as estimativas
estdo muito perto dos valores previamente considerados. Além disso, exemplificamos a cons-
trucdo de elipséides de confianga para observagées futuras e intervalos de predi¢cdo para uma
futura observacdo. A fim de aferir a qualidade dos intervalos obtidos, definimos intervalos, com
cobertura de 95%, a partir dos quantis estimados, e verificamos que as percentagens de obser-
vagles incluidas nesses intervalos, de lotes de 1000 novas observagées, estdo muito perto do
valor tedrico, logo, o nivel de confianga efetivo dos elipséides de confiangca e dos intervalos de
predicdo sdo exatamente iguais ao nivel de confianga fixado a partida. A fim de aferir a quali-
dade dos intervalos obtidos, apresentamos uma tabela com a contagem do nimero de vezes,
em 1000, em que a simulagdo de uma nova observagao pertence ao intervalo apresentado.

Como parte dos resultados desenvolvidos no ambito desta dissertagéo ja se encontram publica-
dos, no capitulo 6 apresentamos também um exemplo no contexto dos modelos multiplos, por

6
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forma a ilustrar a aplicabilidade destes modelos, sendo que este exemplo integra o artigo Antunes
et al. (2000b) [3].

Foi ainda incluido um apéndice sobre algebras de Jordan Comutativas, dado que essas algebras
sao (teis no estudo das particdes ortogonais de sub-espagos, como as que consideramos para
os modelos multiplos. S6 apresentamos resultados fundamentais para o necessario acompanha-
mento das definicdes presentes no capitulo.

Na tese foram colocadas as referéncias com os nomes dos autores e, seguidamente, com o nu-
mero segundo o qual a referéncia aparece na bibliografia. Esta nossa preferéncia pretende uma
identificagdo mais rapida dos autores dos trabalhos e livros utilizados na tese.
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Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos uma compilagao de alguns conceitos e resultados importantes na
area da estatistica. Primeiro, apresentamos alguns resultados algébricos sobre matrizes inversas
generalizadas e inversas de Moore-Penrose, matrizes de covariancia e de covariancia cruzada e
matrizes de projecéo ortogonal. Posteriormente, apresentamos um breve resumo de resultados
conhecidos sobre o produto de kronecker de matrizes.

Na formulagédo de modelos lineares é normal usar-se a algebra matricial, quando se apresentam
ou se verificam resultados, que, desta forma, nos permite manipular a complexidade das varias
variaveis observadas.

Estes conceitos servirdo de apoio a obtencéo de resultados dos capitulos seguintes, podendo
grande parte deles ser encontrados, por exemplo, em Schott, J. R. (2017) [60]. Com a inclusao
destes resultados preliminares pretende-se tornar a tese auto suficiente, para um nivel cientifico
com alguma maturidade, uma vez que este livro é indicado, segundo o prefacio do mesmo,
para alunos de doutoramento. As demonstragdes nao incluidas nesta seccao poderao ser vistas
no mesmo. Uma ou outra referéncia constarao do texto por forma a clarificar a origem das
expressoes apresentadas.

Apresentamos de seguida algumas definicées e proposi¢des necessarias para uma melhor com-

preensao de certos conceitos dos capitulos seguintes. Outras se poderiam apresentar mas estas
sao as mais utilizadas e importantes para o melhor entendimento do contelido dos mesmos.

2.1 Matrizes

2.1.1 Matrizes Transpostas

Definicdo 2.1 (Matriz transposta) Seja A uma matriz do tipo m x n. Entdo a transposta de A,
AT , define-se como sendo uma matriz do tipo n x m cuja entrada (i, j) € igual & entrada (j, i)
de A.

Assim, a coluna [linha] i da AT é precisamente a linha [coluna] i de A, parai =1, ..., m.
Proposicao 2.1 Seja o um escalar, k um numero natural e A e B matrizes do tipom xn en X p,

respetivamente.
A transposigdo de matrizes goza das seguintes propriedades:

< (AT)T = A4A;
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c(A+B)T=AT +BT;
s (@A)T =aAT;
- (AB)T =BTAT;
. (Ak:)'l' — (AT)k;

» Se A for uma matriz invertivel, AT também o é, tendo-se (AT)"! = (A~1)T.

2.1.2 Matrizes Ortogonais

Definicao 2.2 (Matriz Ortogonal) Uma matriz P, de ordem m, é ortogonal se e sé se
PP =1, (2.1.1)

onde 1,,, representa a matriz identidade de ordem m.

Os vetores PP, , COMn < m, do tipo m x 1, sdo ortogonais dois a dois se ngj = 0, para
todos os ¢ # j. Além disso, uma matriz P, do tipo m x m, é ortogonal se a sua transposta é igual
a sua inversa

PT =p % (2.1.2)

Para mais propriedades sobre matrizes ortogonais ver pag. 15, Teorema 1.12, Schott, J. R.
(2017) [60].

Note-se que, a toda a matriz quadrada, de nimeros reais, pode ser associada um numero real,
que se designa por determinante da matriz. Apresentamos de seguida a sua definigao.

Definicao 2.3 (Determinante) Seja A uma matriz quadrada de ordem m. O determinante de A,
designado por det(A) ou |A|, é o numero dado por

|A| = Z sgn(a) ala(l) CLQU(Q)...GnJ(m), (213)
ogESm

onde a soma ¢é efectuada considerando todas as permutagdes o do conjunto {1,2,3,...,m}. A
permutacao é uma fungéo que reordena este conjunto de inteiros e o valor da i-ésima posicao,
depois da reordenacao o, € denotado por o;. O conjunto de todas as permutacdes é denotado
por S,,. Para cada permutagéo o, sgn(c) denota o sinal de o, que fornece os valores +1 e -1, para
permutagdes pares e impares, respetivamente. sgn(o) € no fundo (—1) com o expoente que re-
presenta o numero de vezes que se tem de permutar elementos contiguos para permitir construir
a permutagéo base {1,2,3,...,m}. Os produtos na expressdo acima séo obtidos considerando os
m elementos da matriz A.

Teorema 2.1 Sejam P e QQ matrizes ortogonais de ordem m e A uma matriz qualquer, também
de ordem m. Entéo

10
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e |P| = +£1;
* |[PTAP| = |A|;

« PQ é uma matriz ortogonal.

2.1.3 Matrizes Simétricas

Definicado 2.4 (Matriz Simétrica) Uma matriz simétrica € uma matriz quadrada igual a sua trans-
posta, ousejaA=A".

Necessitaremos da definicao de forma quadratica que apresentaremos de seguida. Esta defini-
¢ao obtém-se seguindo a definicao de forma quadratica da sec¢ao 1.11, Schott, J. R. (2017, pag.

16) [60]. Seja z um vetor do tipo m x 1. Afungéo f(z) =z' Az =Y > x;za;;, é chamada de
i=1 j=1
forma quadratica em z. Cada matriz simétrica A e a respetiva forma quadratica associada sao

classificadas numa das categorias apresentadas seguidamente.

Definicao 2.5 Seja A uma matriz quadrada de ordem m, simétrica, e seja x um vetor do tipo
m X 1. Essa matriz diz-se

» definida positiva, se se verificarz" A z > 0,V x # 0;

» definida negativa, se se verificarx " A x < 0,V z #0;

» semidefinida positiva, se xTA x>0,V z andxz" A x = 0 para algum x # 0;

» semidefinida negativa, sex" Az <0,Vz andz' Az =0 paraalgumz # 0 e
» indefinidasexz™ A x > 0, paraalgumz e x" A x < 0, para algum .

Os resultados seguintes seguem os apresentados nas paginas 96-107 de Schott, J. R. (2017)
[60].

Definicdo 2.6 Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Um escalar A € R diz-se um valor
prdprio de A se e s se existir um vetor ndo nulo, do tipo m x 1, tal que

Az =)z (2.1.4)

Diz-se que z € um vetor proprio, associado ao valor préprio A\, se a equagao Ax = Az se verificar.
A definicao 2.6 também pode ser expressa, de forma equivalente, por

Definicdo 2.7 Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Entdo, \ é um valor préprio de A se e
sése|A-A,,|=0.

11
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Corolario 2.1.1 Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Entdo, tem-se |A| = 0 < X\ = 0,
sendo \ um valor proprio de A.

Corolario 2.1.2 Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Entdo, A é uma matriz invertivel se
e s se A n4o tiver valores proprios nulos.

Teorema 2.2 Seja A uma matriz simétrica de ordem m.
« Os valores proprios A1, ...., A, da matriz A s&o numeros reais;

- Os vetores proprios, z,, ..., x;,, correspondentes a valores proprios distintos, A1, ..., \i,, com
k < m, s§o mutuamente ortogonais.

Teorema 2.3 Sendo A uma matriz simétrica com valores proprios A1, ..., A\, € vetores proprios
ortonormados (ortogonais entre si e com norma 1), x4, ..., z,,, correspondentes a esses valores
proprios, entdo a matriz A pode ser representada como

A=PD(\, ... \n)PT =) Nza], (2.1.5)
=1

onde P é uma matriz cujas colunas séo os vetores proprios normalizados z, ..., z,, € D(A1, ..., Am)
€ uma matriz diagonal cujos elementos principais sédo os valores préprios Ay, ..., \,,, da matriz A.
m

Ao somatério Z M\iz;z; , chama-se a decomposicéo espectral da matriz A (Schott, J. R. (2017,

pag. 108))[60].

Corolario 2.1.3 Se A é uma matriz simétrica, existe uma matriz diagonalizadora ortogonal da
matriz A, ou seja,

PTAP =D\, ..., \m). (2.1.6)

Proposicdo 2.2 Se A é uma matriz m x m com valores proprios A1, ..., Ay, entao
m
<14l =T xs
i=1

- tr(A) = i i,
=1

ondetr(A) representa o traco da matriz A. Isto é, o traco de uma matriz é a soma dos elementos
da diagonal principal (Schott, J. R. (2017, pag. 101)) [60].

2.1.4 Matrizes Inversas

Apresentamos alguns resultados sobre matrizes inversas, seguindo novamente Schott, J. R.
(2017, pag 9) [60].

12
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Definicdo 2.8 (Matriz Inversa) Uma matriz quadrada com caracteristica completa é dita ser ndo
singular. Uma matriz ndo singular A, do tipo m x m, tem uma inversa Unica, representada por
A~ com

AA ' = A'A=1T,. (2.1.7)

Proposicao 2.3 Uma matriz ndo singular e idempotente é uma matriz identidade I, .

Definicao 2.9 (Matriz Invertivel) Se uma matriz A quadrada de ordem m tiver inversa, diz-se
invertivel, (ou regular), se existir uma matriz B, quadrada, de ordem m, tal que

AB=BA=1,, (2.1.8)

Apesar de s6 as matrizes quadradas poderem ser regulares, no entanto, nem todas as matrizes
quadradas tém inversa. Apresentamos outra condicao para que uma matriz seja regular.

Proposicao 2.4 Uma matriz A, de ordem m, é regular se e s6 se é uma matriz quadrada com
caracteristica igual a ordem, ou seja, A, xm € regular equivale a que car(A) = m.

2.1.5 Matrizes Inversas Generalizadas

Se uma matriz A é singular, A~! n&o existe, mas existe uma matriz inversa generalizada (Schott,
J. R. (2017, pag. 201)) [60].

Definicao 2.10 (Matriz Inversa Generalizada) Uma matriz inversa generalizada de uma matriz
A, do tipo m x n, é uma matriz A—, do tipon x m, tal que

AA"A=A. (2.1.9)

Note-se que toda a matriz tem uma inversa generalizada.

2.1.6 Inversas de Moore-Penrose

A matriz inversa de Moore-Penrose de uma matriz A, m x n, é a matriz n x m, denotada por A™,
Schott, J. R. (2017, pag 202) [60], que satisfaz as seguintes condigbes

AAT A=A

At A AT = AT
. (2.1.10)
(AAT)T = AA*

(At A)T = AT A

13
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Caso A seja invertivel, tem-se
At =A"1 (2.1.11)
Sendo b = b~ [= 0], quando b # 0 [= 0], verifica-se que, sendo U um vetor aleatorio,

EU)t =P D@, ...,rH)P. (2.1.12)
Seja agora A uma matriz m x n com carateristica s, tem-se entdo, de acordo com Belsey, D. A.,
Kuh, E. & Welsch, R. E. (1980, pag. 58) [6],

’

A=P'D(r,...,r,,0,..,0)P, (2.1.13)

com P e P diagonalizadoras ortogonaisde AA" ede A" A, respetivamente, e D(ry,...,7s,0,...,0)
uma matriz m xn, cujos Unicos elementos ndo nulos r1, ..., 75, tém indices de linha e coluna iguais.
Estabelecemos a

Proposicido 2.5 Tem-se A" = P'TD(rfl,. r:1,0,...,0)P.

g

Ponhamos
P = [&V"@y""ﬂm]—r
(2.1.14)
P =[p,.p,.p |
vindo
AAY=P'D(1,..,1,0,..,00P=) pp’ (2.1.15)
= J=J
e
4 - 1T ’ - s T
ATA=P D(1,..,1,0,..,0)P _ijgj , (2.1.16)

peloque AAT e AT A sdo matrizes de projecao ortogonal com carateristica s. Devido a primeira
e segunda das condigdes, (ver 2.1.10), para A" ser inversa de Moore-Penrose de A em R(W),
0 espago imagem de W, tem-se

{ R(A) = R(AAT) , (2.1.17)
R(AT) = R(ATA)
pelo que
car(A) = car(AAT) = s = car(AT A) = car(A™). (2.1.18)
Vé-se ainda que
AT =P D(n,...,rs,0,...,0)P, (2.1.19)
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e, como
car(A") = car(A) = s, (2.1.20)
tem-se

car(A") = car(AT). (2.1.21)

2.1.7 Matrizes de covariancia e de covariancia cruzada

O vetor aleatério U = (Uy, ..., Uy), com vetor medio u(U) = (u(Uy), ..., u(Uy)), tem matriz de
covariancia, do tipo n x n, dada por

se os valores médios que dao os seus elementos estiverem definidos. Vé-se que, caso A (U)
esteja definida, se tem

EU)T =EU), (2.1.23)

pelo que, se a matriz de covariancia X (U) estiver definida, é simétrica. Existe pois, como refere
Schott, J. R. (2017, pag. 109) [60], uma matriz ortogonal

P=[p,..p]", (2.1.24)
tal que
P EU)P" = D(ry,...,rn), (2.1.25)

com D(rq,...,7,) a matriz diagonal com elementos principais r1, ..., r,, (tal como no Teorema 2.3),
sendo os (r;,p,), i = 1,...,n, 0s pares de valores e vetores proprios de £ (U), respetivamente.
Como

Ty = )E(BZTQ) >0, i=1,..,n, (2.1.26)

/E(U) sera semi-definida ou definida positiva, sendo definida positiva se for invertivel. Vé-se
ainda que

EU) =P 'D(r,....,r,) P, (2.1.27)

e, considerando car(/A(U)) a carateristica de A(U), correspondendo ao niumero dos seus va-
lores proprios positivos, tem-se ainda que, se A (U) for invertivel (tendo pois n valores proprios
positivos) se tem

EW) =P D0, . e HP. (2.1.28)
Por outro lado, com
EWU)* =P D(r},...r2)P, (2.1.29)
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tem-se

EU) =EU): BU):. (2.1.30)

1
Se E(U) for invertivel, tem-se r; > 0er? > 0,i = 1,...,n, sendo pois E(U)= invertivel. Se C for
uma matriz definida positiva com valores préprios r; > 0,7 = 1, ..., n, existe uma matriz ortogonal
P, talque PCP" = D(ry,...,r,), sendo C a matriz de covariancia de U, vindo

_1 _1 T _1 _1 _1 _1 T T _1 _1
D(ry2,..,mn2)P E(U)P D(ry %,...mn?) = D(ry?,...7n2)PP D(r1,...;m7n)PP D(r; ?,....,mn ?)
1 1

_1 _1 _1
= D(ry?,..,rn2)D(r1,...,rn)D(ry 2,..,0 2)

= I,
Considerando
K=D(r %, .. m?*P, (2.1.31)
tem-se
KCK' =1, (2.1.32)
bem como,
E(KU) =5°I,, (2.1.33)
quando
EU) =7°C. (2.1.34)

Esta situacao de heterocedasticidade controlada representa uma generalizagdo da homocedas-
ticidade, ver Mexia, J. T. (1989) [45]. Como vimos, existe entdo uma matriz K, conhecida, tal que
E(KU) = %I, (em geral, K ndo é simétrica). Por outro lado, como refere Silvey, S. D. (1980,
pag. 12) [65],

car(BB") = car(B) = car(B' B), (2.1.35)
e, como
E(AU) = A E(U)AT = A E(U)? EU)?AT = (A E(U)?)(A EU)?)T,  (2.1.36)
tem-se

car( B(AU)) = car(A EU)AT) (2.1.37)

car( E(AU)) = car(A), (2.1.38)

com ZE(U) invertivel, Schott, J. R. (2017, pag. 14) [60].
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Passando as matrizes de covariancia cruzada, o par (U, Z) de vetores aleatérios, com n e n’
componentes tem matriz de covariancia cruzada

EU, Z) = [E((Ui — wU))(Z; — u(Z;)) )], (2.1.39)

se os valores médios que nela figuram estiverem definidos. Tem-se ainda, ver novamente Schott,
J. R. (2017, pags. 23-24) [60],

E(AU,BZ)= A KU, Z)B". (2.1.40)

2.1.8 Matrizes de projecao ortogonal

Suponhamos que S é um subespaco linear do espaco vetorial F, com produto interno definido e
que {z;, .., z,,} € uma base ortonormada de E, e {z,, ..., 2,,} uma base ortonormada de S, com
r < m e consideremos {a1, ..., @y, ar11, ..., &y } CONstantes. Dado z € E, tem-se

= zr:aigi + f: iz (2.1.41)
i=1

i=r+1

Definicao 2.11 (Complemento ortogonal) O complemento ortogonal de S, representado por
S+, é o conjunto de todos os vetores de E que séo ortogonais a cada vetor de S, em que S é um
subespaco linear de E, ou seja

St = {z€E :2'y=0, para todo oy € S}. (2.1.42)
Teorema 2.4 Se S é um subespaco linear de E. Entdo o seu complemento ortogonal, S+, tam-
bém é um subespaco linear de E. Se E for um espaco vetorial de dimensdom e S um subespacgo
linear de E, de dimens&o r < m, entdo o complemento ortogonal, S+, é um subespaco linear de

E, de dimensdom — r.

Proposicao 2.6 A condicdo necessdria e suficiente para uma matriz quadrada P, de ordem m,
ser uma matriz de projecdo ortogonal, M PO, é verificar as duas condi¢cdes seguintes

« P2 = P, ou seja, P é idempotente;
« PT = P, ou seja, P é simétrica.
Note-se que uma M PO é Unica.

Definicdo 2.12 Uma base B = {z,, ..., z,, }, do espaco vetorial S, é ortogonal se o conjunto dos
seus vetores for ortogonal.
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Definicao 2.13 Uma base B = {z,, ..., z,,}, de um espaco vetorial E, diz-se ortonormada de E,
se B é uma base ortogonal e todos os seus vetores sdo unitarios, ou seja, tem-se ||z;|| = 1,
i=1,...,m, ou seja

sz.:{ 0. i#d (2.1.43)
1, 1=

Teorema 2.5 Suponhamos que{z,,...,2,,2,,1, .-, 2,,} € umabase ortonormadade E e{z,, ..., z,.}
€ uma base ortonormada para o subespago linear S, de E. Temos que {z,, ..., z,,, } € uma base
ortonormada para S+.

A projecéo ortogonal de um vetor z, do tipo m x 1, num subespaco linear S, de E, pode ser
representada na forma matricial.

Consideremos, {z,,...,2,.}, uma base ortonormada para S € {z;,..., 2., 2,41, ---» Z,, } UMa base
ortonormada para E. Consideremos ay, ..., a,, a,11, ..., ¢y CONStantes que satisfazem a seguinte
relacéo

T=a12] + ... +0rz, + Arp12,01 + oot Az, (2.1.44)

= (a1z; + -+ arz,) + (@r12, 40 + oo+ GmZy,)

i m
=1 1=r+1
=u+uv,
onde x serd uma combinacéo linear dos elementos da base do subespaco linear S e dos elemen-
tos da base do subespagco linear S+. Assim, z representa-se como um elemento de £. Desta

forma temos

=0, O, g1, ] = o] g

onde a; = [ay,...,ar] T, @y = [ari1,..., ] |, €M Que o, representa o vetor coluna com r coefi-
cientes, sendo r a dimenséo de S e a, 0 vetor coluna com m — r componentes, coincidente com
a dimens&o de S+. Tem-se ainda

Z =[Z12Z5),

com
Zl = [513 "'ag'rL Z2 = [ér-i,-la "'aé’rn}? (2145)

em que Z, representa a matriz que tem por colunas os elementos da base de S e Z, a matriz
que tem por colunas os elementos da base de S+. Obtém-se entdo

z=Za (2.1.46)
=[2.1Z5)[af a3]"

= Z1Q1 + Z2Q2
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:igiZiJr i o, Z;
=1

1=r+1

=u+u,

onde se considera que u = Z1a; € v = Zsa,.

Devido & ortonormalidade dos vetores z;, ¢ = 1, ..., m, obtemos

©Z!Z,=1,;

° Z;—ZQ =1I,,_,;

©Z1Z3 =0,y (m—r);

02,7, = 0(m—ryxr, ONde 0 representa a matriz nula.

Considerando agora so a parte relativa a Z;, podemos afirmar que o vetor u representa uma pro-

jecéo ortogonal de z em S, pois u = Z;Z{ z, em que a matriz que tem por colunas os elementos
da base do subespaco linear S se designa por Z;.

Z\Zx=2,Z](Za) (2.1.47)
=712 (Z,Z5)[a] a5]"
=12.2{2, Z.\Z]Z5][a]a;]"
=7z
= u.

O vetor v representa a projecéo ortogonal de z em S+, uma vez que v = Z,Z, x, onde Z, é a
matriz com colunas dos elementos da base do subespaco linear S+, tendo-se

ZyZyx = Z2Z,(Za) (2.1.48)
=223 (2:Z5)[af a3 ]"
=12:2;2, Z:Z3Z>)[af a3]"
=Zoa,
=.
Teorema 2.6 Suponha-se que os vetores coluna de uma matriz Z, do tipo m x r, formam uma

base ortonormada para o subespaco linear S (de dimensao r), subespaco linearde E. Se x € E,
entdo a projegdo ortogonal de x em S € dada por Z,Z z.
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Deste modo, podemos considerar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.7 Suponha-se que as colunas da matriz Z,, do tipo m x (m — r), formam uma
base ortonormada para o subespago linear S+ (de dimensdo m —r). Se x € E, entdo a proje¢édo
ortogonal de z em S+ é dada por Z,Z, z.

Como a matriz Z,Z{ é a matriz M PO, no subespaco linear S, e Z,Z, € a matriz M PO sobre o
subespaco linear S+, podemos dizer que

Zy

2

ZZ" =(Z,Z,) =22 + 2,2, =1,,. (2.1.49)

Como
ZZ" =2,Z] + Z,Z], (2.1.50)
e ZZ'" =1,,, podemos obter a seguinte equagéo simplificada,
ZyZ, =1, — 2,2, (2.1.51)

relativamente as M PO sobre o subespaco linear S e o seu complemento ortogonal, S-*.
Embora um subespaco linear ndo tenha uma base ortonormada Unica, a M PO formada a partir
desta base ortonormada torna-se Unica, conforme se pode constatar no seguinte teorema.

Teorema 2.7 Suponha-se que as colunas da matriz Z, do tipo m x r, formam uma base ortonor-
mada para o subespaco linear S, de dimens&o r e que as colunas da matriz W, do tipo m x r,
também formam uma base ortonormada para o mesmo subespaco linear. Entao

Z\Z] =W,W/. (2.1.52)

Definicao 2.14 (Matriz de Projecao Ortogonal sobre o subespaco linear S) A matriz dada por P =
Z,Z{ sera a M PO sobre o subespago linear S.

Definicao 2.15 (Espago Nulo de uma Matriz) O espaco nulo de uma matriz A, representado por
N(A), é tal que

N(A) = {z : Az = 0}. (2.1.53)

Definicao 2.16 (Espago Imagem de uma Matriz) O espagco imagem de uma matriz A é repre-
sentado por

R(A)={Az :z € E}. (2.1.54)

Tem-se que R(P) = S,umavezque P éa M PO em S, ou seja

R(P)={Pz:zcE}={Z,Z[z:xz€ E} =8, (2.1.55)
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e, como N(P) = S+, logo
N(P)={z:Pr=0}={z:2:Z{z =0} = 5", (2.1.56)
uma vez que o espago imagem de P é S e 0 espaco nulo de P é S+.

O espacgo imagem de M PO pode ser representado pela soma direta de subespacgos lineares,
denominado por B . Temos assim os teoremas seguintes

Teorema 2.8 Sejam as M PO Pu, ..., Py, taisque P,P; =0, comi # j, i,j =1, ..., k. Entdo

k
e P= ZP,; é uma M PO;

=1

* R(P;)NR(P;) =0, comi # j;
* R(P) =8_,R(P;).
Proposicao 2.8 Se P é uma M PO, os seus valores proprios serdo iguais a0 ou 1.

Definicdo 2.17 Duas M PO, P, e P,, s§o mutuamente ortogonais, ponhamos P, 1 P, se
P,P, =0. (2.1.57)

Teorema 2.9 Sejam 51, ..., Sk, subespagos dum mesmo espaco linear E, mutuamente ortogonais
k

eS=m" S, SejaP;a MPO sobre S;,i=1,....k. Entdo P = ZP,» é uma M PO em S.

=1

Teorema 2.10 Sejam S um subespaco linear de E de dimensdo r. Seja X = [z4,...,z,] uma

sy L

matriz, do tipon x r, cujas colunas formam uma base para S. Entdo a M PO sobre S é dada por

P=XX"X)'x".

2.1.9 Produto de Kronecker de matrizes

O produto de Kronecker, denotado por ® , designa uma operacao entre duas matrizes, que resulta
numa matriz de blocos. Este tipo de produto tem importantes implicagdes na Estatistica, pois o
mesmo permite representacdes mais compactas e a sua estrutura permite simplificar calculos
de inversas, determinantes e valores proprios. O produto de Kronecker, ao contrario do produto
usual de matrizes, estd definido para qualquer tipo de matrizes. Esta operacéo foi estudada,
por exemplo por Graham, A. (2018, pags. 21-35) [24] e Steeb, W. H. & Hardy, Y. (2011, péags.
83-146) [67] e apenas enunciaremos aqui 0s resultados necessarios para tornar a leitura o mais
auto-suficiente possivel.

Definicao 2.18 (Produto de Kronecker) Seja a matriz A = [a; ;], de ordem m x n, e uma matriz
B, de ordem p x q. O produto de Kronecker A @ B é obtido por uma matriz do tipo (mp X nq),
definido por
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a17lB GJLQB alvnB
CL271B CLQ,QB ClQJLB

A®B= _ _ (2.1.58)
am1B  amo2B ... ap.B

O produto de Kronecker néo verifica a propriedade comutativa, ou seja A ® B # B ® A. Segui-
damente, apresentam-se alguns resultados sobre o Produto de Kronecker, Schott, J. R. (2017,
pag. 316) [60].

Proposicao 2.9 Sejam A, B e C matrizes quaisquer e a e b dois quaisquer vetores. Obtemos
as seguintes propriedades:

ea®A=A®a=aA, para qualquer escalar o;

e (0A) ® (BB) = af(A ® B), para quaisquer escalares o e (3;
e (@A) B=a(A®B)=A® (aB);

e AR (BRC)=(A® B)®C;

e (A+B)®(C+D)=A®C+A®D+ B®C + B® D, satisfaz a propriedade distri-
butiva;

e (A+B)C=(ARC)+ (B®C), se A e B sdo matrizes do mesmo tipo;
e AR (B+C)=(A® B)+ (A®C), se B eC sdo matrizes do mesmo tipo;

e (A®B)t = AT @ BT,

Assim, consegue-se facilmente estabelecer que
m n

O ad) @ (Y 8B) =13 w4 ®By), (2.1.59)
j=1

i=1 i=1 j=1

se as matrizes A; e B forem do mesmo tipo. A proposicdo seguinte da um resultado perfeito da
combinacgéao entre o produto usual de matrizes e o produto de Kronecker.

Proposicao 2.10 Sejam as matrizes A, B, C e D matrizes do tipom X n,r X s,n X p € 8 X t,
respetivamente. Se o produto usual de matrizes esta definido, entdo tem-se

(A® B)(C ® D) = AC ® BD. (2.1.60)

Proposicao 2.11 Sejam A e B matrizes idempotentes quaisquer. Entdo, o produto de Kronecker
entre as matrizes A ® B, é uma matriz idempotente.
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Proposicao 2.12 Sejam A e B matrizes ortogonais quaisquer. Entdo o produto de Kronecker
A ® B, é uma matriz ortogonal.

Proposicao 2.13 Supondo que as matrizes A e B sdo matrizes quaisquer, entao
(Ae9B)'=A"@B"'. (2.1.61)
Corolario 2.13.1 Dadas matrizes simétricas quaisquer A e B, entao

(A B)" = A® B. (2.1.62)

Proposicéo 2.14 Se P; é a matriz diagonalizadora ortogonal de A;, j = 1,2, P; ® P, serd
diagonalizadora ortogonal de A; ® A, e os valores préprios de A; ® A, serdo o produto dos
valores proprios de A, pelos valores proprios de As.

Da aplicacao desta proposicao resulta que o numero de valores préprios ndo nulos de BlBlT ®
B,B, é o produto do nimero de valores préprios relativos a B;B| e B,B,. Como esses
nlimeros correspondem &s caracteristicas das matrizes B, B| ® B,BJ, BiB| e B;B, , logo,
obtém-se car(B; ® Bs) = car(B1)car(Bs).

Proposicao 2.15 O produto de Kronecker de uma M PO é uma M PO.

2.2 Funcoes Geradoras de Cumulantes

Na seccdo Anexos apresentamos os principais resultados de momentos e fun¢des geradoras de
momentos que iremos necessitar para uma plena compreensdo desta seccdo. Nesta, iremos
ainda apresentar o relacionamento entre momentos e cumulantes, como obter os estimadores
dos quartos cumulantes e como construir elipsoides de confianga e intervalos de predigao utili-
zando os estimadores desses cumulantes.

Assim, comegamos por apresentar os cumulantes, introduzidos por Thiele, T. N. (1931, pags.
165-308) [69], que tém desempenhado um papel importante na caracterizagéao de distribuicdes,
como referem Andrews, D. F. (2001, pags. 7-16) [1], Novak, J. & Sniady, P. (2011, pags. 300-301)
[49], Pistone, G. & Wynn, H.P. (2006, pags. 210-221) [55] e Withers, C. S., Nadarajah, S. & Shih,
S. H. (2015, pags. 541-564) [71].

Sendo ¢(t|U) a fungédo geradora de momentos da variavel aleatéria U, a respetiva fungao gera-
dora de cumulantes seréd dada pelo logaritmo natural da fungao geradora de momentos

Y(|U) = logp(t|U), (2.2.1)
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sendo os r-ésimos momentos (relativos a origem) e r-ésimos cumulantes dados, respetivamente,
por

p,(U) = =" (0|U)
(2.2.2)
O, (U) == (0|U)

Aqui O,.(U) designa o r—ésimo cumulante de U, ¢<">(0|U) designa a r—ésima derivada de U
na origem, da fungéo geradora de cumulantes, e < r > indica a ordem de derivagao, para evitar
alguma possivel confusdo com poténcias.

Sendo u(U), o%(U) e u-(U) o valor médio, a variancia e o r-ésimo momento central de U, tém-se
os bem conhecidos resultados, DasGupta, A. (2008, pag. 195) [13]).

(2.2.3)

04(U) = pa(U) = 3(0*(V))?

O facto de nesta ultima expressao aparecer o termo 3(c2(U))? estara na base de, no caso geral,
se ter de trabalhar com pares de modelos i.i.d.. Assim, cada modelo do par fornece um estimador
centrado da variancia. Como estes estimadores sao independentes, 0 seu produto sera um
estimador centrado do quadrado da variancia.

Para obter os O,.(U), a partir dos u,-(U),r > 4, observamos que, com

/ ()
Y (HU) = S0 (2.2.4)
temos
e(tU) ¢ (tU) = ¢ (tIU), (2.2.5)

pelo que, utilizando a férmula de Euler, de acordo com Olver, P. J. (2000, pags. 27-97) [52], para
a derivada de ordem r dum produto de fungbes, dada por

(h(2)1(2)) <" = - "Vh(z)<9>1(2)<—>, (2.2.6)
> ()
obtemos
e (HU) = (o(tU) ¢ (tU)) < = <;)so<f><t|U> YT (2), (2.2.7)
j=0
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vindo
(V) = Z () @10,150), 228
<
bem como
Ora(U) = i,y (U Z( ) 101 5(D). (2.29)
2

Com E(U) indicando o valor esperado de U, temos ainda

r

r0) = B0 = 0y = 1

=0

;) (1) u(U)EU™) = (f)(—1)jM(U)Jp;_j(U).(2.2.10)

Finalmente, temos

r

1, (U) = B[(U — p(U) + p(U))"] = (

=0

;)uw)’"—jujw)- (2.2.11)

Vemos assim que os cumulantes, os momentos centrais e os momentos, relativos a origem, se
determinam mutuamente, Balakrishnan, N., Johnson, N. L. & Kotz, S. (1998) [4]. Se Uy, ...,U,
forem independentes, temos, de acordo com Craig, C. C. (1931) [12],

<t ial Z) = E(etZit1ails i) = ﬁE(e(ai)Ui) _ ﬁ@(aﬂUi)a (2.2.12)
=1

i=1

vindo

Y (t ZaiUi> = dlait|Uy), (2.2.13)
i=1 i=1

bem como,

P<r> (tZaiUl) = aj =" (ait|Uy), (2.2.14)
i=1

i=1

e os cumulantes das fungdes lineares sdo dados em fungéo das combinagodes lineares das par-
celas; para t = 0, temos o0s r-ésimos cumulantes das fungdes lineares na origem

0, (f: aiUZ) = Ew: ar O, (Uy). (2.2.15)
i=1 i=1

Em particular, se as Uy, ..., U, forem i.i.d., com r-ésimos cumulantes O,., temos

<Z a; ) = b(r)0,(U), (2.2.16)
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com b(r) = Za;“. Admitamos agora que a distribuicdo de U tem o par de parametros de loca-
=1

lizagéo e dispersao (), ¢), pondo-se U ~ V(|A,0) e, tendo-se U = X + 6Uy, com Uy ~ V(|0,1),

pelo que

V(A 8) = V (”C;Ao 1) . (2.2.17)
Vé-se ainda que
o(t|A, 6) = E(e'V) = M E(e570) = eMip(6t(0, 1), (2.2.18)
e aplicando logaritmo,
WA, ) = M+ (8t[0,1). (2.2.19)

Assim, derivando a expressao anterior, tem-se

P (tA, 6) = A+ 69 (#[0,1)

, (2.2.20)
YT (EA,6) = 6T (¢0,1), > 1
vindo, em particular,
O2( A, 0)
6= 2.2.21
0.(10.1) @221

Se se admitir que 0s O,.( |0, 1) sdo conhecidos, ndo serdo precisos pares de modelos para estimar
os cumulantes de quarta ordem, visto que, estimando O4( |, ¢) esta estimado § e, consequente-
mente, 0s cumulantes de qualquer ordem.

Em seguida consideraremos o caso normal, pondo U ~ N( |u, 0?) para indicar que U segue uma
distribuicdo normal, com valor médio p e variancia o2. Tem-se entao

o(t|u, 02) = e300, (2.2.22)
vindo
0_2
O(tlp, 0?) = pt + ?ﬁ, (2.2.23)
pelo que
¥ (tlp, %) = p+ ot
<> (t|p, 0?) = o? , (2.2.24)
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e que
O1( |, 0%) =p
Os( |, 0?%) = o? , (2.2.25)

O( |p,0%) =0, r>2

ou seja, na distribuicdo normal todos os cumulantes de ordem superior ao segundo s@o zero,
sendo esta distribuigdo definida inteiramente pela média e variancia.

2.3 Expansoes de Edgeworth

Nesta secgao iremos obter uma util aproximagao a fungao distribuicdo Fy;, de U. Se a variavel
aleatéria U tiver momentos u(U),o(U), us(U) e ua(U) definidos, teremos os coeficientes de
assimetria e achatamento

p3(U)

U =
M) = Tyt

, (2.3.1)

tendo-se, DasGupta, A. (2008, pag. 187) [13], Edgeworth, F. (1905, 1906) [15] [16] e Kolassa, J.
E. (1994, pag. 65) [35], para a distribuicio F}, de

_U—pU)

U 0) (2.3.2)

a Expansao de Edgeworth, Kendall, M. G., Stuart, A. & Ord, J. K. (1987, §3) [32], pode ser escrita
em fungéo dos coeficientes da distribuigao F;;

2
Edy(u) = N(u) — $n<2>(u) + #n«b(u) + 10%n<6>(u), (2.3.3)

onde N(.) e n(.) representam, respetivamente, a distribuicdo e a densidade de uma distribuigao
normal reduzida. Sendo 1, 0 p-ésimo quantil de Ed;(u), que sera uma aproximagao do p-€simo
quantil de F;, tem-se

up = p(U) + o(U)iy, (2.3.4)

sendo este uma aproximagéo ao p-ésimo quantil de Fj;. No que segue, substituiremos nestas
expressoes p(U), o(U), 11(U) e v (U) pelos seus estimadores.

2.4 Particoes Ortogonais de Sub-Espacos

2.4.1 Consideraces prévias
O estudo dos modelos aditivos é feito a dois niveis:
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e modelos individuais;
e modelos multiplos.

No primeiro nivel temos os modelos individuais, sendo n 0 nUmero de observagdes do vetor Y,
tem-se o0 modelo

Y=XB8+Y X.Z, (2.4.5)
=1

onde apenas admitimos que os vetores aleatérios 24, ..., Z,,, s&o independentes e que as ma-
trizes X, X1, ..., X, sdo dadas. Os vetores 2., ..., Z,,, tém vetores médios nulos, com ¢4, ..., ¢y,
componentes i.i.d. € cumulantes x,;( [0,6;) = 67 x»:(10,1), ¢ =1,...,w, de ordens r = 2,3,4.
Recorde-se que o segundo cumulante coincide com a variancia. As matrizes X, X4, ..., X, s80
dos tipos n x k, n X c1,...,n X ¢, respetivamente e o vetor dos coeficientes dos efeitos fixos é
dado por 3, com k componentes. Nos modelos mdltiplos tem-se um modelo individual para cada
tratamento de um delineamento de efeitos fixos. As matrizes X, X, ..., X,,, S80 as mesmas
para todos os modelos individuais, bem como as distribuicdes dos vetores aleatérios homdblogos.
Assim a inferéncia centrar-se-a no estudo da agao dos fatores do delineamento base nos vetores
individuais dos coeficientes sendo-se levados a testar hipéteses definidas a partir de particoes
ortogonais de subespacos, de forma semelhante ao que tinha sido feito em Moreira et al. (2005)
[47].

Assim, estes modelos, em geral, ndo terdo estrutura por blocos ortogonal, para o que seria
necessario que as matrizes, ver Mexia, J. T. (1988) [44],

M;=X;X;, i=1,..,w, (2.4.6)

comutassem. Caso isso se verificasse, 0 modelo teria matriz de covariéncia, dada por

m

V(Y =Y %Q; (2.4.7)
j=1

com Qq,...,Q,,, M PO, mutuamente ortogonais, € 0 modelo estaria associado a particao orto-
gonal

Q =87,V (2.4.8)

do espago imagem Q2 = R Z Q; | , nos subespagos V; = R(Q;), j = 1,...,m. No entanto, as
j=1

particdes ortogonais de subespacos serdo consideradas nos fatores de modelos multiplos. Com

efeito, os modelos de uma tal familia corresponderao aos d tratamentos de um delineamento de

efeitos fixos associados a uma parti¢cdo ortogonal

R =87,V (2.4.9)
Consideraremos agora dois casos importantes de delineamento de efeitos fixos:
e modelos obtidos cruzando grupos de fatores aninhados;
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e modelos factoriais de base prima p,
apresentando para um, e para outro, as particdes relevantes em subespacos.

2.4.2 Cruzamento e Aninhamento

Suponhamos que temos L grupos com uq, ..., uy, fatores. Ponhamos ¢;(0) = 1 e ¢;(—1) = 0, por
conveniéncia, e representemos por a;(1), I = 1,..., L, o nimero de niveis do primeiro fator do
[—ésimo grupo. Se u; > 1, havera aninhamento para o [—ésimo grupo de fatores, onde cada
nivel encaixara «;(2) niveis dos fatores seguintes, segundo Ferreira, S. S., Ferreira, D. & Mexia,
J.T. (2006) [17] e Fonseca, M., Mexia, J. T. & Zmyslony, R. (2003) [21].

h

Havera ¢;(h) = H a;(k) combinagdes de niveis para os h primeiros fatores do [—ésimo grupo,
k=1
cada um dos quais encaixara b;(h) = ¢;(w)/¢i(h), | = 1,....,L, h = 1,...,u;, combinagbes de
w

niveis para os restantes fatores do grupo, com ¢;(u;) = H ai(h), 1=1,...,L.
h=1

Os efeitos e interacées do modelo estardo associados aos vetores h € T', com

F:{ﬁ:hl :0,...,ul, lZl,...,L}. (2410)
Ao vetor nulo 0 est4 associado o valor médio geral. Se h* € T tiver uma UGnica componente nao
nula, digamos h;, estdo-lhe associados os efeitos dos niveis do fator com esse indice do grupo
I, e diremos que esse factor esta indiciado por hy. Se L' tiver mais de uma componente nio

nula, corresponder-lhes-do as interagdes entre os niveis dos fatores indiciados por essas com-
L

ponentes. Pondo-se ¢(h”) = Hcl(hl), ter-se-a c(0%) = 1, enquanto que para os outros vetores
=1
de I, ¢(h") serd o nimero de niveis ou de combinagées de niveis dos fatores indiciados por 2*.

O cruzamento e aninhamento de modelos ja foi estudado por vérios autores, por isso apresenta-
mMos aqui apenas as nog¢des necessarias para um maior entendimento de certos desenvolvimen-
tos em secgbes vindouras; no entanto, para mais pormenores, ver, por exemplo, Ferreira, S. S.,
Ferreira, D. & Mexia, J.T. (2006) [17] e Khuri, A. |., Mathew, T. & Sinha, B. K. (1998, pags. 19-46,
71-75) [34].

Assim, temos

L ki ki—1
dim(V(h")) = car(A") ") = [[(T] awn = I @n)s B" €T (2.4.11)
=1 p =0 hy=0
Poremos
g(h") = car(A(h")) , " €T. (2.4.12)

Admitamos agora que se tem Y ~ N(p, o%I,,). Entao,
S(h") = |A(L") Y|P, (2.4.13)
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onde |.|| denota a norma euclidiana, serd, como referem Khuri, A. I., Mathew, T. & Sinha, B.
K. (1998, pags. 19-46, 71-75) [34], o produto de o2 por um qui-quadrado com g(h*) graus de
liberdade e parametro de nao centralidade

5(h") = % |A(R") p))?. (2.4.14)
Se admitirmos que existe um conjunto D c T, tal que, se b’ € D,
A(h")p = 0,051, (2.4.15)
para testarmos
Ho(h"): A(R") p= 0,2y, k" €T = D. (2.4.16)

Assim, podemos utilizar a estatistica

L
Fo_9_S0) (2.4.17)
g(h”) S
com g(h") e g = Z g(ﬁ/) graus de liberdade, onde
h' ep
S= 3" sw). (2.4.18)
Kh €D
Observe-se que
AW AMB")T =T, hY €T, (2.4.19)
e que a M PO sobre V(h") é dada por
PLYY = ALY TARY), Bt eT, (2.4.20)
sendo esta uma M PO. Tem-se ainda
AR = AT, B* el (2.4.21)

Por outro lado, para obter intervalos de predi¢cdo, como veremos adiante, é Util considerar

u(h*) = A(h") p, h* €T. (2.4.22)

2.4.3 Fatoriais de base prima

E amplamente aceite que os delineamentos experimentais mais usados sdo delineamentos fa-
toriais completos e delineamentos fatoriais fracionarios com 2 e 3 niveis, respetivamente. Os
delineamentos fatoriais tém uma variavel dependente de varias variaveis controlaveis, chama-
das fatores. Para cada fator, ha dois ou mais niveis, ou categorias, dependendo da situacédo
experimental. Uma combinagdo de niveis € chamada tratamento. Um delineamento fatorial €
um delineamento cujos fatores se cruzam e onde o efeito dos fatores individuais, bem como as
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interagdes entre eles, sdo investigados, como por exemplo, Cheng, C. S., Deng, L. Y. & Tang, B.
(2002) [9], Oliveira, S. (2005, 2018) [50] [51] e Ye, K. Q. (2003) [72].

Quando todas as combinagdes de niveis de dois ou mais fatores sao consideradas, dizemos que
esses fatores se cruzam e temos o caso completo. Quando é impossivel considerar todos os
tratamentos e, podemos admitir que as interagées de ordem mais alta podem ser ignoradas, po-
demos considerar um subconjunto dos tratamentos e, nesse caso, temos uma replica¢éo fatorial
fracionaria.

Suponhamos que num destes delineamentos existem N > 1 fatores com um ndmero p, primo,
de niveis. Considerando o caso completo, temos p x ... x p = p”, um fatorial de base prima, com
n = pv tratamentos. Os p” tratamentos serdo representados pelos vetores z = {z1,...,zx},
com componentes z; =0,...,p—1, j =1,...,N. Seja L(z|a) a familia de aplica¢des lineares

N
Lzla) = | Y ajz; | (2.4.29)
=1 (»)

coma; =0,...,p—1, j=1,..., N, as componentes do vetor a e onde (p) indica o uso da aritmética

modulo p. As aplicagdes lineares L(z|q;),l = 1, ..., m, s@o linearmente independentes se e s6 se
. . 7 . N_ . ~ .
ai,...,a,, forem linearmente independentes. Havera assim Uy (p) = ”p_ll aplicagbes lineares

cujo primeiro coeficiente ndo nulo é 1, Jesus, V. (2008) [28] e Jesus, V., Mexia, J. T., Fonseca, M.
& Zmyslony, R. (2009) [29]. Essas aplicagdes sdo chamadas de aplicagdes reduzidas. Podemos
ordenar as aplicagdes reduzidas de 1 a Uy (p), e 0s tratamentos, de acordo com os indices

N
fl@) =14 ap’ " (2.4.24)

j=1

Sendo L, ..., L, aplicagdes reduzidas linearmente independentes, o conjunto
[L|b] = [le'“vLu‘blw'wbu]» (2425)

de tratamentos de z, tais que L;(z)(,) = bs,i = 1,...,u, sera denominado de bloco. Desde que o
sistema de equacdes que define um bloco nos permita expressar as u componentes do vetor z
como combinagdes lineares das restantes N — u componentes, em todos os [L|b], havera p™¥ —*
tratamentos e p* blocos.

As aplicacdes reduzidas podem ser ordenadas respeitando o aumento dos indices, isto é, se
l(a1) < l(az2), entdo U(a1) < U(az), U(a) = 1,...,Un(p). Assim, considera-se que num fatorial
p"V, as aplicagdes reduzidas de ordem zero dizem respeito aos efeitos dos fatores principais,
enquanto que as aplicacbes reduzidas de ordem superior a zero correspondem as interacoes
fatoriais entre fatores que contém coeficientes ndo nulos. A cada aplicagao linear Ly, = Ly (x),h =
1,...,Un(p), podemos associar a matriz C(¢,), h =1, ...,Un(p), com elementos

L, lp(zj)=i-1
C; () = vi=1,.,p,5=1,...,pN,h=1,....Un(p) - (2.4.26)
0, lh(zj)#i—1
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Temos as matrizes

{ Cln)C(l)" =p" 'L, h=1,..Un(p) (2.4.27)

Cn)C(Uy)T =pN2T,, h# N

com J, = 1,1/, sendo 1, o vetor com todas as p componentes iguais a 1.
Seja K, a matriz que se obtém eliminando a primeira linha, igual a ﬁlg, a uma matriz ortogonal
do tipo p x p.

As matrizes para cada aplicagéo linear reduzida ¢;,, h =1, ...,Un(p), s@o dadas por

1

s

e sdo matrizes ortogonais associadas a uma algebra de Jordan comutativa, AJC, com base
principal {piNJpN, Q(l1),..,Q(luy(p))}, ver Mexia, J. T. (1995) [46], onde

A(ly) =

K,C'(ty), h=1,..,Ux(p), (2.4.28)

Q(ln) = A(w)TA(Ly), h=1,..,Un(p). (2.4.29)

Assim, as matrizes I%NJPN e Q(1),...,Q(ly, (p)) s@o matrizes simétricas, idempotentes e mutu-
amente ortogonais (ver definicdo 2.4, Proposigao 2.4 e definigdo 2.4 da secgéo 2). Ver também
a secgdo Anexos para mais detalhes acerca de Algebras de Jordan Comutativas.

Note-se que podemos usar as matrizes A(¢;) para obter os vetores 1), = A({y)y, h =1,...,Un(p)
e formular as hip6teses Hy , : n,=0,h=1,.., Un(p).
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Capitulo 3

Caso Geral de Modelos Aditivos

3.1 Ajustamentos

Iremos de seguida apresentar o estudo geral dos modelos aditivos. Obteremos os LSE dos
cumulantes x,;,i = 1,...,w, r = 2,3,4, das componentes de Z, i = 1,...,w, e dos vetores de
coeficientes 3. Mostraremos que, para obter os estimadores dos quartos cumulantes, x4, i =
1,...,w, teremos de dispor de um par de vetores de observacdes Y (1) e Y (2) i.i.d.. Esta exigéncia
pode ser descartada se apenas quisermos estimar os vetores 3 e os cumulantes até a terceira
ordem. Nesse caso, 0 modelo a considerar seria

w

Y=X8+> X.Z, (3.1.1)

i=1

onde Y, o vetor de observagdes, é do tipo n x 1, os vetores Z,, ..., Z,,,, s&o independentes e com
componentes i.i.d.. Assume-se que estes vetores tém valores médios nulos e cumulantes até a
quarta ordem. As matrizes X, X4, ..., X,,, dadas, sdo dos tipos n x k, n X ¢y, ...,n X ¢, € 0 vetor
3, de coeficientes, é do tipo k x 1. Note-se que as componentes dos vetores Zi, ..., Z,, ndo se
associa qualquer distribuicdo, estamos assim no caso geral, pelo que poderéo ter distribuicbes
distintas, alargando-se o ambito destes modelos em que é usual ter apenas vetores normais.
Como admitimos que X é do tipo n x k, a sua caracteristica sera k; assim Q-+, o complemento
ortogonal de 2 = R(X), terd dimensdo n — k. Seja entdo {ay,...,a,,_,} uma base ortonormada

para Q+. Tendo-se os modelos
Y(h)=XB(h)+ Y X:Z;(h), h=1,2, (3.1.2)
=1

cujas matrizes X, X, ..., X, S€rdo as mesmas e tomemos

Yi(h) = o/ Y(h) =Y aliZ;(h),l=1,..,0, h=1,2, (3.1.3)
=1
comn=n-—k,e
QZTZ- =o' X; = (@101, Olie;),l=1,m, i=1,..., w. (3.1.4)
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Como o par de vetores de observagdes, Y (1) e Y (2), sdo i.i.d., 0 mesmo é verificado para os
vetores Y (1) = (Yi(1), ..., Ya(1)) @ Y(2) = (Y1(2), ..., Ya(2))-

O r-ésimo cumulante de Yl(h), h=1,2,1=1,..,n, sera dado por O, ;(h),

Ora(h) =Y bri(r)xri, 7=2,3,4, I=1,..,0,h=1,2, (3.1.5)

=1
jaque Yi(1) e Yi(2), I =1,...,n, sd0 i.i.d. e temos

Cq
bi(r) = ajpl=1,...0, i=1.,w r=234 (3.1.6)
h=1

Tém-se, ainda, os estimadores

6r,l _ Yz(l)r;YL@)r’ —92.3
d=1,.. % (3.1.7)
Oy = MUY _ 3y7(1)2;(2)2
Entao, com
B(r)=[b(r)],l=1,.,n, i=1,..,w, r=2,3/4, (3.1.8)
tem-se
E(O,) = B(r)X., (3.1.9)

com X, = (Xr,1s-s Xrow) € O, = (O1,..,0,,), r = 2,3,4. Obtém-se assim os LSE, dos
cumulantes .. ;, dados por

X, = (B(r)"B(r))*B(r)"0,. (3.1.10)
Passando a estimagao do vetor 3, dos coeficientes de efeitos fixos, tomando-se
Yo = L(Y(1)+Y(2), 3.1.11)
eM,;,=X;X], i=1,.. w, tem-se
1 w
E(Ye) = §;X2,iMh (3.1.12)
bem como
- 1<
E(Ye) = §;><2,ZMZ-. (3.1.13)
Ora
E(Ye) = Xﬁ, (3.1.14)
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tendo-se pois, Kantar, Y. M. (2015) [30] e Kariya, T. & Kurata, H. (2004, pags. 25-40) [31], o
GLSE do vetor de coeficientes, 3, € dado por

B=(XTEYe)" X)X E(Ye)Ye. (3.1.15)

Observe-se que, se £(Ye) for invertivel e X for n x k, com carateristica k, X 'E(Ye) 1 X é
invertivel, verificando-se isto sempre que X, = I,,, vindo M, = I,,, e 52, > 0. Tem-se entao

B=(X"EYe) X)X E(Ye) Y, (3.1.16)

bem como,

EB) = (XTEXe) ' X) ' XTEYe) 'E(Ye)E(Ye) ' X(XE(Ye) ' X)
(XTEYe) ' X) ' XTE(Ye) ' X (X E(Ye)X) !

|

B

Ea

<

L
L

o)
|

Estabelecemos assim a

Proposicao 3.1 Se X forn x k, com carateristica k e }E(g) for invertivel, temos

EB) = (XTE(Y.) ' X)7

Nota : Este enunciado mostra que £(;3) é invertivel, nas condices da tese.

Corolario 3.1 Verificadas as condi¢bes da Proposicéo 3.1, para o vetor estimavel ¢y = Gj3 tem-
se o estimador v = Gj3, com matriz de covaridncia estimada £(¢) = G(X "E(Y.) "' X)"'G".
Se G for uma matriz h x k, com carateristica h, %(1)) serd invertivel.

Dem: A primeira parte da tese € de demonstragdo direta. Raciocinando-se como na secgao
2.1.7, mostramos que existe/f(g)%, pelo que

E@) = GEB)G" = (GEB))GEB)?)T (3.1.17)
vindo, ver Silvey (1980) [65],
C‘““(/i@)) = CGT(G/E(:)%) = car(G) = h, (3.1.18)

atendendo a A}E(B)% ser invertivel sempre que /2(5) 0 &, visto os seus valores préprios serem

as raizes quadradas dos de /E@) e, portanto, ambas as matrizes terem o mesmo namero de
valores proprios positivos. Como £(¢) € h x k, com caracteristica k, logo sera invertivel. |

3.2 Elipsdides de Confianca

Nesta secgdo mostraremos a utilizacdo dos x,;, ¢ = 1,...,w, r = 2,3,4, na construgdo dos
Elips6ides de Confianga, de nivel 1 — p, que terao (aproximadamente) probabilidade p de conter
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qualquer realizagdo de um vetor com a distribuicdo do vetor das observagdes. Para isso, dado o
vetor u, com ||u|| = 1, tomemos

W(u) =u' ((W) —u) = gajzi, (3.2.19)
com
a] =u' X; = (a1, Qi) i =1, ...;w. (3.2.20)
Como
E(Z;)=0,.,i=1,..,w, (3.2.21)
temos
E(W(u)) = 0. (3.2.22)

Sendo v, (u) 0 r—ésimo cumulante de W (u), podemos escrever

1 w
vr(u) = 3 ; di(r,w)Xri, 7 = 2,3,4, (3.2.23)
com
di(ryu) =Y ali=1,.,w,r =234 (3.2.24)
=1

Teremos pois os estimadores do »—ésimo cumulante de W (u), do coeficiente de assimetria e do
coeficiente de curtose, dados por

w

Ur(w) =Y di(r,w)Xri, ™ = 2,3, 4,

, (3.2.25)

pelo que, para a distribuicao Fi; ) de W (w), temos, de acordo com DasGupta, A. (2008, pag.
187) [13], Edgeworth, F. (1905, 1906) [15] [16] e Kolassa, J. E. (1994, pag. 65) [35],

W(u) = ——=, (3.2.26)
e a Expansao de Edgeworth, segundo Kendall, M. G., Stuart, A. & Ord, J. K. (1987, §3)

- ~ ~2
Edyjy () (w) = N(w) — %be(w) + %n«b(w) + 10V1T(%)n<6>(w),i =1,..,w,3.2.27)
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0 que nos permite obter o p—ésimo quantil (estimado), @p(g), de Edyj(,(.)-
Assim, teremos 0s quantis estimados

Wy (u) = /Va(u) wy(w), (3.2.28)

para W (u). Vamos agora obter o elips6ide centrado na origem, associado a forma quadratica

u] Ku,, que, dados 0s vetores uy, ..., u,;,, minimiza
A(K) =) (@) —ul Kuy)®. (3.2.29)
=1
Ora, com
w2l = (U2, 2Ug Uy, U3, ey 2Un Uy oy UZ)
7 (3.2.30)
S(K) = (k1,1, s k1n, k2,25 s k2,05 s Knn)
temos
w Ku, =2 s(K), 1=1,....10. (3.2.31)

Observe-se que u/?l e s(K) tém % componentes. Sendo {ug, ..., u,, } uma base ortonormada
para R", tomemos

Ul = [l
: (3.2.32)

wy(w) = (Wp(wy), .., Wp(Ly,))

onde pretendemos minimizar |w,,(u) — U2\, considerando )\ o semi-vec da matriz K. Assim,
A = s(K), tendo-se s(K()\)) = A. Dado ter-se
E(m,) =UP), (3.2.33)

teremos o LSE

, (3.2.34)

=P

onde ﬁp é tal que g(fp) = XP. Observe-se que, dado um vetor u, com ||u|| = 1, o elipséide
passa pela diregdo dada por u, a distancia u " K ,u do centro. Se se quiser centrar o0 mesmo no

"ponto medio" = X@ o contorno passara pelo ponto da semi-reta com dire¢éo u, a distancia
QT’KVPQ7 de .
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Figura 3.1: Elipséide que passa pela direcdao dada por u, a distancia ng(py do centro.

3.3 Intervalos de Predicao

A abordagem usual passa por obter uma predigcao pontual fornecendo um BLUP, com variancia
minima para uma futura observacdo. Complementamos as técnicas usadas geralmente na lite-
ratura para apresentar uma alternativa em que se obtém um Intervalo de Predi¢éo, [Yz;Y) =],
com uma probabilidade (aproximada), 1 — p, de conter a futura observacgao.

A predicdo sera para um conjunto de vetores adicionais, digamos #,,,...,4,, has matrizes

X, X1, .0, X

w

Sejam entdo i,i4,...,4,, €sses vetores, com k,cy, ..., ¢, COMponentes, que serdo os valores
das variaveis controladas, para as quais se pretende predizer o valor duma futura observacao,
digamos Yf. Observe-se que E(Yf) pode ser estimado por

E(Yy) =5, (3.3.35)

e, segundo Christensen, R. (2011, pags. 33-41) [10], podemos obter o BLU P correspondente a

a=[z"& ..az]". (3.3.36)

w

Assim, utilizando os resultados da secc¢éo anterior, 3.2, podemos obter para
U=——1u (3.3.37)

os estimadores dos r—ésimos cumulantes de W (w), dados por v,.(it), r = 2, 3,4, e 0s estimadores
dos coeficientes de assimetria e de curtose, dados por 7, (i) e v, (it). Assim, obtemos a Expan-
sdo de Edgeworth, Edy;, ;) (.), para Fy,;(.), e, a partir dai, obtemos os intervalos de predicao
seguintes, de nivel 1 — p,

(@75 + @y (i) 2" B + @1 g ()- (3.3.38)

Observe-se que 1 — p é apenas um valor aproximado da probabilidade desse intervalo conter a
futura observacao.
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3.4 Modelos Multiplos

Nesta seccao fazemos um estudo sobre modelos multiplos. Estes sdo da forma

y=[ym, ..y, (3.4.39)

comY(l) = XB()+Y°(l), I =1,...,u,sendo 0s Y°(1), ..., Y°(u) 4.i.d., com vetores médios nulos.
Estes modelos generalizam os modelos multiplos em que £(Y°(l)) = 0?1, | = 1,...,u, OU Seja,
faremos uma generalizacdo dos modelos regressionais multiplos, em que se considerava um
Unico termo aleatério da forma Xe, com e ~ N(0,021,,), ver, respetivamente, Mexia, J. T. (1987),
Moreira et al. (2005) e Ribeiro, A. & Mexia, J. T. (1997) ([43] , [47] e [57]).

Mostraremos que as hipoteses sobre efeitos e interagées dos factores de um delineamento
base correspondem aos espacos duma particdo ortogonal de R¢, admitindo que as matrizes
X, X,..., X4, sa0 as mesmas para todos os modelos associados aos diferentes tratamentos,
bem como os cumulantes x..;,r = 2,3,4, i = 1, ...,w. Temos entao que apenas os vetores j3 va-
riardo de modelo individual para modelo individual. Estudaremos, entdo, a acao dos factores do
delineamento base nas fungdes estimaveis ¢' 3, obtendo testes para as hipéteses de auséncia
de efeitos e/ou interacgoes.

Fagamos aqui uma breve referéncia as fungdes estimaveis. Quando estamos interessados em
estimar fungées de 3, devemos distinguir entre aquelas que séo fungdes apenas de X 3 e aque-
las que ndo s&o. Dado que o parametro 3 afeta a distribuicdo de Y apenas através de X,
devemos distinguir entre aquelas que séo fungbes apenas de X 3, pois sdo as que podem ser
estimadas satisfatoriamente, McCulloch, C. & Searle, S. (2001, pag. 120) [42]. Assim, apresen-
taremos os instrumentos algébricos necessarios para testar essas hipéteses, permitindo realizar
a inferéncia para modelos mudltiplos, clarificando a ligagdo entre este estudo e um trabalho ja
publicado, Antunes et al. (2020b) [3].

Consideremos um delineamento base de efeitos fixos com d tratamentos, associado a uma parti-
¢éo ortogonal R = By, V;. Sejam Ay, ..., A, matrizes cujos g1, ..., gm Vetores linha constituem

bases ortonormadas para o0s sub-espacos Vi, ..., V,,.

Por exemplo, se no delineamento base cruzarmos factores com fi, ..., f, niveis, os sub-espacos
Vi, ..., V., corresponderdo aos m = 2Y sub-conjuntos ¢ de indices dos factores, dado por v =
{1,...,v}. Se fi(¢) = 0, estar-lhe-4 associado o valor médio geral; se ti(¢) = 1, os efeitos dos niveis
do Unico factor com indice em ¢ e, se #(p) > 1, as interagdes entre os factores com indices em
. Podemos dar aos conjuntos ¢ e aos sub-espagos correspondentes os indices

jle)=14> 271, (3.4.40)

lep

sendo j(¢),V, e A;,j =1,...,m, 0s conjuntos, sub-espacos e matrizes com os vérios indices.
Ao conjunto ¢;, com indice j, esta associada a matriz, ver Ferreira et al (2010) [18],

A(p) = @11 Ai(p), (3.4.41)
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sendo

15 1 ¢
A(p) = , (3.4.42)
Ly 1€

onde L, é obtida através da eliminagao da primeira linha, igual a #1; , de uma matriz ortogonal.
A matriz A(p) tem caracteristica g, = [,c,,(fi — 1).

A nossa analise centrar-se-a sobre fungdes estimaveis.

Sejam ({ﬁh(l), %(2)), h=1,...,d, os pares de estimadores que se tém para uma dessas funcgoes.
Se admitirmos que os Y (1);Y,(2), ...,Y ;(1); Y ;(2) sdo independentes, e os vetores de cada par
80 i.i.d., 05 11 (1); 11 (2), ..., ¥a(1); a(2) serdo independentes e os estimadores de cada par sao

i.9.d. .

Atendendo aos resultados da secgao 2.1.7, teremos

E@,0)=V, =12, h=1,...d, (3.4.43)
e, tendo-se
Un(l)=c"B, (1), 1=1,2, h=1,...d, (3.4.44)
ter-se-a
EWn)=c'Ve, 1=1,2, h=1,...d, (3.4.45)

pondo-se, para aligeirar a escrita,
o*(c)=c"Ve (3.4.46)
Entdo, com

B0 = (1(0), s all))
A=1,2, (3.4.47)

Y1) = (1 (1), -, (1))

0S @(1) e @(2) seréo i.i.d. com vetor médio ¢(1) = ¢(2) = ¢, e matriz de covariancia o*(c)I 4. As-

sim, o par @(1), 1 (2)) correspondera a um modelo homocedastico equilibrado com d tratamentos

e duas observagoes por tratamento. Atendendo a discussao do capitulo X de Scheffé, H. (1959)
[59], concluimos que a Analise de variancia, ANOV A, é aplicavel a este modelo. Tomemos

S = Z (Jm - Jm)z
=1 , (3.4.48)

b= 4 (P +diz), 1=1,4,
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e
QL. = (Jl,OW'WJd,O)
, (3.4.49)
ﬁlﬁ, = (7/}1,07 "'aqud,-)
Entao, com
S; = 4,9, |1
,i=1,...,m, (3.4.50)
gj = car(A;)
temos a estatistica
2d S;
F="22 j=1,..,m, (3.4.51)
Ty S
com g; e 2d graus de liberdade e pardmetros de ndo centralidade
L2 A 2= 3.4.52
5] . UT(Q)H ng,.” ] = 17...7777/7 ( A )
para testar as hipoteses
HOJ' : Ajgl . = Ogj,j = 1, ey M. (3453)

Estes pardmetros de ndo centralidade s6 se anulam quando Hy ;, j = 1,...,m, se verificam.
Assim, estes testes s&o nao distorcidos. O factor 2 que aparece nestas uUltimas expressodes,
resulta de

~ (o)

E@,) =5

I,. (3.4.54)
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Capitulo 4

Modelos Aditivos com Parametros de Localizacao
e Dispersao

4.1 Ajustamentos

Nesta sec¢do consideramos o caso em que as distribui¢des das componentes dos vetores Z,, i =
1,...,w, tém par&metros de localizacdo \;, i = 1,...,w, e dispersao ¢;, i = 1,...,w. Aquando do
ajustamento, integraremos os parametros de localizagao \;, ¢ = 1,...,w, no vetor dos coefici-
entes 3, Assim, quando estimarmos 8 estimamos A1, ..., A,,, usando técnicas algébricas plena-
mente conhecidas mas agora aplicadas num contexto diferente. Por outro lado, a partir dos
(X2,4:X3,i), © = 1,...,w, obtemos 0s 6, i = 1,..,w, e, destes, os estimadores dos cumulan-
tes de quarta ordem, dados por x4,, ¢ = 1,...,w. Seguem-se as secc¢des 4.2, 4.3 e 4.4, onde
também iremos obter, de forma similar ao capitulo anterior, elips6ides de Confianga, interva-
los de predicao e modelos multiplos. Particularizamos para os casos em que as componentes
Ziy, 1 =1,..,¢, t = 1,...,w tém distribuicdes Normal, Exponencial e Gumbel. Tal como no
capitulo 3, consideramos o0 modelo

Y=X3+> X.Z, (4.1.1)
i=1

onde o vetor de observagdes Y é do tipo n x 1, os vetores Z,, ..., Z,,, so independentes, com
componentes i.i.d., tendo estas componentes pares de localizagdo e dispersdo (\;,d;), i =
1,...,w. O modelo pode agora ser reescrito como

w

Y=X8+> XiZ, (4.1.2)

i=1

com

X =[X X1, ... X1, ]
, (4.1.3)
. T T
B=1[8 At A

e vetores Z,, ¢ = 1,...,w, independentes, com componentes i.i.d. € com parametros de disper-
sdo §;, i=1,...,w. Temos ainda

Xr,i( |07(5i) = 6;Xr,i( IO, 1), 7= 1, LW, T = 2,3,4, (414)
bem como
O, =7,...Y]), r=2,3, (4.1.5)
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e com
X, =B B(r)*B(r)'0,, r=23. (4.1.6)
Tem-se ainda
5 = ,/’;(22’;(( |%”5f)), i=1,..,w, (4.1.7)
e
Xai(10,8) = &ixaa( [0, 1), (4.1.8)

onde 0s x2,( |0,1) e 0s x4,:( |0,1) sdo conhecidos. Por outro lado temos, tal como vimos atras,

EY) = Z%Q,i( 10, 0;) M, (4.1.9)
i=1
e o0 GLSE,
B=(XTE@) " X)" X TEY)"Y. (4.1.10)

E ainda facil de estabelecer, tal como na Proposicédo 3.1. e respectivo Coroldrio, do capitulo 3,
que, quando }NZ(X) for invertivel e os vetores coluna de X forem linearmente independentes,
teremos

B=(X"TEY) X)X EY)Y

- N (4.1.11)
EB) =XTEY)'x)!

4.2 Elipsdides de Confianca

Mantendo-se a expressao dos d;(r,u) da secg¢ao 3.3 e do r—ésimo cumulante de W (u), r =
2,3, 4, voltamos a obter

w

A (u) = @;Z(ig)é , (4.2.1)
va(u)2
Fo(u) = 2%, — 3,

obtendo-se, como vimos atras, a Expansao de Edgeworth EdW@(w) € 0s quantis estimados

IEp(ﬂ)e
tp(w) = /D2 (w) iy (). (4.2.2)
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Temos agora, dados 0s uy, ..., u,;,, que minimizar
A (K) = () —u' Ku)?, (4.2.3)
=1
obtendo-se para A = s(K), o estimador
X, = @2 gy (4.2.4)
(4.2.5)

com
w, =
e, a partir daqui, de novo ’I?p = K(X ), mantendo-se a interpretacdo geométrica da Figura 3.1.

Tal como na secgéo 3.3, trabalhamos com um modelo, em vez de um par de modelos.

4.3 Intervalos de Predicao
Para obter Intervalos de Predicao, tal como na seccao 3.3, do capitulo 3, temos
i=[2" & ..ip), (4.3.1)

e obtemos Edy;(, (W) para i = ﬁ@ obtendo primeiro os os quantis w,(ii) e W,(i). A partir
daqui procede-se como vimos atras, para obter os intervalos de predigao de nivel 1 — p (aproxi-

7B+ Wy (w)d' B+ by p (i),

mado),

4.4 Modelos Multiplos

Podemos repetir o tratamento como na secgao 3.4, do capitulo 3, para dados
@ = (1,/‘;17 () ’(Zd)
) (4.4.1)
g = (1/’17 ceey 1/’11)
(4.4.2)

U

95,

)

|

F =

&

obter primeiro as S;,j=1,...,me S = ZjeD S;, e, em seguida, as estatisticas

mantendo-se g e g;,j ¢ D, tal como vimos atras, para testar as hipoteses Hy ;, j ¢ D.
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4.5 Casos Particulares

Seguidamente vamos apresentar a estimacao dos parametros de localizacao e dispersao dos ca-
S0s em que as componentes Z;;, I =1,...,¢;, i = 1, ..., w tém distribuicdes Normal, Exponencial

e Gumbel.

4.5.1 Tipo Normal
Temos agora, sendo . 0 valor médio e o2 a variancia,
xi(|p,0?) = p

x2( |, 0%) = o

XT( |P’a0'2) =0, r>2
bem como

x1(10,1) =p=A
X2(|071)202 )

x-(10,1) =0, r>2

(4.5.1)

(4.5.2)

ndo sendo necessario estimar os x..( |u,0?) para r > 2. Para estimar os x1( |¢, 0?), incluimos
1 = X no vetor dos coeficientes e obtemos LSE para x;( |u,c?) e igualmente para xo( |u, 0?),

utilizando
X, = (B(2)"B(2)"B(2)'0,,
com

Oy = (Y2,...,Y2).

A n

4.5.2 Tipo Exponencial

Temos a densidade estandardizada da distribuicdo exponencial dada por
e(x]0,1)=e"", x>0,

vindo

bem como

$(t]0,1) = —log(1 — 1),
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e, com

—or>1, (4.5.8)

logo

xr( 10,1) =7l r>1. (4.5.9)

4.5.3 Tipo Gumbel

Se as distribuicdes das componentes sao distribuicdes de Gumbel, tem-se, no caso estandardi-
zado,

F(2]0,1) = Gy(2]0,1) = e ¢ ", —o0 <z < —00, (4.5.10)
bem como a respetiva funcdo densidade
gp(2]0,1) = e %e™¢ ", —00 <z < —00, (4.5.11)

e a funcao geradora de momentos é dada por

+o0 X Foo —a
»(t|0,1) :/ ete e dx :/ e~ =0z g, (4.5.12)

— 00 — 00

definida para ¢ < 1. Fazendo-se a transformagéo z = e=*, vem

+oo
©(t)0,1) = / 27t e Fdz =T(1 —t). (4.5.13)
0
Logo,
¥(t]0,1) = logl'(1 — t), (4.5.14)
donde
: (1)
e obtém-se
I'(1—t)=— (t0,1)D(1 —t). (4.5.16)
Assim,
<> (1 —t) = —¢ (t0,1)T(1 — £)<" 1> (4.5.17)

r—1
—1 . .
_ —Z <T . >¢<]+1>(t|071) F<r—1—j>(1 —t)7
; J
Jj=0
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vindo
r—2 r_
D<">(1 —t) = —p<"> ({0, N1 — ) Z( >¢<J+1>(f0 DI<r=179>(1 —t). (4.5.18)
7=0
Se t = 0, entao temos
r—2 r—1 ]
r<r=(1) = —x,( |0, (1) — < ) )XjH( |0, )I<"~177>(1), (4.5.19)
. J
7=0
onde
r—2 r_ )
xr(10,1) = =T<">(1) Z< , )xm 0, )I<"—1=7> (1), (4.5.20)
7=0
Em geral, ter-se-4
Xr(0) =0"x»(1), 7> 1, (4.5.21)
bem como
X2(5)
6= . 4.5.22
X2(1) ( )
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Capitulo 5

Modelos Aditivos com parametros de
Localizacao, Dispersao e Forma

5.1 Consideracoes Preliminares

Nesta sec¢do consideramos o caso em que as distribui¢ées das componentes dos vetores Z,, i =
1,...,w, tém parametros de localizacao )\;, dispersao ¢; e forma r;, i = 1, ..., w, respetivamente.
De forma analoga a seccao anterior, obteremos os estimadores dos cumulantes de quarta or-
dem, dados por x4, ¢ = 1,...,w bem como os Elipséides de Confianca, Intervalos de Predigcao
e Modelos Multiplos, seguindo as secgdes 3.2, 3.3 e 3.4, em que foram apresentados os casos
gerais. Particularizamos para os casos em que as componentes Z; ;, I =1,...,¢;, i =1, ...,w tém
distribuicbes Gama, Weibull e Fréchet.

Assim, admitamos que as componentes dos vetores Z,, i = 1, ..., w, tém cumulantes de ordem r

Xl,i(/\i76i77-i) =\ + 51‘91,1‘(7}‘), t=1,...,w,

, (5.1.1)
Xr,i()\ia (52',7'1') = 5;97",1'(7—1'); Z = ]., LW, T = 2,
sendo conhecidas as fungées g¢,;(7;), [gr1(7:) = xri(0,1,7:), i=1,...,w, r=1,2,..].
Observe-se que
tendo as componentes de Z, parametros (0, d;,7;), i = 1, ...,w. O modelo
. . w . .
Y=X3+> X.Z, (5.1.3)
=1
pode agora ser reescrito como
Y=X8+Y XiZ, (5.1.4)
=1
com
X =[X X1, .. Xul,]
(5.1.5)

B=[8" A .. AT
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Observe-se que o r-ésimo cumulante pode ser escrito como

Xri(0,0;, 7)) =6, gri(mi), i =1,...,w, r=2,.. (5.1.6)

5.2 Ajustamentos

Procedendo-se como em (3.1.6), obtém-se as matrizes B(r),r = 2, 3,4, ..., j& que, como vimos,
apenas temos de estimar os cumulantes x,;,7 = 1, ..., w, r = 2, 3, necessitando, portanto, apenas
dum modelo. Considerando

Qr = (erv"'a}'/i:)a 7’:2,3, (521)
e
X,r = (%7‘,17 (XX} 5('7‘,111) (522)
obtém-se
X, = (B(r)"B(r))*B(r)"0,, r=2,3. (5.2.3)
Ora, com
2
g5.(.)
hi(.) = =3, (5.2.4)
=30
temos
2 2 )
Xg,z _ gg,z(ﬂ) =hi(m), i=1,...,w, (5.2.5)
X2,i 92,1‘(7'1')
vindo
2 .
7= hl (";ﬁ) =1, (5.2.6)
X2,z
Obtemos assim o estimador
X2
Fi=ht <~§’Z> L i=1,..,w, (5.2.7)
X2,i
bem como
~3
b= 2 =1, (5.2.8)
92,i(Ti)
onde se tem
55"",2' = S/:g”"y’b(;]\:l)i Z = 17 ceey wv r 2 4 (529)
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Assim, tem-se
0. = B(r)Xr, r=2,3,... (5.2.10)

Para estimar o vetor das componentes, trabalhamos com o vetor Y das observacées do modelo
dado em (5.1.3), tendo-se

EY) = x2:M;, (5.2.11)
1=1
bem como
EY) = XoiM;. (5.2.12)
=1

De acordo com Kariya & Kurata (2004) [31], obtemos o GLSE

B=(XTEM)TX)TXTEY)TY. (5.2.13)

Tal como foi visto anteriormente, se £(Y) for invertivel e os vectores coluna de X forem linear-
mente independentes, X '£(Y) 1 X & invertivel, vindo

B=XTEW) X)X TEY) Y, (5.2.14)
bem como

EB) = (X"EY)'x)" (5.2.15)

Obtemos assim a

Proposicdo 5.1 Se X tiver vetores coluna linearmente independentes e £.(Y') for invertivel, en-
tdo
EQ@) =X"Ey) X)) (5.2.16)

Corolario 5.1 Verificadas as condigbes da tese da Proposicdo 5.1., para o vetor estimavel ¢ =
GB, tem-se o estimador ¢ = Gf3, com E(¢) = G(X'E(Y)'X)"'G". Se G for uma matriz
h x k, com caracteristica h, /i(g) sera invertivel.

5.3 Elipséides de Confianca
Dado ter-se um unico modelo, temos

W(u) =u" (Y - p) = iag—(u)ziv (5.3.1)
onde, como atras,

QT(Q) =u'X; = (@i (w), ..oy @ic, (), i =1, ..., w. (5.3.2)
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Temos igualmente
E(W(u)) =0, (5.3.3)

bem como, tal como definido atras, sendo v,.(u) 0 r—ésimo cumulante de W (), podemos escre-
ver

w

’UT(u) = Zdi(T7 @)XT,% r= 27 3; 47 (534)
i=1

com

di(r,u) = Za{l(y), i=1,..,w, r=234. (5.3.5)
=1

Teremos pois os estimadores

?2 (ﬂ) = 1;}2(;)2

W(u) = —_ (5.3.7)

a Expanséo de Edgeworth

Edyy () (w) = N(w) — %rﬁb(w) + #nd’ﬂw) + 10;7%6('@)n<6>(w),i =1,..,w. (5.3.8)

Dado o p—ésimo quantil (estimado) fbp(g) de W (u), para W (u), teremos os quantis estimados

Wy(u) = /U2(u)  wy(w). (5.3.9)

A partir daqui, obtém-se o elipséide de confiangca de "nivel p," minimizando A (K), tal como em
(3.2.29).
Mantendo as defini¢des de (3.2.30) e tomando igualmente A = s(K), temos os LSE

A, = (Uil glh—1yhl w,
, (5.3.10)

com

Wy, = (Wp(Uy); -y Wp(Uyy,))s (5.3.11)
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e f{p = K@p). A interpretagdo geométrica da Figura 3.1. mantém-se. Esta secgdo é paralela a
secgao 3.2, do capitulo 3. No entanto, é de salientar que agora trabalhamos com um modelo, em
vez de um par de modelos.

5.4 Intervalos de Predicao
Tal como na seccéo 4.3, teremos

=&z ..z ]", (5.4.1)

=L (5.4.2)

I
[l

obtendo-se Edy;;,(.), €, a partir dai os w, (i) e 0s W, (i), por forma a construir os Intervalos de
Predicao seguintes, de nivel 1 — p,

(&7 B+ Wy (i1); &7 B+ By (). (5.4.3)

Tal como na seccdo 4.3, 1 — p é apenas um valor aproximado deste intervalo conter a futura
observagao.

5.5 Modelos Multiplos

Ao contrario do que admitimos na seccao 3.4, do capitulo 3, temos agora de considerar um
modelo por tratamento do delineamento base, logo, um Unico estimador, com valores v, ..., ¥4,
para os valores duma fungéo estimavel, para os varios tratamentos. Temos agora

ﬂ = (wla "'awd)
~ ~ ~ 5.5.1
Q: (1/}17"'71/)d> ( )
bem como
S; = A4; ¢|?
L j=1,..,m (5.5.2)
g; = car(Aj)

Dado ter-se um Unico modelo por tratamento, temos de admitir existir um conjunto ¢, de indices,
tal que

|A;9|> =0y, j € e (5.5.3)
Para testar as hipéteses

Hoj:Aj =0y, j¢e, (5.5.4)
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temos as estatisticas

n

g .
szi j7 ]¢S07

S
|

comS=3 .., Sjeondegieg=> ., 9
se anulam quando Hy ;, j ¢ ¢, se verifica.

5.6 Casos particulares

(5.5.5)

representam os graus de liberdade; as hipoteses s6

A teoria anterior aplica-se desde que se conhegam as fungdes g.(p), que dao os x.(0,1,p),

r = 2,3. Vamos obté-las para trés casos particulares:

5.6.1 Tipo Gama

Seja x uma v.a. com distribuicdo Gama, cuja densidade estandardizada é dada por

1
g($|0, 17p) = 7$p_16_$7 T > 07

['(p)

vindo

e, fazendo-se a transformacéo z = (1 — t)z, temos

1 [t/ 2\t 1
£10,1,p) = —— - g dz =
@(t0,1,p) F@%A <1_J et r—dz

Temos também
¢(t|07 1ap) =D log(l - t)v t< 1a
vindo

<7 (t)0,1,p) = 125

YT (H0,1,p) = B r =23,

bem como

x1(10,1,p) = p=g1(p)

Xr( ‘07 17]7) = p(?" - 1)' = gr(p)
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Tem-se entao (p é o parametro de forma),

bem como

_ x3(10,1,p)
4x3(10,1,p)

Vé-se ainda que se tem

XZ( |0a 1,]7)
X2( |07 17p)

5.6.2 Tipo Weibull

Temos a densidade estandardizada,

z[0,1,8) = gzt (3_‘”757 sex >0
f(al

a que correspondem os momentos relativos a origem

’ +oo s
L(10,1,6) = / e e,
0

~ 1_
Fazendo a transformacéo ~ = x¢, bem como ‘j—j = %zﬁ ! temos
’ Foo r+£—1 _s 1 1-€ oo L —
w,(10,1,6) = Ez ¢ e EZEdZ: 2€ e *dz
0 0

=I(1+¢).
Os quatro momentos centrados seréo:
p1(110,1,6) =0
pa(10,1,6) =T(1+2) —T2(1+ 1)

p3(10,1,6) =T(1+2) =301+ HI(1+ F) + 20 (1 + )

pa(10,1,6) =T(1+¢) =401+ (1 + 2) +6T(1 + £)°T(1 + £) - 30(1 + ¢)*

(5.6.7)

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)

(5.6.12)

. (5.6.13)
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Para os cumulantes, temos

X1( A 0,6) = A+0x1(10,1,8)

: (5.6.14)
Xr(IX,6,6) = 0"x,(10,1,€), r>1
Entdo, com
x1(10,1,6) = ' 0,1,5)—F(1+2) (5.6.15)
e
xr(10,1,6) = pr(10,1,8), r=2,3, (5.6.16)
temos
Xa( X,6,€) = 0"xa(10,1,6) = 6" [na(|0,1,€) — 3p2( |0, 1,€)?]. (5.6.17)

5.6.3 Tipo Fréchet

Sabendo que a distribuicdo de Fréchet, Stuart, A. & Ord, K. A.(1994, pag. 485) [68], tem fungéo
densidade estandardizada dada por

F(2]0,1,6) = x5 te " 2 >0, (5.6.18)

os momentos da distribuicdo de Fréchet sdo dados por

/ e ¢ e ¢
1, (0,1,8) = / EarE e gy = ¢ / " EF e gy (5.6.19)
0 0
Fazendo agora a transformacgéo z = 2~¢, vem = = 2 fe d—f; = —%z‘%‘l, logo
, Foo —r 1
1.(]0,1,€) :/ €25 et c el (5.6.20)
0

nao tendo portanto elementos de ordem superior a .

Em particular, tem-se
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p1(10,1,6) =T(1 - 8, <1

; (5.6.21)
p3(10,1,6) =T(1 - )
pa(10,1,6) =T(1— %)
vindo, de (5.6.21)
p2(10,1,§) =T(1-2) -T*(1 - ¢)
p3(10,1,6) =T(1—2) =301 - (1 - ) +20(1 - ¢)? . (5.6.22)
pa(0,1,6) =T(1 = §) =401 — (1 = §) +6I(1 — ¢)*T(1 - 3) = 30(1 — )*
Atendendo a (5.6.20), obtemos os cumulantes
x2(10,1,€) = p2(110,1,€)
x3(10,1,8) = ps(110,1,8) (5.6.23)

Xa(0,1,6) =T(1 = ) =401 — HT(1 = ) +6I2(1 — HI(1 - ) = 30(1 — §)* +30(1 — )*

+30(1— ) =31 = §) ~T2(1 — )?)

Note-se que se pode, perfeitamente, admitir que as componentes dos 24, ..., Z,,, pertencem a
tipos distintos.
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Capitulo 6

Duas Aplicacoes através de simulacoes

De forma a ilustrar a aplicabilidade dos resultados obtidos iremos agora primeiro apresentar dois
estudos de simulacao e, de seguida, um exemplo de aplicacdo dos modelos mdltiplos aditivos.
Consideraremos modelos com dois factores aleatérios, que cruzam, em ambos os estudos de
simulagao, diferindo, no entanto, na forma como as observagbes sao simuladas.

Assim, consideraremos um caso com dois factores aleatérios, que cruzam (A com dois niveis e
B com trés niveis).

Geramos dois vetores de observacoes, de tamanho 6, independentes e identicamente distribui-

dos. Todos os célculos foram feitos no software R. Os modelos considerados podem ser escritos
como se apresenta em (3.1.2), com w = 2, vindo

Y(h) = XB(h) + X212, (k) + XoZy(h), h=1,2 (6.0.1)

9 3

onde

.
X:[llllll},

—_
e}

e

o

| I
-

11
X, =
000 1 11

O =

(a=)
S =
= O
o O

X, =

o
(a=)
o
o
—

B éfixo e os vetores Z,(h) e Z,(h), h = 1,2, s@o aleatérios e ndo correlacionados, com vetores
médios nulos e matrizes de variancia e covariancia xz,1(h)I2 € x2.2(h)Is.

De forma a realizar os ajustamentos, necessitamos considerar os vetores ay, ..., as, apresenta-

dos em (6.2.4), que constituem uma base ortonormada para Q, o complemento ortogonal do
espaco 2. Assim, consideremos

1 1 1 1
—3 0 2 —z 0 2
2 2 1
Vi VB VB viE yE Vi
A — IS TS TS TS S
V6 V6 V6 V6 V6 V6
1 0 _1 _1 0 1
2 2 2 2
1 2 1 2 1
V12 V12 Viz V12 Viz V12 |

sendo o/ , a I-ésima linha da matriz A, = 1,...., 5.
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6.1 Primeiro estudo de simulacao

No primeiro estudo de simulacao, geramos 1000 vezes o0s seguintes vetores de observacoes,
Y(h) = [Yi(h), .. Ye(h)]" h=1,2,

com
Y(1),Y(2) ~ N(0,02I¢), s=1,...,6, (6.1.2)

e0?=0.3,03=06,02=12,07 =1.8,0% =2.4 e 02 = 4.8. Assim, serdo considerados 6 casos,
sendo que em cada caso se terdo dois vetores de observacdes independentes e identicamente
distribuidos.

De (3.1.3) temos Y;(1) = AY (1) e Y;(2) = AY(2), I = 1,...,5, obtendo-se, de (3.1.7),

(57‘71 _ w’ r=23
-3 (6.1.3)
Oy = DN _ 3y(1)2y;(2)2

Como ja mencionado na teoria, enquanto que para obter um estimador centrado para Oy, | =
1, ..., 5, necessitamos de dois modelos independentes e identicamente distribuidos, para calcular
os estimadores centrados de O, ; e O3 ; necessitamos apenas de um modelo. Contudo, como
agora temos dois modelos, vamos utiliza-los para melhorar os estimadores obtendo @,z, r=2,3
como se indica em (6.1.3). Os 02, s = 1,...,6, previamente considerados e os valores médios

das estimativas de O,.;, dadas por (5“1, r=2,3,4,1=1,....5, sdo apresentados na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Médias obtidas para as estimativas.

02,i=1..6: 0.3 0.6 1.2 1.8 2.4 4.8

=11 03018 0.6082 1.2062 1.7123 2.3856 4.4692
=21 02915 05872 12177 1.8806 24989 4.8668
02, =3 1] 02997 0.6079 1.2614 1.8481 2.3242 4.8386
l=41] 02961 0.6047 1.1682 19162 2.3206 4.8771
l=5] 03009 05839 1.1124 1.7218 22960 4.7057
=11 0.0419 0.0364 0.1851 0.0331 -0.3278 0.4252
=21 0.0193 -0.0214 -0.1413 0.1595 -0.2323 0.1794
O3, l=3|-0.0225 0.0288 -0.0571 -0.3290 -0.0814 0.2556
=41 0.0073 0.0130 -0.0776 0.2581 0.3230 0.6529
=51 0.0143 -0.0288 0.0709 -0.1193 0.2897 0.8125
l=1|-0.0067 0.0477 -0.2182 -1.0895 -0.7089 0.4231
l=2|-0.0029 -0.0774 05716 -0.1009 0.2468 0.9922
Ou,1 =3 1] -0.0339 -0.0159 -0.0176 -0.9297 0.0770 -0.0499
l=4| 0.0060 -0.0086 0.1360 -0.2694 0.0155 -1.2685
l=5| 0.0058 -0.1303 0.2589 0.0432 0.5745 0.7388

Podemos constatar que (5211, I =1,...,5, apresenta excelentes estimativas dos o2, s = 1,...,6,
em todos os casos considerados. Além disso, também estimamos o segundo, terceiro e quarto
momentos centrais de Yl(h), h=1,2, 1 =1,..,5, usando o package "moments" implementado
no software R (R Core Team, 2013) [56], tendo obtido valores iguais aos obtidos com a técnica
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aqui apresentada.
Este primeiro estudo de simulagao esta publicado em Antunes et al. (2020a) [2].

6.2 Segundo estudo de simulacao

Uma das diferencas entre este estudo e o anterior consiste na forma como os dados foram
simulados. Neste, voltdmos a considerar o0 modelo descrito em (6.0.1). No entanto, neste estudo
nao sdo necessarios dois vetores de observagdes i.i.d.. Assim, em cada simulagdo, obtemos
apenas um vetor de observacgdes, dado por

Y =Xp+X1Z, + X22,, (6.2.4)

que basicamente é o modelo considerado em (6.0.1), com A = 1. Por outro lado, em vez de
simular as observagdes, considerando a condigdo em (6.1.2), estas sdo obtidas simulando os
vetores Z, e Z,. Mais uma vez, o procedimento foi repetido 1000 vezes.

Este estudo de simulagao esta dividido em dois casos. No primeiro (Subsecgao 6.2.1), conside-
ramos modelos com parametros de localizacdo e dispersao, ilustrando os casos apresentados
no capitulo 4. No segundo (Subseccao 6.2.2) consideramos modelos com parametros de locali-
zagao, dispersao e forma, ilustrando os casos apresentados no capitulo 5.

6.2.1 Primeiro caso

Como mencionado anteriormente, nesta subseccao ilustra-se a teoria apresentada no capitulo
4, considerando a distribuicdo normal. Para tal, considerou-se o modelo descrito em (6.2.4),
com 3 =0, Z, ~ N(0,x2,112) € Z, ~ N(0, x2,2I3), com os cumulantes de Z,,i = 1,2 tam-
bém denominados componentes de variancia, dados por x2;, ¢ = 1,2, tomando valores em
{0.3,0.6,1.2,1.8,2.4,4.8}. Assim, tendo em conta todos os diferentes valores para x2;, i = 1,2,
sdo considerados 36 vetores de observagbes Y. Note-se que os vetores de observagdes terao,
em todos 0s casos, vetor médio nulo e varincia dependendo de x»,, i = 1, 2.

Note-se também que, enquanto no estudo anterior eram conhecidos os segundos momentos
centrais dos vetores de observagdes, aqui conhecem-se as componentes de variancia, xz2, ¢ =
1,2. Assim, estas podem ser estimadas, a partir de (3.1.10), com r = 2, e as suas estimativas
comparadas com os valores assumidos acima. Para tal, obtemos a partir de (3.1.4),

af X1 =[0 0]; =[-101]
as X1 =1[0 0]; a2 X2 [0.577 —1.155 0.577]
a3 X1 = [-1.225 1.225]; =100 0 0]
a; X1 =[0 0] =[00 0]
al X1 =1[0 0]; Qs X2 [0 0 0]
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e de (3.1.8),com r = 2,

o

©

~—

Il
©c o w o o
o o o N

Entdo, atendendo a (3.1.10) e considerando r = 2, obtém-se

X, = (B(2)' B(2))"B(2)70,.

Depois de repetido este procedimento 1000 vezes, obteve-se a Tabela 6.2, onde constam as
médias das estimativas obtidas, para cada um dos 36 casos considerados, tendo em conta as
varias combinagdes de valores previamente considerados para as componentes de variancia.
Pode verificar-se que as estimativas médias estdo muito perto dos valores previamente conside-
rados.

Tabela 6.2: Valores previamente considerados de x2.;, i = 1, 2, e médias das estimativas das componentes
de variancia obtidas.

X2,1
X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 24 4.8
Xz2,1 | 0.2936 0.6087 1.2315 1.7948 2.3762 4.6244
0.3 | Xx2,2 | 0.3008 0.3013 0.2997 0.3033 0.3009 0.3012
X2,1 | 0.3029 0.6128 1.1622 1.8165 2.4335 4.8770
0.6 | X2,2 | 0.6096 0.6090 0.5940 0.5879 0.5926 0.5909
X2,1 | 0.2979 0.6024 1.2016 1.8117 2.3822 4.7587
1.2 | Xx2,2 | 1.1870 1.2099 1.1997 1.2153 1.2066 1.1958
X2,1 | 0.3065 0.6114 1.2113 1.8233 2.3465 4.6282
1.8 | X2,2 | 1.7555 1.7818 1.7874 1.7975 1.8271 1.8108
Xz21 | 0.3018 0.5905 1.1618 1.7717 2.4373 4.7646
24 | Y22 | 24230 2.3864 2.4469 23731 24113 2.3937
X2,1 | 0.2937 0.6003 1.1804 1.7969 2.3998 4.8816
4.8 | x2,2 | 47961 48335 4.8328 4.7178 4.8049 4.8615

A Tabela 6.3 apresenta os valores médios obtidos para E descrito em (4.1.10), para cada um
dos 36 casos considerados. Lembramos que ao se simularem as observagdes se considerou
B = 0 e neste caso também se verifica que as estimativas médias estdo muito perto dos valores

previamente considerados.
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Tabela 6.3: Médias obtidas para j.
X2,1
X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 2.4 4.8
0.3 | -0.0043 -0.0008 -0.0027 -0.0032 -0.0009 -0.0006
0.6 | -0.0070 -0.0085 -0.0090 -0.0043 -0.0027 -0.0010
1.2 | -0.0051 -0.0025 -0.0022 -0.0002 -0.0008 0.0003
1.8 0.0020 0.0036 0.0020 0.0015 0.0011 0.0001
2.4 0.0004 0.0003 -0.0005 -0.0006 -0.0008 -0.0002
4.8 | -0.0002 0.0008 0.0008 0.0007 0.0005 0.0004
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Com vista a obtengao de elipséides de confianga para observagdes futuras que, como mencio-
nado no capitulo 3, passam pela dire¢cdo dada por v, a distancia v " Ku do centro, consideraram-
se vetores g, com 6 componentes (tantas quantas o vetor de observagtes), podendo cada com-
ponente tomar os valores —0.9, 0.1, ou 1.1, por exemplo e consideramos

L g. (6.2.5)
lgll =

H =
Desta forma foram considerados 3% = 729 vetores diferentes, todos com norma 1 e diferentes
direcdes. Um desses vetores &, por exemplo, u = ﬁ[—o.g 0.1 1.1 —0.9 0.1 1.1)".
Para cada vetor u, obtiveram-se os valores do estimador do segundo cumulante de W (u), dado
por v2(u), (r=2), do coeficiente de assimetria, 71 (u), e do coeficiente de curtose, 72 (u), apresen-
tados em (3.2.25). De seguida, obteve-se o valor correspondente para Edy, ,(w), segundo
(3.2.27), o que nos permitiu obter os quantis estimados wg g25(u) € wWo.975(u), indicados em
(3.2.28).

Considerou-se, entéo, U2l tal como descrita em (3.2.32), por forma a obtermos Xp tal como em
(3.2.34) e, consequentemente, f0_975, com p = 0.975. Por exemplo, para x2,1 = x22 = 4.8,
obteve-se

9.0122 5.5376  5.5866  6.9825 —1.2271 —1.2985
5.5376  8.9601 5.6214 —1.2688 7.0123 —1.2847
Kooms = 5.5866  5.6214  8.9450 —1.2360 —1.3083 7.0276

6.9825 —1.2688 —1.2360  8.9317  5.5936 5.6336
—1.2271 7.0123 —1.3083  5.5936  8.9460 5.5824
—1.2985 —1.2847  7.0276  5.6336 5.5824  8.9612

Assim, novamente, por exemplo, para x21 = x2,2 = 4.8, a distancia uT K975 u, indicada na
Figura 3.1, foi de 20.7402.

Afim de se verificar se os elipséides continham 97.5% futuras observagées, digamos Y}, geraram-
se 1000 novas observacdes, para cada caso, e contdmos as vezes que Y; estavam dentro dos
contornos do elipséide. Ou seja, para o caso em que x2,1 = X2,2 = 4.8, contamos o numero de
vezes que YfT’Izo,me < 20.7402. Os resultados obtidos estdo contidos na Tabela 6.4. Pode
verificar-se que, de uma maneira geral, as contagens néo estdo muito longe de 975.

Tabela 6.4: Numero de vezes, em 1000, que Y esta dentro dos contornos do elipséide.

X2,1

x2,2 | 0.3 0.6 1.2 1.8 24 438
03 | 980 975 976 973 974 981
06 | 976 978 975 971 973 976
1.2 | 975 974 974 978 975 977
1.8 | 980 974 980 972 977 978
24 | 972 970 975 976 977 978
48 | 971 979 980 979 972 976
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De forma a construir-se um intervalo de predi¢do [Y;;; Y], sendo i o limite inferior e s o limite
superior, com uma probabilidade (aproximada) de 0.95 de conter uma futura observagéo, Y, tal
como descrito em (3.3.38), considerou-se & = [1], ou seja, uma matriz com um Unico elemento
igual a 1. Para 5 e para os quantis estimados wg.g25(u) € wp.975(w), indicados em (3.2.28),
utilizaram-se as estimativas obtidas anteriormente. A Tabela 6.5 contém os limites inferiores
médios e os limites superiores médios dos intervalos de predicao, obtidos para cada caso, ao fim
de 1000 simulagdes.

Tabela 6.5: Valores médios obtidos para [Yy;; Yys].

X2,1

X2,2 0.3 0.6 1.2 18 2.4 4.8

0.3 | [1.16;1.19] [-1.45;1.44] [2.23;2.29] [2.70;2.36] [-3.18;3.11] [4.20;4.20]
06 | [[1.55;1.51] [-1.81;1.87] [-2.42;2.50] [-3.07;3.06] [-3.47;3.46] [4.47;4.47]
12 | [2.39;2.35] [2.79;3.11] [3.43;3.43] [-3.85;3.85] [3.99;3.99] [-5.07;5.07]
18 | [3.62;3.62] [3.48;3.36] [4.11;4.12] [-4.30;4.30] [4.50;4.51] [-5.30;5.30]
24 | [427;427] [-4.46,4.46] [452;452) [4.81;481] [4.99;,4.99] [5.78;5.78]
48 | [6.00;6.00] [-6.03;6.03] [6.00;6.00] [6.13;6.13] [-6.73;6.73] [-7.11;7.11]

Os intervalos obtidos s&o, aparentemente, 0s que se esperariam obter, uma vez que tém todos o
valor zero, aproximadamente, ao centro. Note-se que nas simulagbes se considerou 3 = 0, tendo
os vetores aleatérios também vetor médio nulo. No entanto, para verificar se os intervalos cons-
truidos continham 95% de futuras observagoes, geraram-se 1000 novas observagdes Y, para
cada caso, e, novamente, contdmos as vezes que cada observacdo estava contida no respetivo
intervalo [Yy;; Y;,]. Os resultados obtidos estéo contidos na Tabela 6.6. Pode verificar-se que, de
uma maneira geral, os valores ndo estao muito longe do valor 950.

Tabela 6.6: Numero de vezes, em 1000, que Y; estava contida em [Yy;; Yzs].

X2,1

X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 24 438
0.3 | 872 854 945 916 942 945
0.6 | 907 918 947 950 951 946
1.2 | 952 978 966 980 962 954
1.8 | 989 970 989 975 975 968
24 | 990 990 979 980 993 971
48 | 991 990 983 987 979 979

6.2.2 Segundo caso

Esta subseccao pretende ilustrar a teoria apresentada na secgéo 5.1. Para tal, considerou-se o
modelo descrito em (6.2.4), com 3 =0e Z; ~ I'(a,b) — ¢, i = 1,2, com a tomando valores em
{0.3,0.6,1.2,1.8,2.4,4.8 e b= 1.

Tem-se assim que os vetores Z,, i = 1,2, sdo vetores aleatoérios, com distribuicdo Gama, vetor
médio nulo e variéncia x2 4, i = 1,2, tomando valores em {0.3,0.6,1.2,1.8,2.4,4.8}. Tal como no
primeiro caso, tendo em conta as varias combinagdes para 0s x2;, ¢ = 1,2, sdo considerados 36
vetores de observagoes, Y.

Neste segundo caso tudo é simulado e estimado da mesma forma que no primeiro caso. Portanto,
também aqui o procedimento foi repetido 1000 vezes. A Unica diferenga é que, como ja foi
referido, agora os vetores de observagdes seguem distribuicdo gama, em vez de distribuigcao
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normal. Logo, também neste segundo caso se conhecem as componentes da variancia, xs.,
i = 1,2. Assim, estas podem ser estimadas e as suas estimativas podem ser comparadas com
os valores predefinidos. Neste caso, as estimativas foram obtidas a partir de (5.2.3). As médias
dessas estimativas, para cada um dos 36 casos considerados, podem ser vistos na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Valores previamente considerados de x2,;, i = 1, 2, e médias das estimativas das componentes
de variancia obtidas.

X2,1
X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 2.4 4.8
Xi,2 | 0.3171 0.3087 0.3429 0.3033 0.2861 0.2952
0.3 | X2,2 | 0.3008 0.3013 0.2997 0.3033 0.3009 0.3012
X1,2 | 0.5953 0.6430 0.6028 0.6048 0.6601 0.5708
0.6 | X2,2 | 0.6096 0.6090 0.5940 0.5879 0.5926 0.5909
X1,2 | 1.0838 1.1289 1.1606 1.2008 1.1517 1.28057
1.2 | X2,2 | 1.1870 1.2099 1.1997 1.2153 1.2066 1.1958
X1,2 | 1.8517 1.7960 1.9114 1.8255 1.8932 1.9034
1.8 | x2,2 | 1.7555 1.7818 1.7874 1.7975 1.8271 1.8108
X1,2 | 2.2450 2.4245 2.4676 2.3385 2.7129 2.4745
24 | X202 | 24230 2.3864 24469 23731 24113 2.3937
X1,2 | 5.0440 5.0892 4.9497 4.6422 4.9647 4.9958
48 | X2,2 | 47961 4.8335 4.8328 4.7178 4.8049 4.8615

Pode verificar-se que as estimativas médias estdo muito perto dos valores previamente conside-
rados.

A Tabela 6.8 apresenta os valores médios obtidos para 5 descrito em (4.1.10), para cada um
dos 36 casos considerados. Note-se que ao se simularem as observagoes se considerou 3 = 0.

Tabela 6.8: Médias obtidas para E

X2,1

X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 24 4.8

0.3 | -0.0039 -0.0060 -0.0009 -0.0001 -0.0013 -0.0005
0.6 | -0.0074 -0.0035 -0.0037 -0.0021 -0.0010 -0.0004
1.2 | -0.0063 -0.0038 -0.0031 -0.0016 -0.0017 -0.0008
1.8 | -0.0083 -0.0031 -0.0016 -0.0012 -0.0006 -0.0002
24 | -0.0020 -0.0019 -0.0017 -0.0014 -0.0009 -0.0005
4.8 | -0.0007 -0.0004 -0.0004 -0.0006 -0.0006 -0.0005

Também neste caso se pode verificar que as estimativas médias estdo muito perto dos valores
previamente considerados.

Com vista a obtencédo de elipsbéides de confianga para observagdes futuras, consideraram-se
os vetores ja considerados na subsecgéo anterior. Assim, consideraram-se os vetores g, com 6
componentes, podendo cada componente tomar os valores —0.9, 0.1, ou 1.1, tomando-se

1

U= X g.
lgll =

(6.2.6)

Mais uma vez, para cada vetor u, obtiveram-se os valores de v, (u), 71 (u) € 72(u), apresentados
em (3.2.25) e, de seguida, o valor correspondente para EdW@ (w), em (3.2.27), permitindo-nos,
assim, obter os quantis estimados wy g25(u) € wWp.975(w), indicados em (3.2.28).
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As matrizes EI) foram obtidas da forma anteriormente descrita. Neste caso, novamente, por
exemplo, para x2,1 = x2,2 = 4.8, obteve-se

8.9533 5.6927  5.7477  6.7337 —1.2480 —1.1888
5.6927  8.9630  5.6494 —-1.2460  6.6855 —1.1204
5.7477  5.6494 89782 —-1.1740 —-1.1577  6.5915
6.7337 —1.2460 —1.1740  8.8557  5.7419 5.7256
—1.2480  6.6855 —1.1577  5.7419  8.9649 5.6917
—1.1889 —1.1204  6.5915 5.7256  5.6917  9.0261

Kogrs =

Para x2,1 = x2,2 = 4.8, a distancia u" Kg.975u, indicada na Figura 3.1, neste caso, foi de 20.7838.

A fim de se verificar se os elipséides continham 97.5% de futuras observagdes, Yy, geraram-
se 1000 novas observagbes, para cada caso, e contou-se as vezes que Y; estava dentro dos
contornos do elipséide. Ou seja, para o caso em que x2,1 = X2,2 = 4.8, contamos o numero de
vezes que YfT/I?O,ngf < 20.7838. Os resultados obtidos estao contidos na Tabela 6.9. Pode
verificar-se que, de uma maneira geral, as contagens néo estdo muito longe de 975.

Tabela 6.9: Numero de vezes, em 1000, que Y esta dentro dos contornos do elipséide.

X2,1

X2.2 0.3 0.6 1.2 1.8 24 48
0.3 | 978 978 974 973 971 977
06 | 974 978 976 979 972 978
1.2 | 977 972 978 973 972 972
1.8 | 971 978 979 976 977 979
24 | 977 975 975 979 978 979
48 | 970 974 979 979 979 973

A fim de se construir um intervalo de predi¢ao [Y7;; Ys,], com uma probabilidade (aproximada)
de 0.95 de conter uma futura observacao, Yy, descrito em (3.3.38), considerou-se, mais uma
vez, ¢ = [1]. Para E e para os quantis estimados wg g25(u) € W 975(w), indicados em (3.2.28),
utilizaram-se as estimativas obtidas anteriormente. A Tabela 6.10 contém os limites inferiores
médios e os limites superiores médios dos intervalos de predi¢ao, obtidos para cada caso, depois
de se fazerem 1000 simulagdes.

Tabela 6.10: Valores médios obtidos para [Y7:; Y;s].

X2,1

X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 2.4 48

03 | [1.62;1.62] [1.82;1.81] [2.30;2.30] [2.55;2.55] [-2.80;2.80] [3.79;3.78]
0.6 | [2.08;2.07] [2.31;2.31] [2.53;252] [2.89;2.89] [-3.20;3.20] [-4.03;4.03]
12 | [2.65;2.64] [2.89;2.89] [3.16;3.15] [-3.44;3.44] [3.60;3.60] [-4.52;4.52]
1.8 | [-3.38;3.37] [-3.46;3.45] [3.77;3.77] [-3.95;3.95] [4.17;4.17] [-4.85;4.85]
24 | [3.70;3.69] [-3.96;3.96] [4.15,4.15] [4.27,4.27] [-4.70;4.70] [-5.24;5.24]
48 | [5.47;547] [-557,557] [5.63;5.63] [5.61;561] [592;5.91] [6.51;6.51]

Também neste caso os intervalos obtidos sdo, aparentemente, 0os que se esperariam obter, uma
vez que, mais uma vez, tém todos o valor zero, aproximadamente, ao centro. Note-se que tam-
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bém neste caso, aquando das simulagGes dos vetores de observagdes, se considerou 3 = 0,
tendo os vetores aleatorios também vetor médio nulo. A fim de se verificar se os intervalos
construidos continham 95% de futuras observagdes, geraram-se 1000 novas observacdes Y7,
para cada caso e contdmos as vezes que cada observagao estava contida no respetivo intervalo
[Yri; Yys]. Os resultados obtidos estéo contidos na Tabela 6.11. Pode verificar-se que, também
neste caso, de uma maneira geral, os valores nao estdo muito longe do valor 950, valor corres-
pondente aos 95%.

Tabela 6.11: Numero de vezes, em 1000, que Y; estava contida em [Yy;; Y]

X2,1

X2,2 0.3 0.6 1.2 1.8 24 48
0.3 | 964 939 934 919 916 908
0.6 | 969 959 948 940 923 915
1.2 | 969 970 947 950 933 924
1.8 | 981 974 969 958 959 925
24 | 978 975 970 958 973 945
48 [ 992 985 978 980 971 962

6.3 Exemplo de Aplicacao de modelos multiplos aditivos

Modelos aditivos sao considerados homélogos quando tém as mesmas matrizes X, X1, ..., X .
Nesse caso, constituem um modelo mdltiplo aditivo, se corresponderem a tratamentos de um de-
lineamento base. Assim, os modelos multiplos aditivos podem ser utilizados para ter uma analise
conjunta de matrizes de modelos homologos. Estes podem, por exemplo, ter como delineamento
base blocos casualizados. Esses delineamento base sdo utilizados no melhoramento de plan-
tas onde o objetivo é selecionar culturas (variedades cultivadas), com bom comportamento em
grandes areas.

Vamos supor que estamos a comparar k, culturas, em m locais. Assim, temos os estimadores
i =1,...,k 1 =1,..m,daprodu¢gdo média da j—ésima cultura no [—ésimo local, obtido a
partir das producdes do [—ésimo ensaio. Se considerarmos que as variancias do erro para 0s
diferentes ensaios nao diferem significativamente, os locais irdo corresponder aos tratamentos
de um delineamento base. Podemos, entdo, estudar a acdo dos fatores do delineamento base
nas p; = E(fi),j =1,....,k,com fi; = (i1, ..., kj,m),J = L,..., k. Se os u fatores do delineamento
base cruzarem, podemos realizar uma andlise conjunta, ver secgdo 3.4. .

Realcamos que os locais podem pertencer a diferentes regides e que o0s ensaios podem ser
realizados em anos sucessivos. Entéo, teriamos dois fatores que cruzam, ou seja, regido e ano,
respetivamente.

Note-se que poderemos realizar uma abordagem por duas etapas, comeg¢ando com ensaios
individuais e, em seguida, realizar o estudo de regides e anos. A razao por tras desta opgao, é
que os blocos ndo eram os mesmos para os diferentes ensaios. Realgamos ainda que os ensaios
de comparagéo entre culturas, sdo realizados em locais representativos de regides agricolas para
que possamos relacionar as suas localidades com as regides a que pertencem. Entao, teriamos
os fatores L, de localizagao, e T, de tempo.

Como ambos os fatores tém efeitos fixos podemos realizar uma ANOVA simples de dois fatores.
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Os nossos desenvolvimentos permitem-nos considerar ensaios individuais mais complexos com
fatores de efeitos aleatérios. No entanto, o exemplo simples que apresentamos destaca a abor-
dagem em duas etapas:

- na primeira fase estudam-se os ensaios individuais;

- ha segunda fase estudamos a acéo dos fatores do delineamento base dessas componentes
usando a técnica bem conhecida denominada por ANOVA.
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Capitulo 7

Observacoes Finais

7.1 Revisao Global

Comecamos pelo caso geral com modelos da forma

Y=X8+> XiZ, (7.1.1)
=1

onde o vetor de observagdes Y € do tipo n x 1, com matrizes X, X, ..., X, dadas, sendo 5 o
vetor dos coeficientes a estimar e as componentes Z,, ..., Z,,, sdo independentes com compo-
nentes i.i.d., com:
e valores médios nulos;
e cumulantes x,.;, r =2,3,4, i =1,...,w.
Para estimar os cumulantes de quarta ordem, admitimos ter um par de modelos (Y (1),Y(2))
i.i.d.. A partir dos estimadores dos cumulantes x,;, r =2,3,4, i =1, ..., w, obtivemos estimado-
res para os cumulantes de

W) =u' (Y - p), (7.1.2)

W) = u) . (7.1.3)

(Recordemos que 02(u) representa o segundo cumulante de W (uw)).

Passamos a obtencédo da Expansao de Edgeworth para a distribuicdo FW@, de W@, e, a partir
dai, as aproximagdes dos quantis w,(u) da distribuicdo Fy, () € w,(u), da distribuicao Fyy ().
Dada uma matriz K = [k; ], consideramos o seu semi-vec, dado por

A= (k11..2k1 5, k29..2ko ... ki), (7.1.4)

e representamos por K ()\) a matriz com semi-vec \.
Depois, consideramos um vetor u = (u1, ..., u, ), com w?l = (u3, ..., 2uyup, u3, ..., 2uaty, ..., u2), €
T
u" K(\)u=u?l ) (7.1.5)
0 que nos permitiu reescrever as formas quadraticas como produtos internos. Assim, ajustdmos
os Elipsoides de Confianga. De seguida, consideramos as componentes w,,(u;), ..., wp(,;,), ©
minimizamos

m

A (K) =) (wp(w) —uf Ku)?, (7.1.6)
=1
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pelo que, com

Mp(@) = (wp(gl)7 ---va(ﬂm))v (71 7)
Ukl = W2 W2, (7.1.8)
obtivémos o LSE
By T T~
A, =U UITU @, (u). (7.1.9)

Seguiu-se a construcdo de Intervalos de Predicdo. Estes intervalos foram construidos para con-
juntos de valores das variaveis controladas correspondentes as colunas das matrizes X, X, ..., X,
constituindo vetores linha i, i1, ..., &, adicionais para as mesmas. Consideramos o = [& ' & ...z, "
el = ﬁ@’ e obtivémos a Expansao de Edgeworth, EdW@), para a distribuicao Fyirw) © @ partir
dai, amostras com uma determinada distribui¢do. A partir dos quantis empiricos dessa distribui-
¢ao, obtivéemos os intervalos de predigao.

Em seguida, consideramos Modelos Multiplos. Os pares de modelos duma dessas familias tém
as mesmas matrizes X, X4, ..., X, e os cumulantes x,;, 7 =2,3,4,i =1, ...,w, S40 0S mesmos.
A partir desses pares de modelos, obtivémos, para os d tratamentos, pares (¢, (1), ¥ (2)),h =
1,...,d, de estimadores para a fungao estimavel .

Consideramos (1) = (11(1), ..., a(l)),1 = 1,2, bem como ¢y e = L (P11 + Pi2),l = 1,...,d.
Verificamos que, dado as hipéteses a testar corresponderem aos sub-espacos Vi, ..., V,,, duma
particdo ortogonal de R?, existem matrizes Ay, ..., A,,, cujos vetores linha constituem bases or-
tonormadas para esses sub-espagos. Com g; = car(A;), verificdmos que temos

S; = 1459, I
j=1,...,m, l=1,..4d. (7.1.10)
S =v1) - ¥
Obtivémos os testes F com estatisticas
2d S
F,=="=L j=1,..,m, 7.1.11
J gj S ( )

com g; e d graus de liberdade, tal como no capitulo 4.

Seguidamente admitimos que as componentes dos Z,,i = 1, ..., w, tinham parametros de locali-
zagao, \;, dispersao, J; e forma,r;, i =1, ..., w.

Os seus cumulantes de ordem r sdo dados por:

Xm;(/\i,éi,n) = 52‘97"71‘(7'1‘), 1= 1, LW, T > 2. (7112)

Por outro lado, integramos, como vimos, 0s A, ..., Ay, NO vetor dos coeficientes. Assim, a partir
dos cumulantes, estimamos os (é;,7;),7 =1, ..., w, e, a partir da estimagao de

B=1B" A . AT, (7.1.13)
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estimamos néo so esse vetor 3, mas também 0s Ay, ..., Ay.
Obtivémos, entao, os

564,7; = X4,i()‘i76ia7’:;l)7 (7114)

nao sendo necessario ter pares de modelos.
Passando aos Modelos Multiplos (como nao tinhamos pares de modelos) admitimos, a priori, que
existia um conjunto

9= 2jep9i
, (7.1.15)
S= Zngo Sj
e, para testar Hy ;, j ¢ ¢, consideramos as estatisticas
g Sj .
F,=>—_ j¢y, (7.1.16)

com g; e g graus de liberdade.

Destacamos os sub-casos em que consideramos que as distribuicoes das componentes dos ve-
tores Z,,7 = 1,...,w, tinham parédmetros de localizagdo e dispersdo. Particularizamos para os
casos das distribuicbes Normal, Exponencial e Gumbel. Por Ultimo, admitimos que as distri-
buicdes das componentes dos vetores Z,,i = 1,...,w, tinham distribuicbes Gamma, Weibull e
Fréchet, apresentando os cumulantes x,.;(0,1,7;),r =2,3,4ei=1,...,w.

Na fase inicial apenas estimdmos o x2;,¢ = 1,...,w, e o resto do tratamento foi paralelo ao do
caso anterior.

7.2 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Chegados ao fim da nossa apresentagdo dos modelos aditivos, verificdAmos que estes, apesar
da grande generalidade de pressupostos em que assentam, permitiram obter resultados, nome-
adamente, para
e Elipséides de Confianca;

e Intervalos de Predi¢do;
e Testes de hipoteses para Familias Estruturadas de modelos.

Observe-se ainda que, a medida que se reforcam os pressupostos relativos as distribuicbes das
componentes dos vetores 74, ..., Z,,, se aprofunda o tratamento. Assim, de pares i.i.d. de mode-
los, passamos a modelos isolados e, a ordem dos cumulantes das distribuicbes dos componentes
Zy, ..., Z,, que estimamos diretamente, vai diminuindo. Resumindo, os modelos aditivos repre-
sentam um ponto de equilibrio entre a generalidade dos mesmos e o interesse dos resultados
que permitem obter.

Como continuagdo natural do nosso trabalho pretendemos desenvolver o estudo de casos mistos
em que as distribuicdes das componentes dos 7, ..., Z,,, pertencem a tipos distintos. Em parti-
cular, as de Z,, poderdo ser normais. Pretende-se-4 entdo aproveitar a bem conhecida ligagao

das distribuicdes normais aos erros de medida para aprofundar o efeito perturbador de Z,, em
modelos aditivos.
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Apéndice A

Anexos

A.1 Algebras de Jordan

As algebras de Jordan sao importantes e foram introduzidas, em 1932, pelo fisico aleméao
Pascual Jordan, numa tentativa de formular a base mecéanica quantica, em termos do produto
de Jordan em vez do produto associado. Os primeiros registos de &lgebras de Jordan datam
de 1934, quando Pascual Jordan, John von Neumann e Eugene Wigner, publicaram o artigo
On an algebraic generalization of the quantum mechanical formalism, onde deduziram as propri-
edades das matrizes no contexto da mecanica quantica, sem o auxilio da algebra matricial subja-
cente, mas ndo observavel. De referir que Seely (1970a, 1970b) [62] [63], designou as algebras
de Jordan Comutativas como espagos vetoriais quadraticos. Desde entao, as algebras de Jor-
dan tém sido aplicadas em diversos ramos da Matematica, por diversos autores, citando apenas
Malley, J. D. (1994) [40], a titulo de exemplo.

De seguida serao apresentadas algumas definicbes importantes sobre algebras de Jordan.
Definicao A.1 Um conjunto A é chamado de uma algebra sobre o corpo k, se A possui uma es-
trutura de k-espaco vetorial e uma aplicacdo bilinear, ®, geralmente designada por multiplicacéo,
que verifica as seguintes condigcées, paratodo x,y,z € Ae a € R:
a)r®y+z)=2@y+2a® z;
b) (z+ty)@z=2®2+y®z;
¢) a(z@y) = (ax) ®y =7 ® ().
Definicao A.2 Seja.A uma dlgebra de Jordane S C A. S € uma sub-adlgebra de Jordan de A se:
a) é uma sub-algebra de A;

b) paratodoozr,ye A: x®y € S.

Definicao A.3 Uma algebra de Jordan é uma algebra munida com o produto de Jordan, que
satisfaz as condigbes seguintes:

a) x.y =y.x Lei comutativa

b) z%.(y.z) = (z*.y).xz, Identidade de Jordan,
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com z? = x.x, para todo x,y € A.

A.1.1 Algebras de Jordan Comutativas

Temos a seguinte proposicéo, de acordo com Schott (2017, pag.156) [60]:

Proposicdo A.1 Sejam A,, ..., A,, matrizes simétricas k x k. Entdo existe uma matriz ortogonal
P talque, P" A, P = D, é uma matriz diagonal, com os valores préprios de A; como elementos
principais, se, e somente se A;A; = A; A;, para todos os pares (i; j); i,j =1,...,m.

Desta forma, A, ..., A,,, pertencem a familia D(P), de matrizes diagonalizadas por P, que é
também uma AJC. Logo, as matrizes de A = {A4, ..., A,,,} pertencem a uma AJC se e somente
se elas comutam.

Todas as AJC de matrizes simétricas tém uma sé base, a base principal, bp(.A), constituida por
M PO, que sdo mutuamente ortogonais, ver Seely, J. (1971) [64].

Definicdo A.4 (Algebra de Jordan Comutativa)Um espago linear de matrizes reais simétricas, A,
diz-se uma AJC, se além de ser uma algebra Jordan, dadas quaisquer matrizes A e B de A, se
tiver AB = BA.

Definigao A.5 Uma AJC é uma matriz de Jordan composta por matrizes simétricas que comu-
tam e contém os quadrados das suas matrizes.

Proposicao A.2 Uma condigdo necessaria e suficiente para que um subespago S C S, seja
uma AJC parte da existéncia de uma base, Q = {Q+, ..., Q,,}, para S, constituida por matrizes
idempotentes, com Q,Q,; = 0, parai # j,i,j = 1,...,m, sendo essa base considerada unica.

Se @ for uma M PO pertencente a AJC, com base principal Q = {Q4,...,Q,,,} , teremos:

Q= ijQj.
j=1

Como Q é idempotente, tem-se b; =1, j =1,...,m.

Assim, temos

Q=> Q; D={j:b; #0},

JjED

isto é, as M PO duma A.JC s@o a soma das matrizes da sua base principal onde a M PO de uma
AJC é a soma direta de matrizes das suas bases principais.
Seguem-se as definicdes de AJC regular, AJC completa e a AJC complementar.

Defini¢ao A.6 (AJC regular)
A éregularse J, = 11,1} € A (considerando Q, = 1J,,).
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Definicdo A.7 (AJC completa)
Algebra completa é aquela que contém a matriz identidade, I.,; entdo, a matriz identidade serd a
soma das matrizes da base principal.

Definicdo A.8 (AJC complementar)
Se iL 95 <n,ou i, Q; # I,, podemos adicionar Q,,., = I, — > ;_, Q; obtendo-se entédo
a base principal de uma AJC completa, A. Dizemos que A é a complementada de A.

Proposicao A.3 Se A, C A, e A, é completa, entdo A, também é completa.

A.2 Momentos

Os momentos de uma variavel aleatéria reproduzem o seu comportamento probabilistico, ver
Martins (2008, pags. 6-7) [41]. Temos:

Definicao A.9 (Momentos):Se X tem distribuicdo F'x, 0 seu r-ésimo momento relativo a origem
é dado por:

1 (X) = E[X"] = /oo 2"dFx, (A.2.1)

— 0o

quando este integral converge. Em particular, caso esteja definido, 1(X) = y;(X) sera o valor
médio de X.
Segue-se a

Definicdo A.10 (Momentos centrais):Caso 1. = (X)) esteja definido, o r-ésimo momento cen-
tral de X é dado por:

oo

() = B[ )] = [ (X~ wyapx. (A2.2)

— 00

O momento central de ordem 0 esta sempre definido e é igual a 0. Se . estiver determinado, 11
também esta e € igual a 1. O segundo momento central, quando definido, é a variancia, dada por
0?(X) = p2(X). Observa-se que se 1,.(X) esta definido e ' < r, 41, (X) também esta definido.
Existem dois coeficientes importantes definidos em termos de momentos centrais.

Definicdo A.11 (Coeficiente de Assimetria):Se 1.3(X) estiver definido, o seu coeficiente de
assimetria é dado por

=
w
>

(A.2.3)
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como(X) =+/c?(X).

Note-se que ~v1(X) pode assumir qualquer valor real. Se a varidvel aleatdria X for simétrica,
temos 1 (X) = 0 e todos os momentos centrados de ordem impar serdo nulos. Mas se v1(X) <
0, a variavel X é assimétrica a esquerda. Caso v,(X) > 0, a varidvel X é assimétrica a direita.

Os coeficientes de assimetria e curtose sao aplicados para verificar se um conjunto de dados
estdo de acordo com a distribuicdo normal. Caso uma variavel aleatéria siga uma distribuicdo
normal, entdo v, (X) = 0 e v2(X) = 3. Contudo, para facilitar a interpretagéo do coeficiente de
curtose ver, para mais pormenores, por exemplo, Martins (2008, pag. 8) [41].

Segue-se a

Definicao A.12 (Curtose):Se n4(X) estiver definida, tem-se o coeficiente de achatamento dado
por:

Yo (X) = - 3. (A.2.4)

Temos:
(a) Se 12(X) < 0, a distribuigdo F'x tem caudas mais pesadas do que a normal (platicurtica);

(b) Se v2(X) = 0, a distribuicédo Fx tem caudas com o mesmo peso das de uma normal (meso-
curtica);

(b) Se 12(X) > 0, a distribuigdo Fx tem caudas mais leves do que a normal (leptocurtica).

Sendo a Curtose uma medida que carateriza o achatamento da curva da fungao de distribuigao,
esta permite tornar o valor da expressao anterior nulo para uma variavel aleatéria Gaussiana pa-
drao. Das defini¢cdes apresentadas anteriormente, torna-se possivel estabelecer algumas nogdes
importantes, nomeadamente para as Funcdes Geradoras de Momentos e Fungdes Geradoras de
Cumulantes.

A.3 Funcao Geradora de Momentos

A fungéo geradora de momentos esta associada a uma fungéo de densidade de probabilidade,
podendo ser usada para gerar momentos, Walpole et al. (2012, pags. 218-222) [70]

Definicao A.13 A varidvel aleatéria X, com fungdo de densidade fx, tem funcdo geradora de
momentos dada por

p(t]X)= /OO ' fxduz, (A.3.5)

— 00
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definida para todos os valores de ¢ para os quais este integral converge. Prova-se que

Teorema A.1 Se ( t| X) estiver definida para |t| < ty, comty > 0, temos

<" (X) = =77 (0]X), (A.3.6)

onde < r > indica a ordem de derivacgao.
Temos também:

Teorema A.2 (Teorema da Unicidade) Se p(t| X) = o( t| Y) para todos os valores de t em
que estéao definidos, entéo fx = fy.

Por outro lado, é facil mostrar que

P(t|X +a) = e™p(t| X)
(A.3.7)
p(tlaX) = p(at| X)

Temos ainda o seguinte teorema:

Teorema A.3 Se X, X, ..., X,, sdo variaveis aleatdrias independentes, com fungbes geradoras
de momentos o( t| X1), (| X2),...,o( t| X,) todas definidas parat , entdo:

n

ot 13- Xi) = [Tt 1X0). (A3.8)

i=1

Os Momentos proporcionam um conjunto de parametros Uteis para aferir as propriedades de uma
funcao distribuicdo, como referem Smith, J. P. (1995) [66] e Zheng, Q. (2002) [73], entre outros.
No entanto, existe outro conjunto de parametros, designados de Cumulantes ou momentos cu-
mulativos, importantes na descricdo de uma variavel aleatéria, estando intimamente ligados com
0s momentos da populagéo e que serao utilizados ao longo da tese.
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