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Resumo

O nosso principal objectivo é estudar o trabalho de G. Ehrlich e também de R. An-
druszkiewicz e E.R. Puczylowski no que concerne aos anéis filiais, isto é, anéis em que a
relacdo de ideal é transitiva. Comecamos por resumir algum material de base que sera
usado ao longo do trabalho. Em particular, referimo-nos a anéis primos e semiprimos, ao
Radical de Jacobson e algumas das suas propriedades; apresentamos a construcdo de um
anel de fraccoes a partir de um anel comutativo e registamos algumas propriedades da
estrutura dos seus ideais. Além disso, recordamos algumas defini¢bes bésicas e conceitos
acerca dos dominios de ideais principais e dos dominios de factoriza¢do tnica. Em seguida,
definimos anel filial e apresentamos varios exemplos. Sao dadas vérias caracterizacoes de
anéis filiais e, em particular, de anéis filiais semiprimos, Artinianos e nilpotentes. Tam-
bém é investigada a filialidade de dominios de integridade. Por dltimo, é apresentada uma

ligagdo entre os grupos abelianos e os anéis filiais.
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Abstract

Our main objective is to study the work of G. Ehrlich and also of R. Andruszkiewicz
and E.R. Puczylowski concerning filial rings; that is, rings in which the ideal relation is
transitive. We begin by summarizing some basic material which will be used in the sequel.
In particular, we refer to prime and semiprime rings, to the Jacobson radical and to some
of their properties; we present the construction of a ring of fractions of a commutative ring
and note some properties of its ideal structure. In addition, we recall some basic definitions
and concepts concerning principal ideal domains and unique factorization domains. Next,
we define a filial ring and present various examples. Several characterizations of filial rings
are given and, in particular, of semiprime, Artinian and nilpotent filial rings. Filiality of
integral domains is also investigated. Finally, a link between abelian groups and filial rings

is presented.

Keywords

Ring, filial ring, integral domain, ring of quotients.
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Introducao

Este trabalho tem como objectivo analisar resultados sobre os anéis filiais. Ehrlich
introduziu os anéis filiais e as suas principais conclusdes concernem aos anéis comutativos.
Posteriormente, Andruszkiewicz e Puczylowski estenderam o seu estudo aos anéis filiais
nao comutativos. Os seus artigos serviram de base para a redaccao deste trabalho.

No que respeita a estrutura, o trabalho encontra-se dividido em duas partes. Na
primeira parte, relembramos algumas defini¢ées e propriedades dos anéis. Além disso,
apresentamos determinados resultados relativos ao radical de Jacobson. Recordamos a
construcao de um anel de fracgoes a partir de um anel comutativo. Por fim, referimos
alguns conceitos relativos aos dominios de ideais principais e aos dominios de factoriza-
¢ao unica. A segunda parte é dedicada ao estudo dos anéis filiais, anéis que satisfazem a
condicao de transitividade para ideais. S3o apresentados alguns exemplos, propriedades e
caracterizagoes deste tipo de anéis. Em particular, sio abordados os dominios de integri-

dade filiais. Por fim, caracterizam-se os grupos abelianos em termos de anéis filiais.






Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho pressupomos adquiridos conhecimentos bésicos da teoria de conjuntos,
teoria de niimeros, teoria de grupos e de anéis. Comegamos, porém, por relembrar conceitos
e resultados da teoria dos anéis necessarios ao estudo do proximo capitulo e estes podem

encontrarem-se em ([6], [7] e [5]).

1.1 Conceitos gerais de anéis

Um anel é um sistema algébrico (R, +,-) constituido por um conjunto R, ndo vazio, e

duas operagoes bindrias, adi¢ao (+) e multiplica¢ao (), definidas em R, satisfazendo:
(i) R é um grupo abeliano relativamente a adigao;
(ii) a operagao multiplicacao é associativa:
a-(b-c)=(a-b)-c
para todos os elementos a,b,c € R;
(iii) a multiplicaco é distributiva relativamente a adigao:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(b+c)-a = (b-a)+(c-a)

para todos os elementos a, b, c € R.

O produto a-b dos elementos a e b de R seré representado por ab. O anel (R, +,-), que
também se diz um anel em relagao as operagoes binarias + e -, serd denotado simplesmente
por R. A identidade de R, relativamente a adicao, é designada por 0 e diz-se o zero do

anel.



O anel R diz-se comutativo quando a multiplicagdo é comutativa:
ab = ba

para todos os elementos a,b € R.

Dizemos que um anel R é um anel com identidade quando existe em R um elemento,

designado por 1, que é identidade para a multiplicagao:
la=a=al

para todo o a € R.

Se R for um anel com identidade 1, entao a € R diz-se uma unidade se existir a’ € R

tal que aa’ = a’a = 1. O elemento a’ designa-se por inverso de a e denota-se por a™ .

Um elemento a # 0 de um anel R diz-se divisor de zero a esquerda (respectivamente a
direita) se existir 0 # b € R tal que ab = 0 (respectivamente ba = 0). Um divisor de zero

é um elemento que é divisor de zero & esquerda ou & direita.

Um anel comutativo R, com identidade 1 # 0 e sem divisores de zero, designa-se por
dominio de integridade. Um anel R, com identidade 1 # 0 e tal que todos os elementos
diferentes de zero sao unidades, denomina-se anel de diviséo. Um corpo é um anel de

divisao comutativo.

Exemplo 1.1.1

(i) Os conjuntos dos nimeros inteiros (Z), racionais (Q), reais (R) e complexos (C),

com as correspondentes operacées usuais de adicdo e multiplicacdo, sdo anéis.

(i) O congunto dos inteiros de Gauss, Z[i] = {a+bi:a,b € Z}, com a multiplicagio e

adi¢do usuats de numeros complezos é um dominio de integridade.

(i1i) Os conjuntos Z, (n inteiro positivo), das classes de congruéncia mddulo n, com as
operagoes de adicdo e multiplicacao mddulo n, sdo anéis. Verifica-se que Zp é um

coTpo se e S0 se n € Primo.

(iv) O congunto R [x] de todos os polindmios na indeterminada x com coeficientes perten-
centes a um anel R, onde para f(x) = ag+arr+asz’+... e g(x) = bo+bix+box®+...,

elementos arbitrdrios de R [x], se definem as operagoes:

f@)+g(@) = (ao+bo)+ (a1 +b1)x+ (az+b2)a” + ...
f(x)g(z) = co+ 1z + e +

onde ¢; = apb; + a1bi—1 + ... + a;by, para cada ¢ = 0,1,... é um anel. Rx]| é um
anel comutativo e com identidade se o anel R for comutativo e com identidade. Além
disso, se R é um dominio de integridade, entio R |[x] também é um dominio de

integridade.



(v) Dado um anel R, o conjunto My (R) das matrizes n X n (n inteiro positivo) com
elementos pertencentes a R, relativamente a adi¢cdo e multiplicacdo usuais de ma-
trizes, é um anel nao comutativo. Se R é um anel com identidade entio M, (R) tem

tdentidade, nomeadamente a matriz identidade.

Num anel R, se existir um inteiro positivo n tal que na = 0, para todo o a € R, entdo o
menor inteiro positivo, caso exista, com esta propriedade chama-se caracteristica de R. Se
nao existir um tal inteiro positivo, diz-se que R tem caracteristica zero. E bem conhecido
que se R é um dominio de integridade de caracteristica n > 0, entao n é um niimero primo.
Por exemplo, Z, (p primo) tem caracteristica p, enquanto que os anéis Z, Q, R e C tém

caracteristica 0.

Seja S um subconjunto ndo vazio, de um anel R. S diz-se um subanel de R se for
um anel relativamente as operacoes de adicdo e multiplicacdo definidas em R. E imediato
verificar que S é um subanel de R se e s6 se para quaisquer elementos a, b € S, se tem
a—beSeabeS.

Seja F' um corpo. Um seu subanel K diz-se um subcorpo (respectivamente, subdominio)
de F' quando tem a estrutura de corpo (respectivamente dominio de integridade). Quando

K & um subcorpo de F também se diz que F' é uma extensdao do corpo K.

Entre os subanéis de um anel, os ideais tém um papel importante.

Um subanel A de um anel R, denomina-se por ideal esquerdo se
rr € A,para quaisquer r € Rex € A
e denomina-se por ideal direito se
xr € A,para quaisquer r € R e x € A.

A diz-se um ideal (bilateral), e escreve-se abreviadamente A < R, se é simultaneamente

ideal esquerdo e direito de R.

Exemplo 1.1.2 No caso do anel dos inteiros Z, todos os seus subaneis nZ ={na : a € Z},

n inteiro, sao ideais.

Um anel R tem sempre pelo menos dois ideais, o ideal nulo e o proprio anel, designados
por ideais triviais. Os ideais de R, diferentes de R, dizem-se ideais préprios. Um anel

denomina-se simples se nao tiver ideais proprios.

Exemplo 1.1.3 Qualquer anel de divisdo é um anel simples. De facto, seja R um anel de
divisdo e I # 0 um ideal de R. Tomemos em I um elemento v # 0. Como R é um anel de

1

divisdo, x é uma unidade e x~'x =1 € I, pelo que, I = R.

Entre os anéis simples encontram-se aqueles que nao tém ideais direitos (esquerdos)
nao triviais. Prova-se que estes sdo anéis de divisdo ou anéis com multiplicagdo nula (o

produto de quaisquer dois elementos do anel é zero) com um namero primo de elementos.



Seja {A;: 1€ A}, onde A = {1,2,...,n}, isto ¢, uma familia finita de subconjuntos nao
vazios de um anel R. Definimos a soma e o produto destes subconjuntos como sendo,

respectivamente:

ZAi:A1+A2+...+An:{a1+a2+...+an:aiEAi,iEA}.
€A

AjAg Ap =1 Y arag..ana; € A i €A
finita
Se A consiste num Unico elemento a, escrevemos aB em vez de AB. Semelhantemente, se
B = {b}, escrevemos Ab em vez de AB. No caso particularem que 41 = Ay =...= A4, = A
escrevemos AjAs...A, abreviadamente por A™. Em particular, se Ay, Ao, ..., A, sao ideais
de um anel R, entdo A1 + As + ... + A, e A1 As... A, sdo ideais de R.

No caso de termos uma familia infinita de ideais de R, {A; : i € A}, a soma é definida

por:

Z Ai=<aceR:ac Z A;, para algum subconjunto finito Ag de A
€A i€AQ

Verifica-se que > A; ainda é um ideal de R.
1€EA
A interseccao de uma familia arbitraria de ideais de um anel R ainda é um ideal de R.
Seja K um subconjunto de um anel R. A intersec¢do I de todos os ideais que contém K

designa-se por tdeal gerado por K. Este é o menor ideal de R que contém K, no seguinte

sentido: para qualquer J < R tal que K C J verifica-se que I C J.

Um ideal que pode ser gerado por um tnico elemento, designa-se por ideal principal.
O ideal de R gerado por a € R, denotado por (a)p (ou simplesmente por (a)), ¢ dado por
(a)p = Za+aR+ Ra+ RaR. Em particular, se R é um anel comutativo e com identidade,

entdo (a)p = Ra = aR.

O resultado que a seguir apresentamos é de bastante utilidade no que respeita & auséncia

de transitividade para ideais.

Lema 1.1.4 (Lema de Andrunakievich) Seja R um anel. Se I é um ideal de R, e J
€ um ideal de I, entao

(Jr)* € J
onde Jr denota o ideal de R gerado por J.

Demonstragao: E claro que Jg = J + RJ + JR + RJR. Assim,

(Jr) CIJRI=1(J+RJ+JR+RJR)ICIJICJ.



Seja R um anel e A um ideal de R, entdo o conjunto
R/A={zx+A:zcR}
com as operacoes assim definidas:

(z+A)+ (@' +A)=(@+2")+ A

(x+ A)(2' + A) = 22’ + A,
para quaisquer x, ' € R, é um anel, designado por anel quociente de R por A.
Para os anéis R e R', uma aplicacao ¢ : R — R’ diz-se um homomorfismo quando se
verificam as seguintes condigoes

pla+b)=p(a)+¢(b)

p(ab) = p(a)p(b)
para quaisquer a,b € R.

Um homomorfismo injectivo (respectivamente: sobrejectivo, bijectivo) chama-se um
monomorfismo (respectivamente: epimorfismo, isomorfismo). No caso de R = R’ dizemos
que se trata de um endomorfismo. Quando existe um isomorfismo de R para R’, dizemos

que o anel R é isomorfo ao anel R’ e escrevemos abreviadamente R = R’.

O nicleo de um homomorfismo ¢ : R — R’, denotado por Nuc(p), é o ideal de R assim
definido:
Nuc(p) ={a € R:¢p(a)=0}.

A imagem de um homomorfismo ¢ : R — R’, denotada por Im ¢, é o subanel de R’

definido por:
Imp={p(a):a€R}.

Sejam R um anel e A um ideal de R. A aplicacdo 7 : R — R/A definida por m(a) =
a+ A, para todo 0 a € R é um epimorfismo, que se diz o homomorfismo natural de R
sobre R/A e Nuc(m) = A.

Sejam R um anel e I um ideal de R. Entdo I’ ¢ um ideal do anel quociente R/I se e

s6 se I' ¢ da forma J/I, onde J é um ideal de R que contém 1.

De seguida recordamos dois teoremas importantes relativos a homomorfismos.

Teorema 1.1.5 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos) Seja ¢ : R — R’ um

homomorfismo de anéis. Entdo

R/Nuc(p) = ¢ (R).



Teorema 1.1.6 Sejam I e J ideais de um anel R tais que I C J. Entdo
(R/I)/(J/T)=R/J.

Um anel R’ diz-se imagem homomorfica de um anel R, se existe um epimorfismo de
R para R'. De acordo com o Teorema Fundamental dos Homomorfismos, toda a imagem
homomorfica de um anel R é isomorfa a R/I, para algum ideal I de R. Se I # 0, o anel

R/I diz-se imagem homomorfica propria de R.

Um anel R diz-se imerso no anel S, quando existe um monomorfismo de R para S.
Assim, o anel R pode ser imerso no anel S se existir um subanel T de S tal que R = T.
Diz-se também que S é uma ezlensao do anel R.

E importante observar que todo o anel R pode ser imerso num anel R# com identidade.

De facto, o anel R# = R x Z com as operacoes assim definidas

(a,m) + (b,n) = (a+b,m+n)

(a,m) (b,n) = (ab+ na + mb, mn)

para todo o a, b € R e todo o m, n € Z, é um anel com identidade (0,1) que contém R

como ideal. O anel R# diz-se a extensdo natural de R a um anel com identidade.

Um ideal (ideal direito, ideal esquerdo) I de um anel R, diz-se um ideal (ideal direito,
ideal esquerdo) minimal de R, se I # 0 e para qualquer ideal (ideal direito, ideal esquerdo)
Jde R, JC I implica J=0o0uJ =1.

Um ideal I (ideal direito, ideal esquerdo) de um anel R, diz-se um ideal (ideal direito,
ideal esquerdo) mazimal de R, se I # R e para qualquer ideal (ideal direito, ideal esquerdo)
Jde R, I CJimplica J=1ouJ=R.

Se num anel R toda a sequéncia decrescente de ideais direitos (esquerdos) de R,
A 2 A2 A32 -+

for estacionaria, isto &, se existir um nimero natural n tal que A; = A,, para qualquer
i > n, dizemos que a condi¢do de cadeia descendente para ideais direitos (esquerdos), ¢
satisfeita em R.

Um anel R que satisfaz a para ideais direitos (esquerdos), diz-se um anel Artiniano

direito (esquerdo). Um anel diz-se Artiniano se for anel Artiniano direito e esquerdo.

Exemplo 1.1.7 Um anel de divisao D é Artiniano, uma vez que 0s seus unicos ideais

direitos e esquerdos sdo o0s triviais.

Notamos que toda a imagem homomorfica de um anel Artiniano ainda é um anel

Artiniano.



Seja {R; : i € A} uma familia arbitraria de anéis. O conjunto

R=]] Ri={(..,ai,...):ai € Ry,i € A}
1EA

com as operacoes

(,al,)(,bz,):(,albl,)

¢ um anel que se diz soma directa completa dos anéis R;, 1 € A.

O subanel

S = Z ®R;={(...,ai,...): a; # 0 para apenas um nimero finito de i € A}
1EA
de R chama-se a soma directa dos anéis R;,i € A. Se A é um conjunto finito, A = {1, ..., k},
entao Y, PR; também se escreve na forma Ry @ Ry & ... ® Ry.
€A
Cada anel R; pode ser imerso, como um ideal, em R e S respectivamente através da
correspondéncia

ai—>(...,0,ai,0,...).

Portanto, as parcelas R; podem considerar-se como ideais de R e de S, respectivamente.

Se o conjunto A de indices é finito, entdo é claro que R = S.

Seja {A; : i € A} uma familia de ideais de um anel R, onde A é um conjunto néo vazio

e finito. Entdo R diz-se soma directa interna dos A;, se

R:ZAi

1€EA

A; N Z Aj =0

JeA\{i}
para cada i € A.

Note-se que, se R é soma directa interna dos ideais A;, i € A, e S é soma directa dos
A;, 1€ A entdo RS,

Seja T um subanel da soma directa completa R dos anéis R;, i € A. Para cadai € A,
seja m; 0 homomorfismo de R sobre R; definido por m;(a) = a;, para cada a = (..., a;,...) €

R. Sem; (T) = R;, para cadai € A, T designa-se por soma subdirecta dos anéis R;, 1 € A.

Como um caso especial, temos que a soma directa completa dos anéis R;, i € A é uma

soma subdirecta desses anéis.



Teorema 1.1.8 Um anel R é isomorfo a uma soma subdirecta de anéis R;, i € A, se e
50 se, para cada i € A, existe em R um ideal K; tal que R/K; = R; e ﬂAKi =0.
ic

Seja A um ideal do anel R. O ideal A diz-se nilpotente se existe um inteiro positivo n
tal que A™ = 0. Se n é o menor inteiro positivo tal que A™ = 0, diz-se que A é nilpotente
de indice n.

Um elemento a € R diz-se nilpotente se existir um inteiro positivo n tal que a™ = 0. Se
todos os elementos de A sdo nilpotentes, dizemos que A é um ideal nil de R. Em particular,

se todos os elementos de R sao nilpotentes, entdo R designa-se por anel nil.

Todo o ideal nilpotente é nil. Em geral, o reciproco nao se verifica, como mostra o

seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.9 ([3], Exemplo 3) Seja F' um corpo. Consideremos o conjunto de todos
os stmbolos xo onde a € Q e 0 < a < 1. Seja

A= Zaaxa:aaeF,aeQ,0<a<l

finita

A adigio é definida de forma usual e agro + alxe = (ag + al,) xo. A multiplicagdo destes
elementos é definida por

TaTg = Tayp, S+ B <1,

roxg =0, sea+ 3> 1.
E claro que A é um anel comutativo e todo o elemento em A ¢ nilpotente. De facto, para
k
qualquer inteiro n maior que 1/a, (z,)" =0 e ( > agxo | =0, onde k é um inteiro
finita
maior que 1/c, sendo o o menor dos indices desta soma finita. Entao A é um anel nil.
Contudo, A nao € nilpolente, pois 13+ T1/4 - T1/g.--T1jon... # 0. De facto A? = A, pois
para qualquer o dado, existe um (B tal que xgxrg = xo. Tomemos qualquer elemento x,
e consideremos o ideal (xo). Este € um ideal nilpotente, pois (x,)" = 0, para qualquer
inteiro n > 1/a. O anel A coincide com a soma de todos os ideais da forma (xo) € nio é

nilpotente. A reunido de todos os ideais (o) preenche todos os A e assim, a reunido dos

ideais nilpotentes de A nao é um ideal nilpotente.

Um ideal proprio P de um anel de R diz-se primo se, para todos os ideais A ¢ B de R,
AB C P implica A C P ou B C P. No caso do anel R ser comutativo, um ideal préprio é
primo se e s6 se para quaisquer a, b € R, ab € P implica a € P ou b € P.

Um anel R diz-se primo se o ideal nulo é um ideal primo de R.

O seguinte teorema apresenta condigoes equivalentes & definicdo de ideal primo.

10



Teorema 1.1.10 Se P # R é um ideal de um anel R, as seguintes condigdes sdo equiva-

lentes:

(i) P é um ideal primo;
(ii) se a, b € R tal que aRb C P, entdo a € P ou b € P;

(iii) se (a)r e (b)r sdo ideais principais de R tais que (a)r(b)r C P, entdo a € P ou
be P;

(iv) se U eV sao ideais direitos de R tais que UV C P, entdo U C P ou V C P;

(v) se U eV sao ideais esquerdos de R tais que UV C P, entao U C P ou V C P.

Demonstracao: (i) implica (7). Seja aRb C P. Como P é um ideal de R, segue que
RaRbR C RPR C P e por conseguinte (RaR)(RbR) C RaRbR C P. Uma vez que RaR
e RbR sao ideais e (RaR)(RbR) C P, a condicao (i) implica que RaR C P ou RbR C P.
Suponhamos que RaR C P. Se estabelecermos A = (a)g, segue que A3 C RaR C P e,
usando novamente (i), temos A C P e a € P. Semelhantemente, se RbR C P, vem que
b € P, e a condigao (ii) esta estabelecida.

(74) implica (i3i). Se (a)r(b)r C P, segue que aRb C (a)r(b)r C P e (i7) implica que
a€PoubeP.

(797) implica (iv). Sejam U e V ideais direitos de R tal que UV C P. Vamos supor
que U € P, de forma a provarmos que V C P. Suponhamos que u € U com u ¢ P, e que
v € um elemento arbitrario de V. Uma vez que (u)r(v)g CUV + RUV C Peu ¢ P, a
condicao (i4z) implica que v € P. Por isso, V C P, e a condicao (iv) esta estabelecida.

De forma semelhante mostra-se que a condigao (477) implica a condi¢ao (v).

E trivial que tanto (iv) como (v) implicam (7).
|

Um ideal A de um anel R diz-se semiprimo se, para todo o ideal Q de R, Q*> C A
implica @ C A. E claro que todo o ideal primo é semiprimo. Além disso, se A é um ideal
semiprimo e ) é um ideal de R tal que Q™ C A, para algum inteiro positivo n, entdo é
facil verificar que @Q C A.

Um anel R denomina-se semiprimo se o ideal nulo é um ideal semiprimo de R, ou seja,
se A é um ideal de R tal que A2 =0, entdo A = 0.

Teorema 1.1.11 Um ideal QQ de um anel R é um ideal semiprimo em R se e sé se o anel
quociente R/Q nao contém ideais nilpotentes nao nulos.

E possivel provar resultados sobre os ideais semiprimos andlogos aos dos ideais primos.
Apresentamos o seguinte teorema, cuja demonstracdo é omitida, uma vez que, pode ser

realizada com pequenas modificagdes & demonstracdo do Teorema 1.1.10.
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Teorema 1.1.12 Se @) é um ideal de um anel R, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) Q é um ideal semiprimo;
(7i) se a € R tal que aRa C Q, entdo a € Q;
(113) se (a)r € um ideal principal de R tal que (a)% CQ, entdo a € Q;
(iv) se U é um ideal direito de R tal que U? C Q, entdo U C Q;

(v) se U é um ideal esquerdo de R tal que U? C Q, entio U C Q.

Corolario 1.1.13 Para um anel R, as sequintes condicdes sdo equivalentes:

(i) R é um anel semiprimo;

(i) R ndo contém ideais direitos nilpotentes nao nulos;
(i) R nao contém ideais esquerdos nilpotentes nao nulos;
(iv) R nao contém ideais nilpotentes nao nulos;

(v) para x € R, xRz =0 implica x = 0.

Por fim, apresentamos o conceito de radical de Jacobson, o qual é importante no estudo

da estrutura de anéis.

Um elemento a de um anel R diz-se quasi-regqular a direita se existe um elemento b € R
tal que a+b—ab = 0. Por sua vez, a diz-se quasi-reqular ¢ esquerda se existe um elemento
c € R tal que c+ a —ca = 0. Um elemento a diz-se quasi-regular se é quasi-regular a
direita e quasi-regular a esquerda.

Um ideal (ideal direito, ideal esquerdo) é quasi-regular a direita se cada um dos seus
elementos for quasi-regular & direita. Analogamente definimos os conceitos de ideal (ideal

direito, ideal esquerdo) quasi-regular & esquerda e quasi-regular.
O radical de Jacobson de um anel R é o ideal
J(R) ={a € R: aR é quasi regular a direita} .

Teorema 1.1.14 J(R) € um ideal quasi-regular de R que contém todo o ideal quasi-regular

a direita e todo o ideal quasi-regular & esquerda de R.

De acordo com este teorema, podemos observar que J(R) ¢ o maior ideal quasi-regular
de R e este pode ser caracterizado como a soma de todos os ideais quasi-regulares & direita

de R (ou como soma de todos os ideais quasi-regulares & esquerda de R).
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Todo o elemento nilpotente de um anel é quasi-regular. De facto, se a é um elemento

n—1
de um anel Rtal que a® =0e b= — Y a¥, entdo
k=1
a+b—ab = a+(—a—d>—...—a"H—a(-a—d>—...—a"!)
= a—a—-ad*—... —d"'+dP+3+.. . +ad"=d"=0.

Deste modo temos:
Corolario 1.1.15 J(R) contém todos os ideais nil direitos e esquerdos de R.

O radical de Jacobson, mesmo quando nao é nulo, pode ndo conter nenhum elemento

nilpotente nao nulo, como se pode observar no exemplo seguinte.

Exemplo 1.1.16 Seja S o anel dos nimeros racionais que podem ser expressos da forma

i/m, onde i é um inteiro arbitrdrio e m um inteiro impar. A equagdo

() ()
m  m— 2 m m — 24

mostra que 2x € quasi-reqular, parae qualquer x = % em S; logo 2 € J(S). Obviamente, S

nao tem elementos nilpotentes nao nulos, uma vez que € um subanel do corpo dos nimeros

racionais. Na realidade, J(S) € o ideal de S gerado por 2.

Observamos que se I é um ideal de R entao nem todo o ideal de I é ideal de R; no
entanto, J(I) é ideal de R.

Teorema 1.1.17 Se I é um ideal de um anel R, entao J(I) =1 NJ(R).

Se J(R) = 0, R diz-se semisimples. Seguidamente apresentamos uma caracterizagao

dos anéis comutativos semisimples.

Teorema 1.1.18 Um anel comutativo R com mais de um elemento, € isomorfo a uma

soma subdirecta de corpos se e sé se R é semisimples.

1.2 Anéis de fraccoes

A construcao do corpo dos ntumeros racionais a partir do anel dos inteiros ¢ bem con-
hecida. Neste ponto, podemos observar como construir um anel de fraccoes a partir de um

anel comutativo. Para tal, necessitamos de definir o conceito de conjunto multiplicativo.
Um subconjunto nao vazio S de um anel R diz-se multiplicativo se

a,b € S implica ab € S.
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Exemplo 1.2.1

(i) O congunto S de todos os elementos nao nulos, de um anel R com identidade, que

nao sdo divisores de zero, é multiplicativo.
(i1) O conjunto de todas as unidades de um anel com identidade é multiplicativo.

(iii) Seja R um anel comutativo. Se P é um ideal primo de R, entdo P e R — P sao

conjuntos multiplicativos.

Seja S um subconjunto multiplicativo de um anel comutativo R. A relacio definida no

conjunto R x S ={(r,s) :r € Res € S} por
(r,s) ~ (r',s') se e 56 se s1(rs’ —r's) = 0, para algum s; € S

é uma relagdo de equivaléncia. Notamos que se R néo tiver divisores de zero e 0 ¢ S entao
(rys) ~ (r',s) & rs —r's=0.

Denotaremos a classe de equivaléncia de (r,s) € R x S por % e o conjunto das classes
de equivaléncia nesta relacio por S™'R.

E facil a verificacio de que S™'R com as operacoes abaixo definidas:

roor (rs' +1's)
s s ss’

(r) "\ !
S s')  ss
é um anel que se diz o anel de fraccoes de R por S.

Sejam R um anel comutativo e S o conjunto de todos os elementos de R que ndo sao
divisores de zero. Se S é ndo vazio (o que se verifica se R tem identidade), entdo S™'R
diz-se o anel de frac¢ies (completo) do anel R. Em particular, se S é o conjunto de todos
os elementos nao nulos de um dominio de integridade R, entdo o anel de fraccoes S™'R é

um corpo, nomeadamente o corpo dos quocientes do dominio de integridade R, (ver [5]).

Para um anel R comutativo e com identidade e P ideal primo de R, S = R— P é um
conjunto multiplicativo de R, conforme referido no exemplo anterior. O anel de fraccoes
S~1R também se diz localizacdo de R com respeito a P e denota-se por Rp. Se I é um
ideal de R entdo S~'I = {% ra€l, se S} ¢ um ideal de Rp, denotado por Ip.

Exemplo 1.2.2 Sendo (p) o ideal de Z gerado por p, onde p é primo, temos que

L) = {g EQ:(s,p):l}

onde (s,p) = 1 significa que 1 € mdzimo divisor comum de s e p.
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Se R é um anel comutativo e com identidade ¢ P um ideal primo de R, entdo:

(1) existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de R contidos em P e o

conjunto dos ideais primos de Rp, dada por:
Q—Qp;
(ii) o ideal Pp de Rp é o tnico ideal maximal de Rp.

Um anel local é, por defini¢do, um anel comutativo e com identidade que tem um tnico

ideal maximal. Deste modo Rp é um anel local.

1.3 Dominios de ideais principais e dominios de factorizacao

unica

Neste ponto, R denota um anel comutativo e com identidade. Relembramos alguns
conceitos relativos a estes anéis, que serao tteis nas demonstracoes de teoremas do préximo

capitulo.

Se todo o ideal de R é um ideal principal, entdao R diz-se um anel de ideais principais.
Um dominio de integridade, que é anel de ideais principais, diz-se um dominio de ideais

PTINCIPALS.

Dizemos que um elemento a € R — {0} divide um elemento b € R se existe ¢ € R tal

que b = ac e nesse caso escreve-se a/b.

Sejam a1, a9, ..., a, elementos, ndo todos nulos, de R. Um elemento 0 # d € R diz-se

um mdzimo divisor comum de ay,as, ..., a, se satisfizer as seguintes condi
(i) d/a; para cada i =1,2,...,n;
(ii) para todo o 0 # ¢ € R tal que ¢/a; para cada i = 1,2, ...,n, tem-se ¢/d.
Em particular, se R é um dominio de ideais principais, entao existe um maximo divisor

comum d de qualquer conjunto finito de elementos ndo nulos e ndo unidades a1, as, ..., ay €

R e este pode escrever-se na forma
d =ria1 +reas + ... + rpay

com 11,719, ..., € R.

Seja R um anel comutativo e com identidade. Um elemento 0 # p € R diz-se primo se
p nao é uma unidade e, para a, b € R, p/ab implica que p/a ou p/b. Dois elementos a,

b € R dizem-se associados se a = bu, para alguma unidade u € R.
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Exemplo 1.3.1 Consideramos o anel dos inteiros de Gauss Z [i]. Para o = a+bi € Z]i],
define-se a norma de o, como sendo n (o) = a® +b2. Recordemos que as unidades de Z [i]

sao —1, —i, 1, 3. Todo o primo em Z|i] é associado de um dos sequintes primos (ver [2]):
i) 1+1;
i) ™ ou T, onde a norma é um ndimero primo p positivo que é congruente a 1 mod 4;

ii1) p, onde p é um nuimero primo positivo e p = 3 mod 4.

Um dominio de integridade R chama-rse um dominio de factorizagdo unica, se verificar

as seguintes condicdes:

(i) todo o elemento 0 # a € R que ndo ¢ uma unidade, pode escrever-se na forma

a = p1p2---Pk

onde p1, pa, ..., pr sao elementos primos de R;
(ii) se
a = q192.--q;

é outra factorizagao de a do tipo descrito em (i), entdo k = [ e é possivel reordenar
08 q1, q2, ..., q; por forma que o primeiro seja associado de p1, o segundo de py e assim

sucessivamente.

E bem conhecido que todo o dominio de ideais principais R ¢ um dominio de factorizacao

nunica.

Exemplo 1.3.2 Os anéis Z, Z[i| e F [x] (onde F é um corpo) sdo dominios de ideais

principais e consequentemente dominios de factorizacdo unica.
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Capitulo 2

Anéis filiais

O conceito de anel filial foi introduzido por Ehrlich [4]. Contudo, Szész [9], ja tinha
considerado um tipo especial destes anéis. Os resultados apresentados por Ehrlich, referem-
se principalmente a anéis comutativos. Posteriormente, Andruszkiewicz e Puczylowski em
[1], estenderam a caracterizagdo a anéis ndo comutativos. Os resultados deste capitulo

encontram-se em [4] e [1].

2.1 Conceitos gerais de anéis filiais

Em geral, se I é um ideal de um anel R e J um ideal de I, J nao é necessariamente
um ideal de R. Ehrlich [4] define anéis filiais como sendo anéis que satisfazem a condigao

de transitividade para ideais.

Definicao 2.1.1 Um anel R € filial se para quaisquer subanéis H, K de R

H < K < R implica H < R.

Exemplo 2.1.2
(i) E evidente que os anéis simples sdo anéis filiais.

(i) Os anéis Hamiltonianos (anéis cujos subanéis sao ideais) sao filiais. Em particular,

o anel dos inteiros é filial.

(iii) Um anel R designa-se por von Neumann regular se para cada a € R eziste x € R tal
que axa = a. Fstes anéis também sao filiais, pois se H < K <1 R, entdo, para h € H,
exviste x € R tal que hxh = h. Assim, se y € R temos yh = yhah € KH C H. De
modo andlogo, mostra-se que hy € H, pelo que H < R ¢ R € um anel filial.

No seguinte lema, podemos observar que a classe dos anéis filiais é homomorficamente

fechada e hereditéria, isto €, imagens homomorficas e ideais de anéis filiais sdo anéis filiais.
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Lema 2.1.3 Se R ¢é uwm anel filial e I um ideal de R, entao I e R/I sao filiais.

Demonstragao: Suponhamos que R é um anel filial e I < R. Primeiro vamos mostrar
que I éfilial. Se H < K < I entdo K < R, donde H < R. Consequentemente H < I.
Assim [ é filial. Seguidamente vamos mostrar que R/ é filial. Sejam J/I e K /I subanéis
de R/I tais que J/I < K/I < R/I. Entao J < K < R e, como R é filial, temos J < R e
logo J/I < R/I.

Teorema 2.1.4 Se R ¢ filial, entao todo o ideal minimal M de R, ou é idempotente (isto

¢, M? = M ) ou nilpotente de indice 2 e com um nimero primo de elementos.

Demonstracao: Seja M um ideal minimal de R. Sendo M? <t R e M? C M entio
ou M? = M ou M? = 0. No ultimo caso, se S é subgrupo do grupo aditivo de M e
S # M, entdo temos MS C M? = 0 e do mesmo modo, SM = 0, pelo que S ¢é ideal de
M. Uma vez que S <« M < R e R é filial, segue que S é um ideal de R. Visto que S # M,
por definicdo de ideal minimal vem que S = 0. Assim, o grupo aditivo de M n&o tem
subgrupos proprios, pelo que ndo tem ideais esquerdos ou direitos proprios. Assim, M tem

um ndmero primo de elementos.
|

Condigoes necessarias e suficientes para que um anel seja filial, sdo apresentadas no

seguinte teorema.

Teorema 2.1.5 Um anel R é filial se e s6 se
(i) Toda a imagem homomorfica propria de R é filial

e
(i) S AT < J implica S 9 R, onde J = J(R).

Demonstracao: Se R ¢ filial, (i7) é 6bvio, pois S < T < J < R implica S < R. E a
condigao (i) segue do Lema 2.1.3, pois sendo R filial e 0 # I < R, R/I é filial.

Reciprocamente, suponhamos que (i) e (ii) se verificam. Para H #0e H < K < R
temos KHK < R. No primeiro caso, se KHK = 0 entdo H> = 0. Sendo H um ideal
nilpotente de K, pelo Corolario 1.1.15 e pelo Teorema 1.1.17, este esta contido no radical
JK)=KnJde K. De HC KNJe H < K vem que H <9 KNJ. Sendo H <1 KNJ < J,
por (ii), podemos concluir que H < R. No segundo caso, se KHK # 0, entdao por (i),
R=R/KHK éfilial. De KHK < H < K < R, temos H < K << R,onde H = H/KHK
e K = K/KHK. Mas, por (i), R ¢ filial e entdo H < R. Logo H < R.
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Corolario 2.1.6 Um anel semiprimo R € filial se e sé se toda a imagem homomorfica

propria de R € filial.

Demonstracao: Sendo R um anel semiprimo, pelo Teorema 1.1.13 (iv), este ndo
contém ideais nilpotentes nao nulos e o primeiro caso na demonstracao do Teorema 2.1.5

nao pode ocorrer. Por isso, a condigao (i) é suficiente para assegurar que o anel R ¢é filial.

Corolario 2.1.7

(i) Se R é um anel Artiniano, entdo R é filial se e s6 se

a) R/I é filial para cada ideal minimal I de R

b) S<T <J(R)=S<R.
(i) Cada imagem homomorfica de um anel Artiniano filial é Artiniano filial.
Demonstracao:

(1) Suponhamos que as condigoes a) e b) se verificam. Seja K < R, K # 0. Dado que R
¢ um anel Artiniano, entdo existe um ideal minimal I # 0 de R tal que I C K. Pelo
Teorema 1.1.6, (R/I)/(K/I) = R/K. Sendo R/K imagem homomorfica prépria de
R/I e R/I filial entdo, pelo Lema 2.1.3, R/K ¢ filial. Pelo Teorema 2.1.5, segue que

R é filial. O reciproco é um caso particular do Teorema 2.1.5.

(7i) Sejam R um anel Artiniano filial e K < R. Entao, pelo Lema 2.1.3, R/K ¢é filial.

Além disso, R/K é um anel Artiniano.

Somas directas de anéis filiais ndo sao em geral anéis filiais, como podemos observar no

seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.8 Z @& Z nao é um anel filial. De facto, se A ={(a,a):a € 22} +4Z ® 4Z,
entao A < 22Z.®27 QLZ®Z, mas A nao é um ideal de ZHZ, pois (6,6) € A, (1,2) € ZHZ
mas (6,6) - (1,2) ¢ A.

Recordemos que a ordem de um elemento a de um grupo é o menor inteiro positivo n
(caso exista) tal que na = 0. Um grupo diz-se um p-grupo, onde p ¢ um nimero primo, se

a ordem de cada um dos seus elementos é uma poténcia de p.

Proposicao 2.1.9 Se, para um conjunto de primos p distintos, o grupo aditivo do anel

R, € um p-grupo, entdo R = ©R, ¢ um anel filial se e s6 se cada R, € um anel filial.
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Demonstracao: Se R ¢ um anel filial entdo cada R, (imagem homomorfica propria
de R) é filial.

Reciprocamente, é bem conhecido se NV é um subgrupo do grupo aditivo de R entao
N=@®(NNR,). Agorase J<I<Rentdo J=®(JNRy), I =®(INR,), e para cada
p, JNR,1INR, <R, pelo que JN R, < R,. Isto implica que J < R e assim R ¢ um

anel filial.
[ |

No Exemplo 2.1.8 observamos que a classe dos anéis filiais nao é fechada para a soma
directa. O seguinte exemplo, mostra que a classe dos anéis filiais também nao é fechada

sob extensoes obtidas pela adjuncao da identidade.

Exemplo 2.1.10 Seja Z° o anel com multiplicacdo nula no grupo aditivo dos inteiros e
seja (ZO)# a sua extensdo natural a um anel com identidade. Podemos observar que o anel

(ZO)# ¢ isomorfo ao anel de maitrizes

De facto, a aplicagdo

é um isomorfismo. Verifica-se que

2 4 2 2b
J= T ) e ezl g ¢ abeZ% AR
0 2z 0 2a

mas J nao € ideal de R.
Um anel R diz-se subidempotente se para todo I ideal de R, I? = I.

Proposicao 2.1.11 Se I € um ideal de um anel R, onde I é um anel subidempotente ¢
R/I ¢ filial entao R é um anel filial.

Demonstracao: Se J < K < Rentao J+I/I < K+ 1/I < R/I. Uma vez que
R/I é um anel filial, J+ 1 < R. Assim, RJ CJ+Ie JR C J+1I,donde Jgp+1I =
J+RIJ+JR+RJR+1 C J+1 C Jgr+1. Agora, uma vez que I &€ um anel subidempotente,
(JRNI)> = JgN 1. Pelo Lema de Andrunakievich, segue que (JrNI)® C (Jr)* C J e
entdao (JgNI)> C JN1I. Desta forma, como (JpNI)> = Jp NI temos JgNI = JNI.
Assim J+ 1T =Jg+ITeJgnNI=JNI. Temos Jg C JrpN(Jp+I)=JgnN(J+1I)=
(JrnNJ)+ (JrNI)=J+(JNI)CJ,o queimplica que J = Jg e portanto J < R. N
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O resultado seguinte da-nos uma condigdo necessiria e suficiente para que um anel

subidempotente seja filial.

Proposicao 2.1.12 Um anel R é subidempotente se e s6 se Z & R é um anel filial.

Demonstracao: Seja R um anel subidempotente. Como Z & R/R = Z e Z ¢ um anel
filial, entao pela Proposicao 2.1.11, Z & R é um anel filial.

Reciprocamente, suponhamos que I <t R e i € I. Entao para cada n € Z, (n2Z @ IZ) +
Z(n,i) < nZ®I < Z®R. Como Z® R & um anel filial, entdo (n?Z & I*)+Z(n,i) < ZOR,
para n € Z. Isto implica que (n,0) = (1,0) - (n,i) € (n*Z ® I*) + Z(n,i). Assim, para
certos k,t € Z temos n = n’k +nt e ti € I>. Tomando n = 2 obtemos que (1 + 2z)i € I2,
para algum z € Z e, tomando n = 1 + 2z, vem que (1 + (1 +22)2')i € I?, para algum
2 € 7. Assim, i = (14 (1+22)2")i — 2/ (1+22)i € I%. Isto prova que I = I2 e o

resultado segue.
|

No teorema seguinte apresentamos varias condi¢oes necesséarias e suficientes para que

um anel seja filial.
Teorema 2.1.13 As seguintes condi¢ées num anel R sdo equivalentes:
(i) R ¢ filial;
(ii) para cada elemento a € R, (a)p = (a)% + Za;
(iii) se [ < R e S ¢é um subanel de I, entio I> + S <1 R;
(iv) se I < R e S é um subanel de I, entdo para cadan > 2, I"+ S < R;
(v) existe um inteiro n > 2 tal que para cada I < R e cada subanel S de I, I+ S < R;

(vi) se I < R e S é um subanel de I, entdo para algum inteiron > 2, I" + S < R.

Demonstracio: (i) implica (i7). E claro que para cada a € R, (a)%+Za < (a)p < R.
Assim, sendo R filial vem que (a)% + Za < R. Disto, do facto de (a)% + Za C (a)p e de
(a) ser o menor ideal de R que contém a, segue que (a)F + Za = (a) .

(74) implica (ii7). Seja a € S. Sendo S um subanel de I, Za C S. Dea € S C I

vem que (a)p, C I e logo (a)% C I%. Entio Y. ((a)é—FZa) C I? + S. No entanto
acs

Sc > ((a)QR + Za). Assim, I?+S =12+ ((a)% + Za). Uma vez que por hipotese,
acsS acsS
para cada a € S, (a)% + Za = (a) € um ideal de R, também 2+ S é um ideal de R.

(7i7) implica (iv). A prova ¢ feita recorrendo ao método de indugdo. Para n = 2, as
condicdes coincidem. Seja n > 2 e suponhamos que paran > k > 2, I¥ + S < R. Em
particular, J = I""! + S < R. Aplicando (iii) ao ideal .J obtemos que J? + S < R, donde
(I”_l —1—5)2 + S < R. Agora (I"‘l +S)2 + S5 C "4+ S el™éum ideal de R. Assim
I"+ S < R.
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(v) é um caso especial de (iv) e (vi) é um caso especial de (v).

(vi) implica (7). Sejam J < K <« Re I = Jg. A hipotese garante que para algum n > 2,
I"+J < R. Se n > 3 entdo, pelo Lema de Andrunakievich, (Jg)" C J e como I = Jgr
vem que I C J. Assim I" + J = J e portanto neste caso J < R. Assim R é filial. Se
n =2 entdo I?+.J < R. Aplicando (vi) a I? +.J e S = .J obtemos que (I?+.J)"+.J < R,
para algum n > 2. Do Lema de Andrunakievich resulta que (12 + J)n C J. Assim,
J=(I*+J)"+J < Reentio R & filial.

No caso de R ser um anel comutativo e com identidade, é facil ver que R é filial se e

s6 se, para cada a € R, aR = a*R + Za.

Como consequéncia do Teorema 2.1.13 (v) obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.1.14 Um anel nilpotente € filial se e s6 se todo o seuw subanel é um ideal.

Demonstracao: Seja R um anel filial e nilpotente (R"™ = 0, n inteiro positivo) e S um
subanel de R. Pelo Teorema 2.1.13 (v), R+ S < R e portanto S < R. A outra implicagao

é imediata.
[ |

Se R é um anel tal que R? = 0 entdo R é filial; contudo, existem anéis R tais que

R3 =0 e que ndo sio filiais.

Exemplo 2.1.15 Consideremos o anel R = xF [z] /2>F [x], onde F é um corpo, e o
subanel P de R gerado por 1. Se P = F entao o corpo F' € finito e primo e entdo o anel
R ¢ filial. Se P # F, entdo, para a = x + x3F[z], Pa®> < Fa? e Pa® ndo ¢ ideal de R.

Assim neste caso, o anel R nao é filial.

E claro que [a]p = aR + Ra + RaR & um ideal de R. Como consequéncia imediata do
Teorema 2.1.13 (ii), obtemos que se para cada a € R, [a]p = [a]?% entdao R é um anel filial.
Contudo existem anéis filiais, que ndo satisfazem esta condicao, como por exemplo o anel

dos inteiros.

Proposicio 2.1.16 Dado um anel R, o anel R® R ¢ filial se e s6 se [a]p = [a]R, para

cada elemento a € R.

Demonstragao: Suponhamos que o anel R @ R é filial e seja a € R. Claramente
((a,a)) per = (lalg @ [a]g)+Z (a,a), isto &, ([a]p @ [a] ) +Z (a,a) é 0o menor ideal de RO R
que contém (a,a), e ((a,a))%@R = ([a]QR ® [a]%) + (lalga® [alpa) + (ala]p ® alalp) +

Z (a*,a*). Pelo Teorema 2.1.13 (ii), como R & R é filial, entdo ((a,a))%@R +Z(a,a) =
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((a,a)) pers logo ((a, a))QReaR + Z(a,a) < R & R. Isto implica que para cada r € R,
(ar,0) = (a,a) (r,0) € ((a, a))%@R + Z(a,a). Assim,

ar:x+na2+ma

0 =y + na’® + ma

para quaisquer x, y € [a]%Jr[a]RaJra la]p =1 en, m € Z. Assim, paratodoor € R, ar =
x—1y € I. Consequentemente, aR C I e semelhantemente Ra C I. Como I é um ideal de R
ea€ Rentdo al C1,isto é, a ([aﬁ%—k [a]Ra+a[a]R> Clalp CI=[al%+alga+alalp.
Substituindo duas vezes na ultima inclusdo [a]?% + [a]lgpa + alalp em vez de [a],, obtemos
lal € [al%. Como [af% < [aly , segue que [l = [al2

Reciprocamente, se [a|p = [a]?2 entdo, pela nota anterior & proposicdo, R é um anel
filial. Sendo R um anel subidempotente e R ® R /R = R e R um anel filial, segue pela

Proposigao 2.1.11 que R ¢ R é filial.

2.2 Dominios de integridade filiais
Neste ponto, vamos estudar a filialidade dos dominios de integridade.

Teorema 2.2.1 As sequintes condicoes num dominio de integridade R sao equivalentes:
(i) R ¢ filial;
(ii) para cada a € R, a #0, R =aR + Z1;

(iii) cada imagem homomorfica de R também é imagem homomorfica de Z.

Demonstragao: (i) implica (4i). Sendo R um dominio de integridade, entao (a), =
aR. Como R é um anel filial, pelo Teorema 2.1.13 (i4), segue que aR = a’R + Za, para
qualquer @ € R. Assim, para qualquer z € R, existem y € R en € Z tais que ax = a’y+na,
ou seja, a(x —ay+nl) = 0. Como R nao tem divisores de zero, podemos concluir que
para a # 0, z = ay + nl. Deste modo, R = aR + Z1.

(74) implica (i4i). Suponhamos K # 0 e K < R. Pelo Teorema 1.1.6,se a # 0, a € K
entdo (R/aR)/(K/aR) = R/K, isto é, R/K é imagem homomorfica de R/aR. Assim,
é suficiente provar que R/aR é imagem homomorfica de Z. Definimos « : Z —R/aR por
a(n) = aR + nl, para qualquer n € Z. Entdo « é claramente um homomorfismo. Uma
vez que pela condigao (ii), R = aR + Z1, a é uma aplicagdo sobrejectiva. Assim, « é um
epimorfismo e portanto, R/aR é imagem homomorfica de Z.

(7i7) implica (7). Aplicando o Lema 2.1.3 ao anel Z (filial), obtemos que cada imagem

homomorfica de Z ¢ filial. Pela condicao (ii7), segue que cada imagem homomorfica de R
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é filial. Suponhamos que R nao é um anel semiprimo. Entdo existe I # 0, I < R tal que
I? = 0. Deste modo, para a # 0, a € I teriamos a?> = 0. Contradiciio com o facto de R ser
um dominio de integridade. Deste modo, pelo Corolario 2.1.6, podemos concluir que R ¢
filial.

Nos seguintes corolarios sao apresentados dominios de integridade que nao sao filiais.

Corolario 2.2.2 Se A é um dominio de integridade, entao o dominio de integridade A [x]

nao € filial.

Demonstragao: A equacio x = x%r 4+ nl é impossivel, com r € R, n € Z. Assim, R

nao satisfaz a condigao (i) do Teorema 2.2.1 e entdo R nao é filial.
|

Seguidamente pretendemos mostrar que somas subdirectas de anéis filiais nao sao nec-
essariamente filiais. Do Corolario 2.2.2 temos que o dominio de integridade Q[z] ndo é filial.
Para a € J(A) entdo a é quasi-regular a direita e quasi-regular a esquerda. Consequente-
mente 1 — ¢ é uma unidade em A. Visto que as tnicas unidades em A sdo os elementos
nao nulos de Q, segue que a € Q. Assim, J(A) < Q. Como Q é um anel simples, entdo

J(A) =0o0uJ(A) =Q. Uma vez que 1 ndo é quasi-regular a esquerda, 1 ¢ J(A). Assim

J
soma subdirecta de corpos, que sdo obviamente filiais.

(A) = 0 e portanto A = Q[z] é semisimples. Pelo Teorema 1.1.18, Q[z] ¢ isomorfo a uma

Corolario 2.2.3 Se R ¢ um dominio de integridade que ndo é um corpo e se R contém

um corpo como subanel, entdo R nao é filial.

Demonstragao: Seja R um dominio de integridade que ndo é um corpo. Suponhamos
que R contém um corpo F' como subanel. Se 1r é a identidade de F', entao 1% =1p =1fpl.
Assim, 1p (1p — 1) = 0 e sendo R um dominio de integridade, entdo 1p = 1. Mas entao
1€ FelogoZl C F. Assim, como F' é um corpo, temos que nl é uma unidade em R,
para qualquer n € Z n#o nulo. Suponhamos que R é filial. Entdo, para a # 0, onde a ndo
é uma unidade em R, temos a? # 0, assim pelo Teorema 2.2.1 (ii), R = a?R+ Z1. Em
particular, a = a?z + nl, para certos x € Ren € Z. Se n = 0, entdo a (1l —az) = 0.
Uma vez que a # 0, ax = 1, e a é uma unidade. Contradi¢do, assim R nao é filial. Se

-1

n # 0, entdo sendo nl uma unidade, temos que a (1 — az) (nl)” =1, e a ¢ uma unidade.

Contradicao. Segue que R nao é filial.

Corolario 2.2.4 Todo o dominio de integridade filial, que ndo € um corpo, tem caracteris-

tica zero.
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Demonstragao: Suponhamos que R tem caracteristica p # 0. A aplicagio

p: L1 — 7y

nl — n

é um isomorfismo. Assim Z1 é um corpo com p elementos, contido em R. Consequente-

mente, pelo Corolario 2.2.3, R nao é filial.
|

O lema que se segue serve de partida para os dois seguintes teoremas, que descrevem

subanéis de dominios de integridade que sao filiais.

Lema 2.2.5 Seja A um dominio de ideais principais, F' o seu corpo dos quocientes, ¢ R

um subdominio de F contendo A. Entao:

(i) R=S71A, onde S ¢ a interseccdo dos complementares de certos ideais primos de

R;
(i1) para qualquer a € R, R = aR + A.
Demonstracao:

(1) Seja D o conjunto de todos os denominadores que ocorrem em fracgoes irredutiveis
que representam elementos de R, e seja S DO D o conjunto de todos os produtos
finitos de elementos de D. Entdo 1 € S e S é um subconjunto multiplicativo de A.
Para cada § € D, existe um a € A tal que (o,§) = 1 e § € R. Portanto, sendo A
um dominio de ideais principais, existem &, n € A tal que 1 = af + dn e entdo, para
ke A, § = kES + kn% € R. Agora, se 0 € S, entao o0 = 61...0, (6; € D, n > 1).
Consequentemente se k € A, entdo %, é, s 6% pertencem a R, e logo % € R. Assim,
R=S1A.

Seja S = A — S. Uma vez que S é fechado para a multiplicacdo, S é um "conjunto
primo", isto é, para a,b € A, ab € S implicaa € Soub € S. Sejaa € S. Sendoa € A
e A um dominio de ideais principais, que por sua vez é um dominio de factorizacio
tnica, entdo a = m...m, € S, onde 7, T3, ..., T, sdo elementos primos de A. Assim,
uma vez que S é um "conjunto primo", entdo pelo menos um dos divisores primos
To de a pertence a S. Seja X = {7, : a € S}. Entdo S C |J (ms). Vamos mostrar
que para cada 7, € X, o ideal (7,) esta contido em S. Dzeficto, suponhamos que
para algum m € X, uw € S, para algum p € A. Entao 7/, para algum § € D. Seja
d = my com v € A. Pela definicdo de D, existe § € A tal que (8,0) =1 e % € R.
Mas entao, v = y% € S~'A = R. Uma vez que (3,7) = 1, concluimos que 7 € S.
Contradigdo. Segue que (7m,) C S para todo o a € S. Entao S = |J (ma), assim
a€es
S= N (7a)

aesS
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(ii) Por (i), existe um conjunto X de elementos primos em A tal que R = S~'A, onde
S ¢ a intersecgao dos complementares dos ideais (), para 7 € X. Vamos mostrar

que para cada « € A, a # 0, 0 € S, R = SR+ A. Sejam § € Aep € S.
8

: )
Queremos encontrar 3 € A, 7 € S, v € A tais que 5= P

+ % ou equivalentemente,
7o (6 —vp) = paf. Sem perder generalidade, podemos assumir que (o,0) = 1.
Para cada um dos primos m; € X (i = 1,...,h, h > 0) que dividem «, existe um
inteiro positivo k; ¢ um elemento «; de A tal que o = Wfi% e (m,v) = 1. Uma
vez que (p,m;) = 1, para todo o ¢ = 1,...,h, a congruéncia § — vp = 0 mod wfi
tem solugdes simultaneas v € A. Com v assim escolhido, a poténcia méaxima de 7;
onde l; > k; (i = 1,...,h). Mas entao cada

um dos primos em X ocorre como um factor em o (6 — vp), pelo menos tantas vezes

que divide o (6 —vp) é da forma wgi,
quantas em pa. Assim, se g é 0 minimo multiplo comum de o (6 — vp) e pa, entdo
w=rT1o (0 —vp) =papf, para 7, B € A com (r,7) = 1, para cada 7 € X. Segue que
é € S7'A=Rev € Atém as propriedades desejadas.

Teorema 2.2.6 Todo o subdominio do corpo racional é filial.

Demonstragao: Seja R um subdominio do corpo racional Q. Uma vez que R é um
dominio de integridade, entdao 1 € R e por conseguinte temos Z C R. Portanto, pelo Lema

2.2.5 (i1), segue que, para cada a € R, R = aR + Z e, pelo Teorema 2.2.1, R é filial.
|

Recordemos que se ¥ é uma extensao de um corpo F' e a« € E, o elemento o diz-se
algébrico sobre F', quando « ¢é raiz de algum polinémio nao nulo de F'[z]. Se p(z) é o

2

polinémio minimo de « sobre F e se o grau de p (x) = n, entao {1, a, o, ..., oz"_l} é uma

base de F' («) sobre F.
O seguinte teorema apresenta uma classe de dominios de integridade nao filais.

Teorema 2.2.7 Seja A um subdominio proprio de Q e seja o um elemento de alguma
extensao do corpo Q tal que « € algébrico de grau s > 2 sobre Q e « € integral sobre A,

isto €, a € raiz de um polinémio ménico sobre A. Entao R = Ala] nao é filial.

Demonstragao: Sendo Z um dominio de ideais principais e Q o seu corpo dos quo-
cientes, pelo Lema 2.2.5 (i), A = S71Z, onde S ¢ a intersec¢io dos complementares de
certos ideais primos de Z. Seja p um primo em Z — S. Se R é filial, entao pelo Lema
2.2.5 (ii), R = paR + 7Z. Mas entdo a = pax + n, para certos x € R, n € Z, e assim
ar = %a — % € R. Uma vez que « é integral sobre A, a representacdo de ax como com-
binacdo linear, sobre Q, de 1, q, ...,a*"! deve ter todos os coeficientes em A. Mas 119 ¢ A,
pois se ;1) € A entdao p € S, o que é uma contradi¢ido com o facto de p € Z — S. Assim R

nao é filial.
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Pelo Teorema 2.2.7, Z[i] nao é filial. No entanto, o seguinte teorema mostra que lo-
calizacoes de Z[i], relativamente a certos ideais primos sao filiais. Na demonstragdo do

seguinte lema, serdo utilizados resultados da Teoria dos Numeros (ver [8]).

Teorema 2.2.8 Seja P um ideal primo ndo nulo de Z[i], e seja S = Z[i] — P. Entao
R = S™'Z]i] ¢ filial se e s6 se P = (7) onde ® ¢ um inteiro de Gauss, cuja norma é um

primo racional p =1 mod 4.

Demonstracao: Temos P = (7) para algum inteiro de Gauss 7, e os ideais do anel
local R = S~'Z[i] da forma 7*R, k > 1. Pelo Teorema 2.2.1, R ¢é filial se e s6 se
R = 7*R + Z, para cada k > 1. Pelo Lema 2.2.5 (ii), R = 7*R 4 Z]i], para cada k > 1.
Assim, R sera filial se e s6 se para cada k > 1, i € 7*R + Z.

Suponhamos que 77 = p, onde p é um primo racional congruente a 1 mod 4. Entdo a
congruéncia n? +1 = 0 mod p* tem uma solucdo em Z para cada k > 1. Para um dado k,
com n assim escolhido, 7 divide i +n ou 7 divide i —n, mas nao ambos, em Z [i]. De facto,
se m/i+mnew/i—n em Zi], entdo 22 = 2”% € Z[i], mas p é um primo impar que nao
divide n em Z, pois n? +1 = 0 mod p implica p/ (n2 + 1). Portanto temos que 7% /i —n
ou 7rk/i + n, em Z[i]. No primeiro caso, i = Wki;—k" +n € ™R+ 7Z, e no segundo caso
i = wki:—k" —n € TF R+ Z. Segue que R é filial.

Reciprocamente, seja R filial. Entdo pelo Teorema 2.2.1, para cada k > 1, i = 7*x +n,
para certos x € R, n € Z, pelo que z = :T" € R. Entédo (ﬁﬁ)k/ (n2 + 1) em 7, para cada
k>1. Sew =i+ 1, entdo 77 = 2, e a congruéncia n> 4+ 1 = 0 mod 2*¥ nao é solavel
para k > 3. Se 7 = p é um primo racional congruente a —1 mod 4, entdo 77 = p?, mas a
congruéncia n? + 1 = 0 mod p” nunca é solavel. De acordo com o Exemplo 1.3.1, uma vez
que todo o primo de Gauss ¢é associado de 1 4 ¢ ou a um primo racional congruente a —1
mod 4 ou a um primo 7 de Gauss com norma 77 = p, um primo racional congruente a 1

mod 4, segue que o ideal primo P é gerado por um primo 7 da forma requerida.

Exemplo 2.2.9 Sejam

b
Ry = Zi] (1400 = {Zidz cabe,de e (1—|—2i,c—|—di):1}

RQZZ(5)[1+2Z']:{w+y(1+2i):w,y€Z5},

onde Z5y = {g irys € Z,(s,5) = 1} € a localizacao de Z relativamente ao ideal gerado por
5. Verifica-se que Ry C Ry. De facto se z € Ry entdo existem r,s,r',s' € Z com (s,5) =1
e (s',5) =1 tais que

z:i—i—r—:(l—i—%): (rs’+sr’)+(23r/)i.
5 s

ss!

Agora vamos mostrar que (1 + 2i,ss’) = 1. Suponhamos que (1 + 2i,ss') = d. Entdo d/ss’
e d/ (14 2i) e logo n(d)/n(ss’) e n(d)/n(1+2i). No dltimo caso, se n(d)/5 entdo
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n(d) =1 oun(d) =5. Suponhamos que n(d) =5 e d=a+bi, entdoa ==+1 e b= %2 ou
a==2eb=+1. Consideremos o caso d =1+ 2i. Uma vez que (14 2i) /ss’ e do facto
de 1+ 2i ser um elemento primo de Z[i|, vem que (1 +2i) /s ou (1 + 2i) /s'. Entdo s ou
s’ ¢ divisivel por 5, o que é uma contradicao. De modo idéntico obtemos uma contradicao
para os restantes casos. Assim n(d) =1 pelo que d = 1. Seque pelo Teorema 2.2.8 que Ry

€ filial, enquanto o seu subanel Ry, nao € filial, pelo Teorema 2.2.7.

2.3 Grupos abelianos e anéis filiais

7 M
Seja M um grupo abeliano aditivo. O conjunto ( 0 0 ) das matrizes 2 x 2 da

a m . - L
forma, ( 0 0 >, onde a € Z e m € M, munido das operagdes usuais, é um anel.

Um grupo abeliano M diz-se divisivel se nM = M, para cada nimero n natural, ou

seja, a equacao nx = g é solivel em M, para todo o g € M e para todo on € N.

O seguinte resultado caracteriza os grupos abelianos divisiveis por meio da filialidade.

7 M
Proposicao 2.3.1 Um grupo abeliano M € divisivel se e sé se o anel ( 0 0 ) é filial.

/
Demonstragao: Suponhamos que o anel ( 0 0 ) é filial. Para todo o ntmero

alsc. M . 7Z M )
0 0 ¢ um ideal de o o ) Assim, pelo Teorema 2.1.13 (i),

para todo o m € M,

() (n)=(00)
(b)) (n) )

Assim, existem z, k € Z e my € M tais que a’z+ka = 0 e m = am; +km. Agora k = —az

natural a, [ = (

Em particular,

e m = a(my — zm). Esta relagdo pode ser obtida para todo o m e a, assim para todo o

numero natural a, M = aM e o grupo M é divisivel.

. . . 7Z M P aZi N
Reciprocamente, seja I um ideal de L E facil ver que I = 00 para

7 M 7 M
algum a € Z e para um subgrupo N de M. De I < 0 0 , vem que [ 0 0 cI
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7 M al. aM aZ. aM ali. N

Uma vez que [ = , segue que - e
0 0 0 0 0 0 0 0

.. . . 0 M

temos aM C N. Isto e o facto do grupo M ser divisivel implica que I = 0 0 ou

7 M
={“ 0 ) para algum 0 # a € Z. No primeiro caso, para todo o subanel S de I,

0

7Z M 27 aM 7 M
I’+S8=5« . No outro caso, I? = “ “ —(“ , assim
0 O 0 0 0 0

P M
se S é um subanel de I entdo I2 + S = Nk para algum subanel P de Z. Desta

Z M 7Z M
forma, I2 + S ¢ um ideal de ( 0 0 ) e pelo Teorema 2.1.13 (iii), ( 0 0 ) é filial.
n

Seja M um grupo abeliano aditivo. O conjunto ( 7Z M ) das matrizes 2 x 2 da forma

0 a
é isomorfo ao anel (M 0)#, obtido pela adjuncao da identidade ao anel trivial no grupo
aditivo M.

a m
( ), onde a € Z e m € M com as operagdes usuais é um anel. O anel ( 7 M )

Proposicao 2.3.2 O anel ( 7 M ) ¢ filial se e s6 se zM = z>M , para todo o z € 7.

Demonstragao: Uma vez que o anel ( 7 M ) ¢ comutativo, entdo o ideal gerado

por(z m)E(Z M)édaforma<g m)(Z M) Assim, pelo Teorema

0 =z z

2.1.13 (u), ( Z M ) ¢ filial se e s6 se

2
2b 22y +2b
= -(Z M): ‘ Zy+2 MY L bez, meM, ye M.
0 =z 0 z°b

Portanto ( 7 M > é um anel filial se e s6 se para cada a, z € Z e x, m € M existem b,

ke€Zeye M tais que
za = 22b + kz
2z + am = 2%y + 2bzm + km.
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Estas condigoes sdo trivialmente satisfeitas para z = 0. Se z # 0 entdo a primeira igualdade
é equivalente a a = zb + k. Usando esta relacao na segunda igualdade obtemos zx =
22y + bzm. Fazendo m = 0, temos que para cada z € Z e cada x € M existe y € M com
zx = 2%y. Assim zM = 2°M.

Reciprocamente, suponhamos que para todo o z € Z, zM = z?>M. Entdo para todo o
x € M existe y € M com zx = z?y. Para um dado a € Z, m € M, fazendo k =a e b= 0
obtemos

za = 22b+ kz

zx + am = 2%y + 2bzm + km.

O grupo ciclico aditivo Z,, onde p é primo, ndo ¢é divisivel, mas satisfaz nZ, = n2Zp,

para todo o n € Z.
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Conclusao

Os anéis, em geral, nao satisfazem a condigao de transitividade para ideais. Ehrlich de-
signou os anéis que satisfazem esta condi¢ao por anéis filiais e apresentou alguns exemplos:
os anéis simples, os von Neumann regulares e os Hamiltonianos. Além disso, introduziu
condigoes necessarias e suficientes para que um anel seja filial. O mesmo autor enunciou
um lema onde considera que somas directas de anéis sao filiais; contudo, Andruszkiewicz
e Puczylowski apresentaram um contra-exemplo. Assim a classe dos anéis filiais nao é
fechada para a soma directa, como também nao é fechada sob extensoes obtidas pela ad-
juncao da identidade. Mostramos que os ideais e imagens homomorficas de anéis filiais sao
filiais; e todo o ideal minimal ndo idempotente de um anel filial tem um nimero primo de
elementos. Caracterizamos os anéis R tais que R® R é filial. No que respeita aos dominios
de integridade, o anel dos inteiros de Gauss, Z[i], nao é filial; no entanto localizagoes de Z]i]
relativamente a certos ideais primos sao filiais. Podemos observar que os dominios de inte-
gridade filiais incluem todos os subdominios do corpo racional. Por ultimo, estabelecemos

uma ligagdo entre os grupos abelianos divisiveis e os anéis filiais.
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