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Resumo

Neste trabalho, investiga-se uma equagdo diferencial evolutiva com o operador p(z)-
biharménico. Especificamente, estuda-se o problema de encontrar uma fungdo u = u(x,t)
que satisfaz:

u + A2 pu—alu = f(z,t), em Qx]0,T],

u=0, Au=0, em 0N x 10,77,

u(z,0) = ug =0, em €,
onde o dominio Q C R¢, d > 1, é um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz
continua denotada por 90, 0 < T < 00, 0 < ap < a < oo e f € L*(0,T; L*(Q)) é uma
funcdo Lipschitz continua na varidvel t. Considerando uma funcdo de expoente variavel

p:Q — (1,00), mensurdvel e limitada, o operador p(x)-biharménico € representado por:
r)—2
A2 yu=A <|AU|P< ) Au> .
Efetuando a mudanca de variavel

v=— ]Au|p(x)_2 Au & Au=— ]v|q(x)_2v,

onde ¢ : 2 — R é o expoente conjugado de p(x), o problema original é representado num

sistema constituido por duas equagoes de segunda ordem,

u— Av—aAu=f, em Qx]0,T7],
Au=—|™ 2y, emQx]0,T],
u=uv=0, em 0 x 0,7,

u(z,0) =up =0, em ().

Realiza-se a discretizacao do referido sistema em relacdo a variavel ¢t e obtém-se o pro-
blema semidiscreto. Demonstra-se a existéncia da solucao semidiscreta através do teorema
de Brouwer e com técnicas classicas de Analise Funcional sdo provadas a unicidade e as
estimativas a priori da referida solucao semidiscreta. Posteriormente, aplica-se o Método de
Rothe e mostra-se que o sistema de equacdes de segunda ordem possui uma tnica solugcdo
fraca. Além disto, apresenta-se um estudo detalhado sobre a ordem de convergéncia da

solucdo semidiscreta para a solucdo fraca.

De seguida, aplica-se a discretizagcdo espacial e define-se o problema discreto. Prova-se
que a solucao discreta existe e é Unica. Adicionalmente, mostram-se as estimativas a priori
da referida solu¢dao e investiga-se minuciosamente a ordem de convergéncia da solucdo

discreta para a solucao fraca.



Finalmente, utilizando o método de elementos finitos com as bases de Lagrange, obtém-
se um sistema de equagdes algébricas. Para o referido sistema, implementam-se os cédigos
computacionais no software MATLAB e s3o apresentados exemplos considerando o dominio
espacial unidimensional e bidimensional. Realiza-se uma andlise detalhada das estimativas
de erro e da ordem de convergéncia, em relagdo ao espago e ao tempo, e conclui-se que as

simulagdes numéricas sao condizentes com a investigacao analitica.

Palavras-chave

p(z)-biharmédnico, equagdo parabdlica, método de Rothe, solugdo fraca, solugdo semidis-
creta, solucdo discreta, ordem de convergéncia, método dos elementos finitos, simula¢des

numéricas.



Abstract

In this work, an evolutionary differential evolution equation with the p(x)-biharmonic
operator is investigated. Specifically, the problem of finding a function u = u(z,t) that

satisfies
u+ A2 u—alu= f(z,t), inQx]0,T],

u=0, Au=0, on 992 x 10,77,
u(z,0) = ug =0, in €,

where the domain Q C R? d > 1, is an open, bounded set with a continuous Lipschitz
boundary denoted by 90, 0 < T < o0, 0 < ap < o < oc and f € L*(0,T;L*(Q))
is a continuous Lipschitz function with respect to the variable t. Considering a variable
exponent function p : @ — (1,00), measurable and limited, the p(x)-biharmonic operator

is represented by
A2 u=A <|Au|p(m)72 Au) :

Performing the change of variable
v=—|AufDPAu & Au=— o)1y,

where ¢ : 2 — R is the conjugate exponent of p(z), the original problem is represented as

a system consisting of two second-order equations:

u — Av—alAu=f, inQx]0,T],
Au = — o] 72y, in Qx10,77,
u=uv=0, on 90 x 10,T],
u(x,0) =ug =0, in €.

The discretisation of the above system is carried out with respect to the variable ¢, resul-
ting in a semi-discrete problem. The existence of the semi-discrete solution is demonstrated
using Brouwer's theorem, and the uniqueness and a priori estimates of the said semidiscrete
solution are proved using classical techniques of Functional Analysis. Subsequently, Rothe’s
method is applied and it is shown that the system of second-order equations has a unique
weak solution. Furthermore, a detailed study is presented on the order of convergence of

the semidiscrete solution to the weak solution.

Next, spatial discretization is applied and the discrete problem is defined. It is proved
that the discrete solution exists and is unique. In addition, a priori estimates of the discrete
solution are obtained, and the order of convergence of the discrete solution to the weak

solution is meticulously investigated.

Xi



Finally, using the finite element method with Lagrange bases, a system of algebraic equa-
tions is obtained. For the said system, computational codes are implemented in MATLAB
software, and examples are presented considering one-dimensional and two-dimensional
spatial domains. A detailed analysis of error estimates and the order of convergence, with
respect to space and time, is conducted, concluding that the numerical simulations are

consistent with the analytical investigation.

Keywords

p(z)-biharmonic, parabolic equation, Rothe's method, weak solution, semi-discrete solu-

tion, discrete solution, convergence order, finite element method, numerical simulations.

Xil



Indice

I  Introducao| 1
2 Equacao evolutiva com o operador p(z)-biharménico 9
2.1 Problema semidiscretol . . . . . . ..o 12
[2.1.1 Existencia da solucao semidiscretal. . . . . . . .. ... ... ... 13

[2.1.2  Unicidade da solucao semidiscretal . . . . . . . ... ... ... .. 16

[2.1.3  Estimativas a priori da solucao semidiscretal. . . . . . . . .. . .. 20

[2.1.4  Existéncia e unicidade da solucao fraca| . . . . . . ... ... ... 27

[2.1.5 Ordem de convergéncia com 1 < p(z) <2eQCR? d>1 .. .. 39

[2.1.6  Ordem de convergéncia com 2 < p(z) <ocoe QCR? d=1 ... 44

[2.1.7  Ordem de convergéncia com 2 < p(z) <ococe Q CR% d>1| . .. 46

2.2 Problema discretol . . . . . . ... 48
[2.2.1 Existencia da solucao discretal . . . . . . . . . ... ... ... .. 49

2.2.2  Unicidade da solucao discretal . . . . . . .. . .. ... ... ... 51

[2.2.3  Estimativas a priori da solucao discretal . . . . . . .. .. ... .. 54

[2.2.4  Ordem de convergéncia com 1 <p(z) <2eQ CR ... ... .. 60

[2.2.5 Ordem de convergéncia com 1 < p(z) <2e Q) C R% com d > 1|. 81

[2.2.6 Ordem de convergéncia com 2 < p(z) <ocoeQCRl. . . ... .. 89

[2.2.7  Ordem de convergéncia com 2 < p(z) < co e Q C R¢ com d > ]| 98

[2.2.8  Discretizacao por bases de Lagrangel . . . . . .. ... ... ... 112
[3__Resultados numericos| 115
3.1 Exemplolcom 1.4 <p(z)<1.93 ...... ... .. ... ... ..., 115
3.2 Exemplo2 com 2.5 <p(z) <3| ....... .. .. ... ... .. ... 123
3.3 Exemplo3com4 <p(z) <6.5 . ...... ... ... ... ... 130
4__Conclusoes e trabalhos futurosl 139

xiii



[A Fundamentacao Teorica|

IA.1 Espacos de Lebesgue LP(2) . . . . . . . . ... ...

[A.2  Distribuicoes|

IA.3 Espagos de Sobolev W™P(Q)| . . . . . ... ...

IA.4 Espagos de Bochner LP(a,b; X)| . . . . . .. ... ... .. ...

IA.5 Espacos generalizados de Lebesgue LP@(Q) . . . . ... ... ... ...

[A.6  Discretizacao noespaco| . . . . . . . ... L

[A.6.1 Funcoes de base lineares unidimensionals| . . . . . . . . . . .. ..

[A.6.2 Funcoes de base de grau arbitrario unidimensionais| . . . . . . . . .

[A.6.3 Funcoes de base de grau 1 bidimensionais|. . . . . . . .. ... ..

[A.6.4 Funcoes de base de grau arbitrario bidimensionais| . . . . . . . ..

|I' I- B . . |

XV

141

149
149
151
152
154
155
163
165
166
169
171

175

178

183



Lista de Figuras

3.1 Fungdes u(x,t) € uy,(z,t) do Exemplo 1.|. . . . . . ... ... ... ... 116
[3.2  Fungdes v(z,t) e f(x,t) do Exemplo 1.|. . . . . . .. ... .. ... ... 117
[3.3  Solucoes exatas e aproximadas parat = 1 do Exemplo 1.|. . . . . . .. .. 117
[3.4  Ordem de convergencia numérica em relacao a h do Exemplo 1.|. . . . . . 120
[3.5 Ordem de convergéencia numérica em relacao a h do Exemplo 1.|. . . . . . 120
[3.6  Ordem de convergéencia numérica em relacao a 0 do Exemplo 1.| . . . . . . 123
[3.7 Fungdes u(x,t) e uy,(z,t) do Exemplo 2.|. . . . . .. ... ... .. ... 124
(3.8 Fungdes v(z,t) e f(x,t) do Exemplo2.|. . . . .. .. ... ... .. ... 124
[3.9  Solucoes exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 2.|. . . . . . . . .. 125
[3.10 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h do Exemplo 2./ . . . . . . 127
[3.11 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h do Exemplo 2./ . . . . . . 128
[3.12 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 do Exemplo 2| . . . . . . 130
[3.13 Fun¢des u(x,y,1) e Au(z,y,1) do Exemplo 3. . . . . . ... ... ... 131
[3.14 Fun¢des v(x,y,1) e f(x,y,1) do Exemplo 3. . . .. ... ... .. ... 132
[3.15 Solucoes exatas e aproximadas parat =1 do Exemplo 3.|. . . . . . . . .. 132
[3.16 Ordem de convergencia numérica em relacao a h do Exemplo 3.|. . . . . . 135
[3.17 Ordem de convergencia numérica em relacao a h do Exemplo 3. . . . . . 135
[3.18 Ordem de convergencia numérica em relacao a 0 do Exemplo 3.f . . . . . . 137
|A.1 Particdo do intervalo |0, 1| formada por quatro elementos finitos.| . . . . . 165
[A.2 Funcoes de base lineares.| . . . .. ... ... ... ..., 166
[A.3 Elemento finito de referéncial . . . . . . . .. ... 167
[A.4 Funcoes de basecomr=1). . .. ... .. ... ... ... ....... 168
[A.5 Funcoes de basecomr=2|. . .. . ... ... ... ... .. ... .. 169
[A.6  Malha triangular e o elemento de referencia 7..|. . . . . . . . ... .. .. 169
IA.7 Funcio de base ¢y (xz,y) para o . . . . . . . ... 170

XV



IA.8 Funcdo de base ¢y (z,y) para o . . . . . . . ... 170

|[A.9 Funcdo de base p3 (x,y) para T, . . . . . . . . . ... ... ... ... 171
|A.10 Transformacdo linear de 1" para T, e sua inversa.| .............. 171
|A.11 Representacao geométrica das dreas em 1" e Te.| .............. 172
[A.12 Funcoes de base de graur=1em7.| . . . . . . ... .. ... ... .. 173
[A.13 Funcoes de base de graur=2em7.| . . . . . ... ... ... ... .. 174
[A.14 Funcoes de base de grau r =3 em 1. . . . . . .. ... ... ... ... 175

XVi



Lista

de Tabelas

2.1 Ordem de convergencia, em relacao a o, da solucao semidiscreta para a |
solucao fraca.| . . . . . . . . . .. 48
[2.2  Ordem de convergencia, em relacao a 9, da solucao discreta para a solucao |
fracal . . . . . e 111
[2.3 Ordem de convergéncia, em relacao a h, da solucao discreta para a solucao |
fracal . . . . . 111
2.4 Relacaoentre heo. . . . . . . . . . . . . ... 112
[3.1 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 1 do |
Exemplo 1.|. . . . . . .. 118
[3.2  Ordem de convergéncia numérica em relacao a i e erros com r = 2 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 119
[3.3  Ordem de convergéncia numérica em relacao a i e erros com r = 3 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 119
[3.4  Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 4 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 119
[3.5 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 1 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 121
[3.6 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 2 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 121
[3.7  Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 3 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . . 122
[3.8° Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 4 do |
Exemplo 1.|. . . . . . . . 122
[3.9 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 1 do |
Exemplo 2./ . . . . . . 125
[3.10 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 2 do |
Exemplo 2./ . . . . . . 126
[3.11 Ordem de convergéncia numérica em relacao a i e erros com r = 3 do |
Exemplo 2| . . . . . . . 126

XVii



[3.12 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 4 do |
Exemplo 2./ . . . . . . 126
[3.13 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 1 do |
Exemplo 2./ . . . . .. 128
[3.14 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 2 do |
Exemplo 2.|. . . . . . . 129
[3.15 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 3 do |
Exemplo 2./ . . . . . . . 129
[3.16 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 4 do |
Exemplo 2./ . . . . . . . 129
[3.17 Ordem de convergéncia numérica em relacao a i e erros com r = 1 do |
Exemplo 3. . . . . . . . 133
[3.18 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 2 do |
Exemplo 3. . . . . . .. 133
[3.19 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 3 do |
Exemplo 3. . . . . . .. 134
[3.20 Ordem de convergéncia numérica em relacao a h e erros com r = 4 do |
Exemplo 3. . . . . . . 134
[3.21 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 1 do |
Exemplo 3. . . . . . .. 136
[3.22 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 2 do |
Exemplo 3. . . . . . .. 136
[3.23 Ordem de convergéncia numérica em relacao a 0 e erros com r = 3 do |
Exemplo 3. . . . . . .. 136

XViii



Lista de Acronimos

UBI Universidade da Beira Interior
MEF Método dos Elementos Finitos
EDP Equacdo Diferencial Parcial
q.t.p. quase em toda parte

g.s. quase sempre.

XiX



XX



Capitulo 1

Introducao

As equacodes diferenciais ndo lineares cuja estrutura depende da prépria solucdao podem
surgir na modelagcdo matemdtica de vdrios processos da vida real. A maioria destes modelos
enquadra-se na classe de equacdes diferenciais evolutivas com crescimento ndo standard.
Nas ultimas décadas, as equacdes diferenciais e os problemas variacionais com condicoes
de crescimento ndo padronizadas tém atraido cada vez mais a atenc¢do dos investigadores
(ver, por exemplo, [8] para uma revisdo). Estes problemas surgem em vdrios ramos da
matemadtica aplicada e da fisica, por exemplo, no restauro de imagens e processamento
digital [22], fluxos de fluidos eletro-reolégicos ou termo-reoldgicos [74] e mecanica eldstica
[85]. As solugdes para estes tipos de problemas podem apresentar propriedades interessan-
tes, como extincao em tempo finito, blow-up, propagacdo de perturbacdes com velocidade
finita ou fendmenos de tempo de espera, que s3o intrinsecos a solucao de outros problemas

nao lineares.

As equacdes diferenciais parciais de quarta ordem tém varias aplicacGes em deformacdes
de vigas elasticas [43] 54], em teoria das placas finas [29] 30] e no processamento de imagens
[82], por exemplo. Na interseccdo destes campos de estudo surgem os problemas com o

operador p(x)-biharménico.

O operador p(x)-biharménico torna-se o bilaplaciano ou simplesmente o operador bihar-
ménico quando a fung¢do p(x) = 2. Para este caso, Ciarlet e Raviart [26] investigaram a

seguinte equacao biharménica
Ay = f. (1.1)

Em particular, os autores estudaram a formulag3o variacional e demonstraram a existéncia e
a unicidade da solu¢do. Além disso, obtiveram estimativas de erro e a ordem de convergéncia

utilizando elementos finitos C associados a polinémios de grau r, onde r > 1.

Behrens e Guzmén [12] introduziram um novo método misto para a Equagdo ([1.1)),
onde utilizaram uma formulacdo na qual reescreveram a referida equacdo como um sistema
de quatro equacbes de primeira ordem. Os autores introduziram uma forma hibrida do
método que permitiu reduzir os graus de liberdade globalmente acoplados apenas aqueles
associados aos multiplicadores de Lagrange que aproximam a solu¢do e sua derivada nas

faces da triangulagdo.

Ben-Artzi, Chorev, Croisille e Fishelov [13] apresentaram um esquema de diferencas



finitas aplicavel a dominios planares irregulares gerais para aproximar a Equagdo (1.1). Os
autores utilizaram um polinémio de grau seis para realizar a interpolacao e apresentaram
um método para construir o respetivo polindmio. Além disso, demonstraram que a referida

construcao possui precisao de segunda ordem.

Chen, Li e Lin [21] investigaram a Equagdo e realizaram uma mudanca de variavel na
qual a equagao biharménica foi desacoplada em duas equagdes de Poisson. Eles desenvol-
veram um algoritmo rapido e com precisdo de segunda ordem baseado numa discretizacdo
de diferencas finitas. Além disto, apresentaram exemplos numéricos que comprovaram a

eficiéncia do método.

Georgoulis e Houston em [40] aplicaram o método de elementos finitos descontinuo de
Galerkin para a Equagdo (|1.1)) e realizaram a analise de erro considerando graus polinomi-
ais 7 > 2. Os autores também obtiveram a convergéncia exponencial e exibiram alguns

resultados numéricos.

Recentemente, Lopes e de Oliveira [64] introduziram um método de elementos finitos
de Galerkin continuo/descontinuo com termos de penaliza¢do interiores para resolver a
Equagdo (L.1) onde f = fB(|u,|"*u,), com 3 > 0 e ¢ > 1. Os autores provaram a
existéncia e a unicidade de solucoes fracas. A consisténcia, estabilidade e convergéncia do
método foram demonstradas analiticamente. Para demonstrar a aplicabilidade e robustez

do modelo numérico, foram apresentados varios exemplos numéricos.

O estudo da Equagdo ([1.1) foi realizada extensivamente e, para mais detalhes, sdo

indicadas também as referéncias [18, [37, [41].

Por outro lado, para a equacao parabdlica com o operador biharménico, nomeadamente,
u + A*u = f, (1.2)

existem aplicacGes na modelacdo do crescimento de um filme fino epitaxial. Por exemplo,
Liu, Ma e Tang [60] estudaram a Equacdo (1.2) com f = —div(|Vu|?"2Vulog|Vul)
onde ¢ > 2. Os autores demonstraram o blow-up em tempo finito da solugcdo fraca. Além
disso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtiveram o limite inferior e a respetiva
taxa de blow-up. King, Stein e Winkler em [53] consideraram f = div(g(Vu)) + h(x,t) e
provaram a existéncia, a unicidade e a regularidade de solu¢des para a Equacgdo ([1.2) num
espaco funcional apropriado. Adicionalmente, demonstraram o comportamento assintético

e exibiram simula¢des numéricas.

Li [56] considerou f = g(z,t) —h(x,t)u em (1.2]) e utilizou um operador de interpolagdo
especial desenvolvido por Girault e Raviart para provar estimativas de erro étimas através
do método de elementos finitos mistos aplicado a malhas retangulares quase uniformes.

Ele demonstrou a ordem de convergéncia 6tima e realizou simulagdes computacionais. Em



outro estudo, Li [55] desenvolveu métodos mistos utilizando fun¢des de base radiais para
resolver a Equacgdo (|1.2) com f = g(z,t) — h(z,t)u. Adicionalmente, obteve estimativas
de erro semelhantes as dos métodos classicos de elementos finitos mistos. Destacam-se

também as referéncias [73, [75), [84], 86], em relagdo a Equagdo ((1.2)).

Winkler [81] investigou a seguinte equagdo parabdlica com o operador biharménico,
up + A*u — AU = f, (1.3)

onde a constante 3 < 0 e a fungdo f = g(z) — CA|Vu|* com C' > 0. O autor demonstrou
a existéncia de uma solucdo fraca global através do método de Rothe. Adicionalmente,

investigou as estimativas e o comportamento assintético de solugdes radiais.

Liu e Li em [62] estudaram a Equagdo (1.3) considerando 5 = 1 e a fungdo [ =
g(u) + Apu, onde Ayu = div(|Vu[P~2Vu) representa o operador p-Laplaciano. Os autores
consideraram p > 2 e, através da teoria dos pogos potenciais, demonstraram a existéncia
global, o comportamento assintético e o blow-up em tempo finito das solucdes fracas.
Enfatiza-se que a Equagao também foi estudada nas referéncias [2), 14, [15].

Por outro lado, quando se considera a fun¢do p(z) = p constante, tem-se o operador
p-biharmoénico definido por

Ay = A (JAu/""? Au), onde 1 < p < o0.

A investigacao do referido operador na equacdo eliptica,
2,
Aju = f, (1.4)

tem sido explorada por diversos investigadores. Por exemplo, Katzourakis e Pryer [48]
consideraram a fun¢do f identicamente nula em ([L.4). Para um valor de p fixo, os autores
propuseram um método baseado em elementos finitos mistos C° e provaram, utilizando
normas dependentes da malha, que o método converge sob a regularidade minima da
solucao. Além disso, sob determinadas condicdes de regularidade e utilizando uma condicao
inf-sup, mostraram que a aproximac¢ao da solu¢do converge com as taxas especificas que

dependem de p e realizaram simulacdes numéricas para validar seus resultados tedricos.

Pryer [72] estudou as aproximagdes descontinuas de Galerkin da Equag&o ([1.4)) através de
uma perspectiva variacional. O autor propés uma formulagdo variacional discreta baseada
numa definicdo apropriada de um elemento finito Hessiano e investigou a convergéncia do

método (sem taxas) utilizando um argumento de semicontinuidade.

Almeida, Duque, Ferreira e Panni [3] demonstraram a existéncia, unicidade e regularidade

das solugdes fracas para a Equagdo (1.4)) através de técnicas de Andlise Funcional. Os



autores aplicaram o método de elementos finitos mistos e provaram que a solu¢do discreta
existe, é Unica e possui determinada regularidade. Adicionalmente, investigaram a ordem
de convergéncia da solucao discreta para a solugcdo fraca, as estimativas de erro e as
simulacdes numéricas. A investigacao utilizou normas cldssicas que ndao dependem da
malha, generalizando assim os resultados de Katzourakis e Pryer [48]. Outras investigacdes
relacionadas a Equacao estdo nas referéncias [34) 143, [46), 65, 66, [67].

Para a seguinte equacao evolutiva com o operador p-biharmédnico
w + A2u = f, (1.5)

referencia-se o artigo de Liu e Guo [58], onde os autores consideraram a funcio f =
—ClulP~2, com C > 0 e p > 2. Eles demonstram a existéncia de solugdes fracas pelo
método do tempo discreto. Adicionalmente foram discutidas as propriedades do compor-

tamento assintético e a velocidade finita de propagacao de perturbacdes das solucoes.

Quando se considera uma n3o linearidade do tipo logaritmica f = |u|"?ulog(|u|) em
, Wang e Liu [80] provaram a existéncia de solu¢des globais, blow-up, extin¢do e n3o
extingdo das solucdes através de consideragcdes entre as constantes p e ¢. Liu e Li em [59]
consideraram a seguinte no linearidade f = Clu|?"?ulog(|u|) em (L.5), onde C > 0, e
demonstraram a existéncia das solucdes fracas, o comportamento assintético e a propagacao

de perturbacdes das soluces de acordo com relacGes entre p e gq.

Chaoui e Djaghout [20] estudaram a seguinte equagdo com o termo de meméria

t
ut—i—Aiu:f(:c,t)—i—/ a(t—s)Au(s,x)ds,
0

onde a é uma fun¢do continua. Os autores aplicaram a discretizacdo em relacdo a varidvel
temporal e, através do método de Rothe, provaram a existéncia e as estimativas a priori da
solucao semidiscreta. Posteriormente, demonstraram a existéncia e a unicidade da solucao
fraca. Além disso, foi estabelecida a ordem de convergéncia. Adicionalmente, eles aplicaram
o método de elementos finitos mistos, desenvolveram a formulacao mista para a referida

equacao e apresentaram exemplos numéricos.
Recentemente, alguns investigadores estudaram a Equagdo (|1.5) com o termo de dis-
sipagdo forte (—Auw,), nomeadamente,

w4+ Adu— Auy = f. (1.6)

Comert e Piskin [27] consideraram uma n3o linearidade logaritmica f = |u|??uIn(|ul),
q > 2, e através do método dos pocos potenciais e da desigualdade logaritmica de Sobolev,

determinaram a existéncia e a unicidade da solu¢do fraca global. Além disso, obtiveram



o comportamento polinomial para a referida solugdo. Liu e Fang em [63] investigaram a
Equacdo ([1.6) com f = |u|?"2ulog(|u|) e utilizando a aproximag3o de Galerkin e algumas
estimativas de energia, demonstraram a existéncia de solu¢Ges locais e globais. Os autores
também provaram o blow-up e as suas propriedades, além de determinarem a extin¢do e o

decaimento da solucao.

Por outro lado, quando se consideram 2 C R?% d > 1, e o expoente p uma funcio
p: € — (1,00) mensurdvel e limitada, tem-se o operador p(x)-biharménico definido por
A2 u = A(|Auf™ 2 Au).

A investigacao do referido operador tem atraido a atencdo de diversos investigadores, es-

pecialmente para a equacao eliptica
2

Heidarkhani, Afrouzi, Moradi, Caristi e Ge [45] consideraram f = g(x,u) e, através de
métodos variacionais, demonstraram a existéncia de solugdo fraca. Zhou [87] investigou a
Equagdo (1.7) com f = Bg(z,u) + ph(z,u) — a(z)|u/P™~2u, onde 3,1 € R e p(x) > 1.
O autor impds hipéteses adequadas sobre as fungdes a(x), g(x,u), h(z,u) e utilizando

técnicas variacionais, estabeleceu condicOes para a existéncia e nao existéncia de solucdes.

Ourraoui [69] estudou a Equacgdo (1.7)) aplicada a um problema com condi¢es de fron-
teira do tipo Robin e provou a existéncia de solucao com e sem estrutura variacional. El
Amrouss, Moradi e Moussaoui [32] consideraram f = Bg(z,u) — plulP® 2y em (L.7) e
investigaram um problema condicoes de fronteira de Neumann, para o referido problema os

autores demonstraram a existéncia de pelo menos trés solucoes.

Recentemente, Almeida, Duque, Ferreira e Panni em [5] investigaram a Equagédo (|1.7)
com f € L*(2). O uso de técnicas conhecidas de Andlise Funcional permitiu que os autores
demonstrassem a existéncia, a unicidade e as estimativas a priori da solucdo fraca. Além
disto, aplicaram o método de elementos finitos e provaram a existéncia, a unicidade e a
regularidade da solu¢do discreta. Os autores exibiram resultados numéricos que exempli-
ficam e validam a teoria. A referida investigacdo generalizou os resultados de Almeida,
Duque, Ferreira e Panni [3]. Adicionalmente, pode-se consultar os estudos relacionados ao
espectro da Equacdo (1.7)) nas referéncias [9, [10] [33] 139] e para problemas elipticos ndo

locais envolvendo o operador p(z)-biharménico indicam-se [78) [83].

Para as equagdes parabdlicas com o operador p(x)-biharmdnico, nomeadamente,

up + AZ(:E)U =/, (1.8)



Liu [61] considerou a fungdo f = |u|?™®~2u com ¢(x) > 1 e provou a existéncia local de
solugdes fracas, além disto, o autor obteve o blow-up em tempo finito das solugdes com

uma energia inicial ndo positiva.

Chaoui e Djaghout em [19] estudaram a Equag3o ([1.8) considerando f uma fungdo
continua. Eles realizaram a discretizacao em relacdo a varidvel temporal, obtiveram o
problema semidiscreto e demonstraram a existéncia da solugdo semidiscreta através da
teoria dos operadores mondtonos nao lineares. Posteriormente, os autores utilizaram o
método de elementos finitos de Galerkin, aplicaram o método de Rothe e demonstraram

algumas estimativas a priori. Finalmente, provaram a existéncia da solucdo fraca.

Recentemente, Piskin e Butakin [70] consideraram

w4 A2 yu 4 Aluy = |72y,
com os expoentes p(x) e ¢(x) mensurdveis. Os autores aplicaram as condi¢des de fronteira
de Dirichlet e provaram o blow-up para o referido problema através de hipéteses adequadas

nos expoentes variaveis e na dimensdo do dominio.

Os trabalhos referenciados anteriormente motivaram-nos a investigar uma equagdo dife-
rencial parabdlica com o operador p(x)-biharmdnico. A nossa pesquisa foi incentivada pelo
facto do referido problema ainda n3o possuir um método numérico eficaz. A utilizacdo do
método de Rothe pareceu adequada, pois este método ja mostrou ser eficiente na resolucao
de outros problemas de evolu¢do. O método baseia-se na discretizacdo no tempo, transfor-
mando o problema evolutivo em eliptico e, consequentemente, determinando uma solucao
aproximada para o problema evolutivo original. Destaca-se que esta técnica foi amplamente
estudada por Kacur em [49, b0, 51, 52]. Adicionalmente, observou-se que a maioria dos
artigos sobre as equac¢des parabdlicas com o operador p(z)-biharménico investiga apenas
a existéncia, a unicidade e o comportamento assintético de solucdes fracas. No entanto,

estes artigos carecem de andlise numérica relativa as propriedades da solucdo discreta.

A tese esta organizada da seguinte forma. No Capitulo [2| apresenta-se a equa¢ao evolu-
tiva com o operador p(x)-biharménico e sdo definidas as hipdteses para o desenvolvimento
da pesquisa. No referido capitulo também se define o conceito de solugdo fraca. Na Seccdo
define-se o problema semidiscreto através da discretizacdo em relacdo a varidvel t e
demonstram-se a existéncia, a unicidade e as estimativas a priori da solu¢ao semidiscreta.
Aplica-se o método de Rothe e prova-se a existéncia e a unicidade da solucao fraca. Fi-
nalmente, investiga-se a ordem de convergéncia da solugcdo semidiscreta para a solucao
fraca. Na Seccdo discretiza-se o problema em relacdo a variavel espacial e define-se o
problema discreto. Para o referido problema provam-se a existéncia, a unicidade e as esti-
mativas a priori da solucdo discreta. Adicionalmente, investiga-se a ordem de convergéncia

da solucdo discreta para a solucao fraca. Encerra-se a seccao com a aplicacdo das bases de



Lagrange e a obtencdo do sistema de equacdes algébricas para a implementacao no software
MATLAB. No Capitulo [3| sdo apresentados os resultados numéricos de trés exemplos im-
plementados em MATLAB. Finalmente, apresentam-se as conclusdes e os trabalhos futuros
no Capitulo [4] No Apéndice [A] encontram-se as defini¢des e os teoremas que auxiliam no

desenvolvimento deste trabalho.

Destaca-se que os resultados desta investigacdo foram apresentados em conferéncias e

publicados em revistas, nomeadamente:

e Apresentacdo de trabalho no XV Encontro Académico de Modelagem Computacional
realizado no Laboratério Nacional de Computagdo Cientifica - LNCC/MCT] entre os
dias 22 e 25 de fevereiro de 2022, para mais detalhes [4];

e Apresentacdo de trabalho no XLI Congresso Nacional de Matematica Aplicada e
Computacional realizado na Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) entre os
dias 26 e 30 de setembro de 2022, para mais detalhes [7];

e Publicacdo no arXiv, nomeadamente, Almeida, Duque, Ferreira, Panni. Mixed finite

element method for a beam equation with the p-biharmonic operator [3];

e Publicacdo de artigo na revista Computers & Mathematics with Applications. No-
meadamente, Almeida, Duque, Ferreira, Panni. Mixed finite element method for a

beam equation with the p(x)-biharmonic operator [5];

e Apresentacdo de trabalho na International Conference on Mathematical Analysis and
Applications in Science and Engineering realizada no Instituto Superior de Engenharia
do Porto entre os dias 20 e 22 de junho de 2024;

e Submissdo do artigo “Numerical analysis of an elliptic equation with the p-biharmonic

operator”;

e Submissdo do artigo “Existence and uniqueness of solutions for a parabolic equation

with the p-biharmonic operator using Rothe's method”;

e Submissdo do artigo “Numerical analysis for an evolution equation with the p-biharmon-

ic operator” .






Capitulo 2

Equacao evolutiva com o operador p(z)-biharménico

Inicia-se este capitulo com a apresentacdo do problema parabdlico envolvendo o operador
p(x)-biharménico e as respetivas hipSteses que sdo necessarias para realizar a investigagao.
Posteriormente, faz-se uma mudanca de varidvel e explicita-se o conceito de solucdo fraca
para o referido problema. Informa-se que, ao longo deste trabalho, as constantes que sao
independentes dos parametros e das fungdes envolvidas sdo denotadas por C' ou C; com
1 € N*,

Sejam Q C R?, d > 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz continua
denotada por 992, 0 < T < 0o, @ = Q2 x |0, 7] o cilindro de altura 7', ' = 92 x ]0,T] a
lateral do cilindro e u : Q x [0,7] — R. Estuda-se o problema de encontrar uma fun¢do

u = u(z,t) tal que

up + Az(w)u —alAu= f(z,t), em Q,
u=0, Au=0, em I, (2.1)
u(z,0) = ug =0, em €,

onde Ai(m)u = A(|Au/P®~2Au) representa o operador p(z)-biharménico, a funcdo p :

2 — (1,00) é mensuravel e satisfaz, para todo z € (2,

L <p~ =essinf p(z) < p(x) < p" = esssup p(z) < oo, (22)
T€ z€

0<ap<a<ooe fe L*Q)éuma fungio Lipschitz continua na varidvel ¢, assim para

cada x € () existe uma constante C' > 0 tal que

|f(ZE,t1) — f(l’,t2>| S C |t1 - t2| s V tl,tg S ]O,T] . (23)

Considera-se a seguinte mudanca de variavel
v=—|Auf 7 A, (2.4)

e ¢ : 2 — R o expoente conjugado de Hdlder de p(z) satisfazendo, para todo z € (,

g(w) = e

pt
1l<q = <q(x)§q+:

pr— < 00. (2.5)

p~—1



Verifica-se que (2.5 é valida através de (2.2)). De facto,

O<p —1<px)—-1<pt—1<o

Por outro lado, de (2.4) tem-se

q(z)=2
0|12y = — ’— | Ay P2 Au‘ |Auf™ 72 Ay

= - (|Au|p<z>—1>q(x’2 A2 Ay

= | Ag|PE D) | A pE)=2 Ay,

= — \Au\p(’”)q(m)—QP(m)—q(fr)Jr? ’AU‘P(OE)—2 Au
- _ |Au‘P(z)‘I($)_2p($)—q(z)+2+p($)_2 Au

= — |Au‘p(I)Q($)—p(w)—q(m) Au

- _ |Au|p<x>(%)_p(x>_% Au

(@)%~ (p(2))2+p(z) —p(x)

= — |AU‘ p(z)—1 U
= —|Aul’ Au
= — Au.
Desta maneira, segue que
v=—|AufD AU & Au=— )"y, (2.6)

Através de (2.6), o Problema ([2.1) torna-se equivalente ao de encontrar as fun¢des
u=u(z,t) e v=ov(xt) tais que

u — Av—alAu=f, emQ,

Au = — |v|q<a”)_2v7 em Q, (2.7)
u=1v=0, em [,
u(z,0) = ug =0, em €.
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Sejam v, n € H}(), multiplica-se cada equacdo do Problema (2.7)) por uma respetiva

funcdo ¢ e 1, integra-se sobre (2, aplica-se a férmula de Green e obtém-se

/u,gﬁdx +/ Vo - Vipdx + 04/ Vu - Vidr = / fidx, em Q,
Q Q Q Q
Vu - Vidr = =2 onde, )
/Q u - Vndzx /Q|v| vndx em @) (2.8)
u=uv=070, em [’
u(z,0) =up =0, em (.

Se integrarmos o Problema (12.8]) de 0 até ¢, entdo

r t t t
/ / ugpdxdt + / / Vv - Vipdzdt + a/ / Vu - Vipdxdt
0o Jo 0o Jo 0o Jo
t
= / / fodzdt, em @,
0o Jo
t t
/ /Vu-Vndxdt :/ /|v|q(m)2 vndzdt, em Q,
0o Jo 0o Jo

u=1v=0, em [’

u(z,0) =ug =0, em ().

\

Apresenta-se a seguir o conceito de solugdo fraca para o Problema ([2.7)).

Definicao 2.1. O par (u,v) € uma solugdo fraca do Problema (2.7)) se as seguintes

condicbes sdo satisfeitas:
i) ue L2(0,T; Hi(Q));
i) ug € L*(0,T; L*(Q));
i) v € L*(0,T; H}(Q) N L) (Q)) com q(z) satisfazendo (2.5));

iv) Para todas v, € H} (), o seguinte sistema é satisfeito

( /Ot (ut,w)dt—l—/ot(VU,Vw)dt—l—Oz/ot (Vu, Vi) dt = /Ot (f,)dt, em Q,
/0 (Vu, Vn)dt = /0 (\v\q(m)fzv,n) dt, em @, (2.9)

u=v =0, em [,

[ u(2,0) =up =0, em (),

onde (-, -) denota o produto interno no espago L*(f2).
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2.1 Problema semidiscreto

Nesta secgdo utiliza-se 0 método de Rothe para discretizar o Problema ({2.8) em relagdo
a varidvel temporal t. Adicionalmente, aplica-se a férmula regressiva para aproximar a
derivada em relacao a varidvel t e, consequentemente, define-se o problema semidiscreto.

No final da seccao, apresenta-se o conceito de solu¢do semidiscreta para o referido problema.

Considera-se n € N* finito, fixo e particiona-se uniformemente o intervalo I = [0, 7]
em n subintervalos denotados por I,. Cada subintervalo I possui o tamanho § = % e os
pontos deste particionamento sao denotados por tp com k£ = 1,2,...,n. Assim, tem-se a

discretiza¢ao no tempo,
10,7 = U Doq, T = Jte—1, te]
k=1
ondet, =t,_1+del<d<l.

Aplica-se a férmula regressiva para aproximar a derivada em relagdo a varidvel ¢, em cada
ponto t;, por
u(x, tk) — U(l’, tk_1> ak - ak_l

ut(x7tk) ~ =

o o

(2.10)

Avaliando o Problema (2.8) em ¢t = t, e utilizando (2.10), tem-se que o problema
parabdlico ([2.8)) é reduzido a solu¢do de n problemas elipticos da forma

/ (%) vdo+ [ Vo Vodsta [ Vi Vodo = [ fubds
Q Q Q Q
~ . ~ 1q(z)—-2 ~
/QVukVndx/Q\vk\" vgnde, (2.11)

Ulgg =0 |gq =0,

| u(z,0) =1a =0,

onde fr = f(z,tk).

A seguir, apresenta-se o conceito de solugdo semidiscreta para o Problema ([2.11)).

Definicao 2.2. Sejam q(z) € [¢,q"] C (1,00) e X um espaco de Banach definido por
X = HYQ) x (HYQ) N LI®(Q)). Para cada k = 1,--- ,n, o par (i, 0) € X é uma
solugcdo semidiscreta do Problema ([2.11|) se o seguinte sistema for satisfeito

o
(Viin, V) = (18] 50m)

(P20 + (V00 Vo) 4 (Vi ¥0) = (),
(2.12)
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para todas ¢, n € H}(Q).

Observagdo 2.3. Verifica-se que X = H(Q) x (H} () N L@ (Q)) de facto é um espaco
de Banach através da Proposicio e do Teorema[A.19

2.1.1 Existéncia da solucao semidiscreta

Nesta subseccao demonstra-se a existéncia da solucdo semidiscreta para o Problema
no sentido da Definicdo . Inicialmente, prova-se o Lema e obtém-se um par
(i, Ur) € HY(Q) x HY () que satisfaz (2.12). Finalmente, demonstra-se o Teorema[2.5e
tem-se que o par (g, 0;) € X é, de facto, a solugdo semidiscreta do Problema no
sentido da Definicdo [2.2]

Considera-se a aplicagdo A : (H3(Q) x H3 () — (H(Q2) x H}(2)) definida por

(A (g, 0x) 5 (Y1) = 0 (fr, ) — (Ug, ) + (Ug—1,9) — 0 (VOg, V)
— ad (Vig, Vb) — (Vig, Vi) + (\6,@!"(”*2 Uk, n) :

para todo par (1,n) € H} () x HL(Q).
Lema 2.4. Sejam 2 C RY, com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz continua, f, € L*(Q) comk=1,...,nep(zx) € [p~,pT] C (1,00). Entdo, para
cada k, existe um par (ty, 0r,) € Hg(Q) x Hg () que satisfaz (2.12)).

Demonstracao

Inicialmente, observa-se que a aplicagdo A : (H3(Q) x H}(Q)) — (Hg(Q) x HL(Q)) é

continua devido a continuidade do produto interno.

Por outro lado, nota-se que

(A (g, 0g) , (g, Ok)) = 0 (f, k) — (T, W) + (g—1, Uk) — 8 (VOg, Vi)
—ad (Vﬂk, Vﬂk) — (Vﬁk, V’f)k) + <|l~1k|q(x)72 Uk, ﬁk> ,

ou seja,

(A (i, T, (T, ) = 0 (fi W) = [Tkl 720 + (1, @) — 8 (Vr, Vitg)
—ad ||Vﬁk:‘|i2(9) — (Viig, VOg) + py(a) (r) -
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Através da Proposicdo [A.17} tem-se py(2)(Tx) > 0 e, consequentemente,

(A (tg, 0g) , (g, Ok)) > 0 (fr, k) — HﬂkHi?(Q) + (Ug—1,Ux) — 0 (VOx, Vi)

Aplicam-se as desigualdades de Holder e de Young (Teoremas e[A.30),

J

(A (g, Or) , (Ur, Ox)) = 6 (fo, Un) — ||ﬁk||i2(9) + (-1, ) — B ”V"&kui?(n)

0 on 12 2 | | ET——
— 5 HVUkHLZ(Q) —ad Hvuka(Q) D) HVUkHLz(Q) ) vakHLQ(Q) )
isto é,

- . . . . . 200 + 6 + 1 N
(A (Uk,Uk) ) (ukavk)) > 5(fk,Uk) + (uk—buk) - HukHiQ(Q) o (T) ||vukH§,2(Q)

1. 9 20 +1 2
- 1190 = (25 ) IVl

Para obtermos (A(tu, 0x), (T, Ux)) > 0, deve-se exigir que
X o o 206 + 0 + 1 o 1
3 o) + (a1, 10) = [y — (225 ) 19l § IV

20+1 -
- (B 190 2 0

consequentemente,

200 + 0+ 1 1 20+ 1

~ 112 ~ 12 ~ 112 ~ 12

il + (225 ) IVl + § IVl + (25 ) 1901
<

(Ug—1, Ug) + 0 (fr, Ug) -

Da desigualdade de Poincaré (Teorema |A.13)) existe C; > 0, tal que

2000 + 0+ 1 1 20 + 1

~ 2 ~ 12 ~ 112 ~ 112

lakll720) + | ——— ) IVkllz20) + 77 106720 + NG
( 2 4C 4

< (Up—1, k) + 6 (fro W) -
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Novamente, usam-se as desigualdades de Holder e de Young (Teoremas e|A.30),

200+ + 1 1 20+1
~ 112 ~ 112 ~ 112 ~ 12
il + (25 ) Il + g7 Wl + (25 ) ¥l

1 1
~ 2 ~ 12 2 ~ 12
< -1 [[72 ) + 1 k]l 72 () + 0% | fill 22y + 1 [ |72 -

Logo,

1 ~ 12 20[(5 —+ (5 + 1 -~ 12 1 ~ 12 26 + 1 -~ 12
3y + (225 ) 190l + g Il + (25 ) 19l

- 2 2
< ||Uk—1HL2(Q) + 07 ||kaL2(Q) . (213)

Define-se C' = C(min{2, 22080+ ﬁ, 20511, assim
~ 112 ~ 112 ~ 12 ~ 112
O (g + 19320y + 17 lie) + 1Vl 220

1 ~ 12 20[6 + (5 —+ 1 - 12 1 ~ 12 2(5 -+ 1 - 12
< 5 Il (250 ) IVl + 1 el (25 ) 19

isto implica em,

1 2000 + 60+ 1
~ 112 ~ 112 ~ 112 ~ 12
(Il + o) < 3 ey + (225 ) (9l

1. e 2041 -2
b Il + (2 V0l (230

Substituindo (2.14)) em (2.13)),

~ 12 ~ 112 ~ 2 2
¢ <||Uk||H3(Q) + ||Uk||H5(Q)> < k-1 ll72 (0 + 07 1 fullz2 () -

Desta maneira,
il 3 () + 10kl 13 0y < B

onde
2

p= <5> (Hak_lnLQ(Q) +9 ||fk:||L2(Q>> '

Assim, observa-se que, para cada k = 1,...,n, a aplicagdo A : (H}(Q) x HL(Q)) —
(H}(2) x H}(Q)) é continua e existe 3 > 0 tal que (A(tg, 0% ), (tx, D)) > 0 para todo par
(g, Ur) € Hg(Q) x Hy() com ||| g3 (ay + |10kl 3 ) < 8. Entdo, pelo Teorema m

15



existe um par (u},05) € Hy(Q) x Hy(Q) tal que

A (u, 0g) = 0, com [[ux]| g1 ay + 10kl g2 ) < 5.

Portanto, o par (u}, 05) € Hy(Q) x H(Q) satisfaz (2.12)). B

Demonstra-se no teorema a seguir que existe uma solucao semidiscreta para o Problema
(2.11)) no sentido da Defini¢do 2.2

Teorema 2.5. Sob as hipdteses do Lema para cada k, existe um par (i, 0y) € X
que € a solucdo semidiscreta do Problema ([2.11)) no sentido da Definicdo .

Demonstracao

Pelo Lema [2.4] existe um par (i, 7)) € HE(Q2) x HE(S) que satisfaz (2.12)). Assim,

substituindo 17 = ¥ no Problema (2.12)) obtém-se

Através das desigualdades de Holder e Young (Teoremas e|A.30), tem-se

. I o 2 I os 2 -2 <2
Pa(a) (V) < B [Vtk|| 72 ) + 5 IVOR[|72() < Cllarll ) + C 1okl o) < C-

Isto implica que 7, € L@ (Q). Portanto, existe um par (i, x) € X que é a solucdo
semidiscreta do Problema (2.11)) no sentido da Definicdo 2.2 W

2.1.2 Unicidade da solucao semidiscreta

Nesta subsec¢do enuncia-se e demonstra-se o Teorema que garante a unicidade da
solugcdo semidiscreta para o Problema ([2.11]) no sentido da Definicao . Destaca-se que

a prova utiliza algumas técnicas cldssicas de Analise Funcional.

Teorema 2.6. Sejam Q C R?, com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, f € L*(Q) comk = 1,...,n e p(x) € [p~,p"] C (1,00). Entéo,
existe um dnico par (i, ;) € X que € a solucdo semidiscreta do Problema no
sentido da Definico 2.2,

Demonstracao

Considere (g, 0x), (g, vx) € X duas solugdes semidiscretas distintas do Problema
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(2.11). Assim, para todo par (¢,n) € Hj(2) x Hy(Q), tem-se

(Viin, V) = (5" )

(U, V) — (tUg—1,%) + 6 (Vr, Vb)) + ad (Vig, V) = 6 (fir, ),
(2.16)

- -~ -2
(Viig, Vi) = <|v,€yq<m> vk,n) .
Além disso, as solugdes (ty, Ux) € (ty, Ux) estdo sujeitas as mesmas condi¢des iniciais,

em 0 x 10,7}, (2.17)
em Q x {0}. '

Uy = Uy = v, = U, = 0,
Ug = Up, Vg = 0o,

Através de (2.15)) e (2.16]), segue que

(g — T, ) — (U1 — Ugp—1,%) + 6 (V (0 — Tx) , V)
+ ad (V (ﬂk — ﬂk) ,V@/)) =0, (218)

(V (= ), V) = ([l 5 = (56 1)

Se 1 = Uy — Uy € N = U, — Uy, entdo
I = ikl 3y + 0 [ (ir = ) 2y + 0 (1567772 B = 1002 b, 50— 1)

= (Up—1 — Ug—1, U — Ug) -

Por hipétese g(x) € [¢7,q"] C (1,00). Assim, para z € € fixo, o Teorema implica

que (|05 |1 720 — |09 720, T — Dx) > 0, logo
[, — k|20 + @O |V (s — )| 2y < (1 — gy, e — i) - (2.19)

Do facto ad||V (i — iy)||72(q) > 0, segue que

||t — ﬂk”iz(g) < (U—1 — g1, Up — Uy) -

Através da desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),

[Tk — el L2y »

~ o 2 ~ >
[tk — Tkl 720y < k-1 — -1l 2(q)

17



simplificando,

[t — | g2y < k-1 — -1l p2(q) -
Para k=1,...,n, obtém-se
||ﬁk - 22k||L2(Q) < ||ﬁ0 - {LO“LQ(Q) :
Das condi¢des iniciais dadas em , tem-se Uy = U, assim
[k — k]| 2y <0
Portanto,

lak — Wkl o) = 0 & @ = @y, em L*(Q). (2.20)
Por outro lado, da estimativa ([2.19)), vem que
ad ||V (i — i) ||72 () < (lrmr — G, i — Tig) -
Da desigualdade de Holder (Teorema , segue que
ad ||V (i, — i) || 2y < k-1 = tin1ll g2 ik = il 2 -
Através da desigualdade de Poincaré (Teorema [A.13)), existe C' > 0 tal que

~ o 2 ~ - ~ >
ad ||V (g, — )20y < C -1 — W1l g2 IV (@ — @)l 120 -

simplificando,

ad |V (e — )| 120y < C -1 = =1l 2o -
Utiliza-se a estimativa ([2.20]) e conclui-se
Nesta etapa, considera-se 1) = 0y, — ¥}, em (2.18)) e obtém-se

SV (k= 5| 22y < (T — thg, B — On)| + | (Gr—1 — i1, T, — )|
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Aplicam-se as desigualdades de Hélder e Poincaré (Teoremas[A.1]e[A.13), usa-se o facto
de a >0 e d > 0 para obter

~ - 2 ~ - ~ -
S IV (0 = 0l 7200y < Crllk — @l 2y IV (O = 00) [l 120y
+Ch ||11k,1 - akleL2(Q) HV (@k - 77k)||L2(Q)+O‘6 ”V (ak - ak)“L?(Q) HV (77k - @k)HH(Q) )
com C7 >0 e Cy > 0. Ao simplificar, tem-se

S IV (0 = )l 120y < O |t — ]| 2y +Co |Uk-1 — Wh1l g2y +ad |V (@ — )]l 2y -

De (2.20)) e (2.21)), vem que

||V (’f)k — f)k)“LQ(Q) =0 & V’ﬁk = V@k em LQ(Q) (S 'fik = f)k em Hg(Q) (222)

Observa-se que, ao aplicar a desigualdade de Poincaré (Teoremal|A.13)) em ([2.22)), obtém-

se
1 . - -
1l = Bl gy < IV (B — )2y = O,

C

onde C' > 0. Consequentemente,

105, — Okl 2y = 0 & Tp = T em L*(Q). (2.23)

Para finalizar a demonstracdo, faz-se necessdrio provar que ¥ = @), em L7®)(Q)) com
q(z) € [q7,¢"] C (1,00) para todo x € ). Para tanto, inicialmente considera-se ¢(z) €
[¢7,¢"] C (1,2], entdo pelo Teorema existe uma imers3o continua L2(Q2) < L1®)((Q)
e

106 = Okll oo () < C N0k = Till 20 -

Através de ([2.23)), temos

15k = Okl oy ) = 0 & T = 0k em LIU(Q); q(x) € [¢7,¢7] C (1,2, (2.24)

Finalmente, para o caso em que ¢(z) € [¢~,qt] C (2,00), considera-se ) = U, — U, em
(2.18)),

(|@kyq<x>—2 T — |0|7 2 3y, By — vk> = (V (i — i),V (T — O3)) - (2.25)
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Para x € Q fixo, segue do Teorema

C|og — @k|q(x) < (|1~)k|Q($)_2 U — |17k’(I($)_2 U, U — @k)Rd
c/ 15 — 0|7 da g/ (136177 5 |2, 0~ 00) o
0 Q R4
Cpy(y (Ux — U) S/ <|171~c|q(l“)72 o 17k:> (Op — Ox) d

Q

Cpgte) (O — 1) < <|@,€|q<~'c>—2 T — | 5|72 0y, Ty — @k) . (2.26)

Substituindo (2.26])) em (2.25)),

Cpy(a) (Uk — ) < (V (U — ) , V (0 — Uk)) -
Aplicam-se as desigualdades de Holder e Young (Teoremas e [A.30),
. 1 N 1 <2
Cpy(ay (O = k) < IV (@ = @) [0y + 5 IV (O = 0 ll72() -
De (2.21)) e (2.22), vem que
Pa(a) (O — Tk) < 0.

Utiliza-se a Proposi¢do e conclui-se

Do) (U, — ) = 0 & O = ), em LI(Q); g(z) € [¢7, ] C (2,00). (2.27)

Portanto, de (2.20), (2.21)), (2.22)), (2.23)), (2.24) e (2.27)) concluimos que, para p(z) €
[p~,pT] C (1,00), existe um dnico par (g, ) € X que é a solugdo semidiscreta do
Problema (2.11)) no sentido da Definicdo 2.2, M

2.1.3 Estimativas a priori da solucao semidiscreta

A subseccao que estd a ser iniciada tem o objetivo de demonstrar as estimativas a priori
da solugdo semidiscreta. Os Teoremas ¢ investigam as referidas estimativas e

demonstram que estas dependem dos dados iniciais.

Teorema 2.7. Sejam (i, 0) € X a solugdo semidiscreta do Problema (2.11)) no sentido
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da Definicdo . Entdo, para toda a funcdo fr € L*(2), tem-se

k
[kl o) < lltoll 20y + 52 1 fill L2 »
i=1

1
2

k
(52 ||fz‘||i2(§2)) ,
i=1

2

. 2 L -
IVl 20y < (W) Pa) (00)2 + [|Viio|| 120 +

1
o

NI

k
5 < q )4 2 g e og* 2
vk||Lq<z>(Q) > max — | Pya) (Vo) + N | UOHLZ(Q) + 9 Z Hfz'HLz(Q)
=1 |

- —-
q ~ aq ~ 12 oq 2
() pae o) + 2 [Vl + 2 3 il
=1

Além disto, se q(x) € [¢~,qT] C [2,00), entdo

[0 L2 () < C'max

(

q
q

+

+ + k 1

~ aq ~ 12 oq 2
L) o 00) + 2 [l + 22 3 Wl
=1 |

q* _aqt 3q" o 2
) P () + =~ Vo) + = D il
=1

Demonstracao

Se n = Uy em ([2.12)), entdo

(Ve Vo) = (156" 00, 50) = pyto) (01)

Da Proposi¢do [A.17] vem que

(Vﬁk, VQNJQ = pq(x) (f)k) 2 0.

Por outro lado, considera-se ¢ = 1, em (2.12)),

[tk 72 ) + @0 |V iik| |20 + 8 (Vr, Viig) = (g1, i) + 6 (fi, i) -
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Substituindo ([2.32)),

HakHi?(Q) +ad ||Vﬂk||i2(9) + 0pg(a) (Ok) = (g1, Ur) + 6 (fie, k) - (2.33)

Do facto oz5HVﬂkH%2(Q) > 0 e de (2.32)), segue que

k)20 < (Tn-1, @) + 0 (fr, i)

Através da desigualdade de Holder (Teorema [A.1)),
~ 12 - - -
||uk||L2(Q) < ||u/€—1HL2(Q) ||Uk||L2(Q) +9 ka||L2(Q) ||Uk||L2(Q) )
simplificando,
[l o) < -1l 20y + 0 1 fell L2y -
eparan € N*ek=1,...,n, obtém-se a estimativa (2.28]).

Por outro lado, se ¢ = 1y — g1 em (2.12)), entdo

Lo U U _ U
S ||uk - Uk—1||2Lz(Q) + (VUk, Vuk) - (V’Uk, Vuk_l) + a ||Vuk||2Lg(Q) — (Vuk, Vuk_l)

= (fo, e — Tg—1) . (2.34)

De (2.12) com 1 = ¥, tem-se

(Viip_y, Vi) = (|@,g_1|‘1(””>‘2 Tt 17k> . (2.35)

Substituindo ([2.32)) e ([2.35)) em (2.34)),

1 . N . 2 .
5 [, — - 1”L2 y T Py(a ) (Or) + Hvukui?(g) = <|'Uk71|q(m) 2Uk71,Uk>

a (Vig, Vig_1) + (fr, U — Q1) -

Através das desigualdades de Holder e Young (Teoremas e|A.30)), existem 1,69 > 0

tais que

1 ~ ~ ~ xr)—2 ~ ~
5 Ik — 11720y + Pat) (B) + | Vi) < <|vk_1|q( ) 2vk_1,vk>

1
+ oy || Viig]|72q +—||Vuk 11720 +52||fk||L2(Q)+4 ik — tir—11|720
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Sem perda de generalidade, consideram-se ¢; = % € g9 = g

1 a2 N 22~ o~
55 Ik = @il + pute) (B) + 5 IVl < (186172 0,52 )

o ~ 2 0 2
+ 9 Hvuk—lnL?(Q) + ) ||kaL2(Q) . (2.36)
Nota-se que,

= [T " 7 ]

"Dk—lyq(z)72 V10 < ‘|27k—1|q(x)72 Ug—10k

Utiliza-se a desigualdade de Young (Teorema [A.21]),

|1~)k_1|q(x)—2 Tp 19 < O, |ﬁk_1|(q(x)—1)p($) +e |1~)k|Q(I) 7

onde e > 0, C. = —L1—— e p(x) = q(‘lgzl. Integrando sobre € e supondo que
q(z)(ep(x)) P(*)
€= %, segue que

B )2 ~ 5 1 5 . ) —1\ . o
<|vk_1\Q( ) 2Uk_1,vk> < /Q <m) |51 ] ™ )dac+/Q (%) |05 |9) da. (2.37)
De @37) e (238), vem que

1 - - 2 - « ~ 112 / 1 - (z)
— — Up— x + -V < —_— | d
o = s oy e (56) o [V < Q(q<x))|vk ) da

q(a:)——l ~ ja(x é )
+/Q( @ >|Uk| de + — ||Vuk 1||L2 2||fk||L2(Q)>

ou seja,

L= > 2 a(@)
— — U + de + — ||V
25 Huk Uk 1HL2(Q) /Q (q(ac ) ‘Uk‘ X ” UkHLQ

1 5
q(z 2
) (—q(x > ok |" do + ||Vuk 11Z20) t3 1 el 22(0)

Isto implica em,

2 ~ T ~ 112 2 ~ (z) ~ 2
) 561" d + o ||V | g/(—) k1|7 dz + o || Vi |
/g(qm“)) L2 = Jo \ g(2) L@

+ 6| £l 72 -
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Parane Nek=1,...,n, obtém-se

2 ~ T ~ 112 2 ~ 19(x) ~ 12
=) 561 dz + o || V| g/(—) 15| dz + o ||V aio]|
/Q<q<x>) L6 = Jo \q(x) L2@)

k
2
+52HfiHL2(Q)-
=1

Através de ([2.5)), tem-se 0 < q% <L <Ll oqe

1
q(= q

2 ol 5 2 - ola -
(q—+) L1l o+ a9 < (Q—) [ 1l o+ Vit
Q Q

k
2
+33 N fill 2@
i=1

~

isto é,

k
2 B B 2 B N
(q—+) patey (55) + 0 [V ) < (q—) pute) (50) + 0 [Vl oy + 8 3 1ilZacey-
=1

(2.38)
Consequentemente,
9 5 F 3
[Viig]| 2 ) < [(J) Pa() (Do) + ||Vﬁ0||i2(sz) Ty Z ||fi||2L?(Q) :
i=1
Aplica-se o Teorema e demonstra-se ([2.29)).
Por outro lado, de (2.38) temos
N q _aqt St & 2
P(z) (k) < (q—_) Pata) (00) + —= [[Vtol[12(0) + - S il - (2.39)
i=1

Do Teorema vem que

1 B 1
1 oy < e { g (51)7 ) (50) 7 |

Substituindo (2.39)) prova-se a estimativa ([2.30)).

Por outro lado, se ¢(z) € [¢7,¢"] C [2,00), entdo pelo Teorema existe uma imersdo
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continua L@ (Q) — L*(Q) tal que

10kl L2y < C N0kl oy (@) -

Finalmente, substituindo ([2.30)) obtém-se (2.31]).

O seguinte teorema estabelece uma estimativa para a aproximacgdo da derivada em relagdo

a variavel t.

Teorema 2.8. Sejam (1, v;) € X a solucdo semidiscreta do Problema (2.11)) no sentido

da Definicdo|2.2, iy = 0 e f € L*(2) uma fungdo Lipschitz continua na varidvel t, entdo

Up, — Up—1

J

< fill ooy + €T (2.40)
12(%)

Demonstracao

Avalia-se o Problema (2.12) em ¢ = t; e t = t;_1 e obtém-se, para todas 1, € Hj (),
U — Ug—1 ~ -
(P50 + (V0 90) + (V8,90 = ().
(V'I]k, V77) = <|1~)k|Q(5’3)_2 61{:7 7]) )

<w w) T (Viios, Vi) + o Vi1, Vi) = (fr1, ).

(Vig_1,Vn) = <’1~)k—1|q(z)72 f}k—l,ﬁ) ;

onde k=1,...,n comn € N*. Assim,

!(ﬂ uk17¢) (V (B — Bps1) , V) + (Y (i, — 1) , V)
( SR )+<fk—fk1,w>,

V (@ — 1), V) = (1l 5 = [0 0

Vk—1, 77) .

Se ¢ = “=*=L e ) = ¥ — Uj_q, entdo

. 2
U — Uk—1
0 2o
o U 2 Up—1 — Up—2 Up — Up—_1 Up — Up—1
+g||v<uk_uk—1)”1:2(9) = ( 5 ) 5 ) + <fk_fk—lvT) .

|fI(fL")

1/ . om—2 - B
+5 (\Uk|q() QUk—\Uk—l U—1, U — Up— 1)

Desde que ¢(z) € [¢7,q¢"] C (1,00), tem-se para z €  fixo que o Teorema m
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implica em (|79 ~20), — |01 |7®) =20, _1, T — T_1) > 0. Adicionalmente, como ||V (i, —

Ugo— 1)||L2 > 0, entdo segue que

? < (fbkl gﬁkQ’ (7 —;Lkl) L (fk ot (7 _;Lk 1) .
L3(Q)

Através da desigualdade de Holder (Teorema |A.1)), vem que

U — Ug—1

J

U — Ug—1

J

Up—1 — Up—2

5 + [1fe = fr-1ll 12y

L2(Q)

L2(Q)

Por hipétese a fungdo f € Lipschitz continua na varidvel ¢, assim de (2.3) tem-se

|fe — fro1] S Clte — tia| = O8] =

Desta maneira,

Up — Up—1 Up—1 — Up—2 YOS
N 0 12(9)
lterando k = 2,...,n com n € N*, segue que
L < | L OS5 (k—1).
0 iz L2()
Comod=%ek—1<k§n,ent50
U — Up_1 < Uy — U +CT.
L (P 0 2o
Assim,
Up, — Up—1 1 -

Da desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3)) e do facto de 0 < 6 < 1, vem que

1 1

Uy, — Up—1 .
— <3 @]l 20 +5 o]l 20y + CT-

J

(%)

Substituindo (2.28) com k =1 e @y = 0, conclui-se (2.40). W
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Corolario 2.9. Sob as hipéteses do Teorema tem-se

92y < € (Il oy + 1 Fell ey + ) (2.41)

1Vl < € (Il 2y + 1 Fell ey + T (2.42)

Demonstracao

Se 1) = vy em (2.12)), entdo

Up — Up—1 - - - - -
(%ﬂ%) + IV 22y + @ (Vi V) = (fi )
De (2.32) vem que

N Up — Ug—1 N
IV 3k 2 < ’(T,vk> + (fr, k) -

Através das desigualdades de Holder e Poincaré (Teoremas e |A.13) existe C; > 0
tal que
Up — Up—1

4]

~ 2 ~
HVU/CHL?(Q) < ”vkaL?(Q) ( + ”fk||L2(Q)> :

L*(Q)

Logo,
Up — Up—1

J

L2(Q)

Substituindo (2.40)) demonstra-se que a estimativa (2.42)) é vélida. Finalmente, aplica-se
a desigualdade de Poincaré (Teorema [A.13) em ([2.42)) e prova-se (2.41). W

Observagao 2.10. Se u(z,0) = 1y # 0 em €2, a existéncia e a unicidade da solucdo semi-
discreta do Problema ([2.11)) sdo provadas de forma analoga as demonstracdes apresentadas
anteriormente. Entretanto, a hipdtese ty = 0 é necessaria para que as estimativas a priori
(2.40), (2.41) e (2.42) sejam uniformemente independentes de ¢.

2.1.4 Existéncia e unicidade da solucao fraca

Nesta subseccao aplica-se o Método de Rothe para provar que existe uma unica solu¢io
fraca para o Problema ([2.7)) no sentido da Definicgo [2.1]

Anteriormente, demonstrou-se que paran € N* e k =1,...,n, o par (i, 0;) € X é a
tnica solugdo semidiscreta do Problema (2.11)) no sentido da Defini¢do[2.2] Desta maneira,
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pode-se definir as funcdes de Rothe @,, = u,(z,t) e v, = v,(z,t) por

Uy = l_Ln(I7t) = ’L~Lk_1(l’) + (t _;k_l) (’L~Lk<1’) - ﬂk_l(l‘)) em ]k—la

p = On(, ) = Tps(z) + (t _g’“) (0(x) — D1 (z)) em Ly,

onde Ik—l = ]tk—h tk]

Destaca-se que, para n € N* e x € () fixos, as fungdes de Rothe @, (z,t) e U,(z,t) sdo

lineares por partes na varidvel ¢ no intervalo I. Além disso, tem-se

Vi, = Vi (2,1) = Vi 1(2) + (t _5""1) (Viin(z) = Vi_1(2)) em Le1,

Vo, = Von(2,1) = Vi1 () + (t _5’“‘1) (Vi(x) — Vi1 (2)) em Iy,

Enfatiza-se que, ao longo desta e das seguintes subsec¢des, C' é uma constante indepen-
dente de n e k.

No que segue, enuncia-se e demonstra-se o Teorema que utiliza as fun¢des de Rothe

u, e Vi, para provar a existéncia da funcdo u € L?(0,T; H}(2)).
Teorema 2.11. Sejam Q C R?, com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, f(x,t) Lipschitz continua na variavel t e iy = 0. Entdo, existe u €
L*(0,T; HY(Q)) tal que
U, — uem L*(0,T; Hy(2)) . (2.43)
Além disto, tem-se

2
||U”L2(0,T;H3(Q)) < CT.

Demonstracao

Inicialmente, nota-se que @, ¢ limitada em L?(Q2). De facto,

- T — 1y - -
Up—1 + ( 5k 1) (Uk - Uk—l)

[@nl| 20y =

L*(Q)

Aplica-se a desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3)),

_ . b=t - -
[ e [

)

L2(2)
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ou seja,
Uk — Uk—1

J

HanHH(Q) < ”ak’fl”LQ(Q) + |t — tr_1| _
L2()

Substituindo (2.28)) e (2.40) com iy = 0, temos

k—1
il 2@y < 8 Ill oy + 16 = tial (1ol oy + CT)
=1

Por defini¢do, considerou-se u,, com t € I, 1 = |t;_1,1;], consequentemente |t —t;_1| <
0] =0 e

k—1
=1

Por hipétese f; € L*(2) e 0 < § < 1. Assim, para todo n € N* e para todo k =

1,2,...,n, tem-se

[l 20y < C- (2.44)

Analogamente, V1, é limitado em LZ(Q). De facto, com a desigualdade de Minkowski

(Teorema |A.3)), obtém-se

[t —tp

Va2 < V-1l 20y + 0]

IVie = Vg1 12 -

Através do facto de |t — t;_1| < |d], entdo aplicando novamente a desigualdade de
Minkowski (Teorema |A.3)), segue que

VUl 20y < 21Vak-1ll 20y + [V 12(q) -

Substituindo ([2.29) com o = 0,

2

N

2 k—1 % 1 k
IV nll o) < — (62 ||fi||12<9)> +— (62 ||fi||ia(m>
i=1 =1

Da hipétese de f; € L*(§2) vem que

1

«

N
N

_ 2
[Vt 2 < — [Cro(k —1)]2 +

«

(C10k)? .

VY]
(NI
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Desde 6 =L e k —1 < k <n, entdo

Viall o) < = (CT)E + 3 (GT)E
Assim,
V| 20y < C. (2.45)
Através das estimativas e (2.45)), obtém-se
151 0y = il 720y + [ Vnl 72y < C. (2.46)

Isto implica que a sequéncia de fun¢des de Rothe {@, } - | € limitada em H(f2). Assim,
pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema [A.34) existem uma subsequéncia de {@,,},-

n=1"

ainda denotada por {u,} -, e uma funcdo u € Hj () tais que

u, — uem L*(Q),

Vi, — Vu em L*(Q),

quando n — oo. Além disto, de (2.46)), segue que
2 T 2
Il oo = | Nl < CT (2.47)

Da Proposicio , do Teorema e da Proposicdo m tem-se que L?(0,T; H} (2))
é um espaco de Banach reflexivo. Adicionalmente, a funcdo u, € L*(0,T; H}(f2)) é limi-
tada neste espago. Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema existem uma
subsequéncia de {u, } - ,, ainda denotada por {u, } - ,, e uma fun¢do u € L*(0,T; Hy(92))
tais que
i, — uem L*(0,T; Hy(Q)) .

Finalmente, pelo Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema |A.6) e da

estimativa (2.47)), conclui-se que

T T
2 2 o 2
||U||L2(0,T;H01(Q)) = /0 HUHHOl(Q) dt < llggg}lf/o ||Un||H5(Q) dt < CT.
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O seguinte corolario estabelece que a funcdo u do Teorema também pertence ao
espaco L>=(0,T; Hy(92)).

Corolario 2.12. Sob as hipdteses do Teorema a funcdou € L>(0,T; H3()).

Demonstracao

Através do Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema [A.6]) e de ([2.46)),

obtém-se

2 2
wll? = esssup ||u
[Jully (0,T;HE(Q)) e (0.T) I ”HS(Q)

)

= esssup ||u||L2 @ T ess SUP ||VU||22(Q)

te(0,T)

< esssup lim inf Hun||L2 () t esssup lim inf HVunHLQ
te(0,1) ™oe te(0,1) MR

<C.

A seguir, demonstra-se que a funcdo u do Teorema [2.11| é a solucdo requerida, para isto
define-se U, : t — L?(£2) por

Uy — U

~ , set =0,
Uy={ . 0 (2.48)
U — Ug—1
—————, set € |ty_1,tk],
)
onde k=1,2,...,nen & N*,

O préximo teorema demonstra que U, € L?(0,T; L*(2)) e converge fracamente para a
funcdo u; no espaco L2(0,T; L*(2)), além disto obtém-se que u(0) = 0.
Teorema 2.13. Sob as hipdteses do Teorema existe uma funcdou, € L*(0,T; L*(Q))
tal que

U, — u; em L* (0,T; L*(2))

2
Hut”L2(0,T;L2(Q)) <CT. (2.49)

Demonstracao

Inicialmente, nota-se que

10l arian = ) Wl =3 [

Uk_uk 1

dt.

L2(Q)
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Através de ([2.40)), observa-se que H%HLQ(Q) ndo depende de t, logo

n ~ ~ 2 t n ~ ~ 2
7|12 Uk — Ug—1 Up — Uk—1
HU”||L2(O,T;L2(Q)) - Z T , / dt = 52 T (250)
k=1 L2(Q) Ytk k=1 L2(9)
Da estimativa ([2.40]), vem que
iy — g || 2
2 < (IMilla + OT)
L2(Q)
Consequentemente,
g — g || 2
2 < (Al + GiT) (251)
k=1 L2(Q)
Substituindo (2.51]) em (2.50)),
o 2
HU”HLQ(O,T;L2(Q)) < no <||f1||L2(Q) + C1T> :
Desde que § = L,
o 2
||U”HL2(0,T;L2(Q)) <T <Hf1||L2(Q) + C1T) :
Usa-se o facto de f; € L*(Q2) e obtém-se
— 112
”U"HL?(O,T;B(Q)) <CT. (2.52)

Consequentemente, a sequéncia {U,} € uniformemente limitada, entdo pelo Te-
orema de Banach-Alaoglu (Teorema , existem uma subsequéncia de {ﬁn}zo:l C
L*(0,T; L*(£2)), ainda denotada por {U,} |, e uma funcio U € L*(0,T; L*(Q)) tais

=1’
que

U, = Uem L*(0,T; L*(Q)) . (2.53)
Isto implica que existe uma fun¢do w(t) que satisfaz

/Ot U (r)dr = w(t). (2.54)
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Além disso, as funcdes U, (t) e 1, estdo relacionadas por

w = u. (2.55)

Consequentemente, existe uma funcdo absolutamente continua u € AC(0,T; L?(Q)) e
do Teorema [A.36] tem-se U (t) = u;(t) em L*(2) para todo ¢ € I = [0,T]. Além disso, de

@254) e (259).

e isto implica que

Finalmente, pelo Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema [A.6)) e de
(2.52), demonstra-se que a estimativa (2.49)) é satisfeita. W

Uma consequéncia do Teorema [2.13| é que a fungcdo u; também pertence ao espago

L>(0,T; L*(€2)). De facto, prova-se este resultado no seguinte coroldrio.

Corolario 2.14. Sob as hipcteses do Teorema|2.13, a funcdo u; satisfaz

2
||UtHLoo(o,T;L2(Q)) < CT?

Demonstracao

Usam-se o Teorema[2.13| Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema|A.6)),
a definicdo de U,, em (2.48)) e obtém-se

- - 2
U — Uk—1
0

, em [Ij_q.
L2(Q)

el 32y < lminf | Un]|7a g, = lim inf

De (2.40]), vem que

||Ut||i2(9) < CT? = esssup ||ut||iQ(Q) < CT?,
te(0,T)

portanto,

2 2
[ |00 (0712 () = €58 8UD [[g[| 72 ) < CT2.
t€(0,T)
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A seguir, tem-se o teorema que faz o uso das func¢des de Rothe v,, e Vv,, para demonstrar
que existe uma funcdo v € L?(0,T; H} () N L1@)(Q)).

Teorema 2.15. Sejam ) C R?, com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, f(x,t) Lipschitz continua na varidvel t, a fun¢do p(x) € [p~,pt] C
(1,00) e iip = 0. Entdo, existe v € L*(0,T; H}(Q) N L1®(Q)), com q(x) € [¢~,q"] C
(1,00), tal que

U, — v em L? (0,T; Hy(Q) N LY9(Q)) . (2.56)
Além disto,
HU||312(0,T;H§(Q)OL<I(1)(Q)) < CT. (2-57)

Demonstracao

Inicialmente, destaca-se que a funcao de Rothe v, é limitada em LZ(Q). De facto, usa-se
a desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3) e obtém-se

_ - 7 I
10nll 20y < N0k-1ll 120 + T [0k = -1l 12(q) -

Desde que |t —t5_1| < |0| para todo ¢ € I)_;, entdo ao aplicar novamente a desigualdade
de Minkowski (Teorema |A.3)), segue que

10l 22y < 211061l 20y + 10kl 12(q) -
Aplica-se a estimativa ([2.41)) e tem-se
ol < 261 (11l acay + Iiillzay +T) +Co (Il sy + Wil oy + )
Por hipétese fi, € L*(2), com k=1,...,n e n € N*, assim

[P0l 120y < C- (2.58)

Adicionalmente, a funcdo @, é limitada no espaco L4®)(Q)) com ¢(z) € [¢,q"] C
(1,00). De facto, usando a desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3)) e o facto de |t —
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ti—1] < |0| para todo t € Ij_1, nés obtemos
HﬁnHLq(x)(Q) <2 ||1~)k—1||Lq(x)(Q) + Hﬁk”quﬂ)(Q) :

Substituindo ([2.30) com o = 0,

L

q* k=1 Sqt k—1 o+
ol < 2max (Sl | (%5 22 il
i=1

1

oq" . 2
+ max ( ZHszLz > (TZ”ﬁHmm))

»Q+‘ -

Desde que f; € L*(f2), entdo

+ (L _ q% o #
5l oy < gmax{(w%w> (o= }

Ciogtk\ v [ CidqTk\ o
+ max , .
2 2
Usam-se os factos de § = % ek—1<k<n,

1 1
_ Cqu q Cqu+ q
n qlx §2 )
60l o mx{( ) (%

{ (Cqu+) q (C’qu+> qar}
+ max 5 , 5 .

Assim,
||@7’L||Lq(m)(Q) <C. (2.59)

Por outro lado, nota-se que V7, ¢ limitado no espaco LZ(Q). De facto, através da

desigualdade de Minkowski (Teorema|A.3)), [t—t;_1| < |J]| para todo ¢ € I;_1, da estimativa
(2.42) e do facto de f; € L*(Q2), tem-se

190l 20y < C. (2.60)
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Observa-se que das estimativas (2.58) e (2.60)), segue que

_ 2 _ 2 2
100l 3 ) = 110l 20 + [V Ol 12(0) < € (2.61)

Isto implica que a sequéncia de fun¢des de Rothe {7, } - é limitada em H(f2). Assim,
o
n=1’

pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema |A.34)) existem uma subsequéncia de {9, }

ainda denotada por {0,} -, e uma fungdo v € Hy () tais que

v, — v em L*(Q),

Vi, — Vv em L*(9),
quando n — oo. Além disto, de (2.59) e (2.61)), tem-se

T
_ 2 — 12
||Un||L2(07T;H(}(Q)QL4<I)(Q)) - /o ||Un||H3(Q)qu<z)(Q) dt < CT. (2.62)

Consequentemente ¥,, é limitada em L%(0, T; H}(2) N L1®)(Q)) e devido ao Teorema

[A.19] a Proposicdo [A.II] o Teorema e a Proposicdo [A.15] tem-se que o espago
L2(0,T; HL(2) N LY@ (Q)) é Banach reflexivo. Assim, do Teorema de Banach-Alaoglu
(Teorema existem uma subsequéncia de {v,} ~,, ainda denotada por {v,} ,, e
uma fungdo v € L2(0,T; H}(Q) N L@ (Q)) tais que

v, — v em L? (0,T; Hy(Q) N LY9(Q)).

Para finalizar a demonstracao, utilizam-se o Teorema da semicontinuidade inferior da
norma (Teorema |A.6)) e a estimativa (2.62) para provar que (2.57)) é satisfeita. W

O préximo corolario demonstra que a fun¢do v obtida no Teorema também pertence
ao espago L>=(0,T; HL () N LI@(Q)).

Corolario 2.16. Se as hipdteses do Teorema sdo satisfeitas, entdo a fungdo v €
L>(0,T; H(Q) N LI®) ().

Demonstracao

Aplicam-se o Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema |A.6)) e as esti-

mativas (2.59)) e (2.61]) para obtermos
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2
||U||L<>o (0,T;HY (Q)NLe@) () — ©SSSUD ||U||H1 () T esssup ||UHLQ(96)(Q)

te(0,T) te(0,T

< esssup lim inf ||Un||H1 () T esssup lim inf ||vn||Lq(x) @
te(o,7) ™T° te(0,T) ™

<C.

Para terminar esta subseccdo, prova-se a seguir o teorema da existéncia e unicidade da
solugdo fraca do Problema ([2.7)) no sentido da Defini¢cdo [2.1]

Teorema 2.17. Sejam Q C R? com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz continua, f(x,t) Lipschitz continua na varidvel t e iy = 0. Além disto, considere

i) p(x) € [p~,p*] C (1,00), equivalentemente, q(x) € [¢~,q"] C (1,00) quando d < 2

e;
i) p(z) € [p~,p*] C (max {3, 42} o0), ou seja, ¢(z) € [¢7,¢"] C (1, min {3, L2})
quando d > 2.

Entdo, existe um tnico par (u,v) € L*(0,T; H}(Q)) x L*(0,T; H () N L1®)(Q)) que
€ a solugdo fraca do Problema ([2.7)) no sentido da Definicdo .

Demonstracao

Reescreve-se o Problema (2.9) com as fun¢des de Rothe e obtém-se, para todas ¢, €
Hy(Q)
0 1

/Ot (Un, ) dt+/ﬂt(V@n,Vw)dt+oz/ot (Vﬂn,Vz/;)dt:/Ot (for ) dit,

t t
/ (Vﬁn,vn)dt:/ (Iv |20 2%77) dt,
0 0

com a funcio f, definida para t € I;,_; por

(2.63)

t— 1,1

o= oot = ficae) 4 (S0 () = s

Por hipétese f € L*(QQ) e consequentemente

H‘f_nHL2(O’T;L2(Q)) < C.
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Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema |A.34)), existe uma subsequéncia de
{fn}:;l, ainda denotada por {f_n}zozl tal que

fo— fem L?(0,T; L* () . (2.64)

Por outro lado, dos Teoremas e e do facto de v, € H}((2), tem-se para todo
x € (),

H |73n|q(96)—2 o,
L2(Q)

|1—)n"I(3?)_1

— q19” —1 _ q""fl
e max{||vn| Gy ||un|\H5(m} <

Isto implica que |7,|9® %0, € L?(Q) e

9 T
L2(0,T5L2(Q)) N /0

consequentemente, através do Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema [A.34)) existem uma

’@nlqw‘)—? o,

L2()
subsequéncia de {|17n|‘1(””)_217n}zo:1, ainda denotada por {|17n|Q(x)_217n}?:1, e uma fun¢do
g € L*(0,T; L*(9)) tais que

16,72 5, — g em L% (0,T; L (Q)) . (2.65)

Além disto, utilizando o facto de existir uma imersdo compacta Hj(Q2) —— L*(Q) e
de (2.56), obtém-se v, — v em L2(0,T;L?*(2)), assim @, — v q.t.p. em Q x ]0,T].
Portanto, de (2.65) e pelo Teorema [A.7} tem-se g = [v|®) "2y e

10,772 5, — [0 72w em L2 (0, T L2 () . (2.66)

Através dos Teoremas [2.11} [2.13] [2.15, de (2.64)) e de (2.66)), tem-se, para todas ¢, 7 €
Hy (),

/Ot (D) dt — /O (ur. ) dt.
/0 (Vo V) di /0 | (Vo. Vo) dt,
/Ot (Viin, V) dt—>/0t (Vu, Vi) dt,

/Ot (Fu ) dH/Ot (f, 0 dt,

¢ ¢
/ (\@n|Q(x)_2 27”,77) dt —>/ (|v|q<x)_2v,n) dt.
0 0
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Portanto, quando n — oo, o Problema ([2.63)) torna-se

/Ot(ut,w)dt—l-/Ot(Vv,Vzﬂ)dt—l—oz/Ot(Vu,Vzﬂ)dt:/Ot(f,q/;)ahj7

t t
/(Vu,Vn)dt:/ <|Uyq<$>—2v,n> dt.
0 0

Finalmente, através da unicidade do limite conclui-se que existe um Unico par (u,v) €
L2(0,T; HY () x L*(0,T; H () N LY (2)) que é a solucdo fraca do Problema (2.7) no
sentido da Definicido 2.1, W

2.1.5 Ordem de convergéncia com 1 < p(z) <2e QCR? d>1

Para investigar a ordem de convergéncia da solugcdo semidiscreta para a solug¢ao fraca
faz-se necessario analisar trés casos: inicialmente consideram-se p(z) € [p~,p*] C (1,2] e
o dominio 2 C R?, com d > 1; a seguir estudam-se os dois casos em que p(z) € [p~,p*] C

(2,00) e a dimensdo do dominio Q C R comd=1ed > 1.

Teorema 2.18. Sejam Q C R?, com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, f(x,t) Lipschitz continua na varidvel t, p(z) € [p~,p*] C (1,2] e
uy € L>(0,T; L3(R2)). Se o par (u,v) € a solucio fraca do Problema (2.7)) no sentido da
Definicdo e, para cada k, o par (U, ) € a solucdo semidiscreta do Problema ([2.11)
no sentido da Definicdo (2.2, entdo

= Gkl 2y < CO sl oo o 1,120 5 (2.67)
_ Coz
IV (uk — )| 20y < o el oo (0.7:22(02)) » (2.68)

1

~ 2
ok = Tl oo < € max { (8 el w020 )

o
(5 ||utt||iOO(Q7T;L2(Q))> } ) (2.69)

1

29—

- 1 2
19 (01 = 0l < € Nl ey 0 (8 Vel ™
1

2qF
(3 el ™ o (270)

p(z)
p(z)—1

onde u, = u(x,ty), vy = v(x,ty), C € uma constante e q(z) = satisfaz q(x) €

lq7,q%] C [2,00).
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Demonstracao

Avalia-se o Problema (2.8]) no tempo ¢ = t;, e obtém-se, para todas v, € H}(Q),

(ue(z,t), ¥) + (Vug, Vi) + a (Vug, V) = (fi, )

. (2.71)
(Vur, V) = ([onl™ 7 v )
onde uy = u(w, ty,), vp = v(z,t) e fr = f(x,t). Subtraindo e (2.12),
Uy — Up— N -
(1o = B0 ) (7 = ) V) 4 (9 = ), ) =0,

(V (= ), V1) = (Il 0 = 5497 5,

Para ¢ € H{(f2), adiciona-se o termo (==t — “E—#=1 4)) — () no problema anterior

e obtém-se
@mwm—%%ﬁiw)+C%g%w)+wwrwwww
+ o (V (uy, — @) , Vip) = (— ¢) : (2.72)

|V (=), ) = (ol o = [5]°C2 B,m)

¢

Se n = vy — U, entdo

(V (uk — ﬁk) s V (Uk — f}k)) = <|Uk|q(x)72 Vi — |1~)k|q(x)72 ’Dk, Vi — f)k> .

Do Teorema tem-se, para todo = € Q) fixo e q(z) € [¢7,¢"] C (1,00),

(|Uk|q<$)_2 U — |171f|q<g&)_2 Uk, U — 17k> > 0.

Desta maneira,

(V (up, — i), V (0, — T)) = (yvkrm)*? e — 5] 72 By, v — m) >0.  (2.73)

Por outro lado, substituindo ¢ = @ em (2.72)),

2

up — U 1 . . « -
£t +<(V (Uk—vk),v(uk—uk))Jrg\\v(uk—uk)\’iQ(g)

Up—1 — Up—1 U — Up, Up — Up—1 Uy — U
< _
< ‘ ( 5 S ) ‘ + (ut(x, tr) 5 5 ) ' ) (2.74)
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Através da estimativa (2.73)) e do facto de ||V (ux — ﬂk)“%z(g) > 0, segue que

2 ~ ~ ~
Up—1 — Up—1 U — U U — Up—1 U — U
S‘( k—1 kl, k k)“i“(“t(fﬂ,tk)_ k kl’ k k)‘
@) 5 5 5 5

Aplica-se a desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),

up — Uy

J

Uy — Uy

J

Up—1 — Ug—1

J

U — Uk—1

J

_l’_
L2(Q)

w(x, ) —

L2(Q)

L2(2) .

Por hipétese uy; € L°°(0,T; L*(£2)), assim utiliza-se o Teorema e obtém-se

wp — i, Up—1 — Up—1
5 < || + C6 |lwee|l oo o7 22(02)) -
12(Q) L2(Q)
Isto implica que, paran e N*ek=1,...,n,
U — ﬂk to ~ ﬂo
5 < + Cké Huttl|Loo(0,T;L2(Q)) :
L2(Q) @)

Através dos factos de g = up, 6 = £ e k < n, tem-se

1 -
5 [Jur — uk||L2(Q) <CT ”uttHLO"(O,T;L?(Q)) ;

consequentemente demonstra-se que a estimativa ([2.67|) é satisfeita.

Por outro lado, de (2.74) e (2.73]) vem que

o) <2 Up—1 — Up—1 Up — Ug
SV (= )l < | (25 5 )|
Up — Up—1 U — Uy,
tr) — .
[(ua-2528)
Usa-se a desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),
o NS
I (= ) g
Up — U Up—1 — Uf— Up, — Up—
< || = k=1 — Uk—1 (e, 1) — 2= e '
12(9) J 12(9) U (P

Através da estimativa (2.67) e do Teorema [A.16]

o ~ 12
s IV (ur, — Uk)”LZ(Q) <C Hutt”LOO(O,T;L?(Q)) (HuttHLOO(O,T;L?(Q)) +0 Hutt”LOO(O,T;L?(Q))) :
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Do facto de 0 < § < 1, segue que

« ~ 2 2
3 IV (ue — )| 7200) < C lluetll oo 0020

e desta maneira, verifica-se que a estimativa ([2.68) é viélida.

Nesta etapa da demonstragdo utiliza-se a hipStese ¢(z) € [¢7,¢"] C [2,00) e, para
x € € fixo, obtém-se do Teorema [A.32]

Cpaey (v = 5) < (Jurl"™ ™ vp = (5402 B, 04— B3 )
De , tem-se
Cpg@) (e — Ux) < (V (up — x) , V (vp — ) - (2.75)
Substituindo (2.75) em (2.74),

C N Up—1 — Up—1 U — Uy, Up — Up—1 U — Ug,
- (55 25 -5 25

Da desigualdade de Holder (Teorema [A.1]), temos
C .
<g> Pa(x) (Vk — Uk)

L) (

Aplicam-se a estimativa (2.67|) e o Teorema m

Uy — Uy Up—1 — Up—1

J

U — U—1

J

<

_l’_
()

Ut(fﬂ, tk) -

L2(9)> '

1 -
(5) Pa(a) (V6 — U) < C ||uttHL°°(O,T;L2(Q)) <||utt||L°°(0,T;L2(Q)) +0 ||uttHL°°(O,T;L2(Q))> :
Desde que 0 < § < 1, entdo
1 . 2
5 Po(a) (Vi — ) < C ||utt||L°°(0,T;L2(Q)) :
Portanto,

~ 2
Pa(x) (vk — 0k) < C0 ||utt||Loo(o,T;L2(Q)) : (2.76)
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Do Teorema [A.18] segue que

a1 S
Hw—mmm@Smw%mﬂw—%ﬁﬂwwW—WVﬁ-

Substituindo ([2.76]), prova-se a estimativa (2.69)). Adicionalmente, do facto de ¢(x) > 2,
para todo = € (), entdo pelo Teorema|A.20} existe uma imerso continua L@ (Q) — L%*(Q)

(S

vk = Trll o) < Cllvk = Ol oo o -

De (2.69)), tem-se

1 1
~ 2 re 2 ot
o = 0y < Cmax{ (5 oallm o)™ (5 alimoraan) ™ - (277
Finalmente, considerando ¢ = vy — U em ([2.72)), obtemos

Up—1 — Uk—1

IV (v — z7/%)”%2(9) +a(V(u —ty), V(v — ) < ‘ (Tﬂ% - 17k>

U — U 5 Up — Up— N
+’( ké kavk_vk> +‘(Ut($7tk)—%7vk—vk>

De (2.73),
- Up—1 — Up— ~ U — U N
nvum—UQMMDS\(JL%riiw%—w)-ﬂ(iﬁrﬁwh—w)

+ ‘ (Ut(fl),tk) - %/Uk - ﬁk)

Através da desigualdade de Holder (Teorema [A.1)),

Uy — Ug

J

LQ@)) .

~ 2 ~
|V (vx — Uk)”m(g) < [Jog — UkHL2(Q) (C ||uttHL°°(O,T;L2(Q))> :

Up—1 — Up—1

J

L2(Q)

~ 2 ~
|W@rwmmmﬁﬂw—mm@<
L2(Q)

U — Uk—1

+ 5

u(x, ty) —

Da estimativa ([2.67]), do Teorema edofactode 0 <9 < 1,

Substituindo (2.77]), demonstra-se a estimativa (2.70). W
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2.1.6 Ordem de convergéncia com 2 < p(r) <ocoe QCR? d=1

Nesta subseccdo continua-se a investigacao da ordem de convergéncia da solugdo semi-
discreta para a solucdo fraca. Entretanto, altera-se a dimens3do do dominio para 2 C R e
considera-se p(z) € [p~,pt] C (2, 00).

Teorema 2.19. Sejam Q) C R?, com d = 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, f(x,t) Lipschitz continua na varidvel t, p(x) € [p~,pT] C (2,00) e
uy € L>(0,T; L*(2)). Se o par (u,v) € a solucio fraca do Problema no sentido da
Definicdo e, para cada k, o par (U, ) € a solucdo semidiscreta do Problema ([2.11])
no sentido da Definicdo entao

Huk - ﬂkHLQ(Q) S co HuttHLOO(O,T;LQ(Q)) y (278)
_ Coe

IV (uk — Uk)HL2(Q) < g ||utt||L°°(0,T;L2(Q)) ’ (2.79)
- 1

ok — 'UkHLQ(Q) < oz HuttHLOO(QT;L?(Q)) ) (2.80)
~ 1

||v (Uk - Uk)HL?(Q) S Cos ||utt||L°°(O,T;L2(Q)) y (281)

onde C' é uma constante e q(x) = pf;f)le satisfaz q(x) € [¢~,¢"] C (1,2).

Demonstracao

Destaca-se que as estimativas ([2.78)) e (2.79) sdo provadas de maneira idéntica a de-
monstracao do Teorema [2.18]

Por outro lado, se 5 = 0 no Teorema [A.32]e x € ) for fixo, entdo

C |Uk — 6k|2 (|’Uk;| + |1~)k|)q(x)72 S <|Uk|q(:p)72 Vi — |1~1k|q(x)72 @k,vk — ﬁk)R. (282)

Desde que ¢(z) € [¢7,q"] C (1,2), tem-se —1 < ¢q(z) —2<O0e

1
o] + |5 I®) 2 = . 2.83
(Jvx| + [Ox]) (oel + 527~ (2.83)

Por hipétese, 2 C R e v, 0, € Hi(Q) para cada k, assim H}(Q) C L>®(Q) e isto

implica que |vg| e || sdo limitadas por uma constante. Logo,

(ol + [8x])>~1® < ¢2a=),
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Além disto, do facto de 2 — ¢(z) > 0, segue que

1
(loe] + |5]) ™ < C & €< — (2.84)
(Joe] + [])*~ 7
De ([2.84)), (2.83) e (2.82)), tem-se
O ||Uk — 1~)k||ig(9) S <|Uk|Q(x)_2 Vi — |1~}k|q(x)—2 ’l~}]€7vk — 2~)k> . (285)

Por outro lado, considera-se ¢ = “:% em (2.72)) e obtém-se

(V (v, = 01), V (ug, — @g)) < ‘ (uk—l — U1 U — @k) ‘

o 0

U — Up—1 U — U
(Ut($,tk)— k 5k1’ k5 k)‘

1
o

+

De (2.73)), tem-se

1 B B o -
5 (|Uk|q(x) 2Uk_ |7jk|q(z) Z@k,vk—ﬁk) < ‘(Uk 1 - U 17Uk ; Uk)‘

(Ut(fﬂ,tk) - el _(;Lk_la s ; Uk> ‘ .

+

Substituindo ([2.85)), vem que

C <2 Up—1 — Up—1 U — Up
low = 0 < | (25 B

U — Uk—1 U — U
(Ut(I,tk)— k 5k1’ k5 k)‘

Aplica-se a desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),

C

— (o, — B[ 72
5 L2(Q)

L2(9) <

Da estimativa (2.78) e do Teorema |A.16| segue que
C

~ 112
N |k — UkHLQ(Q) <cC HuttHLoo(o,T;L2(Q)) (HUttHLoo(o,T;LZ(Q)) +0 HuttHLoo(o,T;L2(Q))> :

up — Uy

J

Up—1 — Up—1

J

Uk — Ug—1

J

+
(%)

Ut(l', tk) -

L2(9)> '

Do facto de 0 < § < 1, tem-se
1 ~ 112 2
5 ok = Tkllz200) < C llueellro 011200 »
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e desta maneira demonstra-se a estimativa (2.80)).

Finalmente, substitui-se ) = vy — U, em (2.72)) e utiliza-se ([2.73)) para obtermos

IV (o — ) [Pargy < | (2Lt — )|+ |y — 5,
Q) 5 5

+ ‘ (ut(xatk) - %7’016 - ’Ek)

A

Utilizando a desigualdade de Holder (TeoremaA.1]), a estimativa (2.78)), o Teorema[A.16]
e o facto de 0 < § < 1, segue que

~ 2 ~
19 (0 = )3y < ok = 3kl gy (€ el e o 12200 ) -
Portanto, substituindo ([2.80)) prova-se a estimativa (2.81). W

2.1.7 Ordem de convergéncia com 2 < p(zr) <oo e Q CR?, d>1

Nesta subseccao estuda-se a ordem de convergéncia da solucao semidiscreta para a

solugdo fraca com dominio @ C R? d > 1, e a funcido de expoente variavel p(z) €
[p™,p*] C (2,00).
Teorema 2.20. Sob as hipdteses do Teorema e considerando Q C R?, d > 1, tem-se

g, — ﬁk”m(ﬂ) < HuttHLoo(o,T;m(Q)) ) (2.86)
_ Coz
IV (ur — ) || g2y < — llwaell oo o 72200 » (2.87)
o2
[k = Tkll 20y < C6 2 (st oo 07220 5 (2.88)
* 41
IV 0k = 0)l 20y < COT [Juell .2 0 7120 - (2.89)
onde C' é uma constante, q(z) = p(pgzl é tal que q(z) € [q~,q%] C (1,2) e
3q™ 4@+ L (a(@)=2)(3q(x)+2)
rt = m, se H‘Uk - Uk| 3a(=) (‘Uk| + |Uk’) 3a(@) L0 > 17
. qt + ()
_ 3q | N |4(%(96<)J)r1) (og] + 5 |)<q<x>—§><(3<§<x>+2) <1
— — q(x qz .
Ty T Okl Ok L)
Demonstracao

As estimativas (2.86)) e (2.87]) sdo obtidas de maneira idéntica a demonstragcdo do Teo-
rema 218

Desde que ¢(x) € [¢—,q"] C (1,2), entdo aplicando o Teorema com z € () fixo e
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O<,8:2(2_—‘1(x))<§,tem—se

3q(x)
4(a(z)+1) (q(z)=2)(3q(=)+2)
Cufow = el 507 (o] - 10u])™ 6 <l ™o — [l v~ )
R

isto implica que,

(¢(®)=2)(3q(x)+2)

@)+ 3
cl/m—m S (g + [5]) " gy
Q

S <|Uk|q(x)72 Vi — |1~}k|q(az)72 QN)k, Vg — f)k> . (290)

Por outro lado, nota-se que

3q~ 3q(z) 3q*
2 1) - 2g@) + D) - 2g + 1)

<1,

e~ w

<

entdo do Teorema segue que

1

Co\ 7™ A+ 4@+ @@ -2)Bq(=)+2)

) P (o =0l )T < o=l TR (fud + o)
(a(@)+1) Q

ou seja,

1
Co\ ™ o2 L Aa@+D) _ o @@)=2)Be(@)+2)
<_2) ||Uk — ’UkHZ;(Q) S / |’Uk — Vg 3q(z) (|1}k’ + |Uk‘) 3q(x) dQJ, (291)
Q

2
onde
3q™ @)+ @@= (Bq(2)+2)
=, se H|v;€ — k| 3@ (Jog| + |0k|) 34() =1
- 2(gr+1) L)
B 3q~ _ Ag@)+D) L la@)-2)(3q(x)+2)
r~=————  se |||k — O] 2@ (Jug| + |0k|) 34(2) <1,
2(q~ +1) LY(Q)
C5 > 0 é uma constante tal que
1
Cy <
2= L la@=2)(@Bq@)+2) \ 1=r7 L la@) - Bg@+2)\ 1-rH ) 7
max § P 3q(z) ((V) 3q(x) > , P 3a(@) ((V) 3q(x) >
q(z)—2 q(z)—2

onde considerou-se V = |vg| + |Ux| por simplificagdo de notagdo. Observa-se que,

1

Cz < 1-r— 1—r+
max { pagerea (06l + 1) psaere (ol + [l) ™}
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Substituindo (2.91)) em ([2.90)),

2 _ . —92 . -
C Hvk — 7716”2*2(9) < (|Uk“1(m) QUk — |1)k|Q(ar) QUk,Uk — Uk> .

Destaca-se que, o restante da demonstracao segue de maneira andloga ao Teorema|2.19]

Assim,
1 . 2
5 v, — Uk:||L2(Q) <C ||utt||L°°(07T;L2(Q))

e consequentemente verifica-se que a estimativa (2.88)) é vilida.

Analogamente ao Teorema [2.19] tem-se

~ 2 ~
IV (vg — Uk‘)HL2(Q) < Clv, = Uk:HLz(Q) ||Utt||Loo(o,T;L2(Q)) :

Substituindo (2.88) na estimativa acima demonstra-se que ([2.89) é satisfeita. W

Termina-se a investigacao do problema semidiscreto com a apresentacao da Tabela
contendo a ordem de convergéncia, em relacao a 4, da solucdo semidiscreta para a solugao
fraca. Os resultados da referida tabela seguem dos Teoremas [2.18] [2.19] e [2.20]

Tabela 2.1: Ordem de convergéncia, em relacdo a 4, da solucdo semidiscreta para a solucdo fraca.

p(z) 1<p(z)<2 2 <p(z) < o0
QcR? d>1 d=1 d>1
ok — ik 2 0(5) o) | 0()
IV (= )| g2y | O(52) 0(s%) | 0(57)
loe = ella | O6F) | 0@}) | o)
IV~ 30l | OGF) | O(6}) | 05 5m)

2.2 Problema discreto

Apresenta-se nesta secgdo a discretizagdo do Problema (2.11)) em relagdo a variavel es-
pacial = e, consequentemente, define-se o problema discreto. Termina-se a seccao exibindo

o conceito de solugcdo discreta para o referido problema.

Sejam U, € Sy e Vi, € S, N L1)(Q) as aproximacdes das funcdes u(z,ty) e v(z, ),
respetivamente, com o espago S), definido conforme a Secgdo [A.6] O problema discreto
consiste em determinar o par (U, Vi) € Sy x (S, N LI@(Q)) tal que, para todo par
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(U, @) € S, X Sp, o seguinte sistema ¢é satisfeito

[ (50 waes [ wvi v s a [ wo v = [ v
o 4] Q L °

_ q(z)—2
/QVUk-Vq)d:c—/QWk’ Vi ®dz, (2.92)

op ‘8(2 =Vi |8Q:07
L U(l‘,O):UOZO,

onde Fk = f(l’,tk)
No que segue, exibe-se o conceito de solugdo discreta para o Problema ([2.92]).

Definicdo 2.21. Sejam q(z) € [¢,q¢"] C (1,00) e X}, um espago de Banach definido
Xp, = Sy x (S, N LI®(Q)). Paracadak =1,...,n, comn € N*, o par (Uy,V}) € X}, é

uma solucdo discreta do Problema ([2.92)) se o seguinte sistema for satisfeito

5
(VU V0) = (Vi Vi, ®)

<M\P> +(VVi, VO) + a (VU, V) = (F, ©),

(2.93)

para todo par (¥, ®) € Sj, X S},.

2.2.1 Existéncia da solucao discreta
Inicia-se esta subsec¢do com a definicao de uma aplicacao A que auxilia na demonstracao
da existéncia da solucado discreta.

Seja A : (Sy, x Sp) — (Sp % S,) uma aplicagdo dada por

(A(Uk, Vi), (¥, ®)) = 0 (Fi,, V) — (Ug, V) + (U1, V) = 6 (VV, V)
a8 (YU, V) — (YU, VO) + (|V,€|q<~"f)‘2 v,m) ,

para todo par (¥, ®) € Sj, x Sp,.

A seguir, demonstra-se que o par (Uy, V) € Sy, x S}, satisfaz o Problema ([2.93).
Lema 2.22. Sejam Q C R¢ com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, F}, € L*(Q) comk =1,...,nep(x) € [p~,p*] C (1,00). Entdo, para
cada k, existe um par (U, Vi) € S, X Sy, que satisfaz (2.93)).

Demonstracao

Nota-se que, a continuidade do produto interno implica que a aplicagdo A : (S, X Sy) —

(Sp x Sy) é continua.
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Por outro lado, tem-se

(A Uk, Vi), (Ui, Vi) = 0 (Fi, Ug) + (U1, Uy) — HUk“i?(Q) — 0 (VV4, VUy)
—ad HVUkHi2(9) — (VU VVi) + pyay (Vi) -

Da Proposicio vem que py(z)(Vi) > 0. Além disto, utilizando as desigualdades de
Holder e de Young (Teoremas[A.1] e [A.30)), obtém-se

(A Uk, Vi), (Ui, Vi) 2 6 (Fie, U) + (U1, Ur) = Ukl

200 + 6+ 1 1 20 +1
- () IV — 1 19Vl — (25 ) 19Vl

Para que (A(Ug, Vi), (Uk, Vi)) > 0, segue que

2000 + 6 + 1 1 20 +1
Ukl 720y + | ——— ) VUl T2 + 7 IVVill 2 + | —— ) IVVillZ2q)
() 2 @) "y () 4

S (Uk’fh Uk) —+ 5(Fk7 Uk) .

Através das desigualdades de Poincaré, Holder e Young (Teoremas [A.13] |A.1f e |A.30)),

tem-se

1 200+ + 1 1 20 +1
3 10 + (25 V0 + 15 Wil + (2 ) 19Vl

2 2
< NUallz2 ) + 0 1l 20y -

onde C] > 0.
Definindo C' = C(min{3, 220t o0 2 Y), obtemos
1. 200 + 0+ 1 )
(10 + Il < 1060 + (225 V0

1 , 25 + 1 ,
+ 16 Wil + (25 ) IVl

Assim,
2 2 2 2
C (10lyqa + 1Vl ) < 10k 120y + 0% 1By

Consequentemente,
10N ) + 1Vl g2 ) < B
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onde

9\ 2
5= (2) (10l + 6 1Pl

Isto implica que, para cada k, a aplicagdo A : (S, x Sy) — (Sp x Si) é continua
e existe § > 0 tal que (A(Uk, Vi), (Ug, Vi)) > 0 para todo par (U, Vi) € S, x Sp
satisfazendo [|Uy|g1(q) + [|Villaa) < B. Assim, através do Teorema , existe um par
(Ur, V) € S, x Sy, tal que

AU V) =0, com UL oy + IVE iy o) < -

Portanto, o par (U}, V) € Si x S), satisfaz (2.93)). B

O préximo teorema mostra que a funcdo V;, € L4®)(Q) e isto implica que o par (Uy, Vi) €
X, é, de facto, a solugdo discreta do Problema (2.92)) no sentido da Defini¢cdo [2.21]

Teorema 2.23. Sob as hipdteses do Lema|2.22, para cada k, existe um par (Ux, Vi) € X,
que € a solucdo discreta do Problema (2.92)) no sentido da Definicdo[2.21]

Demonstracao

Através do Lema [2.22 o par (Ui, Vi) € S, x Sy satisfaz (2.93). Logo, substituindo
® =V} no Problema (2.93) e utilizando as desigualdades de Holder e de Young (Teoremas

e[A30), obtém-se

1 1
Pa(z)(Vie) < 3 ||VUI<:||%2(Q) T3 HVVkHi%m <C ||Uk:||§{3(9) +C ||V;€||?{3(Q) <C

Consequentemente, V;, € L@ (Q). Portanto, existe um par (U, Vi) € X}, que é a
solugdo discreta do Problema (2.92)) no sentido da Definigdo [2.21, W

2.2.2 Unicidade da solucao discreta

Esta subsecgdo demonstra que o par (U, Vi) € X}, € a lnica solugdo discreta do Pro-
blema (2.92) no sentido da Definicdo [2.21]

Teorema 2.24. Sejam Q0 C R? com d > 1, um dominio limitado, aberto e com fronteira
Lipschitz continua, Fy, € L*(Q) comk = 1,...,n e p(x) € [p~,p"] C (1,00). Entéo,
existe um dnico par (Uy, Vi) € X}, que € a solugcdo discreta do Problema no sentido
da Definicdo[2.2]]
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Demonstracao

Sejam (Uk,Vk),(Uk,Vk) € X, duas solucdes discretas distintas do Problema ([2.92)).
Assim, para todo par (¥, ®) € S; x S}, tem-se

(U = Ui, ¥) + 6 (V (Vi = V&), V) + ad (V (U — Uy) , V)
= (kal — Up-1, ‘I’) ) (2.94)
(V (Up — U)) , VD) = (|V,€|q(ﬂ”)*2 Vi — Vi WA, <1>) ,

{Uk:Uk:V}c:Vk:O, emE)Qx]O,T], (295)

Us = Uy, Vo = Vo, em Q x {0}.
Considerando ¥ = U, — U, e ® = V. — V},, obtém-se

|0 = Oul2(q + a8 IV (U = T8 2y + 8 (V17 Ve = [ 7 Vi Vi = W)
= (qu - kala Uk — Uk) .

Desde que ¢(z) € [¢7,¢"] C (1,00), entdo, para = € ) fixo, segue do Teorema [A.32]
que (|V3]?®=2V, — ’Vk|q(x)_2‘7k, Vi — Vi) > 0. Assim,

1Tk = Oil[; 20y + 08 |V (U = Tk) 2y < (Uns = Ust, U = T) . (2.96)
Utiliza-se o facto de ad||V(Uy — Uk)H%Q(Q) > 0 e aplica-se a desigualdade de Holder

(Teorema [A.1)),
HUk - UkHLQ(Q) = HU’v—l - Uk’_lHLQ(Q) :

Para k=1,...,n, tem-se
HUk - Uk||L2(Q) < HUO o UOHL?(Q) :

Das condicdes iniciais dadas em (2.95)), obtém-se

HUk—UkHL2(Q) =0 & Uk:Uk em LZ(Q) (297)

Por outro lado, através da estimativa (2.96]) e das desigualdades de Holder e de Poincaré
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(Teoremas[A.1] e [A.13)), segue que

b |V (U = Ue) [ 2y < C U1 = Ui 2y -

Substituindo (2.97) vem que
|V (U — Uk,

Wiz =0 & VU= VU, em L*(Q) e Uy, = Uy em H}(Q). (2.98)

Por outro lado, se U = V), — V}, em ([2.94)), ent3o
IV (V= V) 2y < (0= O Ve = V) |+ | (U = D, Vi — V)
Utilizam-se as desigualdades de Hélder e de Poincaré (Teoremas[A.1]e e obtém-se

0 HV (Vk - Vk‘) <G ”Uk ~ Ui L2(Q) + G HUk—l - Uk—lnL?(Q)

+ad |V (U - 0

HLQ(Q)

L2(Q)7
onde C; >0e Cy > 0.
Por (2.97)) e (2.98)), vem que

IV (Vi = Vi) || oy =0 & VVi=VViem L3(Q) e Vi = Vi em Hy(Q).  (2.99)

Além disto, aplica-se a desigualdade de Poincaré (Teorema em ([2.99) e conclui-se

que

Vi = Vil oy = 0 & Vi = Vi em L*(Q). (2.100)

Nesta etapa da demonstragdo, considera-se ¢(x) € [¢,¢"] C (1,2]. Assim, pelo Teo-
rema existe uma imersdo continua L?(Q) — L1®)(Q) e

Ve = Vell sy < C Vi = Vill oy -
Substituindo ([2.100)),
IV = Vi

oy =0 & Vi=Veem L1(Q); gq(z) € g7,¢"] C (1,2 (2.101)
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Finalmente, sejam ¢(z) € [¢7,¢"] C (2,00) e ® = V;, — V} em (2.94),

(V7072 Vi = [T Vi Ve = ) = ( Uk = T) ¥ (Vi = TA))

Através do Teorema |[A.32] para = € () fixo, tem-se

Cpy(a) (Vk — Vk) < (’vk‘q(r)f2 Vi — ’%}Q(I)—Q ‘71457 Vi — Vk> .

Assim,
Cpary (Ve = Vi) < (V (Ux = Ux) , V (Vi = Vi) -

Das desigualdades de Holder e Young (Teoremas eA.30), vem que

. 1 . 2 1 - 2
Pa(z) (Vk - V’f) < 20 HV (Uk - Uk) HL2(Q) + 20 HV (Vk - Vk)”m(sz) :
Substituindo ([2.98)) e (2.99),

Pq(x) (Vk - Vk) <0.

Aplica-se a Proposicao e conclui-se que

Py (Vi = Vi) =0 & Vi =V em LU(Q); g(z) € [¢7,¢7] C (2,00).  (2.102)

Portanto, de (2.97), (2.98)), (2.99), (2.100), (2.101) e (2.102) conclui-se que, para
p(z) € [p~,pT] C (1,00), existe um dnico par (Uy, Vi) € X, que é a solugdo discreta do
Problema ([2.92)) no sentido da Defini¢do [2.21] W

2.2.3 Estimativas a priori da solucao discreta

Os teoremas desta subseccdo demonstram que as estimativas a priori da solucdo discreta

dependem dos dados iniciais.

Teorema 2.25. Sejam (Uy, Vi) € X} a solugdo discreta do Problema ([2.92)) no sentido
da Definic3o|2.21} Entdo, para toda a funcdo Fy, € L*(Q), tem-se

k
Ukl 12y < I1Uoll 2y + 6 > IFill 2 (2.103)
=1

N

N[

1
aq «

1 k
2 \? 1
VU 20y < (_) Pa(z) (Vo) ? + [[VUol12(0) + — (5 E ||Fz||iQ(Q)> , (2.104)
i—1

54



* aq* 2 oq* : 2 ]
Willsoray < max () oy () + - 1900l + - 3 1|
=1 i

i ag*t 2 oq" & 2 -
— ) Pat@) (Vo) + N IVUoll72() + BN > IIF 20
=1 _

Além disto, se q(x) € [¢~,qT] C [2,00), entdo

- 1

k
Willpoioy < Cmaxd | (2 putey (V) + 2L V0 2oy + 2L S 1B
kllL2@Q) = q Pq(z) (Vo 9 0llL2(0) 9 ill12(0) )
=1

+

+ + F |
q oq 2 oq 2
() pao V) + 2 9ol + - 3 1l
L 1=1 i

(2.106)

Demonstracao

Considera-se & = V}, no Problema (2.92)), utiliza-se a Proposi¢do e obtém-se

(VUk, VVk) == pq(x) (Vk) Z 0. (2.107)

Por outro lado, se ¥ = Uy em (2.92)), entdo

U132 + 06 IV Ukl 2 + 6 (VVi, VUR) = (Up—1, Uy) + 6 (Fy, Us)

De ([2.107)), tem-se

HUk|‘i2(Q) +ad HVUkHi2(9) + 0pg@) (Vi) = (U1, Up) + 0 (Fy, Uy) . (2.108)
Observa-se que Oé(SHVUkH%Q(Q) >0 e pya) (Vi) >0, logo
Ukl 720y < (U1, Ur) + 6 (Fy, U)
Aplica-se a desigualdade de Holder (Teorema ,
Ukl 20y < NUk=1ll 20y + 0 ([ Fill 2 -
Isto implica que, paran € N* e k =1,...,n, a estimativa é valida.
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Por outro lado, considera-se ¥ = Uy, — Ui_; em (2.92)) e obtém-se

1
51U = Utz + (VVi, VUR) = (VVi, VUi1) + 0 [ VU [72(9) — @ (YU, VUE1)
= (Fk, U — Up—1) -

Substituindo ([2.107)),

1
< Uk = Us1l 72y + Pat@) (Vi) + @ [VUEI 20y = (VVi, VU 1) + @ (VUy, VU;-1)
)

+ (Fi, Up — Ug_1) .

Observa-se que, se ® = V;, em (2.92), entdo (VUi_1, VVi) = (Vi1 |"™@ 2V, Vi) e

1 .
S Uk = Unall gy + pate) (V) + @ VUl ey = (Va7 Vi, i)
+ (VUk,Vkal) + (Fk, Uk — kal) .

Das desigualdades de Holder e Young (Teoremas e |A.30) tem-se

1 « 2)—
% Uk — Uk—lHi?(m + Py (Vi) + 5 !\VUk’\i2(9) < (\Vk—1|q( PV, Vk)

«a 2 d 2
Ty VU120 + 5 1Fxll 720

Similarmente a (2.37]), mostra-se que

1 -1
<|Vk_1|Q(x)*2 ‘/}€—1,Vk> S/ (—) |Vk_1|q(x) dx —|—/ (C.Z(-??) ) |Vk|‘1(a:) dx
o \q(z) Q q(z)

Assim,

35 10 = Uil + [
<

T [0
(o) Ml do + 5 1902

1 )
/Q(<—> |Vie— 1\‘1 da:+—HVUk 1HL2(Q §HF’f”iQ(Q)’

consequentemente,

2 2
Vi d VU </ ) Vit |7 d VUi |?
/Q(q(x))l W dr+ VU < | @) Vet " da + o VU1 [ 720
+ 8 || Fllz2 o)
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lterando k£ =1,...,n, com n € N*, vem que

2 2

- V‘I(I)d U2 </ Vq(x)d U2
/Q(q(a:)>| k| r+alV k||L2(Q) = Jq _q(a:) Vol T+ al|V o||L2(Q)

k
2
+5Z 1Fill 720 -
=1

Usa-se o facto de 0 < 1 < -L. <L <1 e obtém-se
q q(z) q

k
2 2
(qj) Pa(z) (Vi) + o HVUkHiQ(Q) < (q_) Pa(z) (Vo) + HVU0H22(9) + 52 ”E||i2(9) :
i=1
(2.109)
Logo,
9 5 & 3
2 2
HVUka(Q) < [(J) Pq(x) (Vo) + HVUOHLQ(Q) + o Z HFiHL2(Q) :
i=1
Utiliza-se o Teorema e prova-se ([2.104]).
Retorna-se a estimativa (2.109)) e tem-se
q" ag” 2 ot ¢ 2
Pa) (Vi) < ) Pa@ (Vo) + 5 IVUoll 72y + N D IE 20 - (2.110)
i=1

Pelo Teorema segue que

1 1
1Vill oo () < max {Pq(:c)(Vk) 7, Py(a) (Vi) } :

Substituindo ([2.110)) mostra-se que a estimativa (2.105)) é valida. Quando considera-
se ¢(x) € [¢7,q"] C [2,00), segue do Teorema que existe uma imers3o continua
LI@(Q) — L2(9) tal que

Villz2 ) < ClIVill o (g -

Finalmente, substituindo ([2.105)) obtém-se (2.106). W

;s oo. . . U,—U;_ . . .
O préximo teorema estabelece uma estimativa para o termo —~—*=*, a referida estimativa

depende dos dados iniciais do problema.
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Teorema 2.26. Seja (Uy, Vi) € X}, a solugdo discreta do Problema ([2.92), no sentido da
Definigdo Up =0 e f(x,t) Lipschitz continua na variavel t. Entao,

U — Uk
1)

< [Pl p2q) + CT. (2.111)
L2(Q)

Demonstracao

Suponha que o Problema (2.92)) seja investigado para t = t; e t = t;_1. Assim, para

todas ¥, ® € 5}, tem-se

U — Uk
6 )

\I/) + (V (Vk - kal) ) V\I’) +« (V (Uk — kal) y V@)

—(Fi— Fo ) + (M@)

(V (Ux = Uy ), V®) = (Ve 7 Vi = Vit Vi, @)

onde k =1,...,n comn € N*, Sejam\I/:%ed):Vk—qu,
Uy — Ug—

' 5 LZ(Q)
a Up_1 — Up_o Uy — Up_ Uy, — Up_
+S|IV(Uk—Uk1)||iQ(Q):<k1 k—2 Uk k1)+<Fk_Fk17 i kl).

2

1 e o)
5 (VA7 Vi = Va2 Vit Ve = Vi)

) ’ ) )
Fixando = € Q e aplicando o Teorema [A.32] segue que

<\Vk|qm_2 Vie — |ka1’qw_2 Viee1, Vi — qu) > 0.

Adicionalmente, usa-se o facto de que ||V (Uy — Uk,1)||%2(m > ( e obtém-se

2
U1 — Up—a U — Up— U — Ui
‘ S(k1 k-2 Uk k1>+(Fk_Fk—1; k k1>'

L2(9) ) ’ ) )
Através da desigualdade de Holder (Teorema [A.1)),

Up — Uk
)

Up—1 — Up—2
P2 R = Pl

U — Up
o

2©Q) '
Por hipdtese a funcao f é Lipschitz continua na varidvel ¢ e isto implica que
IFi = Fil g0 < C6.
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Assim,

' U — Uk ‘ Uk—1 — U2 er
0z g 12(9)

Para k=2,...,n com n € N*, tem-se

‘—U’“_U’“ <HU1_U" +CS5(k—1)

0 ez — L2(@)
Desdequeéz%ek—l<k§n, segue que
oot o[zt e
0 ez — 12(9)

Aplica-se a desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3)) e utiliza-se o facto de 0 < 4 < 1,

Finaliza-se a prova substituindo ([2.103) com £ =1, Uy = 0 e obtendo (2.111). W

Up = Up
o

1 1
< 5 U]l 2o + 5 10l 2() + CT.
L*(Q)

Coroldrio 2.27. Sob as hipdteses do Teorema|[2.26, tem-se

Vil < C (IFill sy + 1Bl ooy + T) (2112)

19 Vell 2y < € (IFilaey + 1Pkl oy + T) - (2.113)

Demonstracao

Se U =V}, no Problema (2.92)), ent3o

U, —U,_
(%,%) —+ ||v‘/]€||ig(9) + « (VUk,VVk) = (F/m‘/k)

Através de ([2.107]), segue que

U, —U,_
ww@@sKijgi@N+MM@.

Das desigualdades de Holder e Poincaré (Teoremas e |A.13)) existe uma constante
C1 > 0 tal que

Uy — U

rwww@sa<\ .

+ HFkHL2(9)> '

L2(Q)
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Substituindo ([2.111]) prova-se (2.113)). Finalmente, aplica-se a desigualdade de Poincaré
(Teorema |A.13) em (2.113)) e prova-se (2.112). W
Observacao 2.28. Se U(x,0) = Uy # 0 em (), entdo a existéncia e a unicidade da

solugdo discreta do Problema (2.92)) sdo demonstradas de maneira andloga. Entretanto,

a hipétese Uy = 0 é necessdria para que as estimativas (2.111)), (2.112) e (2.113) sejam

uniformemente independentes de §.

2.2.4 Ordem de convergéncia com 1 <p(z) <2e QCR

Na investigacdo da ordem de convergéncia da solucdo discreta para a solucao fraca sao

estudados quatro casos, nomeadamente:

i) p(z) € [p7,p*] C(1,2] e Q C R

i) p(z) € [p~,pT] C (1,2 e QCR?sed <2ep(z) € [p~,p"] C (max{2, 2(‘2_1)},2]
e QO CRYsed>2:

i) p(z) € [p~,pT] C (2,00) e Q CR;
iv) p(z) € [p7,pT] C (2,00) e Q C R? com d > 1.

O teorema a seguir investiga o primeiro caso e estabelece a ordem de convergéncia em

relacdo a h, em relacdo a e um critério de convergéncia entre h e 4.

Teorema 2.29. Sejam ) C R um dominio limitado, aberto, com fronteira Lipschitz
continua e p(x) € [p~,pT] C (1,2]. Se o par (u,v) é a solugcdo fraca do Problema
(2.7) no sentido da Definicdo[2.1, (u,v) € H*(Q) x H*(Q) com1 < s <r+1,r>1,
uy € L=(0,T; H (), uy € L>(0,T;L*)) e o par (Uy, Vi) é a solucdo discreta do
Problema (2.92)) no sentido da Definicdo[2.21] com Uy = Ryuq, entdo

sq+
lur = Ul 20y < C (5 + h2<q+—1>) : (2.114)
sq+
B 1 h2et-D a1 . S-L‘Z'tl
IV (ur = Ul 120 < C | 62 + — R R | (2.115)
2
1 hqfil _s
ok = Vill g2y S C | 0 + — +hq+1) 7 (2.116)
gat
1 hQ(‘I-f*l) s
IV (0k = Vi)l pogq) < C | 027 + : h2@ =1 | | (2.117)
§2a%

onde uy, = u(x,ty), vp = v(x,ty), Uy = Up(x), Vi = Vi(z), C = C(u,v,p~,p", T, ) é
uma constante, q(x) = p(pgzl satisfaz q(z) € [¢~,q] C [2,00) e h < CP, com 3 > q:qf,
determina um critério para que exista a ordem convergéncia.
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Demonstracao

Suponha que o espaco de elementos finitos S, C H}(€)), consequentemente pode-se
considerar o Problema (2.8 avaliado em ¢ = t;, com as fun¢des v = ¥ € S, en =P € S},
Nomeadamente,

(ut, \I’) + (V’Uk, V\Ij) + (Vuk, V\I/) = (fk:» \I’) s

2.118
(vulqu)) = <’Uk‘q(m)_2 Ukaq)) ) ( )

para todas U, ® € Sj,. Por simplificagdo, denotaram-se u;, = w;(z,tx), up = u(x,ty) e

v = v(x, ty).

Subtraindo (2.93)) e (2.118)),

U — U
(Ut—kTU“AIf) (V (vk = Vi), V) + a (V (ur — Ur) , VI) =0,

(2.119)
(V (uy — Uy), V) = (\Uk|q<w>—2 ve — V| "2V, cp) .

Sejam Rjuy e Ryvy, as projecdes de Ritz das fungdes uy, e vy, respetivamente, no espaco
Sp, de acordo com a Defini¢do [A.28| De ([2.119)), tem-se

(V (uk — Uk> + VRyur — V Ryuy, V(I))
= <’Uk‘q(m)_2 U — |Vk‘Q(x)_2 Vk + |thk|q(x)—2 thk - |thk|q(x)—2 thk, (I)> y

ou seja,

(V (uk — Rhuk) ,V(I)) + (V (Rhuk — Uk) 3 V(I))
= <|Uk|q(lﬂ)72 Vi — |thk|q(x)72 thk, CI)) + <|thk|q(x)72 thk — |Vk|q(az)72 Vk, Cb) .

Da Definicdo [A.28] segue que

(V (Rhuk — Uk) s V<I>) = (‘Uk|q(w)_2 Vi — ‘thk’qu)_Q thk; (I))

+ (|th,€|‘l(ﬂ”>‘2 Ruvp — [Vi| ™24, <1>) . (2.120)

De maneira andloga, tem-se por ([2.119))

Up — Ug—1 Rpup — Rpuy + Rpug—y — Rpug—1
Ut — 5 —+ (5 ,\D

+ (V (Uk — Vi + Rpvp — thk) , V\I/) + « (V (uk — Uy + Rpup, — Rhuk) ,V\I/) =0,
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reorganiza-se,

(Rhuk(s_ Uk _ Rhukl(s_ Uk1’\P) i (Ut _ Rpuy, _6Rhuk1’\p)

+ (V (’Uk — thk> ,V\I’) + (V (thk — Vk) s V\If) + « (V (uk — Rhuk) ,V\I’)

+ « (V (Rhuk — Uk) , VW) =0.

Novamente usa-se a Definicdo [A.28]

(Rhuk(s_ Uk _ Rhuk15— Uk-1 7 \I/) i (Ut _ Rpuy, _6Rhuk1 7 \If)

+ (V (thk - Vk) y V‘If) + « (V (Rhuk - Uk) s V‘I/) = 0.

Para k =1,...,n com n € N*, definem-se

O = Ryup — Uy, pu, = g, — Rpuy,

Xt = Bpvp — Vi, wp = v — Rpog,
além disto, consideram-se

90 = RhUO — U()

(%k _ 0 — 916—17 5Rhuk _ Rpuy, _5Rhuk—1 o 5/% _ 223 _5MH-

Desta maneira, reescrevem-se ([2.120]) e (2.121]) como

(90k, V) + (uy — ORpug, ¥) + (Vxi, V) + a (V6 VI) = 0,
(VQk, V(I)) = <|Uk"1(95)_2 Vg — |thk|q(9&)—2 thk, CI)>
+ (|thk‘q($)_2 Ryoy, — |Vi| "™ 14, ‘1>> ;

paratodas ¥, ® € 5. Se UV =0, € S, e P = x;, € 5, entao

(59k7 9k) + (Ut — ORpu, 9k) + <|Uk’qu)_2 UV — |thk|q(z)_2 Ry v, Xk)

+ (|thk|q(x)_2 Ryv, — |wg|q(z)_2 Vi, Xk) + o ||vgk”i?(ﬂ) =0.
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Nota-se que,
(59k’9k) — M gk)

- < (||ek||L2(m wk_l,ew)
1
5
1
>
1
>

V

1
2 2
(100120 = 1601 — 5 1

(HOkHLz H9k1Hiam)>
)

0110k 720y -

ou seja,

1- _
§a|\9k|\§2(m < (904, 0) . (2.127)

Substituindo (2.127]) em ([2.126]),

1. . .
§3H9k\|i2(m + [ VO 720y + (|thk\Q( 72 Ryvy, — |V 2kaxk)

< |(ue — ORpug, 01) | + ‘(|Uk|qw)_2 ve — | Rivel ™72 Ry, Xk)‘ :

Através das desigualdades de Holder, Poincaré e Young (Teoremas [A.1} |A.13| e |A.30)),

obtém-se

1= 2 )
§a|‘9k”2L2(Q) + || VO 2 + (\thk|q( 72 Ryvg — [V 2Vkan>

C
<

ﬁ [ aRh“k”m +é& ||V‘9k||L2(Q ‘(|Uk|q(x)_2 ve — |Ryui 72 Ry, Xk:> ’ :
1

Sem perda de generalidade, considera-se £, = % Assim,

1- «Q _ _
50 16172 + 5 IV 0kl|72 () + <|thk|Q(z) 2 Ryoy, — Vil "9 Vlka)

C = 2)— 2)—
—; Hut - 8Rhukl|i2(g) + ’<|vk|q( ) 2?Jk - |thk|q( )-2 thlka)‘ . (2128)

Observa-se que,

e — 5RhukHig(Q) = ||ue — Ouy, + Ouy — éRh“kH;(Q)

63



De (2.122)), vem que

e — 5Rhuk||i2(g) = ||us — Dy + éMkHiZ(Q) ‘

Utilizando a desigualdade de Minkowski (Teorema e o Teorema |A.31} obtemos

e — 6Rh“kHiZ(Q) <2 <H“t - 6uk||i2(sz) + Hg/‘k”;(m) : (2.129)

Substituindo (2.129) em ([2.128)),

1= o ) o)
§a||9k”iz(m +5 IV 0kl () + <|thk|Q( 72 Ryvy, — Vil 2Vk7><k)

C _ Oy - . .
< — fue — a“kHiQ(Q) + El Haﬂk”iz(g) + ’<|Uk|q(x) 2 v — | Ryog 17 RhUIka:)‘ :

’ (2.130)

Por outro lado, nota-se que

1 [t 1 =t
5 t (us — Rpug) dt = 5 (u— Rpu) —te_,
k—1
1
= 5 (up — ug—1 — Rpuy + Rpug—1)
_ Uk — Rpup, — up—1 + Rpup—
)
B
)
::é?uk.

Isto implica que,

_ 1 23 1 [t
k—1 k—1
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Aplica-se a desigualdade de Holder (Teorema [A.1]),

_ 1 tk
}3/%‘ < 3 </tk

1 b 2 % 1
= g / |Ut - Rhut‘ dt (tk - tk_l)Q
tk—1
) 1
62 [ [t ’
= 7 (/ ‘ut — Rhut’2 dt)
tr—1
1 b 5 :
= -7 / |Ut - Rhut| dt .
o2 tp—1
Logo,
T B 5
‘0;%! < 5/ luy — Rpug|” dt.
te—1
Integra-se sobre (2,
N 1 b 9
HaMkHL2(Q) < 5 |uy — Rpuy|” dtde.
QJtg
Aplica-se o teorema de Fubini,
.92 1 [t
HaﬂkHLg(Q) < 5/ [ — RhUtHiQ(Q) dt.
le—1
Através do Teorema [A.29] segue que
B 9 ChQs tk
HaﬂkHLz(Q) < — e ?qs(gz) dt.
0 te—1
Por hipétese u, € L>°(0,T; H*(2)), entdo
= 2 C(u)h?s [t s
”a“ka(Q) < %/ dt = C(u)h*.
lk—1
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|luy — Ryuy|” dt / 1) dt
1 tk—1
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Por outro lado, tem-se

ti tg 23
/ (t — tkfl) Uttdt = / tuttdt — tk,1 / Uttdt
te_1 tr—1 te—1

tg
t=t =t
= (fug)|,=yy_, _/ ugdt =t [ue ()],

tr—1
= trug (tg) — tp—rte (tk—1) — wp + Ugp—1 — tr—1uy (b)) + tp—1us (tg—1)
= (tk — th—1) we () — wp + ugp—1

= duy (L) — up + up—1

U — Up—
:5(Ut (tk)—%)
zd(ut—guk),

onde u; = uy (t). Assim,

- 1 [t
‘ut — 8uk| = 5/ (t — tkfl) Uttdt
tp—1

1 [
< 5/ t— b ] .
tr—1

Aplica-se a desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),

B 1 tr ) % tr ) %
lug — Oug| < = / [t —tr1|"dt / |uge|” dt
5 te—1 th—1

1 tr ) 2 tr ) %
th—1 te—1
t=ty, 4 1
(/ |utt‘2 dt)
P — tk—1
~ 1 1
1| (e —ten)’|” /tk 2 ’
S i VA | dt
5 3 - sl
1

N

1| (t—tpy)®
3

Consequentemente,

_ tk
}ut - aUk‘Q S C(S/ ’utt’2 dt.
tp—1
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Integra-se sobre €2, aplica-se o teorema de Fubini e obtém-se que

_ b
HUt - aukHiQ(Q) < 06/1& HuttH;(Q) dt.

k—1

Desde que uy € L>(0,T; L*(Q2)), segue que

127
e = Bug | < Cl)3 / dt = (). (2.132)

lk—1

Substituindo (2.132)) e (2.131]) em ([2.130)),

8 1911720 + 5 ||V9k||L2 <|thk|q(x)72 Ryv — Vil "2 V4, Xk>

Cw)s®  Clu)h? )

(w)o” () +‘(|vk|q<
(6]

«

<

172 0 — | Rivg ™2 Ry, Xk) ’ : (2.133)

Por hipétese g(x) € [¢7,qT] C [2,00), desta maneira para x € € fixo, obtém-se do
Teorema [A.32]

0 < Cipga) (i) < (‘thk‘q ? Ryoy, — Wk’qﬁv)i2 Vi, Xk) : (2.134)

Assim,

C(u)d? N C(u)h?

8 ||9k||L2(Q) +3 ||V9k||L2 + C1pga) (X&) < -

+ ‘<|Uk|q(x)72 (I |thk|q(z)72 Ry, Xk) ’ :

Através da desigualdade de Young com expoentes varidveis (Teorema |A.21)), tem-se

Cw | Clwh®

8H9k|\m(m+ 190k 720y + Crpaa) (xx) < —— -

+ Cspp(x) (|Ulc’q(x)_2 Vg — ‘thk‘q(m)_z thk> + EPqg(x) (Xk) .

Sem perda de generalidade, considera-se C'} — ¢ > C' com C' € R" e obtém-se

C(u)d? | Cluph®

SO0 ey + 5 I8k ey + Cgr () < J

+ 02101?(:5) <|Uk|q(x)_2 Vi — |thk|q(x)—2 thk) . (2135)
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Do Teorema|A.32) com 3 =0 e z € ( fixo, segue que

|Uk|q(.’v)—2 V. — |Rh1}k|Q($)—2 thk < C |wk’ (|Uk| + ‘thqu(:v)—Q

Desde que Q C R e vy, Ryur, € HJ(Q), tem-se Hj(Q) C L>*(Q) e isto implica que
|ug| e |Rpvg| sdo limitadas por uma constante. Além disto, para = € € fixo, tem-se que
q(x) —2 > 0. Logo,

|Uk |q(90)—2

Vi — |thk|q(a:)—2 thk S C \wk| y (2136)

consequentemente,

oot (10617 0 = [Ruen "™ Ry ) < Coay (i) (2.137)

Substituindo ([2.137)) em ([2.135)),

C(u)d?  C(u)h?
) + (03 + Cpp(ay (wr) -

(2.138)

0!\9k|\m>+ IV0k )1 20y + Cpya) (xe) <

Do Teorema vem que

oty () < s {1l oy I }-

Por hipétese p(z) € [p~,p*] C (1,2] e pelo Teorema existe uma imers3o continua
L2(Q) — LP®)(Q) tal que

- +
o) () < Cmax { ooy - leorll5y |- (2.139)

Da definicdo de wy em (2.123) e do Teorema |A.29, obtemos

p+
o)}

B + s P s
e { ol el } < o (O o)™ (CH
< max {(ChSC(v))p_ , (ChSC(v))p+}
< C'max {hsp*, hsp*} ,
onde C' = C(v,p~,p"). Desde que p(z) € [p~,p"] C (1,2, 0<h <1, 1<s<r+1le

r > 1, entao
- + _
max {HwkHIL)/Z(Q) ) HwkHZZ(Q)} S ChSp .
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Usa-se o facto de p(z) e g(x) serem expoentes conjugados e obtém-se

- + _sqt
max { |72, » lonlage) } < O, (2.140)

De ([2.140) e (2.139)), tem-se

+

Pp(z) (wk) < Chat-1, (2141)

Substitui-se (2.141]) em ([2.138]),
15 2 o 2 2 2s S.E—:
58 1051 720) + 5 VOl 120y + Cra@) (Xx) < C [ 67+ h™ + he :
onde C' = C(u,v,p~,p*t,a). Consequentemente,

sq+
Hngi?(Q) +ad ||V9k:||%2(9) + Copg(a) (i) < ||9k—1”i2(9) + o <52 + h* + hq*l> :

(2.142)
Isto implica que,
sq+
||0k||iZ(Q) < ||€k—1||i2(g) + o <52 + K% + hq+1) .
ParaneN‘ek=1,...,n,
k o
1062200y < 106220 + €5 S (52 T hqﬂ) |
i=1
ou seja,
sq+
“%anéH%MMD+OM($+h%+hﬁ4>,
Da definicdo de 6y em ([2.124)) e da hipdtese Uy = Rjuq, segue que
sq+
Hek”i?(g) < Cok (52 + B+ htﬁl) .
Desde que § = L e k < n, entdo
2 sq
[CA e (52 + B 4 hq+—1) : (2.143)
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onde C' = C(T).

Por outro lado, nota-se que

||l — Uk”i2(ﬂ) = ||ur — Rpup + Rpug — Ukl|i2(ﬂ) :

De ([2.122]) vem que

2 2
lur = UkllL20) = lluk = Bk + Okl 2(q -

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3) e do Teorema |A.31] obtém-se

2 2 2
e = Ulifaqy < € lluk = Ruiell oy + C 1001320

Utiliza-se o Teorema e substitui-se (2.143)),

sq+
lur — Ukl 720y < Cu)h® +C (52 + h* + hq+—1) :

Portanto,
sqt
|| — Uk||iQ(Q) <C (52 + h* + hq+ql) :

Investigam-se os termos dominantes e verifica-se que a estimativa ([2.114)) é satisfeita.

Por outro lado, retorna-se a estimativa ([2.142]) e obtém-se

sq+
ab [Vl 120y < 6k-1ll720) + CO (52 +h% hq+—1> .

Substituindo (2.143),
sqt _sqt
a8 [[VOillz2(0) < C (52 + 07+ hq“) +09 (52 + 0% 4 hq*l) :

reorganizando,

2s hqi-qiirl
+
J Y

5q+
V6|72 < C | 646"+ +h% 4 hat-1 | (2.144)

De maneira andloga, obtém-se

IV (k= U 220y < C IV (wx — Ritie) |20y + C IV 0]l -
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Utilizando o Teorema e a estimativa (2.144)), temos

+

h28 hqu{_l 5q+
IV (e = U)oy < COORE™0 4 C (6467 + =+ T b 4 ¥ ||
ou seja,
2 =l
S hﬁ Sq+
IV (ur = Uiy < C | 646"+ —+——+ R0 4 s L et

Analisam-se os termos dominantes e demonstra-se que ([2.115)) é valida.

Retorna-se novamente a estimativa (2.142)) e tem-se

sq+
0pg(ay (Xk) < [1Bk-1ll72() + CO (52 Ny hq+_1> ,

Substituindo ([2.143)),

5(17L
2s h -1
+
) )

SqJr
Py (xk) S C |6+ 6%+ Lo

Através do Teorema [A.18]

: q- qt 2 h2s h% 2 sqT
mln{HXkHLq(z)(Q)7||XkHLq(z)(Q)} S C 5+5 + 5 + 5 +h +hq+*1

Desde que ¢g(z) € [¢7,qT] C [2,00), entdo pelo Teorema existe uma imers3o
continua L1®)(Q) — L*(Q) e

sq+
2s hat—1
+

sq+
h28 hat—1
5 5 + +

. - +
min { el oy - Iellfe } < € [ 6462+
Usa-se o facto de ¢— < ¢* e define-se

* q, s€ HX’CHLQ(Q) Z 17
7 = +
q",  se [[Xkllp2) < 1.
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Assim,
+
sq
2s et —1

sq+
+ h* + hat 1 (2.145)

Observa-se que, novamente pela desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3)), pelo Teo-

rema e da definicdo de x; em ([2.123)), tem-se

e — VkH%?(Q) < Cllog - thquy(Q) +C HXkH%z(Q)

Do Teorema e da estimativa (2.145)), segue que

. . % s ot
ok = Vllfa) < COMT 4+ C | 646+~ 4+ ——— + h* + ha'
Desta maneira,
1
q*

2s hq‘:?%l * £
+ hsq + h28 + h‘ﬁ*l

2
||Uk_vk||L2(Q)§C 0+0"+ 5 + 5
Novamente aplica-se o Teorema [A.3]]
2s sq
ha* ha*(at-1) 2s sqt
+——F—+h"+he +hFED

1 2
v — Vj <C o7 4+ 67 +
ok = Vil 120 pux s

Desde que 0 < h<1,0<0<1,s>1eq <q", entido

2s s
1 2 hat hat-1 2s _ s
[or = Viell 2y < € §TF 4 69 4 T b T RS Rt R |
oat oat

Verificam-se os termos dominantes e prova-se a estimativa ([2.116]).
Finalmente, consideram-se ¥ = y; e ® = x; em ([2.125]),

(065, xx) + (ur — ORpug, X&) + HVXk”iQ(Q) +o (|’Uk’q®)_2 vr — | Rpve| "% Ryug, Xk)
+a (|thk|Q($)_2 Ryvp — [Vi|"™ 2 14, Xk) = 0.
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De ([2.134]), segue que

(001, x1)+ (e — ORpuy, Xk)‘i‘”VXkHiz(Q)WLOé <|Uk’q®_2 vk — | Rnor| "7 Ry, Xk) <0.

Logo,

1 1 _
||VX/€||%2(Q) <3 (Ok—1, xx)| + 3 | (B, x)| + | (we — ORwu, xx) |

+ ) <‘vk‘q(w)72 Vi — ‘thk’q(ac)fQ thk, Xk) ‘ .

Através das desigualdades de Holder, Young e de Poincaré (Teoremas|A.1), |A.30/e |A.13)),

obtemos

9 1
1= (1 + ) 190y < 5 (101l ay + 100 1o ) Ik

2
|Uk|q(x)—2 v — |thk|Q(l‘)—2 Ryvx

+ C., ||ut — 5RhukHig(Q) + C.,0? L2(Q)

Se e1 e g5 sdo tais que 1 — C (g1 + &) > Cy, com Cy € RT, entdo

1 = 2
2
G2 [IVxkla) < 5 (Hek—lHLz(Q) + Heka(m) Xk 2y + € [lue = ORwuk|[ 2 g

2
+ 0052 |Uk|q(x)—2 Vi — |thk|q(a:)—2 thk 2

De (2.129)), (2.131)) e (2.132)), vem que

c :
193320 < = (1081 ooy + 100200 ) Ikl + € (67 + 1)

2
|Uk|q(x)—2 v — |thk|Q(I)_2 Ryup

+C :
L2()

Através da estimativa (2.136]) e do Teorema [A.29, obtém-se

2
H |,Uk‘tI(Z)—2 Ve — ’thkr](ﬂﬂ)—? thk‘
L2(Q)

<C HwkHiQ(g) < Ch*,

onde C' = C(v). Assim,

> Q

2 S
1920y < 5 (1061 oy + 106l 2@y ) Ikley + C (5% + 7).

Utilizando as estimativas ([2.143)), (2.145) e desde que 0 < h <1, 0<d <1, s>1e
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g~ < q", entdo

sq+
H@mmnsc(&+m+hw+m)

2s
1 2 hj h + 1
Ikl oy < C (67 + 87 + S0 + 2 4 bt 4 b1 | |
gat (5q+

Isto implica que,

IV xk 1720y <

> Q

2 h;fi hq+ 1
(5+h$+h2<q+ 1) §7F 4§ + — + T A

goF g
+C (6* + h>). (2.146)

Por outro lado, tem-se da desigualdade de Minkowski (Teorema[A.3) e do Teorema [A.3]]
IV (vk — Vk)”i?(ﬂ) < OV (o — thk)HQLQ(Q) +C ||VXk||i2 Q
Substituindo (2.146)) e utilizando o Teorema [A.29

IV (vk — Vk)”i?(sz) < C0)h*e™Y 4 C (62 + h™)

sqt 1 2 h‘%sr h‘ZTS‘l 2s _s
+3(6+h5+h2<q+—1>> oo + 0 + + —— +hat fhT

siF §oF

Termina-se a demonstracao com a investigacao dos termos dominantes e a obtencao da

estimativa ([2.117]).

No que se segue, demonstra-se detalhadamente a determinagao dos termos dominantes
que resultaram as estimativas ([2.114)), (2.115), (2.116)) e (2.117)) no Teorema [2.29)

Observacao 2.30. Através do Teorema[2.29, tem-se

sq+
|y, — Uk||§2(m <C (52 + B 4+ hqﬂ) , (2.147)

2 st
h*s hat-1

sq+
R2=D L B2 p a1 | (2.148)

2s

N 2 Rt poo
ok = Vil 2oy < C (5(# +or 4

-+ +h5+hq2i+hq+s—1), (2.149)
dat dat
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IV (v = Vi) I72(q < C (8% + B2 4 1)

C _sqt 1 2 hq%i hﬁ 2s _s
+E (6+hs+h2<q+1>> daf +6d" + — + ——+he" +hat-1 ] (2.150)
§at §at

onde0<h<1,0<d<l,l<s<r+1,r>1leqz)e€lq,q"] C|2 0).
Inicialmente, para a estimativa (2.147)) nota-se que

sqt

gt —1

<25 2<q".

Desde que 0 < h < 1, entao

+

B2 < hati, (2.151)

Consequentemente, mostra-se que a estimativa (2.147)) € reescrita como (2.114]).

Por outro lado, para a estimativa (2.148)), observa-se que 0 < § < 1 e

6% < 0. (2.152)

O préximo objetivo consiste em determinar a relacio de ordenacdo entre h>~1, h?s e

+ +
89 ., L. L _
hat=1. Através de ([2.151]) faz-se necessdrio comparar apenas ha™—1 e h**~Y . Suponha

que
sq™
gt —1

onde s € N € tal que s > 1.

<2(s—-1)&q¢t(2—15)<2(1-29),

Se s = 2, entdo f_l < 1, equivalentemente, p— < 1. Isto implica numa contradicao.
q

sgt
Logo, = =2(s —1).

Se s > 2, entdo q* > 2((21__58)) > 2 e consequentemente qiqjl < 2(s — 1). Desta maneira,
tem-se
sqt
n >2(s—1), ses=2,
gt —1
_l’_
54
<2(s-—1), ses>2.
<2 )
Assim,

5q+
hat=t < p2=D 5o g =2,
. (2.153)
sq
hat=1 > p26=D 5o 5 > 2.
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+
sq
. +_-1 2s .
Finalmente, devem-se comparar os termos 2 5 € hT Observa-se que os denominadores

sdo idénticos, entdo faz-se necessdrio apenas comparar os numeradores. Utiliza-se (2.151))

€ mostra-se que

(2.154)

Através de (2.152)), (2.153) e (2.154)), demonstra-se que a estimativa ([2.148)) € equiva-
lente a ([2.115]).

Nesta etapa, comparam-se os termos da estimativa ([2.149)). Verifica-se trivialmente que

§it < g (2.155)

2s s
Por outro lado, para os termos h*®, ha™ e ha* -1 tem-se

s 2<q",
gt —17"q¢" — !
ou seja,
2s s
h? < hat < hat-1, (2.156)
Nos termos hq% e I %_ ~ comparam-se apenas os numeradores. Através de (2.156)), vem
54 54
que
het  ha
q qT—1
+— < —. (2.157)
dat dat

Desta maneira, usam-se as relagées de ordem (2.155)), (2.156)) e (2.157)) para reescrever

a estimativa ([2.149)) como (2.116|).

Finalmente, resta-nos comparar os termos da estimativa ([2.150). Notemos que
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IV (0 = Vi) 2aey < C (5# 8T 4+ 6%+ ha T 4+ B2 4 4 h25>

sat+2) s(gt +2) sqt s(ah)%+aqt )
o h2@t-1) h aF hat-1 h  2aF@F-1)
+ + + +
) ) 1) )
s(gt+2) s(gt+2) sqt s((aF)2+4qt 1)
h2(at-1) h ot hat-1 h 2dt@t-1)
+C gt +1 gt+1 gt +1 + gt+1
o at o at o at o at
pEs RE pEtn o b
gt —1 q 2(qT—1) 2(¢gT—1)
0| —=—+—= pro —t——+—— | . (2.158)

dat dat J ot 0 at 0 at o at

1 2
Para as poténcias de base §, deve-se comparar §<*, 64+ e §%. Através de (2.155)), faz-se

1
necessario comparar apenas 1+ e §%. Observemos que,

Assim,

5% < 5 (2.159)

s 2s
Para as poténcias de base h, deve-se investigar ha¥=1, h**=1) ha* e h?*. De (2.156) e

do facto de h?* < h®, resta-nos verificar apenas que

<2(s—1) <2 (1 —5) <2 - 3s.

<2(s—1)&eq" > 2
gt —1 ( ) ~2(1—s)
Desta maneira,
R < pata, (2.160)
s(qi+2>
. . . ~ . 2(gT—1)
A seguir, investigam-se as fracbes com denominadores 6. Nomeadamente, q5 ,
s<q+++2> iq+ s<<q++>2++4q+—4>
-1 2¢T (¢T-1) .- . . .
b M e . Utiliza-se o facto dos denominadores serem iguais e
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comparam-se apenas os numeradores. Observa-se que,

s(g"+2) _s(g" +2) +
< <2<q",
2(q* - 1) qt
+
S + 2 S
(q+ ) < +q so<gt
2" —1) T ¢t -1
€ + +12 +
sl +2) (g +4q" =) o s
2(¢t —1) 7 2¢T(¢"—1) B
Portanto,
s(at+2) s(qT+2)
qt < h2@t-1 ,
sqt s(gt+2)
hat—1 < h2@F-1)
s((aF)2+aqt —1) s(at+2)
h 2at@t-1 < h2(q+*1),
isto implica que
( s(at+2) s(at+2)
qt h 2@t -1)
< )
) )
sqt s(at+2)
q hetr Rty (2.161)
) - 5
s((a™)2+aqt —1) s(aT+2)
h 2at@t-1 h2@t-1)
<
\ 0 )
gt+1
De maneira andloga, demonstra-se para os termos com denominador 6 «F que
8 P q
( s(gT+2) s(qT+2)
qt h2(at-1)
gt +1 gt+1
qt ) at
L sqt hs(qim)
gt -1 2(gt-1)
— < — (2.162)
o ot o at
s((aT)2+4qt —4) s(at+2)
h 2at@t-1) h2@t-1)
gt +1 — gt +1
\ y at 0 af

€ .- .
Por outro lado, para os termos com denominadores ¢, utiliza-se (2.156[) e obtém-se

2s s
hat  hat
jus < peas (2.163)
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gt -1
Para os termos com denominadores 6 «" , segue que

% <se2<q
ou seja,
_sqt
"< hf;” (2.164)
g at ot
Similarmente, mostra-se que
si;
s -1
5%?2 < h;q:f). (2.165)

Através de (2.159)), (2.160)), (2.161)), (2.162)), (2.163)), (2.164) e (2.165|) reescreve-se
(2.158) como

IV (vk — Vk)||2L2(Q)

hs<q1+2> hs<q1+z) L s h sf L sf

1 s 2(qgt-1) 2(qt-1) qT -1 2(qgt-1) 2(qt-1)

SO0 +hT+ —— — + —— — (2.166)
5 ar dat 5 ar 5 ar

Observa-se que, se os numeradores sdo iguais, entdo comparam-se os denominadores, ou

seja,
NS = B
q _|_ 2(gT—1 2(gT—1
1< p= = 5 < 5@ ) (2.167)
q
Por outro lado,
S + S +
qJr -2 q+ —1 h2@t-1 h2(qi—1)
- = = 5q+;2 < 5q+;1 (2.168)
q q
Substituindo (2.167)) e (2.168]) em ([2.166|),
st Sl1+ s
2 1 _s h2EZ+ti; h2@t-1) hat-1
IV (0 = Vi)llioy SC | 67 +h T 4 ——+——+—— | . (2.169)
0 at J ot dat
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s(at+2) sqt s
h2(aT-1)  p2(gT-1) hat—1

gt+1 7 gt -1 1

5 qt 5 qT 6q+

suponha que h < C6% onde B; > 0 ei=1,2,3. Assim, cada termo é reescrito como

Falta-nos realizar a comparagao entre os termos . Para isto,

s(a"+2)
h2@t-1) Bstat+2) gttt Brsat (et +2)— (¢ +1) (24T -2)
— < CH 2ut-1) § o =0 2¢+ (gt -1)
gt+1  — ’
0 aF
sq+
h2@t—1) Basat gt Bys(ah)2— (gt -1)(2qF —2)
—— < CH2at-1§ o« =(C9) 2¢F(¢T-1)
g =1 -
O aF
e S
hat—1 Bzsat —(¢t-1) 283sqT —2(¢ T —1)

Bgs 1
< (Ofat-1§ «t =(C§ at@@t-1 =C§ 2aT@t-D)

N

dat

Observa-se que os denominadores sdo iguais e assim basta comparar os numeradores.

Através da restricdo de [3; > 0, tem-se

2
Bisg (" +2) = (" +1)(2¢" =2) >0 p > %’
+_1)2
Bas(q™)? — (¢" —1)(2¢7 —2) >0 & Sy > %
e
gt —1

250" —20q" = 1) >0 fy > L2

O proximo objetivo sera determinar o menor valor de 3;. Nota-se que, para 3 e [,

tem-se + o((a+)? 1
sqt T sqt(gt +2)

Por outro lado, para B3 e 35, segue que
+ _ +_1)2

+_ . .~ . .
Logo, 5 > qsq+1 é a menor restricido. Portanto, a estimativa (2.169) torna-se

1 _s ﬁ
HV (Uk - Vk)”iz(ﬂ) < C| et 4+ hat—1 + 5L
qt

Consequentemente, demonstra-se que (2.117|) € satisfeita. Além disto, para que exista

A . s ;. +_
a ordem de convergéncia é necessario que h < C5% com 35 > qsq —L . Destaca-se que este

critério de convergéncia também € aplicdvel para as estimativas (2.115)) e (2.116]).
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2.2.5 Ordem de convergéncia com 1 < p(z) <2e QCR? comd > 1

Nesta subseccao analisa-se a ordem de convergéncia em relacdo a h e em relagdo a §. Faz-
se um estudo para o caso em que p(z) € [p~,pT] C (1,2] e @ C R? com d > 1 e também
estuda-se o caso em que p(z) € [p~,p"] C (max{2, 2(d U1, 9] quando Q@ C R e d > 2.

Além disto, estabelece-se um critério para que exista a referlda ordem de convergéncia.

Teorema 2.31. Sob as hipdteses do Teorema com Q2 C RY, d > 1, e considerando

i) plx) €ep,pt] C (1,2] & q(x) € [¢,qt] C[2,00) quando d < 2 e;

i) p(z) € [p~,p*] C (max{3, 2%1},2] & q(z) € [¢7,¢7] C 2, 20D
quando d > 2.
Tem-se,
Sq+
lwe = Ukll o) < C (5 + h4<q+—1>) , (2.170)
ot
1 ]’L4(‘1+ 1)
IV (e = Uil 2oy < € | 02 + T , (2.171)
1 hm s
o = Vil g2y < C | 097 + —— + A2 |, (2.172)
57
1 hatet-n
IV (ve = Vi)l p2e) < C'| 627 + - L gt 1>) (2.173)
2¢pL

onde C = C(u,v,p~,p",T,a) é uma constante e a relacdo para que exista ordem de

2(¢"-1)
sqt -

convergéncia é dada por h < C6® com 3 >
Demonstracao

Prossegue-se de maneira idéntica a demonstracao do Teorema [2.29 até a estimativa
(2.135]). Posteriormente, fixa-se € (2, aplica-se o Teorema com 3 =1 e obtém-se

2q(z)—3

xX)— xr)— 1
1041707 0y — Ryl R | < Clonl? (o] + | B

Logo,
24(2)-3)p(2)

<|1)k’q h Uk — |thk‘q( thk < C/ ]wk\ (’U}c| + ‘Rh’l}k’) dx.

Através da desigualdade de Holder (Teorema |A.1)),

(2q(z)— 3)10(1)

xX)— xX)— M
Pp(x) <|Uk|Q( 1720 — | Ry 1) 2thk) <C H’WH :

R )
’ H(|Uk|+| hUK]) 12(Q)
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Nota-se que,

1
— 2
Loy = P (wr)

2q(z)— 3)17(96)

(Jvk] + |Ruvr])

N

|

_ R 2q(x)— )
e (CIR )

Assim,

=

ooty (10017 v = [Ruvil™ ™ Ryon ) < Cope (@6)* ooty ((0rl + | R0 7).

Similarmente a (2.141)), obtém-se

1 _sqT
Pp(a) (wr)? < Ch2ET=1.
Consequentemente,
st 1
ooy ([0nl" 72 0 = Ry " R ) < CRE0 gy ((Jond + [ B0 )

(2.174)

Do Teorema[A.18] da hipdtese p(x) < 2 e do Teorema existe uma imersdo continua
L2(Q) — LP@(Q) tal que

1
Pp(z) ((‘Uk| + |thk|)2q($)_3> ’

B pt
< Cmax{‘ (el + [Ravs)) 2772 ° (o] + [Ryos])2 72 2 } :

L2(2) L*(Q)

Através dos Teoremas [A.24] e [A.25] com

i) p(x) € [p~,pt] C (1,2] & q(x) € [¢,qT] C[2,00) quando d < 2 e,

i) p(z) € [p.p*] C (max{3, 2P} 2] & q(z) € [¢7.¢7] C [2.min{3, 21}
quando d > 2,

vem que

1
2q(z)—3) 2
potey (o] + [ R )

(24~ —3)p~ (24T —3)p—
< C'max  max < [|ogl + [Ravilll o Ioel + [Buonl L)

(24— —-3)p™T (2¢F 3)p
o { ] + Ruonllgy ol + |l | (2a75)
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Nota-se que, da desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3|) tem-se

- g (2¢= —3)p~

(24~ —3)p~ 2
ol + 1Bl ey < © (ol + 1 Frvell o)

Pela definicdo da projecdo de Ritz (Definigdo |A.28)),
IVRrvell 120 < 1Vl 20) < 1 Bavkll 30y < N0kl 3 e) -

Assim,

(29— —3) —3)p

q (29
loel + 1 Ruvilll gy < Clivally < C. (2.176)

onde C' = C(v,p™).

De maneira andloga investigam-se os outros termos da estimativa ([2.175)). Consequen-
temente, substituindo (2.176)) em ([2.175)),

1
Pr() ((Ivkl + Ithkl)%’(”_?’) <C, (2.177)

onde C' = C(v,p~,p").

De (2.177)) e (2.174)), obtemos

+

Pp(z) (|Uk|q(m)72 Uk — |thk|q(x),2 thk> < Chaat—D
Substitui-se a estimativa acima em ([2.135)),

1= 2 o 2 2 2s %
SO0 220y + 5 IV O 220y + Couer (i) < C (8 4 12+ et ).

Destaca-se que o restante da demonstragdo segue de maneira analoga ao Teorema [2.29

Nomeadamente, obtém-se

U < O (62 4 12 4 pcts
[k = Ukllz2(0) < + AT 4 Rl ;

sq+
2s h2(t—1) sqt
IV (ke = Up) |20y < C | 6+ 6% + s+t + h26=D 4 p25 4 pEatT
2s s
1 2 heat  h2Act-D 2s s
[or = Viell 20y < € (W + 87 + o+ ——— + b+ bt +h2<q+1>> :
Sat Sat
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IV (0k = Vi) 720y < C (6% + 1270 4 B* + 1)

C s __sqt a2 2 hq% h2(q+sfl) 2s s
+ (5+ h* 4 hia =D | | §7F 4§07 + —— + ——— + hat + h2@ D |
dat dat

Investigam-se os termos dominantes das estimativas acima e conclui-se (2.170)), (2.171)),
(2.172) e (2.173). W

A seguir, explicitam-se os célculos que determinam os termos dominantes das estimativas

(2.170), (2.171)), (2.172) e (2.173) no Teorema 2.31]

Observacao 2.32. Através do Teorema tem-se

sqJr
o = Vel < © (841 4 0757 ). (2179)
sq+
2s hQ(q+_1) sqT
IV (ke = Up) |12y < C | 6+ 6 + sttt R0 4 b 4 Gt
(2.179)
a1 2 h;% h2(<1+s*1> 2s s
ok = Viell 2y < C (W + 8" + o + o + h® + hat +h2<q+—1>> . (2.180)
qt qt

Hv (Uk - Vk)HiZ(Q) < C ((52 + h2(s_1) + h® + h25)

qt dat

C _sqT 1 2 hat h2(<1'i—1) 25 s
+ 5 <5—|—hs +h4(q+1>) (5q+ + 64t +—+ —— + hat +h2<q+1)> , (2.181)
0
onde0<h<1l,0<d<], 1l<s<r+1l,r>1le

i) q(x) € [¢7,q"] C[2,00) quando Q@ C R? com d < 2 e

i) q(x) € [¢g7,qT] C [2, min{3, 2?:21)}) quando Q C R? com d > 2.

Para a estimativa ([2.178]), verifica-se que

+
5q 4 +
— < 2s&= - <qg".
20— - T3
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Por hipétese 0 < h < 1, entdo

+

h2 < B, (2.182)

Desta maneira, demonstra-se que a estimativa (2.178)) € equivalente a ([2.170)).

Por outro lado, para estimativa (2.179) devem-se comparar os termos h?*~1) K% e

+ +

sq . 9 2 1
h2@t=1 . Utiliza-se (2.182)) e percebe-se que resta-nos comparar apenas h2a« 1 e h*=1),
Desde que s € N e s > 1, entdo

+ 4(1 —
ik <2s—1)&q¢"(4—-3s5)<4(1—s) & q¢" > (- s)

_— —_— > 2
2(¢t—1) — 4—3s —

Assim,

+

h2e=D) < BT (2.183)

sq+

2(qt—1) 2s L.
Para os termos 12 3 e hE é necessario apenas comparar os numeradores. De ([2.182))

vem que

sqt
h25 hz(qi_m
<

)

(2.184)

Portanto, de (2.152)), (2.183)) e ([2.184)) tem-se que a estimativa (2.179)) € reescrita como

sendo ([2.171]).

A seguir, investigam-se os termos dominantes de (2.180]). Através de (2.156|) devem-se
25 £l
comparar apenas os termos hast e h2«™-1 . Observa-se que,

s <28<:>4<+
20¢—1) 31

logo,
Bt < oD, (2.185)
Consequentemente,
h% R D
q 2(¢T—-1)
< - (2.186)
dat dat

Portanto, de (2.155)), (2.185]) e ([2.186|) transforma-se a estimativa (2.180)) para (2.172)).
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Finalmente, para a estimativa (2.181]) tem-se

IV (v = Vi)l2agqy < © (5# Y V=N R = DL VI S h25>

s(at+2) s(gt +2) s(2¢T-1) s((a1)2+8¢ —8)
o ha@t-1) h aF h 2(aT-1) h  4at@F-1)
+ + + +
) ) ) 0
s(gT+2) s(gt+2) s(2¢T-1) s((aT)2+8¢F —8)
h4tat-1) h of h 2@t -1) h 4dt(@t-1)
+C gt +1 + gt +1 gt +1 qt+1
o ot o ot o ot o ot

s 25 sqT sq ™
h2(t-1) hat h4(at-1) h® h4(at-1) h®
1 + gt -1 + qt -1 + gt —2

5# dat J ot 0 at 0 at o at

+C

Para as poténcias de bases 9, segue de ([2.155)) e (2.159)) que ¢ & o termo dominante.
Para as poténcias de base h, de (2.182)), (2.183)) e (2.185|) resta-nos comparar h2a*-1 e

h?. Nota-se que,
5 <s& 5 < q"
20— =" T2
logo,
he < haa D,
Consequentemente,

IV (v = Vi) [a(e < € (97 + A%

s(gt+2) s(gt+2) s(2¢t-1) s((gh) 2484t —8)
c h4tat-1) h ot h 2@at-1) h 4at(@t-1)
+ + + +
) ) ) 1)
s(gtT+2) s(gt+2) s(2¢t-1) s((ah)2+8¢F —8)
hatat-1) h oF h 2(at-1) h  4at@t-1)
+C at+1 + gt +1 + gt +1 + gt +1
O af o df O af O af
= - = T £ B
2(gt-1) qt 4(gT—1) S 4(qgT—-1) S
+tC|—— T+ttt — |- (2187)
dat dat S ar § ot 5 ot St

No que se segue, comparam-se as fragbes com denominadores §. Nota-se que,

s(¢"+2) _ s(g"+2)

< (:)4< +
gt =1) = ¢F 3=
+ +_
s(q +2)§s(2q 1)<:>é§qJr
4t -1 7 2(¢"—-1) 3
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sg" +2) _ s((@) +8¢" =8)
gt —=1) = 4gt(¢" - 1)
Desta maneira, segue que
s(gT+2) s(qT+2)
qt < h4at-1 ,
s(2¢T-1) s(qT+2)
h2et-1 < ha@t-1 ,
s((gh)2+8¢F —8) s(gt+2)
h 4at@t-1) < h4(q+*1)7
consequentemente,
( s(at+2) s(at+2)
qt h4tt-1)
) - )
s(2gT—1) s(at+2)
h 2@at-1) h4tat-1)
<
) - )
s((gh)2+8¢F —8) s(gt+2)
h 4at@@t-1) h4tt-1)
<
\ 0 - )
Analogamente, tem-se
( s(qgt+2) s(at+2)
qt h4(at-1)
q+j__1 S 5q+:1
q q
s(2¢t—1) s(gt+2)
h 2(at-1) h4at-1)
at+1 < at+1
o ot o at
s(aT)+8qT—-8) s(qt+2)
h 4at@@t-1) h4tat-1)
at+1 - at+1
o at o at

Por outro lado, utiliza-se (|2.185)) e demonstra-se que

Além disto, observa-se que

2s s
hat  haatoD

1> T

gat gat
sqt 4
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(2.189)
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e isto implica em

sq+
h® h4tat-1)
< — (2.191)
qt o at
e
s¢fL
hs h4tt-1)
— < — (2.192)
o at o
Substituindo (2.188), (2.189), (2.190), (2.191) e (2.192) em (2.187),
IV (vk — Vk)”i%m
hmiw hmiﬁ) b s b sf b sf
s 4(gT—-1) 4(gT—-1) 2(qT—1) 4(qT-1) 4(qT-1)
<C 5# + h2@t-1 4 — i 1 + 2
0 6% dat 5qq+ 5qq+
(2.193)

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores.

Nomeadamente,
n 1 hS(qi+2) hS(qur?)
4(qgT-1) 4(qgT-1)
1< < (2.194)
- q+ 5 - 6!1"’1»1
q
e
sq+ 5q+
+ + += +_
gt —2 gt —1 h4tet-1) h4@™-1)
— < — = —— <~ (2.195)
q q 5ot 5
Substituindo ([2.194)) e (2.195) em (2.193),
S(q++2) s sqjL
9 1 s h4(at-1) h2(at-1) h4at-1)
IV (0 = Vi)lPagy < C | 677 + hoat = 4 2 4 2 — (2.196)
(5 q+ 5(1"’ 5 q+
S(qi+2) Si+ =
Para finalizar, deve-se realizar a comparacao entre os termos “ 42‘1 :) , h4;q+__11) h%‘;_l) )
Fy qt 5 qt §q+

Para isto, seja h < C'5% onde 5; > 0 ei = 1,2,3. Assim, cada respetivo termo passa a

ser
s(gt+2)
| XCRE)) Bis(a™+2)  gt41 Brsat (¢t +2)—4(aT +1) (g 1)
< CH 4at-1 § o« =C08 49t (¢t -1)
gt+1  — ’
o at
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h4<q+ 1) Basat + g1 Bas(a)?—a(gT—1)(¢T-1)
< Coaat-1§" =C4 4gF (¢t -1)

h2@t-1) B3s 1 BgsaT—2(¢T—1) 2B35q T —4(qT=1)

< Cd2at-D§ of =(C§ 2076ty =(C§ 4aFT-1

Nota-se que os denominadores sdo iguais e entdo € necessario apenas comparar oS nu-

meradores. Através da restricao de (3; > 0, tem-se

(¢ - 1)

Bisg(q" +2) 4"+ 1(¢" = 1) > 0= fi > sqt(gt +2)°

4(g* —1)°
s(q™)?

2(q" —1)
sgt

Bos(q™)? —4(gt —1)(¢" —1) >0 By >

2ysq" —4(q" — 1) > 0 & B >

A seguir, determina-se o menor valor de (3;. Nota-se que, para [33 e [3;, tem-se

20" -1 _4((¢)* =1

= 0< gt
st T osqt(gt +2) =1
Para 33 e B3,
gt —1) _ 4(g* —1)?
< s 2< gt
st T s(gt)? =1
2(gT—1)

Desta maneira, 3 > S € a menor restricdo. Portanto, a estimativa (2.196)) passa

a ser

2 h2(q+ 1)
||v (Uk - Vk)|lL2(Q) < C 5q+ —+ h2(4+ H 4 —— ],
5
Consequentemente, prova-se que (2.173) é vdlida. Além disto, h < C6% com 33 >

2(¢" 1)
sqt

é o critério de convergéncia do Teorema|2.31}

2.2.6 Ordem de convergéncia com 2 < p(z) <occ e Q CR

Na subsec¢do que estd a ser iniciada a funcdo de expoente varidvel satisfaz p(z) €
[p~,pT] C (2,00) e 0 dominio Q C R. Demonstra-se, no teorema a seguir, a ordem de
convergéncia da solucdo discreta para a solucdo fraca e explicita-se um critério entre h e 9

para que exista a referida ordem de convergéncia.

Teorema 2.33. Sejam ) C R um dominio limitado, aberto, com fronteira Lipschitz

continua e p(x) € [p~,p*] C (2,00). Se o par (u,v) € a solugdo fraca do Problema
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(2.7) no sentido da Definicio 2.1, (u,v) € H*() x H*(Q) com 1 < s <r+1,r>1,
u, € L0, T; H(Q)), uy € L®(0,T;L*(Q)) e o par (Ug, Vi) € a solucdo discreta do
Problema (2.92)) no sentido da Definicdo com Uy = Ryug, entdo

lur, — Uill 2 < C (5 + lf(ff—l)) , (2.197)
. hsa -1 -
IV (uk = U)oy < C | 62 + —— + 0@~V | (2.198)
. hsta -1 _
[0k = Vil ) S C (02 + ——+ P (2.199)
B S (¢~ 1)
IV (vr = Vi)ll L2y < (64 L ho > , (2.200)

onde C = C(u,v,p,p",T,«) é uma constante, q(x) = % satisfaz q(x) € [¢~,q"] C
1

(1,2) e o critério de convergéncia é definido por h < C'6” com (3 > PR

Demonstracao
A demonstragdo segue de maneira idéntica a prova do Teorema [2.29] até a estimativa

(2.133). Fixando = € Q2 e aplicando o Teorema com 3 =0, tem-se

CIxil* (|Rnoe] + Vi)™ 72 < (|thk\q(x)72 Ry — [V "2V, Xk)Rd- (2.201)

Desde que —1 < ¢(x) — 2 < 0, entdo

1
(|Rnvx| + |Vi|)> 4

(| Ruvg| + [Vi])*™) 7% =

Por hipétese 2 C R e Ryvp, Vi € HY(Q). Assim, HL(Q) C L>=(R) e isto implica que
| Rpvk| e |Vi| sdo limitadas por uma constante. Além disto, usa-se o facto de 2 — ¢(z) > 0
e obtém-se
(1R + Vi) < 77 < C.

Logo,

c S ! 2—q(z
(|Ruoe| + [Vi|)™*

s = (|Ryve| + [Vi))" 2. (2.202)

Substituindo ([2.202)) em ([2.201]),

C HXkHiQ(Q) < (\thk’q(z)ﬂ Ry — |Vk|q(m)72 Vkan) :
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Desta forma, a estimativa ([2.133|) passa a ser

L0 16 + S 19 + C el < S0 (024 1)

<
‘<|Uk|q D72 g — |thk|q(z)72 Ry, Xk:) ’ -

+

Através das desigualdades de Holder e Young (Teoremas [A.1] e [A.30)),

Clw)

a||9k||p<m+ V0l + (C = £1) Ikl 720y < (02 + h*)

2
-+ Osl ‘Uk|q(33)—2 Vi — ‘thk’q(m)—Q thkH

L2(Q)

Sem perda de generalidade, seja C' — &, > (3 com Oy € RT. Assim,

< Gl

(67

1.
§3||9klliz(g)+ V0 720y + Ca Il 20 (0% + h*)

2
+ C H ‘Uk|q(w)—2 Vr — ‘thk’q(m)—Q thk‘

L2(Q)
Por outro lado, do Teorema|A.32 com z € § fixo e 8 = ;’% =2—q(z) > 0, segue
que
2
H|Uk|q(x)72 Vi — |thk‘q(x)72 thkH < C H|UJ |q (@)= 1’ (2203)
12() 2Q)
Logo,
1= 2 o 2 2 C(u) s
SO0 0y + 5 90kl + Co Iy < =2 (62 + 1)
L2
+C H|wk|q(m)* ) . (2204)
L2(Q)

Nesta etapa da prova considera-se p(x) € [p~,pT] C (2,3), equivalentemente, ¢(z) €
la7q"] C (3,2). Assim,

|q (z)— 1‘

s

/|w P9 e = potaiey—1) (i) -

Utiliza-se o Teorema [A.18| e obtém-se

-
L2(Q)

-1 2(qt-1)
< Il'la,X{”CUkHLQq(q(z) (Q H kHL(Qq(q(I) D(Q }
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Usa-se o facto de 1 < 2(¢q(z) — 1) < 2 e aplica-se o Teorema para obter uma
imersdo continua L?(Q) — L2@@=1(Q) tal que

H|W |q (z)—1

+
o < Cmax {200 el 35000} (2.205)
@

Caso p(z) € [p~,p'] C [3,00), entdo ¢(z) € [¢7,q"] C (1,2] e do Teorema m
obtemos

H‘W ’q (z)—1

+,1)
LQ(Q)<CmaX{HwkHL2 Mewel 2, } (2.206)

Nota-se que, para p(z) € [p~,p*] C (2,00), ou seja, q(x) € [¢7,qT] C (1,2), tem-se
de ([2.205)) e (2.206))

o

+,1)
) < CmaX{HwkHLQ New kHL2 }

Através da definicdo de wy em (2.123)) e do Teorema [A.29, vem que

s,

< C'max {hQS(‘f—l), h28(q+_1)} ,

L)

onde C' = C(v,q ,q"). Desde que ¢~ < ¢", 0<h<1es>1, entdo

H|wk|q(x)_1‘ 2
£2(Q)

< Ch*l@ =D, (2.207)

Substituindo (2.207)) em ([2.204)),

0 10lI72(0) + @ IV 0kl 720y + O lIxillz2g) < C (52 + 14 h2s<q*—1>> ,

Logo,

10k172 () + @0 V0] 20 + CO lIxkllz20) < 1051117200
+C5 (52 R4 h28<q*—1>) . (2.208)

Consequentemente,

16811720y < 6k—111720y) + C5 (52 + R4 h2s(q——1)> '
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Parak=1,...,n en € N* segue que

”9’?“;(9) < H00||i2(9) + Cok (62 + R 4 h28(q_—1)> '

Por hipétese 5 = 0, § = % e k <n, assim
164720 < C (52 +h* o+ h28(‘f‘”) . (2.209)

Por outro lado, utilizando a desigualdade de Minkowski (TeoremalA.3) e o Teorema[A.31]

obtemos
2 2 2
lur — Ukllz2(q) < C llur — Rpurll72 ) + C 10kl 720 -

Do Teorema |A.29| e de (2.209)),

||uk i Uk”i%g) S C (52 + h25 + hQS(q7—1)> .

Investigam-se os termos dominantes e conclui-se que ([2.197]) é valida.

Retorna-se a estimativa ([2.208)) e obtém-se

ad ||V6’k||i2(9) < Hgk—IHiZ(Q) +Co (62 + A% 4 h2s(q‘—1)) ‘

Por ([2.209)),

) ) h25 hZS(q’—l) ) gala——1
[V0lI720) < C | 640"+ = T+h5+hS<q -0 (2.210)

_|_

Por outro lado, da desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3)) e do Teorema vem

que
IV (ux — Uk)”i?(ﬂ) <OV (ue — Rhuk)“i?(Q) +C ||V9k||i2(g) .

Substituindo ([2.210)) e aplicando o Teorema m

h25 h25(q*—1)

IV (ur = Up) |20y < C (5 + 0%+ st R 4op2s 4 hQS(q—”) .

J

Estudam-se os termos dominantes e obtém-se ([2.198]).
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Novamente pelas estimativas (2.208)) e ([2.209)), segue que

h2s hZS(q_ -1)

—t+———+ h? + h%(‘f—l)) . (2.211)

Ikl 72y < © (5 +0%+

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3) e do Teorema [A.31]
vk — Vk”i%n) < Cllog — Rh”k”i?(g) +C HXk”i?(Q) :

Com o Teorema e com a estimativa ([2.211]), obtemos

h2s h25(q*—1)

- 4 h28 + h25(q—1)> )

2 2
||Uk—Vk||L2(Q)§C<5—|—5 + 5 5

Verificam-se os termos dominantes e conclui-se que ([2.199)) é satisfeita.

Finalmente, de maneira andloga ao Teorema [2.29] tem-se

C _
2 _
19Xkl 2(0) < 5 (1812 + 10l 2@y ) Ikl oy + € (82 + 2+ 260

Substituindo (2.209)) e ([2.211)),

||VXk||i2(Q) S O (62 _|_ h2$ + hQS(q—_1)>

) s ps(a—1) )
+ ¢ (5 + hs + hs(q"1)> 02404+ 4+ ——+h+ D) (2212
) 53 §2

2

Da desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3) e do Teorema [A.31]

IV (o = Vi)l 2y < C IV (s — Rivi)l|72 () + C IVl 720 -

De (2.212) e do Teorema [A.29]

IV (vk = Vi) 720y < C (52 + R2ED 42 4 hzs@‘*l))

s hs(q_fl)

¢ (5 + R+ hs(q’—l)) 02 40+ — + ——— +h R
0 52 53

2

Termina-se a demonstracao com a compara¢ao dos termos dominantes e a obtencdo da

estimativa (2.200). W
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A seguir, analisam-se os termos dominantes que determinaram as estimativas ([2.197)),

(2.198), (2.199) e (2.200)) no Teorema [2.33

Observacdo 2.34. Segue do Teorema[2.33 que,

ok = Ul < € (82 + B2+ n2@ D), (2.213)
h2s h25(q*—1) B
IV (ur = Up) |20y < C (6 + 0% + st —+ R~ 4o p2s 4 op2s@ =D )
(2.214)
h2s h25(q*—1) B
lox = Vill 2oy < © <5 +0% S b T AT RN —1)> , (2.215)

|V (v — VQH%Q(Q) <C (52 LR 4o hgs(q7_1)>

C - | he  hsla D -
+= <5 + h* 4 b2 ‘”) (52 + 6+ Tt he + hl —1)> . (2.216)

2

onde0<h<1,0<d<1l,1<s<r+1,r>1leq(z)€(q,q"]C(1,2).

Inicia-se a investigagdo para a estimativa (2.213)) observando que,

2$(q_—1)§2$<:>q_§2.

Desde que 0 < h < 1, entao

h2s < p2sla =D, (2.217)

Desta maneira, a estimativa ([2.213)) torna-se (2.197)).
Para a estimativa (2.214)), deve-se comparar h>=1) h?s e h?(4" =1 Utiliza-se ([2.217)

e comparam-se apenas h*5~1) e p2sla—1),

2s —1

2s(¢—1)<2(s—1)&q < <2

Y

poiss € N es>1. Assim,
R~ < p2sla=h), (2.218)
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Por outro lado, de (2.217)), tem-se

h2$ h25(q_—1)

< 2.21
R (2.219)

Portanto, utilizando (2.152)), (2.218) e (2.219) prova-se que a estimativa (2.214) é
equivalente a ([2.198]).

Destaca-se que, de (2.152), (2.217)) e (2.219)) a estimativa ([2.215)) € reescrita como
£199).

Finalmente, resta-nos investigar (2.216|), nomeadamente,

|V (v, — Vk)”iz(g) <C (5% + 0+ 02 4 pola ) o p2slam =) 4 p20s=1) 4 s h25>

h25(q_ -1) hsq™ 2s

h2$

+—+

o hsla™—1) hs  Rp2s(a =1 psaT
S S S S L A Y

Para os termos dependentes apenas de ¢, verifica-se que

62 < 6 < 53,

2

+E?)'QQN)

(2.221)

Para os termos h*(~ =1 p2s(a™=1) p2(s=1) bs e h25 ytilizam-se (2.217)), (2.218)) e faz-se

necessdrio comparar apenas h*¢"~1 25" =1 e b5 Nota-se que

{ s(gc—1) < 2s(g"—1) <1
s(g”—1)

S S q

IA A
IA A
()

e isto implica que,

p2sa™ -1 < hS(q‘—l)’
{ B < pota—1). (2.222)
Consequentemente, tem-se
hs hs(q’fl)
5—% ST (2.223)

Por outro lado, para as fragbes com denominadores § utiliza-se (2.217)) e comparam-se

h2s(a™ —1) hsa
5 €5

apenas
2s(q’—1) <sq &q <2
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Logo,

sq~ 2s(¢——1)
hé <h — (2.224)

Para as fracbes com denominadores 5%, utilizam-se ([2.217)) e ([2.224)) para demonstrar
que

hsa™ h2s(a™—1)
5 < 5 . (2.225)

(I
(1]

Substituindo (2.221)), (2.222), [2.223), (2.224) e (2.225) em (2.220),

1 _ hS(q_*l) h2s(q_71) hQS(q—,l)
IV (05 = Vi) l72iy < C | 07 + 7D + ——+ .
5§ 5 55

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores.

Nomeadamente,
. 3 h2s(q’fl) h23(q’fl)
<-= .
—2 ) -5
Assim,
) _ psta—1)  p2s(a—1)
IV (o = Vi) 2y < C (52 + R 4 T : (2.226)

. . ~ s(g— —1) 2s(q— —1)
Para terminar, deve-se realizar a comparacao entre h ] e L e Para tanto,
2 2

suponha que h < C5% onde 3; > 0 e i = 1,2. Desta forma, segue que

2B1s(¢_ —1)—1

s(a=-1) ,
W < st D5 — 0

5z

h2s(a™—1)
)

Utiliza-se o facto dos denominadores serem iguais e comparam-se apenas os numeradores.

4B2s(¢” —1)—3
2

< 5225 -D§=5 — 0§

(NI

Através da restricdo de 3; > 0, tem-se

2518((]_—1)—1>0@61>m

4528<q_—1)—3>0<=>/62>m.
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Destaca-se que,
1 3

25 —1) - sl — 1)

=S 1<q .

Consequentemente, 3; >

€ a menor restricdo. Portanto, a estimativa ([2.226))

1
2s(¢——1)
torna-se

L B hsla™—1)
IV (v = Vi) I72() < C <52 + R 51 )
2

e isto implica que ([2.200]) ¢ satisfeita. Além disto, h < C6™, com By > 5

1
ST estabelece

um critério para que exista a ordem de convergéncia do Teorema [2.33|

2.2.7 Ordem de convergéncia com 2 < p(z) < oo e Q C R com d > 1

A investigacdo da ordem de convergéncia em relacdo a h e em relagdo a 0 é explicitada
nesta subsecgdo para o caso em que p(z) € [p~,p"] C (2,00) e 2 C RY com d > 1.

Adicionalmente, mostra-se o critério da existéncia da referida ordem.

Teorema 2.35. Sob as hipdteses do Teorema e considerando 0 C R* com d > 1,

tem-se

2s((¢7)%-1)
Jur = Ukl o) < C (5 +hooa ) : (2.227)
25((g7)%-1)
1 q+4 2s((a0)%-1)
IV (= Ubllga) < € 0%+ ———+h |, (2.228)
2
39— hgsq;—(q-&:;l) 3sq” (¢_—1)
lvr = Vill oy < C | 6@ 0 4 ——— +h v |, (2.229)
J4a+1)
3q9 33121(;81;4—)1) 3sq” (¢~ —1)
IV (v, = Vil g2y < C | 056 0 + ————+h 2@+ | (2.230)
§8@+1)

q +4

onde C = C(u,v,p~,p*,T,a) é uma constante e a relagio h < C6”, com 3 > N CREEL

garante a existéncia da ordem de convergéncia.

Demonstracao

O inicio desta demonstracdo segue de maneira idéntica a prova do Teorema [2.29| até a
obten¢do da estimativa ([2.133]).
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Paraz € Qfixoe < g = (() ) < 2 tem-se pelo Teorema |A.32

4(q(2)+1) (a(x)2)q()12)
/ Xk 5@ (|Rpvp] + Vi) %@ do

S (\thk\q Rh’l)k — H/k’q@:)_2 Vk, Xk) . (2231)
Observa-se que

3 3¢ 3q(x) 3¢*

- < < < < 1. 2.232

4 " 2(¢+1) ~ 2qx)+1) ~ 2(¢gT+1) ( )
Assim, através do Teorema vem que

O\ &
T* 4<q<x>+1> 4(q(2)+1) (1(e)=2) B +2)
(2)" ppma, (el S5) " < [l 505 (e + ) "5
onde
3q™ 4(g(2)+1) (a(2)=2)(3q(x)+2)
t=__ 3q(2) R Vi 3q(2) >1
D TP ) M H'X’“‘ " (Rl + ) o) =
"= - ) S8 ”’Xk:‘ e (| Rrvw| + |V1~c|)W <1,
2((]7 + 1) LY(Q)

e Cy > 0 é uma constante tal que

1
(@) -2 Ba@+2) \ 177 (@) -2)(3q(x)+2) \ 17T
3q(x) 3q(z)
q(z)—2 q(z)—2

onde considerou-se V = |Ryv;| + |Vi| por simplificacdo de notagio.

Cy <

9

Simplificando,
1
Co\ ™ 2 (a(2)—=2)(3q(2)+2)
(22) Ikl 20 /\xk ST da (2.233)
com )
Cy <

max {Psq(w)+2 (IRnvil + Vi)™, paq(ay+o (| Ruvw| + |Vk!)1_r+}

De ([2.233)) e (2.231)), tem-se

= z)— x)—
ClIxellfa ) < <|thk|Q( )72 Ryyug — [V "™ 2Vkan> : (2.234)
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Substituindo (2.234)) em ([2.133)),

2 C(u s
SO0y + S IV ey + O ey < 0 (52 4 1)

+ ‘(|Uk|q(x)72 vk — | Rnor "7 Ry, Xk> ) -

Através das desigualdades de Holder e Young (Teoremas [A.1] e [A.30)),

C(u)

2
SO0 aey + 5 I8k ey + (C = ) logey < © (82 4 1)
2
+ Cs1 |U;g|q(x)_2 Vi — |thk’q(a¢)—2 thk = .
L2()
Considerando C' — &, > (5 com C3 € RT, vem que
Z C(u) ]
2
+ C |Uk|q(x)—2 Vg — |thk’q(x)—2 Rhl}k o .
L2(Q)
De ([2.203)), segue que
T o
0k 92 0y, — |Ryon "™ 2 Rywe||” < € H]w @t
L2(Q) L2(Q)
Assim,
L 2 Q 2 = C(u) s
SO0l sy + 5 196120y + Cs el ey <~ (82 + )
+C H\wk]q(ﬂ”)*l T (2.235)
L2(Q)

Analogamente a prova do Teorema [2.33] obtém-se

2
_1||z=F 25(¢g”—1)  2s(gT-1)
o SCmaX{h 2= h 2% }

L2(Q)

H ’wk‘q(w)

Da definicdo de r* obtém-se quatro possibilidades para os expoentes. Nomeadamente,

_2
1] 2—r*

L2(Q)

(2.236)

25(" 1) 2s(¢" -1  2s(gt-1) 2s<q+1>}

H|wk|q<‘”> gcmax{h e N = =
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De ([2.232)), tem-se

3 B 3q~ 3q*
—<r = <rt= <1,
4 2(¢-+1) — 2(¢gt +1)
isto implica que
1 < L < L <1
5 2—r~ — 2—17rt '

Além disto, usam-se os factos de 0 < h < 1, s > 1 e obtém-se

2s(q_—1) 2s(q_—1) 2s(q”_ —1)
max h 2—r— ,h 2—rt :h 2—r—

2s(q+71) 2s(q+71) 25(q+71)
max h 2—r— ’h 2—rt :h 2—r—

Substituindo em ([2.236)),

H |wk‘qw)—1

ﬁ 2s(q”—1) 2s(qT—1)
< Cmax<h 2 _h 2 )
L2 ()

Desde que 1 < g~ <¢q" <2, entdio0<q —1<¢"—1<1. Logo,

2z 2s(g~—1) 4s((a7)%-1)
< Ch 2~ =Ch a+ | (2.237)

L2(Q)

H |wk|tJ(w)*1

Substituindo ([2.237]) em ([2.235)),

2 2 2 2
16k 1720y + @0 [[VOk||720) + CO Xkl 12 () < 106111720

4s((g7)% -1

+Cé (52 + 1%+ b a ) . (2.238)

Consequentemente,

2 2 o 9s o AaD?-1
HHICHLQ(Q) < H9k71’|L2(Q) +C6 6" +R°+h a+4 .

Para k=1,...,n comn € N¥,

2 2 2, s, g Ul
HekHLZ(Q) S ||60HL2(Q) +05k 0] —|—h + h o +4 .
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Desde que 6y = 0, 6 = £ e k < n, segue que

4s((¢7)%-1)
1011720y < C (52 +h% 4 e ) . (2.239)

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Minkowski (Teorema|A.3)) e o Teorema|A.31]

obtemos
2 2 + 2
lwe = Ukllz20) < C'lluk — Ryukllz2i) + C 10kl 720 -

Substituindo ([2.239)) e utilizando o Teorema m

9 o 9 4s((¢ )% -1)

Verificam-se os termos dominantes e obtém-se a estimativa (2.227)).

Retorna-se para a estimativa ([2.238)) e tem-se

2 2 PR (U LES )

De (2.239),

4s((¢g7)%-1)
2s h o +4

HV9kHiz(g)§C 64 0%+ 5 +T

4s((¢7)%-1)

+h*+h ] (2.240)

De maneira andloga, utilizam-se a desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3)), os Teore-

mas |A.31} e a estimativa ([2.240|) para obter

4s((g7)%-1)
25 BT g4 4s((g7)%-1)
IV (ur, = Uk 2y < C | 646"+ st —+ RAED L B2 p b e

Investigam-se os termos dominantes e demonstra-se que ([2.228)) ¢ satisfeita.

Novamente retorna-se a estimativa ([2.238)) e obtém-se

= 4s((a)2-1)
C8 |Ixkll 750y < 10k-11172q) + C9 <52 T RE 4R e ) .
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Substituindo ([2.239)),

4s((¢7)%-1)
45((g7)%-1)

% ) h2s h a—+4 )
HXk EQ(Q)SC 0+ 0%+ 5 +T+hs+h a~+4

Da desigualdade de Minkowski (Teorema [A.3)) e do Teorema |A.31] tem-se

4sr*((¢7)2-1)
q—+4 4s7*((¢7)2-1)

+ h23r* + h 4

2sr*

HXkHiQ(Q) S C 5T* _|_ 627‘* + 57‘* + 5T*

Por hipétese 0 < h < 1e 0 < < 1. Além disto, r~ < rt, entdo

h2s™ h4ST7((Q7)2_1) ((a7)2-1)
_ _ ST q— +4 _ 4sr” ((¢7)*—1
||Xk||iz(g) S clé + 521“ + = + 5 + h?sr + h =)

Da definicdo de r~, vem que

2
||XkHL2(Q)
3sq 6sq” (¢~ —1)
_ 39 39— hq*+1 h q— +4 3sq” 6sq (¢ —1)
SO o2+ $ 5+ 4 ——— + = thos+h . (2.241)

J2(a+1) J2(a+1)

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3]), dos Teoremas |A.31] e de
(2.241)), segue que

2
vk = Vil 720
3sq— 6sq” (¢~ —1)
3q 3q— hq7+1 h q— +4 9 3sq 6sqg” (¢~ —1)
< C | 2@+ 4 fa—+1 + - + - + h*¥+ ha+1 + h o +4
> — —
)20 +1) J2(@+1)

Verificam-se os termos dominantes e conclui-se ([2.229)).

Finalmente, de maneira andloga ao Teorema [2.29] tem-se

C _
2 s s —
19kl 20y < 5 (18-l + 10l 2y ) Ikl gy + € (82 + 2+ 26D,
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De ([2.239) e ([2.241]), obtemos

||VXk||iz(Q) <C (52 Ry hzs(q—_1)>

C 25((g7)%-1) 3¢~ 3¢~ hz(is—q;n hBSq;q;fl)
+ g O+h°+h o +4 04+ 4 H2a+1) = + e
J4a—+1) ) 4(a—+1)
5q~ s¢”(¢_—1)
+ h2<zf+1) + h3 qq—q+4 - > . (2.242)

Por outro lado, da desigualdade de Minkowski (Teorema |A.3)), dos Teoremas|A.31,
e de ([2.242)), vem que

IV (vr = Vi)l 2y < C (52 + R2eD g% 4 hzs(‘f—l)>

3sq” 3sq” (¢— —1)
C 2s((¢7)%-1) 3q” 3¢~ h2@@ +1) h™ o +a
+—=|0+R +h o 5+ 4 020 1) 4 ——— —
29 _°9
0 J4a+1) O 4a—+1)

3sq 3sq” (¢~ —1)
+ h2a+) + h 0+ .
Conclui-se a prova com a andlise dos termos dominantes e a validacdo da estimativa

). =

Seguidamente, investigam-se os termos dominantes do Teorema [2.35

Observacgdo 2.36. Do Teorema[2.35, tem-se

9 9 0% 45((g)° 1)
lue = Ukllzeqy S C (0" +h™ +h o+ , (2.243)
s((g7)%~1)
2 N h4 e 9(s—1) 9% 4s((g7)% 1)
||V(Uk—Uk)||L2(Q)§C d+0 +T+T+h +h+h a4
(2.244)
ok — VkHiQ(Q)
3sq— 6sq” (¢~ —1)
_ 3¢ 397 hqi+1 h g~ +4 2 3sq 6sqg” (¢~ —1)
< C | d20a+) 4 fa—+1 4 — + = +h*¥ 4 ha 1 h a4
)20 +1) )2(a—+1)

(2.245)
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||V (Uk - Vk)“iQ(Q) < C (52 + hQ(S—l) + h23 + hQS(q—_1)>

C 25((a™)2-1) 34~ 3q™ = e
+ 3 <5 +h¥+h o+ > d4a=+D) 4 H2a+1) e + e
G Aa=+1) d4la=+1)
3sq— 3sq” (¢~ —1)
C (1,2).

onde0<h<1,0<d<1l,1<s<r+1,r>leq(x)€lqg,q]

Inicialmente, para a estimativa ([2.243)) observa-se que,

4 2 -1 3 3
Mg%@ (q_+§) (q_—2) <0&q € {—5,2].
Por hipdtese q(x) € [¢—,¢"] C (1,2) e0 < h < 1, assim

5 4s((g7)%-1)
R < B oo (2.247)

45((¢7)%-1)

Desta maneira, a estimativa (2.243|) resulta em (2.227)).
g~ +4

Para a estimativa ([2.244), devem-se comparar os termos h2~1 h%* e )
) . . 5 o(s_1 4s((a7)?=1)
Através de (2.247)) faz-se necessario realizar a comparacdo apenas de h*=1) e b~ a=+i

Nota-se que,

%§2(3—1)@23((1_)2+(1—s)q_—6$—|—4§0,

e isto implica em

3—1—\/4932—34s+1< _<s—1+\/49s2—34s+1
>q = .
4s 4s

Observa-se que,

s—1+\/4932—34s—|—1_2

s—1+\/4932—34s+1_1+\/129

lim e lim
522 4s 8 5—00 4s
Desta maneira,
4s((¢7)%-1)
) (2.248)

h?(s—l) < h o +a
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Além disto, de (2.247|) vem que

4s((¢7)%-1)
h?2s h a+4

o - 4] ‘

(2.249)

Portanto, utilizando (2.152)), (2.248)) e (2.249)) transforma-se a estimativa ([2.244)) em
2.228).

Nesta etapa, investigam-se os termos da estimativa (|2.245)). Para as poténcias depen-
dentes apenas de §, segue que

logo,

q— 3q
§TH < §FaTD (2.250)

3sq 6sq” (¢~ —1)
Para as poténcias de base h, nomeadamente, h?*, ha~+1 e h ¢ ++ | tem-se

6sq (¢~ —1) 2
—_— 22 =3V -4 —4<0 & —=< - <2,
14 =% (¢7)* —4q < 5S¢ <
6sq (¢~ — 1) 3sq~ 3
< &2 )P -¢g —6<0 o ——-< ¢ <2
14 So a1 (@) —q < T
assim,
6sq” (¢— —1)
h25 < h o +4 ,
3sq~ 6sq” (¢~ —1) (2251)
ha+1t < h o +4
Consequentemente,

3sq” 6sqg” (¢~ —1)

ha +1 h o +4
<

(2.252)

3q - 39—
O 2(a=+1) O 2(a=+1)

Portanto, utilizam-se (2.250)), (2.251)) e ([2.252)) e demonstra-se que ([2.245|) implica em
(2.229)).
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Para a estimativa ([2.246), tem-se

2 3sq77(q7—1) . 2(s—1) 2s 2s(g——1)
IV (vk = Vi)llz2 S C (b o+ + A2+ +h +h*+h
s(5(a7)% 3¢~ —2) (59~ +2) 5(4(a7)3+7(¢7)2+8¢~ —4) s(3(a7)%—2¢~ +4)
o g +4 h 2(a=+1) h 2(¢~+1)(a— +4) g +4
+ + +
) ) ) )
s(5(¢7)2-3¢" —2) s(5¢~ +2) s(4(q7)3+7(¢7)2+8¢ —4) s(3(¢7)2—2¢ +4)
a—+4 h 2(a=+1) 2(¢~+1)(q~ +4) g +4
+ ¢ _Tq”+4 Tq— +4 Tq— +4 + Tq— 44
) 4a=+1) ) 4a=+1) ) 4a=+1) O 4a—+1)
2s((¢7)2-1) 2s((¢7)2-1) 3s¢” (¢~ —1) 3sq~
= +4 hs = +4 hs = +4 h2(a=+1)
+ C q—+4 q—+4 + 2—qg— 2—qg— + 3q— 39—
J4a=+1) JAa=+1) ) 2(a=+1) ) 2(a=+1) ) 4a+1) O 4a—+1)

+C (54(53+1) + 52(521> + (52) . (2.253)

3q— 39~
Para os termos §4a—+1), §2(a—+1) e §2 tem-se

3q~ 3q~ _
< &g € (—00,1) U0, 00),
4(g—+1) — 2(¢ +1) g (—00,1) U0, 00)
39~ 8
1 <9 “e(—o0,—=|U(=1
e +D) S S q E(oo, 5} (—1,00),

logo,

39~ 39"
02 +1) < J4a+1)
= ’ (2.254)

3¢~
&2 < J4la+1)

3sq” (¢— —1)
q—+4

, hzésfll), R2(s=1)  p2s o p2s@ 1) pDe

3s¢” (¢~ —1)
q~ +4

A seguir, investigam-se os termos h
3sq _
, h2@=+1) e hZS(q *1)_

(2.217) e (2.218)), faz-se necessario comparar apenas h

Nota-se que,

3sq~ (¢~ — 1) 3sq~ B 3
< &g € (oo, —4) U=, ~1)U0,2],
L < e (U5 -D U
3s¢ (¢~ — 1)

<2s(q —1 - € (=00, —4)UT1.8
" < 2s(q ) & q € (—o0,—4)U|[L,8],

e isto implica que,

3sq (¢ —1)
g~ +4

3sq
h2a=+1n < h ,

(2.255)

3sq” (¢~ —1)

h25(q7—1) < h o +4
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Para as fragbes com denominadores 0, segue que

onde

Assim,

((5(5(¢7)* =3¢~ —2) _ s(5¢” +2)
q +4 ~ 2(¢ +1)
5(5(g7)* =3¢~ —2) _ s(4(q )’ +7(q7)* +8¢ —4)
g +4 2~ +1)(q~ +4)
s(5(¢7)* =3¢~ —2) < s(3(¢7)? —2¢~ +4)
L qg +4 - g +4
( [ 3
Sl = (—OO, —4> U —5, —1) U |:——,2:| ,
[ 3
Sy = (—o0,—4) U —5 -1)ulo,2],
[ 3
Sy = (—o00, —4) U |2, 2| .
L | 2
( s(5¢~ +2) 5(5(q—)2—8q— —2)
h 2(a=+1) g~ +4
< )
) - )
s(4@ )3 47(¢ )% 48q" —4) s(5(a7)%2 -3¢~ ~2)
h 2(q—+1)(¢— +4) g +4
< )
) - )
s(3(g7)2 24" +4) s(5(a7)2 -3¢~ ~2)
g +4 = +4
<
\ ) - )
Analogamente, vem que
( (54~ +2) s(5(¢7)% -3¢~ ~2)
h 2(a—+1) a—+4
< )
7g”+4 — 7qg”+4
J4a=+1) O 4a—+1)
s(4a )3 4+7(¢ )% 48q" —4) s(5(a7)%2 -3¢~ ~2)
2(g—+1)(¢—+4) g +4
< )
79" +4 - 7q”+4
) 4a=+1) O 4a—+1)
s(3(¢7)% 29~ +4) s(5(¢7)2 -3¢~ ~2)
q~ +4 q— +4
7q—+4 = 7q—+4
\ 4@ +1) d 4@ +1)

2s5((¢7)2%-1)

h 9 +4 h?
Para os termos *— —— e —*—, observa-se que
s4(a—+1) 54(g™+1)
2s((q7)*—1
g +4
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(2.256)

(2.257)



desta maneira,

bs h2s<<q—)2—1>
q—+4
e = - (2.258)
O 4a=+1) ) 4a=+1)
De maneira analoga, segue que
be h23<<ﬂ2_1)
q=+4
_2-q=  — 2-¢— (2'259)
)2(@+1) J2(a+1)

3sq” (¢~ —1) 3sq
—+4 2(q—+1) .y
! e "= T utiliza-se (2.255]) e mostra-se que

Para os termos "—— .
_3q¢” q
§4(a™+1) §4(g—+1)
h 3sq” hj&sq_(q_fl)
2(¢~+1) q~ +4
e = = . (2.260)
J4la+1) J4a+1)

Substituindo ([2.254)), (2.255)), (2.256), (2.257)), (2.258)), (2.259)) e (2.260) em (2.253)),

9 3q— 3sq” (¢~ —1)
IV (ve = Vi)lp2q) < C [ 64@+D + b a4
5(5(¢7)% -3¢~ ~2) 5(5(¢7)% -3¢~ ~2) 2s((¢7)2-1) 25((g7)%-1) 3s¢” (g~ 1)
a—+4 h a—+4 a+4 h o +4 h o +4
+ C 5 + 7qT+4 + q—+4 2—q— 39—
O 4a=+1) J4a=+1) 2(a+1) J4a—+1)

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores

Nomeadamente,
. 1 s(5(¢7)2 -3¢~ ~2) hs<s<q*)2—3q*—2)
4 q—+4 qT+4
< AT s g e (—oo, 1) U0,00) = <t
4(g=+1) 0 §ata—+1)
e
5 4 25((g7)%-1) 2s((¢7)2-1)
— qi qi —+ -~ q—+4 q—+4
< & q € (—o00,—1)U0,00) = T < —
§2(a=+1) O 4a—+1)

2(¢-+1) ~ 4(¢ +1)
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Assim,

8q~ 3sq~ (¢~ —1)
17 (= Wl < € (470550 41775 )

5(5(g7)%2 3¢~ —2) 25((g7)2-1) 3sq” (¢~ —1)
g~ +4 h g~ +4 h g~ +4
+C — + p— + = (2.261)
4@ +1) O 4a—+1) ) 4a=+1)
s(5(a7)% =3¢~ —2) 25((g7)%-1) 3s¢” (¢~ —1)
. . —+4 — 44 — 44 .
Para finalizar, deve-se comparar — A e ™ Para isto,
q— +4 q— +4 3q
§4(g—+1) §4(g—+1) §4(g—+1)

suponha que h < C8% onde B; > 0 ei =1,2,3. Desta forma, tem-se

s(5(a7)2=3¢~ ~2) )
4B1s(5(¢")“ =3¢~ —2)(¢— +1)—(Tq~— +4)(¢— +4)

g +4 B1s(5(a7)%2—3¢~—2) _ 7q 44
~+4 4+ = 4(g=+4) (¢~ +1)
— < q ) 4a (o0 q q ,
) 4@ +1)
25((a7)%-1) ) ) )
g~ +4 2B9s((¢)*—=1) g +4 8B2s((a—)*—=1)(q~ +1)—(q~ +4)
a—+4  § A +) =) 4(g™+4) (¢~ +1)
qg—+4 -
04 +1)
e
3sqg” (¢~ —1)
g~ +4 383sq” (¢~ —1) _ _ 3q" 1283sq” (¢~ —1)(a~ +1)—3q" (¢~ +4)
- = +4 ) 4+ =9 4(q~ +4) (g~ +1)
—
J4a+1)

Observa-se que os denominadores sio iguais, entao comparam-se apenas os numeradores.

Através da restricdo de [3; > 0, tem-se

(7Tq~ +4)(¢ +4)

> B =3¢ —2)(@ + 1)
(¢ +4)?

P @ D+ 1)
qg +4

%> e - D D

Para [33 e [31, nota-se que

g +4 (g +4)(¢” +4) _
B Dl 11 - 56 P s 2+ 0

onde Sy = [—4, 1)U (—=1,—2) U (1,00).
Por outro lado, 3 e 35, tem-se

¢ +4 (g~ +4)? B
4s(q= = 1)(¢~ + 1) = 8s((g )P —(g +1) 1€ S,

com S5 = (—o0, —4] U (1, 2].
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q—+4

I (CRLE)] € a menor restricdo. Desta maneira, a estimativa

Consequentemente, 33 >

(2.261)) passa a ser

3sq_ (¢ —1)

2 337 33q77(q7—1) h q— +4
HV (Uk - Vk‘)”LQ(Q) < C | s+ 4+ a+4 + =
Jala=+1)

Portanto, (2.230)) € verificada. Adicionalmente, h < C'5%, com 35 > ﬁ, deter-

mina um critério para que exista a ordem de convergéncia do Teorema [2.35,

No que se segue, apresentam-se as tabelas com as ordens de convergéncia demonstradas

nos Teoremas [2.29] [2.31] [2.33| e [2.35]

A Tabela explicita a ordem de convergéncia, em relacdo a ¢, da solucdo discreta para

a solucdo fraca.

Tabela 2.2: Ordem de convergéncia, em relacdo a ¢, da solu¢do discreta para a solugdo fraca.
p(z) 1 <p(z) <2 2 <p(x) <o
QCc R d=1 d>1 | d=1 d>1
lur = Ukll 20 0(9) 0(9) 0@) | 0©)
IV (ux = Ug)ll 2y | O002) | O(%) | O(6%) ow%)
low = Vil | 0G67F) | 0@+) | 0(6%) O<64<q )
IV (e = Vo, | 06FF) | 0@77) | 0(6%) | 05" )

A Tabela mostra a ordem de convergéncia, em relagcdo a h, da solucdo discreta para

a solucdo fraca.

Tabela 2.3: Ordem de convergéncia, em relagdo a h, da solu¢do discreta para a solugdo fraca.

p(z) 1 <p(z) <2 2 <p(x) <oo

QcCRr? d=1 d>1 d=1 d>1
il sqT . 2s((a)?—1)
lur = Ukl y20 o(hzat 1) O(hia=0) | O(h*™ D) | O a+1 )
L ot sqF L 2s((a)7-1)
Hv(uk_Uk)”LQ(Q) O(h*~ ,h2<q+*1>) O(h4at-1) O(h5<q - )) O(h o +4 )
s s _ 3sq” (¢— —1)
e = Vellyzgoy | O(he™ =) 0T D) | oW V) | o(h )
s s s — 3sq” (¢ —1)
IV (0r = Vi)l 2y | O(h2F—D) o) | o™ =) | o 2 )

Apresenta-se a seguir uma condicdo necessaria em h e ¢ para que exista a ordem de
convergéncia. Neste caso, considera-se h < C6%, com B > ¢ e os valores de ¢ s3o dados
na Tabela [2.4]
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Tabela 2.4: Relagdo entre h e §.

p(z) 1<p(x) <2 2 <p(z) < o0
QCR* |d=1| d>1 d=1 d>1
c gt -1 2(¢t-1) 1 g +4
sqt sqt 2s(qg——1) 4s5((¢—)2—1)

2.2.8 Discretizacao por bases de Lagrange

Nesta subsec¢do, transforma-se o Problema (2.92) num sistema de equagdes algébricas.
Para tanto, suponha que o espaco de elementos finitos S}, seja formado por uma base de

Lagrange. Nomeadamente,

Sh = <9017Q027 < 7()0Nc>'

Conseq uentemente, representam-se

N, N
Ue=> i (te) i, V=Y 0i(ts) s,
- — (2.262)

Ne Ne
V= Z%‘%‘, ¢ = ZWP@
i=1 i=1

onde @;(tx) e 0;(tx), com i =1,..., N,, sdo os coeficientes constantes a serem determina-

dos e as fungoes 1); e n; sdo arbitrérias.

Substituindo (2.262)) no Problema (2.92)), tem-se

N. N, N. Ne
(Z a; (tr,) 901‘72%901‘) +9 (VZ@Z (tk)%‘,vzwi%>
=1 . =1 4 =1 .. i=1 N o
+ad (Vzﬂz (tx) %7VZ?/J¢S0¢> . <Z U (tr-1) %,Z%%> +0 (f (tk),Z%%’)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

€
N, Ne Ne «(z)=2 N, Ne
(VZ@,- (tk)soz‘,VZm%) = [ D w (k) i D) i Y i
=1 =1 i=1 i=1 =1

Usa-se o facto de @;(tx) e 0;(tx) serem os coeficientes constantes e, além disto, da

arbitrariedade das fungdes v; e 7;, escolhem-se sem perda de generalidade ¢; = 7, = ¢,
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com j=1,..., N.. Assim,

e Ne Ne Ne

DO i (t) (pi ) +0 )Y i (k) (Vepi, V)
j=1i=1 j=1 i=1
+ww§:§:ulm (Vei, Vj) = }:E:uzml s 05) +5§: ). ¢;) (2.263)
7j=1 =1 7j=1 =1
e
N. N. Ne Ne 9(x)=2 N,
DD at) (Ve Vo) = > | D0 () e > U () ei ey (2.264)
j=1 i=1 j=1 \|i=1 i=1
Nota-se que,
N, N, q(x)—2 N,
f}z (tk) Pi Z f)z (tk) Pis P
j=1 \ |i=1 i=1
N, N, q(x)—2 N,
S 3) B SLICIE B SLACA e
j=1 7% |i=1 i=1
N. N. N, q(z)—2
=YY aw [ [Sawa| e
j=1 i=1 L

Sejam iy, U, fr 0s vetores com elementos em R¥*! e denotados por ;(ty), 0;(tx) e

fi(ty) = (f(tx), i), respetivamente. Denotam-se por M, A, B as matrizes com elementos
em R%*4 definidos por

m;; = (sza 90]) )
= (Vgi, V;),
N. Q(ﬁ)*Q
bij :/ Zﬁz (te) @1 psp;de,
Q1=

respetivamente. Assim, obtém-se o sistema de equacdes algébricas associado com ([2.263))

e (2.264),

0 + 0AT, + ad Aily = My + 6 f,
M_}uk + Ajfk i— « .A’LLk M1 + fk, (2265)
Auk =B (Uk;) Vg -
Destaca-se que a existéncia, a unicidade e a regularidade das solu¢cdes iy e v para
o Problema (2.265) sdo garantidas pelos Teoremas [2.23) [2.24} [2.25| e [2.26| Além disto,
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observa-se que as matrizes M e A sdo construidas através do produto interno de funcdes
que formam o espaco de elementos finitos .S, isto implica que para 2 C R e r = 1, ambas
as matrizes M e A sdo tridiagonais, simétricas e definidas positivas. Portanto, o Problema

(2.265|) constitui um sistema n3o linear.
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Capitulo 3

Resultados numéricos

Neste capitulo, apresentam-se os resultados da implementacdo da teoria utilizando o
software MATLAB. O cédigo desenvolvido ¢ validado e realiza-se uma analise detalhada da
ordem de convergéncia tanto no espag¢o quanto no tempo. Nos Exemplos[I] e [2} considera-
se o Problema (2.7)) num dominio unidimensional. No Exemplo , investiga-se 0 mesmo

problema num dominio bidimensional.

3.1 Exemplo 1 com 1.4 < p(z) < 1.93

Neste exemplo, investiga-se o Problema ([2.7)) num dominio unidimensional 2 = (0, 1),
com o intervalo temporal 0 <t <1, @ = 1 e a funcdo de expoente varidvel

(z) 20x + 14

)= ———.

P 1022 + 10

Deste modo, p~ = 1.4 e pt = 7+1— V0149 < 1.93. Além disso, a solugdo exata u = u(z,t) é

definida por

62500000z (te~*)"
N 186279093
— 440462880022 + 82790708002%" — 1069910688022 + 96291961922%

—59609309762** + 2429727300z — 589024800z + 64512240z — 11) .

(30045015z*" — 320480160z + 15416200802

Verifica-se que as condi¢cOes de fronteira para a fun¢do u sdo satisfeitas, nomeadamente,

u(0,t) =u(l,t) =0, Vtel0,T].

Por outro lado, para ¢t = 0, a condi¢3o inicial é dada por

u(z,0) =0, Vz el

Observe-se que
Upy = (te_t)lo (102® — 103:2)10 = (te™) 0 [(—=1) (—102® + 1027)] 0
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ou seja,
Uy = [te_t (10x2 — 10373)}10.

A seguir, apresentam-se os graficos de u e de u,, nas Figuras|3.1(a) e|3.1(b)| respetiva-

mente.

ulx(x,l)

x10° e
Sl
s
WAt NI
sl
wscortotolin il
Rl
SRR "’l‘ZI%ZI/;l

RSN
Rk
NN

\

W

o b b N &b &b b b b

(a) u(z,t). (b) s (x,t).

Figura 3.1: Func¢Bes u(x,t) e uza(x,t) do Exemplo 1.

Tem-se que u,, > 0, Vo € QeVte[0,T]. Agora, através da mudanca de variavel
(2.6]) define-se a fungdo v por

—10224+20z+4

V= — (sz)p(x)_l — _ [te—t (101‘2 - 10x3):| 21 7

cujo grafico estd explicitado na Figura[3.2(a)} Deste modo, as condi¢des de fronteira para

a funcdo v sdo satisfeitas,

v(0,t) =v(1,t) =0, Vte[0,T].

Determina-se agora a fun¢do f utilizando (2.7)), resultando em f = u; — vp — Ugy. O
gréfico de f é mostrado na Figura [3.2(b)| Salienta-se que as fungGes f, u, v e p estdo em

conformidade com as hipéteses do Teorema [2.29
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fxt)

SO 0y 077%
ottt
N7 Il
N "'lll’ll;;;” II[,”I,

iy

i

Iy
\\W

D
XY i
AN I'I”ZI /

i
IIII/I il
i

(a) v(z,1). (b) f(z,1).

Figura 3.2: Fun¢des v(z,t) e f(x,t) do Exemplo 1.

Aplica-se 0 método dos elementos finitos ao exemplo mencionado utilizando uma malha

uniforme e um espacgo de elementos finitos formado por funcdes de base linear. Nas Figuras

[3.3(a)| e [3.3(b)| comparam-se as solu¢des aproximadas com as solug¢des exatas utilizando

N, = 25 elementos finitos, h = 3, o tempo t = 1, § = - e N, = 1000. Observa-se que,
e

mesmo com um ndmero reduzido de elementos finitos, as aproximacdes das solucdes s3ao

bastante satisfatérias.

%104 x10°

0.1 -0.5
02h 1
03 1.5
0.4 2
0.5 2.5
0.6 3
0.7 3.5
0.8 4
09 Sol. exata u 45 Sol. exata v

% Sol. aprox. U % Sol. aprox.

B 0 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 0'6 0‘7 0‘8 0‘9 1 '50 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0'5 0‘6 0‘7 0‘8 0‘9 1
X X
(a) u(z,1) e Un,. (b) v(z,1) e Vn,.

Figura 3.3: Solucdes exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 1.

Para investigar a ordem de convergéncia numérica em relacdo a h, realizam-se simulagdes
computacionais com § = Wloo- Variam-se o grau das fung¢des de base parar =1,2,3,4e0
nimero de elementos finitos para N, = 2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14,16, 18, 21, 25, 32,42,

56, 74,100,139, 178,247,316. Além disso, calculam-se a norma do erro e do gradiente do
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erro em L%(Q)), definidas por

1
2

Ne

le (U, = Z/Tm—Ukﬁdx , (3.1)
=1 i
Ne 3

(VU= (3 [ V- VU dr) (32)
i=1 YT

para k =0,1,...,n.

Tracando o grafico log(h) versus log(|le||2), a inclinagdo da reta obtida indica a ordem
de convergéncia numérica de h. Analiticamente, a ordem de convergéncia numérica é

determinada por

10g (|le (Uin)lly) —log (lle (Ukno)ll,)

ordem = )
log (hl) — log (h2)

onde k=0,1,...,n.

As Tabelas 3.1} [3.2] e apresentam os resultados da ordem de convergéncia

numérica em relacdo a h e os erros na norma L?(()).

Tabela 3.1: Ordem de convergéncia numérica em relac3o a h e erros com r = 1 do Exemplo 1.

h lle (Ux)ll, | ordem | |le(Vk)|l, | ordem | |le(VU)|l, | ordem | |le(VVi)|l, | ordem

1/9 2.38e-06 1.82 2.06e-04 212 2.94e-05 1.06 5.95e-03 1.11
1/10 1.96e-06 1.86 1.64e-04 2.14 2.64e-05 1.02 5.29e-03 1.12
1/12 1.38e-06 1.89 1.16e-04 1.90 2.19e-05 1.02 4.47e-03 0.92
1/14 1.03e-06 1.92 8.64e-05 1.92 1.87e-05 1.02 3.86e-03 0.94
1/16 7.95e-07 1.94 6.66e-05 1.94 1.63e-05 1.02 3.40e-03 0.96
1/18 6.32e-07 1.95 5.29e-05 1.95 1.45e-05 1.01 3.03e-03 0.97
1/21 4.67e-07 1.96 3.91e-05 1.97 1.24e-05 1.01 2.61e-03 0.97
1/25 3.32e-07 1.97 2.77e-05 1.97 1.04e-05 1.01 2.20e-03 0.98
1/32 2.04e-07 1.97 1.70e-05 1.98 8.12e-06 1.01 1.73e-03 0.99
1/42 1.19e-07 1.98 9.88e-06 1.99 6.18e-06 1.00 1.32e-03 0.99
1/56 6.75e-08 1.97 5.57e-06 1.99 4.63e-06 1.00 9.89e-04 1.00
1/74 3.91e-08 1.96 3.19e-06 2.00 3.50e-06 1.00 7.49e-04 1.00
1/100 | 2.19e-08 1.93 1.75e-06 2.00 2.59e-06 1.00 5.54e-04 1.00
1/139 | 1.18e-08 1.87 9.08e-07 1.99 1.86e-06 1.00 3.99e-04 1.00
1/178 | 7.62e-09 1.78 5.55e-07 1.99 1.46e-06 1.00 3.12e-04 1.00
1/247 | 4.48e-09 1.62 2.90e-07 1.98 1.05e-06 1.00 2.25e-04 1.00
1/316 | 3.17e-09 1.40 1.79e-07 1.95 8.20e-07 1.00 1.76e-04 1.00
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Tabela 3.2: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 2 do Exemplo 1.

h lle (Ux)ll, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | ||e(VUy)|, | ordem | |le(VVi)|l, | ordem
1/9 7.27e-08 2.61 2.19e-05 1.96 3.42e-06 1.37 1.30e-03 1.05
1/10 5.17e-08 3.23 1.80e-05 1.90 2.78e-06 1.99 1.17e-03 0.98
1/12 2.87e-08 3.23 1.06e-05 2.87 1.93e-06 2.00 8.30e-04 1.88
1/14 1.77e-08 3.13 6.77e-06 2.94 1.42e-06 1.97 6.15e-04 1.94
1/16 1.17e-08 3.08 4.57e-06 2.95 1.09e-06 1.98 4.74e-04 1.95
1/18 8.23e-09 3.02 3.22e-06 2.96 8.66e-07 1.98 3.76e-04 1.96
1/21 5.24e-09 2.92 2.04e-06 2.97 6.38e-07 1.98 2.78e-04 1.97
1/25 3.27e-09 2,71 1.21e-06 2.97 4.51e-07 1.99 1.97e-04 1.98
1/32 1.92e-09 2.16 5.82e-07 2.98 2.76e-07 1.99 1.21e-04 1.98
1/42 1.41e-09 1.14 2.59e-07 2.97 1.60e-07 1.99 7.01e-05 1.99
1/56 1.27e-09 0.35 1.13e-07 2.90 9.03e-08 1.99 3.95e-05 1.99
1/74 1.24e-09 0.08 5.55e-08 2.54 5.18e-08 1.99 2.26e-05 2.00
1/100 | 1.24e-09 0.02 3.49e-08 1.54 2.86e-08 1.98 1.24e-05 2.00

Tabela 3.3: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 3 do Exemplo 1.

h lle (Ux)|l, | ordem | [le (Vk)|l, | ordem | |le(VUg)|l, | ordem | |le(VVk)|, | ordem
1/9 5.48e-09 5.51 3.75e-06 4.34 4.33e-07 4.53 3.18e-04 3.33
1/10 | 3.77e-09 3.55 2.13e-06 5.38 3.24e-07 2.76 2.02e-04 4.33
1/12 | 2.18e-09 2.99 1.03e-06 3.97 1.97e-07 2.72 1.17e-04 2.97
1/14 | 1.57e-09 2.13 5.67e-07 3.88 1.25e-07 2.98 7.52e-05 2.88
1/16 | 1.36e-09 1.08 3.37e-07 3.89 8.39e-08 2.96 5.10e-05 291
1/18 | 1.29e-09 0.48 2.13e-07 | 3.88 5.92e-08 2.96 3.61e-05 2.93
1/21 | 1.25e-09 0.19 1.19e-07 3.81 3.75e-08 2.96 2.29e-05 2.95
1/25 | 1.24e-09 0.05 6.45e-08 | 3.49 2.25e-08 2.93 1.36e-05 2.97
1/32 | 1.23e-09 0.01 3.63e-08 2.33 1.13e-08 2.79 6.53e-06 2.98
1/42 | 1.23e-09 0.00 3.01e-08 0.69 6.15e-09 2.25 2.90e-06 2.99
1/56 | 1.23e-09 0.00 2.93e-08 0.09 4.42e-09 1.15 1.23e-06 2.99

Tabela 3.4: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h e erros com r = 4 do Exemplo 1.

h lle (U)|l, | ordem | |le(Vk)|l, | ordem | |le(VUg)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/2 1.21e-06 - 2.91e-04 — 1.51e-05 - 6.81e-03 -
1/3 | 3.53e-08 8.72 3.36e-05 | 5.33 1.38e-06 5.90 1.36e-03 3.97
1/4 2.97e-08 0.61 2.13e-05 1.59 1.29e-06 0.24 1.03e-03 0.98
1/5 7.18e-09 6.36 5.72e-06 5.89 4.34e-07 4.88 3.53e-04 4.80
1/6 5.60e-09 1.36 3.12e-06 331 3.85e-07 0.65 2.32e-04 231
1/7 2.08e-09 6.44 1.63e-06 4.20 1.33e-07 6.91 1.41e-04 3.20
1/8 1.38e-09 3.08 4.03e-07 | 10.49 5.91e-08 6.06 4.06e-05 9.33
1/9 1.37e-09 0.02 2.67e-07 3.49 6.62e-08 -0.95 3.00e-05 2.58

1/10 | 1.28e-09 0.64 2.44e-07 0.85 4.31e-08 4.07 3.01e-05 -0.02
1/12 | 1.24e-09 0.18 1.07e-07 4.50 1.93e-08 4.41 1.54e-05 3.68

Observa-se que, na Tabela [3.2, quando N, > 42 a ordem de convergéncia numérica em
relacdo a h para a funcdo u estd a diminuir devido a sobreposicdo de erros computacionais
e da constante C' = C'(u,v,p~,p", T, «). Esta andlise é similar para v quando N, > 100.
Na Tabela (3.3} isto acontece quando N, > 16, 32,56 para, respetivamente, u,v e Vu. Na
Tabela [3.4] nota-se isto quando N, > 9,10 para, respetivamente, u e v.
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Nas Figuras 3.4(a)| e [3.4(b)| sdo apresentados os gréficos da ordem de convergéncia

numérica em relacdo a h para as fungbes u e v, respetivamente. Observa-se que, os
referidos graficos e as tabelas correspondentes estdo em conformidade com os resultados
do Teorema [2.29] o que implica que as simulagdes computacionais sdo consistentes com
a investigacdo analitica. Além disso, devido a regularidade das solu¢Ges, tem-se que, para
|ur — Ugllr2e0) € |[vk — Villr2(q), @ ordem de convergéncia numérica é aproximadamente
étima O(h™*1) para polinémios de grau r, onde r > 1.

1og (lell,)
5

tog (llell,)
&
&

2.5 2 1.5 1 0.5 0 2.6 2.4 22 2 1.8 1.6 1.4 1.2 1 0.8 0.6
log (h) log (h)
(a) u (b) v

Figura 3.4: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h do Exemplo 1.

Abaixo, apresentam-se as Figuras [3.5(a)| e [3.5(b)| com os gréficos da ordem de con-

vergéncia numérica em relacao a h para as fungcoes Vu e Vv, respetivamente. Destaca-se
que, para [|V(ur — Ui)|lr2) € [|V(vr — Vi)l z2(0), @ ordem de convergéncia numérica é
aproximadamente 6tima O(h").

7—Vu, r=1
| |- declive 1
Vu,r=2
declive 2
sk Vu,r=3

F— Vv, r=1
7] -=---=- declive 1
v Vv, r=2
3 declive 2
Vv, r=3

*—Vu,r4
declive 4

declive 4

log (llell,)
&
s

log (llell,)

- L L L L L . L
-26 24 22 -2 -1.8 -16 -14 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -25 -2 -15 -1

log kn) log (h)
(a) Vu. (b) Vu.

Figura 3.5: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h do Exemplo 1.
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A seguir, investiga-se a ordem de convergéncia numérica em relacdo a 6. Para isso,
sao realizadas simulagdes computacionais com h = ﬁ, variando o grau das funcdes
de base para r = 1,2,3,4 e 0 = N% com N; = 2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14, 16, 18,

21,25, 32,42, 56, 74, 100, 139, 178, 247, 316.

Realizam-se os célculos da norma do erro e do gradiente do erro em L?((2), definidas por
(3.1) e (3.2)), respetivamente. Da mesma forma que para h, traga-se o grafico log(d) versus
log(||e]|2) e obtém-se que a inclinagdo da reta indica a ordem de convergéncia numérica de

0. Analiticamente, esta ordem de convergéncia numérica é definida por

1og (lle (U, 5,)ll5) —log (lle (U, 5,)l,)
log (61) — log (45) '

ordem =

As Tabelas 3.5, [3.6, e apresentam os resultados da ordem de convergéncia

numérica em relacdo a & e os respetivos erros na norma L%().

Tabela 3.5: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a ¢ e erros com r = 1 do Exemplo 1.

] lle (Uk)|l, | ordem | [le (Vk)|l, | ordem | |le(VUy)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/5 2.50e-07 0.85 5.92e-06 0.86 1.15e-06 0.46 1.77e-04 0.01
1/6 2.12e-07 0.92 5.00e-06 0.92 1.06e-06 0.41 1.76e-04 0.01
1/7 1.83e-07 0.95 4.31e-06 0.96 1.01e-06 0.35 1.76e-04 0.01
1/8 | 1.60e-07 0.97 3.78e-06 | 0.98 9.67e-07 0.30 1.76e-04 0.01
1/9 1.43e-07 0.98 3.37e-06 0.99 9.38e-07 0.25 1.76e-04 0.00

1/10 | 1.29e-07 0.99 3.03e-06 1.00 9.17e-07 0.22 1.76e-04 0.00
1/12 | 1.07e-07 0.99 2.53e-06 1.00 8.89e-07 0.17 1.76e-04 0.00
1/14 | 9.21e-08 1.00 2.16e-06 1.00 8.71e-07 0.13 1.76e-04 0.00
1/16 | 8.07e-08 0.99 1.89e-06 1.00 8.59e-07 0.10 1.76e-04 0.00
1/18 | 7.18e-08 0.99 1.68e-06 1.00 8.51e-07 0.08 1.76e-04 0.00
1/21 | 6.16e-08 0.99 1.44e-06 1.00 8.43e-07 0.06 1.76e-04 0.00

Tabela 3.6: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a ¢ e erros com r = 2 do Exemplo 1.

] lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vk)|l, | ordem | |le(VUy)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/5 2.49e-07 0.86 5.90e-06 0.86 7.96e-07 0.86 1.87e-05 0.86
1/6 | 2.10e-07 0.93 | 4.99e-06 | 0.93 6.72e-07 0.93 1.58e-05 0.92
1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.80e-07 0.96 1.36e-05 0.96
1/8 | 1.59e-07 0.98 3.77e-06 | 0.98 5.08e-07 0.98 1.20e-05 0.97
1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 0.98

1/10 | 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.59e-06 0.99
1/12 | 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 8.01e-06 0.99
1/14 | 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.88e-06 0.99
1/16 | 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 6.04e-06 0.98
1/18 | 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.39e-06 0.97
1/21 | 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.65e-06 0.95
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Tabela 3.7: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a ¢ e erros com r = 3 do Exemplo 1.

1) lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/5 2.49e-07 0.86 5.90e-06 0.86 7.96e-07 0.86 1.86e-05 0.86
1/6 2.10e-07 0.93 4.99e-06 0.93 6.72e-07 0.93 1.57e-05 0.93
1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.79e-07 0.96 1.36e-05 0.96
1/8 1.59e-07 0.98 3.77e-06 0.98 5.08e-07 0.98 1.19e-05 0.98
1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 1.00
1/10 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.51e-06 1.00
1/12 | 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 7.91e-06 1.01
1/14 | 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.77e-06 1.01
1/16 | 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 5.91e-06 1.02
1/18 | 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.24e-06 1.02
1/21 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.48e-06 1.02

Tabela 3.8: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a ¢ e erros com r = 4 do Exemplo 1.

1) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | [le(VUy)|, | ordem | [e(VVi)|l, | ordem
1/5 | 2.49e-07 0.86 5.90e-06 | 0.86 7.96e-07 0.86 1.86e-05 0.86
1/6 2.10e-07 0.93 4.99e-06 0.93 6.72e-07 0.93 1.57e-05 0.93
1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.79e-07 0.96 1.36e-05 0.96
1/8 1.59e-07 0.98 3.77e-06 0.98 5.08e-07 0.98 1.19e-05 0.98
1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 1.00
1/10 | 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.51e-06 1.00
1/12 | 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 7.91e-06 1.01
1/14 | 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.77e-06 1.01
1/16 | 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 5.91e-06 1.02
1/18 | 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.24e-06 1.02
1/21 | 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.48e-06 1.02

Na Figura[3.6]sdo apresentados os graficos da ordem de convergéncia numérica em relagdo
a §. Verifica-se através desses graficos e das respetivas tabelas que, para |[ux — Ug||r2(),
ve = Vil L2y, IV (ue —Up)|l 22(0) € ||V (vk — Vi) || 22(02), @ ordem de convergéncia numérica
estd suficientemente préxima da ordem étima O(0). Salienta-se que, quando r = 1 o
grafico da ordem de convergéncia numérica em 0§ para o gradiente das solucdes é omitido
devido ao facto de que o erro depende exclusivamente do termo h*~! e da constante

C' =C(u,v,p~,p", T, a), resultando em nenhuma ordem de convergéncia numérica em 4.
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Figura 3.6: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a 6 do Exemplo 1.

3.2 Exemplo 2 com 2.5 < p(x) <3

Neste exemplo, estuda-se o Problema (2.7) no dominio Q = (0,1), 0 <t <1, a =1,
sendo a funcao de expoente varidvel definida por

T+5
p(x) - 2 )
o que implica p~ = 2.5 e p™ = 3. Além disso, considere-se a solu¢do exata u = u(xz,t)
dada por
r? —x  cos(2mx) — 1
= (te ") .
u= (e (S )

Deste modo, as condi¢des de fronteira para a funcdo u sdo satisfeitas. De facto,

uw(0,t) =u(l,t) =0, YVt e€[0,T].

Adicionalmente, para t = 0, a condi¢do inicial é dada por

u(z,0) =0, Vz el

Tem-se

ey = (™) (% - W) — (te ' sin (1))

Os gréficos de u e de u,, sdo apresentados, respetivamente, nas Figuras(3.7(a)|e[3.7(b)l
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Figura 3.7: Fun¢des u(z,t) e uys(z,t) do Exemplo 2.

Verifica-se que u,, >0, Vo € Q eVt e[0,T]. Assim, a mudanca de varidvel definida

por (2.6)) implica que

V= —

(uxz

cujo grafico estd representado na Figura [3.8(a)l Observe-se que as condi¢Bes de fronteira

para a fungdo v sdo satisfeitas. Com efeito,

Para a fungdo f utiliza-se (2.7)), obtendo-se f
apresentado na Figura [3.8(b)l Destaca-se que as fung¢des f, u,

v(0, 1)

as condi¢des do Teorema [2.33]
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Figura 3.8: Fun¢des v(z,t) e f(x,t) do Exemplo 2.
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Aplica-se o método dos elementos finitos com uma malha uniforme e com o espaco de

elementos finitos formado por fungdes de base lineares (r = 1). As Figuras|3.9(a)e[3.9(b)|

mostram as solugcdes aproximadas e as solugdes exatas em ¢t = 1. Utilizam-se § = N%

N, = 1000, N, = 18 elementos finitos e verifica-se que, mesmo com poucos elementos

finitos, as aproximacdes produzem bons resultados.

\ Sol. exata u
\ % Sol. aprox. U . /
\ -0.005 -
00021 X A \ /
/ \ /
\ / \ /
\ / 20.01 X /
X ¥ \ /
-0.004 \ 1 \ /
\ / \ /
\
\ / -0.015 \ 4
\ / *
)e\ b \
-0.006 | \ / |
\ / \\ /
\\ / 002 \ /
/ \ #
-0.008 \ / ] \ /
\ il
X # -0:025 \ f//
0.01 \\ \ /
- X 0,03 / - A
Sol. exata v
% Sol. aprox. V
0012 L L L e L L L 0035 L L L L L
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0o o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1
X X
(a) u(z,1) e Un,. (b) v(z,1) e Vy,.

Figura 3.9: Solugdes exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 2.

Nas Tabelas[3.9] [3.10] [3.1T]e[3.12] apresentam-se os resultados da ordem de convergéncia
numérica em relagdo a / e os erros na norma L?(2) definidos por e (3.2). Destaca-se
Wloo e, posteriormente, variaram-se o grau das fun¢des de base para r =
1,2,3,4 e o numero de elementos finitos para N, = 2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14, 16, 18,

21,25, 32,42, 56, 74, 100, 139, 178, 247, 316.

que, se fixou 6 =

Tabela 3.9: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h e erros com r = 1 do Exemplo 2.

h lle (Ux)|l, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | ||e(VUy)|, | ordem | |le(VVi)|l, | ordem
1/5 2.92e-04 2.06 1.84e-03 1.48 4.79e-03 0.97 3.02e-02 0.58
1/6 2.02e-04 2.04 1.30e-03 191 4.00e-03 0.99 2.56e-02 0.91
1/7 1.47e-04 2.03 9.65e-04 1.94 3.43e-03 1.00 2.21e-02 0.94
1/8 1.13e-04 2.02 7.44e-04 1.95 3.00e-03 1.00 1.95e-02 0.95
1/9 8.88e-05 2.02 5.91e-04 1.96 2.67e-03 1.00 1.74e-02 0.96
1/10 7.18e-05 2.01 4.80e-04 1.97 2.40e-03 1.00 1.57e-02 0.97
1/12 4.98e-05 2.01 3.35e-04 1.97 2.00e-03 1.00 1.31e-02 0.98
1/14 3.66e-05 2.00 2.47e-04 1.98 1.71e-03 1.00 1.13e-02 0.98
1/16 | 2.80e-05 2.00 | 1.89e-04 | 1.98 1.50e-03 1.00 9.90e-03 0.99
1/18 2.22e-05 1.99 1.50e-04 1.99 1.33e-03 1.00 8.81e-03 0.99
1/21 1.63e-05 1.99 1.10e-04 1.99 1.14e-03 1.00 7.56e-03 0.99
1/25 1.16e-05 1.98 7.80e-05 1.99 9.58e-04 1.00 6.36e-03 0.99
1/32 7.12e-06 1.96 4.77e-05 1.99 7.48e-04 1.00 4.97e-03 1.00
1/42 4.21e-06 1.94 2.78e-05 1.99 5.70e-04 1.00 3.79e-03 1.00
1/56 2.44e-06 1.89 1.57e-05 1.98 4.27e-04 1.00 2.84e-03 1.00
1/74 1.48e-06 1.81 9.12e-06 1.96 3.23e-04 1.00 2.15e-03 1.00

1/100 | 8.97e-07 1.65 5.11e-06 1.92 2.39e-04 1.00 1.59e-03 1.00
1/139 | 5.68e-07 1.39 2.79e-06 1.84 1.72e-04 1.00 1.15e-03 1.00
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Tabela 3.10: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 2 do Exemplo 2.

h lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/5 1.63e-05 3.13 2.19e-04 3.44 4.52e-04 1.99 7.16e-03 2.42
1/6 9.40e-06 3.01 1.30e-04 2.86 3.14e-04 2.01 5.08e-03 1.88
1/7 6.14e-06 2.76 8.35e-05 2.88 2.31e-04 1.99 3.80e-03 1.89
1/8 4.14e-06 2.95 5.66e-05 2.91 1.76e-04 2.01 2.94e-03 1.92
1/9 2.90e-06 3.01 4.00e-05 2.94 1.39e-04 2.01 2.34e-03 1.94
1/10 | 2.12e-06 2.98 2.93e-05 2.95 1.13e-04 2.01 1.90e-03 1.95
1/12 | 1.25e-06 2.89 1.71e-05 2.96 7.80e-05 2.01 1.33e-03 1.96
1/14 | 8.27e-07 2.70 1.08e-05 2.97 5.73e-05 2.01 9.82e-04 1.97
1/16 | 5.99e-07 2.42 7.29e-06 2.97 4.38e-05 2.00 7.54e-04 1.98
1/18 | 4.70e-07 2.06 5.15e-06 2.95 3.46e-05 2.00 5.97e-04 1.98
1/21 | 3.68e-07 1.58 3.28e-06 2.92 2.54e-05 2.00 4.39e-04 1.99
1/25 | 3.09e-07 1.00 2.01e-06 2.81 1.80e-05 2.00 3.10e-04 1.99
1/32 | 2.76e-07 0.46 1.11e-06 2.42 1.10e-05 1.99 1.90e-04 1.99
1/42 | 2.64e-07 0.16 7.48e-07 1.45 6.41e-06 1.98 1.10e-04 2.00
1/56 | 2.61e-07 0.05 6.52e-07 0.47 3.68e-06 1.93 6.21e-05 2.00
1/74 | 2.60e-07 0.01 6.34e-07 0.10 2.22e-06 1.81 3.56e-05 2.00
Tabela 3.11: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h e erros com r = 3 do Exemplo 2.

h lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vk)|l, | ordem | [e(VUyg)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/3 1.03e-05 2.78 2.38e-04 3.17 2.31e-04 1.41 6.73e-03 2.13
1/4 2.64e-06 4.75 4.83e-05 5.54 9.12e-05 3.23 1.86e-03 4.47
1/5 1.12e-06 3.86 2.81e-05 2.43 4.70e-05 297 1.33e-03 1.50
1/6 6.66e-07 2.83 1.39e-05 3.86 2.75e-05 2.94 7.91e-04 2.86
1/7 4.75e-07 2.20 7.55e-06 3.95 1.74e-05 2.95 5.01e-04 2.96
1/8 3.82e-07 1.63 4.47e-06 3.93 1.17e-05 2.96 3.37e-04 2.97
1/9 3.33e-07 1.16 2.84e-06 3.85 8.29e-06 2.96 2.37e-04 2,97
1/10 | 3.06e-07 0.80 1.92e-06 3.69 6.08e-06 2.94 1.74e-04 297
1/12 | 2.81e-07 0.48 1.08e-06 3.18 3.60e-06 2.88 1.01e-04 2.97
1/14 | 2.70e-07 0.24 7.86e-07 2.05 2.37e-06 2.72 6.38e-05 2.98
1/16 | 2.66e-07 0.13 6.87e-07 1.01 1.71e-06 2.42 4.29e-05 2.98
1/18 | 2.63e-07 0.08 6.52e-07 0.44 1.35e-06 2.01 3.02e-05 2.97
1/21 | 2.61e-07 0.04 6.36e-07 0.16 1.08e-06 1.43 1.91e-05 2.96
1/25 | 2.60e-07 0.02 6.32e-07 0.04 9.47e-07 0.78 1.15e-05 2.93
1/32 | 2.60e-07 0.01 6.30e-07 0.01 8.83e-07 0.28 5.76e-06 2.79
1/42 | 2.60e-07 0.00 6.30e-07 0.00 8.68e-07 0.07 3.12e-06 2.25
Tabela 3.12: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h e erros com r = 4 do Exemplo 2.

h lle (Uk)|l, | ordem | [le(Vk)|l, | ordem | |le(VUx)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/2 8.59e-06 — 1.61e-04 — 1.89e-04 — 4.13e-03 —
1/3 2.10e-06 3.47 2.73e-05 4.38 3.24e-05 4.35 1.01e-03 3.46
1/4 6.77e-07 3.94 1.09e-05 3.19 1.08e-05 3.83 5.38e-04 2.20
1/5 3.50e-07 2.96 2.82e-06 6.06 4.42e-06 4.00 1.71e-04 5.14
1/6 2.80e-07 1.21 1.25e-06 4.48 2.21e-06 3.79 8.06e-05 4.12
1/7 2.64e-07 0.38 8.10e-07 2.80 1.37e-06 3.10 4.44e-05 3.87
1/8 2.60e-07 0.11 6.85e-07 1.25 1.05e-06 2.00 2.65e-05 3.87
1/9 2.59e-07 0.03 6.49e-07 0.46 9.32e-07 1.02 1.68e-05 3.86
1/10 | 2.59e-07 0.00 6.38e-07 0.17 8.88e-07 0.45 1.12e-05 3.82
1/12 | 2.60e-07 0.00 6.32e-07 0.05 8.66e-07 0.14 5.79e-06 3.63
1/14 | 2.60e-07 | -0.01 | 6.31e-07 0.01 8.64e-07 0.01 3.60e-06 3.09
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Nota-se que, na Tabela 3.9 para o caso em que N, > 6 a ordem de convergéncia
numérica em relacdo a h para a fungdo u esta a decrescer devido a sobreposicdo de erros
computacionais e da constante C' = C(u,v,p—,p",T,«). Esta andlise é idéntica para v
quando N, > 139. Na Tabela [3.10} isto acontece quando N, > 14,25, 74 para, respeti-
vamente, u,v e Vu. Na Tabela[3.11, o mesmo acontece quando N, > 6,10, 14, 32 para,
respetivamente, u, v, Vu e Vu. De maneira andloga, verifica-se isto na Tabela [3.12)quando
N, > 5,7,12 para, respetivamente, u,v e Vu, e V.

Os gréficos da ordem de convergéncia numérica em relacdo a h para u e v sdo apre-

sentados, respetivamente, nas Figuras|3.10(a)|e[3.10(b)| Investigando os referidos graficos

e as respetivas tabelas, nota-se que os resultados sdo consistentes com o Teorema [2.33]
portanto as simulagdes computacionais estao de acordo com o estudo analitico. Observa-se
que, quando se utilizam polinédmios de grau » = 1,2, 3, a ordem de convergéncia numérica
para [lup — Ukllz2(0) € ||ve — Vil r2() € aproximadamente étima O(h"*!). Por outro lado,
para polinémios de grau » = 4 a referida ordem de convergéncia numérica é significativa-

mente menor do que a ordem étima.

7—u,r=1 F—v, r=1
--------- declive 2 --==---- declive 2

3 u,r=2 7 25 v, r=2
declive 3 o declive 3
35 u,r=3 e v, r=3
= declive 4 -3 === declive 4

*—u, r=4 *—v, r=4
4 declive 5 deciive 5

log (llell,)
log (llell,)

Figura 3.10: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h do Exemplo 2.

As Figuras |3.11(a)| e [3.11(b)| mostram os graficos da ordem de convergéncia numérica

em relagdo a h para Vu e Vv, respetivamente. Tem-se que, para ||V (uy — Uy)[2) €
|V(ve — Vi)|l2(2), @ ordem de convergéncia numérica estd suficientemente préxima da
ordem étima O(h").
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(a) Vu. (b) Vo.

Figura 3.11: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h do Exemplo 2.

Para a investigacdo da ordem de convergéncia numérica em relagao a ¢, foram con-

ﬁ, o grau das fungbes de base r = 1,2,3,4 e § = N% com N, =
2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14,16, 18, 21,25,32,42,56, 74,100,139, 178,247,316. As Ta-
belas [3.13] [3.14] [3.15] e [3.16] exibem os resultados da referida ordem de convergéncia

numérica e os erros na norma L?((2).

siderados h =

Tabela 3.13: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a § e erros com 7 = 1 do Exemplo 2.

1) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | [e(VUy)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/2 1.51e-04 - 3.57e-04 - 5.53e-04 — 1.95e-03 —
1/3 1.01e-04 1.00 2.39e-04 0.99 4.09e-04 0.74 1.76e-03 0.25
1/4 7.42e-05 1.06 1.77e-04 1.04 3.42e-04 0.62 1.69e-03 0.15
1/5 5.84e-05 1.07 1.40e-04 1.05 3.07e-04 0.49 1.65e-03 0.09
1/6 | 4.81e-05 1.07 | 1.16e-04 | 1.05 2.86e-04 0.37 1.63e-03 0.06
1/7 4.09e-05 1.06 9.84e-05 1.05 2.74e-04 0.29 1.62e-03 0.05
1/8 | 3.55e-05 1.06 | 8.57e-05 1.04 2.66e-04 0.23 1.61e-03 0.03
1/9 3.14e-05 1.05 7.59e-05 1.03 2.60e-04 0.18 1.61e-03 0.03
1/10 | 2.81e-05 1.04 6.81e-05 1.03 2.56e-04 0.15 1.61e-03 0.02
1/12 | 2.33e-05 1.03 5.66e-05 1.02 2.51e-04 0.11 1.60e-03 0.02
1/14 | 1.99e-05 1.02 4.85e-05 1.00 2.48e-04 0.08 1.60e-03 0.01
1/16 | 1.73e-05 1.02 4.25e-05 0.99 2.45e-04 0.06 1.60e-03 0.01
1/18 | 1.54e-05 1.01 3.79e-05 0.98 2.44e-04 0.05 1.60e-03 0.01
1/21 1.32e-05 1.00 3.26e-05 0.97 2.43e-04 0.04 1.60e-03 0.00
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Tabela 3.14: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a § e erros com r = 2 do Exemplo 2.

) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/2 1.50e-04 — 3.56e-04 — 5.00e-04 — 1.13e-03 —
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.56e-04 0.99
1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05
1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.06
1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59¢-04 1.07 3.63e-04 1.07
1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.08e-04 1.06
1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06
1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.05
1/10 | 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.12e-04 1.04
1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.75e-04 1.04
1/14 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.50e-04 1.03
1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.31e-04 1.02
1/18 | 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.16e-04 1.01
1/21 | 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.95e-05 1.00
Tabela 3.15: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a 0 e erros com 7 = 3 do Exemplo 2.

) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | [le(VUy)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/2 1.50e-04 - 3.56e-04 - 5.00e-04 — 1.13e-03 —
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.55e-04 1.00
1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05
1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.07
1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59e-04 1.07 3.62e-04 1.07
1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.07e-04 1.06
1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06
1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.06
1/10 | 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.11e-04 1.05
1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.74e-04 1.05
1/14 | 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.48e-04 1.04
1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.29e-04 1.04
1/18 | 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.14e-04 1.03
1/21 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.76e-05 1.03
Tabela 3.16: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a § e erros com 7 = 4 do Exemplo 2.

) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | [le(VUy)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/2 1.50e-04 — 3.56e-04 — 5.00e-04 - 1.13e-03 —
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.55e-04 1.00
1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05
1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.07
1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59e-04 1.07 3.62e-04 1.07
1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.07e-04 1.06
1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06
1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.06
1/10 | 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.11e-04 1.05
1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.74e-04 1.05
1/14 | 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.48e-04 1.04
1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.29e-04 1.04
1/18 | 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.14e-04 1.03
1/21 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.76e-05 1.03
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Na Figura[3.12| apresentam-se os graficos da ordem de convergéncia numérica em relacio
a 0. Verifica-se que, quando r = 1,2, 3,4, esta ordem de convergéncia numérica é 6tima
para ||ur, — Ukll2) € |lvk — Villz2(). Se r = 2,3,4, entdo a ordem de convergéncia
numérica em 6 para ||V (u — Up)|l12(0) € ||V (vk — Vi) ||l L2(02) € O(6). Quando r = 1, ndo
ha ordem de convergéncia numérica para o gradiente das solu¢cdes devido ao facto do erro

depender exclusivamente do termo h*~! e da constante C' = C(u,v,p~,p", T, ).

-25

351

log (lell,)
L

45t

| . .
-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2
log ()

Figura 3.12: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a § do Exemplo 2.

3.3 Exemplo 3 com 4 < p(z) < 6.5

Neste dltimo exemplo, ilustra-se o Teorema num dominio bidimensional 2 = (0, 1) x
(0,1), com intervalo temporal 0 < ¢ < 1, constante & = 1 e fun¢do de expoente varidvel

definida por
dr —y+9

2 9

donde p~ =4 e p™ = 6.5. Além disso, seja a solugdo exata u = u(x,y,t) dada por

p(z,y) =

u=te " (22° — 62° + 5z* — x) (—2¢° + 6y° — By + y) .

O gréfico de u é apresentado na Figura [3.13(a)|, considerando t = 1.

Deste modo, as condicdes de fronteira para a funcdo u sdo satisfeitas,
uw(0,y,t) =u(l,y,t) =0, Vy € [0,1],V t € [0,1],
u(z,0,t) =u(z,1,t) =0, Vo €[0,1],V ¢t € 0,1].
A condicao inicial em ¢t = 0 é dada por

u(z,y,0) =0, ¥V (z,y) € Q.
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Observe-se que

Uy = te™" (602 — 1202° + 602%) (—2y° + 6y° — 5y* +y),
Uyy = te™" (2x6 — 62° 4 5t — x) (—60y4 +120y° — 60y2) :

Assim,
Au = g(z,y)h(t),

onde

g(x,y) = (601’4 — 12022 + 601‘2) (_2y6 + 6y5 _ 5y4 + y)
+ (207 = 627 + 5at — ) (=60y" + 120y” — 60y”)
h(t) = te™".

O grafico de Au no instante t = 1 é apresentado na Figura|3.13(b)|
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(a) u(z,y,1). (b) Au(z,y,1).

Figura 3.13: Fun¢des u(z,y,1) e Au(z,y,1) do Exemplo 3.

Tendo em conta o facto de g(z,y) > 0, V (z,y) € Q, h(t) > 0, Vt € [0,1], tem-se
Au >0,V (x,y,t) € Q. Deste modo, através da equagdo ([2.6]), obtém-se

v == |Auf 7 Au = — (Au) 0 = — [g(z, )R]

Assim, as condicoes de fronteira para a funcdo v s3o satisfeitas,

v(0,y,t) =v(1,y,t) =0, Vye[0,1], Vte(0,1],
v(x,0,t) =v(x,1,t) =0, Vae[0,1], Ve (0,1].
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Apresenta-se na Figura [3.14(a)| o gréfico de v para t = 1.

A fungdo f = u; — Av — Au é determinada por ([2.7). Na Figura[3.14(b)| é apresentado
o grafico de f parat = 1. Destaca-se que as fungdes f, u, v e p estdo de acordo com as

hipéteses do Teorema [2.35

fxy,1)

A RRKRIRL
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AW I% 7]

M
X0

\ "0 0’0'/

-20

(X0
i

-40

-60

-80

0.2 0.2

(a) v(=,y,1). (b) f(z,y,1).

Figura 3.14: Fun¢des v(z,y,1) e f(z,y,1) do Exemplo 3.

Considere-se a malha do dominio formada por elementos finitos triangulares, conforme

mostrado nas Figuras [3.15(a)| e [3.15(b)l O espago de elementos finitos é composto por
funcdes de base lineares, ou seja, » = 1. Nas Figuras |3.15§a5| e|3.15ib§l é possivel realizar

uma comparacao visual entre a solucdo aproximada e a solucdo exata. Neste caso, a malha

1

composta por 328 elementos finitos com a altura madxima de h = {5, o tempo ¢t = 1 e

é
0= N% com N; = 100. Observa-se que as aproximagdes das solu¢Bes s3o bastante precisas.

* _ Sol. aprox. U *  Sol. aprox. V

(a) u(m,y, 1) € UN:- (b) v(m,y, 1) e VNt-

Figura 3.15: Solu¢Ges exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 3.
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As Tabelas [3.17] [3.18] [3.19] e |3.20| mostram os resultados da ordem de convergéncia

numérica em relacdo a h e os respetivos erros na norma L*(Q2) definidos por (3.1)) e

(3.2). Para as simulagdes fixou-se 0 = ﬁ e alteraram-se o grau das fungdes de base

para r = 1,2,3,4. Além disso, variou-se a altura maxima dos triangulos, nomeadamente,

utilizou-se h = - com N, =2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 14,16, 18, 20.

Tabela 3.17: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h e erros com r = 1 do Exemplo 3.

h lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vk)|l, | ordem | |le(VUg)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/2 2.61e-03 - 8.03e-02 - 4.30e-02 - 9.79%e-01 —
1/3 1.19e-03 1.95 2.59e-02 2.79 2.76e-02 1.09 5.84e-01 1.27
1/4 8.00e-04 1.37 3.68e-02 -1.23 2.38e-02 0.51 7.29e-01 -0.77
1/5 6.17e-04 1.17 2.62e-02 1.53 1.90e-02 1.03 5.98e-01 0.89
1/6 4.73e-04 1.46 2.09e-02 1.24 1.62e-02 0.87 5.29e-01 0.68
1/7 3.21e-04 2.52 1.84e-02 0.81 1.33e-02 1.26 5.09e-01 0.25
1/8 2.41e-04 2.16 1.30e-02 2.58 1.18e-02 0.91 4.27e-01 1.31
1/9 1.85e-04 2.23 9.09e-03 3.07 1.04e-02 1.05 3.59e-01 1.46

1/10 | 1.34e-04 3.06 7.70e-03 1.58 9.35e-03 1.04 3.29e-01 0.84
1/11 1.52e-04 -1.32 6.91e-03 1.14 8.74e-03 0.71 3.11e-01 0.61
1/12 | 1.03e-04 4.53 5.74e-03 213 7.94e-03 1.10 2.85e-01 1.00
1/14 | 7.62e-05 1.92 4.11e-03 2.16 6.60e-03 1.19 2.41e-01 1.08
1/16 | 5.42e-05 2.56 3.10e-03 | 2.11 5.79e-03 0.99 2.09e-01 1.06
1/18 | 4.32e-05 1.93 2.41e-03 2.16 5.08e-03 1.11 1.85e-01 1.04
1/20 | 3.64e-05 1.61 1.99e-03 1.79 4.62e-03 0.89 1.68e-01 0.91

Tabela 3.18: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 2 do Exemplo 3.

h lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vk)|l, | ordem | |le(VUg)|l, | ordem | |le(VVk)|, | ordem
1/2 2.55e-03 — 2.24e-02 — 1.89e-02 — 5.17e-01 —
1/3 1.46e-03 1.38 1.51e-02 0.98 1.09e-02 1.36 4.27e-01 0.47
1/4 7.07e-04 2.52 5.44e-03 3.54 6.55e-03 1.77 2.05e-01 2.55
1/5 4.07e-04 2.48 3.33e-03 2.20 4.00e-03 2.22 1.53e-01 1.31
1/6 1.77e-04 4.56 3.13e-03 0.35 1.84e-03 4.26 1.48e-01 0.18
1/7 1.24e-04 2.32 1.67e-03 4.06 1.45e-03 1.53 9.72e-02 2.74
1/8 7.12e-05 4.15 9.76e-04 4.03 9.37e-04 3.28 6.76e-02 2.72
1/9 5.15e-05 2.74 5.67e-04 4.61 7.33e-04 2.09 4.78e-02 2.95

1/10 | 3.85e-05 277 4.54e-04 212 5.73e-04 2.33 4.05e-02 1.56
1/11 | 2.92e-05 291 3.74e-04 2.03 4.68e-04 212 3.55e-02 1.39
1/12 | 1.83e-05 5.39 3.03e-04 2.43 3.63e-04 291 3.09e-02 1.59
1/14 | 9.80e-06 4.04 1.83e-04 3.25 2.43e-04 2.62 2.20e-02 2.20
1/16 | 6.01e-06 3.65 1.20e-04 3.17 1.73e-04 2.52 1.65e-02 2.14
1/18 | 4.64e-06 221 8.02e-05 3.42 1.34e-04 2.15 1.28e-02 2.14
1/20 | 4.98e-06 -0.68 5.99e-05 2,77 1.12e-04 1.70 1.05e-02 1.90
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Tabela 3.19: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 3 do Exemplo 3.

h lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/2 1.63e-03 — 4.56e-03 — 1.02e-02 — 1.58e-01 —
1/3 3.93e-04 3.51 2.52e-03 1.47 3.00e-03 3.02 1.00e-01 1.12
1/4 2.77e-04 1.21 1.21e-03 2.55 2.07e-03 1.28 6.16e-02 1.69
1/5 1.02e-04 4.48 4.22e-04 4.72 1.04e-03 3.11 2.73e-02 3.65
1/6 3.13e-05 6.48 2.48e-04 291 4.00e-04 5.21 1.76e-02 2.39
1/7 2.21e-05 2.26 1.80e-04 2.08 2.57e-04 2.87 1.45e-02 1.25
1/8 1.16e-05 4.82 9.42e-05 4.85 1.54e-04 3.87 8.89e-03 3.68
1/9 1.05e-05 0.82 4.11e-05 7.03 1.61e-04 -0.39 4.94e-03 4.98
1/10 | 7.57e-06 3.14 3.06e-05 2.82 7.33e-05 7.45 3.87e-03 2.32
1/11 | 6.23e-06 2.04 2.81e-05 0.89 6.91e-05 0.63 3.49e-03 1.10
1/12 | 6.20e-06 0.05 1.72e-05 5.61 5.79e-05 2.03 2.50e-03 3.85
1/14 | 3.61e-06 3.51 1.01e-05 3.46 3.41e-05 3.43 1.52e-03 3.23
1/16 | 3.25e-06 0.77 7.05e-06 2.70 2.63e-05 1.96 9.84e-04 3.24
1/18 | 2.72e-06 1.51 6.21e-06 1.08 2.30e-05 1.12 6.77e-04 3.18
1/20 | 3.34e-06 -1.93 4.89e-06 2.27 2.20e-05 0.42 5.21e-04 2.48

Tabela 3.20: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a h e erros com r = 4 do Exemplo 3.

h lle (U)|l, | ordem | [le(Vk)|l, | ordem | |le(VUy)|l, | ordem | |le(V V)|, | ordem
1/2 5.94e-04 — 1.48e-03 — 3.92e-03 — 6.35e-02 —
1/3 3.04e-05 7.33 4.55e-04 291 5.33e-04 4.92 2.85e-02 1.98
1/4 4.14e-05 -1.07 1.31e-04 4.32 4.35e-04 0.70 9.52e-03 3.81
1/5 9.66e-06 6.52 5.71e-05 3.73 2.02e-04 3.43 5.01e-03 2.87
1/6 1.11e-05 -0.76 4.70e-05 1.07 1.41e-04 1.97 4.45e-03 0.65
1/7 7.87e-06 2.23 1.64e-05 6.83 9.81e-05 2.36 1.85e-03 5.69
1/8 5.84e-06 2.24 8.88e-06 4.59 7.77e-05 1.75 9.71e-04 4.82
1/9 | 4.39e-06 2.41 5.95e-06 | 3.40 6.00e-05 2.20 4.77e-04 6.04

1/10 | 6.55e-06 -3.79 4.17e-06 3.36 5.45e-05 0.92 3.43e-04 3.13

Nas Figuras [3.16(a)| e [3.16(b)| apresentam-se os gréficos da ordem de convergéncia

numérica em relacido a h para as funcdes u e v, respetivamente. Através das referidas
figuras e das respetivas tabelas, observa-se que os resultados obtidos sdo consistentes com
os demonstrados no Teorema [2.35 Portanto, as simulacdes numéricas realizadas estdo em
conformidade com o estudo analitico. Destaca-se que, para ||uy—Uk| 12 € [|vs— Vil L2,
a ordem de convergéncia numérica existe, porém estd abaixo da ordem 6tima. Isto estd

de acordo com os resultados do Teorema [2.35, onde a ordem de convergéncia depende do

p(x)
p(z)—1"
q — 1, o que ocorre quando p — oo.

expoente ¢(z), dado por ¢(z) = Note-se que essa ordem tende a diminuir quando
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Figura 3.16: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h do Exemplo 3.

Nas Figuras [3.17(a)| e [3.17(b)| sdo apresentados os graficos da ordem de convergéncia

numérica com respeito a h, das fungdes Vu e Vv, respetivamente. Utilizam-se as referidas
figuras e as respetivas tabelas para concluir que, para ||V(ux — Ui)|lr2@) e |[V(vp —
Vi)llz2(2), @ ordem de convergéncia numérica fica aquém da tima, conforme previsto no

Teorema [2.35]
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Figura 3.17: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a h do Exemplo 3.

No que segue, investiga-se a ordem de convergéncia numérica em relacdo a 6. Para
tal, foram considerados h = 55, r = 1,2,3 e § = 3 com N, = 2,3,4,5,6,7,8,9, 10,

11,12,14,16, 18,20. As Tabelas [3.21] [3.22] e [3.23] mostram os resultados da referida

ordem de convergéncia numérica e os respetivos erros na norma L*(12).
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Tabela 3.21: Ordem de convergéncia numérica em relacdo a § e erros com r = 1 do Exemplo 3.

1) lle (Uk)|l, | ordem | |le (Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/6 3.54e-05 2.20 5.39e-04 0.12 2.29e-03 0.03 8.55e-02 0.00
1/7 2.81e-05 1.50 5.34e-04 0.06 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00
1/8 2.39e-05 1.20 5.31e-04 0.04 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00
1/9 2.04e-05 1.35 5.29e-04 0.04 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00
1/10 | 1.85e-05 0.93 5.27e-04 0.03 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/11 1.65e-05 1.19 5.26e-04 0.03 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/12 | 1.53e-05 0.85 5.25e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/14 | 1.31e-05 1.05 5.23e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/16 | 1.15e-05 0.92 5.22e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/18 | 1.07e-05 0.66 5.21e-04 0.01 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00
1/20 | 9.96e-06 0.66 5.20e-04 0.01 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

Tabela 3.22: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a § e erros com r = 2 do Exemplo 3.

0 lle (Uk)|l, | ordem | [le(Vk)|l, | ordem | |le(VUg)|l, | ordem | |le(VVk)|, | ordem
1/6 3.74e-05 2.08 7.85e-05 1.85 2.37e-04 2.07 2.79e-03 0.05
1/7 3.02e-05 1.40 6.46e-05 1.26 1.91e-04 1.40 2.78e-03 0.02
1/8 2.59e-05 1.13 5.57e-05 1.10 1.65e-04 1.10 2.78e-03 0.01
1/9 2.31e-05 1.00 4.93e-05 1.04 1.48e-04 0.96 2.78e-03 0.01

1/10 | 2.05e-05 1.14 4.42e-05 1.04 1.31e-04 1.11 2.77e-03 0.01
1/11 | 1.84e-05 1.10 4.01e-05 1.01 1.18e-04 1.07 2.77e-03 0.01
1/12 | 1.70e-05 0.95 3.68e-05 1.01 1.10e-04 0.88 2.77e-03 0.00
1/14 | 1.44e-05 1.08 3.16e-05 0.98 9.39e-05 1.02 2.77e-03 0.00
1/16 | 1.27e-05 0.91 2.79e-05 0.93 8.42e-05 0.82 2.77e-03 0.00
1/18 | 1.12e-05 1.07 2.50e-05 0.94 7.51e-05 0.97 2.77e-03 0.00
1/20 | 1.03e-05 0.82 2.29e-05 0.86 6.98e-05 0.69 2.77e-03 0.00

Tabela 3.23: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a ¢ e erros com r = 3 do Exemplo 3.

1) lle (Uk)|l, | ordem | |le(Vi)|l, | ordem | |le(VU)|, | ordem | |e(VVi)|l, | ordem
1/6 3.65e-05 2.14 7.79e-05 1.86 2.29e-04 2.17 3.81e-04 1.82
1/7 2.97e-05 1.34 6.40e-05 1.28 1.86e-04 1.34 3.15e-04 1.23
1/8 2.55e-05 1.15 5.50e-05 1.13 1.60e-04 1.15 2.73e-04 1.07
1/9 2.22e-05 1.16 4.84e-05 1.08 1.39e-04 1.18 2.43e-04 1.01
1/10 | 1.99e-05 1.03 4.33e-05 1.07 1.25e-04 1.02 2.19e-04 0.99
1/11 1.79e-05 1.11 3.91e-05 1.06 1.12e-04 1.13 2.00e-04 0.95
1/12 | 1.65e-05 0.94 3.57e-05 1.03 1.04e-04 0.91 1.84e-04 0.92
1/14 1.40e-05 1.07 3.05e-05 1.04 8.76e-05 1.09 1.61e-04 0.88
1/16 | 1.23e-05 0.95 2.66e-05 1.02 7.73e-05 0.94 1.44e-04 0.83
1/18 | 1.09e-05 1.09 2.35e-05 1.05 6.79e-05 1.10 1.31e-04 0.80
1/20 | 9.92e-06 0.86 2.12e-05 0.98 6.22e-05 0.84 1.22e-04 0.71

Na Figura (3.18| sdo apresentados os graficos da ordem de convergéncia numérica em
relacdo a §. Verifica-se através dos referidos graficos e das respetivas tabelas que, para
|t — Ug||L2(02), @ ordem de convergéncia numérica esta suficientemente préxima da ordem
étima O(6) quando r = 1,2, 3. Para ||vp — Vil[2() € ||V (ur — Uk)||12(q) observa-se uma
ordem de convergéncia aproximadamente O(9) quando r = 2,3. Paraocasor = 1, o

grafico da ordem de convergéncia numérica em ¢ é omitido. Isso ocorre devido ao facto de
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o erro depender exclusivamente do termo h*~! e da constante C' = C'(u,v,p~,p", T, a),
resultando em nenhuma ordem de convergéncia numérica em 0. Finalmente, para ||V (v —
Vk)HLz(Q), tem-se ordem é6tima quando r = 3 e, para os casos r = 1,2, n3o ha ordem de

convergéncia numérica devido ao termo h*~! e a constante C' = C(u,v,p~,p", T, ).

-~ declive 1

Figura 3.18: Ordem de convergéncia numérica em relagdo a § do Exemplo 3.
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Capitulo 4

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho investigou-se uma equacdo diferencial parabdlica com o operador p(x)-
biharménico. Aplicou-se uma mudanca de varidvel conveniente e transformou-se o problema

original num sistema formado por duas equagoes de segunda ordem.

Realizou-se a discretizacdo em relacdo a varidvel temporal e definiu-se o problema semi-
discreto. Através do teorema de Brouwer, demonstrou-se a existéncia da solucao discreta.
O uso de técnicas classicas de Andlise Funcional permitiu provar que a referida solugdo
discreta é tnica. Adicionalmente, foram estabelecidas as estimativas a priori da solucao
discreta e notou-se que estas dependem exclusivamente dos dados iniciais. Além disso,
para que as estimativas sejam uniformes, foi necessario considerar que a condi¢do inicial
no tempo seja igual a zero. Posteriormente, utilizou-se o Método de Rothe e mostrou-se
que o sistema composto por duas equacdes de segunda ordem possui uma Unica solu¢ao
fraca. Ainda na investigacdo semidiscreta, estabeleceram-se estimativas de erro e a ordem

de convergéncia da solucao semidiscreta para a solugao fraca.

Posteriormente, definiu-se o problema discreto através da discretizacdo em relacdo a
variavel espacial. Utilizou-se, novamente, o teorema Brouwer e obteve-se a existéncia
da solucdo discreta. A unicidade da solucdo discreta foi obtida de maneira cldssica, e
estabeleceram-se as estimativas a priori da referida solucdo discreta. Da mesma forma que
no caso semidiscreto, verificou-se que as estimativas a priori da referida solucao discreta
dependem dos dados iniciais, sendo necessario considerar que a condicao inicial no tempo
seja igual a zero para que sejam uniformes. Determinaram-se as estimativas de erros entre
a solucdo discreta e a solu¢do fraca na norma L?(f2). Além disso, investigou-se a ordem
de convergéncia da solugdo discreta para a solugdo fraca, obtendo-se a convergéncia no
espaco, no tempo, bem como um critério para a existéncia da ordem de convergéncia.
Destaca-se que a mudanga de varidvel aplicada no inicio da investigacao foi extremamente
vantajosa, pois possibilitou a obtencdo da ordem de convergéncia em relagdo a e h para
as funcdes u, v, Vu e Vu, utilizando elementos finitos com pouca regularidade, apenas C°

para uma equacdo de quarta ordem.

Finalmente, aplicou-se o método dos elementos finitos e obteve-se um sistema de equacdes
algébricas. Implementaram-se os cddigos computacionais no software MATLAB para este

sistema e os resultados obtidos foram explicitados em trés exemplos.

No primeiro exemplo, investigou-se o problema numa dimens3do espacial com a fungao

de expoente varidvel satisfazendo 1.4 < p(x) < 1.93. Verificou-se que as ordens de
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convergéncia numéricas em relacao a h e a d estavam suficientemente préximas das ordens

Stimas.

No segundo exemplo, estudou-se o caso em que 2.5 < p(x) < 3 sobre um dominio
unidimensional. Notou-se que a ordem de convergéncia numérica em relacdo a h estava
suficientemente préoxima da ordem 6tima. Por outro lado, obteve-se uma ordem étima ao

investigar a ordem de convergéncia numérica em relacdo a 9.

No terceiro exemplo, abordou-se o problema num dominio bidimensional com a condicao

4 < p(x) < 6.5. Verificou-se que a ordem estava abaixo da ordem étima. Este resultado

estd alinhado com os resultados do Teorema [2.35 onde a ordem de convergéncia depende
_ _p()

do expoente ¢(z), com ¢(z) = POME

o que ocorre quando p — oo. Posteriormente, verificou-se em alguns casos que a ordem

Esta ordem tende a diminuir a medida que ¢ — 1,

de convergéncia numérica em relacdo a § estd suficientemente proxima da ordem 6tima
O(6). Houve casos em que n3o existiu ordem de convergéncia numérica em J, pois o erro

dependia exclusivamente do termo h*~! e da constante C' = C'(u,v,p~,p", T, ).

Deste modo, os exemplos ilustraram que as simulacdes numéricas estdao de acordo com

o estudo analitico.

Futuramente, tem-se o objetivo de investigar outras propriedades da solu¢do da referida
equacgao parabdlica, nomeadamente o comportamento assintético e o blow-up. Além disso,

pretende-se estudar as equa¢des hiperbdlicas com o operador p(z)-biharménico.
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Apéndice A

Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo sobre as definicdes matematicas e os teo-
remas utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente definem-se os espacos de
Lebesgue com expoente constante LP(£2) e sdo abordadas as distribuicdes para, posterior-
mente, definir os espagos de Sobolev com expoente constante WP (2). Além disto, sdo de-
finidos os espacos de Bochner LP(a, b; X) e os espacos generalizados de Lebesgue L) ().
Para mais detalhes, indicam-se as referéncias [1}, 8, [17, 28] 31}, 36] (38, 144, 57| 68, (71}, [77].

Adicionalmente, explicitam-se os principais conceitos e os teoremas relacionados com a
discretizacdo espacial. Apresenta-se um resumo sobre o método dos elementos finitos e
definem-se as funcbes de base de grau » > 1 que geram o espaco dos elementos finitos em
dominios unidimensionais e bidimensionais. A respetiva teoria pode ser investigada com
detalhes nas referéncias [11], [16] 25| 35, 47, [79].

No final deste capitulo ha uma seccdo contendo as desigualdades fundamentais e os
teoremas que nao se enquadram nas seccoes anteriores. Detalhes adicionais podem ser
consultados nas referéncias [6} 23] 24, (36, 142, [68].

Destaca-se que, as constantes que s3o independentes dos parametros e das funcdes sdo

denotadas C;, com ¢ € N*, ou simplesmente por C.

A.1 Espacos de Lebesgue LP({2)

Nesta seccao definem-se os espacos de Lebesgue com expoente constante, nomeada-
mente, LP(€)). Além disto, apresentam-se os teoremas fundamentais relacionados aos

referidos espacos.

Sejam ) C R% d > 1, um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < co. Denotam-se
por LP(Q2) os espagos vetoriais que sdo formados pelas classes de fungdes mensuraveis a
Lebesgue u : Q — R tais que [, |u(x)[’dz é finita, ou seja,

LP(Q) = {u : = R, mensurdvel; / lu(z) | de < oo} .
0

O espaco de Lebesgue LP(2) torna-se um espaco de Banach ao ser equipado com a
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norma

il = [ Tuter da:);

Quando p = 2, L2(Q) é um espaco de Hilbert, isto é, um espaco de Banach com um

produto interno definido por
(u,v) = / u(z)v(x)de.
Q

Por outro lado, o espaco vetorial L>°(£2) é constituido pelas classes de fungdes v : 2 — R

que sao essencialmente limitadas, nomeadamente,

L>(Q) = {u: Q — R, mensurdvel; 3C >0, |u(z)] <C q.t.p. em Q}.

O espago L>°(£2) munido com a norma

[l foo () = esssup |ul
z€eQ

é um espaco de Banach.

Ao longo deste trabalho, para cada 1 < p < oo, denomina-se ¢ o expoente conjugado
de Holder de p tal que 1 < g < o0 e:

i 50141 = i — D — _q .
i) Se 1 <p < o0, entdo st =1 Equivalentemente, ¢ SHoup =y

i) Se p=1, entdo ¢ = co. Analogamente, se p = oo, entdo ¢ = 1.

Teorema A.1 (Desigualdade de Holder [36, p. 706]). Sejam 1 < p < oo e ¢ seu expoente
conjugado. Seu € LP(Q) ev € L4(N), entdo uv € L}(Q) e

| @@l ds < i ol
Observacao A.2. Através da desigualdade de Holder, tem-se

x)dx

/ ()o@ dz < lull ey 9] 2agen -

Teorema A.3 (Desigualdade de Minkowski [36, p. 707]). Se 1 < p < oo eu,v € LP(2),

entao,

lu+ 2l o) <l + 10l 1oq)
Teorema A.4. [17] p. 118] Suponha que |Q)] < 0o e 1 < p < r < oo, entdo existe uma
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imersdo continua L" () — LP(Q)) e
HUHLp(m <C ||U’HLT(Q) , Yue L'(Q),
onde C' = ]Q]%_%.

Teorema A.5. [68, p. 11] Se 1l < p < oo, entdo LP(£2) € um espaco de Banach localmente

uniformemente convexo e reflexivo.

Teorema A.6 (Semicontinuidade inferior da norma [17, p. 58]). Sejam X um espaco de
Banach e {u,},., uma sequéncia de funcées em X. Se u, — u em X, entdo |ju,|x €
limitada e

lull x < liminf ffup|x .
n—oo

Teorema A.7. [57, p. 12] Sejam Q) um conjunto aberto e limitado de R?, u e {u,}>~,
fungbes de LP(£2), com 1 < p < o0, tais que:

||un||LP(Q) <C, u, = u, qg.t.p. em¢,

entdo u, — u em LP(§2).

A.2 Distribuicoes

Esta seccao tem o objetivo de enunciar os principais conceitos relacionados as distri-

buicdes para, na seccdo seguinte, definir os espagos de Sobolev.

Seja Q C RY, d > 1, um conjunto aberto. Denota-se por C°(€2) o espaco vetorial das
fungdes infinitamente diferencidveis e com suporte compacto. Para uma fungdo u € C5°(€2)

tem-se:

i) ue C=(Q);

i) supp(u) = {z € Q; u(x) # 0} é um conjunto compacto de Q.

Considera-se = (f1, B2, ..., S4) um multi-indice de nimeros naturais. Denota-se por
18] = 3%, B; a ordem deste multi-indice e por D? a derivada parcial de ordem |3| da

funcdo u, isto é,
98l
851 Ba
1

« e Ugy

Dy =

Quando 8 = (0,0,...,0), tem-se D% = u.
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Definicdo A.8. Seja {u,} -, uma sequéncia de fungcbes em C§°(2) que converge para
uma fungdo u € C§°(S2). Entdo, existe um conjunto compacto K tal que supp(u) C K,

supp(u,) C K para todo n e

DPu,, — DPu uniformemente em K quando n — oo para todo multi-indice 3.

Indica-se por D(2) o espago vetorial formado por C§°(€2) munido da convergéncia dada
pela Definicao . Por D'(§2) denota-se o espaco dual de D(£2), os elementos pertencentes

a D'(Q2) sdo denominados fungdes generalizadas ou distribuigdes.

Definicdao A.9. Uma distribuicio D°u € D'(Q) € dita derivada no sentido das distribuicSes
de ordem (3 da distribuicdo u € D'(Q) se

/ DPwvdz = (—1)1P! / uDPvdz, ¥ v € D(Q).
Q Q

Observacao A.10. Se u € C"™(R2), entdo as derivadas no sentido das distribuicées de u,

até a ordem m, sdo idénticas as derivadas cldssicas.

A.3 Espacos de Sobolev W™?(Q)

Inicia-se esta seccdo com a definicdo dos espacos de Sobolev com expoente constante,
nomeadamente, os espagos W"™P((2). Posteriormente sdo apresentados as principais pro-

priedades e os teoremas dos referidos espacos.

Sejam 0 C RY, d > 1, um conjunto aberto, 1 < p < co e m € N. Por W™P(Q)
denotam-se os espacos das fungbes u € LP(£2), tais que as suas derivadas no sentido das

distribuicGes até a ordem m sdo também elementos de L?(2), nomeadamente

WmP(Q) = {u € LP(Q); D’u e LP(Q)V B; |B| <m}.

Define-se a norma neste espaco por

HUHWm,p(Q) = Z HDﬁuHZL)P(Q) , quando 1< p < o0
|B81=0

m
[wllrmooo () = Z esssup | D”ul .
|8]=0

Proposicao A.11. [68, p. 41] Os espacos W™P()) possuem as seguintes propriedades:
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i) Sel <p < oo, entdo W™P(QQ) é um espago de Banach;

ii) Quando p = 2, denota-se por H™(Q2) = W™2(Q) o espaco de Hilbert com produto
interno definido por

(s V) g (g 2/ Z DPuDPudz.

“ |8=0
Define-se o espaco Wy (€2) como o fecho do conjunto C§°(2) no espago W™P((2),
————W™P(Q)

Wg () = C52(2)

Destaca-se que o espaco W;"P(2) é interpretado como o conjunto das fun¢des u €
WmP(Q) tais que D°u = 0 na fronteira 02 para todo || < m — 1. No decorrer deste
trabalho, denota-se por Hj*(Q) = WJ*(Q).

Teorema A.12. [68, p. 41] Suponha que Q C R¢, d > 1, seja um conjunto aberto com

fronteira Lipschitz continua. As seguintes afirmagdes sdo validas:

i) Paral <p < oo, W™P(Q) é um espaco separavel;
i) Paral < p < oo, W™P(§2) é um espaco reflexivo;

ii) Para1l < p < 0o, o espago C*(£2) é denso em WP ().

Teorema A.13 (Desigualdade de Poincaré [17, p. 290]). Sejam 1 < p < 00 e Q) C RY,
d > 1, um conjunto aberto e limitado. Ent3o, existe uma constante C' que depende apenas

de Q) e de p tal que
ull ooy < CNIVUll 1oy ¥ u € We™(Q2).

Teorema A.14. [68, p. 44] Sefam m > 0, 1 < p < oo e £ um dominio Lipschitz e

limitado.

i) Sem < %, entdo W™r(Q) < L"(12), onde + = % -

i) Sem =2, entdo W™*(Q) — L'(Q2), onde 1 < r < oo;

jii) Se & <m < %41, entdo WP (Q) — CO™P(Q);

iv) Sem =T +1, entdo W™P(Q) — C*(Q), onde 0 < f < 1 e
COP(Q) = ueC(Q); sup Ju(z) = uly)] <00 g

YEQ r —
Ixy Y | y|

v) Sem > 941, entdo W?(Q) — C*'(Q).
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A.4 Espacos de Bochner LP(a,b; X)

Nesta secgdo faz-se uma breve definicdo dos espacos de Bochner L?(a, b; X') e explicitam-

se as suas propriedades.

Sejam X um espago de Banach e 1 < p < co. Denotam-se por LP(a, b; X) os espagos de
Bochner formados pelas classes de fungdes u : (a,b) — X tais que a fungdo ¢t — ||u(t)||%

seja integravel a Lebesgue em (a,b). Define-se

b P
e = ([ IO < o, quando 1 < p <

[[ll o (a,0,x) = esssup [Ju(t)]| x < oo.
te(a,b)
Proposicao A.15. [68] p. 56] Os espacos L? (a,b; X) possuem as seguintes propriedades:

i) Sel <p < oo, entdo LP(a,b; X)) € um espago de Banach;
i) Se X é um espaco reflexivo, entdo LP(a,b; X) é um espaco reflexivo com 1 < p < 0o;

iii) Se X é um espaco de Banach separdvel, entio LP(a,b; X) é um espaco de Banach

separdvel com 1 < p < .

O préximo teorema auxilia na demonstracdo da ordem de convergéncia investigada neste
trabalho.

Teorema A.16. Sejamn € N* ek =1,2,...,n. Suponha que o intervalo I = [0, T] seja
particionado uniformemente em n subintervalos de tamanho 6 = t;, — t;,_1 onde t;, denota
os pontos deste particionamento. Se u,u; € L*()) para todo t e uy € L>=(0,T; L*(Q)).

Entao,
U(ZL‘, tk) — U([E, tk—l)
0

ug(z, ty) — <o ||utt“Loo(o,T;L2(Q)) :

L*(Q)

Demonstracao

Aplica-se a expansdo em série de Taylor da fun¢do u(z,t) no ponto t = t;_; préximo de
t =1,

uy(x, T
w(x,ty—1) = u(x, ty) + w(x, t) (L1 — t) + %(%1 —t)?,
onde T € (ty_1,1). Desde que 0 =t} — t;_1, entdo
Puy(x, T
w(z, tr—1) = u(x, ty) — oug(, ty) + %,
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logo,
u(z, ty) — u(x, ty_q) _ dug(x, 7)
) 2 )

Ut(l’, tk’) -
Aplica-se a norma em L%(Q),

u(z, ty) — u(x, ty)
)

i, ) — < C6 e, 7l ey - (A1)

L*(Q)

Por hipétese, uy; € L>®(0,T; L*(Q)), assim para 7 € (tx_1,tx) C [0,T] tem-se

||“tt($aT)HL2(Q) < etss((?lj{)P Hutt<x7t)HL2(Q) = ||Utt||Loo(o,T;L2(Q))- (A.2)
(0,

Substituindo (A.2)) em (A.1]), demonstra-se o teorema. W

A.5 Espacos generalizados de Lebesgue L7(*)(())

Na seccdo atual, definem-se os espacos de Lebesgue com expoente varidvel, nomeada-
mente, os espacos generalizados de Lebesgue LP®)(Q). Enunciam-se as propriedades e
os teoremas dos referidos espacos. Além disto, demonstram-se teoremas importantes que

auxiliam na investigacdo deste trabalho.

Sejam Q C R?, d > 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz continua.
Denomina-se expoente varidvel a fungdo mensurdvel p : 2 — (1,00) e para uma fun¢do

u : £2 = R define-se o funcional

(1) = [ futa)* da

O espaco generalizado de Lebesgue LP(*)((2) é formado pelas classes de funcdes u men-

suraveis, tais que o funcional p,,) (u) é finito, nomeadamente,

LPO(Q) = {u: Q — R, mensurével; p,(.)(u) < oo} .
Neste espaco esta definida a norma de Luxemburg

. u
] oy = inf {5 = 0; o (B) < 1} |

Proposicdo A.17. [8| p. 4] O funcional p,(u) possui as seguintes propriedades:

i) pp(z)(u) >0, para todo u;
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i) ppz)(u) =0 se, e somente se, u = 0.

Denotam-se por

p~ = essinf p(x), p" = esssup p(z)
e 20

e considera-se para todo x € €, p(z) € [p~,p*] C (1,00).

Teorema A.18. [8, p. 8] Sejam Q2 C R d > 1, um conjunto aberto, limitado e com
fronteira Lipschitz continua. Se para todo x € Q, p(z) € [p~,pT] C (1,00), entdo para
cada u € LP®) () tem-se

it { [l 00y | < Pt () < maix { lal e sl }

Equivalentemente,

1 1

1 1 1
min {pp(x)(u)Zf s Pp(a) (W) 7* } < ull oo ) < max {pp(x) (w)?™, pp(a) (w) 7™ } :

Teorema A.19. [8, p. 16] Sob as hipéteses do Teorema LP@)(Q) é um espaco de

Banach reflexivo.

Teorema A.20. [8, p. 11] Sejam p(z) e r(x) fungbes de expoente varidvel com p(x) €
[p~,pT] C (1,00), r(z) € [r,r"] C (1,00) para todo z € Q. Ser(x) > p(x) q.s. emQ,
entdo existe uma imersdo continua L™ (Q) — LP®)(Q) e

el poorey < Cllull priorey » ¥ € L9(Q),

onde C' = C(|Q|,p~,pT,r—,rT).

Para p(x) € [p~,p*] C (1,00), denomina-se ¢(z) o expoente conjugado de Holder de
p(x) tal que g(z) € [¢7,¢"] C (1,00) €
LI R (C) o 1@
T R R e R S OO R

Teorema A.21 (Desigualdade de Young com expoentes variaveis [76, p. 6]). Sea,b,e > 0,

p(z) e q(x) sdo expoentes conjugados, entdo
ab < ea?®) 4 CLHI®),

onde




Teorema A.22 (Desigualdade de Holder com expoentes varidveis [8, p. 9]). Sejam Q) C RY,
d > 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz continua. Se u € LP®)(Q),

v € L1®)(Q), p(x) e q(w) sdo expoentes conjugados, entdo

[ lde < (=4 ) Hulloiey Blloey < 2ol ol
Teorema A.23. Sejam Q0 C RY, d > 1, um conjunto aberto, limitado, com fronteira
Lipschitz continua e p(x) € [p~,pT] C (0,1] para todo z € Q. Se u € L*(Q), entdo

@) € LY(Q) e

- +
[ 1o do < Cmase (el Tl -

2—p~ 2—p+
onde C'=2max{|Q| 72 ,|Q| =2 }.

Demonstracao

Aplica-se a desigualdade de Holder com expoentes varidveis (Teorema |A.22) e obtém-se

p(z) p(z

At a1 (r3)

Através do Teorema [A.18] segue que

<
100, 20 max{ } (A.4)

€
p(x) < { p* }

)25 g < mee Loy el (A5)

Substituindo (A.4]) e (A.5) em (A.3), conclui-se a demonstra¢do. W

Teorema A.24. Sejam Q C R? d < 2, um conjunto aberto, limitado, com fronteira
Lipschitz continua e p(z) € [p~,p"] C (1,00) para todo x € Q. Se u € H}(Q), entdo
|u|P@=1 € L*(Q), para todo x € ), e

H |u|p($)*1‘

-——1 +-1
gy < Cmas { el Tl

Trap— 1
onde C' = () max{|Q|p2<p++zlj> ,|Q2»T+1} e Cy € uma constante.
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Demonstracao

Através da desigualdade de Holder com expoentes varidveis (Teorema |A.22)), obtemos

ulP@1 <201 . H p@=D| -, : A6
[Py =20 e O ey (A6)
Do Teorema vem que
2 pT+2-p~
e <m0 o ) (A7)
LrT+2-p(2) (Q)
2(p(z)-1) p~—1)
[ ot o <m0 o) Il g

Por hipétese p(z) € (1,00) e Q2 C R? com d < 2, assim pelo Teorema existe uma

imersdo continua H'(Q) «— L2P"+1(Q) e consequentemente

H,u‘zm )-1)

_ +_
e < Comax {3 Il
Lr@-1(Q)

< Cymaxc { a3y, Il } - (A8)

Substituindo (A.7)) e (A.8) em (A.6]), demonstra-se o teorema. W

Teorema A.25. Sejam Q C R? d > 2, um conjunto aberto, limitado, com fronteira
Lipschitz continua e p(z) € [p~,p*] C (1, min{3, £2}) para todo x € Q. Se u € H} (1),
entdo [u[P®~1 € L2(Q), para todo x € (), e

H |u|p(x)*1 ‘

p—1 pt—1
gy < Cmas { el Tl

3—pt 34pt—2p—
onde C' = Cy max{|Q|2¢F+D |Q| 207+1) } e C é uma constante.

Demonstracao

Aplica-se a desigualdade de Holder com expoentes varidveis (Teorema |A.22) e obtém-se

T (A.9)

H’u|p(w) 1
LW( )

<21 . H (p(x)—-1)
L2(Q) ” HLp+f3+2lp(z) () | ’

Através do Teorema [A.18] segue que

3—p+ 3+p + —2p—
11 P () = max{m"ﬁ“ SIS }’ (A.10)
LP —p(z
2 -1 ——1) +-1)
[Pl g s man (G TG
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Desde que 1 < p(z) < min{3, 42} e O C R? com d > 2, tem-se pelo Teorema

que existe uma imersdo continua H'(Q) < LP (). Assim,

H 2P )

_ +_
v < Comax {[ullig " lulig, V|
L20@)-1) ()

< Comax {Jull 3 o) Iullig, "} (A1)

Substituindo (A.10]) e (A.11]) em (A.9)), conclui-se o teorema. W

Teorema A.26. Sejam ) C R? d > 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira

Lipschitz continua. Suponha que, para todo x € 2, p(z) € [p~,pT] C (0,1) e o )+ q(lz)

1 (nota-se que, q(x) < 0). Se u e v sdo fungGes mensurdveis com v(x) > 0 para todo

x € (), entdo
p* 1
||UU||L1(Q) 2 9 Pp(a) (W)P"

onde

C7 > 0 é uma constante tal que

C; <

= —pt )’
maX{Pq(x) (U)l " Pata) (U)l g }

Demonstracao

Desde que ¢(z) € [¢7,¢"] C (—00,0) e v(x) > 0 para todo x € 2, entdo
1
0</vq<x)dx<oo<:)0</ dx<oo (A.12)
Q o v-1@)

Por outro lado, sejam r(x) e s(x) expoentes conjugados tais que

1 1 1
l<r =—<r@)=—<rr=—<x A.13
pr (@) p(z) P~ (A13)
e

B rt r(z) r-
1<s = < = _<st= < 00. A.14
i r+_1_s(x) r(x)—l_S ——1 (A-14)

Definindo as funcdes auxiliares

o =0 7 (A.15)



w = (uv) r(z) (A16)
tem-se

©*@ = 1@, (A.17)
De facto, através da definicao de ¢ em (A.15)) segue que
908(93) _ <,U_7.(11.)>S(m) .

De (A.14)), vem que

r(z)
@) = (U‘r<lz>> @)=t (U)—T(TL — (v)?i(z) ,

pois por hipdtese ¢(x) = z%' Desta maneira, demonstrou-se que a igualdade (A.17)) é

satisfeita.

Por outro lado, de (A.12) e (A.17)), vem que

0< / I dr < 00 & 0 < / ©*@dr < oo,
Q Q

isto implica que p € L*®(Q).
Além disto, através de (A.16]), tem-se

Y@ = .

Utilizando a hipétese de que as fun¢des u e v s3o mensuraveis com uv € L'(€), obtém-se

/wr(m)dx = / uvdxr < C,
Q Q

logo 1 € L"@)(Q).
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Através de ((A.13), tem-se

/up(m)dx:/uré)dx:/(v)r(l@ (U)T<1I> (u)% dx:/(v)ﬂlﬂ (uv)% dx.
Q Q Q Q

De (A.15) e (A.16), segue que

/up(z)dx:/gowda:.
Q Q

Através da desigualdade de Holder (Teorema [A.22),

/Q WP do < 216 ey 19

Ls@)(Q) -
Por (A.16)), vem que
1
< r(@) . .
ooty (0) < 2| () el ey

Aplica-se o Teorema [A.18]

Py (1)

1
B + L £
< 2max {pr(x) ((U’U) Mx)) y Pr(z) ((U’U) Mx)) } max {ps(a:) (90) 57, Ps(x) (SD) st } s

simplificando,

= o ) )
pp(x) (U) S 2 max { (/Q |uv| dl‘) ) (/Q ‘UU‘ dil?) } max {ps(:p) (@)Faps(ac) (SO)ST} s

ou seja,

1 1

p— F L F
Pp(x) (U) S 2 max {HUUH£1(9) ) ||U,U||£J{(Q)} max {ps(m) (‘;0) 575 Ps(z) (90) st } .

De (A.17)), tem-se

a(z)

a2 a L X
Pp(z) (1) < Qmax{Huszl(Q) : Huva{(Q)} max {ps(x) ((U)s(z>>  Ps(z) ((v)sm) } ,

simplificando novamente,

1

1
a1 a : o
Pp(z) (u) < 2max{]|uv||£}<m : ||uv||ff(m} max { </ﬂ o] )dq:> : </Q ] )daz> } :
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isto ¢,
L e L 1
o (40 < 2 { ol gy D e ) 007y (007}

Desde que v seja uma fungdo ndo nula, segue que

1

L a
Pp(z) (W) < 2max{||uv||£1(ﬂ) , ||uv||ﬁ(9)} .

N N
max {pq(m) (v)s » Pg() (v)=* }

Através da Proposicio [A.17] tem-se 0 < —1

—— < 00. Por simplificacdo, considera-se
pq(z)(v)

1

Ol S 1 1 Y
max {pq(a:) (V)= Py(a) (V)7 }

onde C; € (0,00). Assim,
= o
Crpp(a) (1) < 2max{||uv||£1(g) , ||uv||£1(m} .

Logo,

ey () < 27 max {uuvum) ] 5(9)} | (A.18)

Através de (A.13) tem-se r~ < r* e I < 1. Consequentemente, faz-se necessério

investigar dois casos para a estimativa ((A.18)).

Caso |luv||f1o) > 1, entdo

max {||uv||L1<Q) , ||uv||;(m} — vl -

Assim, a estimativa (JA.18)) torna-se

o\ —
(5) o 0 < vl (A19)
Caso |luv||p1) < 1, entdo
s { ] ool | = ol -
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Desta maneira, a estimativa ((A.18]) passa a ser

C{_pp(x) (U)F <2" HUUHET(Q) )

ou seja,

-t

C =t
(2) oo 0" < s (A20)

De (A19) e (A:20), tem-se

*

Cr\" o
<7) Pp(a) ()" < ||uv||L1(Q)7

onde

o=
+

x r7, se [luv g = 1,
rt, o ose fluwl[pg) <1,

C; <

m“H —_

max {pq<z) (v)
com C; € (0, 00).

Finalmente, usam-se as estimativas (|A.13)) e ((A.14)) para obtermos os valores de r—, r,
s~ esT emfunciodep  ept. W

A.6 Discretizacao no espaco

Nesta seccao siao apresentadas as definicdes e os teoremas relacionados a discretizacdo

espacial.

Definicdo A.27 (d-simplex [23, p. 112]). Sejam vy, vy, ..., vy vetores de RY tais que,
para todot = 2,3,...,d+ 1, os vetores

VvV, — 11

sdo linearmente independentes. Denomina-se o fecho convexo de v; como d-simplex de

VErtices vy, Vo, ..., Vgi1-

Destaca-se que, quando d = 1 tem-se que o 1-simplex representa um segmento de reta.
Se d = 2, entdo o 2-simplex é um tridngulo e para d = 3 o 3-simplex é definido como um

tetraedro.
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Considera-se 7, uma particio nio degenerada do dominio poligonal Q@ C R%, d > 1,
em d-simplex com parametro h, tal que 0 < h < 1. Assim, o conjunto €2 é dividido num
nimero finito de subconjuntos 7}, i = 1,..., N,, denominados de elementos finitos e que
satisfazem a teoria do método dos elementos finitos apresentada por Ciarlet [25] e Thomée

[79]. Nomeadamente:

Ne
) Q=T
i=1
i) int(T;) # 0,V T; € Tn;
iii) int(T;) Nint(T;) = 0,V T;,T; € Ty, com i # j;
iv) cada lado de T; ou pertence a fronteira do dominio 2 ou é lado de outro T} € Tp;
v) cada T; possui fronteira Lipschitz continua,

onde int(T;) representa o interior do subconjunto 7;.

Define-se o espaco dos elementos finitos S, C H{(f2) como o espago das funcdes
continuas sobre Q) que s3o polinémios de grau r, r > 1, em cada d-simplex de 7}, e
que se anulam na fronteira 052, isto é,

S, = {u € €9 () ;uy, é um polindmio de grau r > 1, ¥ T € n},

com ¢ = 1,..., N.. Considera-se que o espaco S, é gerado por uma base de Lagrange,

nomeadamente,

Sh = <9017902’ s 790Ne>'

Definicdo A.28 (Projecdo de Ritz [79, p. 8]). Sejam u € H} () e Ry, : H}(2) — Sh.

Denota-se por Ryu a projecdo de Ritz da fungdo u sobre o espaco S), tal que
/ VERyu-Vidr = / Vu-Vipdx, ¥V € Sy,
Q Q

Teorema A.29. [79, p. 8] Se S, C HJ(Q) e Ry, : H™(Q) N H}(Q) — S, € a projecio
de Ritz, ent3o, para toda funcdo u € H*(Q) N H} (), tem-se

Ju— RhUHL2(Q) + RV (u— Rh“)”L?(Q) <Chn HUHHS(Q) , I<s<r+1

Nas subseccdes seguintes, explicitam-se as fungdes ¢;, @ = 1, ..., N,, que formam a base
do espaco de elementos finitos S;,, para mais detalhes indicam-se as referéncias Brenner e
Scott [16], Ciarlet [25] e Becker, Carey e Oden [11].
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A.6.1 Funcoes de base lineares unidimensionais

Nesta subseccdo definem-se as fung¢des de base lineares por partes para o dominio 2 C R.
Por simplicidade, investiga-se o caso em que 2 = [0, 1] e particiona-se uniformemente o

referido intervalo num ndmero finito de elementos 7T;, com i = 1,2, 3, 4, conforme exibido

na Figura [A.]

Th 15 T3 T

zog=20 T T T3 xy=1

Figura A.1: Partic3o do intervalo [0, 1] formada por quatro elementos finitos.

Devido ao facto do particionamento ser feito uniformemente, entdo o comprimento de
cada elemento finito é constante e definido por h = #7#¢ = 0.25. Além disto, os pontos

x; sao usualmente denominados de pontos nodais e o intervalo particionado é nomeado de

malha de elementos finitos.

Para definir as funcbes de base, seguem-se os seguintes critérios:

i) Escolhem-se funcdes relativamente simples e que estejam definidas em cada elemento

sobre a malha;
i) Pertencem ao espaco H}();

iii) Os valores da solugcdo aproximada sdo precisamente os valores da solugdo exata nos

pontos nodais.

Um conjunto de fungdes de base que satisfazem esses trés critérios é exibido na Figura

e definido por

T — Ty
Tlla T € [rii1, T,
Tit1 — T
pilz) = %7 T € |15, 441,
0, x 52 [xi—l,xiﬂ] )
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onde h = x; — x;_1 com ¢ = 1,2,3. Consequentemente, tem-se

1
L TE (i1, i),
dgi(x) 1
dv | " Y€ (@5, Tit1)
0, =z ﬁé ($i—1>33i+1)-
A
¢1() o) ws(x)
1+
2 =0 X1 X9 T3 z4=1

Figura A.2: Funcgdes de base lineares.

Na literatura, as fungdes de base da Figura [A.2] sdo conhecidas como fun¢des chapéu.
Destaca-se que as referidas funcbes s3o lineares por partes em cada elemento finito da

malha e satisfazem a condicdo de ortogonalidade

1, sei1=17,

i\Lj) =
i

ondei=1,2,3e757=0,1,2,3,4.

A.6.2 Funcoes de base de grau arbitrario unidimensionais

Nesta subsecc¢ao sao determinadas as fungdes de base de grau r > 1 que formam o espago
de elementos finitos S;,. Nomeadamente, neste trabalho, utilizam-se elementos finitos de
Lagrange para a construcdo destas funcoes de base. Os referidos elementos satisfazem os

seguintes critérios:

i) Para o dominio €2 = [0, a], cria-se uma malha uniformemente particionada e escolhe-
se um elemento finito de referéncia 7,. Estabelece-se um sistema de coordenadas
& com origem no centro do elemento 7,, dimensionado de modo que £ = —1 no

extremo esquerdo e £ = 1 no extremo direito, conforme exibido na Figura [A.3]
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i)

ii)

Figura A.3: Elemento finito de referéncia.

Define-se,
f B 2r — (IL‘Z + xi—i—l)

Tiv1 — T4

e assim os pontos = € [z;, z;41] sdo transformados em pontos ¢ € [—1, 1]. Realizam-

se os calculos no elemento finito de referéncia T, e denotam-se as funcdes de base

por ¢;(&);

Para as fun¢des de grau r > 1, identificam-se (r + 1) pontos nodais (incluindo os
extremos) que dividem o elemento de referéncia em r segmentos iguais. Denotam-
se por &, ¢ = 1,2,...,7r + 1, as coordenadas de cada ponto nodal e para cada

um destes pontos nodais formam-se o produto de r fungdes lineares (§ — &;), onde

j=1,2,....,r+1ej #i. Estas funcdes tem a seguinte forma,
Ponto nodal 1 : (E—&)(E—&). .. (§—&q),
Ponto nodal 2 : (E—&)(E=&)(E—&) ... (E=&41),
Ponto nodal i : (€—&)  (E=&-1) (= &ir1) - (€= &ri1),

Ponto nodal r + 1 : (E-&)(E—&) ... (E—&);

Para cada ponto nodal 7, avalia-se o produto correspondente na etapa (ii) em £ = ¢;
e dividem-se as funcées do produto por este valor. Isto normaliza os polindmios para
que ;(&) = 1 e produz a fungdo de base ;(£) correspondente a cada ponto nodal

. Por exemplo,

(E—&)(E—&) ... (€= &)
(& —&) (& —&) . (61— &)’
(E—&)(E—&) ... (€= &)
(e—&) (&L —&) ... (& — &)

Y1 (f) =

pa (§) =

e generalizando,

(E-&)(E—&) ... (E—&-1)(E—=&tm) - (E—&41)
(& =€) (G —&) (&= &) (&G — &) (& = &)
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Destaca-se que, as fungdes ¢;(£) sdo linearmente independentes e satisfazem

1, sei=j,
%(gJ)_{ 0, se#j.

Consequentemente, as (r + 1) fungdes definem a base de Lagrange constituida de um
conjunto de todos os polinémios de grau até r.

A Figura mostra as funcdes de base lineares (r = 1) onde

_E=&) 1.
@1(6)_(51_52)_2(1 6)7
_€-&) 1

A ¢1(§) ©s(&)
V ° > g
1 2

Figura A.4: Fungdes de base com r = 1.

No que segue, a Figura[A.5| exibe as funcdes de base quadraticas (r = 2) onde

(O =51,
p2 () =16,
e (©) =5 (€+1).
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e1(8) ©4(§) ©5(&)

v

Figura A.5: Fun¢ées de base com r = 2.

A.6.3 Funcoes de base de grau 1 bidimensionais

Nesta subseccdo, apresentam-se as fungdes de base de grau 1 sobre um dominio bidi-
mensional 2 C R2.

Suponha que o dominio € seja particionado uniformemente numa malha triangular, desta
forma tem-se que os elementos finitos sdo triangulos e para a referida investigacdo escolhe-
se um elemento finito de referéncia denotado por 7., cujos os vértices s3o os pontos P, =
(z1,91), Po = (2,12) € P3 = (x3,y3), conforme exibido na Figura [A.6]

P

Pl PQ

Figura A.6: Malha triangular e o elemento de referéncia Te.

As funcdes de base para 1, sdo definidas por

1

©1 (% y) = 94 [$23/3 — T3y + (92 - 93) T+ (5153 - $2) y] )
1

©o (2,y) = 5 (231 — z1ys + (Y3 — 1) @ + (x1 — x3) Y] ,
1

w3 (z,y) = 9A [T1y2 — Ty + (Y1 — y2) T + (22 — 1) ],
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onde A, representa a drea do elemento finito 7, tal que

T1Y2 — T1Y3 + Ta¥y3 — ToY1 + T3Y1 — T3Y2

A, =
2

Observa-se que, as fungdes @;(x,y) satisfazem

1, se1=17,

i\ Lj,Yj) = . .
SD(JZJJ) {0’ sei

ondet=1,2,3ej=1,2,3.

As Figuras[A.7] [A.8e[A.9 mostram, respetivamente, as fun¢des de base @1 (z,y), ¢2(z, y)
e p3(z,y) para o elemento finito de referéncia 7.

ei(x,y)

@ -0

Figura A.7: Fun¢3o de base ¢1 (z,y) para Te.

Y

P,

Figura A.8: Fung3o de base v2 (z,y) para Te.
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@m0
i

Py

I

Figura A.9: Func¢3o de base v3 (z,y) para Te.

A.6.4 Funcoes de base de grau arbitrario bidimensionais

Nesta subseccao, explicitam-se as funcoes de base de grau » > 1 num dominio bidimen-

sional.

Inicia-se a investigacao com a discretizacdo uniforme do dominio em tridngulos e escolhe-
se um tridngulo 7' com os vértices P, = (x1,y1), Po = (2,92) € P3 = (x3,y3). Realiza-se
uma transformagdo linear que mapeia o tridngulo 7" num tridngulo de referéncia T, (e

vice-versa), conforme a Figura [A.10]

P;=(0,1)

(&)

|
T,

>
PIZ(O,O) PQ:(LO) 6

Figura A.10: Transformag3o linear de T para T, e sua inversa.

A referida transformacdo linear descreve o mapeamento de um sistema cartesiano num
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sistema assimétrico e a linearidade implica que a base polinomial no plano xy é transformada

numa base polinomial no plano &7 e vice-versa.

As funcoes de base lineares para o elemento 7. nos pontos nodais P, P, e P; sao

definidas, respetivamente, por

e1(§m) =1-&—n,
p2 (§,m) =&, (A.21)
w3 (&,m) = 1.

Assim, a transformacdo linear é dada por

3
= (A.22)
Y= Z?Ji%’ (& m).
i=1

Através de ((A.21)) e (A.22)), obtém-se a transformacido inversa

1
§=214[(93—?/1)@—%)—(I3—931)(y—y1)],
77:QA[—(92—yl)(@“—%l)+(372—~751)(y—y1)]>

onde
A T1Y2 — T1Y3 + T2ys — Toy1 + T3Y1 — T3Yo
2 9

representa a area do triangulo 7.

Seja P(:c,y) um ponto arbitrdrio em 7' e denota-se por P(&,m) o ponto correspondente
em T,. Constroem-se os segmentos de retas que unem (z,y) e (§,7n) aos vértices de,
respetivamente, T e T,. Denotam-se por a; € a;, 1 = 1,2,3, as dreas dos subtridangulos

opostas aos vértices ¢ de, respetivamente, T e T,, conforme exibido na Figura m

Figura A.11: Representacao geométrica das dreas em TeT..
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Definem-se as coordenadas de dreas da seguinte maneira

onde A, = % ¢ a area de T,. Equivalentemente, tem-se

G=1-&—n,
G =¢, (A.23)
G =1

Desde que a transformacdo seja linear, entdo esta distorce as areas uniformemente e

obtém-se .
a; a;

Destaca-se que, as coordenadas triangulares (; em T, podem ser utilizadas para deter-

minar as funcdes base de grau r > 1. Observa-se na Figura que as fungdes de base
de grau r = 1 sdo

@i (C1, G2, G3) = G
onde i = 1,2, 3 e (; satisfaz (|A.23).

Py

Il
o

G2

P1 C?):O P2

Figura A.12: Fungdes de base de grau r =1 em 7.

Na Figura[A.13] explicitam-se as localizagdes dos pontos nodais para a fungdo de base de
grau r = 2. Nota-se que a referida fungdo de base quadratica para o ponto nodal P; deve ser
zero no lado (; = 0 oposto ao ponto nodal P, e em (; = % que passa pelos pontos nodais
intermedidrios Py e Fs. Dimensiona-se o produto destas formas lineares por 2 para garantir

que 1(1,0,0) = 1 forneca a fung¢do de forma quadrética o;((i, (2, () = (1(2¢ — 1).
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Construcoes semelhantes produzem as funcdes restantes, e tem-se

(;(2¢; — 1), para o ponto nodal P;, i =1,2,3,

#i (61,621 G5) = { CjCrs para o ponto nodal P; entre P; — P, para i = 4,5,6.

P1 P4 P2

Figura A.13: Fun¢des de base de grau » = 2 em 7.

De maneira similar, para um elemento ctibico de Lagrange com pontos nodais localizados
como na Figura[A.14] as fungdes de base sdo definidas por

( 2 1

gg (Q—§> (@—5), sei=1,23,

27 1 . , . o

ECjCk G — 3) primeiro né de trissecgdo (i = 4,5,6)
©i (C1,¢2,(3) = o7 . lado j — £,

5 Sk (C - §) , segundo né de trissecgdo (i = 7,8,9)

lado j — E,
27¢1(a(3, né central ¢ = 10.
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9 2 1
801:§C1<C1_§> <C1—§)a

27 1
Py = 7C1C2(C1 - g)a

27 1
2 7C1C2 (CQ - §>,

P19 = 27G;CoC3.

N
A p—
\\Cl
Y
S
Py

Figura A.14: Fungdes de base de grau r =3 em T,

Estes resultados podem ser generalizados para triangulos de Lagrange de grau superior

utilizando as distribuicGes nodais para o triangulo de Pascal.
A.7 Teoremas auxiliares
Nesta seccao estao os teoremas que nao se enquadram nas seccoes apresentadas anteri-

ormente.
Teorema A.30 (Desigualdade de Young [36, p. 706]). Se a,b,e > 0, p e q sGo expoentes

ab < ea? + C.b,

conjugados, entao
1

onde
Teorema A.31. [24, p. 380] Para todo a,b € R comd > 1e0 < p < oo, a desigualdade

p-triangular € satisfeita
Cpla+bl" < a” +[b]",
onde C,=1se0<p<leC,=2"7sep>1.
Além disso, se 0 < p < 1, entdo a desigualdade inversa € satisfeita
lla]” = 16| < |a —b[".
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Teorema A.32. [6, p. 535] Para todop > 1 e 3 > 0, existem trés constantes positivas
C,,Cy e Oy tais que, para todo a,b € R?, comd > 1 e a # b, as seguintes desigualdades
sdo satisfeitas:

i)

lal"2a — b2 b < Cyfa—b""? (|a] + b])P >

Cala— 0" (Ja] + b7 < (Ja"*a — [ " bya = b)

iii) Se p > 2, entdo

Csla—b” < (la’2a— [b]"?b,a —b)

R4 ?
onde (- ,-)ga denota o produto interno usual em R,

O teorema do ponto fixo de Brouwer implica o seguinte teorema.

Teorema A.33. [42, p. 662] Sejam H um espaco de Hilbert de dimensdo finita, 5 > 0 e
A: H — H uma aplicacdo continua tal que

(A(u),u); >0, Yue H, com ||ull; = 0.

Entao, existe u* € H tal que
A(u) =0, com [lu*], < 5.

Teorema A.34 (Banach-Alaoglu [36, p. 723]). Seja X um espagco de Banach reflexivo.

[e's)
n=1

{un}.>, C X e uma fungdo u € X tais que

o0

Se a sequéncia {u,},_, C X € limitada, entdo existem uma subsequéncia {uy,}.-, C

Up, — U.

A seguir, apresenta-se a definicdo de uma fung¢ao absolutamente continua.

Definicao A.35. [68] p. 12] Sejam I CR e f: I — R. Se para todo € > 0, existe § > 0

tal que, para todon € N, a sequéncia {(x;,y;)},_, de intervalos disjuntos de I satisfaz

n

Do (wi—w) <= Y If (@) — )l <<

=1
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Entdo, f é uma fungdo absolutamente continua em I. Denota-se por AC(I) o conjunto

de todas as funcées absolutamente continuas em 1.

Teorema A.36. [68, p. 12] Se f € L'(I), entdo F(t) = fot f(s)ds pertence 3 AC(I) e
F'(t) = f(t) para todo t € 1I.
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Glossario

Geral

— imersao continua
—»<—» imersao compacta
— convergéncia

— convergéncia fraca

d
8] = B; onde 3= (B, Ba. ..., Ba) € N
=1

ess i&{lf lu| = sup{ inf |u(x)|: Z C Q,meas(Z) = 0}
xre

zeQ\Z

esssup |u| = inf{ sup |u(z)|: Z C Q,meas(Z) = 0}

€ LIS AV

supp(u) = {z € Q; u(x) # 0} suporte de u
q= ﬁ é o expoente conjugado de Holder de p onde 1 < p < o0
p(z) denota a fungdo de expoente varidvel p: Q — (1, 00)

q(z) = pf’af)xll é o expoente conjugado de Holder de p(x)

p— — . f
p- = essinf p(z)

pt = esssup p(x)
z€eQ

T; denotam os elementos finitos com i =1,..., N,.
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Conjuntos

N ={0,1,2,...} denota o conjunto dos niimeros naturais

N* = {1,2,...} denota o conjunto dos nimeros naturais exceto o niimero zero

R denota o conjunto dos nimeros reais

R* denota o conjunto dos niimeros reais positivos

R? denota o espaco euclidiano de dimensdo d > 1

(a,b) ={a,b,x € R; a < x < b}

[a,0] = {a,b,x € R; a <z < b}

12| = meas (2) = medida de Lebesgue de (2

Q) denota o fecho de

0f) denota a fronteira de (2

int(Q2) denota o interior do conjunto (2

Tn=A{T;},i=1,...,N,

Q=0Qx]0,T]

I'=0Q x1]0,T].
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Operadores

DPu denota a derivada fraca de ordem 3 da funcdo u

ou . . ~ s
u; = — denota a derivada parcial de u em relacdo a varidvel t

ot

d

) ou; . -
divu = * denota o divergente da funcio u
=1 Li
ou ou ,
Vu=|—=—,..., = | denota o gradiente de u
0901 &rd
d 92

u
Au = representa o Laplaciano da funcado u
; . TP p ¢
Ayu = div (|Vu|p72 Vu) representa o operador p-Laplaciano da funcdo u

Agu =A (|Au|p*2 Au) representa o operador p-biharménico da funcdo u

Ai(x)u =A <|Au|p(x)_2 Au) representa o operador p(z)-biharménico da fungdo w.

Espacos de Funcoes
LP(Q) = {u : Q0 — R, mensurével; /Q]u(x)|p dr < oo, onde 1 <p< oo}
L>*(Q) ={u:Q — R, mensurdvel; 3C >0, |u(z)] < C q.t.p. em Q}
C™(Q) ={u: Q2 — R; u é m-vezes continuamente diferencidvel}
CmA(Q) = {u: Q= R; ue C™(Q) e Du é Holder continua com expoente 3}
Cee(Q) = {u e C>®(Q); supp(u) é um conjunto compacto }

Wme(Q) = {u € LP(Q); Due LI(Q) Y B; |8 < m}
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H™(Q) = Wm™2(Q)

m —WmP(Q
W) =@
Hy'(Q) = Wg™*(92)

b
LP(a,b; X) = {u : (a,b) — X, mensuravel; / |l dt < oo}
LP@)(Q) = {u : Q) — R, mensurdvel; / u(z) [P dx < oo}
0

AC(a,b) = {u: [a,b] = R; u é absolutamente continua em [a, b]}

Sy = {u eCy (ﬁ) JU, é um polinémio de graur > 1, VT, € 72}

Normas, Produto Interno e Funcional

|z| médulo de x € R

|z| norma Euclidiana de z € R?
1
il = ([ 0P ar) s 150 <00

(u,v) :/Qu(a:)v(a:)da:

HUHLoo(Q) = esssup |u|
e

3 =

i = (£ 10 ) 5 1<

m
[l yymooiy = D esssup | Dyl
Bl=0 @

1
b P
\thmm:</ﬂwm&ﬁ>‘<m;1§p<m
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[[ul] poo (ap5x) = esssup [lu(t)]| x
€(a,b)

Doty (12) = / (@) " de; p: Q- (1, 00)

. u
|ull o) () = inf {B > 05 pp(a) (E) < 1}

1
Ne 3
lle (U)ll, = (Z/ lug, — Uk.|2dx> norma do erro entre a solugdo aproximada U
i=1 VT

e a exata u avaliadas no tempo k.
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