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Interior, em especial ao Prof. Dr. Paulo J. S. P. Rebelo pelas agradáveis conversas;
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Resumo

Neste trabalho, investiga-se uma equação diferencial evolutiva com o operador p(x)-

biharmónico. Especificamente, estuda-se o problema de encontrar uma função u = u(x, t)

que satisfaz: 
ut + ∆2

p(x)u− α∆u = f(x, t), em Ω× ]0, T ] ,

u = 0, ∆u = 0, em ∂Ω× ]0, T ] ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω,

onde o doḿınio Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, é um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz

cont́ınua denotada por ∂Ω, 0 < T < ∞, 0 < α0 ≤ α < ∞ e f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) é uma

função Lipschitz cont́ınua na variável t. Considerando uma função de expoente variável

p : Ω→ (1,∞), mensurável e limitada, o operador p(x)-biharmónico é representado por:

∆2
p(x)u = ∆

(
|∆u|p(x)−2 ∆u

)
.

Efetuando a mudança de variável

v = − |∆u|p(x)−2 ∆u ⇔ ∆u = − |v|q(x)−2 v,

onde q : Ω→ R é o expoente conjugado de p(x), o problema original é representado num

sistema constitúıdo por duas equações de segunda ordem,
ut −∆v − α∆u = f, em Ω× ]0, T ] ,

∆u = − |v|q(x)−2 v, em Ω× ]0, T ] ,

u = v = 0, em ∂Ω× ]0, T ] ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω.

Realiza-se a discretização do referido sistema em relação à variável t e obtém-se o pro-

blema semidiscreto. Demonstra-se a existência da solução semidiscreta através do teorema

de Brouwer e com técnicas clássicas de Análise Funcional são provadas a unicidade e as

estimativas à priori da referida solução semidiscreta. Posteriormente, aplica-se o Método de

Rothe e mostra-se que o sistema de equações de segunda ordem possui uma única solução

fraca. Além disto, apresenta-se um estudo detalhado sobre a ordem de convergência da

solução semidiscreta para a solução fraca.

De seguida, aplica-se a discretização espacial e define-se o problema discreto. Prova-se

que a solução discreta existe e é única. Adicionalmente, mostram-se as estimativas à priori

da referida solução e investiga-se minuciosamente a ordem de convergência da solução

discreta para a solução fraca.
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Finalmente, utilizando o método de elementos finitos com as bases de Lagrange, obtém-

se um sistema de equações algébricas. Para o referido sistema, implementam-se os códigos

computacionais no software MATLAB e são apresentados exemplos considerando o doḿınio

espacial unidimensional e bidimensional. Realiza-se uma análise detalhada das estimativas

de erro e da ordem de convergência, em relação ao espaço e ao tempo, e conclui-se que as

simulações numéricas são condizentes com a investigação anaĺıtica.

Palavras-chave

p(x)-biharmónico, equação parabólica, método de Rothe, solução fraca, solução semidis-

creta, solução discreta, ordem de convergência, método dos elementos finitos, simulações

numéricas.
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Abstract

In this work, an evolutionary differential evolution equation with the p(x)-biharmonic

operator is investigated. Specifically, the problem of finding a function u = u(x, t) that

satisfies 
ut + ∆2

p(x)u− α∆u = f(x, t), in Ω× ]0, T ] ,

u = 0, ∆u = 0, on ∂Ω× ]0, T ] ,

u(x, 0) = u0 = 0, in Ω,

where the domain Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, is an open, bounded set with a continuous Lipschitz

boundary denoted by ∂Ω, 0 < T < ∞, 0 < α0 ≤ α < ∞ and f ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

is a continuous Lipschitz function with respect to the variable t. Considering a variable

exponent function p : Ω → (1,∞), measurable and limited, the p(x)-biharmonic operator

is represented by

∆2
p(x)u = ∆

(
|∆u|p(x)−2 ∆u

)
.

Performing the change of variable

v = − |∆u|p(x)−2 ∆u ⇔ ∆u = − |v|q(x)−2 v,

where q : Ω→ R is the conjugate exponent of p(x), the original problem is represented as

a system consisting of two second-order equations:
ut −∆v − α∆u = f, in Ω× ]0, T ] ,

∆u = − |v|q(x)−2 v, in Ω× ]0, T ] ,

u = v = 0, on ∂Ω× ]0, T ] ,

u(x, 0) = u0 = 0, in Ω.

The discretisation of the above system is carried out with respect to the variable t, resul-

ting in a semi-discrete problem. The existence of the semi-discrete solution is demonstrated

using Brouwer’s theorem, and the uniqueness and a priori estimates of the said semidiscrete

solution are proved using classical techniques of Functional Analysis. Subsequently, Rothe’s

method is applied and it is shown that the system of second-order equations has a unique

weak solution. Furthermore, a detailed study is presented on the order of convergence of

the semidiscrete solution to the weak solution.

Next, spatial discretization is applied and the discrete problem is defined. It is proved

that the discrete solution exists and is unique. In addition, a priori estimates of the discrete

solution are obtained, and the order of convergence of the discrete solution to the weak

solution is meticulously investigated.
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Finally, using the finite element method with Lagrange bases, a system of algebraic equa-

tions is obtained. For the said system, computational codes are implemented in MATLAB

software, and examples are presented considering one-dimensional and two-dimensional

spatial domains. A detailed analysis of error estimates and the order of convergence, with

respect to space and time, is conducted, concluding that the numerical simulations are

consistent with the analytical investigation.

Keywords

p(x)-biharmonic, parabolic equation, Rothe’s method, weak solution, semi-discrete solu-

tion, discrete solution, convergence order, finite element method, numerical simulations.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As equações diferenciais não lineares cuja estrutura depende da própria solução podem

surgir na modelação matemática de vários processos da vida real. A maioria destes modelos

enquadra-se na classe de equações diferenciais evolutivas com crescimento não standard.

Nas últimas décadas, as equações diferenciais e os problemas variacionais com condições

de crescimento não padronizadas têm atráıdo cada vez mais a atenção dos investigadores

(ver, por exemplo, [8] para uma revisão). Estes problemas surgem em vários ramos da

matemática aplicada e da f́ısica, por exemplo, no restauro de imagens e processamento

digital [22], fluxos de fluidos eletro-reológicos ou termo-reológicos [74] e mecânica elástica

[85]. As soluções para estes tipos de problemas podem apresentar propriedades interessan-

tes, como extinção em tempo finito, blow-up, propagação de perturbações com velocidade

finita ou fenómenos de tempo de espera, que são intŕınsecos à solução de outros problemas

não lineares.

As equações diferenciais parciais de quarta ordem têm várias aplicações em deformações

de vigas elásticas [43, 54], em teoria das placas finas [29, 30] e no processamento de imagens

[82], por exemplo. Na intersecção destes campos de estudo surgem os problemas com o

operador p(x)-biharmónico.

O operador p(x)-biharmónico torna-se o bilaplaciano ou simplesmente o operador bihar-

mónico quando a função p(x) ≡ 2. Para este caso, Ciarlet e Raviart [26] investigaram a

seguinte equação biharmónica

∆2u = f. (1.1)

Em particular, os autores estudaram a formulação variacional e demonstraram a existência e

a unicidade da solução. Além disso, obtiveram estimativas de erro e a ordem de convergência

utilizando elementos finitos C0 associados a polinómios de grau r, onde r ≥ 1.

Behrens e Guzmán [12] introduziram um novo método misto para a Equação (1.1),

onde utilizaram uma formulação na qual reescreveram a referida equação como um sistema

de quatro equações de primeira ordem. Os autores introduziram uma forma h́ıbrida do

método que permitiu reduzir os graus de liberdade globalmente acoplados apenas àqueles

associados aos multiplicadores de Lagrange que aproximam a solução e sua derivada nas

faces da triangulação.

Ben-Artzi, Chorev, Croisille e Fishelov [13] apresentaram um esquema de diferenças
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finitas aplicável a doḿınios planares irregulares gerais para aproximar a Equação (1.1). Os

autores utilizaram um polinómio de grau seis para realizar a interpolação e apresentaram

um método para construir o respetivo polinómio. Além disso, demonstraram que a referida

construção possui precisão de segunda ordem.

Chen, Li e Lin [21] investigaram a Equação (1.1) e realizaram uma mudança de variável na

qual a equação biharmónica foi desacoplada em duas equações de Poisson. Eles desenvol-

veram um algoritmo rápido e com precisão de segunda ordem baseado numa discretização

de diferenças finitas. Além disto, apresentaram exemplos numéricos que comprovaram a

eficiência do método.

Georgoulis e Houston em [40] aplicaram o método de elementos finitos descont́ınuo de

Galerkin para a Equação (1.1) e realizaram a análise de erro considerando graus polinomi-

ais r ≥ 2. Os autores também obtiveram a convergência exponencial e exibiram alguns

resultados numéricos.

Recentemente, Lopes e de Oliveira [64] introduziram um método de elementos finitos

de Galerkin cont́ınuo/descont́ınuo com termos de penalização interiores para resolver a

Equação (1.1) onde f = β(|uy|q−2uy)y com β > 0 e q > 1. Os autores provaram a

existência e a unicidade de soluções fracas. A consistência, estabilidade e convergência do

método foram demonstradas analiticamente. Para demonstrar a aplicabilidade e robustez

do modelo numérico, foram apresentados vários exemplos numéricos.

O estudo da Equação (1.1) foi realizada extensivamente e, para mais detalhes, são

indicadas também as referências [18, 37, 41].

Por outro lado, para a equação parabólica com o operador biharmónico, nomeadamente,

ut + ∆2u = f, (1.2)

existem aplicações na modelação do crescimento de um filme fino epitaxial. Por exemplo,

Liu, Ma e Tang [60] estudaram a Equação (1.2) com f = − div(|∇u|q−2∇u log |∇u|)
onde q > 2. Os autores demonstraram o blow-up em tempo finito da solução fraca. Além

disso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtiveram o limite inferior e a respetiva

taxa de blow-up. King, Stein e Winkler em [53] consideraram f = div(g(∇u)) + h(x, t) e

provaram a existência, a unicidade e a regularidade de soluções para a Equação (1.2) num

espaço funcional apropriado. Adicionalmente, demonstraram o comportamento assintótico

e exibiram simulações numéricas.

Li [56] considerou f = g(x, t)−h(x, t)u em (1.2) e utilizou um operador de interpolação

especial desenvolvido por Girault e Raviart para provar estimativas de erro ótimas através

do método de elementos finitos mistos aplicado a malhas retangulares quase uniformes.

Ele demonstrou a ordem de convergência ótima e realizou simulações computacionais. Em
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outro estudo, Li [55] desenvolveu métodos mistos utilizando funções de base radiais para

resolver a Equação (1.2) com f = g(x, t) − h(x, t)u. Adicionalmente, obteve estimativas

de erro semelhantes às dos métodos clássicos de elementos finitos mistos. Destacam-se

também as referências [73, 75, 84, 86], em relação à Equação (1.2).

Winkler [81] investigou a seguinte equação parabólica com o operador biharmónico,

ut + ∆2u− β∆u = f, (1.3)

onde a constante β ≤ 0 e a função f = g(x)−C∆|∇u|2 com C > 0. O autor demonstrou

a existência de uma solução fraca global através do método de Rothe. Adicionalmente,

investigou as estimativas e o comportamento assintótico de soluções radiais.

Liu e Li em [62] estudaram a Equação (1.3) considerando β = 1 e a função f =

g(u) + ∆pu, onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) representa o operador p-Laplaciano. Os autores

consideraram p > 2 e, através da teoria dos poços potenciais, demonstraram a existência

global, o comportamento assintótico e o blow-up em tempo finito das soluções fracas.

Enfatiza-se que a Equação (1.3) também foi estudada nas referências [2, 14, 15].

Por outro lado, quando se considera a função p(x) ≡ p constante, tem-se o operador

p-biharmónico definido por

∆2
pu = ∆

(
|∆u|p−2 ∆u

)
, onde 1 < p <∞.

A investigação do referido operador na equação eĺıptica,

∆2
pu = f, (1.4)

tem sido explorada por diversos investigadores. Por exemplo, Katzourakis e Pryer [48]

consideraram a função f identicamente nula em (1.4). Para um valor de p fixo, os autores

propuseram um método baseado em elementos finitos mistos C0 e provaram, utilizando

normas dependentes da malha, que o método converge sob a regularidade ḿınima da

solução. Além disso, sob determinadas condições de regularidade e utilizando uma condição

inf-sup, mostraram que a aproximação da solução converge com as taxas espećıficas que

dependem de p e realizaram simulações numéricas para validar seus resultados teóricos.

Pryer [72] estudou as aproximações descont́ınuas de Galerkin da Equação (1.4) através de

uma perspectiva variacional. O autor propôs uma formulação variacional discreta baseada

numa definição apropriada de um elemento finito Hessiano e investigou a convergência do

método (sem taxas) utilizando um argumento de semicontinuidade.

Almeida, Duque, Ferreira e Panni [3] demonstraram a existência, unicidade e regularidade

das soluções fracas para a Equação (1.4) através de técnicas de Análise Funcional. Os
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autores aplicaram o método de elementos finitos mistos e provaram que a solução discreta

existe, é única e possui determinada regularidade. Adicionalmente, investigaram a ordem

de convergência da solução discreta para a solução fraca, as estimativas de erro e as

simulações numéricas. A investigação utilizou normas clássicas que não dependem da

malha, generalizando assim os resultados de Katzourakis e Pryer [48]. Outras investigações

relacionadas à Equação (1.4) estão nas referências [34, 43, 46, 65, 66, 67].

Para a seguinte equação evolutiva com o operador p-biharmónico

ut + ∆2
pu = f, (1.5)

referencia-se o artigo de Liu e Guo [58], onde os autores consideraram a função f =

−C|u|p−2, com C > 0 e p > 2. Eles demonstram a existência de soluções fracas pelo

método do tempo discreto. Adicionalmente foram discutidas as propriedades do compor-

tamento assintótico e a velocidade finita de propagação de perturbações das soluções.

Quando se considera uma não linearidade do tipo logaŕıtmica f = |u|q−2u log(|u|) em

(1.5), Wang e Liu [80] provaram a existência de soluções globais, blow-up, extinção e não

extinção das soluções através de considerações entre as constantes p e q. Liu e Li em [59]

consideraram a seguinte não linearidade f = C|u|q−2u log(|u|) em (1.5), onde C > 0, e

demonstraram a existência das soluções fracas, o comportamento assintótico e a propagação

de perturbações das soluções de acordo com relações entre p e q.

Chaoui e Djaghout [20] estudaram a seguinte equação com o termo de memória

ut + ∆2
pu = f(x, t) +

∫ t

0

a (t− s) ∆2
pu (s, x) ds,

onde a é uma função cont́ınua. Os autores aplicaram a discretização em relação à variável

temporal e, através do método de Rothe, provaram a existência e as estimativas à priori da

solução semidiscreta. Posteriormente, demonstraram a existência e a unicidade da solução

fraca. Além disso, foi estabelecida a ordem de convergência. Adicionalmente, eles aplicaram

o método de elementos finitos mistos, desenvolveram a formulação mista para a referida

equação e apresentaram exemplos numéricos.

Recentemente, alguns investigadores estudaram a Equação (1.5) com o termo de dis-

sipação forte (−∆ut), nomeadamente,

ut + ∆2
pu−∆ut = f. (1.6)

Cömert e Pişkin [27] consideraram uma não linearidade logaŕıtmica f = |u|q−2u ln(|u|),

q > 2, e através do método dos poços potenciais e da desigualdade logaŕıtmica de Sobolev,

determinaram a existência e a unicidade da solução fraca global. Além disso, obtiveram
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o comportamento polinomial para a referida solução. Liu e Fang em [63] investigaram a

Equação (1.6) com f = |u|q−2u log(|u|) e utilizando a aproximação de Galerkin e algumas

estimativas de energia, demonstraram a existência de soluções locais e globais. Os autores

também provaram o blow-up e as suas propriedades, além de determinarem a extinção e o

decaimento da solução.

Por outro lado, quando se consideram Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, e o expoente p uma função

p : Ω→ (1,∞) mensurável e limitada, tem-se o operador p(x)-biharmónico definido por

∆2
p(x)u = ∆(|∆u|p(x)−2∆u).

A investigação do referido operador tem atráıdo a atenção de diversos investigadores, es-

pecialmente para a equação eĺıptica

∆2
p(x)u = f, (1.7)

Heidarkhani, Afrouzi, Moradi, Caristi e Ge [45] consideraram f = g(x, u) e, através de

métodos variacionais, demonstraram a existência de solução fraca. Zhou [87] investigou a

Equação (1.7) com f = βg(x, u) + µh(x, u)− a(x)|u|p(x)−2u, onde β, µ ∈ R e p(x) > 1.

O autor impôs hipóteses adequadas sobre as funções a(x), g(x, u), h(x, u) e utilizando

técnicas variacionais, estabeleceu condições para a existência e não existência de soluções.

Ourraoui [69] estudou a Equação (1.7) aplicada a um problema com condições de fron-

teira do tipo Robin e provou a existência de solução com e sem estrutura variacional. El

Amrouss, Moradi e Moussaoui [32] consideraram f = βg(x, u) − µ|u|p(x)−2u em (1.7) e

investigaram um problema condições de fronteira de Neumann, para o referido problema os

autores demonstraram a existência de pelo menos três soluções.

Recentemente, Almeida, Duque, Ferreira e Panni em [5] investigaram a Equação (1.7)

com f ∈ L2(Ω). O uso de técnicas conhecidas de Análise Funcional permitiu que os autores

demonstrassem a existência, a unicidade e as estimativas à priori da solução fraca. Além

disto, aplicaram o método de elementos finitos e provaram a existência, a unicidade e a

regularidade da solução discreta. Os autores exibiram resultados numéricos que exempli-

ficam e validam a teoria. A referida investigação generalizou os resultados de Almeida,

Duque, Ferreira e Panni [3]. Adicionalmente, pode-se consultar os estudos relacionados ao

espectro da Equação (1.7) nas referências [9, 10, 33, 39] e para problemas eĺıpticos não

locais envolvendo o operador p(x)-biharmónico indicam-se [78, 83].

Para as equações parabólicas com o operador p(x)-biharmónico, nomeadamente,

ut + ∆2
p(x)u = f, (1.8)
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Liu [61] considerou a função f = |u|q(x)−2u com q(x) > 1 e provou a existência local de

soluções fracas, além disto, o autor obteve o blow-up em tempo finito das soluções com

uma energia inicial não positiva.

Chaoui e Djaghout em [19] estudaram a Equação (1.8) considerando f uma função

cont́ınua. Eles realizaram a discretização em relação à variável temporal, obtiveram o

problema semidiscreto e demonstraram a existência da solução semidiscreta através da

teoria dos operadores monótonos não lineares. Posteriormente, os autores utilizaram o

método de elementos finitos de Galerkin, aplicaram o método de Rothe e demonstraram

algumas estimativas à priori. Finalmente, provaram a existência da solução fraca.

Recentemente, Pişkin e Butakın [70] consideraram

ut + ∆2
p(x)u+ ∆2ut = |u|q(x)−2 u,

com os expoentes p(x) e q(x) mensuráveis. Os autores aplicaram as condições de fronteira

de Dirichlet e provaram o blow-up para o referido problema através de hipóteses adequadas

nos expoentes variáveis e na dimensão do doḿınio.

Os trabalhos referenciados anteriormente motivaram-nos a investigar uma equação dife-

rencial parabólica com o operador p(x)-biharmónico. A nossa pesquisa foi incentivada pelo

facto do referido problema ainda não possuir um método numérico eficaz. A utilização do

método de Rothe pareceu adequada, pois este método já mostrou ser eficiente na resolução

de outros problemas de evolução. O método baseia-se na discretização no tempo, transfor-

mando o problema evolutivo em eĺıptico e, consequentemente, determinando uma solução

aproximada para o problema evolutivo original. Destaca-se que esta técnica foi amplamente

estudada por Kačur em [49, 50, 51, 52]. Adicionalmente, observou-se que a maioria dos

artigos sobre as equações parabólicas com o operador p(x)-biharmónico investiga apenas

a existência, a unicidade e o comportamento assintótico de soluções fracas. No entanto,

estes artigos carecem de análise numérica relativa às propriedades da solução discreta.

A tese está organizada da seguinte forma. No Caṕıtulo 2 apresenta-se a equação evolu-

tiva com o operador p(x)-biharmónico e são definidas as hipóteses para o desenvolvimento

da pesquisa. No referido caṕıtulo também se define o conceito de solução fraca. Na Secção

2.1 define-se o problema semidiscreto através da discretização em relação à variável t e

demonstram-se a existência, a unicidade e as estimativas à priori da solução semidiscreta.

Aplica-se o método de Rothe e prova-se a existência e a unicidade da solução fraca. Fi-

nalmente, investiga-se a ordem de convergência da solução semidiscreta para a solução

fraca. Na Secção 2.2 discretiza-se o problema em relação à variável espacial e define-se o

problema discreto. Para o referido problema provam-se a existência, a unicidade e as esti-

mativas à priori da solução discreta. Adicionalmente, investiga-se a ordem de convergência

da solução discreta para a solução fraca. Encerra-se a secção com a aplicação das bases de
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Lagrange e a obtenção do sistema de equações algébricas para a implementação no software

MATLAB. No Caṕıtulo 3 são apresentados os resultados numéricos de três exemplos im-

plementados em MATLAB. Finalmente, apresentam-se as conclusões e os trabalhos futuros

no Caṕıtulo 4. No Apêndice A encontram-se as definições e os teoremas que auxiliam no

desenvolvimento deste trabalho.

Destaca-se que os resultados desta investigação foram apresentados em conferências e

publicados em revistas, nomeadamente:

� Apresentação de trabalho no XV Encontro Acadêmico de Modelagem Computacional

realizado no Laboratório Nacional de Computação Cient́ıfica - LNCC/MCTI entre os

dias 22 e 25 de fevereiro de 2022, para mais detalhes [4];

� Apresentação de trabalho no XLI Congresso Nacional de Matemática Aplicada e

Computacional realizado na Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) entre os

dias 26 e 30 de setembro de 2022, para mais detalhes [7];

� Publicação no arXiv, nomeadamente, Almeida, Duque, Ferreira, Panni. Mixed finite

element method for a beam equation with the p-biharmonic operator [3];

� Publicação de artigo na revista Computers & Mathematics with Applications. No-

meadamente, Almeida, Duque, Ferreira, Panni. Mixed finite element method for a

beam equation with the p(x)-biharmonic operator [5];

� Apresentação de trabalho na International Conference on Mathematical Analysis and

Applications in Science and Engineering realizada no Instituto Superior de Engenharia

do Porto entre os dias 20 e 22 de junho de 2024;

� Submissão do artigo “Numerical analysis of an elliptic equation with the p-biharmonic

operator”;

� Submissão do artigo “Existence and uniqueness of solutions for a parabolic equation

with the p-biharmonic operator using Rothe’s method”;

� Submissão do artigo “Numerical analysis for an evolution equation with the p-biharmon-

ic operator”.
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Caṕıtulo 2

Equação evolutiva com o operador p(x)-biharmónico

Inicia-se este caṕıtulo com a apresentação do problema parabólico envolvendo o operador

p(x)-biharmónico e as respetivas hipóteses que são necessárias para realizar a investigação.

Posteriormente, faz-se uma mudança de variável e explicita-se o conceito de solução fraca

para o referido problema. Informa-se que, ao longo deste trabalho, as constantes que são

independentes dos parâmetros e das funções envolvidas são denotadas por C ou Ci com

i ∈ N∗.

Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz cont́ınua

denotada por ∂Ω, 0 < T < ∞, Q = Ω × ]0, T ] o cilindro de altura T , Γ = ∂Ω× ]0, T ] a

lateral do cilindro e u : Ω × [0, T ] → R. Estuda-se o problema de encontrar uma função

u = u(x, t) tal que 
ut + ∆2

p(x)u− α∆u = f(x, t), em Q,

u = 0, ∆u = 0, em Γ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω,

(2.1)

onde ∆2
p(x)u = ∆(|∆u|p(x)−2∆u) representa o operador p(x)-biharmónico, a função p :

Ω→ (1,∞) é mensurável e satisfaz, para todo x ∈ Ω,

1 < p− = ess inf
x∈Ω

p(x) ≤ p(x) ≤ p+ = ess sup
x∈Ω

p(x) <∞, (2.2)

0 < α0 ≤ α < ∞ e f ∈ L2(Q) é uma função Lipschitz cont́ınua na variável t, assim para

cada x ∈ Ω existe uma constante C > 0 tal que

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤ C |t1 − t2| , ∀ t1, t2 ∈ ]0, T ] . (2.3)

Considera-se a seguinte mudança de variável

v = − |∆u|p(x)−2 ∆u, (2.4)

e q : Ω → R o expoente conjugado de Hölder de p(x) satisfazendo, para todo x ∈ Ω,

q(x) = p(x)
p(x)−1

e

1 < q− =
p+

p+ − 1
≤ q(x) ≤ q+ =

p−

p− − 1
<∞. (2.5)
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Verifica-se que (2.5) é válida através de (2.2). De facto,

0 < p− − 1 ≤ p(x)− 1 ≤ p+ − 1 <∞

0 <
1

p+ − 1
≤ 1

p(x)− 1
≤ 1

p− − 1
<∞

1 < 1 +
1

p+ − 1
≤ 1 +

1

p(x)− 1
≤ 1 +

1

p− − 1
<∞

1 <
p+

p+ − 1
≤ p(x)

p(x)− 1
≤ p−

p− − 1
<∞

1 < q− =
p+

p+ − 1
≤ q(x) ≤ q+ =

p−

p− − 1
<∞.

Por outro lado, de (2.4) tem-se

|v|q(x)−2 v = −
∣∣∣− |∆u|p(x)−2 ∆u

∣∣∣q(x)−2

|∆u|p(x)−2 ∆u

= −
(
|∆u|p(x)−1

)q(x)−2

|∆u|p(x)−2 ∆u

= − |∆u|(p(x)−1)(q(x)−2) |∆u|p(x)−2 ∆u

= − |∆u|p(x)q(x)−2p(x)−q(x)+2 |∆u|p(x)−2 ∆u

= − |∆u|p(x)q(x)−2p(x)−q(x)+2+p(x)−2 ∆u

= − |∆u|p(x)q(x)−p(x)−q(x) ∆u

= − |∆u|p(x)( p(x)
p(x)−1)−p(x)− p(x)

p(x)−1 ∆u

= − |∆u|
(p(x))2−(p(x))2+p(x)−p(x)

p(x)−1 ∆u

= − |∆u|0 ∆u

= −∆u.

Desta maneira, segue que

v = − |∆u|p(x)−2 ∆u ⇔ ∆u = − |v|q(x)−2 v. (2.6)

Através de (2.6), o Problema (2.1) torna-se equivalente ao de encontrar as funções

u = u(x, t) e v = v(x, t) tais que
ut −∆v − α∆u = f, em Q,

∆u = − |v|q(x)−2 v, em Q,

u = v = 0, em Γ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω.

(2.7)

10



Sejam ψ, η ∈ H1
0 (Ω), multiplica-se cada equação do Problema (2.7) por uma respetiva

função ψ e η, integra-se sobre Ω, aplica-se a fórmula de Green e obtém-se

∫
Ω

utψdx+

∫
Ω

∇v · ∇ψdx+ α

∫
Ω

∇u · ∇ψdx =

∫
Ω

fψdx, em Q,∫
Ω

∇u · ∇ηdx =

∫
Ω

|v|q(x)−2 vηdx, em Q,

u = v = 0, em Γ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω.

(2.8)

Se integrarmos o Problema (2.8) de 0 até t, então

∫ t

0

∫
Ω

utψdxdt+

∫ t

0

∫
Ω

∇v · ∇ψdxdt+ α

∫ t

0

∫
Ω

∇u · ∇ψdxdt

=

∫ t

0

∫
Ω

fψdxdt, em Q,∫ t

0

∫
Ω

∇u · ∇ηdxdt =

∫ t

0

∫
Ω

|v|q(x)−2 vηdxdt, em Q,

u = v = 0, em Γ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω.

Apresenta-se a seguir o conceito de solução fraca para o Problema (2.7).

Definição 2.1. O par (u, v) é uma solução fraca do Problema (2.7) se as seguintes

condições são satisfeitas:

i) u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω));

ii) ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω));

iii) v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)) com q(x) satisfazendo (2.5);

iv) Para todas ψ, η ∈ H1
0 (Ω), o seguinte sistema é satisfeito



∫ t

0

(ut, ψ) dt+

∫ t

0

(∇v,∇ψ) dt+ α

∫ t

0

(∇u,∇ψ) dt =

∫ t

0

(f, ψ) dt, em Q,∫ t

0

(∇u,∇η) dt =

∫ t

0

(
|v|q(x)−2 v, η

)
dt, em Q,

u = v = 0, em Γ,

u(x, 0) = u0 = 0, em Ω,

(2.9)

onde (· , ·) denota o produto interno no espaço L2(Ω).
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2.1 Problema semidiscreto

Nesta secção utiliza-se o método de Rothe para discretizar o Problema (2.8) em relação

à variável temporal t. Adicionalmente, aplica-se a fórmula regressiva para aproximar a

derivada em relação à variável t e, consequentemente, define-se o problema semidiscreto.

No final da secção, apresenta-se o conceito de solução semidiscreta para o referido problema.

Considera-se n ∈ N∗ finito, fixo e particiona-se uniformemente o intervalo I = [0, T ]

em n subintervalos denotados por Ik. Cada subintervalo Ik possui o tamanho δ = T
n

e os

pontos deste particionamento são denotados por tk com k = 1, 2, . . . , n. Assim, tem-se a

discretização no tempo,

]0, T ] =
n⋃
k=1

Ik−1, Ik−1 = ]tk−1, tk] ,

onde tk = tk−1 + δ e 0 < δ < 1.

Aplica-se a fórmula regressiva para aproximar a derivada em relação à variável t, em cada

ponto tk, por

ut(x, tk) ≈
u(x, tk)− u(x, tk−1)

δ
=
ũk − ũk−1

δ
. (2.10)

Avaliando o Problema (2.8) em t = tk e utilizando (2.10), tem-se que o problema

parabólico (2.8) é reduzido à solução de n problemas eĺıpticos da forma

∫
Ω

(
ũk − ũk−1

δ

)
ψdx+

∫
Ω

∇ṽk · ∇ψdx+ α

∫
Ω

∇ũk · ∇ψdx =

∫
Ω

fkψdx,∫
Ω

∇ũk · ∇ηdx =

∫
Ω

|ṽk|q(x)−2 ṽkηdx,

u |∂Ω = v |∂Ω = 0,

u(x, 0) = ũ0 = 0,

(2.11)

onde fk = f(x, tk).

A seguir, apresenta-se o conceito de solução semidiscreta para o Problema (2.11).

Definição 2.2. Sejam q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞) e X um espaço de Banach definido por

X = H1
0 (Ω) × (H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)). Para cada k = 1, · · · , n, o par (ũk, ṽk) ∈ X é uma

solução semidiscreta do Problema (2.11) se o seguinte sistema for satisfeito
(
ũk − ũk−1

δ
, ψ

)
+ (∇ṽk,∇ψ) + α (∇ũk,∇ψ) = (fk, ψ) ,

(∇ũk,∇η) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
,

(2.12)
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para todas ψ, η ∈ H1
0 (Ω).

Observação 2.3. Verifica-se que X = H1
0 (Ω)× (H1

0 (Ω)∩Lq(x)(Ω)) de facto é um espaço

de Banach através da Proposição A.11 e do Teorema A.19.

2.1.1 Existência da solução semidiscreta

Nesta subsecção demonstra-se a existência da solução semidiscreta para o Problema

(2.11) no sentido da Definição 2.2. Inicialmente, prova-se o Lema 2.4 e obtém-se um par

(ũk, ṽk) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) que satisfaz (2.12). Finalmente, demonstra-se o Teorema 2.5 e

tem-se que o par (ũk, ṽk) ∈ X é, de facto, a solução semidiscreta do Problema (2.11) no

sentido da Definição 2.2.

Considera-se a aplicação A : (H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))→ (H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) definida por

(A (ũk, ṽk) , (ψ, η)) = δ (fk, ψ)− (ũk, ψ) + (ũk−1, ψ)− δ (∇ṽk,∇ψ)

− αδ (∇ũk,∇ψ)− (∇ũk,∇η) +
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
,

para todo par (ψ, η) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

Lema 2.4. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, fk ∈ L2(Ω) com k = 1, . . . , n e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). Então, para

cada k, existe um par (ũk, ṽk) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) que satisfaz (2.12).

Demonstração

Inicialmente, observa-se que a aplicação A : (H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω)) → (H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω)) é

cont́ınua devido à continuidade do produto interno.

Por outro lado, nota-se que

(A (ũk, ṽk) , (ũk, ṽk)) = δ (fk, ũk)− (ũk, ũk) + (ũk−1, ũk)− δ (∇ṽk,∇ũk)

− αδ (∇ũk,∇ũk)− (∇ũk,∇ṽk) +
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, ṽk

)
,

ou seja,

(A (ũk, ṽk) , (ũk, ṽk)) = δ (fk, ũk)− ‖ũk‖2
L2(Ω) + (ũk−1, ũk)− δ (∇ṽk,∇ũk)

− αδ ‖∇ũk‖2
L2(Ω) − (∇ũk,∇ṽk) + ρq(x) (ṽk) .
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Através da Proposição A.17, tem-se ρq(x)(ṽk) ≥ 0 e, consequentemente,

(A (ũk, ṽk) , (ũk, ṽk)) ≥ δ (fk, ũk)− ‖ũk‖2
L2(Ω) + (ũk−1, ũk)− δ (∇ṽk,∇ũk)

− αδ ‖∇ũk‖2
L2(Ω) − (∇ũk,∇ṽk) .

Aplicam-se as desigualdades de Hölder e de Young (Teoremas A.1 e A.30),

(A (ũk, ṽk) , (ũk, ṽk)) ≥ δ (fk, ũk)− ‖ũk‖2
L2(Ω) + (ũk−1, ũk)−

δ

2
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

− δ

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω) − αδ ‖∇ũk‖
2
L2(Ω) −

1

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω) −
1

2
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) ,

isto é,

(A (ũk, ṽk) , (ũk, ṽk)) ≥ δ (fk, ũk) + (ũk−1, ũk)− ‖ũk‖2
L2(Ω) −

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω)

− 1

4
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) −
(

2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) .

Para obtermos (A(ũk, ṽk), (ũk, ṽk)) ≥ 0, deve-se exigir que

δ (fk, ũk) + (ũk−1, ũk)− ‖ũk‖2
L2(Ω) −

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) −
1

4
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

−
(

2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) ≥ 0,

consequentemente,

‖ũk‖2
L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

4
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

≤ (ũk−1, ũk) + δ (fk, ũk) .

Da desigualdade de Poincaré (Teorema A.13) existe C1 > 0, tal que

‖ũk‖2
L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

4C1

‖ṽk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

≤ (ũk−1, ũk) + δ (fk, ũk) .
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Novamente, usam-se as desigualdades de Hölder e de Young (Teoremas A.1 e A.30),

‖ũk‖2
L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

4C1

‖ṽk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

≤ ‖ũk−1‖2
L2(Ω) +

1

4
‖ũk‖2

L2(Ω) + δ2 ‖fk‖2
L2(Ω) +

1

4
‖ũk‖2

L2(Ω) .

Logo,

1

2
‖ũk‖2

L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

4C1

‖ṽk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω)

≤ ‖ũk−1‖2
L2(Ω) + δ2 ‖fk‖2

L2(Ω) . (2.13)

Define-se C = C(min{1
2
, 2αδ+δ+1

2
, 1

4C1
, 2δ+1

4
}), assim

C
(
‖ũk‖2

L2(Ω) + ‖∇ũk‖2
L2(Ω) + ‖ṽk‖2

L2(Ω) + ‖∇ṽk‖2
L2(Ω)

)
≤ 1

2
‖ũk‖2

L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

4C1

‖ṽk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) ,

isto implica em,

C
(
‖ũk‖2

H1
0 (Ω) + ‖ṽk‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ 1

2
‖ũk‖2

L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇ũk‖2

L2(Ω)

+
1

4C1

‖ṽk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) . (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13),

C
(
‖ũk‖2

H1
0 (Ω) + ‖ṽk‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ ‖ũk−1‖2

L2(Ω) + δ2 ‖fk‖2
L2(Ω) .

Desta maneira,

‖ũk‖H1
0 (Ω) + ‖ṽk‖H1

0 (Ω) ≤ β,

onde

β =

(
2

C

) 1
2 (
‖ũk−1‖L2(Ω) + δ ‖fk‖L2(Ω)

)
.

Assim, observa-se que, para cada k = 1, . . . , n, a aplicação A : (H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω)) →
(H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)) é cont́ınua e existe β > 0 tal que (A(ũk, ṽk), (ũk, ṽk)) ≥ 0 para todo par

(ũk, ṽk) ∈ H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω) com ‖ũk‖H1
0 (Ω) + ‖ṽk‖H1

0 (Ω) ≤ β. Então, pelo Teorema A.33,
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existe um par (ũ?k, ṽ
?
k) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) tal que

A (ũ?k, ṽ
?
k) = 0, com ‖ũ?k‖H1

0 (Ω) + ‖ṽ?k‖H1
0 (Ω) ≤ β.

Portanto, o par (ũ?k, ṽ
?
k) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) satisfaz (2.12). �

Demonstra-se no teorema a seguir que existe uma solução semidiscreta para o Problema

(2.11) no sentido da Definição 2.2.

Teorema 2.5. Sob as hipóteses do Lema 2.4, para cada k, existe um par (ũk, ṽk) ∈ X

que é a solução semidiscreta do Problema (2.11) no sentido da Definição 2.2.

Demonstração

Pelo Lema 2.4, existe um par (ũk, ṽk) ∈ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) que satisfaz (2.12). Assim,

substituindo η = ṽk no Problema (2.12) obtém-se(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, ṽk

)
= (∇ũk,∇ṽk)

ρq(x)(ṽk) = (∇ũk,∇ṽk) .

Através das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30), tem-se

ρq(x)(ṽk) ≤
1

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇ṽk‖2

L2(Ω) ≤ C ‖ũk‖2
H1

0 (Ω) + C ‖ṽk‖2
H1

0 (Ω) ≤ C.

Isto implica que ṽk ∈ Lq(x)(Ω). Portanto, existe um par (ũk, ṽk) ∈ X que é a solução

semidiscreta do Problema (2.11) no sentido da Definição 2.2. �

2.1.2 Unicidade da solução semidiscreta

Nesta subsecção enuncia-se e demonstra-se o Teorema 2.6 que garante a unicidade da

solução semidiscreta para o Problema (2.11) no sentido da Definição 2.2. Destaca-se que

a prova utiliza algumas técnicas clássicas de Análise Funcional.

Teorema 2.6. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, fk ∈ L2(Ω) com k = 1, . . . , n e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). Então,

existe um único par (ũk, ṽk) ∈ X que é a solução semidiscreta do Problema (2.11) no

sentido da Definição 2.2.

Demonstração

Considere (ũk, ṽk), (ǔk, v̌k) ∈ X duas soluções semidiscretas distintas do Problema
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(2.11). Assim, para todo par (ψ, η) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω), tem-se (ũk, ψ)− (ũk−1, ψ) + δ (∇ṽk,∇ψ) + αδ (∇ũk,∇ψ) = δ (fk, ψ) ,

(∇ũk,∇η) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
,

(2.15)

e  (ǔk, ψ)− (ǔk−1, ψ) + δ (∇v̌k,∇ψ) + αδ (∇ǔk,∇ψ) = δ (fk, ψ) ,

(∇ǔk,∇η) =
(
|v̌k|q(x)−2 v̌k, η

)
.

(2.16)

Além disso, as soluções (ũk, ṽk) e (ǔk, v̌k) estão sujeitas às mesmas condições iniciais,{
ũk = ǔk = ṽk = v̌k = 0, em ∂Ω× ]0, T ] ,

ũ0 = ǔ0, ṽ0 = v̌0, em Ω× {0} .
(2.17)

Através de (2.15) e (2.16), segue que
(ũk − ǔk, ψ)− (ũk−1 − ǔk−1, ψ) + δ (∇ (ṽk − v̌k) ,∇ψ)

+ αδ (∇ (ũk − ǔk) ,∇ψ) = 0,

(∇ (ũk − ǔk) ,∇η) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, η

)
.

(2.18)

Se ψ = ũk − ǔk e η = ṽk − v̌k, então

‖ũk − ǔk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖2

L2(Ω) + δ
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, ṽk − v̌k

)
= (ũk−1 − ǔk−1, ũk − ǔk) .

Por hipótese q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞). Assim, para x ∈ Ω fixo, o Teorema A.32 implica

que (|ṽk|q(x)−2ṽk − |v̌k|q(x)−2v̌k, ṽk − v̌k) ≥ 0, logo

‖ũk − ǔk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖2

L2(Ω) ≤ (ũk−1 − ǔk−1, ũk − ǔk) . (2.19)

Do facto αδ‖∇(ũk − ǔk)‖2
L2(Ω) ≥ 0, segue que

‖ũk − ǔk‖2
L2(Ω) ≤ (ũk−1 − ǔk−1, ũk − ǔk) .

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

‖ũk − ǔk‖2
L2(Ω) ≤ ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) ‖ũk − ǔk‖L2(Ω) ,
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simplificando,

‖ũk − ǔk‖L2(Ω) ≤ ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) .

Para k = 1, . . . , n, obtém-se

‖ũk − ǔk‖L2(Ω) ≤ ‖ũ0 − ǔ0‖L2(Ω) .

Das condições iniciais dadas em (2.17), tem-se ũ0 = ǔ0, assim

‖ũk − ǔk‖L2(Ω) ≤ 0.

Portanto,

‖ũk − ǔk‖L2(Ω) = 0 ⇔ ũk = ǔk em L2(Ω). (2.20)

Por outro lado, da estimativa (2.19), vem que

αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖2
L2(Ω) ≤ (ũk−1 − ǔk−1, ũk − ǔk) .

Da desigualdade de Hölder (Teorema A.1), segue que

αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖2
L2(Ω) ≤ ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) ‖ũk − ǔk‖L2(Ω) .

Através da desigualdade de Poincaré (Teorema A.13), existe C > 0 tal que

αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) ‖∇ (ũk − ǔk)‖L2(Ω) ,

simplificando,

αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖L2(Ω) ≤ C ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) .

Utiliza-se a estimativa (2.20) e conclui-se

‖∇ (ũk − ǔk)‖L2(Ω) = 0 ⇔ ∇ũk = ∇ǔk em L2(Ω) e ũk = ǔk em H1
0 (Ω). (2.21)

Nesta etapa, considera-se ψ = ṽk − v̌k em (2.18) e obtém-se

δ ‖∇ (ṽk − v̌k)‖2
L2(Ω) ≤ |(ũk − ǔk, ṽk − v̌k)|+ |(ũk−1 − ǔk−1, ṽk − v̌k)|

+ |αδ (∇ (ũk − ǔk) ,∇ (ṽk − v̌k))| .
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Aplicam-se as desigualdades de Hölder e Poincaré (Teoremas A.1 e A.13), usa-se o facto

de α > 0 e δ > 0 para obter

δ ‖∇ (ṽk − v̌k)‖2
L2(Ω) ≤ C1 ‖ũk − ǔk‖L2(Ω) ‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω)

+C2 ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω) ‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω)+αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖L2(Ω) ‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω) ,

com C1 > 0 e C2 > 0. Ao simplificar, tem-se

δ ‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω) ≤ C1 ‖ũk − ǔk‖L2(Ω)+C2 ‖ũk−1 − ǔk−1‖L2(Ω)+αδ ‖∇ (ũk − ǔk)‖L2(Ω) .

De (2.20) e (2.21), vem que

‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω) = 0 ⇔ ∇ṽk = ∇v̌k em L2(Ω) e ṽk = v̌k em H1
0 (Ω). (2.22)

Observa-se que, ao aplicar a desigualdade de Poincaré (Teorema A.13) em (2.22), obtém-

se
1

C
‖ṽk − v̌k‖L2(Ω) ≤ ‖∇ (ṽk − v̌k)‖L2(Ω) = 0,

onde C > 0. Consequentemente,

‖ṽk − v̌k‖L2(Ω) = 0 ⇔ ṽk = v̌k em L2(Ω). (2.23)

Para finalizar a demonstração, faz-se necessário provar que ṽk = v̌k em Lq(x)(Ω) com

q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞) para todo x ∈ Ω. Para tanto, inicialmente considera-se q(x) ∈
[q−, q+] ⊂ (1, 2], então pelo Teorema A.20 existe uma imersão cont́ınua L2(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω)

e

‖ṽk − v̌k‖Lq(x)(Ω) ≤ C ‖ṽk − v̌k‖L2(Ω) .

Através de (2.23), temos

‖ṽk − v̌k‖Lq(x)(Ω) = 0 ⇔ ṽk = v̌k em Lq(x)(Ω); q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2]. (2.24)

Finalmente, para o caso em que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (2,∞), considera-se η = ṽk − v̌k em

(2.18), (
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, ṽk − v̌k

)
= (∇ (ũk − ǔk) ,∇ (ṽk − v̌k)) . (2.25)
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Para x ∈ Ω fixo, segue do Teorema A.32

C |ṽk − v̌k|q(x) ≤
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, ṽk − v̌k

)
Rd

C

∫
Ω

|ṽk − v̌k|q(x) dx ≤
∫

Ω

(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, ṽk − v̌k

)
Rd
dx

Cρq(x) (ṽk − v̌k) ≤
∫

Ω

(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k

)
(ṽk − v̌k) dx

Cρq(x) (ṽk − v̌k) ≤
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |v̌k|q(x)−2 v̌k, ṽk − v̌k

)
. (2.26)

Substituindo (2.26) em (2.25),

Cρq(x) (ṽk − v̌k) ≤ (∇ (ũk − ǔk) ,∇ (ṽk − v̌k)) .

Aplicam-se as desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30),

Cρq(x) (ṽk − v̌k) ≤
1

2
‖∇ (ũk − ǔk)‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇ (ṽk − v̌k)‖2

L2(Ω) .

De (2.21) e (2.22), vem que

ρq(x) (ṽk − v̌k) ≤ 0.

Utiliza-se a Proposição A.17 e conclui-se

ρq(x) (ṽk − v̌k) = 0 ⇔ ṽk = v̌k em Lq(x)(Ω); q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (2,∞). (2.27)

Portanto, de (2.20), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) e (2.27) conclúımos que, para p(x) ∈
[p−, p+] ⊂ (1,∞), existe um único par (ũk, ṽk) ∈ X que é a solução semidiscreta do

Problema (2.11) no sentido da Definição 2.2. �

2.1.3 Estimativas à priori da solução semidiscreta

A subsecção que está a ser iniciada tem o objetivo de demonstrar as estimativas à priori

da solução semidiscreta. Os Teoremas 2.7 e 2.8 investigam as referidas estimativas e

demonstram que estas dependem dos dados iniciais.

Teorema 2.7. Sejam (ũk, ṽk) ∈ X a solução semidiscreta do Problema (2.11) no sentido
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da Definição 2.2. Então, para toda a função fk ∈ L2(Ω), tem-se

‖ũk‖L2(Ω) ≤ ‖ũ0‖L2(Ω) + δ
k∑
i=1

‖fi‖L2(Ω) , (2.28)

‖∇ũk‖L2(Ω) ≤
(

2

αq−

) 1
2

ρq(x) (ṽ0)
1
2 + ‖∇ũ0‖L2(Ω) +

1

α
1
2

(
δ

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
2

, (2.29)

‖ṽk‖Lq(x)(Ω) ≤ max


[(

q+

q−

)
ρq(x) (ṽ0) +

αq+

2
‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

] 1
q−

,

[(
q+

q−

)
ρq(x) (ṽ0) +

αq+

2
‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

] 1
q+

 .

(2.30)

Além disto, se q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), então

‖ṽk‖L2(Ω) ≤ C max


[(

q+

q−

)
ρq(x) (ṽ0) +

αq+

2
‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

] 1
q−

,

[(
q+

q−

)
ρq(x) (ṽ0) +

αq+

2
‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

] 1
q+

 .

(2.31)

Demonstração

Se η = ṽk em (2.12), então

(∇ũk,∇ṽk) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, ṽk

)
= ρq(x) (ṽk) .

Da Proposição A.17, vem que

(∇ũk,∇ṽk) = ρq(x) (ṽk) ≥ 0. (2.32)

Por outro lado, considera-se ψ = ũk em (2.12),

‖ũk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇ũk‖2

L2(Ω) + δ (∇ṽk,∇ũk) = (ũk−1, ũk) + δ (fk, ũk) .
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Substituindo (2.32),

‖ũk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇ũk‖2

L2(Ω) + δρq(x) (ṽk) = (ũk−1, ũk) + δ (fk, ũk) . (2.33)

Do facto αδ‖∇ũk‖2
L2(Ω) ≥ 0 e de (2.32), segue que

‖ũk‖2
L2(Ω) ≤ (ũk−1, ũk) + δ (fk, ũk) .

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

‖ũk‖2
L2(Ω) ≤ ‖ũk−1‖L2(Ω) ‖ũk‖L2(Ω) + δ ‖fk‖L2(Ω) ‖ũk‖L2(Ω) ,

simplificando,

‖ũk‖L2(Ω) ≤ ‖ũk−1‖L2(Ω) + δ ‖fk‖L2(Ω) ,

e para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n, obtém-se a estimativa (2.28).

Por outro lado, se ψ = ũk − ũk−1 em (2.12), então

1

δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) + (∇ṽk,∇ũk)− (∇ṽk,∇ũk−1) + α ‖∇ũk‖2
L2(Ω) − α (∇ũk,∇ũk−1)

= (fk, ũk − ũk−1) . (2.34)

De (2.12) com η = ṽk, tem-se

(∇ũk−1,∇ṽk) =
(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk

)
. (2.35)

Substituindo (2.32) e (2.35) em (2.34),

1

δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (ṽk) + α ‖∇ũk‖2
L2(Ω) =

(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk

)
+ α (∇ũk,∇ũk−1) + (fk, ũk − ũk−1) .

Através das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30), existem ε1, ε2 > 0

tais que

1

δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (ṽk) + α ‖∇ũk‖2
L2(Ω) ≤

(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk

)
+ αε1 ‖∇ũk‖2

L2(Ω) +
α

4ε1

‖∇ũk−1‖2
L2(Ω) + ε2 ‖fk‖2

L2(Ω) +
1

4ε2

‖ũk − ũk−1‖2
L2(Ω) .
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Sem perda de generalidade, consideram-se ε1 = 1
2

e ε2 = δ
2

1

2δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (ṽk) +
α

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω) ≤
(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk

)
+
α

2
‖∇ũk−1‖2

L2(Ω) +
δ

2
‖fk‖2

L2(Ω) . (2.36)

Nota-se que,

|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1ṽk ≤
∣∣∣|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1ṽk

∣∣∣ = |ṽk−1|q(x)−1 |ṽk| .

Utiliza-se a desigualdade de Young (Teorema A.21),

|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1ṽk ≤ Cε |ṽk−1|(q(x)−1)p(x) + ε |ṽk|q(x) ,

onde ε > 0, Cε = 1

q(x)(εp(x))
q(x)
p(x)

e p(x) = q(x)
q(x)−1

. Integrando sobre Ω e supondo que

ε = q(x)−1
q(x)

, segue que

(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk

)
≤
∫

Ω

(
1

q(x)

)
|ṽk−1|q(x) dx+

∫
Ω

(
q(x)− 1

q(x)

)
|ṽk|q(x) dx. (2.37)

De (2.37) e (2.36), vem que

1

2δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (ṽk) +
α

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω) ≤
∫

Ω

(
1

q(x)

)
|ṽk−1|q(x) dx

+

∫
Ω

(
q(x)− 1

q(x)

)
|ṽk|q(x) dx+

α

2
‖∇ũk−1‖2

L2(Ω) +
δ

2
‖fk‖2

L2(Ω) ,

ou seja,

1

2δ
‖ũk − ũk−1‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

(
1

q(x)

)
|ṽk|q(x) dx+

α

2
‖∇ũk‖2

L2(Ω)

≤
∫

Ω

(
1

q(x)

)
|ṽk−1|q(x) dx+

α

2
‖∇ũk−1‖2

L2(Ω) +
δ

2
‖fk‖2

L2(Ω) .

Isto implica em,∫
Ω

(
2

q(x)

)
|ṽk|q(x) dx+ α ‖∇ũk‖2

L2(Ω) ≤
∫

Ω

(
2

q(x)

)
|ṽk−1|q(x) dx+ α ‖∇ũk−1‖2

L2(Ω)

+ δ ‖fk‖2
L2(Ω) .
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Para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n, obtém-se∫
Ω

(
2

q(x)

)
|ṽk|q(x) dx+ α ‖∇ũk‖2

L2(Ω) ≤
∫

Ω

(
2

q(x)

)
|ṽ0|q(x) dx+ α ‖∇ũ0‖2

L2(Ω)

+ δ
k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω) .

Através de (2.5), tem-se 0 < 1
q+ ≤ 1

q(x)
≤ 1

q−
< 1 e

(
2

q+

)∫
Ω

|ṽk|q(x) dx+ α ‖∇ũk‖2
L2(Ω) ≤

(
2

q−

)∫
Ω

|ṽ0|q(x) dx+ α ‖∇ũ0‖2
L2(Ω)

+ δ
k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω) ,

isto é,(
2

q+

)
ρq(x) (ṽk) + α ‖∇ũk‖2

L2(Ω) ≤
(

2

q−

)
ρq(x) (ṽ0) + α ‖∇ũ0‖2

L2(Ω) + δ
k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω) .

(2.38)

Consequentemente,

‖∇ũk‖L2(Ω) ≤

[(
2

αq−

)
ρq(x) (ṽ0) + ‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δ

α

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

] 1
2

.

Aplica-se o Teorema A.31 e demonstra-se (2.29).

Por outro lado, de (2.38) temos

ρq(x) (ṽk) ≤
(
q+

q−

)
ρq(x) (ṽ0) +

αq+

2
‖∇ũ0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω) . (2.39)

Do Teorema A.18 vem que

‖ṽk‖Lq(x)(Ω) ≤ max
{
ρq(x)(ṽk)

1
q− , ρq(x)(ṽk)

1
q+

}
.

Substituindo (2.39) prova-se a estimativa (2.30).

Por outro lado, se q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), então pelo Teorema A.20 existe uma imersão
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cont́ınua Lq(x)(Ω) ↪→ L2(Ω) tal que

‖ṽk‖L2(Ω) ≤ C ‖ṽk‖Lq(x)(Ω) .

Finalmente, substituindo (2.30) obtém-se (2.31). �

O seguinte teorema estabelece uma estimativa para a aproximação da derivada em relação

à variável t.

Teorema 2.8. Sejam (ũk, ṽk) ∈ X a solução semidiscreta do Problema (2.11) no sentido

da Definição 2.2, ũ0 = 0 e f ∈ L2(Ω) uma função Lipschitz cont́ınua na variável t, então∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖f1‖L2(Ω) + CT. (2.40)

Demonstração

Avalia-se o Problema (2.12) em t = tk e t = tk−1 e obtém-se, para todas ψ, η ∈ H1
0 (Ω),

(
ũk − ũk−1

δ
, ψ

)
+ (∇ṽk,∇ψ) + α (∇ũk,∇ψ) = (fk, ψ) ,

(∇ũk,∇η) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
,

e 
(
ũk−1 − ũk−2

δ
, ψ

)
+ (∇ṽk−1,∇ψ) + α (∇ũk−1,∇ψ) = (fk−1, ψ) ,

(∇ũk−1,∇η) =
(
|ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, η

)
,

onde k = 1, . . . , n com n ∈ N∗. Assim,

(
ũk − ũk−1

δ
, ψ

)
+ (∇ (ṽk − ṽk−1) ,∇ψ) + α (∇ (ũk − ũk−1) ,∇ψ)

=

(
ũk−1 − ũk−2

δ
, ψ

)
+ (fk − fk−1, ψ) ,

(∇ (ũk − ũk−1) ,∇η) =
(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, η

)
.

Se ψ = ũk−ũk−1

δ
e η = ṽk − ṽk−1, então∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

δ

(
|ṽk|q(x)−2 ṽk − |ṽk−1|q(x)−2 ṽk−1, ṽk − ṽk−1

)
+
α

δ
‖∇ (ũk − ũk−1)‖2

L2(Ω) =

(
ũk−1 − ũk−2

δ
,
ũk − ũk−1

δ

)
+

(
fk − fk−1,

ũk − ũk−1

δ

)
.

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞), tem-se para x ∈ Ω fixo que o Teorema A.32
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implica em (|ṽk|q(x)−2ṽk−|ṽk−1|q(x)−2ṽk−1, ṽk− ṽk−1) ≥ 0. Adicionalmente, como ‖∇(ũk−
ũk−1)‖2

L2(Ω) ≥ 0, então segue que

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
(
ũk−1 − ũk−2

δ
,
ũk − ũk−1

δ

)
+

(
fk − fk−1,

ũk − ũk−1

δ

)
.

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1), vem que∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥ ũk−1 − ũk−2

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖fk − fk−1‖L2(Ω) .

Por hipótese a função f é Lipschitz cont́ınua na variável t, assim de (2.3) tem-se

|fk − fk−1| ≤ C |tk − tk−1| = C |δ| = Cδ.

Desta maneira, ∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥ ũk−1 − ũk−2

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Cδ.

Iterando k = 2, . . . , n com n ∈ N∗, segue que∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥ ũ1 − ũ0

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Cδ (k − 1) .

Como δ = T
n

e k − 1 < k ≤ n, então∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥ ũ1 − ũ0

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ CT.

Assim, ∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 1

|δ|
‖ũ1 − ũ0‖L2(Ω) + CT.

Da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do facto de 0 < δ < 1, vem que∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 1

δ
‖ũ1‖L2(Ω) +

1

δ
‖ũ0‖L2(Ω) + CT.

Substituindo (2.28) com k = 1 e ũ0 = 0, conclui-se (2.40). �
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Corolário 2.9. Sob as hipóteses do Teorema 2.8, tem-se

‖ṽk‖L2(Ω) ≤ C
(
‖f1‖L2(Ω) + ‖fk‖L2(Ω) + T

)
, (2.41)

‖∇ṽk‖L2(Ω) ≤ C
(
‖f1‖L2(Ω) + ‖fk‖L2(Ω) + T

)
. (2.42)

Demonstração

Se ψ = vk em (2.12), então(
ũk − ũk−1

δ
, ṽk

)
+ ‖∇ṽk‖2

L2(Ω) + α (∇ũk,∇ṽk) = (fk, ṽk) .

De (2.32) vem que

‖∇ṽk‖2
L2(Ω) ≤

∣∣∣∣( ũk − ũk−1

δ
, ṽk

)∣∣∣∣+ (fk, ṽk) .

Através das desigualdades de Hölder e Poincaré (Teoremas A.1 e A.13) existe C1 > 0

tal que

‖∇ṽk‖2
L2(Ω) ≤ C1 ‖∇ṽk‖L2(Ω)

(∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖fk‖L2(Ω)

)
.

Logo,

‖∇ṽk‖L2(Ω) ≤ C1

(∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖fk‖L2(Ω)

)
.

Substituindo (2.40) demonstra-se que a estimativa (2.42) é válida. Finalmente, aplica-se

a desigualdade de Poincaré (Teorema A.13) em (2.42) e prova-se (2.41). �

Observação 2.10. Se u(x, 0) = ũ0 6= 0 em Ω, a existência e a unicidade da solução semi-

discreta do Problema (2.11) são provadas de forma análoga às demonstrações apresentadas

anteriormente. Entretanto, a hipótese ũ0 = 0 é necessária para que as estimativas à priori

(2.40), (2.41) e (2.42) sejam uniformemente independentes de δ.

2.1.4 Existência e unicidade da solução fraca

Nesta subsecção aplica-se o Método de Rothe para provar que existe uma única solução

fraca para o Problema (2.7) no sentido da Definição 2.1.

Anteriormente, demonstrou-se que para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n, o par (ũk, ṽk) ∈ X é a

única solução semidiscreta do Problema (2.11) no sentido da Definição 2.2. Desta maneira,
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pode-se definir as funções de Rothe ūn = ūn(x, t) e v̄n = v̄n(x, t) por

ūn = ūn(x, t) = ũk−1(x) +

(
t− tk−1

δ

)
(ũk(x)− ũk−1(x)) em Ik−1,

v̄n = v̄n(x, t) = ṽk−1(x) +

(
t− tk−1

δ

)
(ṽk(x)− ṽk−1(x)) em Ik−1,

onde Ik−1 = ]tk−1, tk].

Destaca-se que, para n ∈ N∗ e x ∈ Ω fixos, as funções de Rothe ūn(x, t) e v̄n(x, t) são

lineares por partes na variável t no intervalo I. Além disso, tem-se

∇ūn = ∇ūn(x, t) = ∇ũk−1(x) +

(
t− tk−1

δ

)
(∇ũk(x)−∇ũk−1(x)) em Ik−1,

∇v̄n = ∇v̄n(x, t) = ∇ṽk−1(x) +

(
t− tk−1

δ

)
(∇ṽk(x)−∇ṽk−1(x)) em Ik−1.

Enfatiza-se que, ao longo desta e das seguintes subsecções, C é uma constante indepen-

dente de n e k.

No que segue, enuncia-se e demonstra-se o Teorema 2.11 que utiliza as funções de Rothe

ūn e ∇ūn para provar a existência da função u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Teorema 2.11. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t e ũ0 = 0. Então, existe u ∈
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) tal que

ūn ⇀ u em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
. (2.43)

Além disto, tem-se

‖u‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ CT.

Demonstração

Inicialmente, nota-se que ūn é limitada em L2(Ω). De facto,

‖ūn‖L2(Ω) =

∥∥∥∥ũk−1 +

(
t− tk−1

δ

)
(ũk − ũk−1)

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Aplica-se a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3),

‖ūn‖L2(Ω) ≤ ‖ũk−1‖L2(Ω) +

∥∥∥∥(t− tk−1

δ

)
(ũk − ũk−1)

∥∥∥∥
L2(Ω)

,

28



ou seja,

‖ūn‖L2(Ω) ≤ ‖ũk−1‖L2(Ω) + |t− tk−1|
∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Substituindo (2.28) e (2.40) com ũ0 = 0, temos

‖ūn‖L2(Ω) ≤ δ
k−1∑
i=1

‖fi‖L2(Ω) + |t− tk−1|
(
‖f1‖L2(Ω) + CT

)
.

Por definição, considerou-se ūn com t ∈ Ik−1 = ]tk−1, tk], consequentemente |t−tk−1| ≤
|δ| = δ e

‖ūn‖L2(Ω) ≤ δ

k−1∑
i=1

‖fi‖L2(Ω) + δ
(
‖f1‖L2(Ω) + CT

)
.

Por hipótese fi ∈ L2(Ω) e 0 < δ < 1. Assim, para todo n ∈ N∗ e para todo k =

1, 2, . . . , n, tem-se

‖ūn‖L2(Ω) ≤ C. (2.44)

Analogamente, ∇ūn é limitado em L2(Ω). De facto, com a desigualdade de Minkowski

(Teorema A.3), obtém-se

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤ ‖∇ũk−1‖L2(Ω) +
|t− tk−1|
|δ|

‖∇ũk −∇ũk−1‖L2(Ω) .

Através do facto de |t − tk−1| ≤ |δ|, então aplicando novamente a desigualdade de

Minkowski (Teorema A.3), segue que

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤ 2 ‖∇ũk−1‖L2(Ω) + ‖∇ũk‖L2(Ω) .

Substituindo (2.29) com ũ0 = 0,

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤
2

α
1
2

(
δ
k−1∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
2

+
1

α
1
2

(
δ

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
2

.

Da hipótese de fi ∈ L2(Ω) vem que

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤
2

α
1
2

[C1δ(k − 1)]
1
2 +

1

α
1
2

(C1δk)
1
2 .
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Desde δ = T
n

e k − 1 < k ≤ n, então

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤
2

α
1
2

(C1T )
1
2 +

1

α
1
2

(C1T )
1
2 .

Assim,

‖∇ūn‖L2(Ω) ≤ C. (2.45)

Através das estimativas (2.44) e (2.45), obtém-se

‖ūn‖2
H1

0 (Ω) = ‖ūn‖2
L2(Ω) + ‖∇ūn‖2

L2(Ω) ≤ C. (2.46)

Isto implica que a sequência de funções de Rothe {ūn}∞n=1 é limitada em H1
0 (Ω). Assim,

pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34) existem uma subsequência de {ūn}∞n=1,

ainda denotada por {ūn}∞n=1, e uma função u ∈ H1
0 (Ω) tais que

ūn ⇀ u em L2(Ω),

∇ūn ⇀ ∇u em L2(Ω),

quando n→∞. Além disto, de (2.46), segue que

‖ūn‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) =

∫ T

0

‖ūn‖2
H1

0 (Ω) dt ≤ CT. (2.47)

Da Proposição A.11, do Teorema A.12 e da Proposição A.15, tem-se que L2(0, T ;H1
0 (Ω))

é um espaço de Banach reflexivo. Adicionalmente, a função ūn ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) é limi-

tada neste espaço. Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34) existem uma

subsequência de {ūn}∞n=1, ainda denotada por {ūn}∞n=1, e uma função u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

tais que

ūn ⇀ u em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

Finalmente, pelo Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema A.6) e da

estimativa (2.47), conclui-se que

‖u‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) =

∫ T

0

‖u‖2
H1

0 (Ω) dt ≤ lim inf
n→∞

∫ T

0

‖ūn‖2
H1

0 (Ω) dt ≤ CT.

�
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O seguinte corolário estabelece que a função u do Teorema 2.11 também pertence ao

espaço L∞(0, T ;H1
0 (Ω)).

Corolário 2.12. Sob as hipóteses do Teorema 2.11, a função u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)).

Demonstração

Através do Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema A.6) e de (2.46),

obtém-se

‖u‖2
L∞(0,T ;H1

0 (Ω)) = ess sup
t∈(0,T )

‖u‖2
H1

0 (Ω)

= ess sup
t∈(0,T )

‖u‖2
L2(Ω) + ess sup

t∈(0,T )

‖∇u‖2
L2(Ω)

≤ ess sup
t∈(0,T )

lim inf
n→∞

‖ūn‖2
L2(Ω) + ess sup

t∈(0,T )

lim inf
n→∞

‖∇ūn‖2
L2(Ω)

≤ C.

�

A seguir, demonstra-se que a função u do Teorema 2.11 é a solução requerida, para isto

define-se Ūn : t 7→ L2(Ω) por

Ūn =


ũ1 − ũ0

δ
, se t = 0,

ũk − ũk−1

δ
, se t ∈ ]tk−1, tk] ,

(2.48)

onde k = 1, 2, . . . , n e n ∈ N∗.

O próximo teorema demonstra que Ūn ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e converge fracamente para a

função ut no espaço L2(0, T ;L2(Ω)), além disto obtém-se que u(0) = 0.

Teorema 2.13. Sob as hipóteses do Teorema 2.11, existe uma função ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

tal que

Ūn ⇀ ut em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
e

‖ut‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ CT. (2.49)

Demonstração

Inicialmente, nota-se que

∥∥Ūn∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
=

∫ T

0

∥∥Ūn∥∥2

L2(Ω)
dt =

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

dt.
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Através de (2.40), observa-se que ‖ ũk−ũk−1

δ
‖L2(Ω) não depende de t, logo

∥∥Ūn∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
=

n∑
k=1

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

∫ tk

tk−1

dt = δ

n∑
k=1

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (2.50)

Da estimativa (2.40), vem que∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
(
‖f1‖L2(Ω) + C1T

)2

.

Consequentemente,

n∑
k=1

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ n
(
‖f1‖L2(Ω) + C1T

)2

. (2.51)

Substituindo (2.51) em (2.50),

∥∥Ūn∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
≤ nδ

(
‖f1‖L2(Ω) + C1T

)2

.

Desde que δ = T
n

,

∥∥Ūn∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
≤ T

(
‖f1‖L2(Ω) + C1T

)2

.

Usa-se o facto de f1 ∈ L2(Ω) e obtém-se

∥∥Ūn∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
≤ CT. (2.52)

Consequentemente, a sequência
{
Ūn
}∞
n=1

é uniformemente limitada, então pelo Te-

orema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34), existem uma subsequência de
{
Ūn
}∞
n=1
⊂

L2(0, T ;L2(Ω)), ainda denotada por
{
Ūn
}∞
n=1

, e uma função U ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tais

que

Ūn ⇀ U em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
. (2.53)

Isto implica que existe uma função ω(t) que satisfaz∫ t

0

U (τ) dτ = ω(t). (2.54)
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Além disso, as funções Ūn(t) e ūn estão relacionadas por∫ t

0

Ūn (τ) dτ = ūn(t).

Através de (2.43) e de (2.53), segue que

ω = u. (2.55)

Consequentemente, existe uma função absolutamente cont́ınua u ∈ AC(0, T ;L2(Ω)) e

do Teorema A.36 tem-se U(t) = ut(t) em L2(Ω) para todo t ∈ I = [0, T ]. Além disso, de

(2.54) e (2.55),

u(t) =

∫ t

0

U (τ) dτ

e isto implica que

u(0) = 0.

Finalmente, pelo Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema A.6) e de

(2.52), demonstra-se que a estimativa (2.49) é satisfeita. �

Uma consequência do Teorema 2.13 é que a função ut também pertence ao espaço

L∞(0, T ;L2(Ω)). De facto, prova-se este resultado no seguinte corolário.

Corolário 2.14. Sob as hipóteses do Teorema 2.13, a função ut satisfaz

‖ut‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ CT 2.

Demonstração

Usam-se o Teorema 2.13, Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema A.6),

a definição de Ūn em (2.48) e obtém-se

‖ut‖2
L2(Ω) ≤ lim inf

n→∞

∥∥Ūn∥∥2

L2(Ω)
= lim inf

n→∞

∥∥∥∥ ũk − ũk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

, em Ik−1.

De (2.40), vem que

‖ut‖2
L2(Ω) ≤ CT 2 ⇒ ess sup

t∈(0,T )

‖ut‖2
L2(Ω) ≤ CT 2,

portanto,

‖ut‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) = ess sup

t∈(0,T )

‖ut‖2
L2(Ω) ≤ CT 2.
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A seguir, tem-se o teorema que faz o uso das funções de Rothe v̄n e ∇v̄n para demonstrar

que existe uma função v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)).

Teorema 2.15. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t, a função p(x) ∈ [p−, p+] ⊂
(1,∞) e ũ0 = 0. Então, existe v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)), com q(x) ∈ [q−, q+] ⊂
(1,∞), tal que

v̄n ⇀ v em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)
)
. (2.56)

Além disto,

‖v‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)∩Lq(x)(Ω)) ≤ CT. (2.57)

Demonstração

Inicialmente, destaca-se que a função de Rothe v̄n é limitada em L2(Ω). De facto, usa-se

a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e obtém-se

‖v̄n‖L2(Ω) ≤ ‖ṽk−1‖L2(Ω) +
|t− tk−1|
|δ|

‖ṽk − ṽk−1‖L2(Ω) .

Desde que |t−tk−1| ≤ |δ| para todo t ∈ Ik−1, então ao aplicar novamente a desigualdade

de Minkowski (Teorema A.3), segue que

‖v̄n‖L2(Ω) ≤ 2 ‖ṽk−1‖L2(Ω) + ‖ṽk‖L2(Ω) .

Aplica-se a estimativa (2.41) e tem-se

‖v̄n‖L2(Ω) ≤ 2C1

(
‖f1‖L2(Ω) + ‖fk−1‖L2(Ω) + T

)
+ C1

(
‖f1‖L2(Ω) + ‖fk‖L2(Ω) + T

)
.

Por hipótese fk ∈ L2(Ω), com k = 1, . . . , n e n ∈ N∗, assim

‖v̄n‖L2(Ω) ≤ C. (2.58)

Adicionalmente, a função v̄n é limitada no espaço Lq(x)(Ω) com q(x) ∈ [q−, q+] ⊂
(1,∞). De facto, usando a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e o facto de |t −
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tk−1| ≤ |δ| para todo t ∈ Ik−1, nós obtemos

‖v̄n‖Lq(x)(Ω) ≤ 2 ‖ṽk−1‖Lq(x)(Ω) + ‖ṽk‖Lq(x)(Ω) .

Substituindo (2.30) com ũ0 = 0,

‖v̄n‖Lq(x)(Ω) ≤ 2 max


(
δq+

2

k−1∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
q−

,

(
δq+

2

k−1∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
q+


+ max


(
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
q−

,

(
δq+

2

k∑
i=1

‖fi‖2
L2(Ω)

) 1
q+

 .

Desde que fi ∈ L2(Ω), então

‖v̄n‖Lq(x)(Ω) ≤ 2 max

{(
C1δq

+ (k − 1)

2

) 1
q−

,

(
C1δq

+ (k − 1)

2

) 1
q+

}

+ max

{(
C1δq

+k

2

) 1
q−

,

(
C1δq

+k

2

) 1
q+

}
.

Usam-se os factos de δ = T
n

e k − 1 < k ≤ n,

‖v̄n‖Lq(x)(Ω) ≤ 2 max

{(
C1Tq

+

2

) 1
q−

,

(
C1Tq

+

2

) 1
q+

}

+ max

{(
C1Tq

+

2

) 1
q−

,

(
C1Tq

+

2

) 1
q+

}
.

Assim,

‖v̄n‖Lq(x)(Ω) ≤ C. (2.59)

Por outro lado, nota-se que ∇v̄n é limitado no espaço L2(Ω). De facto, através da

desigualdade de Minkowski (Teorema A.3), |t−tk−1| ≤ |δ| para todo t ∈ Ik−1, da estimativa

(2.42) e do facto de fi ∈ L2(Ω), tem-se

‖∇v̄n‖L2(Ω) ≤ C. (2.60)
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Observa-se que das estimativas (2.58) e (2.60), segue que

‖v̄n‖2
H1

0 (Ω) = ‖v̄n‖2
L2(Ω) + ‖∇v̄n‖2

L2(Ω) ≤ C. (2.61)

Isto implica que a sequência de funções de Rothe {v̄n}∞n=1 é limitada em H1
0 (Ω). Assim,

pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34) existem uma subsequência de {v̄n}∞n=1,

ainda denotada por {v̄n}∞n=1, e uma função v ∈ H1
0 (Ω) tais que

v̄n ⇀ v em L2(Ω),

∇v̄n ⇀ ∇v em L2(Ω),

quando n→∞. Além disto, de (2.59) e (2.61), tem-se

‖v̄n‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)∩Lq(x)(Ω)) =

∫ T

0

‖v̄n‖2
H1

0 (Ω)∩Lq(x)(Ω) dt ≤ CT. (2.62)

Consequentemente v̄n é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)) e devido ao Teorema

A.19, a Proposição A.11, o Teorema A.12 e a Proposição A.15, tem-se que o espaço

L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)) é Banach reflexivo. Assim, do Teorema de Banach-Alaoglu

(Teorema A.34) existem uma subsequência de {v̄n}∞n=1, ainda denotada por {v̄n}∞n=1, e

uma função v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)) tais que

v̄n ⇀ v em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)
)
.

Para finalizar a demonstração, utilizam-se o Teorema da semicontinuidade inferior da

norma (Teorema A.6) e a estimativa (2.62) para provar que (2.57) é satisfeita. �

O próximo corolário demonstra que a função v obtida no Teorema 2.15 também pertence

ao espaço L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)).

Corolário 2.16. Se as hipóteses do Teorema 2.15 são satisfeitas, então a função v ∈
L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)).

Demonstração

Aplicam-se o Teorema da semicontinuidade inferior da norma (Teorema A.6) e as esti-

mativas (2.59) e (2.61) para obtermos
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‖v‖2
L∞(0,T ;H1

0 (Ω)∩Lq(x)(Ω)) = ess sup
t∈(0,T )

‖v‖2
H1

0 (Ω) + ess sup
t∈(0,T )

‖v‖2
Lq(x)(Ω)

≤ ess sup
t∈(0,T )

lim inf
n→∞

‖v̄n‖2
H1

0 (Ω) + ess sup
t∈(0,T )

lim inf
n→∞

‖v̄n‖2
Lq(x)(Ω)

≤ C.

�

Para terminar esta subsecção, prova-se a seguir o teorema da existência e unicidade da

solução fraca do Problema (2.7) no sentido da Definição 2.1.

Teorema 2.17. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t e ũ0 = 0. Além disto, considere

i) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞), equivalentemente, q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞) quando d ≤ 2

e;

ii) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (max
{

3
2
, d+2

4

}
,∞), ou seja, q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,min

{
3, d+2

d−2

}
)

quando d > 2.

Então, existe um único par (u, v) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))× L2(0, T ;H1

0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω)) que

é a solução fraca do Problema (2.7) no sentido da Definição 2.1.

Demonstração

Reescreve-se o Problema (2.9) com as funções de Rothe e obtém-se, para todas ψ, η ∈
H1

0 (Ω),
∫ t

0

(
Ūn, ψ

)
dt+

∫ t

0

(∇v̄n,∇ψ) dt+ α

∫ t

0

(∇ūn,∇ψ) dt =

∫ t

0

(
f̄n, ψ

)
dt,∫ t

0

(∇ūn,∇η) dt =

∫ t

0

(
|v̄n|q(x)−2 v̄n, η

)
dt,

(2.63)

com a função f̄n definida para t ∈ Ik−1 por

f̄n = f̄n(x, t) = fk−1(x) +

(
t− tk−1

δ

)
(fk(x)− fk−1(x)) .

Por hipótese f ∈ L2(Q) e consequentemente

∥∥f̄n∥∥L2(0,T ;L2(Ω))
≤ C.
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Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34), existe uma subsequência de{
f̄n
}∞
n=1

, ainda denotada por
{
f̄n
}∞
n=1

, tal que

f̄n ⇀ f em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
. (2.64)

Por outro lado, dos Teoremas A.24 e A.25 e do facto de v̄n ∈ H1
0 (Ω), tem-se para todo

x ∈ Ω,∥∥∥|v̄n|q(x)−2 v̄n

∥∥∥
L2(Ω)

=
∥∥∥|v̄n|q(x)−1

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C1 max
{
‖v̄n‖q

−−1

H1
0 (Ω)

, ‖v̄n‖q
+−1

H1
0 (Ω)

}
≤ C.

Isto implica que |v̄n|q(x)−2v̄n ∈ L2(Ω) e

∥∥∥|v̄n|q(x)−2 v̄n

∥∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))
=

∫ T

0

∥∥∥|v̄n|q(x)−2 v̄n

∥∥∥2

L2(Ω)
dt ≤ CT,

consequentemente, através do Teorema de Banach-Alaoglu (Teorema A.34) existem uma

subsequência de
{
|v̄n|q(x)−2v̄n

}∞
n=1

, ainda denotada por
{
|v̄n|q(x)−2v̄n

}∞
n=1

, e uma função

g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tais que

|v̄n|q(x)−2 v̄n ⇀ g em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
. (2.65)

Além disto, utilizando o facto de existir uma imersão compacta H1
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) e

de (2.56), obtém-se v̄n → v em L2(0, T ;L2(Ω)), assim v̄n → v q.t.p. em Ω × ]0, T ].

Portanto, de (2.65) e pelo Teorema A.7, tem-se g = |v|q(x)−2v e

|v̄n|q(x)−2 v̄n ⇀ |v|q(x)−2 v em L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)
. (2.66)

Através dos Teoremas 2.11, 2.13, 2.15, de (2.64) e de (2.66), tem-se, para todas ψ, η ∈
H1

0 (Ω), ∫ t

0

(
Ūn, ψ

)
dt→

∫ t

0

(ut, ψ) dt,∫ t

0

(∇v̄n,∇ψ) dt→
∫ t

0

(∇v,∇ψ) dt,∫ t

0

(∇ūn,∇ψ) dt→
∫ t

0

(∇u,∇ψ) dt,∫ t

0

(
f̄n, ψ

)
dt→

∫ t

0

(f, ψ) dt,∫ t

0

(
|v̄n|q(x)−2 v̄n, η

)
dt →

∫ t

0

(
|v|q(x)−2 v, η

)
dt.
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Portanto, quando n→∞, o Problema (2.63) torna-se
∫ t

0

(ut, ψ) dt+

∫ t

0

(∇v,∇ψ) dt+ α

∫ t

0

(∇u,∇ψ) dt =

∫ t

0

(f, ψ) dt,∫ t

0

(∇u,∇η) dt =

∫ t

0

(
|v|q(x)−2 v, η

)
dt.

Finalmente, através da unicidade do limite conclui-se que existe um único par (u, v) ∈
L2(0, T ;H1

0 (Ω))×L2(0, T ;H1
0 (Ω)∩Lq(x)(Ω)) que é a solução fraca do Problema (2.7) no

sentido da Definição 2.1. �

2.1.5 Ordem de convergência com 1 < p(x) ≤ 2 e Ω ⊂ Rd, d ≥ 1

Para investigar a ordem de convergência da solução semidiscreta para a solução fraca

faz-se necessário analisar três casos: inicialmente consideram-se p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e

o doḿınio Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1; a seguir estudam-se os dois casos em que p(x) ∈ [p−, p+] ⊂
(2,∞) e a dimensão do doḿınio Ω ⊂ Rd com d = 1 e d > 1.

Teorema 2.18. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t, p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e

utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Se o par (u, v) é a solução fraca do Problema (2.7) no sentido da

Definição 2.1 e, para cada k, o par (ũk, ṽk) é a solução semidiscreta do Problema (2.11)

no sentido da Definição 2.2, então

‖uk − ũk‖L2(Ω) ≤ Cδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.67)

‖∇ (uk − ũk)‖L2(Ω) ≤
Cδ

1
2

α
1
2

‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.68)

‖vk − ṽk‖Lq(x)(Ω) ≤ C max

{(
δ ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
q−
,(

δ ‖utt‖2
L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
q+

}
, (2.69)

‖∇ (vk − ṽk)‖L2(Ω) ≤ C ‖utt‖
1
2

L∞(0,T ;L2(Ω)) max

{(
δ ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
2q−

,(
δ ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
2q+

}
, (2.70)

onde uk = u(x, tk), vk = v(x, tk), C é uma constante e q(x) = p(x)
p(x)−1

satisfaz q(x) ∈
[q−, q+] ⊂ [2,∞).
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Demonstração

Avalia-se o Problema (2.8) no tempo t = tk e obtém-se, para todas ψ, η ∈ H1
0 (Ω), (ut(x, tk), ψ) + (∇vk,∇ψ) + α (∇uk,∇ψ) = (fk, ψ) ,

(∇uk,∇η) =
(
|vk|q(x)−2 vk, η

)
,

(2.71)

onde uk = u(x, tk), vk = v(x, tk) e fk = f(x, tk). Subtraindo (2.71) e (2.12),
(
ut(x, tk)−

ũk − ũk−1

δ
, ψ

)
+ (∇ (vk − ṽk) ,∇ψ) + α (∇ (uk − ũk) ,∇ψ) = 0,

(∇ (uk − ũk) ,∇η) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
.

Para ψ ∈ H1
0 (Ω), adiciona-se o termo (uk−uk−1

δ
− uk−uk−1

δ
, ψ) = 0 no problema anterior

e obtém-se

(
ut(x, tk)−

uk − uk−1

δ
, ψ

)
+

(
uk − ũk

δ
, ψ

)
+ (∇ (vk − ṽk) ,∇ψ)

+ α (∇ (uk − ũk) ,∇ψ) =

(
uk−1 − ũk−1

δ
, ψ

)
,

(∇ (uk − ũk) ,∇η) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, η

)
.

(2.72)

Se η = vk − ṽk, então

(∇ (uk − ũk) ,∇ (vk − ṽk)) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
.

Do Teorema A.32 tem-se, para todo x ∈ Ω fixo e q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞),(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
≥ 0.

Desta maneira,

(∇ (uk − ũk) ,∇ (vk − ṽk)) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
≥ 0. (2.73)

Por outro lado, substituindo ψ = uk−ũk
δ

em (2.72),∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

δ
(∇ (vk − ṽk) ,∇ (uk − ũk)) +

α

δ
‖∇ (uk − ũk)‖2

L2(Ω)

≤
∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ . (2.74)
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Através da estimativa (2.73) e do facto de ‖∇(uk − ũk)‖2
L2(Ω) ≥ 0, segue que

∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
Aplica-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ut(x, tk)− uk − uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Por hipótese utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), assim utiliza-se o Teorema A.16 e obtém-se∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Cδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) .

Isto implica que, para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n,∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥u0 − ũ0

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Ckδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) .

Através dos factos de ũ0 = u0, δ = T
n

e k ≤ n, tem-se

1

δ
‖uk − ũk‖L2(Ω) ≤ CT ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ,

consequentemente demonstra-se que a estimativa (2.67) é satisfeita.

Por outro lado, de (2.74) e (2.73) vem que

α

δ
‖∇ (uk − ũk)‖2

L2(Ω) ≤
∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
Usa-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

α

δ
‖∇ (uk − ũk)‖2

L2(Ω)

≤
∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

(∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ut(x, tk)− uk − uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.

Através da estimativa (2.67) e do Teorema A.16,

α

δ
‖∇ (uk − ũk)‖2

L2(Ω) ≤ C ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

(
‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + δ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.
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Do facto de 0 < δ < 1, segue que

α

δ
‖∇ (uk − ũk)‖2

L2(Ω) ≤ C ‖utt‖2
L∞(0,T ;L2(Ω))

e desta maneira, verifica-se que a estimativa (2.68) é válida.

Nesta etapa da demonstração utiliza-se a hipótese q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞) e, para

x ∈ Ω fixo, obtém-se do Teorema A.32

Cρq(x) (vk − ṽk) ≤
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
.

De (2.73), tem-se

Cρq(x) (vk − ṽk) ≤ (∇ (uk − ũk) ,∇ (vk − ṽk)) . (2.75)

Substituindo (2.75) em (2.74),(
C

δ

)
ρq(x) (vk − ṽk) ≤

∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣+∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
Da desigualdade de Hölder (Teorema A.1), temos(

C

δ

)
ρq(x) (vk − ṽk)

≤
∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

(∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ut(x, tk)− uk − uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.

Aplicam-se a estimativa (2.67) e o Teorema A.16,(
1

δ

)
ρq(x) (vk − ṽk) ≤ C ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

(
‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + δ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.

Desde que 0 < δ < 1, então(
1

δ

)
ρq(x) (vk − ṽk) ≤ C ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) .

Portanto,

ρq(x) (vk − ṽk) ≤ Cδ ‖utt‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) . (2.76)
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Do Teorema A.18, segue que

‖vk − ṽk‖Lq(x)(Ω) ≤ max
{
ρq(x) (vk − ṽk)

1
q− , ρq(x) (vk − ṽk)

1
q+

}
.

Substituindo (2.76), prova-se a estimativa (2.69). Adicionalmente, do facto de q(x) ≥ 2,

para todo x ∈ Ω, então pelo Teorema A.20, existe uma imersão cont́ınua Lq(x)(Ω) ↪→ L2(Ω)

e

‖vk − ṽk‖L2(Ω) ≤ C ‖vk − ṽk‖Lq(x)(Ω) .

De (2.69), tem-se

‖vk − ṽk‖L2(Ω) ≤ C max

{(
δ ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
q−
,
(
δ ‖utt‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

) 1
q+

}
. (2.77)

Finalmente, considerando ψ = vk − ṽk em (2.72), obtemos

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) + α (∇ (uk − ũk) ,∇ (vk − ṽk)) ≤

∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(uk − ũkδ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣ .
De (2.73),

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤

∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(uk − ũkδ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣ .
Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤ ‖vk − ṽk‖L2(Ω)

(∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ut(x, tk)− uk − uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.

Da estimativa (2.67), do Teorema A.16 e do facto de 0 < δ < 1,

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤ ‖vk − ṽk‖L2(Ω)

(
C ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.

Substituindo (2.77), demonstra-se a estimativa (2.70). �
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2.1.6 Ordem de convergência com 2 < p(x) <∞ e Ω ⊂ Rd, d = 1

Nesta subsecção continua-se a investigação da ordem de convergência da solução semi-

discreta para a solução fraca. Entretanto, altera-se a dimensão do doḿınio para Ω ⊂ R e

considera-se p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞).

Teorema 2.19. Sejam Ω ⊂ Rd, com d = 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t, p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞) e

utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Se o par (u, v) é a solução fraca do Problema (2.7) no sentido da

Definição 2.1 e, para cada k, o par (ũk, ṽk) é a solução semidiscreta do Problema (2.11)

no sentido da Definição 2.2, então

‖uk − ũk‖L2(Ω) ≤ Cδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.78)

‖∇ (uk − ũk)‖L2(Ω) ≤
Cδ

1
2

α
1
2

‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.79)

‖vk − ṽk‖L2(Ω) ≤ Cδ
1
2 ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.80)

‖∇ (vk − ṽk)‖L2(Ω) ≤ Cδ
1
4 ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.81)

onde C é uma constante e q(x) = p(x)
p(x)−1

satisfaz q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2).

Demonstração

Destaca-se que as estimativas (2.78) e (2.79) são provadas de maneira idêntica à de-

monstração do Teorema 2.18.

Por outro lado, se β = 0 no Teorema A.32 e x ∈ Ω for fixo, então

C |vk − ṽk|2 (|vk|+ |ṽk|)q(x)−2 ≤
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
R
. (2.82)

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2), tem-se −1 < q(x)− 2 < 0 e

(|vk|+ |ṽk|)q(x)−2 =
1

(|vk|+ |ṽk|)2−q(x)
. (2.83)

Por hipótese, Ω ⊂ R e vk, ṽk ∈ H1
0 (Ω) para cada k, assim H1

0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) e isto

implica que |vk| e |ṽk| são limitadas por uma constante. Logo,

(|vk|+ |ṽk|)2−q(x) ≤ C2−q(x).
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Além disto, do facto de 2− q(x) > 0, segue que

(|vk|+ |ṽk|)2−q(x) ≤ C ⇔ C ≤ 1

(|vk|+ |ṽk|)2−q(x)
. (2.84)

De (2.84), (2.83) e (2.82), tem-se

C ‖vk − ṽk‖2
L2(Ω) ≤

(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
. (2.85)

Por outro lado, considera-se ψ = uk−ũk
δ

em (2.72) e obtém-se

1

δ
(∇ (vk − ṽk) ,∇ (uk − ũk)) ≤

∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
De (2.73), tem-se

1

δ

(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
≤
∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
Substituindo (2.85), vem que

C

δ
‖vk − ṽk‖2

L2(Ω) ≤
∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
,
uk − ũk

δ

)∣∣∣∣ .
Aplica-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

C

δ
‖vk − ṽk‖2

L2(Ω)

≤
∥∥∥∥uk − ũkδ

∥∥∥∥
L2(Ω)

(∥∥∥∥uk−1 − ũk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+

∥∥∥∥ut(x, tk)− uk − uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

)
.

Da estimativa (2.78) e do Teorema A.16, segue que

C

δ
‖vk − ṽk‖2

L2(Ω) ≤ C ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

(
‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + δ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.

Do facto de 0 < δ < 1, tem-se

1

δ
‖vk − ṽk‖2

L2(Ω) ≤ C ‖utt‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ,
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e desta maneira demonstra-se a estimativa (2.80).

Finalmente, substitui-se ψ = vk − ṽk em (2.72) e utiliza-se (2.73) para obtermos

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤

∣∣∣∣(uk−1 − ũk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣(uk − ũkδ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(ut(x, tk)− uk − uk−1

δ
, vk − ṽk

)∣∣∣∣ .
Utilizando a desigualdade de Hölder (Teorema A.1), a estimativa (2.78), o Teorema A.16

e o facto de 0 < δ < 1, segue que

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤ ‖vk − ṽk‖L2(Ω)

(
C ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
.

Portanto, substituindo (2.80) prova-se a estimativa (2.81). �

2.1.7 Ordem de convergência com 2 < p(x) <∞ e Ω ⊂ Rd, d > 1

Nesta subsecção estuda-se a ordem de convergência da solução semidiscreta para a

solução fraca com doḿınio Ω ⊂ Rd, d > 1, e a função de expoente variável p(x) ∈
[p−, p+] ⊂ (2,∞).

Teorema 2.20. Sob as hipóteses do Teorema 2.19 e considerando Ω ⊂ Rd, d > 1, tem-se

‖uk − ũk‖L2(Ω) ≤ Cδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.86)

‖∇ (uk − ũk)‖L2(Ω) ≤
Cδ

1
2

α
1
2

‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.87)

‖vk − ṽk‖L2(Ω) ≤ Cδ
r?

2 ‖utt‖r
?

L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.88)

‖∇ (vk − ṽk)‖L2(Ω) ≤ Cδ
r?

4 ‖utt‖
r?+1

2

L∞(0,T ;L2(Ω)) , (2.89)

onde C é uma constante, q(x) = p(x)
p(x)−1

é tal que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2) e

r? =


r+ =

3q+

2(q+ + 1)
, se

∥∥∥|vk − ṽk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|vk|+ |ṽk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

≥ 1,

r− =
3q−

2(q− + 1)
, se

∥∥∥|vk − ṽk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|vk|+ |ṽk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

< 1.

Demonstração

As estimativas (2.86) e (2.87) são obtidas de maneira idêntica à demonstração do Teo-

rema 2.18.

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2), então aplicando o Teorema A.32 com x ∈ Ω fixo e
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0 < β = 2(2−q(x))
3q(x)

< 2
3
, tem-se

C1 |vk − ṽk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|vk|+ |ṽk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) ≤
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
R
,

isto implica que,

C1

∫
Ω

|vk − ṽk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|vk|+ |ṽk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx

≤
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
. (2.90)

Por outro lado, nota-se que

3

4
<

3q−

2(q− + 1)
≤ 3q(x)

2(q(x) + 1)
≤ 3q+

2(q+ + 1)
< 1,

então do Teorema A.26 segue que

(
C2

2

) 1
r?

ρ 3q(x)
2(q(x)+1)

(
|vk − ṽk|

4(q(x)+1)
3q(x)

) 1
r? ≤

∫
Ω

|vk − ṽk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|vk|+ |ṽk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx,

ou seja,

(
C2

2

) 1
r?

‖vk − ṽk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
∫

Ω

|vk − ṽk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|vk|+ |ṽk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx, (2.91)

onde

r? =


r+ =

3q+

2(q+ + 1)
, se

∥∥∥|vk − ṽk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|vk|+ |ṽk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

≥ 1,

r− =
3q−

2(q− + 1)
, se

∥∥∥|vk − ṽk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|vk|+ |ṽk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

< 1,

C2 > 0 é uma constante tal que

C2 ≤
1

max

{
ρ 3q(x)
q(x)−2

(
(ṽ)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

)1−r−
, ρ 3q(x)

q(x)−2

(
(ṽ)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

)1−r+
} ,

onde considerou-se ṽ = |vk|+ |ṽk| por simplificação de notação. Observa-se que,

C2 ≤
1

max
{
ρ3q(x)+2 (|vk|+ |ṽk|)1−r− , ρ3q(x)+2 (|vk|+ |ṽk|)1−r+

} .
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Substituindo (2.91) em (2.90),

C ‖vk − ṽk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
(
|vk|q(x)−2 vk − |ṽk|q(x)−2 ṽk, vk − ṽk

)
.

Destaca-se que, o restante da demonstração segue de maneira análoga ao Teorema 2.19.

Assim,
1

δ
‖vk − ṽk‖

2
r?

L2(Ω) ≤ C ‖utt‖2
L∞(0,T ;L2(Ω))

e consequentemente verifica-se que a estimativa (2.88) é válida.

Analogamente ao Teorema 2.19, tem-se

‖∇ (vk − ṽk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖vk − ṽk‖L2(Ω) ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) .

Substituindo (2.88) na estimativa acima demonstra-se que (2.89) é satisfeita. �

Termina-se a investigação do problema semidiscreto com a apresentação da Tabela 2.1

contendo a ordem de convergência, em relação a δ, da solução semidiscreta para a solução

fraca. Os resultados da referida tabela seguem dos Teoremas 2.18, 2.19 e 2.20.

Tabela 2.1: Ordem de convergência, em relação a δ, da solução semidiscreta para a solução fraca.

p(x) 1 < p(x) ≤ 2 2 < p(x) <∞

Ω ⊂ Rd d ≥ 1 d = 1 d > 1

‖uk − ũk‖L2(Ω) O(δ) O(δ) O(δ)

‖∇(uk − ũk)‖L2(Ω) O(δ
1
2 ) O(δ

1
2 ) O(δ

1
2 )

‖vk − ṽk‖L2(Ω) O(δ
1

q+ ) O(δ
1
2 ) O(δ

3q−

4(q−+1) )

‖∇(vk − ṽk)‖L2(Ω) O(δ
1

2q+ ) O(δ
1
4 ) O(δ

3q−

8(q−+1) )

2.2 Problema discreto

Apresenta-se nesta secção a discretização do Problema (2.11) em relação à variável es-

pacial x e, consequentemente, define-se o problema discreto. Termina-se a secção exibindo

o conceito de solução discreta para o referido problema.

Sejam Uk ∈ Sh e Vk ∈ Sh ∩ Lq(x)(Ω) as aproximações das funções u(x, tk) e v(x, tk),

respetivamente, com o espaço Sh definido conforme a Secção A.6. O problema discreto

consiste em determinar o par (Uk, Vk) ∈ Sh × (Sh ∩ Lq(x)(Ω)) tal que, para todo par
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(Ψ,Φ) ∈ Sh × Sh, o seguinte sistema é satisfeito

∫
Ω

(
Uk − Uk−1

δ

)
Ψdx+

∫
Ω

∇Vk · ∇Ψdx+ α

∫
Ω

∇Uk · ∇Ψdx =

∫
Ω

FkΨdx,∫
Ω

∇Uk · ∇Φdx =

∫
Ω

|Vk|q(x)−2 VkΦdx,

Uk |∂Ω = Vk |∂Ω = 0,

U(x, 0) = U0 = 0,

(2.92)

onde Fk = f(x, tk).

No que segue, exibe-se o conceito de solução discreta para o Problema (2.92).

Definição 2.21. Sejam q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞) e Xh um espaço de Banach definido

Xh = Sh × (Sh ∩ Lq(x)(Ω)). Para cada k = 1, . . . , n, com n ∈ N∗, o par (Uk, Vk) ∈ Xh é

uma solução discreta do Problema (2.92) se o seguinte sistema for satisfeito
(
Uk − Uk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇Vk,∇Ψ) + α (∇Uk,∇Ψ) = (Fk,Ψ) ,

(∇Uk,∇Φ) =
(
|Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
,

(2.93)

para todo par (Ψ,Φ) ∈ Sh × Sh.

2.2.1 Existência da solução discreta

Inicia-se esta subsecção com a definição de uma aplicação A que auxilia na demonstração

da existência da solução discreta.

Seja A : (Sh × Sh)→ (Sh × Sh) uma aplicação dada por

(A (Uk, Vk) , (Ψ,Φ)) = δ (Fk,Ψ)− (Uk,Ψ) + (Uk−1,Ψ)− δ (∇Vk,∇Ψ)

− αδ (∇Uk,∇Ψ)− (∇Uk,∇Φ) +
(
|Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
,

para todo par (Ψ,Φ) ∈ Sh × Sh.

A seguir, demonstra-se que o par (Uk, Vk) ∈ Sh × Sh satisfaz o Problema (2.93).

Lema 2.22. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, Fk ∈ L2(Ω) com k = 1, . . . , n e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). Então, para

cada k, existe um par (Uk, Vk) ∈ Sh × Sh que satisfaz (2.93).

Demonstração

Nota-se que, a continuidade do produto interno implica que a aplicação A : (Sh×Sh)→
(Sh × Sh) é cont́ınua.
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Por outro lado, tem-se

(A (Uk, Vk) , (Uk, Vk)) = δ (Fk, Uk) + (Uk−1, Uk)− ‖Uk‖2
L2(Ω) − δ (∇Vk,∇Uk)

− αδ ‖∇Uk‖2
L2(Ω) − (∇Uk,∇Vk) + ρq(x) (Vk) .

Da Proposição A.17 vem que ρq(x)(Vk) ≥ 0. Além disto, utilizando as desigualdades de

Hölder e de Young (Teoremas A.1 e A.30), obtém-se

(A (Uk, Vk) , (Uk, Vk)) ≥ δ (Fk, Uk) + (Uk−1, Uk)− ‖Uk‖2
L2(Ω)

−
(

2αδ + δ + 1

2

)
‖∇Uk‖2

L2(Ω) −
1

4
‖∇Vk‖2

L2(Ω) −
(

2δ + 1

4

)
‖∇Vk‖2

L2(Ω) .

Para que (A(Uk, Vk), (Uk, Vk)) ≥ 0, segue que

‖Uk‖2
L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇Uk‖2

L2(Ω) +
1

4
‖∇Vk‖2

L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇Vk‖2

L2(Ω)

≤ (Uk−1, Uk) + δ (Fk, Uk) .

Através das desigualdades de Poincaré, Hölder e Young (Teoremas A.13, A.1 e A.30),

tem-se

1

2
‖Uk‖2

L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇Uk‖2

L2(Ω) +
1

4C1

‖Vk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇Vk‖2

L2(Ω)

≤ ‖Uk−1‖2
L2(Ω) + δ2 ‖Fk‖2

L2(Ω) ,

onde C1 > 0.

Definindo C = C(min{1
2
, 2αδ+δ+1

2
, 1

4C1
, 2δ+1

4
}), obtemos

C
(
‖Uk‖2

H1
0 (Ω) + ‖Vk‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ 1

2
‖Uk‖2

L2(Ω) +

(
2αδ + δ + 1

2

)
‖∇Uk‖2

L2(Ω)

+
1

4C1

‖Vk‖2
L2(Ω) +

(
2δ + 1

4

)
‖∇Vk‖2

L2(Ω) .

Assim,

C
(
‖Uk‖2

H1
0 (Ω) + ‖Vk‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ ‖Uk−1‖2

L2(Ω) + δ2 ‖Fk‖2
L2(Ω) .

Consequentemente,

‖Uk‖H1
0 (Ω) + ‖Vk‖H1

0 (Ω) ≤ β,
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onde

β =

(
2

C

) 1
2 (
‖Uk−1‖L2(Ω) + δ ‖Fk‖L2(Ω)

)
.

Isto implica que, para cada k, a aplicação A : (Sh × Sh) → (Sh × Sh) é cont́ınua

e existe β > 0 tal que (A(Uk, Vk), (Uk, Vk)) ≥ 0 para todo par (Uk, Vk) ∈ Sh × Sh

satisfazendo ‖Uk‖H1
0 (Ω) + ‖Vk‖H1

0 (Ω) ≤ β. Assim, através do Teorema A.33, existe um par

(U?
k , V

?
k ) ∈ Sh × Sh tal que

A (U?
k , V

?
k ) = 0, com ‖U?

k‖H1
0 (Ω) + ‖V ?

k ‖H1
0 (Ω) ≤ β.

Portanto, o par (U?
k , V

?
k ) ∈ Sh × Sh satisfaz (2.93). �

O próximo teorema mostra que a função Vk ∈ Lq(x)(Ω) e isto implica que o par (Uk, Vk) ∈
Xh é, de facto, a solução discreta do Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21.

Teorema 2.23. Sob as hipóteses do Lema 2.22, para cada k, existe um par (Uk, Vk) ∈ Xh

que é a solução discreta do Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21.

Demonstração

Através do Lema 2.22, o par (Uk, Vk) ∈ Sh × Sh satisfaz (2.93). Logo, substituindo

Φ = Vk no Problema (2.93) e utilizando as desigualdades de Hölder e de Young (Teoremas

A.1 e A.30), obtém-se

ρq(x)(Vk) ≤
1

2
‖∇Uk‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇Vk‖2

L2(Ω) ≤ C ‖Uk‖2
H1

0 (Ω) + C ‖Vk‖2
H1

0 (Ω) ≤ C.

Consequentemente, Vk ∈ Lq(x)(Ω). Portanto, existe um par (Uk, Vk) ∈ Xh que é a

solução discreta do Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21. �

2.2.2 Unicidade da solução discreta

Esta subsecção demonstra que o par (Uk, Vk) ∈ Xh é a única solução discreta do Pro-

blema (2.92) no sentido da Definição 2.21.

Teorema 2.24. Sejam Ω ⊂ Rd, com d ≥ 1, um doḿınio limitado, aberto e com fronteira

Lipschitz cont́ınua, Fk ∈ L2(Ω) com k = 1, . . . , n e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). Então,

existe um único par (Uk, Vk) ∈ Xh que é a solução discreta do Problema (2.92) no sentido

da Definição 2.21.
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Demonstração

Sejam (Uk, Vk), (Ǔk, V̌k) ∈ Xh duas soluções discretas distintas do Problema (2.92).

Assim, para todo par (Ψ,Φ) ∈ Sh × Sh, tem-se
(
Uk − Ǔk,Ψ

)
+ δ

(
∇
(
Vk − V̌k

)
,∇Ψ

)
+ αδ

(
∇
(
Uk − Ǔk

)
,∇Ψ

)
=
(
Uk−1 − Ǔk−1,Ψ

)
,(

∇
(
Uk − Ǔk

)
,∇Φ

)
=
(
|Vk|q(x)−2 Vk −

∣∣V̌k∣∣q(x)−2
V̌k,Φ

)
,

(2.94)

e {
Uk = Ǔk = Vk = V̌k = 0, em ∂Ω× ]0, T ] ,

U0 = Ǔ0, V0 = V̌0, em Ω× {0} .
(2.95)

Considerando Ψ = Uk − Ǔk e Φ = Vk − V̌k, obtém-se

∥∥Uk − Ǔk∥∥2

L2(Ω)
+ αδ

∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥2

L2(Ω)
+ δ

(
|Vk|q(x)−2 Vk −

∣∣V̌k∣∣q(x)−2
V̌k, Vk − V̌k

)
=
(
Uk−1 − Ǔk−1, Uk − Ǔk

)
.

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞), então, para x ∈ Ω fixo, segue do Teorema A.32

que (|Vk|q(x)−2Vk − |V̌k|q(x)−2V̌k, Vk − V̌k) ≥ 0. Assim,

∥∥Uk − Ǔk∥∥2

L2(Ω)
+ αδ

∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥2

L2(Ω)
≤
(
Uk−1 − Ǔk−1, Uk − Ǔk

)
. (2.96)

Utiliza-se o facto de αδ‖∇(Uk − Ǔk)‖2
L2(Ω) ≥ 0 e aplica-se a desigualdade de Hölder

(Teorema A.1), ∥∥Uk − Ǔk∥∥L2(Ω)
≤
∥∥Uk−1 − Ǔk−1

∥∥
L2(Ω)

.

Para k = 1, . . . , n, tem-se

∥∥Uk − Ǔk∥∥L2(Ω)
≤
∥∥U0 − Ǔ0

∥∥
L2(Ω)

.

Das condições iniciais dadas em (2.95), obtém-se

∥∥Uk − Ǔk∥∥L2(Ω)
= 0 ⇔ Uk = Ǔk em L2(Ω). (2.97)

Por outro lado, através da estimativa (2.96) e das desigualdades de Hölder e de Poincaré
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(Teoremas A.1 e A.13), segue que

αδ
∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥L2(Ω)

≤ C
∥∥Uk−1 − Ǔk−1

∥∥
L2(Ω)

.

Substituindo (2.97) vem que

∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥L2(Ω)
= 0 ⇔ ∇Uk = ∇Ǔk em L2(Ω) e Uk = Ǔk em H1

0 (Ω). (2.98)

Por outro lado, se Ψ = Vk − V̌k em (2.94), então

δ
∥∥∇ (Vk − V̌k)∥∥2

L2(Ω)
≤
∣∣(Uk − Ǔk, Vk − V̌k)∣∣+

∣∣(Uk−1 − Ǔk−1, Vk − V̌k
)∣∣

+
∣∣αδ (∇ (Uk − Ǔk) ,∇ (Vk − V̌k))∣∣ .

Utilizam-se as desigualdades de Hölder e de Poincaré (Teoremas A.1 e A.13) e obtém-se

δ
∥∥∇ (Vk − V̌k)∥∥L2(Ω)

≤ C1

∥∥Uk − Ǔk∥∥L2(Ω)
+ C2

∥∥Uk−1 − Ǔk−1

∥∥
L2(Ω)

+ αδ
∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥L2(Ω)

,

onde C1 > 0 e C2 > 0.

Por (2.97) e (2.98), vem que

∥∥∇ (Vk − V̌k)∥∥L2(Ω)
= 0 ⇔ ∇Vk = ∇V̌k em L2(Ω) e Vk = V̌k em H1

0 (Ω). (2.99)

Além disto, aplica-se a desigualdade de Poincaré (Teorema A.13) em (2.99) e conclui-se

que

∥∥Vk − V̌k∥∥L2(Ω)
= 0 ⇔ Vk = V̌k em L2(Ω). (2.100)

Nesta etapa da demonstração, considera-se q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2]. Assim, pelo Teo-

rema A.20 existe uma imersão cont́ınua L2(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω) e

∥∥Vk − V̌k∥∥Lq(x)(Ω)
≤ C

∥∥Vk − V̌k∥∥L2(Ω)
.

Substituindo (2.100),

∥∥Vk − V̌k∥∥Lq(x)(Ω)
= 0 ⇔ Vk = V̌k em Lq(x)(Ω); q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2]. (2.101)
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Finalmente, sejam q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (2,∞) e Φ = Vk − V̌k em (2.94),(
|Vk|q(x)−2 Vk −

∣∣V̌k∣∣q(x)−2
V̌k, Vk − V̌k

)
=
(
∇
(
Uk − Ǔk

)
,∇
(
Vk − V̌k

))
.

Através do Teorema A.32, para x ∈ Ω fixo, tem-se

Cρq(x)

(
Vk − V̌k

)
≤
(
|Vk|q(x)−2 Vk −

∣∣V̌k∣∣q(x)−2
V̌k, Vk − V̌k

)
.

Assim,

Cρq(x)

(
Vk − V̌k

)
≤
(
∇
(
Uk − Ǔk

)
,∇
(
Vk − V̌k

))
.

Das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30), vem que

ρq(x)

(
Vk − V̌k

)
≤ 1

2C

∥∥∇ (Uk − Ǔk)∥∥2

L2(Ω)
+

1

2C

∥∥∇ (Vk − V̌k)∥∥2

L2(Ω)
.

Substituindo (2.98) e (2.99),

ρq(x)

(
Vk − V̌k

)
≤ 0.

Aplica-se a Proposição A.17 e conclui-se que

ρq(x)

(
Vk − V̌k

)
= 0 ⇔ Vk = V̌k em Lq(x)(Ω); q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (2,∞). (2.102)

Portanto, de (2.97), (2.98), (2.99), (2.100), (2.101) e (2.102) conclui-se que, para

p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞), existe um único par (Uk, Vk) ∈ Xh que é a solução discreta do

Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21. �

2.2.3 Estimativas à priori da solução discreta

Os teoremas desta subsecção demonstram que as estimativas à priori da solução discreta

dependem dos dados iniciais.

Teorema 2.25. Sejam (Uk, Vk) ∈ Xh a solução discreta do Problema (2.92) no sentido

da Definição 2.21. Então, para toda a função Fk ∈ L2(Ω), tem-se

‖Uk‖L2(Ω) ≤ ‖U0‖L2(Ω) + δ

k∑
i=1

‖Fi‖L2(Ω) , (2.103)

‖∇Uk‖L2(Ω) ≤
(

2

αq−

) 1
2

ρq(x) (V0)
1
2 + ‖∇U0‖L2(Ω) +

1

α
1
2

(
δ

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

) 1
2

, (2.104)
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‖Vk‖Lq(x)(Ω) ≤ max


[(

q+

q−

)
ρq(x) (V0) +

αq+

2
‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

] 1
q−

,

[(
q+

q−

)
ρq(x) (V0) +

αq+

2
‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

] 1
q+

 .

(2.105)

Além disto, se q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), então

‖Vk‖L2(Ω) ≤ C max


[(

q+

q−

)
ρq(x) (V0) +

αq+

2
‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

] 1
q−

,

[(
q+

q−

)
ρq(x) (V0) +

αq+

2
‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

] 1
q+

 .

(2.106)

Demonstração

Considera-se Φ = Vk no Problema (2.92), utiliza-se a Proposição A.17 e obtém-se

(∇Uk,∇Vk) = ρq(x) (Vk) ≥ 0. (2.107)

Por outro lado, se Ψ = Uk em (2.92), então

‖Uk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇Uk‖2

L2(Ω) + δ (∇Vk,∇Uk) = (Uk−1, Uk) + δ (Fk, Uk) .

De (2.107), tem-se

‖Uk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇Uk‖2

L2(Ω) + δρq(x) (Vk) = (Uk−1, Uk) + δ (Fk, Uk) . (2.108)

Observa-se que αδ‖∇Uk‖2
L2(Ω) ≥ 0 e ρq(x)(Vk) ≥ 0, logo

‖Uk‖2
L2(Ω) ≤ (Uk−1, Uk) + δ (Fk, Uk) .

Aplica-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

‖Uk‖L2(Ω) ≤ ‖Uk−1‖L2(Ω) + δ ‖Fk‖L2(Ω) .

Isto implica que, para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n, a estimativa (2.103) é válida.
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Por outro lado, considera-se Ψ = Uk − Uk−1 em (2.92) e obtém-se

1

δ
‖Uk − Uk−1‖2

L2(Ω) + (∇Vk,∇Uk)− (∇Vk,∇Uk−1) + α ‖∇Uk‖2
L2(Ω)− α (∇Uk,∇Uk−1)

= (Fk, Uk − Uk−1) .

Substituindo (2.107),

1

δ
‖Uk − Uk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (Vk) + α ‖∇Uk‖2
L2(Ω) = (∇Vk,∇Uk−1) + α (∇Uk,∇Uk−1)

+ (Fk, Uk − Uk−1) .

Observa-se que, se Φ = Vk em (2.92), então (∇Uk−1,∇Vk) = (|Vk−1|q(x)−2Vk−1, Vk) e

1

δ
‖Uk − Uk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (Vk) + α ‖∇Uk‖2
L2(Ω) =

(
|Vk−1|q(x)−2 Vk−1, Vk

)
+ α (∇Uk,∇Uk−1) + (Fk, Uk − Uk−1) .

Das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30) tem-se

1

2δ
‖Uk − Uk−1‖2

L2(Ω) + ρq(x) (Vk) +
α

2
‖∇Uk‖2

L2(Ω) ≤
(
|Vk−1|q(x)−2 Vk−1, Vk

)
+
α

2
‖∇Uk−1‖2

L2(Ω) +
δ

2
‖Fk‖2

L2(Ω) .

Similarmente à (2.37), mostra-se que

(
|Vk−1|q(x)−2 Vk−1, Vk

)
≤
∫

Ω

(
1

q(x)

)
|Vk−1|q(x) dx+

∫
Ω

(
q(x)− 1

q(x)

)
|Vk|q(x) dx.

Assim,

1

2δ
‖Uk − Uk−1‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

(
1

q(x)

)
|Vk|q(x) dx+

α

2
‖∇Uk‖2

L2(Ω)

≤
∫

Ω

(
1

q(x)

)
|Vk−1|q(x) dx+

α

2
‖∇Uk−1‖2

L2(Ω) +
δ

2
‖Fk‖2

L2(Ω) ,

consequentemente,∫
Ω

(
2

q(x)

)
|Vk|q(x) dx+ α ‖∇Uk‖2

L2(Ω) ≤
∫

Ω

(
2

q(x)

)
|Vk−1|q(x) dx+ α ‖∇Uk−1‖2

L2(Ω)

+ δ ‖Fk‖2
L2(Ω) .
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Iterando k = 1, . . . , n, com n ∈ N∗, vem que∫
Ω

(
2

q(x)

)
|Vk|q(x) dx+ α ‖∇Uk‖2

L2(Ω) ≤
∫

Ω

(
2

q(x)

)
|V0|q(x) dx+ α ‖∇U0‖2

L2(Ω)

+ δ
k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω) .

Usa-se o facto de 0 < 1
q+ ≤ 1

q(x)
≤ 1

q−
< 1 e obtém-se

(
2

q+

)
ρq(x) (Vk) + α ‖∇Uk‖2

L2(Ω) ≤
(

2

q−

)
ρq(x) (V0) + α ‖∇U0‖2

L2(Ω) + δ
k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω) .

(2.109)

Logo,

‖∇Uk‖L2(Ω) ≤

[(
2

αq−

)
ρq(x) (V0) + ‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δ

α

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω)

] 1
2

.

Utiliza-se o Teorema A.31 e prova-se (2.104).

Retorna-se à estimativa (2.109) e tem-se

ρq(x) (Vk) ≤
(
q+

q−

)
ρq(x) (V0) +

αq+

2
‖∇U0‖2

L2(Ω) +
δq+

2

k∑
i=1

‖Fi‖2
L2(Ω) . (2.110)

Pelo Teorema A.18 segue que

‖Vk‖Lq(x)(Ω) ≤ max
{
ρq(x)(Vk)

1
q− , ρq(x)(Vk)

1
q+

}
.

Substituindo (2.110) mostra-se que a estimativa (2.105) é válida. Quando considera-

se q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), segue do Teorema A.20 que existe uma imersão cont́ınua

Lq(x)(Ω) ↪→ L2(Ω) tal que

‖Vk‖L2(Ω) ≤ C ‖Vk‖Lq(x)(Ω) .

Finalmente, substituindo (2.105) obtém-se (2.106). �

O próximo teorema estabelece uma estimativa para o termo Uk−Uk−1

δ
, a referida estimativa

depende dos dados iniciais do problema.
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Teorema 2.26. Seja (Uk, Vk) ∈ Xh a solução discreta do Problema (2.92), no sentido da

Definição 2.21, U0 = 0 e f(x, t) Lipschitz cont́ınua na variável t. Então,∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖F1‖L2(Ω) + CT. (2.111)

Demonstração

Suponha que o Problema (2.92) seja investigado para t = tk e t = tk−1. Assim, para

todas Ψ,Φ ∈ Sh, tem-se(
Uk − Uk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇ (Vk − Vk−1) ,∇Ψ) + α (∇ (Uk − Uk−1) ,∇Ψ)

= (Fk − Fk−1,Ψ) +

(
Uk−1 − Uk−2

δ
,Ψ

)
e

(∇ (Uk − Uk−1) ,∇Φ) =
(
|Vk|q(x)−2 Vk − |Vk−1|q(x)−2 Vk−1,Φ

)
,

onde k = 1, . . . , n com n ∈ N∗. Sejam Ψ = Uk−Uk−1

δ
e Φ = Vk − Vk−1,∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
1

δ

(
|Vk|q(x)−2 Vk − |Vk−1|q(x)−2 Vk−1, Vk − Vk−1

)
+
α

δ
‖∇ (Uk − Uk−1)‖2

L2(Ω) =

(
Uk−1 − Uk−2

δ
,
Uk − Uk−1

δ

)
+

(
Fk − Fk−1,

Uk − Uk−1

δ

)
.

Fixando x ∈ Ω e aplicando o Teorema A.32, segue que(
|Vk|q(x)−2 Vk − |Vk−1|q(x)−2 Vk−1, Vk − Vk−1

)
≥ 0.

Adicionalmente, usa-se o facto de que ‖∇(Uk − Uk−1)‖2
L2(Ω) ≥ 0 e obtém-se

∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤
(
Uk−1 − Uk−2

δ
,
Uk − Uk−1

δ

)
+

(
Fk − Fk−1,

Uk − Uk−1

δ

)
.

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1),∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥Uk−1 − Uk−2

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖Fk − Fk−1‖L2(Ω) .

Por hipótese a função f é Lipschitz cont́ınua na variável t e isto implica que

‖Fk − Fk−1‖L2(Ω) ≤ Cδ.
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Assim, ∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥Uk−1 − Uk−2

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Cδ.

Para k = 2, . . . , n com n ∈ N∗, tem-se∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥U1 − U0

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ Cδ (k − 1) .

Desde que δ = T
n

e k − 1 < k ≤ n, segue que∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥∥U1 − U0

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ CT.

Aplica-se a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e utiliza-se o facto de 0 < δ < 1,∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 1

δ
‖U1‖L2(Ω) +

1

δ
‖U0‖L2(Ω) + CT.

Finaliza-se a prova substituindo (2.103) com k = 1, U0 = 0 e obtendo (2.111). �

Corolário 2.27. Sob as hipóteses do Teorema 2.26, tem-se

‖Vk‖L2(Ω) ≤ C
(
‖F1‖L2(Ω) + ‖Fk‖L2(Ω) + T

)
, (2.112)

‖∇Vk‖L2(Ω) ≤ C
(
‖F1‖L2(Ω) + ‖Fk‖L2(Ω) + T

)
. (2.113)

Demonstração

Se Ψ = Vk no Problema (2.92), então(
Uk − Uk−1

δ
, Vk

)
+ ‖∇Vk‖2

L2(Ω) + α (∇Uk,∇Vk) = (Fk, Vk) .

Através de (2.107), segue que

‖∇Vk‖2
L2(Ω) ≤

∣∣∣∣(Uk − Uk−1

δ
, ṽk

)∣∣∣∣+ (Fk, Vk) .

Das desigualdades de Hölder e Poincaré (Teoremas A.1 e A.13) existe uma constante

C1 > 0 tal que

‖∇Vk‖L2(Ω) ≤ C1

(∥∥∥∥Uk − Uk−1

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖Fk‖L2(Ω)

)
.
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Substituindo (2.111) prova-se (2.113). Finalmente, aplica-se a desigualdade de Poincaré

(Teorema A.13) em (2.113) e prova-se (2.112). �

Observação 2.28. Se U(x, 0) = U0 6= 0 em Ω, então a existência e a unicidade da

solução discreta do Problema (2.92) são demonstradas de maneira análoga. Entretanto,

a hipótese U0 = 0 é necessária para que as estimativas (2.111), (2.112) e (2.113) sejam

uniformemente independentes de δ.

2.2.4 Ordem de convergência com 1 < p(x) ≤ 2 e Ω ⊂ R

Na investigação da ordem de convergência da solução discreta para a solução fraca são

estudados quatro casos, nomeadamente:

i) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e Ω ⊂ R;

ii) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e Ω ⊂ Rd se d ≤ 2 e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (max{3
2
, 2(d−1)

d
}, 2]

e Ω ⊂ Rd se d > 2;

iii) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞) e Ω ⊂ R;

iv) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞) e Ω ⊂ Rd com d > 1.

O teorema a seguir investiga o primeiro caso e estabelece a ordem de convergência em

relação a h, em relação a δ e um critério de convergência entre h e δ.

Teorema 2.29. Sejam Ω ⊂ R um doḿınio limitado, aberto, com fronteira Lipschitz

cont́ınua e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2]. Se o par (u, v) é a solução fraca do Problema

(2.7) no sentido da Definição 2.1, (u, v) ∈ Hs(Ω) × Hs(Ω) com 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1,

ut ∈ L∞(0, T ;Hs(Ω)), utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) e o par (Uk, Vk) é a solução discreta do

Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21 com U0 = Rhu0, então

‖uk − Uk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ + h

sq+

2(q+−1)

)
, (2.114)

‖∇ (uk − Uk)‖L2(Ω) ≤ C

δ 1
2 +

h
sq+

2(q+−1)

δ
1
2

+ hs−1 + h
sq+

2(q+−1)

 , (2.115)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ +

h
s

q+−1

δ
1
q+

+ h
s

q+−1

)
, (2.116)

‖∇ (vk − Vk)‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2q+ +

h
s

2(q+−1)

δ
1

2q+

+ h
s

2(q+−1)

)
, (2.117)

onde uk = u(x, tk), vk = v(x, tk), Uk = Uk(x), Vk = Vk(x), C = C(u, v, p−, p+, T, α) é

uma constante, q(x) = p(x)
p(x)−1

satisfaz q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞) e h ≤ Cδβ, com β > q+−1
sq+ ,

determina um critério para que exista a ordem convergência.
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Demonstração

Suponha que o espaço de elementos finitos Sh ⊂ H1
0 (Ω), consequentemente pode-se

considerar o Problema (2.8) avaliado em t = tk com as funções ψ = Ψ ∈ Sh e η = Φ ∈ Sh.

Nomeadamente,  (ut,Ψ) + (∇vk,∇Ψ) + α (∇uk,∇Ψ) = (fk,Ψ) ,

(∇uk,∇Φ) =
(
|vk|q(x)−2 vk,Φ

)
,

(2.118)

para todas Ψ,Φ ∈ Sh. Por simplificação, denotaram-se ut = ut(x, tk), uk = u(x, tk) e

vk = v(x, tk).

Subtraindo (2.93) e (2.118),
(
ut −

Uk − Uk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇ (vk − Vk) ,∇Ψ) + α (∇ (uk − Uk) ,∇Ψ) = 0,

(∇ (uk − Uk) ,∇Φ) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
.

(2.119)

Sejam Rhuk e Rhvk as projeções de Ritz das funções uk e vk, respetivamente, no espaço

Sh de acordo com a Definição A.28. De (2.119), tem-se

(∇ (uk − Uk) +∇Rhuk −∇Rhuk,∇Φ)

=
(
|vk|q(x)−2 vk − |Vk|q(x)−2 Vk + |Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk,Φ

)
,

ou seja,

(∇ (uk −Rhuk) ,∇Φ) + (∇ (Rhuk − Uk) ,∇Φ)

=
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk,Φ

)
+
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
.

Da Definição A.28, segue que

(∇ (Rhuk − Uk) ,∇Φ) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk,Φ

)
+
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
. (2.120)

De maneira análoga, tem-se por (2.119)(
ut −

Uk − Uk−1

δ
+
Rhuk −Rhuk +Rhuk−1 −Rhuk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇ (vk − Vk +Rhvk −Rhvk) ,∇Ψ) + α (∇ (uk − Uk +Rhuk −Rhuk) ,∇Ψ) = 0,
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reorganiza-se,(
Rhuk − Uk

δ
− Rhuk−1 − Uk−1

δ
,Ψ

)
+

(
ut −

Rhuk −Rhuk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇ (vk −Rhvk) ,∇Ψ) + (∇ (Rhvk − Vk) ,∇Ψ) + α (∇ (uk −Rhuk) ,∇Ψ)

+ α (∇ (Rhuk − Uk) ,∇Ψ) = 0.

Novamente usa-se a Definição A.28,(
Rhuk − Uk

δ
− Rhuk−1 − Uk−1

δ
,Ψ

)
+

(
ut −

Rhuk −Rhuk−1

δ
,Ψ

)
+ (∇ (Rhvk − Vk) ,∇Ψ) + α (∇ (Rhuk − Uk) ,∇Ψ) = 0. (2.121)

Para k = 1, . . . , n com n ∈ N∗, definem-se

θk = Rhuk − Uk, µk = uk −Rhuk, (2.122)

χk = Rhvk − Vk, ωk = vk −Rhvk, (2.123)

além disto, consideram-se

θ0 = Rhu0 − U0 (2.124)

e

∂̄θk =
θk − θk−1

δ
, ∂̄Rhuk =

Rhuk −Rhuk−1

δ
e ∂̄µk =

µk − µk−1

δ
.

Desta maneira, reescrevem-se (2.120) e (2.121) como
(
∂̄θk,Ψ

)
+
(
ut − ∂̄Rhuk,Ψ

)
+ (∇χk,∇Ψ) + α (∇θk,∇Ψ) = 0,

(∇θk,∇Φ) =
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk,Φ

)
+
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk,Φ

)
,

(2.125)

para todas Ψ,Φ ∈ Sh. Se Ψ = θk ∈ Sh e Φ = χk ∈ Sh, então

(
∂̄θk, θk

)
+
(
ut − ∂̄Rhuk, θk

)
+
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)
+
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
+ α ‖∇θk‖2

L2(Ω) = 0. (2.126)
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Nota-se que,

(
∂̄θk, θk

)
=

(
θk − θk−1

δ
, θk

)
=

1

δ

(
‖θk‖2

L2(Ω) − (θk−1, θk)
)

≥ 1

δ

(
‖θk‖2

L2(Ω) −
1

2
‖θk−1‖2

L2(Ω) −
1

2
‖θk‖2

L2(Ω)

)
=

1

2

(
‖θk‖2

L2(Ω) − ‖θk−1‖2
L2(Ω)

δ

)
=

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) ,

ou seja,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) ≤
(
∂̄θk, θk

)
. (2.127)

Substituindo (2.127) em (2.126),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) + α ‖∇θk‖2
L2(Ω) +

(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
≤
∣∣(ut − ∂̄Rhuk, θk

)∣∣+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Através das desigualdades de Hölder, Poincaré e Young (Teoremas A.1, A.13 e A.30),

obtém-se

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) + α ‖∇θk‖2
L2(Ω) +

(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
≤ C1

4ε1

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)
+ ε1 ‖∇θk‖2

L2(Ω) +
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Sem perda de generalidade, considera-se ε1 = α

2
. Assim,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) +
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
≤ C1

2α

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)
+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ . (2.128)

Observa-se que,

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)
=
∥∥ut − ∂̄uk + ∂̄uk − ∂̄Rhuk

∥∥2

L2(Ω)
.
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De (2.122), vem que

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)
=
∥∥ut − ∂̄uk + ∂̄µk

∥∥2

L2(Ω)
.

Utilizando a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e o Teorema A.31, obtemos

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)
≤ 2

(∥∥ut − ∂̄uk∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)

)
. (2.129)

Substituindo (2.129) em (2.128),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) +
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
≤ C1

α

∥∥ut − ∂̄uk∥∥2

L2(Ω)
+
C1

α

∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)
+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
(2.130)

Por outro lado, nota-se que

1

δ

∫ tk

tk−1

(ut −Rhut) dt =
1

δ
(u−Rhu)|t=tkt=tk−1

=
1

δ
(uk − uk−1 −Rhuk +Rhuk−1)

=
uk −Rhuk − uk−1 +Rhuk−1

δ

=
µk − µk−1

δ

= ∂̄µk.

Isto implica que,

∣∣∂̄µk∣∣ ≤ ∣∣∣∣1δ
∣∣∣∣ ∫ tk

tk−1

|ut −Rhut| dt =
1

δ

∫ tk

tk−1

|ut −Rhut| |1| dt.
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Aplica-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

∣∣∂̄µk∣∣ ≤ 1

δ

(∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dt

) 1
2
(∫ tk

tk−1

|1|2 dt

) 1
2

=
1

δ

(∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dt

) 1
2

(tk − tk−1)
1
2

=
δ

1
2

δ

(∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dt

) 1
2

=
1

δ
1
2

(∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dt

) 1
2

.

Logo, ∣∣∂̄µk∣∣2 ≤ 1

δ

∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dt.

Integra-se sobre Ω,

∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)
≤ 1

δ

∫
Ω

∫ tk

tk−1

|ut −Rhut|2 dtdx.

Aplica-se o teorema de Fubini,

∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)
≤ 1

δ

∫ tk

tk−1

‖ut −Rhut‖2
L2(Ω) dt.

Através do Teorema A.29, segue que

∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)
≤ Ch2s

δ

∫ tk

tk−1

‖ut‖2
Hs(Ω) dt.

Por hipótese ut ∈ L∞(0, T ;Hs(Ω)), então

∥∥∂̄µk∥∥2

L2(Ω)
≤ C(u)h2s

δ

∫ tk

tk−1

dt = C(u)h2s. (2.131)
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Por outro lado, tem-se∫ tk

tk−1

(t− tk−1)uttdt =

∫ tk

tk−1

tuttdt− tk−1

∫ tk

tk−1

uttdt

= (tut)|t=tkt=tk−1
−
∫ tk

tk−1

utdt− tk−1 [ut (t)]|t=tkt=tk−1

= tkut (tk)− tk−1ut (tk−1)− uk + uk−1 − tk−1ut (tk) + tk−1ut (tk−1)

= (tk − tk−1)ut (tk)− uk + uk−1

= δut (tk)− uk + uk−1

= δ

(
ut (tk)−

uk − uk−1

δ

)
= δ

(
ut − ∂̄uk

)
,

onde ut = ut (tk). Assim,

∣∣ut − ∂̄uk∣∣ =

∣∣∣∣∣1δ
∫ tk

tk−1

(t− tk−1)uttdt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

δ

∫ tk

tk−1

|t− tk−1| |utt| dt.

Aplica-se a desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

∣∣ut − ∂̄uk∣∣ ≤ 1

δ

(∫ tk

tk−1

|t− tk−1|2 dt

) 1
2
(∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

=
1

δ

(∫ tk

tk−1

(t− tk−1)2 dt

) 1
2
(∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

=
1

δ

 (t− tk−1)3

3

∣∣∣∣∣
t=tk

t=tk−1

 1
2 (∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

=
1

δ

[
(tk − tk−1)3

3

] 1
2
(∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

=
1

δ

(
δ3

3

) 1
2

(∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

= Cδ
1
2

(∫ tk

tk−1

|utt|2 dt

) 1
2

.

Consequentemente, ∣∣ut − ∂̄uk∣∣2 ≤ Cδ

∫ tk

tk−1

|utt|2 dt.
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Integra-se sobre Ω, aplica-se o teorema de Fubini e obtém-se que

∥∥ut − ∂̄uk∥∥2

L2(Ω)
≤ Cδ

∫ tk

tk−1

‖utt‖2
L2(Ω) dt.

Desde que utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), segue que

∥∥ut − ∂̄uk∥∥2

L2(Ω)
≤ C(u)δ

∫ tk

tk−1

dt = C(u)δ2. (2.132)

Substituindo (2.132) e (2.131) em (2.130),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) +
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
≤ C(u)δ2

α
+
C(u)h2s

α
+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ . (2.133)

Por hipótese q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), desta maneira para x ∈ Ω fixo, obtém-se do

Teorema A.32

0 < C1ρq(x) (χk) ≤
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
. (2.134)

Assim,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C1ρq(x) (χk) ≤
C(u)δ2

α
+
C(u)h2s

α

+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Através da desigualdade de Young com expoentes variáveis (Teorema A.21), tem-se

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C1ρq(x) (χk) ≤
C(u)δ2

α
+
C(u)h2s

α

+ Cερp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
+ ερq(x) (χk) .

Sem perda de generalidade, considera-se C1 − ε > C com C ∈ R+ e obtém-se

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cρq(x) (χk) ≤
C(u)δ2

α
+
C(u)h2s

α

+ C2ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
. (2.135)
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Do Teorema A.32 com β = 0 e x ∈ Ω fixo, segue que∣∣∣|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∣∣∣ ≤ C |ωk| (|vk|+ |Rhvk|)q(x)−2 .

Desde que Ω ⊂ R e vk, Rhvk ∈ H1
0 (Ω), tem-se H1

0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) e isto implica que

|vk| e |Rhvk| são limitadas por uma constante. Além disto, para x ∈ Ω fixo, tem-se que

q(x)− 2 ≥ 0. Logo, ∣∣∣|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∣∣∣ ≤ C |ωk| , (2.136)

consequentemente,

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ Cρp(x) (ωk) . (2.137)

Substituindo (2.137) em (2.135),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cρq(x) (χk) ≤
C(u)δ2

α
+
C(u)h2s

α
+ Cρp(x) (ωk) .

(2.138)

Do Teorema A.18 vem que

ρp(x) (ωk) ≤ max
{
‖ωk‖p

−

Lp(x)(Ω)
, ‖ωk‖p

+

Lp(x)(Ω)

}
.

Por hipótese p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e pelo Teorema A.20 existe uma imersão cont́ınua

L2(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω) tal que

ρp(x) (ωk) ≤ C max
{
‖ωk‖p

−

L2(Ω) , ‖ωk‖
p+

L2(Ω)

}
. (2.139)

Da definição de ωk em (2.123) e do Teorema A.29, obtemos

max
{
‖ωk‖p

−

L2(Ω) , ‖ωk‖
p+

L2(Ω)

}
≤ max

{(
Chs ‖vk‖Hs(Ω)

)p−
,
(
Chs ‖vk‖Hs(Ω)

)p+
}

≤ max
{

(ChsC(v))p
−
, (ChsC(v))p

+
}

≤ C max
{
hsp

−
, hsp

+
}
,

onde C = C(v, p−, p+). Desde que p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2], 0 < h < 1, 1 < s ≤ r + 1 e

r ≥ 1, então

max
{
‖ωk‖p

−

L2(Ω) , ‖ωk‖
p+

L2(Ω)

}
≤ Chsp

−
.
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Usa-se o facto de p(x) e q(x) serem expoentes conjugados e obtém-se

max
{
‖ωk‖p

−

L2(Ω) , ‖ωk‖
p+

L2(Ω)

}
≤ Ch

sq+

q+−1 . (2.140)

De (2.140) e (2.139), tem-se

ρp(x) (ωk) ≤ Ch
sq+

q+−1 . (2.141)

Substitui-se (2.141) em (2.138),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cρq(x) (χk) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
,

onde C = C(u, v, p−, p+, α). Consequentemente,

‖θk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cδρq(x) (χk) ≤ ‖θk−1‖2
L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

(2.142)

Isto implica que,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Para n ∈ N∗ e k = 1, . . . , n,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θ0‖2

L2(Ω) + Cδ
k∑
i=1

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
,

ou seja,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θ0‖2

L2(Ω) + Cδk

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Da definição de θ0 em (2.124) e da hipótese U0 = Rhu0, segue que

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ Cδk

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Desde que δ = T
n

e k ≤ n, então

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
, (2.143)
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onde C = C(T ).

Por outro lado, nota-se que

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) = ‖uk −Rhuk +Rhuk − Uk‖2

L2(Ω) .

De (2.122) vem que

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) = ‖uk −Rhuk + θk‖2

L2(Ω) .

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31, obtém-se

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C ‖uk −Rhuk‖2

L2(Ω) + C ‖θk‖2
L2(Ω) .

Utiliza-se o Teorema A.29 e substitui-se (2.143),

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C(u)h2s + C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Portanto,

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Investigam-se os termos dominantes e verifica-se que a estimativa (2.114) é satisfeita.

Por outro lado, retorna-se a estimativa (2.142) e obtém-se

αδ ‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Substituindo (2.143),

αδ ‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
+ Cδ

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
,

reorganizando,

‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 . (2.144)

De maneira análoga, obtém-se

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇ (uk −Rhuk)‖2

L2(Ω) + C ‖∇θk‖2
L2(Ω) .
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Utilizando o Teorema A.29 e a estimativa (2.144), temos

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C(u)h2(s−1) + C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 ,

ou seja,

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

sq+

q+−1

 .

Analisam-se os termos dominantes e demonstra-se que (2.115) é válida.

Retorna-se novamente à estimativa (2.142) e tem-se

δρq(x) (χk) ≤ ‖θk−1‖2
L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
.

Substituindo (2.143),

ρq(x) (χk) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 .

Através do Teorema A.18,

min
{
‖χk‖q

−

Lq(x)(Ω)
, ‖χk‖q

+

Lq(x)(Ω)

}
≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 .

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞), então pelo Teorema A.20 existe uma imersão

cont́ınua Lq(x)(Ω) ↪→ L2(Ω) e

min
{
‖χk‖q

−

L2(Ω) , ‖χk‖
q+

L2(Ω)

}
≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 .

Usa-se o facto de q− ≤ q+ e define-se

q? =

{
q−, se ‖χk‖L2(Ω) ≥ 1,

q+, se ‖χk‖L2(Ω) < 1.
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Assim,

‖χk‖q
?

L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 . (2.145)

Observa-se que, novamente pela desigualdade de Minkowski (Teorema A.3), pelo Teo-

rema A.31 e da definição de χk em (2.123), tem-se

‖vk − Vk‖q
?

L2(Ω) ≤ C ‖vk −Rhvk‖q
?

L2(Ω) + C ‖χk‖q
?

L2(Ω) .

Do Teorema A.29 e da estimativa (2.145), segue que

‖vk − Vk‖q
?

L2(Ω) ≤ C(v)hsq
?

+ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2s + h

sq+

q+−1

 .

Desta maneira,

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ hsq

?

+ h2s + h
sq+

q+−1

 1
q?

.

Novamente aplica-se o Teorema A.31,

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

δ 1
q? + δ

2
q? +

h
2s
q?

δ
1
q?

+
h

sq+

q?(q+−1)

δ
1
q?

+ hs + h
2s
q? + h

sq+

q?(q+−1)

 .

Desde que 0 < h < 1, 0 < δ < 1, s > 1 e q− ≤ q+, então

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ hs + h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
.

Verificam-se os termos dominantes e prova-se a estimativa (2.116).

Finalmente, consideram-se Ψ = χk e Φ = χk em (2.125),

(
∂̄θk, χk

)
+
(
ut − ∂̄Rhuk, χk

)
+ ‖∇χk‖2

L2(Ω) +α
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)
+ α

(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
= 0.
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De (2.134), segue que

(
∂̄θk, χk

)
+
(
ut − ∂̄Rhuk, χk

)
+‖∇χk‖2

L2(Ω)+α
(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)
≤ 0.

Logo,

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

1

δ
|(θk−1, χk)|+

1

δ
|(θk, χk)|+

∣∣(ut − ∂̄Rhuk, χk
)∣∣

+ α
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Através das desigualdades de Hölder, Young e de Poincaré (Teoremas A.1, A.30 e A.13),

obtemos

[1− C1 (ε1 + ε2)] ‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

1

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω)

+ Cε1
∥∥ut − ∂̄Rhuk

∥∥2

L2(Ω)
+ Cε2α

2
∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
.

Se ε1 e ε2 são tais que 1− C1 (ε1 + ε2) > C2, com C2 ∈ R+, então

C2 ‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

1

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω) + C

∥∥ut − ∂̄Rhuk
∥∥2

L2(Ω)

+ Cα2
∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
.

De (2.129), (2.131) e (2.132), vem que

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

C

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω) + C

(
δ2 + h2s

)
+ C

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
.

Através da estimativa (2.136) e do Teorema A.29, obtém-se∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C ‖ωk‖2

L2(Ω) ≤ Ch2s,

onde C = C(v). Assim,

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

C

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω) + C

(
δ2 + h2s

)
.

Utilizando as estimativas (2.143), (2.145) e desde que 0 < h < 1, 0 < δ < 1, s > 1 e
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q− ≤ q+, então

‖θk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ + hs + h

sq+

2(q+−1)

)
e

‖χk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
.

Isto implica que,

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

C

δ

(
δ + hs + h

sq+

2(q+−1)

)(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
+ C

(
δ2 + h2s

)
. (2.146)

Por outro lado, tem-se da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇ (vk −Rhvk)‖2

L2(Ω) + C ‖∇χk‖2
L2(Ω) .

Substituindo (2.146) e utilizando o Teorema A.29,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C(v)h2(s−1) + C

(
δ2 + h2s

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

sq+

2(q+−1)

)(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
.

Termina-se a demonstração com a investigação dos termos dominantes e a obtenção da

estimativa (2.117). �

No que se segue, demonstra-se detalhadamente a determinação dos termos dominantes

que resultaram as estimativas (2.114), (2.115), (2.116) e (2.117) no Teorema 2.29.

Observação 2.30. Através do Teorema 2.29, tem-se

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

q+−1

)
, (2.147)

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

sq+

q+−1

 , (2.148)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ hs + h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
, (2.149)
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‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + h2s

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

sq+

2(q+−1)

)(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
q+−1

)
, (2.150)

onde 0 < h < 1, 0 < δ < 1, 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1 e q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞).

Inicialmente, para a estimativa (2.147) nota-se que

sq+

q+ − 1
≤ 2s⇔ 2 ≤ q+.

Desde que 0 < h < 1, então

h2s ≤ h
sq+

q+−1 . (2.151)

Consequentemente, mostra-se que a estimativa (2.147) é reescrita como (2.114).

Por outro lado, para a estimativa (2.148), observa-se que 0 < δ < 1 e

δ2 < δ. (2.152)

O próximo objetivo consiste em determinar a relação de ordenação entre h2(s−1), h2s e

h
sq+

q+−1 . Através de (2.151) faz-se necessário comparar apenas h
sq+

q+−1 e h2(s−1). Suponha

que
sq+

q+ − 1
≤ 2(s− 1)⇔ q+(2− s) ≤ 2(1− s),

onde s ∈ N é tal que s > 1.

Se s = 2, então q+

q+−1
≤ 1, equivalentemente, p− ≤ 1. Isto implica numa contradição.

Logo, sq+

q+−1
≥ 2(s− 1).

Se s > 2, então q+ ≥ 2(1−s)
(2−s) > 2 e consequentemente sq+

q+−1
≤ 2(s− 1). Desta maneira,

tem-se 
sq+

q+ − 1
≥ 2(s− 1), se s = 2,

sq+

q+ − 1
≤ 2(s− 1), se s > 2.

Assim,  h
sq+

q+−1 ≤ h2(s−1), se s = 2,

h
sq+

q+−1 ≥ h2(s−1), se s > 2.

(2.153)
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Finalmente, devem-se comparar os termos h
sq+

q+−1

δ
e h2s

δ
. Observa-se que os denominadores

são idênticos, então faz-se necessário apenas comparar os numeradores. Utiliza-se (2.151)

e mostra-se que

h2s

δ
≤ h

sq+

q+−1

δ
. (2.154)

Através de (2.152), (2.153) e (2.154), demonstra-se que a estimativa (2.148) é equiva-

lente à (2.115).

Nesta etapa, comparam-se os termos da estimativa (2.149). Verifica-se trivialmente que

δ
2
q+ < δ

1
q+ . (2.155)

Por outro lado, para os termos hs, h
2s
q+ e h

s
q+−1 tem-se

s

q+ − 1
≤ 2s

q+
≤ s⇔ 2 ≤ q+,

ou seja,

hs ≤ h
2s
q+ ≤ h

s
q+−1 . (2.156)

Nos termos h
2s
q+

δ
1
q+

e h
s

q+−1

δ
1
q+

comparam-se apenas os numeradores. Através de (2.156), vem

que

h
2s
q+

δ
1
q+

≤ h
s

q+−1

δ
1
q+

. (2.157)

Desta maneira, usam-se as relações de ordem (2.155), (2.156) e (2.157) para reescrever

a estimativa (2.149) como (2.116).

Finalmente, resta-nos comparar os termos da estimativa (2.150). Notemos que
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‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ + δ2 + h

s
q+−1 + h2(s−1) + h

2s
q+ + h2s

)
+ C

h s(q++2)

2(q+−1)

δ
+
h
s(q++2)

q+

δ
+
h

sq+

q+−1

δ
+
h
s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1)

δ


+ C

h s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h
s(q++2)

q+

δ
q++1

q+

+
h

sq+

q+−1

δ
q++1

q+

+
h
s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1)

δ
q++1

q+


+ C

h s
q+−1

δ
1
q+

+
h

2s
q+

δ
1
q+

+
h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
hs

δ
q+−1

q+

+
h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−2

q+

+
hs

δ
q+−2

q+

 . (2.158)

Para as potências de base δ, deve-se comparar δ
1
q+ , δ

2
q+ e δ2. Através de (2.155), faz-se

necessário comparar apenas δ
1
q+ e δ2. Observemos que,

1

q+
≤ 2⇔ 1

2
≤ q+.

Assim,

δ2 ≤ δ
1
q+ . (2.159)

Para as potências de base h, deve-se investigar h
s

q+−1 , h2(s−1), h
2s
q+ e h2s. De (2.156) e

do facto de h2s ≤ hs, resta-nos verificar apenas que

s

q+ − 1
≤ 2(s− 1)⇔ 2q+(1− s) ≤ 2− 3s.

Por hipótese, s ∈ N e s ≥ 2. Logo,

s

q+ − 1
≤ 2(s− 1)⇔ q+ ≥ 2− 3s

2(1− s)
≥ 2.

Desta maneira,

h2(s−1) ≤ h
s

q+−1 . (2.160)

A seguir, investigam-se as frações com denominadores δ. Nomeadamente, h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
,

h
s(q++2)

q+

δ
, h

sq+

q+−1

δ
e h

s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1)

δ
. Utiliza-se o facto dos denominadores serem iguais e
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comparam-se apenas os numeradores. Observa-se que,

s(q+ + 2)

2(q+ − 1)
≤ s(q+ + 2)

q+
⇔ 2 ≤ q+,

s(q+ + 2)

2(q+ − 1)
≤ sq+

q+ − 1
⇔ 2 ≤ q+

e
s(q+ + 2)

2(q+ − 1)
≤ s((q+)2 + 4q+ − 4)

2q+(q+ − 1)
⇔ 2 ≤ q+.

Portanto, 
h
s(q++2)

q+ ≤ h
s(q++2)

2(q+−1) ,

h
sq+

q+−1 ≤ h
s(q++2)

2(q+−1) ,

h
s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1) ≤ h
s(q++2)

2(q+−1) ,

isto implica que 

h
s(q++2)

q+

δ
≤ h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
,

h
sq+

q+−1

δ
≤ h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
,

h
s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1)

δ
≤ h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
.

(2.161)

De maneira análoga, demonstra-se para os termos com denominador δ
q++1

q+ que

h
s(q++2)

q+

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

,

h
sq+

q+−1

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

,

h
s((q+)2+4q+−4)

2q+(q+−1)

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

.

(2.162)

Por outro lado, para os termos com denominadores δ
1
q+ , utiliza-se (2.156) e obtém-se

h
2s
q+

δ
1
q+

≤ h
s

q+−1

δ
1
q+

. (2.163)
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Para os termos com denominadores δ
q+−1

q+ , segue que

sq+

2(q+ − 1)
≤ s⇔ 2 ≤ q+,

ou seja,

hs

δ
q+−1

q+

≤ h
sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

. (2.164)

Similarmente, mostra-se que

hs

δ
q+−2

q+

≤ h
sq+

2(q+−1)

δ
q+−2

q+

. (2.165)

Através de (2.159), (2.160), (2.161), (2.162), (2.163), (2.164) e (2.165) reescreve-se

(2.158) como

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω)

≤ C

δ 1
q+ + h

s
q+−1 +

h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
+
h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

+
h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−2

q+

 . (2.166)

Observa-se que, se os numeradores são iguais, então comparam-se os denominadores, ou

seja,

1 ≤ q+ + 1

q+
⇒ h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
≤ h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

. (2.167)

Por outro lado,

q+ − 2

q+
≤ q+ − 1

q+
⇒ h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−2

q+

≤ h
sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

. (2.168)

Substituindo (2.167) e (2.168) em (2.166),

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ 1
q+ + h

s
q+−1 +

h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h

sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
h

s
q+−1

δ
1
q+

 . (2.169)
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Falta-nos realizar a comparação entre os termos h

s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

, h
sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

e h
s

q+−1

δ
1
q+

. Para isto,

suponha que h ≤ Cδβi onde βi > 0 e i = 1, 2, 3. Assim, cada termo é reescrito como

h
s(q++2)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

≤ Cδ
β1s(q

++2)

2(q+−1) δ
− q

++1

q+ = Cδ
β1sq

+(q++2)−(q++1)(2q+−2)

2q+(q+−1) ,

h
sq+

2(q+−1)

δ
q+−1

q+

≤ Cδ
β2sq

+

2(q+−1) δ
− q

+−1

q+ = Cδ
β2s(q

+)2−(q+−1)(2q+−2)

2q+(q+−1)

e
h

s
q+−1

δ
1
q+

≤ Cδ
β3s

q+−1 δ
− 1
q+ = Cδ

β3sq
+−(q+−1)

q+(q+−1) = Cδ
2β3sq

+−2(q+−1)

2q+(q+−1) .

Observa-se que os denominadores são iguais e assim basta comparar os numeradores.

Através da restrição de βi > 0, tem-se

β1sq
+(q+ + 2)− (q+ + 1)(2q+ − 2) > 0⇔ β1 >

2((q+)2 − 1)

sq+(q+ + 2)
,

β2s(q
+)2 − (q+ − 1)(2q+ − 2) > 0⇔ β2 >

2(q+ − 1)2

s(q+)2

e

2β3sq
+ − 2(q+ − 1) > 0⇔ β3 >

q+ − 1

sq+
.

O próximo objetivo será determinar o menor valor de βi. Nota-se que, para β3 e β1,

tem-se
q+ − 1

sq+
≤ 2((q+)2 − 1)

sq+(q+ + 2)
⇔ 0 ≤ q+.

Por outro lado, para β3 e β2, segue que

q+ − 1

sq+
≤ 2(q+ − 1)2

s(q+)2
⇔ 2 ≤ q+.

Logo, β3 >
q+−1
sq+ é a menor restrição. Portanto, a estimativa (2.169) torna-se

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + h

s
q+−1 +

h
s

q+−1

δ
1
q+

)
.

Consequentemente, demonstra-se que (2.117) é satisfeita. Além disto, para que exista

a ordem de convergência é necessário que h ≤ Cδβ3 com β3 >
q+−1
sq+ . Destaca-se que este

critério de convergência também é aplicável para as estimativas (2.115) e (2.116).
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2.2.5 Ordem de convergência com 1 < p(x) ≤ 2 e Ω ⊂ Rd com d > 1

Nesta subsecção analisa-se a ordem de convergência em relação a h e em relação a δ. Faz-

se um estudo para o caso em que p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2] e Ω ⊂ Rd com d > 1 e também

estuda-se o caso em que p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (max{3
2
, 2(d−1)

d
}, 2] quando Ω ⊂ Rd e d > 2.

Além disto, estabelece-se um critério para que exista a referida ordem de convergência.

Teorema 2.31. Sob as hipóteses do Teorema 2.29 com Ω ⊂ Rd, d > 1, e considerando

i) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2]⇔ q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞) quando d ≤ 2 e;

ii) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (max{3
2
, 2(d−1)

d
}, 2] ⇔ q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,min{3, 2(d−1)

d−2
})

quando d > 2.

Tem-se,

‖uk − Uk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ + h

sq+

4(q+−1)

)
, (2.170)

‖∇ (uk − Uk)‖L2(Ω) ≤ C

δ 1
2 +

h
sq+

4(q+−1)

δ
1
2

+ h
sq+

4(q+−1)

 , (2.171)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ +

h
s

2(q+−1)

δ
1
q+

+ h
s

2(q+−1)

)
, (2.172)

‖∇ (vk − Vk)‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2q+ +

h
s

4(q+−1)

δ
1

2q+

+ h
s

4(q+−1)

)
, (2.173)

onde C = C(u, v, p−, p+, T, α) é uma constante e a relação para que exista ordem de

convergência é dada por h ≤ Cδβ com β > 2(q+−1)
sq+ .

Demonstração

Prossegue-se de maneira idêntica à demonstração do Teorema 2.29 até a estimativa

(2.135). Posteriormente, fixa-se x ∈ Ω, aplica-se o Teorema A.32 com β = 1
2

e obtém-se∣∣∣|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∣∣∣ ≤ C |ωk|
1
2 (|vk|+ |Rhvk|)

2q(x)−3
2 .

Logo,

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ C

∫
Ω

|ωk|
p(x)

2 (|vk|+ |Rhvk|)
(2q(x)−3)p(x)

2 dx.

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.1),

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ C

∥∥∥|ωk| p(x)
2

∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥(|vk|+ |Rhvk|)
(2q(x)−3)p(x)

2

∥∥∥
L2(Ω)

.
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Nota-se que, ∥∥∥|ωk| p(x)
2

∥∥∥
L2(Ω)

= ρp(x) (ωk)
1
2

e ∥∥∥(|vk|+ |Rhvk|)
(2q(x)−3)p(x)

2

∥∥∥
L2(Ω)

= ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2
.

Assim,

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ Cρp(x) (ωk)

1
2 ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2
.

Similarmente à (2.141), obtém-se

ρp(x) (ωk)
1
2 ≤ Ch

sq+

2(q+−1) .

Consequentemente,

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ Ch

sq+

2(q+−1)ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2
.

(2.174)

Do Teorema A.18, da hipótese p(x) ≤ 2 e do Teorema A.20 existe uma imersão cont́ınua

L2(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω) tal que

ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2

≤ C max

{∥∥∥(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3
∥∥∥ p−2
L2(Ω)

,
∥∥∥(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

∥∥∥ p+2
L2(Ω)

}
.

Através dos Teoremas A.24 e A.25 com

i) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1, 2]⇔ q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞) quando d ≤ 2 e;

ii) p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (max{3
2
, 2(d−1)

d
}, 2] ⇔ q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,min{3, 2(d−1)

d−2
})

quando d > 2,

vem que

ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2

≤ C max

{
max

{
‖|vk|+ |Rhvk|‖

(2q−−3)p−
2

H1
0 (Ω)

, ‖|vk|+ |Rhvk|‖
(2q+−3)p−

2

H1
0 (Ω)

}
,

max

{
‖|vk|+ |Rhvk|‖

(2q−−3)p+

2

H1
0 (Ω)

, ‖|vk|+ |Rhvk|‖
(2q+−3)p+

2

H1
0 (Ω)

}}
. (2.175)
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Nota-se que, da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) tem-se

‖|vk|+ |Rhvk|‖
(2q−−3)p−

2

H1
0 (Ω)

≤ C
(
‖vk‖H1

0 (Ω) + ‖Rhvk‖H1
0 (Ω)

) (2q−−3)p−
2

.

Pela definição da projeção de Ritz (Definição A.28),

‖∇Rhvk‖L2(Ω) ≤ ‖∇vk‖L2(Ω) ⇔ ‖Rhvk‖H1
0 (Ω) ≤ ‖vk‖H1

0 (Ω) .

Assim,

‖|vk|+ |Rhvk|‖
(2q−−3)p−

2

H1
0 (Ω)

≤ C ‖vk‖
(2q−−3)p−

2

H1
0 (Ω)

≤ C, (2.176)

onde C = C(v, p−).

De maneira análoga investigam-se os outros termos da estimativa (2.175). Consequen-

temente, substituindo (2.176) em (2.175),

ρp(x)

(
(|vk|+ |Rhvk|)2q(x)−3

) 1
2 ≤ C, (2.177)

onde C = C(v, p−, p+).

De (2.177) e (2.174), obtemos

ρp(x)

(
|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

)
≤ Ch

sq+

2(q+−1) .

Substitui-se a estimativa acima em (2.135),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cρq(x) (χk) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

2(q+−1)

)
.

Destaca-se que o restante da demonstração segue de maneira análoga ao Teorema 2.29.

Nomeadamente, obtém-se

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

2(q+−1)

)
,

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

2(q+−1)

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

sq+

2(q+−1)

 ,

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+ hs + h
2s
q+ + h

s
2(q+−1)

)
,
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e

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + hs + h2s

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

sq+

4(q+−1)

)(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
2(q+−1)

)
.

Investigam-se os termos dominantes das estimativas acima e conclui-se (2.170), (2.171),

(2.172) e (2.173). �

A seguir, explicitam-se os cálculos que determinam os termos dominantes das estimativas

(2.170), (2.171), (2.172) e (2.173) no Teorema 2.31.

Observação 2.32. Através do Teorema 2.31, tem-se

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

sq+

2(q+−1)

)
, (2.178)

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

sq+

2(q+−1)

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

sq+

2(q+−1)

 ,

(2.179)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+ hs + h
2s
q+ + h

s
2(q+−1)

)
, (2.180)

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + hs + h2s

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

sq+

4(q+−1)

)(
δ

1
q+ + δ

2
q+ +

h
2s
q+

δ
1
q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+ h
2s
q+ + h

s
2(q+−1)

)
, (2.181)

onde 0 < h < 1, 0 < δ < 1, 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1 e

i) q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,∞) quando Ω ⊂ Rd com d ≤ 2 e;

ii) q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ [2,min{3, 2(d−1)
d−2
}) quando Ω ⊂ Rd com d > 2.

Para a estimativa (2.178), verifica-se que

sq+

2 (q+ − 1)
≤ 2s⇔ 4

3
≤ q+.
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Por hipótese 0 < h < 1, então

h2s ≤ h
sq+

2(q+−1) . (2.182)

Desta maneira, demonstra-se que a estimativa (2.178) é equivalente à (2.170).

Por outro lado, para estimativa (2.179) devem-se comparar os termos h2(s−1), h2s e

h
sq+

2(q+−1) . Utiliza-se (2.182) e percebe-se que resta-nos comparar apenas h
sq+

2(q+−1) e h2(s−1).

Desde que s ∈ N e s > 1, então

sq+

2(q+ − 1)
≤ 2(s− 1)⇔ q+(4− 3s) ≤ 4(1− s)⇔ q+ ≥ 4(1− s)

4− 3s
≥ 2.

Assim,

h2(s−1) ≤ h
sq+

2(q+−1) . (2.183)

Para os termos h
sq+

2(q+−1)

δ
e h2s

δ
é necessário apenas comparar os numeradores. De (2.182)

vem que

h2s

δ
≤ h

sq+

2(q+−1)

δ
. (2.184)

Portanto, de (2.152), (2.183) e (2.184) tem-se que a estimativa (2.179) é reescrita como

sendo (2.171).

A seguir, investigam-se os termos dominantes de (2.180). Através de (2.156) devem-se

comparar apenas os termos h
2s
q+ e h

s
2(q+−1) . Observa-se que,

s

2 (q+ − 1)
≤ 2s

q+
⇔ 4

3
≤ q+,

logo,

h
2s
q+ ≤ h

s
2(q+−1) . (2.185)

Consequentemente,

h
2s
q+

δ
1
q+

≤ h
s

2(q+−1)

δ
1
q+

. (2.186)

Portanto, de (2.155), (2.185) e (2.186) transforma-se a estimativa (2.180) para (2.172).
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Finalmente, para a estimativa (2.181) tem-se

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + δ

2
q+ + δ2 + h

s
2(q+−1) + h2(s−1) + h

2s
q+ + hs + h2s

)
+ C

h s(q++2)

4(q+−1)

δ
+
h
s(q++2)

q+

δ
+
h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
+
h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ


+ C

h s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h
s(q++2)

q+

δ
q++1

q+

+
h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ
q++1

q+


+ C

h s
2(q+−1)

δ
1
q+

+
h

2s
q+

δ
1
q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
hs

δ
q+−1

q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−2

q+

+
hs

δ
q+−2

q+

 .

Para as potências de bases δ, segue de (2.155) e (2.159) que δ
1
q+ é o termo dominante.

Para as potências de base h, de (2.182), (2.183) e (2.185) resta-nos comparar h
s

2(q+−1) e

hs. Nota-se que,
s

2(q+ − 1)
≤ s⇔ 3

2
≤ q+,

logo,

hs ≤ h
s

2(q+−1) .

Consequentemente,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + h

s
2(q+−1)

)
+ C

h s(q++2)

4(q+−1)

δ
+
h
s(q++2)

q+

δ
+
h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
+
h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ


+ C

h s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h
s(q++2)

q+

δ
q++1

q+

+
h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ
q++1

q+


+ C

h s
2(q+−1)

δ
1
q+

+
h

2s
q+

δ
1
q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
hs

δ
q+−1

q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−2

q+

+
hs

δ
q+−2

q+

 . (2.187)

No que se segue, comparam-se as frações com denominadores δ. Nota-se que,

s(q+ + 2)

4(q+ − 1)
≤ s(q+ + 2)

q+
⇔ 4

3
≤ q+,

s(q+ + 2)

4(q+ − 1)
≤ s(2q+ − 1)

2(q+ − 1)
⇔ 4

3
≤ q+
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e
s(q+ + 2)

4(q+ − 1)
≤ s((q+)2 + 8q+ − 8)

4q+(q+ − 1)
⇔ 4

3
≤ q+.

Desta maneira, segue que 
h
s(q++2)

q+ ≤ h
s(q++2)

4(q+−1) ,

h
s(2q+−1)

2(q+−1) ≤ h
s(q++2)

4(q+−1) ,

h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1) ≤ h
s(q++2)

4(q+−1) ,

consequentemente, 

h
s(q++2)

q+

δ
≤ h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
,

h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
≤ h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
,

h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ
≤ h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
.

(2.188)

Analogamente, tem-se 

h
s(q++2)

q+

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

,

h
s(2q+−1)

2(q+−1)

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

,

h
s((q+)2+8q+−8)

4q+(q+−1)

δ
q++1

q+

≤ h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

.

(2.189)

Por outro lado, utiliza-se (2.185) e demonstra-se que

h
2s
q+

δ
1
q+

≤ h
s

2(q+−1)

δ
1
q+

. (2.190)

Além disto, observa-se que

sq+

4 (q+ − 1)
≤ s⇔ 4

3
≤ q+

87



e isto implica em

hs

δ
q+−1

q+

≤ h
sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

(2.191)

e

hs

δ
q+−2

q+

≤ h
sq+

4(q+−1)

δ
q+−2

q+

. (2.192)

Substituindo (2.188), (2.189), (2.190), (2.191) e (2.192) em (2.187),

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω)

≤ C

δ 1
q+ + h

s
2(q+−1) +

h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
+
h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−2

q+

 .

(2.193)

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores.

Nomeadamente,

1 ≤ q+ + 1

q+
⇒ h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
≤ h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

(2.194)

e

q+ − 2

q+
≤ q+ − 1

q+
⇒ h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−2

q+

≤ h
sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

. (2.195)

Substituindo (2.194) e (2.195) em (2.193),

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ 1
q+ + h

s
2(q+−1) +

h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

+
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

+
h

sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

 . (2.196)

Para finalizar, deve-se realizar a comparação entre os termos h

s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

, h
sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

e h
s

2(q+−1)

δ
1
q+

.

Para isto, seja h ≤ Cδβi onde βi > 0 e i = 1, 2, 3. Assim, cada respetivo termo passa a

ser

h
s(q++2)

4(q+−1)

δ
q++1

q+

≤ Cδ
β1s(q

++2)

4(q+−1) δ
− q

++1

q+ = Cδ
β1sq

+(q++2)−4(q++1)(q+−1)

4q+(q+−1) ,
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h
sq+

4(q+−1)

δ
q+−1

q+

≤ Cδ
β2sq

+

4(q+−1) δ
− q

+−1

q+ = Cδ
β2s(q

+)2−4(q+−1)(q+−1)

4q+(q+−1)

e
h

s
2(q+−1)

δ
1
q+

≤ Cδ
β3s

2(q+−1) δ
− 1
q+ = Cδ

β3sq
+−2(q+−1)

2q+(q+−1) = Cδ
2β3sq

+−4(q+−1)

4q+(q+−1) .

Nota-se que os denominadores são iguais e então é necessário apenas comparar os nu-

meradores. Através da restrição de βi > 0, tem-se

β1sq
+(q+ + 2)− 4(q+ + 1)(q+ − 1) > 0⇔ β1 >

4((q+)2 − 1)

sq+(q+ + 2)
,

β2s(q
+)2 − 4(q+ − 1)(q+ − 1) > 0⇔ β2 >

4(q+ − 1)2

s(q+)2

e

2β3sq
+ − 4(q+ − 1) > 0⇔ β3 >

2(q+ − 1)

sq+
.

A seguir, determina-se o menor valor de βi. Nota-se que, para β3 e β1, tem-se

2(q+ − 1)

sq+
≤ 4((q+)2 − 1)

sq+(q+ + 2)
⇔ 0 ≤ q+.

Para β3 e β2,
2(q+ − 1)

sq+
≤ 4(q+ − 1)2

s(q+)2
⇔ 2 ≤ q+.

Desta maneira, β3 >
2(q+−1)
sq+ é a menor restrição. Portanto, a estimativa (2.196) passa

a ser

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
q+ + h

s
2(q+−1) +

h
s

2(q+−1)

δ
1
q+

)
.

Consequentemente, prova-se que (2.173) é válida. Além disto, h ≤ Cδβ3 com β3 >
2(q+−1)
sq+ é o critério de convergência do Teorema 2.31.

2.2.6 Ordem de convergência com 2 < p(x) <∞ e Ω ⊂ R

Na subsecção que está a ser iniciada a função de expoente variável satisfaz p(x) ∈
[p−, p+] ⊂ (2,∞) e o doḿınio Ω ⊂ R. Demonstra-se, no teorema a seguir, a ordem de

convergência da solução discreta para a solução fraca e explicita-se um critério entre h e δ

para que exista a referida ordem de convergência.

Teorema 2.33. Sejam Ω ⊂ R um doḿınio limitado, aberto, com fronteira Lipschitz

cont́ınua e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞). Se o par (u, v) é a solução fraca do Problema
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(2.7) no sentido da Definição 2.1, (u, v) ∈ Hs(Ω) × Hs(Ω) com 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1,

ut ∈ L∞(0, T ;Hs(Ω)), utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) e o par (Uk, Vk) é a solução discreta do

Problema (2.92) no sentido da Definição 2.21 com U0 = Rhu0, então

‖uk − Uk‖L2(Ω) ≤ C
(
δ + hs(q

−−1)
)
, (2.197)

‖∇ (uk − Uk)‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 +

hs(q
−−1)

δ
1
2

+ hs(q
−−1)

)
, (2.198)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 +

hs(q
−−1)

δ
1
2

+ hs(q
−−1)

)
, (2.199)

‖∇ (vk − Vk)‖L2(Ω) ≤

(
δ

1
4 +

h
s(q−−1)

2

δ
1
4

+ h
s(q−−1)

2

)
, (2.200)

onde C = C(u, v, p−, p+, T, α) é uma constante, q(x) = p(x)
p(x)−1

satisfaz q(x) ∈ [q−, q+] ⊂
(1, 2) e o critério de convergência é definido por h ≤ Cδβ com β > 1

2s(q−−1)
.

Demonstração

A demonstração segue de maneira idêntica à prova do Teorema 2.29 até a estimativa

(2.133). Fixando x ∈ Ω e aplicando o Teorema A.32 com β = 0, tem-se

C |χk|2 (|Rhvk|+ |Vk|)q(x)−2 ≤
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
Rd
. (2.201)

Desde que −1 < q(x)− 2 < 0, então

(|Rhvk|+ |Vk|)q(x)−2 =
1

(|Rhvk|+ |Vk|)2−q(x)
.

Por hipótese Ω ⊂ R e Rhvk, Vk ∈ H1
0 (Ω). Assim, H1

0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) e isto implica que

|Rhvk| e |Vk| são limitadas por uma constante. Além disto, usa-se o facto de 2− q(x) > 0

e obtém-se

(|Rhvk|+ |Vk|)2−q(x) ≤ C
2−q(x)
1 ≤ C.

Logo,

C ≤ 1

(|Rhvk|+ |Vk|)2−q(x)
= (|Rhvk|+ |Vk|)q(x)−2 . (2.202)

Substituindo (2.202) em (2.201),

C ‖χk‖2
L2(Ω) ≤

(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
.
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Desta forma, a estimativa (2.133) passa a ser

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C ‖χk‖2
L2(Ω) ≤

C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Através das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + (C − ε1) ‖χk‖2
L2(Ω) ≤

C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ Cε1

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
.

Sem perda de generalidade, seja C − ε1 > C2 com C2 ∈ R+. Assim,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C2 ‖χk‖2
L2(Ω) ≤

C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ C

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
.

Por outro lado, do Teorema A.32 com x ∈ Ω fixo e β = p(x)−2
p(x)−1

= 2 − q(x) > 0, segue

que ∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
. (2.203)

Logo,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C2 ‖χk‖2
L2(Ω) ≤

C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ C

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
. (2.204)

Nesta etapa da prova considera-se p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2, 3), equivalentemente, q(x) ∈
[q−, q+] ⊂ (3

2
, 2). Assim,

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

|ωk|2(q(x)−1) dx = ρ2(q(x)−1) (ωk) .

Utiliza-se o Teorema A.18 e obtém-se∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ max

{
‖ωk‖2(q−−1)

L2(q(x)−1)(Ω)
, ‖ωk‖2(q+−1)

L2(q(x)−1)(Ω)

}
.
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Usa-se o facto de 1 < 2(q(x) − 1) < 2 e aplica-se o Teorema A.20 para obter uma

imersão cont́ınua L2(Ω) ↪→ L2(q(x)−1)(Ω) tal que∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C max

{
‖ωk‖2(q−−1)

L2(Ω) , ‖ωk‖2(q+−1)

L2(Ω)

}
. (2.205)

Caso p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ [3,∞), então q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 3
2
] e do Teorema A.23

obtemos ∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C max

{
‖ωk‖2(q−−1)

L2(Ω) , ‖ωk‖2(q+−1)

L2(Ω)

}
. (2.206)

Nota-se que, para p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞), ou seja, q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2), tem-se

de (2.205) e (2.206)∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C max

{
‖ωk‖2(q−−1)

L2(Ω) , ‖ωk‖2(q+−1)

L2(Ω)

}
.

Através da definição de ωk em (2.123) e do Teorema A.29, vem que∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ C max

{
h2s(q−−1), h2s(q+−1)

}
,

onde C = C(v, q−, q+). Desde que q− ≤ q+, 0 < h < 1 e s > 1, então∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ Ch2s(q−−1). (2.207)

Substituindo (2.207) em (2.204),

∂̄ ‖θk‖2
L2(Ω) + α ‖∇θk‖2

L2(Ω) + C ‖χk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Logo,

‖θk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cδ ‖χk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω)

+ Cδ
(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
. (2.208)

Consequentemente,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ
(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.
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Para k = 1, . . . , n e n ∈ N∗, segue que

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θ0‖2

L2(Ω) + Cδk
(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Por hipótese θ0 = 0, δ = T
n

e k ≤ n, assim

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
. (2.209)

Por outro lado, utilizando a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e o Teorema A.31,

obtemos

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C ‖uk −Rhuk‖2

L2(Ω) + C ‖θk‖2
L2(Ω) .

Do Teorema A.29 e de (2.209),

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Investigam-se os termos dominantes e conclui-se que (2.197) é válida.

Retorna-se à estimativa (2.208) e obtém-se

αδ ‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ
(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Por (2.209),

‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2s + h2s(q−−1)

)
. (2.210)

Por outro lado, da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31 vem

que

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇ (uk −Rhuk)‖2

L2(Ω) + C ‖∇θk‖2
L2(Ω) .

Substituindo (2.210) e aplicando o Teorema A.29,

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Estudam-se os termos dominantes e obtém-se (2.198).
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Novamente pelas estimativas (2.208) e (2.209), segue que

‖χk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2s + h2s(q−−1)

)
. (2.211)

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31,

‖vk − Vk‖2
L2(Ω) ≤ C ‖vk −Rhvk‖2

L2(Ω) + C ‖χk‖2
L2(Ω) .

Com o Teorema A.29 e com a estimativa (2.211), obtemos

‖vk − Vk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2s + h2s(q−−1)

)
.

Verificam-se os termos dominantes e conclui-se que (2.199) é satisfeita.

Finalmente, de maneira análoga ao Teorema 2.29, tem-se

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

C

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω) + C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.

Substituindo (2.209) e (2.211),

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + hs(q

−−1)
)(

δ
1
2 + δ +

hs

δ
1
2

+
hs(q

−−1)

δ
1
2

+ hs + hs(q
−−1)

)
. (2.212)

Da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇ (vk −Rhvk)‖2

L2(Ω) + C ‖∇χk‖2
L2(Ω) .

De (2.212) e do Teorema A.29,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + hs(q

−−1)
)(

δ
1
2 + δ +

hs

δ
1
2

+
hs(q

−−1)

δ
1
2

+ hs + hs(q
−−1)

)
.

Termina-se a demonstração com a comparação dos termos dominantes e a obtenção da

estimativa (2.200). �
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A seguir, analisam-se os termos dominantes que determinaram as estimativas (2.197),

(2.198), (2.199) e (2.200) no Teorema 2.33.

Observação 2.34. Segue do Teorema 2.33 que,

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
, (2.213)

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
,

(2.214)

‖vk − Vk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ + δ2 +

h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
+ h2s + h2s(q−−1)

)
, (2.215)

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + hs(q

−−1)
)(

δ
1
2 + δ +

hs

δ
1
2

+
hs(q

−−1)

δ
1
2

+ hs + hs(q
−−1)

)
, (2.216)

onde 0 < h < 1, 0 < δ < 1, 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1 e q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2).

Inicia-se a investigação para a estimativa (2.213) observando que,

2s
(
q− − 1

)
≤ 2s⇔ q− ≤ 2.

Desde que 0 < h < 1, então

h2s ≤ h2s(q−−1). (2.217)

Desta maneira, a estimativa (2.213) torna-se (2.197).

Para a estimativa (2.214), deve-se comparar h2(s−1), h2s e h2s(q−−1). Utiliza-se (2.217)

e comparam-se apenas h2(s−1) e h2s(q−−1),

2s
(
q− − 1

)
≤ 2 (s− 1)⇔ q− ≤ 2s− 1

s
< 2,

pois s ∈ N e s > 1. Assim,

h2(s−1) ≤ h2s(q−−1). (2.218)
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Por outro lado, de (2.217), tem-se

h2s

δ
≤ h2s(q−−1)

δ
. (2.219)

Portanto, utilizando (2.152), (2.218) e (2.219) prova-se que a estimativa (2.214) é

equivalente à (2.198).

Destaca-se que, de (2.152), (2.217) e (2.219) a estimativa (2.215) é reescrita como

(2.199).

Finalmente, resta-nos investigar (2.216), nomeadamente,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 + δ + δ2 + hs(q

−−1) + h2s(q−−1) + h2(s−1) + hs + h2s
)

+ C

(
hs(q

−−1)

δ
1
2

+
hs

δ
1
2

+
h2s(q−−1)

δ
+
hsq

−

δ
+
h2s

δ
+
h2s(q−−1)

δ
3
2

+
hsq

−

δ
3
2

+
h2s

δ
3
2

)
. (2.220)

Para os termos dependentes apenas de δ, verifica-se que

δ2 < δ < δ
1
2 . (2.221)

Para os termos hs(q
−−1), h2s(q−−1), h2(s−1), hs e h2s, utilizam-se (2.217), (2.218) e faz-se

necessário comparar apenas hs(q
−−1), h2s(q−−1) e hs. Nota-se que{

s (q− − 1) ≤ 2s (q− − 1) ⇔ 1 ≤ q−,

s (q− − 1) ≤ s ⇔ q− ≤ 2

e isto implica que, {
h2s(q−−1) ≤ hs(q

−−1),

hs ≤ hs(q
−−1).

(2.222)

Consequentemente, tem-se

hs

δ
1
2

≤ hs(q
−−1)

δ
1
2

. (2.223)

Por outro lado, para as frações com denominadores δ utiliza-se (2.217) e comparam-se

apenas h2s(q−−1)

δ
e hsq

−

δ
.

2s
(
q− − 1

)
≤ sq− ⇔ q− ≤ 2.
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Logo,

hsq
−

δ
≤ h2s(q−−1)

δ
. (2.224)

Para as frações com denominadores δ
3
2 , utilizam-se (2.217) e (2.224) para demonstrar

que

hsq
−

δ
3
2

≤ h2s(q−−1)

δ
3
2

. (2.225)

Substituindo (2.221), (2.222), (2.223), (2.224) e (2.225) em (2.220),

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 + hs(q

−−1) +
hs(q

−−1)

δ
1
2

+
h2s(q−−1)

δ
+
h2s(q−−1)

δ
3
2

)
.

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores.

Nomeadamente,

1 ≤ 3

2
⇒ h2s(q−−1)

δ
≤ h2s(q−−1)

δ
3
2

.

Assim,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 + hs(q

−−1) +
hs(q

−−1)

δ
1
2

+
h2s(q−−1)

δ
3
2

)
. (2.226)

Para terminar, deve-se realizar a comparação entre hs(q
−−1)

δ
1
2

e h2s(q−−1)

δ
3
2

. Para tanto,

suponha que h ≤ Cδβi onde βi > 0 e i = 1, 2. Desta forma, segue que

hs(q
−−1)

δ
1
2

≤ Cδβ1s(q−−1)δ−
1
2 = Cδ

2β1s(q
−−1)−1
2

e
h2s(q−−1)

δ
3
2

≤ Cδ2β2s(q−−1)δ−
3
2 = Cδ

4β2s(q
−−1)−3
2 .

Utiliza-se o facto dos denominadores serem iguais e comparam-se apenas os numeradores.

Através da restrição de βi > 0, tem-se

2β1s
(
q− − 1

)
− 1 > 0⇔ β1 >

1

2s (q− − 1)

e

4β2s
(
q− − 1

)
− 3 > 0⇔ β2 >

3

4s (q− − 1)
.
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Destaca-se que,
1

2s (q− − 1)
≤ 3

4s (q− − 1)
⇔ 1 ≤ q−.

Consequentemente, β1 >
1

2s(q−−1)
é a menor restrição. Portanto, a estimativa (2.226)

torna-se

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

1
2 + hs(q

−−1) +
hs(q

−−1)

δ
1
2

)
e isto implica que (2.200) é satisfeita. Além disto, h ≤ Cδβ1 , com β1 >

1
2s(q−−1)

, estabelece

um critério para que exista a ordem de convergência do Teorema 2.33.

2.2.7 Ordem de convergência com 2 < p(x) <∞ e Ω ⊂ Rd com d > 1

A investigação da ordem de convergência em relação a h e em relação a δ é explicitada

nesta subsecção para o caso em que p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (2,∞) e Ω ⊂ Rd com d > 1.

Adicionalmente, mostra-se o critério da existência da referida ordem.

Teorema 2.35. Sob as hipóteses do Teorema 2.33 e considerando Ω ⊂ Rd com d > 1,

tem-se

‖uk − Uk‖L2(Ω) ≤ C

(
δ + h

2s((q−)2−1)

q−+4

)
, (2.227)

‖∇ (uk − Uk)‖L2(Ω) ≤ C

δ 1
2 +

h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
1
2

+ h
2s((q−)2−1)

q−+4

 , (2.228)

‖vk − Vk‖L2(Ω) ≤ C

δ 3q−

4(q−+1) +
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

+ h
3sq−(q−−1)

q−+4

 , (2.229)

‖∇ (vk − Vk)‖L2(Ω) ≤ C

δ 3q−

8(q−+1) +
h

3sq−(q−−1)

2(q−+4)

δ
3q−

8(q−+1)

+ h
3sq−(q−−1)

2(q−+4)

 , (2.230)

onde C = C(u, v, p−, p+, T, α) é uma constante e a relação h ≤ Cδβ, com β > q−+4
4s((q−)2−1)

,

garante a existência da ordem de convergência.

Demonstração

O ińıcio desta demonstração segue de maneira idêntica à prova do Teorema 2.29 até a

obtenção da estimativa (2.133).
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Para x ∈ Ω fixo e 0 < β = 2(2−q(x))
3q(x)

< 2
3

tem-se pelo Teorema A.32

C1

∫
Ω

|χk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|Rhvk|+ |Vk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx

≤
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
. (2.231)

Observa-se que

3

4
<

3q−

2(q− + 1)
≤ 3q(x)

2(q(x) + 1)
≤ 3q+

2(q+ + 1)
< 1. (2.232)

Assim, através do Teorema A.26 vem que

(
C2

2

) 1
r?

ρ 3q(x)
2(q(x)+1)

(
|χk|

4(q(x)+1)
3q(x)

) 1
r? ≤

∫
Ω

|χk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|Rhvk|+ |Vk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx,

onde

r? =


r+ =

3q+

2(q+ + 1)
, se

∥∥∥|χk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|Rhvk|+ |Vk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

≥ 1,

r− =
3q−

2(q− + 1)
, se

∥∥∥|χk| 4(q(x)+1)
3q(x) (|Rhvk|+ |Vk|)

(q(x)−2)(3q(x)+2)
3q(x)

∥∥∥
L1(Ω)

< 1,

e C2 > 0 é uma constante tal que

C2 ≤
1

max

ρ 3q(x)
q(x)−2

((
Ṽ
) (q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x)

)1−r−

, ρ 3q(x)
q(x)−2

((
Ṽ
) (q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x)

)1−r+

,

onde considerou-se Ṽ = |Rhvk|+ |Vk| por simplificação de notação.

Simplificando,

(
C2

2

) 1
r?

‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
∫

Ω

|χk|
4(q(x)+1)

3q(x) (|Rhvk|+ |Vk|)
(q(x)−2)(3q(x)+2)

3q(x) dx (2.233)

com

C2 ≤
1

max
{
ρ3q(x)+2 (|Rhvk|+ |Vk|)1−r− , ρ3q(x)+2 (|Rhvk|+ |Vk|)1−r+

} .
De (2.233) e (2.231), tem-se

C ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
(
|Rhvk|q(x)−2Rhvk − |Vk|q(x)−2 Vk, χk

)
. (2.234)
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Substituindo (2.234) em (2.133),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+
∣∣∣(|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk, χk

)∣∣∣ .
Através das desigualdades de Hölder e Young (Teoremas A.1 e A.30),

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + (C − ε1) ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ Cε1

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥ 2
2−r?

L2(Ω)
.

Considerando C − ε1 > C3 com C3 ∈ R+, vem que

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C3 ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ C

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥ 2
2−r?

L2(Ω)
.

De (2.203), segue que

∥∥∥|vk|q(x)−2 vk − |Rhvk|q(x)−2Rhvk

∥∥∥ 2
2−r?

L2(Ω)
≤ C

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
.

Assim,

1

2
∂̄ ‖θk‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇θk‖2

L2(Ω) + C3 ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤
C(u)

α

(
δ2 + h2s

)
+ C

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
. (2.235)

Analogamente à prova do Teorema 2.33, obtém-se∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
≤ C max

{
h

2s(q−−1)
2−r? , h

2s(q+−1)
2−r?

}
.

Da definição de r? obtém-se quatro possibilidades para os expoentes. Nomeadamente,∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
≤ C max

{
h

2s(q−−1)

2−r− , h
2s(q−−1)

2−r+ , h
2s(q+−1)

2−r− , h
2s(q+−1)

2−r+

}
. (2.236)
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De (2.232), tem-se

3

4
< r− =

3q−

2(q− + 1)
≤ r+ =

3q+

2(q+ + 1)
< 1,

isto implica que
4

5
<

1

2− r−
≤ 1

2− r+
< 1.

Além disto, usam-se os factos de 0 < h < 1, s > 1 e obtém-se

max

{
h

2s(q−−1)

2−r− , h
2s(q−−1)

2−r+

}
= h

2s(q−−1)

2−r−

e

max

{
h

2s(q+−1)

2−r− , h
2s(q+−1)

2−r+

}
= h

2s(q+−1)

2−r− .

Substituindo em (2.236),

∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
≤ C max

{
h

2s(q−−1)

2−r− , h
2s(q+−1)

2−r−

}
.

Desde que 1 < q− ≤ q+ < 2, então 0 < q− − 1 ≤ q+ − 1 < 1. Logo,∥∥∥|ωk|q(x)−1
∥∥∥ 2

2−r?

L2(Ω)
≤ Ch

2s(q−−1)

2−r− = Ch
4s((q−)2−1)

q−+4 . (2.237)

Substituindo (2.237) em (2.235),

‖θk‖2
L2(Ω) + αδ ‖∇θk‖2

L2(Ω) + Cδ ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2
L2(Ω)

+ Cδ

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
. (2.238)

Consequentemente,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
.

Para k = 1, . . . , n com n ∈ N∗,

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θ0‖2

L2(Ω) + Cδk

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
.
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Desde que θ0 = 0, δ = T
n

e k ≤ n, segue que

‖θk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
. (2.239)

Por outro lado, aplicando a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e o Teorema A.31,

obtemos

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C ‖uk −Rhuk‖2

L2(Ω) + C ‖θk‖2
L2(Ω) .

Substituindo (2.239) e utilizando o Teorema A.29,

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
.

Verificam-se os termos dominantes e obtém-se a estimativa (2.227).

Retorna-se para a estimativa (2.238) e tem-se

αδ ‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2

L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
.

De (2.239),

‖∇θk‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

4s((q−)2−1)

q−+4

δ
+ h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

 . (2.240)

De maneira análoga, utilizam-se a desigualdade de Minkowski (Teorema A.3), os Teore-

mas A.31, A.29 e a estimativa (2.240) para obter

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

4s((q−)2−1)

q−+4

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

 .

Investigam-se os termos dominantes e demonstra-se que (2.228) é satisfeita.

Novamente retorna-se à estimativa (2.238) e obtém-se

Cδ ‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤ ‖θk−1‖2
L2(Ω) + Cδ

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
.
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Substituindo (2.239),

‖χk‖
2
r?

L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

4s((q−)2−1)

q−+4

δ
+ h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

 .

Da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3) e do Teorema A.31, tem-se

‖χk‖2
L2(Ω) ≤ C

δr? + δ2r? +
h2sr?

δr?
+
h

4sr?((q−)2−1)

q−+4

δr?
+ h2sr? + h

4sr?((q−)2−1)

q−+4

 .

Por hipótese 0 < h < 1 e 0 < δ < 1. Além disto, r− ≤ r+, então

‖χk‖2
L2(Ω) ≤ C

δr− + δ2r− +
h2sr−

δr−
+
h

4sr−((q−)2−1)

q−+4

δr−
+ h2sr− + h

4sr−((q−)2−1)

q−+4

 .

Da definição de r−, vem que

‖χk‖2
L2(Ω)

≤ C

δ 3q−

2(q−+1) + δ
3q−

q−+1 +
h

3sq−

q−+1

δ
3q−

2(q−+1)

+
h

6sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

2(q−+1)

+ h
3sq−

q−+1 + h
6sq−(q−−1)

q−+4

 . (2.241)

Através da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3), dos Teoremas A.31, A.29 e de

(2.241), segue que

‖vk − Vk‖2
L2(Ω)

≤ C

δ 3q−

2(q−+1) + δ
3q−

q−+1 +
h

3sq−

q−+1

δ
3q−

2(q−+1)

+
h

6sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

2(q−+1)

+ h2s + h
3sq−

q−+1 + h
6sq−(q−−1)

q−+4

 .

Verificam-se os termos dominantes e conclui-se (2.229).

Finalmente, de maneira análoga ao Teorema 2.29, tem-se

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤

C

δ

(
‖θk−1‖L2(Ω) + ‖θk‖L2(Ω)

)
‖χk‖L2(Ω) + C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
.
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De (2.239) e (2.241), obtemos

‖∇χk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

2s((q−)2−1)

q−+4

)δ 3q−

4(q−+1) + δ
3q−

2(q−+1) +
h

3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

+ h
3sq−

2(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4

)
. (2.242)

Por outro lado, da desigualdade de Minkowski (Teorema A.3), dos Teoremas A.31, A.29

e de (2.242), vem que

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

2s((q−)2−1)

q−+4

)δ 3q−

4(q−+1) + δ
3q−

2(q−+1) +
h

3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

+ h
3sq−

2(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4

)
.

Conclui-se a prova com a análise dos termos dominantes e a validação da estimativa

(2.230). �

Seguidamente, investigam-se os termos dominantes do Teorema 2.35.

Observação 2.36. Do Teorema 2.35, tem-se

‖uk − Uk‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

)
, (2.243)

‖∇ (uk − Uk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ + δ2 +
h2s

δ
+
h

4s((q−)2−1)

q−+4

δ
+ h2(s−1) + h2s + h

4s((q−)2−1)

q−+4

 ,

(2.244)

‖vk − Vk‖2
L2(Ω)

≤ C

δ 3q−

2(q−+1) + δ
3q−

q−+1 +
h

3sq−

q−+1

δ
3q−

2(q−+1)

+
h

6sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

2(q−+1)

+ h2s + h
3sq−

q−+1 + h
6sq−(q−−1)

q−+4

 ,

(2.245)
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‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ2 + h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)
+
C

δ

(
δ + hs + h

2s((q−)2−1)

q−+4

)δ 3q−

4(q−+1) + δ
3q−

2(q−+1) +
h

3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

+ h
3sq−

2(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4

)
, (2.246)

onde 0 < h < 1, 0 < δ < 1, 1 < s ≤ r + 1, r ≥ 1 e q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2).

Inicialmente, para a estimativa (2.243) observa-se que,

4s((q−)2 − 1)

q− + 4
≤ 2s⇔

(
q− +

3

2

)(
q− − 2

)
≤ 0⇔ q− ∈

[
−3

2
, 2

]
.

Por hipótese q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1, 2) e 0 < h < 1, assim

h2s ≤ h
4s((q−)2−1)

q−+4 . (2.247)

Desta maneira, a estimativa (2.243) resulta em (2.227).

Para a estimativa (2.244), devem-se comparar os termos h2(s−1), h2s e h
4s((q−)2−1)

q−+4 .

Através de (2.247) faz-se necessário realizar a comparação apenas de h2(s−1) e h
4s((q−)2−1)

q−+4 .

Nota-se que,

4s((q−)2 − 1)

q− + 4
≤ 2(s− 1)⇔ 2s(q−)2 + (1− s) q− − 6s+ 4 ≤ 0,

e isto implica em

s− 1−
√

49s2 − 34s+ 1

4s
≤ q− ≤ s− 1 +

√
49s2 − 34s+ 1

4s
.

Observa-se que,

lim
s→2

s− 1 +
√

49s2 − 34s+ 1

4s
=

1 +
√

129

8
e lim

s→∞

s− 1 +
√

49s2 − 34s+ 1

4s
= 2.

Desta maneira,

h2(s−1) ≤ h
4s((q−)2−1)

q−+4 . (2.248)
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Além disto, de (2.247) vem que

h2s

δ
≤ h

4s((q−)2−1)

q−+4

δ
. (2.249)

Portanto, utilizando (2.152), (2.248) e (2.249) transforma-se a estimativa (2.244) em

(2.228).

Nesta etapa, investigam-se os termos da estimativa (2.245). Para as potências depen-

dentes apenas de δ, segue que

3q−

2 (q− + 1)
≤ 3q−

q− + 1
,

logo,

δ
3q−

q−+1 ≤ δ
3q−

2(q−+1) . (2.250)

Para as potências de base h, nomeadamente, h2s, h
3sq−

q−+1 e h
6sq−(q−−1)

q−+4 , tem-se
6sq−(q− − 1)

q− + 4
≤ 2s ⇔ 3(q−)2 − 4q− − 4 ≤ 0 ⇔ −2

3
≤ q− ≤ 2,

6sq−(q− − 1)

q− + 4
≤ 3sq−

q− + 1
⇔ 2(q−)2 − q− − 6 ≤ 0 ⇔ −3

2
≤ q− ≤ 2,

assim,  h2s ≤ h
6sq−(q−−1)

q−+4 ,

h
3sq−

q−+1 ≤ h
6sq−(q−−1)

q−+4 .
(2.251)

Consequentemente,

h
3sq−

q−+1

δ
3q−

2(q−+1)

≤ h
6sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

2(q−+1)

. (2.252)

Portanto, utilizam-se (2.250), (2.251) e (2.252) e demonstra-se que (2.245) implica em

(2.229).
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Para a estimativa (2.246), tem-se

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
h

3sq−(q−−1)

q−+4 + h
3sq−

2(q−+1) + h2(s−1) + h2s + h2s(q−−1)

)

+ C

h s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
+
h
s(5q−+2)

2(q−+1)

δ
+
h
s(4(q−)3+7(q−)2+8q−−4)

2(q−+1)(q−+4)

δ
+
h
s(3(q−)2−2q−+4)

q−+4

δ


+ C

h s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

+
h
s(5q−+2)

2(q−+1)

δ
7q−+4

4(q−+1)

+
h
s(4(q−)3+7(q−)2+8q−−4)

2(q−+1)(q−+4)

δ
7q−+4

4(q−+1)

+
h
s(3(q−)2−2q−+4)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)


+ C

h 2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

+
hs

δ
q−+4

4(q−+1)

+
h

2s((q−)2−1)

q−+4

δ
2−q−

2(q−+1)

+
hs

δ
2−q−

2(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

+
h

3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)


+ C

(
δ

3q−

4(q−+1) + δ
3q−

2(q−+1) + δ2

)
. (2.253)

Para os termos δ
3q−

4(q−+1) , δ
3q−

2(q−+1) e δ2 tem-se
3q−

4 (q− + 1)
≤ 3q−

2 (q− + 1)
⇔ q− ∈ (−∞, 1) ∪ [0,∞),

3q−

4 (q− + 1)
≤ 2 ⇔ q− ∈

(
−∞,−8

5

]
∪ (−1,∞),

logo,  δ
3q−

2(q−+1) ≤ δ
3q−

4(q−+1) ,

δ2 ≤ δ
3q−

4(q−+1) .
(2.254)

A seguir, investigam-se os termos h
3sq−(q−−1)

q−+4 , h
3sq−

2(q−+1) , h2(s−1), h2s e h2s(q−−1). De

(2.217) e (2.218), faz-se necessário comparar apenas h
3sq−(q−−1)

q−+4 , h
3sq−

2(q−+1) e h2s(q−−1).

Nota-se que,
3sq− (q− − 1)

q− + 4
≤ 3sq−

2 (q− + 1)
⇔ q− ∈ (−∞,−4) ∪ [−3

2
,−1) ∪ [0, 2],

3sq− (q− − 1)

q− + 4
≤ 2s (q− − 1) ⇔ q− ∈ (−∞,−4) ∪ [1, 8],

e isto implica que,  h
3sq−

2(q−+1) ≤ h
3sq−(q−−1)

q−+4 ,

h2s(q−−1) ≤ h
3sq−(q−−1)

q−+4 .
(2.255)
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Para as frações com denominadores δ, segue que

s(5(q−)2 − 3q− − 2)

q− + 4
≤ s(5q− + 2)

2 (q− + 1)
⇔ q− ∈ S1,

s(5(q−)2 − 3q− − 2)

q− + 4
≤ s(4(q−)3 + 7(q−)2 + 8q− − 4)

2(q− + 1)(q− + 4)
⇔ q− ∈ S2,

s(5(q−)2 − 3q− − 2)

q− + 4
≤ s(3(q−)2 − 2q− + 4)

q− + 4
⇔ q− ∈ S3,

onde 

S1 = (−∞,−4) ∪
[
−3

2
,−1

)
∪
[
−2

5
, 2

]
,

S2 = (−∞,−4) ∪
[
−3

2
,−1

)
∪ [0, 2],

S3 = (−∞,−4) ∪
[
−3

2
, 2

]
.

Assim, 

h
s(5q−+2)

2(q−+1)

δ
≤ h

s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
,

h
s(4(q−)3+7(q−)2+8q−−4)

2(q−+1)(q−+4)

δ
≤ h

s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
,

h
s(3(q−)2−2q−+4)

q−+4

δ
≤ h

s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
.

(2.256)

Analogamente, vem que

h
s(5q−+2)

2(q−+1)

δ
7q−+4

4(q−+1)

≤ h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

,

h
s(4(q−)3+7(q−)2+8q−−4)

2(q−+1)(q−+4)

δ
7q−+4

4(q−+1)

≤ h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

,

h
s(3(q−)2−2q−+4)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

≤ h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

.

(2.257)

Para os termos h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

e hs

δ
q−+4

4(q−+1)

, observa-se que

2s((q−)2 − 1)

q− + 4
≤ s⇔ q− ∈ S3,
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desta maneira,

hs

δ
q−+4

4(q−+1)

≤ h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

. (2.258)

De maneira análoga, segue que

hs

δ
2−q−

2(q−+1)

≤ h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
2−q−

2(q−+1)

. (2.259)

Para os termos h
3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

e h
3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)

, utiliza-se (2.255) e mostra-se que

h
3sq−

2(q−+1)

δ
3q−

4(q−+1)

≤ h
3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

. (2.260)

Substituindo (2.254), (2.255), (2.256), (2.257), (2.258), (2.259) e (2.260) em (2.253),

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

3q−

4(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4

)

+ C

h s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
+
h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

+
h

2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

+
h

2s((q−)2−1)

q−+4

δ
2−q−

2(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

 .

Para os termos que possuem os numeradores iguais, comparam-se os denominadores.

Nomeadamente,

1 ≤ 7q− + 4

4(q− + 1)
⇔ q− ∈ (−∞,−1) ∪ [0,∞)⇒ h

s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
≤ h

s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

e

2− q−

2(q− + 1)
≤ q− + 4

4(q− + 1)
⇔ q− ∈ (−∞,−1) ∪ [0,∞)⇒ h

2s((q−)2−1)

q−+4

δ
2−q−

2(q−+1)

≤ h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

.
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Assim,

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

(
δ

3q−

4(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4

)

+ C

h s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

+
h

2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

+
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

 . (2.261)

Para finalizar, deve-se comparar h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

, h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

e h
3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

. Para isto,

suponha que h ≤ Cδβi onde βi > 0 e i = 1, 2, 3. Desta forma, tem-se

h
s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4

δ
7q−+4

4(q−+1)

≤ Cδ
β1s(5(q−)2−3q−−2)

q−+4 δ
− 7q−+4

4(q−+1) = Cδ
4β1s(5(q−)2−3q−−2)(q−+1)−(7q−+4)(q−+4)

4(q−+4)(q−+1) ,

h
2s((q−)2−1)

q−+4

δ
q−+4

4(q−+1)

≤ Cδ
2β2s((q

−)2−1)

q−+4 δ
− q−+4

4(q−+1) = Cδ
8β2s((q

−)2−1)(q−+1)−(q−+4)2

4(q−+4)(q−+1)

e

h
3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

≤ Cδ
3β3sq

−(q−−1)

q−+4 δ
− 3q−

4(q−+1) = Cδ
12β3sq

−(q−−1)(q−+1)−3q−(q−+4)

4(q−+4)(q−+1) .

Observa-se que os denominadores são iguais, então comparam-se apenas os numeradores.

Através da restrição de βi > 0, tem-se

β1 >
(7q− + 4)(q− + 4)

4s(5(q−)2 − 3q− − 2)(q− + 1)
,

β2 >
(q− + 4)2

8s((q−)2 − 1)(q− + 1)
,

β3 >
q− + 4

4s(q− − 1)(q− + 1)
.

Para β3 e β1, nota-se que

q− + 4

4s(q− − 1)(q− + 1)
≤ (7q− + 4)(q− + 4)

4s(5(q−)2 − 3q− − 2)(q− + 1)
⇔ q− ∈ S4,

onde S4 = [−4,−1) ∪ (−1,−2
5
) ∪ (1,∞).

Por outro lado, β3 e β2, tem-se

q− + 4

4s(q− − 1)(q− + 1)
≤ (q− + 4)2

8s((q−)2 − 1)(q− + 1)
⇔ q− ∈ S5,

com S5 = (−∞,−4] ∪ (1, 2].
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Consequentemente, β3 >
q−+4

4s((q−)2−1)
é a menor restrição. Desta maneira, a estimativa

(2.261) passa a ser

‖∇ (vk − Vk)‖2
L2(Ω) ≤ C

δ 3q−

4(q−+1) + h
3sq−(q−−1)

q−+4 +
h

3sq−(q−−1)

q−+4

δ
3q−

4(q−+1)

 .

Portanto, (2.230) é verificada. Adicionalmente, h ≤ Cδβ3 , com β3 >
q−+4

4s((q−)2−1)
, deter-

mina um critério para que exista a ordem de convergência do Teorema 2.35.

No que se segue, apresentam-se as tabelas com as ordens de convergência demonstradas

nos Teoremas 2.29, 2.31, 2.33 e 2.35.

A Tabela 2.2 explicita a ordem de convergência, em relação a δ, da solução discreta para

a solução fraca.

Tabela 2.2: Ordem de convergência, em relação a δ, da solução discreta para a solução fraca.

p(x) 1 < p(x) ≤ 2 2 < p(x) <∞

Ω ⊂ Rd d = 1 d > 1 d = 1 d > 1

‖uk − Uk‖L2(Ω) O(δ) O(δ) O(δ) O(δ)

‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) O(δ
1
2 ) O(δ

1
2 ) O(δ

1
2 ) O(δ

1
2 )

‖vk − Vk‖L2(Ω) O(δ
1

q+ ) O(δ
1

q+ ) O(δ
1
2 ) O(δ

3q−

4(q−+1) )

‖∇(vk − Vk)‖L2(Ω) O(δ
1

2q+ ) O(δ
1

2q+ ) O(δ
1
4 ) O(δ

3q−

8(q−+1) )

A Tabela 2.3 mostra a ordem de convergência, em relação a h, da solução discreta para

a solução fraca.

Tabela 2.3: Ordem de convergência, em relação a h, da solução discreta para a solução fraca.

p(x) 1 < p(x) ≤ 2 2 < p(x) <∞

Ω ⊂ Rd d = 1 d > 1 d = 1 d > 1

‖uk − Uk‖L2(Ω) O(h
sq+

2(q+−1) ) O(h
sq+

4(q+−1) ) O(hs(q
−−1)) O(h

2s((q−)2−1)

q−+4 )

‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) O(hs−1, h
sq+

2(q+−1) ) O(h
sq+

4(q+−1) ) O(hs(q
−−1)) O(h

2s((q−)2−1)

q−+4 )

‖vk − Vk‖L2(Ω) O(h
s

q+−1 ) O(h
s

2(q+−1) ) O(hs(q
−−1)) O(h

3sq−(q−−1)

q−+4 )

‖∇(vk − Vk)‖L2(Ω) O(h
s

2(q+−1) ) O(h
s

4(q+−1) ) O(h
s(q−−1)

2 ) O(h
3sq−(q−−1)

2(q−+4) )

Apresenta-se a seguir uma condição necessária em h e δ para que exista a ordem de

convergência. Neste caso, considera-se h ≤ Cδβ, com β > ε e os valores de ε são dados

na Tabela 2.4.
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Tabela 2.4: Relação entre h e δ.

p(x) 1 < p(x) ≤ 2 2 < p(x) <∞

Ω ⊂ Rd d = 1 d > 1 d = 1 d > 1

ε q+−1
sq+

2(q+−1)

sq+
1

2s(q−−1)
q−+4

4s((q−)2−1)

2.2.8 Discretização por bases de Lagrange

Nesta subsecção, transforma-se o Problema (2.92) num sistema de equações algébricas.

Para tanto, suponha que o espaço de elementos finitos Sh seja formado por uma base de

Lagrange. Nomeadamente,

Sh = 〈ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNe〉.

Consequentemente, representam-se

Uk =
Ne∑
i=1

ũi (tk)ϕi, Vk =
Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi,

Ψ =
Ne∑
i=1

ψiϕi, Φ =
Ne∑
i=1

ηiϕi,

(2.262)

onde ũi(tk) e ṽi(tk), com i = 1, . . . , Ne, são os coeficientes constantes a serem determina-

dos e as funções ψi e ηi são arbitrárias.

Substituindo (2.262) no Problema (2.92), tem-se

(
Ne∑
i=1

ũi (tk)ϕi,
Ne∑
i=1

ψiϕi

)
+ δ

(
∇

Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi,∇
Ne∑
i=1

ψiϕi

)

+αδ

(
∇

Ne∑
i=1

ũi (tk)ϕi,∇
Ne∑
i=1

ψiϕi

)
=

(
Ne∑
i=1

ũi (tk−1)ϕi,
Ne∑
i=1

ψiϕi

)
+δ

(
f (tk) ,

Ne∑
i=1

ψiϕi

)

e (
∇

Ne∑
i=1

ũi (tk)ϕi,∇
Ne∑
i=1

ηiϕi

)
=

∣∣∣∣∣
Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi

∣∣∣∣∣
q(x)−2 Ne∑

i=1

ṽi (tk)ϕi,
Ne∑
i=1

ηiϕi

 .

Usa-se o facto de ũi(tk) e ṽi(tk) serem os coeficientes constantes e, além disto, da

arbitrariedade das funções ψi e ηi, escolhem-se sem perda de generalidade ψi = ηi = ϕj
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com j = 1, . . . , Ne. Assim,

Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ũi (tk) (ϕi, ϕj) + δ

Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ṽi (tk) (∇ϕi,∇ϕj)

+ αδ
Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ũi (tk) (∇ϕi,∇ϕj) =
Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ũi (tk−1) (ϕi, ϕj) + δ

Ne∑
j=1

(f (tk) , ϕj) (2.263)

e

Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ũi (tk) (∇ϕi,∇ϕj) =
Ne∑
j=1

∣∣∣∣∣
Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi

∣∣∣∣∣
q(x)−2 Ne∑

i=1

ṽi (tk)ϕi, ϕj

 . (2.264)

Nota-se que,

Ne∑
j=1

∣∣∣∣∣
Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi

∣∣∣∣∣
q(x)−2 Ne∑

i=1

ṽi (tk)ϕi, ϕj


=

Ne∑
j=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣
Ne∑
i=1

ṽi (tk)ϕi

∣∣∣∣∣
q(x)−2 Ne∑

i=1

ṽi (tk)ϕiϕjdx

=
Ne∑
j=1

Ne∑
i=1

ṽi (tk)

∫
Ω

∣∣∣∣∣
Ne∑
l=1

ṽl (tk)ϕl

∣∣∣∣∣
q(x)−2

ϕiϕjdx.

Sejam ~uk, ~vk, ~fk os vetores com elementos em Rd×1 e denotados por ũi(tk), ṽi(tk) e

fi(tk) = (f(tk), ϕi), respetivamente. Denotam-se porM,A,B as matrizes com elementos

em Rd×d definidos por

mij = (ϕi, ϕj) ,

aij = (∇ϕi,∇ϕj) ,

bij =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
Ne∑
l=1

ṽl (tk)ϕl

∣∣∣∣∣
q(x)−2

ϕiϕjdx,

respetivamente. Assim, obtém-se o sistema de equações algébricas associado com (2.263)

e (2.264), {
M~uk + δA~vk + αδA~uk =M~uk−1 + δ ~fk,

A~uk = B (~vk)~vk.
(2.265)

Destaca-se que a existência, a unicidade e a regularidade das soluções ~uk e ~vk para

o Problema (2.265) são garantidas pelos Teoremas 2.23, 2.24, 2.25 e 2.26. Além disto,
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observa-se que as matrizes M e A são constrúıdas através do produto interno de funções

que formam o espaço de elementos finitos Sh, isto implica que para Ω ⊂ R e r = 1, ambas

as matrizesM e A são tridiagonais, simétricas e definidas positivas. Portanto, o Problema

(2.265) constitui um sistema não linear.
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Caṕıtulo 3

Resultados numéricos

Neste caṕıtulo, apresentam-se os resultados da implementação da teoria utilizando o

software MATLAB. O código desenvolvido é validado e realiza-se uma análise detalhada da

ordem de convergência tanto no espaço quanto no tempo. Nos Exemplos 1 e 2, considera-

se o Problema (2.7) num doḿınio unidimensional. No Exemplo 3, investiga-se o mesmo

problema num doḿınio bidimensional.

3.1 Exemplo 1 com 1.4 ≤ p(x) < 1.93

Neste exemplo, investiga-se o Problema (2.7) num doḿınio unidimensional Ω = (0, 1),

com o intervalo temporal 0 < t ≤ 1, α = 1 e a função de expoente variável

p(x) =
20x+ 14

10x2 + 10
.

Deste modo, p− = 1.4 e p+ = 7+
√

149
10

< 1.93. Além disso, a solução exata u = u(x, t) é

definida por

u =
62500000x (te−t)

10

186279093

(
30045015x31 − 320480160x30 + 1541620080x29

− 4404628800x28 + 8279070800x27 − 10699106880x26 + 9629196192x25

−5960930976x24 + 2429727300x23 − 589024800x22 + 64512240x21 − 11
)
.

Verifica-se que as condições de fronteira para a função u são satisfeitas, nomeadamente,

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Por outro lado, para t = 0, a condição inicial é dada por

u(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Ω.

Observe-se que

uxx =
(
te−t

)10 (
10x3 − 10x2

)10
=
(
te−t

)10 [
(−1)

(
−10x3 + 10x2

)]10
,
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ou seja,

uxx =
[
te−t

(
10x2 − 10x3

)]10
.

A seguir, apresentam-se os gráficos de u e de uxx nas Figuras 3.1(a) e 3.1(b), respetiva-

mente.

(a) u(x, t). (b) uxx(x, t).

Figura 3.1: Funções u(x, t) e uxx(x, t) do Exemplo 1.

Tem-se que uxx ≥ 0, ∀ x ∈ Ω e ∀ t ∈ [0, T ]. Agora, através da mudança de variável

(2.6) define-se a função v por

v = − (uxx)
p(x)−1 = −

[
te−t

(
10x2 − 10x3

)]−10x2+20x+4

x2+1 ,

cujo gráfico está explicitado na Figura 3.2(a). Deste modo, as condições de fronteira para

a função v são satisfeitas,

v(0, t) = v(1, t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Determina-se agora a função f utilizando (2.7), resultando em f = ut − vxx − uxx. O

gráfico de f é mostrado na Figura 3.2(b). Salienta-se que as funções f , u, v e p estão em

conformidade com as hipóteses do Teorema 2.29.
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(a) v(x, t). (b) f(x, t).

Figura 3.2: Funções v(x, t) e f(x, t) do Exemplo 1.

Aplica-se o método dos elementos finitos ao exemplo mencionado utilizando uma malha

uniforme e um espaço de elementos finitos formado por funções de base linear. Nas Figuras

3.3(a) e 3.3(b) comparam-se as soluções aproximadas com as soluções exatas utilizando

Ne = 25 elementos finitos, h = 1
Ne

, o tempo t = 1, δ = 1
Nt

e Nt = 1000. Observa-se que,

mesmo com um número reduzido de elementos finitos, as aproximações das soluções são

bastante satisfatórias.

(a) u(x, 1) e UNt . (b) v(x, 1) e VNt .

Figura 3.3: Soluções exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 1.

Para investigar a ordem de convergência numérica em relação a h, realizam-se simulações

computacionais com δ = 1
1000

. Variam-se o grau das funções de base para r = 1, 2, 3, 4 e o

número de elementos finitos para Ne = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18, 21, 25, 32, 42,

56, 74, 100, 139, 178, 247, 316. Além disso, calculam-se a norma do erro e do gradiente do
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erro em L2(Ω), definidas por

‖e (Uk)‖2 =

(
Ne∑
i=1

∫
Ti

|uk − Uk|2 dx

) 1
2

, (3.1)

‖e (∇Uk)‖2 =

(
Ne∑
i=1

∫
Ti

|∇uk −∇Uk|2 dx

) 1
2

, (3.2)

para k = 0, 1, . . . , n.

Traçando o gráfico log(h) versus log(‖e‖2), a inclinação da reta obtida indica a ordem

de convergência numérica de h. Analiticamente, a ordem de convergência numérica é

determinada por

ordem =
log
(
‖e (Uk,h1)‖2

)
− log

(
‖e (Uk,h2)‖2

)
log (h1)− log (h2)

,

onde k = 0, 1, . . . , n.

As Tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 apresentam os resultados da ordem de convergência

numérica em relação a h e os erros na norma L2(Ω).

Tabela 3.1: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 1 do Exemplo 1.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/9 2.38e-06 1.82 2.06e-04 2.12 2.94e-05 1.06 5.95e-03 1.11

1/10 1.96e-06 1.86 1.64e-04 2.14 2.64e-05 1.02 5.29e-03 1.12

1/12 1.38e-06 1.89 1.16e-04 1.90 2.19e-05 1.02 4.47e-03 0.92

1/14 1.03e-06 1.92 8.64e-05 1.92 1.87e-05 1.02 3.86e-03 0.94

1/16 7.95e-07 1.94 6.66e-05 1.94 1.63e-05 1.02 3.40e-03 0.96

1/18 6.32e-07 1.95 5.29e-05 1.95 1.45e-05 1.01 3.03e-03 0.97

1/21 4.67e-07 1.96 3.91e-05 1.97 1.24e-05 1.01 2.61e-03 0.97

1/25 3.32e-07 1.97 2.77e-05 1.97 1.04e-05 1.01 2.20e-03 0.98

1/32 2.04e-07 1.97 1.70e-05 1.98 8.12e-06 1.01 1.73e-03 0.99

1/42 1.19e-07 1.98 9.88e-06 1.99 6.18e-06 1.00 1.32e-03 0.99

1/56 6.75e-08 1.97 5.57e-06 1.99 4.63e-06 1.00 9.89e-04 1.00

1/74 3.91e-08 1.96 3.19e-06 2.00 3.50e-06 1.00 7.49e-04 1.00

1/100 2.19e-08 1.93 1.75e-06 2.00 2.59e-06 1.00 5.54e-04 1.00

1/139 1.18e-08 1.87 9.08e-07 1.99 1.86e-06 1.00 3.99e-04 1.00

1/178 7.62e-09 1.78 5.55e-07 1.99 1.46e-06 1.00 3.12e-04 1.00

1/247 4.48e-09 1.62 2.90e-07 1.98 1.05e-06 1.00 2.25e-04 1.00

1/316 3.17e-09 1.40 1.79e-07 1.95 8.20e-07 1.00 1.76e-04 1.00
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Tabela 3.2: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 2 do Exemplo 1.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/9 7.27e-08 2.61 2.19e-05 1.96 3.42e-06 1.37 1.30e-03 1.05

1/10 5.17e-08 3.23 1.80e-05 1.90 2.78e-06 1.99 1.17e-03 0.98

1/12 2.87e-08 3.23 1.06e-05 2.87 1.93e-06 2.00 8.30e-04 1.88

1/14 1.77e-08 3.13 6.77e-06 2.94 1.42e-06 1.97 6.15e-04 1.94

1/16 1.17e-08 3.08 4.57e-06 2.95 1.09e-06 1.98 4.74e-04 1.95

1/18 8.23e-09 3.02 3.22e-06 2.96 8.66e-07 1.98 3.76e-04 1.96

1/21 5.24e-09 2.92 2.04e-06 2.97 6.38e-07 1.98 2.78e-04 1.97

1/25 3.27e-09 2.71 1.21e-06 2.97 4.51e-07 1.99 1.97e-04 1.98

1/32 1.92e-09 2.16 5.82e-07 2.98 2.76e-07 1.99 1.21e-04 1.98

1/42 1.41e-09 1.14 2.59e-07 2.97 1.60e-07 1.99 7.01e-05 1.99

1/56 1.27e-09 0.35 1.13e-07 2.90 9.03e-08 1.99 3.95e-05 1.99

1/74 1.24e-09 0.08 5.55e-08 2.54 5.18e-08 1.99 2.26e-05 2.00

1/100 1.24e-09 0.02 3.49e-08 1.54 2.86e-08 1.98 1.24e-05 2.00

Tabela 3.3: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 3 do Exemplo 1.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/9 5.48e-09 5.51 3.75e-06 4.34 4.33e-07 4.53 3.18e-04 3.33

1/10 3.77e-09 3.55 2.13e-06 5.38 3.24e-07 2.76 2.02e-04 4.33

1/12 2.18e-09 2.99 1.03e-06 3.97 1.97e-07 2.72 1.17e-04 2.97

1/14 1.57e-09 2.13 5.67e-07 3.88 1.25e-07 2.98 7.52e-05 2.88

1/16 1.36e-09 1.08 3.37e-07 3.89 8.39e-08 2.96 5.10e-05 2.91

1/18 1.29e-09 0.48 2.13e-07 3.88 5.92e-08 2.96 3.61e-05 2.93

1/21 1.25e-09 0.19 1.19e-07 3.81 3.75e-08 2.96 2.29e-05 2.95

1/25 1.24e-09 0.05 6.45e-08 3.49 2.25e-08 2.93 1.36e-05 2.97

1/32 1.23e-09 0.01 3.63e-08 2.33 1.13e-08 2.79 6.53e-06 2.98

1/42 1.23e-09 0.00 3.01e-08 0.69 6.15e-09 2.25 2.90e-06 2.99

1/56 1.23e-09 0.00 2.93e-08 0.09 4.42e-09 1.15 1.23e-06 2.99

Tabela 3.4: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 4 do Exemplo 1.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.21e-06 − 2.91e-04 − 1.51e-05 − 6.81e-03 −
1/3 3.53e-08 8.72 3.36e-05 5.33 1.38e-06 5.90 1.36e-03 3.97

1/4 2.97e-08 0.61 2.13e-05 1.59 1.29e-06 0.24 1.03e-03 0.98

1/5 7.18e-09 6.36 5.72e-06 5.89 4.34e-07 4.88 3.53e-04 4.80

1/6 5.60e-09 1.36 3.12e-06 3.31 3.85e-07 0.65 2.32e-04 2.31

1/7 2.08e-09 6.44 1.63e-06 4.20 1.33e-07 6.91 1.41e-04 3.20

1/8 1.38e-09 3.08 4.03e-07 10.49 5.91e-08 6.06 4.06e-05 9.33

1/9 1.37e-09 0.02 2.67e-07 3.49 6.62e-08 -0.95 3.00e-05 2.58

1/10 1.28e-09 0.64 2.44e-07 0.85 4.31e-08 4.07 3.01e-05 -0.02

1/12 1.24e-09 0.18 1.07e-07 4.50 1.93e-08 4.41 1.54e-05 3.68

Observa-se que, na Tabela 3.2, quando Ne ≥ 42 a ordem de convergência numérica em

relação a h para a função u está a diminuir devido à sobreposição de erros computacionais

e da constante C = C(u, v, p−, p+, T, α). Esta análise é similar para v quando Ne ≥ 100.

Na Tabela 3.3, isto acontece quando Ne ≥ 16, 32, 56 para, respetivamente, u, v e ∇u. Na

Tabela 3.4, nota-se isto quando Ne ≥ 9, 10 para, respetivamente, u e v.
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Nas Figuras 3.4(a) e 3.4(b) são apresentados os gráficos da ordem de convergência

numérica em relação a h para as funções u e v, respetivamente. Observa-se que, os

referidos gráficos e as tabelas correspondentes estão em conformidade com os resultados

do Teorema 2.29, o que implica que as simulações computacionais são consistentes com

a investigação anaĺıtica. Além disso, devido à regularidade das soluções, tem-se que, para

‖uk − Uk‖L2(Ω) e ‖vk − Vk‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica é aproximadamente

ótima O(hr+1) para polinómios de grau r, onde r ≥ 1.

(a) u. (b) v.

Figura 3.4: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 1.

Abaixo, apresentam-se as Figuras 3.5(a) e 3.5(b) com os gráficos da ordem de con-

vergência numérica em relação a h para as funções ∇u e ∇v, respetivamente. Destaca-se

que, para ‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) e ‖∇(vk − Vk)‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica é

aproximadamente ótima O(hr).

(a) ∇u. (b) ∇v.

Figura 3.5: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 1.
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A seguir, investiga-se a ordem de convergência numérica em relação a δ. Para isso,

são realizadas simulações computacionais com h = 1
316

, variando o grau das funções

de base para r = 1, 2, 3, 4 e δ = 1
Nt

com Nt = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18,

21, 25, 32, 42, 56, 74, 100, 139, 178, 247, 316.

Realizam-se os cálculos da norma do erro e do gradiente do erro em L2(Ω), definidas por

(3.1) e (3.2), respetivamente. Da mesma forma que para h, traça-se o gráfico log(δ) versus

log(‖e‖2) e obtém-se que a inclinação da reta indica a ordem de convergência numérica de

δ. Analiticamente, esta ordem de convergência numérica é definida por

ordem =
log
(
‖e (Uk1,δ1)‖2

)
− log

(
‖e (Uk2,δ2)‖2

)
log (δ1)− log (δ2)

.

As Tabelas 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 apresentam os resultados da ordem de convergência

numérica em relação a δ e os respetivos erros na norma L2(Ω).

Tabela 3.5: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 1 do Exemplo 1.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 2.50e-07 0.85 5.92e-06 0.86 1.15e-06 0.46 1.77e-04 0.01

1/6 2.12e-07 0.92 5.00e-06 0.92 1.06e-06 0.41 1.76e-04 0.01

1/7 1.83e-07 0.95 4.31e-06 0.96 1.01e-06 0.35 1.76e-04 0.01

1/8 1.60e-07 0.97 3.78e-06 0.98 9.67e-07 0.30 1.76e-04 0.01

1/9 1.43e-07 0.98 3.37e-06 0.99 9.38e-07 0.25 1.76e-04 0.00

1/10 1.29e-07 0.99 3.03e-06 1.00 9.17e-07 0.22 1.76e-04 0.00

1/12 1.07e-07 0.99 2.53e-06 1.00 8.89e-07 0.17 1.76e-04 0.00

1/14 9.21e-08 1.00 2.16e-06 1.00 8.71e-07 0.13 1.76e-04 0.00

1/16 8.07e-08 0.99 1.89e-06 1.00 8.59e-07 0.10 1.76e-04 0.00

1/18 7.18e-08 0.99 1.68e-06 1.00 8.51e-07 0.08 1.76e-04 0.00

1/21 6.16e-08 0.99 1.44e-06 1.00 8.43e-07 0.06 1.76e-04 0.00

Tabela 3.6: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 2 do Exemplo 1.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 2.49e-07 0.86 5.90e-06 0.86 7.96e-07 0.86 1.87e-05 0.86

1/6 2.10e-07 0.93 4.99e-06 0.93 6.72e-07 0.93 1.58e-05 0.92

1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.80e-07 0.96 1.36e-05 0.96

1/8 1.59e-07 0.98 3.77e-06 0.98 5.08e-07 0.98 1.20e-05 0.97

1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 0.98

1/10 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.59e-06 0.99

1/12 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 8.01e-06 0.99

1/14 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.88e-06 0.99

1/16 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 6.04e-06 0.98

1/18 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.39e-06 0.97

1/21 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.65e-06 0.95
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Tabela 3.7: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 3 do Exemplo 1.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 2.49e-07 0.86 5.90e-06 0.86 7.96e-07 0.86 1.86e-05 0.86

1/6 2.10e-07 0.93 4.99e-06 0.93 6.72e-07 0.93 1.57e-05 0.93

1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.79e-07 0.96 1.36e-05 0.96

1/8 1.59e-07 0.98 3.77e-06 0.98 5.08e-07 0.98 1.19e-05 0.98

1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 1.00

1/10 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.51e-06 1.00

1/12 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 7.91e-06 1.01

1/14 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.77e-06 1.01

1/16 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 5.91e-06 1.02

1/18 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.24e-06 1.02

1/21 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.48e-06 1.02

Tabela 3.8: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 4 do Exemplo 1.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 2.49e-07 0.86 5.90e-06 0.86 7.96e-07 0.86 1.86e-05 0.86

1/6 2.10e-07 0.93 4.99e-06 0.93 6.72e-07 0.93 1.57e-05 0.93

1/7 1.81e-07 0.96 4.30e-06 0.96 5.79e-07 0.96 1.36e-05 0.96

1/8 1.59e-07 0.98 3.77e-06 0.98 5.08e-07 0.98 1.19e-05 0.98

1/9 1.41e-07 0.99 3.35e-06 1.00 4.52e-07 0.99 1.06e-05 1.00

1/10 1.27e-07 1.00 3.02e-06 1.00 4.07e-07 1.00 9.51e-06 1.00

1/12 1.06e-07 1.01 2.51e-06 1.01 3.39e-07 1.01 7.91e-06 1.01

1/14 9.05e-08 1.01 2.15e-06 1.01 2.90e-07 1.01 6.77e-06 1.01

1/16 7.90e-08 1.01 1.87e-06 1.02 2.53e-07 1.01 5.91e-06 1.02

1/18 7.01e-08 1.02 1.66e-06 1.02 2.24e-07 1.02 5.24e-06 1.02

1/21 5.99e-08 1.02 1.42e-06 1.02 1.92e-07 1.01 4.48e-06 1.02

Na Figura 3.6 são apresentados os gráficos da ordem de convergência numérica em relação

a δ. Verifica-se através desses gráficos e das respetivas tabelas que, para ‖uk − Uk‖L2(Ω),

‖vk−Vk‖L2(Ω), ‖∇(uk−Uk)‖L2(Ω) e ‖∇(vk−Vk)‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica

está suficientemente próxima da ordem ótima O(δ). Salienta-se que, quando r = 1 o

gráfico da ordem de convergência numérica em δ para o gradiente das soluções é omitido

devido ao facto de que o erro depende exclusivamente do termo hs−1 e da constante

C = C(u, v, p−, p+, T, α), resultando em nenhuma ordem de convergência numérica em δ.
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Figura 3.6: Ordem de convergência numérica em relação a δ do Exemplo 1.

3.2 Exemplo 2 com 2.5 ≤ p(x) ≤ 3

Neste exemplo, estuda-se o Problema (2.7) no doḿınio Ω = (0, 1), 0 < t ≤ 1, α = 1,

sendo a função de expoente variável definida por

p(x) =
x+ 5

2
,

o que implica p− = 2.5 e p+ = 3. Além disso, considere-se a solução exata u = u(x, t)

dada por

u =
(
te−t

)2
(
x2 − x

4
+

cos (2πx)− 1

8π2

)
.

Deste modo, as condições de fronteira para a função u são satisfeitas. De facto,

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Adicionalmente, para t = 0, a condição inicial é dada por

u(x, 0) = 0, ∀ x ∈ Ω.

Tem-se

uxx =
(
te−t

)2
(

1

2
− cos (2πx)

2

)
=
(
te−t sin (πx)

)2
.

Os gráficos de u e de uxx são apresentados, respetivamente, nas Figuras 3.7(a) e 3.7(b).
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(a) u(x, t). (b) uxx(x, t).

Figura 3.7: Funções u(x, t) e uxx(x, t) do Exemplo 2.

Verifica-se que uxx ≥ 0, ∀ x ∈ Ω e ∀ t ∈ [0, T ]. Assim, a mudança de variável definida

por (2.6) implica que

v = − (uxx)
p(x)−1 = −

(
te−t sin (πx)

)x+3
,

cujo gráfico está representado na Figura 3.8(a). Observe-se que as condições de fronteira

para a função v são satisfeitas. Com efeito,

v(0, t) = v(1, t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ].

Para a função f utiliza-se (2.7), obtendo-se f = ut − vxx − uxx. O seu gráfico está

apresentado na Figura 3.8(b). Destaca-se que as funções f , u, v e p estão de acordo com

as condições do Teorema 2.33.

(a) v(x, t). (b) f(x, t).

Figura 3.8: Funções v(x, t) e f(x, t) do Exemplo 2.
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Aplica-se o método dos elementos finitos com uma malha uniforme e com o espaço de

elementos finitos formado por funções de base lineares (r = 1). As Figuras 3.9(a) e 3.9(b)

mostram as soluções aproximadas e as soluções exatas em t = 1. Utilizam-se δ = 1
Nt

,

Nt = 1000, Ne = 18 elementos finitos e verifica-se que, mesmo com poucos elementos

finitos, as aproximações produzem bons resultados.

(a) u(x, 1) e UNt . (b) v(x, 1) e VNt .

Figura 3.9: Soluções exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 2.

Nas Tabelas 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12, apresentam-se os resultados da ordem de convergência

numérica em relação a h e os erros na norma L2(Ω) definidos por (3.1) e (3.2). Destaca-se

que, se fixou δ = 1
1000

e, posteriormente, variaram-se o grau das funções de base para r =

1, 2, 3, 4 e o número de elementos finitos para Ne = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18,

21, 25, 32, 42, 56, 74, 100, 139, 178, 247, 316.

Tabela 3.9: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 1 do Exemplo 2.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 2.92e-04 2.06 1.84e-03 1.48 4.79e-03 0.97 3.02e-02 0.58

1/6 2.02e-04 2.04 1.30e-03 1.91 4.00e-03 0.99 2.56e-02 0.91

1/7 1.47e-04 2.03 9.65e-04 1.94 3.43e-03 1.00 2.21e-02 0.94

1/8 1.13e-04 2.02 7.44e-04 1.95 3.00e-03 1.00 1.95e-02 0.95

1/9 8.88e-05 2.02 5.91e-04 1.96 2.67e-03 1.00 1.74e-02 0.96

1/10 7.18e-05 2.01 4.80e-04 1.97 2.40e-03 1.00 1.57e-02 0.97

1/12 4.98e-05 2.01 3.35e-04 1.97 2.00e-03 1.00 1.31e-02 0.98

1/14 3.66e-05 2.00 2.47e-04 1.98 1.71e-03 1.00 1.13e-02 0.98

1/16 2.80e-05 2.00 1.89e-04 1.98 1.50e-03 1.00 9.90e-03 0.99

1/18 2.22e-05 1.99 1.50e-04 1.99 1.33e-03 1.00 8.81e-03 0.99

1/21 1.63e-05 1.99 1.10e-04 1.99 1.14e-03 1.00 7.56e-03 0.99

1/25 1.16e-05 1.98 7.80e-05 1.99 9.58e-04 1.00 6.36e-03 0.99

1/32 7.12e-06 1.96 4.77e-05 1.99 7.48e-04 1.00 4.97e-03 1.00

1/42 4.21e-06 1.94 2.78e-05 1.99 5.70e-04 1.00 3.79e-03 1.00

1/56 2.44e-06 1.89 1.57e-05 1.98 4.27e-04 1.00 2.84e-03 1.00

1/74 1.48e-06 1.81 9.12e-06 1.96 3.23e-04 1.00 2.15e-03 1.00

1/100 8.97e-07 1.65 5.11e-06 1.92 2.39e-04 1.00 1.59e-03 1.00

1/139 5.68e-07 1.39 2.79e-06 1.84 1.72e-04 1.00 1.15e-03 1.00
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Tabela 3.10: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 2 do Exemplo 2.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/5 1.63e-05 3.13 2.19e-04 3.44 4.52e-04 1.99 7.16e-03 2.42

1/6 9.40e-06 3.01 1.30e-04 2.86 3.14e-04 2.01 5.08e-03 1.88

1/7 6.14e-06 2.76 8.35e-05 2.88 2.31e-04 1.99 3.80e-03 1.89

1/8 4.14e-06 2.95 5.66e-05 2.91 1.76e-04 2.01 2.94e-03 1.92

1/9 2.90e-06 3.01 4.00e-05 2.94 1.39e-04 2.01 2.34e-03 1.94

1/10 2.12e-06 2.98 2.93e-05 2.95 1.13e-04 2.01 1.90e-03 1.95

1/12 1.25e-06 2.89 1.71e-05 2.96 7.80e-05 2.01 1.33e-03 1.96

1/14 8.27e-07 2.70 1.08e-05 2.97 5.73e-05 2.01 9.82e-04 1.97

1/16 5.99e-07 2.42 7.29e-06 2.97 4.38e-05 2.00 7.54e-04 1.98

1/18 4.70e-07 2.06 5.15e-06 2.95 3.46e-05 2.00 5.97e-04 1.98

1/21 3.68e-07 1.58 3.28e-06 2.92 2.54e-05 2.00 4.39e-04 1.99

1/25 3.09e-07 1.00 2.01e-06 2.81 1.80e-05 2.00 3.10e-04 1.99

1/32 2.76e-07 0.46 1.11e-06 2.42 1.10e-05 1.99 1.90e-04 1.99

1/42 2.64e-07 0.16 7.48e-07 1.45 6.41e-06 1.98 1.10e-04 2.00

1/56 2.61e-07 0.05 6.52e-07 0.47 3.68e-06 1.93 6.21e-05 2.00

1/74 2.60e-07 0.01 6.34e-07 0.10 2.22e-06 1.81 3.56e-05 2.00

Tabela 3.11: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 3 do Exemplo 2.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/3 1.03e-05 2.78 2.38e-04 3.17 2.31e-04 1.41 6.73e-03 2.13

1/4 2.64e-06 4.75 4.83e-05 5.54 9.12e-05 3.23 1.86e-03 4.47

1/5 1.12e-06 3.86 2.81e-05 2.43 4.70e-05 2.97 1.33e-03 1.50

1/6 6.66e-07 2.83 1.39e-05 3.86 2.75e-05 2.94 7.91e-04 2.86

1/7 4.75e-07 2.20 7.55e-06 3.95 1.74e-05 2.95 5.01e-04 2.96

1/8 3.82e-07 1.63 4.47e-06 3.93 1.17e-05 2.96 3.37e-04 2.97

1/9 3.33e-07 1.16 2.84e-06 3.85 8.29e-06 2.96 2.37e-04 2.97

1/10 3.06e-07 0.80 1.92e-06 3.69 6.08e-06 2.94 1.74e-04 2.97

1/12 2.81e-07 0.48 1.08e-06 3.18 3.60e-06 2.88 1.01e-04 2.97

1/14 2.70e-07 0.24 7.86e-07 2.05 2.37e-06 2.72 6.38e-05 2.98

1/16 2.66e-07 0.13 6.87e-07 1.01 1.71e-06 2.42 4.29e-05 2.98

1/18 2.63e-07 0.08 6.52e-07 0.44 1.35e-06 2.01 3.02e-05 2.97

1/21 2.61e-07 0.04 6.36e-07 0.16 1.08e-06 1.43 1.91e-05 2.96

1/25 2.60e-07 0.02 6.32e-07 0.04 9.47e-07 0.78 1.15e-05 2.93

1/32 2.60e-07 0.01 6.30e-07 0.01 8.83e-07 0.28 5.76e-06 2.79

1/42 2.60e-07 0.00 6.30e-07 0.00 8.68e-07 0.07 3.12e-06 2.25

Tabela 3.12: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 4 do Exemplo 2.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 8.59e-06 − 1.61e-04 − 1.89e-04 − 4.13e-03 −
1/3 2.10e-06 3.47 2.73e-05 4.38 3.24e-05 4.35 1.01e-03 3.46

1/4 6.77e-07 3.94 1.09e-05 3.19 1.08e-05 3.83 5.38e-04 2.20

1/5 3.50e-07 2.96 2.82e-06 6.06 4.42e-06 4.00 1.71e-04 5.14

1/6 2.80e-07 1.21 1.25e-06 4.48 2.21e-06 3.79 8.06e-05 4.12

1/7 2.64e-07 0.38 8.10e-07 2.80 1.37e-06 3.10 4.44e-05 3.87

1/8 2.60e-07 0.11 6.85e-07 1.25 1.05e-06 2.00 2.65e-05 3.87

1/9 2.59e-07 0.03 6.49e-07 0.46 9.32e-07 1.02 1.68e-05 3.86

1/10 2.59e-07 0.00 6.38e-07 0.17 8.88e-07 0.45 1.12e-05 3.82

1/12 2.60e-07 0.00 6.32e-07 0.05 8.66e-07 0.14 5.79e-06 3.63

1/14 2.60e-07 -0.01 6.31e-07 0.01 8.64e-07 0.01 3.60e-06 3.09
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Nota-se que, na Tabela 3.9, para o caso em que Ne ≥ 6 a ordem de convergência

numérica em relação a h para a função u está a decrescer devido à sobreposição de erros

computacionais e da constante C = C(u, v, p−, p+, T, α). Esta análise é idêntica para v

quando Ne ≥ 139. Na Tabela 3.10, isto acontece quando Ne ≥ 14, 25, 74 para, respeti-

vamente, u, v e ∇u. Na Tabela 3.11, o mesmo acontece quando Ne ≥ 6, 10, 14, 32 para,

respetivamente, u, v,∇u e ∇v. De maneira análoga, verifica-se isto na Tabela 3.12 quando

Ne ≥ 5, 7, 12 para, respetivamente, u, v e ∇u, e ∇v.

Os gráficos da ordem de convergência numérica em relação a h para u e v são apre-

sentados, respetivamente, nas Figuras 3.10(a) e 3.10(b). Investigando os referidos gráficos

e as respetivas tabelas, nota-se que os resultados são consistentes com o Teorema 2.33,

portanto as simulações computacionais estão de acordo com o estudo anaĺıtico. Observa-se

que, quando se utilizam polinómios de grau r = 1, 2, 3, a ordem de convergência numérica

para ‖uk − Uk‖L2(Ω) e ‖vk − Vk‖L2(Ω) é aproximadamente ótima O(hr+1). Por outro lado,

para polinómios de grau r = 4 a referida ordem de convergência numérica é significativa-

mente menor do que a ordem ótima.

(a) u. (b) v.

Figura 3.10: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 2.

As Figuras 3.11(a) e 3.11(b) mostram os gráficos da ordem de convergência numérica

em relação a h para ∇u e ∇v, respetivamente. Tem-se que, para ‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) e

‖∇(vk − Vk)‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica está suficientemente próxima da

ordem ótima O(hr).

127



(a) ∇u. (b) ∇v.

Figura 3.11: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 2.

Para a investigação da ordem de convergência numérica em relação a δ, foram con-

siderados h = 1
100

, o grau das funções de base r = 1, 2, 3, 4 e δ = 1
Nt

com Nt =

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18, 21, 25, 32, 42, 56, 74, 100, 139, 178, 247, 316. As Ta-

belas 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 exibem os resultados da referida ordem de convergência

numérica e os erros na norma L2(Ω).

Tabela 3.13: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 1 do Exemplo 2.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.51e-04 − 3.57e-04 − 5.53e-04 − 1.95e-03 −
1/3 1.01e-04 1.00 2.39e-04 0.99 4.09e-04 0.74 1.76e-03 0.25

1/4 7.42e-05 1.06 1.77e-04 1.04 3.42e-04 0.62 1.69e-03 0.15

1/5 5.84e-05 1.07 1.40e-04 1.05 3.07e-04 0.49 1.65e-03 0.09

1/6 4.81e-05 1.07 1.16e-04 1.05 2.86e-04 0.37 1.63e-03 0.06

1/7 4.09e-05 1.06 9.84e-05 1.05 2.74e-04 0.29 1.62e-03 0.05

1/8 3.55e-05 1.06 8.57e-05 1.04 2.66e-04 0.23 1.61e-03 0.03

1/9 3.14e-05 1.05 7.59e-05 1.03 2.60e-04 0.18 1.61e-03 0.03

1/10 2.81e-05 1.04 6.81e-05 1.03 2.56e-04 0.15 1.61e-03 0.02

1/12 2.33e-05 1.03 5.66e-05 1.02 2.51e-04 0.11 1.60e-03 0.02

1/14 1.99e-05 1.02 4.85e-05 1.00 2.48e-04 0.08 1.60e-03 0.01

1/16 1.73e-05 1.02 4.25e-05 0.99 2.45e-04 0.06 1.60e-03 0.01

1/18 1.54e-05 1.01 3.79e-05 0.98 2.44e-04 0.05 1.60e-03 0.01

1/21 1.32e-05 1.00 3.26e-05 0.97 2.43e-04 0.04 1.60e-03 0.00
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Tabela 3.14: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 2 do Exemplo 2.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.50e-04 − 3.56e-04 − 5.00e-04 − 1.13e-03 −
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.56e-04 0.99

1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05

1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.06

1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59e-04 1.07 3.63e-04 1.07

1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.08e-04 1.06

1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06

1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.05

1/10 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.12e-04 1.04

1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.75e-04 1.04

1/14 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.50e-04 1.03

1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.31e-04 1.02

1/18 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.16e-04 1.01

1/21 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.95e-05 1.00

Tabela 3.15: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 3 do Exemplo 2.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.50e-04 − 3.56e-04 − 5.00e-04 − 1.13e-03 −
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.55e-04 1.00

1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05

1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.07

1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59e-04 1.07 3.62e-04 1.07

1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.07e-04 1.06

1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06

1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.06

1/10 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.11e-04 1.05

1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.74e-04 1.05

1/14 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.48e-04 1.04

1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.29e-04 1.04

1/18 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.14e-04 1.03

1/21 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.76e-05 1.03

Tabela 3.16: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 4 do Exemplo 2.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.50e-04 − 3.56e-04 − 5.00e-04 − 1.13e-03 −
1/3 1.00e-04 1.00 2.38e-04 0.99 3.33e-04 1.00 7.55e-04 1.00

1/4 7.38e-05 1.06 1.76e-04 1.05 2.46e-04 1.06 5.58e-04 1.05

1/5 5.80e-05 1.08 1.38e-04 1.07 1.93e-04 1.07 4.40e-04 1.07

1/6 4.77e-05 1.08 1.14e-04 1.07 1.59e-04 1.07 3.62e-04 1.07

1/7 4.04e-05 1.07 9.67e-05 1.06 1.35e-04 1.07 3.07e-04 1.06

1/8 3.51e-05 1.07 8.40e-05 1.06 1.17e-04 1.07 2.67e-04 1.06

1/9 3.09e-05 1.06 7.41e-05 1.06 1.03e-04 1.06 2.36e-04 1.06

1/10 2.77e-05 1.06 6.64e-05 1.05 9.22e-05 1.06 2.11e-04 1.05

1/12 2.28e-05 1.05 5.48e-05 1.05 7.61e-05 1.05 1.74e-04 1.05

1/14 1.94e-05 1.05 4.67e-05 1.04 6.47e-05 1.05 1.48e-04 1.04

1/16 1.69e-05 1.04 4.07e-05 1.04 5.63e-05 1.04 1.29e-04 1.04

1/18 1.50e-05 1.04 3.60e-05 1.03 4.98e-05 1.04 1.14e-04 1.03

1/21 1.28e-05 1.03 3.07e-05 1.03 4.25e-05 1.03 9.76e-05 1.03
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Na Figura 3.12 apresentam-se os gráficos da ordem de convergência numérica em relação

a δ. Verifica-se que, quando r = 1, 2, 3, 4, esta ordem de convergência numérica é ótima

para ‖uk − Uk‖L2(Ω) e ‖vk − Vk‖L2(Ω). Se r = 2, 3, 4, então a ordem de convergência

numérica em δ para ‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) e ‖∇(vk − Vk)‖L2(Ω) é O(δ). Quando r = 1, não

há ordem de convergência numérica para o gradiente das soluções devido ao facto do erro

depender exclusivamente do termo hs−1 e da constante C = C(u, v, p−, p+, T, α).

Figura 3.12: Ordem de convergência numérica em relação a δ do Exemplo 2.

3.3 Exemplo 3 com 4 ≤ p(x) ≤ 6.5

Neste último exemplo, ilustra-se o Teorema 2.35 num doḿınio bidimensional Ω = (0, 1)×
(0, 1), com intervalo temporal 0 < t ≤ 1, constante α = 1 e função de expoente variável

definida por

p(x, y) =
4x− y + 9

2
,

donde p− = 4 e p+ = 6.5. Além disso, seja a solução exata u = u(x, y, t) dada por

u = te−t
(
2x6 − 6x5 + 5x4 − x

) (
−2y6 + 6y5 − 5y4 + y

)
.

O gráfico de u é apresentado na Figura 3.13(a), considerando t = 1.

Deste modo, as condições de fronteira para a função u são satisfeitas,

u(0, y, t) = u(1, y, t) = 0, ∀ y ∈ [0, 1],∀ t ∈ [0, 1],

u(x, 0, t) = u(x, 1, t) = 0, ∀ x ∈ [0, 1],∀ t ∈ [0, 1].

A condição inicial em t = 0 é dada por

u(x, y, 0) = 0, ∀ (x, y) ∈ Ω.
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Observe-se que

uxx = te−t
(
60x4 − 120x3 + 60x2

) (
−2y6 + 6y5 − 5y4 + y

)
,

uyy = te−t
(
2x6 − 6x5 + 5x4 − x

) (
−60y4 + 120y3 − 60y2

)
.

Assim,

∆u = g(x, y)h(t),

onde

g(x, y) =
(
60x4 − 120x3 + 60x2

) (
−2y6 + 6y5 − 5y4 + y

)
+
(
2x6 − 6x5 + 5x4 − x

) (
−60y4 + 120y3 − 60y2

)
,

h(t) = te−t.

O gráfico de ∆u no instante t = 1 é apresentado na Figura 3.13(b).

(a) u(x, y, 1). (b) ∆u(x, y, 1).

Figura 3.13: Funções u(x, y, 1) e ∆u(x, y, 1) do Exemplo 3.

Tendo em conta o facto de g(x, y) ≥ 0, ∀ (x, y) ∈ Ω, h(t) ≥ 0, ∀ t ∈ [0, 1], tem-se

∆u ≥ 0,∀ (x, y, t) ∈ Q. Deste modo, através da equação (2.6), obtém-se

v = − |∆u|p(x,y)−2 ∆u = − (∆u)p(x,y)−1 = − [g(x, y)h(t)]p(x,y)−1 .

Assim, as condições de fronteira para a função v são satisfeitas,

v(0, y, t) = v(1, y, t) = 0, ∀ y ∈ [0, 1], ∀ t ∈ (0, 1],

v(x, 0, t) = v(x, 1, t) = 0, ∀ x ∈ [0, 1], ∀ t ∈ (0, 1].
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Apresenta-se na Figura 3.14(a) o gráfico de v para t = 1.

A função f = ut −∆v−∆u é determinada por (2.7). Na Figura 3.14(b) é apresentado

o gráfico de f para t = 1. Destaca-se que as funções f , u, v e p estão de acordo com as

hipóteses do Teorema 2.35.

(a) v(x, y, 1). (b) f(x, y, 1).

Figura 3.14: Funções v(x, y, 1) e f(x, y, 1) do Exemplo 3.

Considere-se a malha do doḿınio formada por elementos finitos triangulares, conforme

mostrado nas Figuras 3.15(a) e 3.15(b). O espaço de elementos finitos é composto por

funções de base lineares, ou seja, r = 1. Nas Figuras 3.15(a) e 3.15(b), é posśıvel realizar

uma comparação visual entre a solução aproximada e a solução exata. Neste caso, a malha

é composta por 328 elementos finitos com a altura máxima de h = 1
10

, o tempo t = 1 e

δ = 1
Nt

com Nt = 100. Observa-se que as aproximações das soluções são bastante precisas.

(a) u(x, y, 1) e UNt . (b) v(x, y, 1) e VNt .

Figura 3.15: Soluções exatas e aproximadas para t = 1 do Exemplo 3.

132



As Tabelas 3.17, 3.18, 3.19 e 3.20 mostram os resultados da ordem de convergência

numérica em relação a h e os respetivos erros na norma L2(Ω) definidos por (3.1) e

(3.2). Para as simulações fixou-se δ = 1
100

e alteraram-se o grau das funções de base

para r = 1, 2, 3, 4. Além disso, variou-se a altura máxima dos triângulos, nomeadamente,

utilizou-se h = 1
Ne

com Ne = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 16, 18, 20.

Tabela 3.17: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 1 do Exemplo 3.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 2.61e-03 − 8.03e-02 − 4.30e-02 − 9.79e-01 −
1/3 1.19e-03 1.95 2.59e-02 2.79 2.76e-02 1.09 5.84e-01 1.27

1/4 8.00e-04 1.37 3.68e-02 -1.23 2.38e-02 0.51 7.29e-01 -0.77

1/5 6.17e-04 1.17 2.62e-02 1.53 1.90e-02 1.03 5.98e-01 0.89

1/6 4.73e-04 1.46 2.09e-02 1.24 1.62e-02 0.87 5.29e-01 0.68

1/7 3.21e-04 2.52 1.84e-02 0.81 1.33e-02 1.26 5.09e-01 0.25

1/8 2.41e-04 2.16 1.30e-02 2.58 1.18e-02 0.91 4.27e-01 1.31

1/9 1.85e-04 2.23 9.09e-03 3.07 1.04e-02 1.05 3.59e-01 1.46

1/10 1.34e-04 3.06 7.70e-03 1.58 9.35e-03 1.04 3.29e-01 0.84

1/11 1.52e-04 -1.32 6.91e-03 1.14 8.74e-03 0.71 3.11e-01 0.61

1/12 1.03e-04 4.53 5.74e-03 2.13 7.94e-03 1.10 2.85e-01 1.00

1/14 7.62e-05 1.92 4.11e-03 2.16 6.60e-03 1.19 2.41e-01 1.08

1/16 5.42e-05 2.56 3.10e-03 2.11 5.79e-03 0.99 2.09e-01 1.06

1/18 4.32e-05 1.93 2.41e-03 2.16 5.08e-03 1.11 1.85e-01 1.04

1/20 3.64e-05 1.61 1.99e-03 1.79 4.62e-03 0.89 1.68e-01 0.91

Tabela 3.18: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 2 do Exemplo 3.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 2.55e-03 − 2.24e-02 − 1.89e-02 − 5.17e-01 −
1/3 1.46e-03 1.38 1.51e-02 0.98 1.09e-02 1.36 4.27e-01 0.47

1/4 7.07e-04 2.52 5.44e-03 3.54 6.55e-03 1.77 2.05e-01 2.55

1/5 4.07e-04 2.48 3.33e-03 2.20 4.00e-03 2.22 1.53e-01 1.31

1/6 1.77e-04 4.56 3.13e-03 0.35 1.84e-03 4.26 1.48e-01 0.18

1/7 1.24e-04 2.32 1.67e-03 4.06 1.45e-03 1.53 9.72e-02 2.74

1/8 7.12e-05 4.15 9.76e-04 4.03 9.37e-04 3.28 6.76e-02 2.72

1/9 5.15e-05 2.74 5.67e-04 4.61 7.33e-04 2.09 4.78e-02 2.95

1/10 3.85e-05 2.77 4.54e-04 2.12 5.73e-04 2.33 4.05e-02 1.56

1/11 2.92e-05 2.91 3.74e-04 2.03 4.68e-04 2.12 3.55e-02 1.39

1/12 1.83e-05 5.39 3.03e-04 2.43 3.63e-04 2.91 3.09e-02 1.59

1/14 9.80e-06 4.04 1.83e-04 3.25 2.43e-04 2.62 2.20e-02 2.20

1/16 6.01e-06 3.65 1.20e-04 3.17 1.73e-04 2.52 1.65e-02 2.14

1/18 4.64e-06 2.21 8.02e-05 3.42 1.34e-04 2.15 1.28e-02 2.14

1/20 4.98e-06 -0.68 5.99e-05 2.77 1.12e-04 1.70 1.05e-02 1.90
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Tabela 3.19: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 3 do Exemplo 3.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 1.63e-03 − 4.56e-03 − 1.02e-02 − 1.58e-01 −
1/3 3.93e-04 3.51 2.52e-03 1.47 3.00e-03 3.02 1.00e-01 1.12

1/4 2.77e-04 1.21 1.21e-03 2.55 2.07e-03 1.28 6.16e-02 1.69

1/5 1.02e-04 4.48 4.22e-04 4.72 1.04e-03 3.11 2.73e-02 3.65

1/6 3.13e-05 6.48 2.48e-04 2.91 4.00e-04 5.21 1.76e-02 2.39

1/7 2.21e-05 2.26 1.80e-04 2.08 2.57e-04 2.87 1.45e-02 1.25

1/8 1.16e-05 4.82 9.42e-05 4.85 1.54e-04 3.87 8.89e-03 3.68

1/9 1.05e-05 0.82 4.11e-05 7.03 1.61e-04 -0.39 4.94e-03 4.98

1/10 7.57e-06 3.14 3.06e-05 2.82 7.33e-05 7.45 3.87e-03 2.32

1/11 6.23e-06 2.04 2.81e-05 0.89 6.91e-05 0.63 3.49e-03 1.10

1/12 6.20e-06 0.05 1.72e-05 5.61 5.79e-05 2.03 2.50e-03 3.85

1/14 3.61e-06 3.51 1.01e-05 3.46 3.41e-05 3.43 1.52e-03 3.23

1/16 3.25e-06 0.77 7.05e-06 2.70 2.63e-05 1.96 9.84e-04 3.24

1/18 2.72e-06 1.51 6.21e-06 1.08 2.30e-05 1.12 6.77e-04 3.18

1/20 3.34e-06 -1.93 4.89e-06 2.27 2.20e-05 0.42 5.21e-04 2.48

Tabela 3.20: Ordem de convergência numérica em relação a h e erros com r = 4 do Exemplo 3.

h ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/2 5.94e-04 − 1.48e-03 − 3.92e-03 − 6.35e-02 −
1/3 3.04e-05 7.33 4.55e-04 2.91 5.33e-04 4.92 2.85e-02 1.98

1/4 4.14e-05 -1.07 1.31e-04 4.32 4.35e-04 0.70 9.52e-03 3.81

1/5 9.66e-06 6.52 5.71e-05 3.73 2.02e-04 3.43 5.01e-03 2.87

1/6 1.11e-05 -0.76 4.70e-05 1.07 1.41e-04 1.97 4.45e-03 0.65

1/7 7.87e-06 2.23 1.64e-05 6.83 9.81e-05 2.36 1.85e-03 5.69

1/8 5.84e-06 2.24 8.88e-06 4.59 7.77e-05 1.75 9.71e-04 4.82

1/9 4.39e-06 2.41 5.95e-06 3.40 6.00e-05 2.20 4.77e-04 6.04

1/10 6.55e-06 -3.79 4.17e-06 3.36 5.45e-05 0.92 3.43e-04 3.13

Nas Figuras 3.16(a) e 3.16(b), apresentam-se os gráficos da ordem de convergência

numérica em relação a h para as funções u e v, respetivamente. Através das referidas

figuras e das respetivas tabelas, observa-se que os resultados obtidos são consistentes com

os demonstrados no Teorema 2.35. Portanto, as simulações numéricas realizadas estão em

conformidade com o estudo anaĺıtico. Destaca-se que, para ‖uk−Uk‖L2(Ω) e ‖vk−Vk‖L2(Ω),

a ordem de convergência numérica existe, porém está abaixo da ordem ótima. Isto está

de acordo com os resultados do Teorema 2.35, onde a ordem de convergência depende do

expoente q(x), dado por q(x) = p(x)
p(x)−1

. Note-se que essa ordem tende a diminuir quando

q → 1, o que ocorre quando p→∞.
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(a) u. (b) v.

Figura 3.16: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 3.

Nas Figuras 3.17(a) e 3.17(b) são apresentados os gráficos da ordem de convergência

numérica com respeito a h, das funções ∇u e ∇v, respetivamente. Utilizam-se as referidas

figuras e as respetivas tabelas para concluir que, para ‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) e ‖∇(vk −
Vk)‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica fica aquém da ótima, conforme previsto no

Teorema 2.35.

(a) ∇u. (b) ∇v.

Figura 3.17: Ordem de convergência numérica em relação a h do Exemplo 3.

No que segue, investiga-se a ordem de convergência numérica em relação a δ. Para

tal, foram considerados h = 1
40

, r = 1, 2, 3 e δ = 1
Nt

com Nt = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

11, 12, 14, 16, 18, 20. As Tabelas 3.21, 3.22 e 3.23 mostram os resultados da referida

ordem de convergência numérica e os respetivos erros na norma L2(Ω).
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Tabela 3.21: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 1 do Exemplo 3.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/6 3.54e-05 2.20 5.39e-04 0.12 2.29e-03 0.03 8.55e-02 0.00

1/7 2.81e-05 1.50 5.34e-04 0.06 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00

1/8 2.39e-05 1.20 5.31e-04 0.04 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00

1/9 2.04e-05 1.35 5.29e-04 0.04 2.29e-03 0.01 8.55e-02 0.00

1/10 1.85e-05 0.93 5.27e-04 0.03 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/11 1.65e-05 1.19 5.26e-04 0.03 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/12 1.53e-05 0.85 5.25e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/14 1.31e-05 1.05 5.23e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/16 1.15e-05 0.92 5.22e-04 0.02 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/18 1.07e-05 0.66 5.21e-04 0.01 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

1/20 9.96e-06 0.66 5.20e-04 0.01 2.29e-03 0.00 8.55e-02 0.00

Tabela 3.22: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 2 do Exemplo 3.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/6 3.74e-05 2.08 7.85e-05 1.85 2.37e-04 2.07 2.79e-03 0.05

1/7 3.02e-05 1.40 6.46e-05 1.26 1.91e-04 1.40 2.78e-03 0.02

1/8 2.59e-05 1.13 5.57e-05 1.10 1.65e-04 1.10 2.78e-03 0.01

1/9 2.31e-05 1.00 4.93e-05 1.04 1.48e-04 0.96 2.78e-03 0.01

1/10 2.05e-05 1.14 4.42e-05 1.04 1.31e-04 1.11 2.77e-03 0.01

1/11 1.84e-05 1.10 4.01e-05 1.01 1.18e-04 1.07 2.77e-03 0.01

1/12 1.70e-05 0.95 3.68e-05 1.01 1.10e-04 0.88 2.77e-03 0.00

1/14 1.44e-05 1.08 3.16e-05 0.98 9.39e-05 1.02 2.77e-03 0.00

1/16 1.27e-05 0.91 2.79e-05 0.93 8.42e-05 0.82 2.77e-03 0.00

1/18 1.12e-05 1.07 2.50e-05 0.94 7.51e-05 0.97 2.77e-03 0.00

1/20 1.03e-05 0.82 2.29e-05 0.86 6.98e-05 0.69 2.77e-03 0.00

Tabela 3.23: Ordem de convergência numérica em relação a δ e erros com r = 3 do Exemplo 3.

δ ‖e (Uk)‖2 ordem ‖e (Vk)‖2 ordem ‖e (∇Uk)‖2 ordem ‖e (∇Vk)‖2 ordem

1/6 3.65e-05 2.14 7.79e-05 1.86 2.29e-04 2.17 3.81e-04 1.82

1/7 2.97e-05 1.34 6.40e-05 1.28 1.86e-04 1.34 3.15e-04 1.23

1/8 2.55e-05 1.15 5.50e-05 1.13 1.60e-04 1.15 2.73e-04 1.07

1/9 2.22e-05 1.16 4.84e-05 1.08 1.39e-04 1.18 2.43e-04 1.01

1/10 1.99e-05 1.03 4.33e-05 1.07 1.25e-04 1.02 2.19e-04 0.99

1/11 1.79e-05 1.11 3.91e-05 1.06 1.12e-04 1.13 2.00e-04 0.95

1/12 1.65e-05 0.94 3.57e-05 1.03 1.04e-04 0.91 1.84e-04 0.92

1/14 1.40e-05 1.07 3.05e-05 1.04 8.76e-05 1.09 1.61e-04 0.88

1/16 1.23e-05 0.95 2.66e-05 1.02 7.73e-05 0.94 1.44e-04 0.83

1/18 1.09e-05 1.09 2.35e-05 1.05 6.79e-05 1.10 1.31e-04 0.80

1/20 9.92e-06 0.86 2.12e-05 0.98 6.22e-05 0.84 1.22e-04 0.71

Na Figura 3.18 são apresentados os gráficos da ordem de convergência numérica em

relação a δ. Verifica-se através dos referidos gráficos e das respetivas tabelas que, para

‖uk−Uk‖L2(Ω), a ordem de convergência numérica está suficientemente próxima da ordem

ótima O(δ) quando r = 1, 2, 3. Para ‖vk − Vk‖L2(Ω) e ‖∇(uk − Uk)‖L2(Ω) observa-se uma

ordem de convergência aproximadamente O(δ) quando r = 2, 3. Para o caso r = 1, o

gráfico da ordem de convergência numérica em δ é omitido. Isso ocorre devido ao facto de
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o erro depender exclusivamente do termo hs−1 e da constante C = C(u, v, p−, p+, T, α),

resultando em nenhuma ordem de convergência numérica em δ. Finalmente, para ‖∇(vk−
Vk)‖L2(Ω), tem-se ordem ótima quando r = 3 e, para os casos r = 1, 2, não há ordem de

convergência numérica devido ao termo hs−1 e a constante C = C(u, v, p−, p+, T, α).

Figura 3.18: Ordem de convergência numérica em relação a δ do Exemplo 3.
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Caṕıtulo 4

Conclusões e trabalhos futuros

Neste trabalho investigou-se uma equação diferencial parabólica com o operador p(x)-

biharmónico. Aplicou-se uma mudança de variável conveniente e transformou-se o problema

original num sistema formado por duas equações de segunda ordem.

Realizou-se a discretização em relação à variável temporal e definiu-se o problema semi-

discreto. Através do teorema de Brouwer, demonstrou-se a existência da solução discreta.

O uso de técnicas clássicas de Análise Funcional permitiu provar que a referida solução

discreta é única. Adicionalmente, foram estabelecidas as estimativas à priori da solução

discreta e notou-se que estas dependem exclusivamente dos dados iniciais. Além disso,

para que as estimativas sejam uniformes, foi necessário considerar que a condição inicial

no tempo seja igual a zero. Posteriormente, utilizou-se o Método de Rothe e mostrou-se

que o sistema composto por duas equações de segunda ordem possui uma única solução

fraca. Ainda na investigação semidiscreta, estabeleceram-se estimativas de erro e a ordem

de convergência da solução semidiscreta para a solução fraca.

Posteriormente, definiu-se o problema discreto através da discretização em relação à

variável espacial. Utilizou-se, novamente, o teorema Brouwer e obteve-se a existência

da solução discreta. A unicidade da solução discreta foi obtida de maneira clássica, e

estabeleceram-se as estimativas à priori da referida solução discreta. Da mesma forma que

no caso semidiscreto, verificou-se que as estimativas à priori da referida solução discreta

dependem dos dados iniciais, sendo necessário considerar que a condição inicial no tempo

seja igual a zero para que sejam uniformes. Determinaram-se as estimativas de erros entre

a solução discreta e a solução fraca na norma L2(Ω). Além disso, investigou-se a ordem

de convergência da solução discreta para a solução fraca, obtendo-se a convergência no

espaço, no tempo, bem como um critério para a existência da ordem de convergência.

Destaca-se que a mudança de variável aplicada no ińıcio da investigação foi extremamente

vantajosa, pois possibilitou a obtenção da ordem de convergência em relação a δ e h para

as funções u, v, ∇u e ∇v, utilizando elementos finitos com pouca regularidade, apenas C0

para uma equação de quarta ordem.

Finalmente, aplicou-se o método dos elementos finitos e obteve-se um sistema de equações

algébricas. Implementaram-se os códigos computacionais no software MATLAB para este

sistema e os resultados obtidos foram explicitados em três exemplos.

No primeiro exemplo, investigou-se o problema numa dimensão espacial com a função

de expoente variável satisfazendo 1.4 ≤ p(x) < 1.93. Verificou-se que as ordens de
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convergência numéricas em relação a h e a δ estavam suficientemente próximas das ordens

ótimas.

No segundo exemplo, estudou-se o caso em que 2.5 ≤ p(x) ≤ 3 sobre um doḿınio

unidimensional. Notou-se que a ordem de convergência numérica em relação a h estava

suficientemente próxima da ordem ótima. Por outro lado, obteve-se uma ordem ótima ao

investigar a ordem de convergência numérica em relação a δ.

No terceiro exemplo, abordou-se o problema num doḿınio bidimensional com a condição

4 ≤ p(x) ≤ 6.5. Verificou-se que a ordem estava abaixo da ordem ótima. Este resultado

está alinhado com os resultados do Teorema 2.35, onde a ordem de convergência depende

do expoente q(x), com q(x) = p(x)
p(x)−1

. Esta ordem tende a diminuir à medida que q → 1,

o que ocorre quando p → ∞. Posteriormente, verificou-se em alguns casos que a ordem

de convergência numérica em relação a δ está suficientemente próxima da ordem ótima

O(δ). Houve casos em que não existiu ordem de convergência numérica em δ, pois o erro

dependia exclusivamente do termo hs−1 e da constante C = C(u, v, p−, p+, T, α).

Deste modo, os exemplos ilustraram que as simulações numéricas estão de acordo com

o estudo anaĺıtico.

Futuramente, tem-se o objetivo de investigar outras propriedades da solução da referida

equação parabólica, nomeadamente o comportamento assintótico e o blow-up. Além disso,

pretende-se estudar as equações hiperbólicas com o operador p(x)-biharmónico.
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Apêndice A

Fundamentação Teórica

Neste caṕıtulo apresenta-se uma breve revisão sobre as definições matemáticas e os teo-

remas utilizados no desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente definem-se os espaços de

Lebesgue com expoente constante Lp(Ω) e são abordadas as distribuições para, posterior-

mente, definir os espaços de Sobolev com expoente constante Wm,p(Ω). Além disto, são de-

finidos os espaços de Bochner Lp(a, b;X) e os espaços generalizados de Lebesgue Lp(x)(Ω).

Para mais detalhes, indicam-se as referências [1, 8, 17, 28, 31, 36, 38, 44, 57, 68, 71, 77].

Adicionalmente, explicitam-se os principais conceitos e os teoremas relacionados com a

discretização espacial. Apresenta-se um resumo sobre o método dos elementos finitos e

definem-se as funções de base de grau r ≥ 1 que geram o espaço dos elementos finitos em

doḿınios unidimensionais e bidimensionais. A respetiva teoria pode ser investigada com

detalhes nas referências [11, 16, 25, 35, 47, 79].

No final deste caṕıtulo há uma secção contendo as desigualdades fundamentais e os

teoremas que não se enquadram nas secções anteriores. Detalhes adicionais podem ser

consultados nas referências [6, 23, 24, 36, 42, 68].

Destaca-se que, as constantes que são independentes dos parâmetros e das funções são

denotadas Ci, com i ∈ N∗, ou simplesmente por C.

A.1 Espaços de Lebesgue Lp(Ω)

Nesta secção definem-se os espaços de Lebesgue com expoente constante, nomeada-

mente, Lp(Ω). Além disto, apresentam-se os teoremas fundamentais relacionados aos

referidos espaços.

Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto e p ∈ R tal que 1 ≤ p < ∞. Denotam-se

por Lp(Ω) os espaços vetoriais que são formados pelas classes de funções mensuráveis à

Lebesgue u : Ω→ R tais que
∫

Ω
|u(x)|pdx é finita, ou seja,

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R, mensurável;

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞
}
.

O espaço de Lebesgue Lp(Ω) torna-se um espaço de Banach ao ser equipado com a
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norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

.

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert, isto é, um espaço de Banach com um

produto interno definido por

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Por outro lado, o espaço vetorial L∞(Ω) é constitúıdo pelas classes de funções u : Ω→ R
que são essencialmente limitadas, nomeadamente,

L∞(Ω) = {u : Ω→ R, mensurável; ∃ C ≥ 0, |u(x)| ≤ C q.t.p. em Ω} .

O espaço L∞(Ω) munido com a norma

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u|

é um espaço de Banach.

Ao longo deste trabalho, para cada 1 ≤ p ≤ ∞, denomina-se q o expoente conjugado

de Hölder de p tal que 1 ≤ q ≤ ∞ e:

i) Se 1 < p <∞, então 1
p

+ 1
q

= 1. Equivalentemente, q = p
p−1

ou p = q
q−1

;

ii) Se p = 1, então q =∞. Analogamente, se p =∞, então q = 1.

Teorema A.1 (Desigualdade de Hölder [36, p. 706]). Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e q seu expoente

conjugado. Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) .

Observação A.2. Através da desigualdade de Hölder, tem-se∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) .

Teorema A.3 (Desigualdade de Minkowski [36, p. 707]). Se 1 ≤ p ≤ ∞ e u, v ∈ Lp(Ω),

então,

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω) .

Teorema A.4. [17, p. 118] Suponha que |Ω| < ∞ e 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, então existe uma
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imersão cont́ınua Lr(Ω) ↪→ Lp(Ω) e

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖Lr(Ω) , ∀ u ∈ L
r(Ω),

onde C = |Ω|
1
p
− 1
r .

Teorema A.5. [68, p. 11] Se 1 < p <∞, então Lp(Ω) é um espaço de Banach localmente

uniformemente convexo e reflexivo.

Teorema A.6 (Semicontinuidade inferior da norma [17, p. 58]). Sejam X um espaço de

Banach e {un}∞n=1 uma sequência de funções em X. Se un ⇀ u em X, então ‖un‖X é

limitada e

‖u‖X ≤ lim inf
n→∞

‖un‖X .

Teorema A.7. [57, p. 12] Sejam Ω um conjunto aberto e limitado de Rd, u e {un}∞n=1

funções de Lp(Ω), com 1 < p <∞, tais que:

‖un‖Lp(Ω) ≤ C, un → u, q.t.p. em Ω,

então un ⇀ u em Lp(Ω).

A.2 Distribuições

Esta secção tem o objetivo de enunciar os principais conceitos relacionados às distri-

buições para, na secção seguinte, definir os espaços de Sobolev.

Seja Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto. Denota-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das

funções infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto. Para uma função u ∈ C∞0 (Ω)

tem-se:

i) u ∈ C∞(Ω);

ii) supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0} é um conjunto compacto de Ω.

Considera-se β = (β1, β2, . . . , βd) um multi-́ındice de números naturais. Denota-se por

|β| =
∑d

i=1 βi a ordem deste multi-́ındice e por Dβ a derivada parcial de ordem |β| da

função u, isto é,

Dβu =
∂|β|u

∂β1
x1 . . . ∂

βd
xd

.

Quando β = (0, 0, . . . , 0), tem-se D0u = u.
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Definição A.8. Seja {un}∞n=1 uma sequência de funções em C∞0 (Ω) que converge para

uma função u ∈ C∞0 (Ω). Então, existe um conjunto compacto K tal que supp(u) ⊂ K,

supp(un) ⊂ K para todo n e

Dβun → Dβu uniformemente em K quando n→∞ para todo multi-́ındice β.

Indica-se por D(Ω) o espaço vetorial formado por C∞0 (Ω) munido da convergência dada

pela Definição A.8. Por D′(Ω) denota-se o espaço dual de D(Ω), os elementos pertencentes

à D′(Ω) são denominados funções generalizadas ou distribuições.

Definição A.9. Uma distribuição Dβu ∈ D′(Ω) é dita derivada no sentido das distribuições

de ordem β da distribuição u ∈ D′(Ω) se∫
Ω

Dβuvdx = (−1)|β|
∫

Ω

uDβvdx, ∀ v ∈ D(Ω).

Observação A.10. Se u ∈ Cm(Ω), então as derivadas no sentido das distribuições de u,

até a ordem m, são idênticas às derivadas clássicas.

A.3 Espaços de Sobolev Wm,p(Ω)

Inicia-se esta secção com a definição dos espaços de Sobolev com expoente constante,

nomeadamente, os espaços Wm,p(Ω). Posteriormente são apresentados as principais pro-

priedades e os teoremas dos referidos espaços.

Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ N. Por Wm,p(Ω)

denotam-se os espaços das funções u ∈ Lp(Ω), tais que as suas derivadas no sentido das

distribuições até a ordem m são também elementos de Lp(Ω), nomeadamente

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω); Dβu ∈ Lp(Ω) ∀ β; |β| ≤ m

}
.

Define-se a norma neste espaço por

‖u‖Wm,p(Ω) =

 m∑
|β|=0

∥∥Dβu
∥∥p
Lp(Ω)

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
m∑
|β|=0

ess sup
Ω

∣∣Dβu
∣∣ .

Proposição A.11. [68, p. 41] Os espaços Wm,p(Ω) possuem as seguintes propriedades:
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i) Se 1 ≤ p ≤ ∞, então Wm,p(Ω) é um espaço de Banach;

ii) Quando p = 2, denota-se por Hm(Ω) = Wm,2(Ω) o espaço de Hilbert com produto

interno definido por

(u, v)Hm(Ω) =

∫
Ω

m∑
|β|=0

DβuDβvdx.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como o fecho do conjunto C∞0 (Ω) no espaço Wm,p(Ω),

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

Destaca-se que o espaço Wm,p
0 (Ω) é interpretado como o conjunto das funções u ∈

Wm,p(Ω) tais que Dβu = 0 na fronteira ∂Ω para todo |β| ≤ m − 1. No decorrer deste

trabalho, denota-se por Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω).

Teorema A.12. [68, p. 41] Suponha que Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, seja um conjunto aberto com

fronteira Lipschitz cont́ınua. As seguintes afirmações são válidas:

i) Para 1 ≤ p <∞, Wm,p(Ω) é um espaço separável;

ii) Para 1 < p <∞, Wm,p(Ω) é um espaço reflexivo;

iii) Para 1 ≤ p <∞, o espaço C∞(Ω) é denso em Wm,p(Ω).

Teorema A.13 (Desigualdade de Poincaré [17, p. 290]). Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rd,

d ≥ 1, um conjunto aberto e limitado. Então, existe uma constante C que depende apenas

de Ω e de p tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ,∀ u ∈ W
1,p
0 (Ω).

Teorema A.14. [68, p. 44] Sejam m ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞ e Ω um doḿınio Lipschitz e

limitado.

i) Se m < d
p
, então Wm,p(Ω) ↪→ Lr(Ω), onde 1

r
= 1

p
− m

d
;

ii) Se m = d
p
, então Wm,p(Ω) ↪→ Lr(Ω), onde 1 ≤ r <∞;

iii) Se d
p
< m < d

p
+ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ C0,m−d/p(Ω);

iv) Se m = d
p

+ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ C0,β(Ω), onde 0 < β < 1 e

C0,β(Ω) =

u ∈ C(Ω); sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|β

<∞

 ;

v) Se m > d
p

+ 1, então Wm,p(Ω) ↪→ C0,1(Ω).
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A.4 Espaços de Bochner Lp(a, b;X)

Nesta secção faz-se uma breve definição dos espaços de Bochner Lp(a, b;X) e explicitam-

se as suas propriedades.

Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Denotam-se por Lp(a, b;X) os espaços de

Bochner formados pelas classes de funções u : (a, b)→ X tais que a função t 7→ ‖u(t)‖pX
seja integrável à Lebesgue em (a, b). Define-se

‖u‖Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

‖u(t)‖pX dt
) 1

p

<∞, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖L∞(a,b;X) = ess sup
t∈(a,b)

‖u(t)‖X <∞.

Proposição A.15. [68, p. 56] Os espaços Lp (a, b;X) possuem as seguintes propriedades:

i) Se 1 ≤ p ≤ ∞, então Lp(a, b;X) é um espaço de Banach;

ii) Se X é um espaço reflexivo, então Lp(a, b;X) é um espaço reflexivo com 1 < p <∞;

iii) Se X é um espaço de Banach separável, então Lp(a, b;X) é um espaço de Banach

separável com 1 ≤ p <∞.

O próximo teorema auxilia na demonstração da ordem de convergência investigada neste

trabalho.

Teorema A.16. Sejam n ∈ N∗ e k = 1, 2, . . . , n. Suponha que o intervalo I = [0, T ] seja

particionado uniformemente em n subintervalos de tamanho δ = tk − tk−1 onde tk denota

os pontos deste particionamento. Se u, ut ∈ L2(Ω) para todo t e utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Então, ∥∥∥∥ut(x, tk)− u(x, tk)− u(x, tk−1)

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ Cδ ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) .

Demonstração

Aplica-se a expansão em série de Taylor da função u(x, t) no ponto t = tk−1 próximo de

t = tk,

u(x, tk−1) = u(x, tk) + ut(x, tk)(tk−1 − tk) +
utt(x, τ)

2!
(tk−1 − tk)2,

onde τ ∈ (tk−1, tk). Desde que δ = tk − tk−1, então

u(x, tk−1) = u(x, tk)− δut(x, tk) +
δ2utt(x, τ)

2
,
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logo,

ut(x, tk)−
u(x, tk)− u(x, tk−1)

δ
=
δutt(x, τ)

2
.

Aplica-se a norma em L2(Ω),∥∥∥∥ut(x, tk)− u(x, tk)− u(x, tk)

δ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ Cδ ‖utt(x, τ)‖L2(Ω) . (A.1)

Por hipótese, utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), assim para τ ∈ (tk−1, tk) ⊂ [0, T ] tem-se

‖utt(x, τ)‖L2(Ω) ≤ ess sup
t∈(0,T )

‖utt(x, t)‖L2(Ω) = ‖utt‖L∞(0,T ;L2(Ω)) . (A.2)

Substituindo (A.2) em (A.1), demonstra-se o teorema. �

A.5 Espaços generalizados de Lebesgue Lp(x)(Ω)

Na secção atual, definem-se os espaços de Lebesgue com expoente variável, nomeada-

mente, os espaços generalizados de Lebesgue Lp(x)(Ω). Enunciam-se as propriedades e

os teoremas dos referidos espaços. Além disto, demonstram-se teoremas importantes que

auxiliam na investigação deste trabalho.

Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz cont́ınua.

Denomina-se expoente variável a função mensurável p : Ω → (1,∞) e para uma função

u : Ω→ R define-se o funcional

ρp(x)(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx.

O espaço generalizado de Lebesgue Lp(x)(Ω) é formado pelas classes de funções u men-

suráveis, tais que o funcional ρp(x)(u) é finito, nomeadamente,

Lp(x)(Ω) =
{
u : Ω→ R, mensurável; ρp(x)(u) <∞

}
.

Neste espaço está definida a norma de Luxemburg

‖u‖Lp(x)(Ω) = inf

{
β > 0; ρp(x)

(
u

β

)
≤ 1

}
.

Proposição A.17. [8, p. 4] O funcional ρp(x)(u) possui as seguintes propriedades:

i) ρp(x)(u) ≥ 0, para todo u;
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ii) ρp(x)(u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Denotam-se por

p− = ess inf
x∈Ω

p(x), p+ = ess sup
x∈Ω

p(x)

e considera-se para todo x ∈ Ω, p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞).

Teorema A.18. [8, p. 8] Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado e com

fronteira Lipschitz cont́ınua. Se para todo x ∈ Ω, p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞), então para

cada u ∈ Lp(x)(Ω) tem-se

min
{
‖u‖p

−

Lp(x)(Ω)
, ‖u‖p

+

Lp(x)(Ω)

}
≤ ρp(x)(u) ≤ max

{
‖u‖p

−

Lp(x)(Ω)
, ‖u‖p

+

Lp(x)(Ω)

}
.

Equivalentemente,

min
{
ρp(x)(u)

1
p− , ρp(x)(u)

1
p+

}
≤ ‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ max

{
ρp(x)(u)

1
p− , ρp(x)(u)

1
p+

}
.

Teorema A.19. [8, p. 16] Sob as hipóteses do Teorema A.18, Lp(x)(Ω) é um espaço de

Banach reflexivo.

Teorema A.20. [8, p. 11] Sejam p(x) e r(x) funções de expoente variável com p(x) ∈
[p−, p+] ⊂ (1,∞), r(x) ∈ [r−, r+] ⊂ (1,∞) para todo x ∈ Ω. Se r(x) ≥ p(x) q.s. em Ω,

então existe uma imersão cont́ınua Lr(x)(Ω) ↪→ Lp(x)(Ω) e

‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ C ‖u‖Lr(x)(Ω) , ∀ u ∈ L
r(x)(Ω),

onde C = C(|Ω|, p−, p+, r−, r+).

Para p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞), denomina-se q(x) o expoente conjugado de Hölder de

p(x) tal que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (1,∞) e

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1 ⇔ q(x) =

p(x)

p(x)− 1
⇔ p(x) =

q(x)

q(x)− 1
.

Teorema A.21 (Desigualdade de Young com expoentes variáveis [76, p. 6]). Se a, b, ε > 0,

p(x) e q(x) são expoentes conjugados, então

ab ≤ εap(x) + Cεb
q(x),

onde

Cε =
1

q(x) (εp(x))
q(x)
p(x)

.
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Teorema A.22 (Desigualdade de Hölder com expoentes variáveis [8, p. 9]). Sejam Ω ⊂ Rd,

d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz cont́ınua. Se u ∈ Lp(x)(Ω),

v ∈ Lq(x)(Ω), p(x) e q(x) são expoentes conjugados, então∫
Ω

|uv| dx ≤
(

1

p−
+

1

q−

)
‖u‖Lp(x)(Ω) ‖v‖Lq(x)(Ω) ≤ 2 ‖u‖Lp(x)(Ω) ‖v‖Lq(x)(Ω) .

Teorema A.23. Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado, com fronteira

Lipschitz cont́ınua e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (0, 1] para todo x ∈ Ω. Se u ∈ L2(Ω), então

|u|p(x) ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|u|p(x) dx ≤ C max
{
‖u‖p

−

L2(Ω) , ‖u‖
p+

L2(Ω)

}
,

onde C = 2 max{|Ω| 2−p
−

2 , |Ω| 2−p
+

2 }.

Demonstração

Aplica-se a desigualdade de Hölder com expoentes variáveis (Teorema A.22) e obtém-se∫
Ω

|u|p(x) dx ≤ 2 ‖1‖
L

2
2−p(x) (Ω)

∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥
L

2
p(x) (Ω)

. (A.3)

Através do Teorema A.18, segue que

‖1‖
L

2
2−p(x) (Ω)

≤ max

{
|Ω|

2−p−
2 , |Ω|

2−p+
2

}
(A.4)

e ∥∥∥|u|p(x)
∥∥∥
L

2
p(x) (Ω)

≤ max
{
‖u‖p

−

L2(Ω) , ‖u‖
p+

L2(Ω)

}
. (A.5)

Substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3), conclui-se a demonstração. �

Teorema A.24. Sejam Ω ⊂ Rd, d ≤ 2, um conjunto aberto, limitado, com fronteira

Lipschitz cont́ınua e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞) para todo x ∈ Ω. Se u ∈ H1
0 (Ω), então

|u|p(x)−1 ∈ L2(Ω), para todo x ∈ Ω, e∥∥∥|u|p(x)−1
∥∥∥
L2(Ω)

≤ C max
{
‖u‖p

−−1

H1
0 (Ω)

, ‖u‖p
+−1

H1
0 (Ω)

}
,

onde C = C1 max{|Ω|
p++2−p−

2(p++1) , |Ω|
1

p++1} e C1 é uma constante.
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Demonstração

Através da desigualdade de Hölder com expoentes variáveis (Teorema A.22), obtemos∥∥∥|u|p(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ 2 ‖1‖

L
p++1

p++2−p(x) (Ω)

∥∥∥|u|2(p(x)−1)
∥∥∥
L
p++1
p(x)−1 (Ω)

. (A.6)

Do Teorema A.18 vem que

‖1‖
L

p++1

p++2−p(x) (Ω)

≤ max

{
|Ω|

2
p++1 , |Ω|

p++2−p−

p++1

}
, (A.7)∥∥∥|u|2(p(x)−1)

∥∥∥
L
p++1
p(x)−1 (Ω)

≤ max
{
‖u‖2(p−−1)

L2(p++1)(Ω)
, ‖u‖2(p+−1)

L2(p++1)(Ω)

}
.

Por hipótese p(x) ∈ (1,∞) e Ω ⊂ Rd com d ≤ 2, assim pelo Teorema A.14 existe uma

imersão cont́ınua H1(Ω) ↪→ L2(p++1)(Ω) e consequentemente∥∥∥|u|2(p(x)−1)
∥∥∥
L
p++1
p(x)−1 (Ω)

≤ C2 max
{
‖u‖2(p−−1)

H1(Ω) , ‖u‖2(p+−1)

H1(Ω)

}
≤ C3 max

{
‖u‖2(p−−1)

H1
0 (Ω)

, ‖u‖2(p+−1)

H1
0 (Ω)

}
. (A.8)

Substituindo (A.7) e (A.8) em (A.6), demonstra-se o teorema. �

Teorema A.25. Sejam Ω ⊂ Rd, d > 2, um conjunto aberto, limitado, com fronteira

Lipschitz cont́ınua e p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,min{3, d+2
d−2
}) para todo x ∈ Ω. Se u ∈ H1

0 (Ω),

então |u|p(x)−1 ∈ L2(Ω), para todo x ∈ Ω, e∥∥∥|u|p(x)−1
∥∥∥
L2(Ω)

≤ C max
{
‖u‖p

−−1

H1
0 (Ω)

, ‖u‖p
+−1

H1
0 (Ω)

}
,

onde C = C1 max{|Ω|
3−p+

2(p++1) , |Ω|
3+p+−2p−

2(p++1) } e C1 é uma constante.

Demonstração

Aplica-se a desigualdade de Hölder com expoentes variáveis (Teorema A.22) e obtém-se∥∥∥|u|p(x)−1
∥∥∥2

L2(Ω)
≤ 2 ‖1‖

L
p++1

p++3−2p(x) (Ω)

∥∥∥|u|2(p(x)−1)
∥∥∥
L

p++1
2(p(x)−1) (Ω)

. (A.9)

Através do Teorema A.18, segue que

‖1‖
L

p++1

p++2−p(x) (Ω)

≤ max

{
|Ω|

3−p+

p++1 , |Ω|
3+p+−2p−

p++1

}
, (A.10)∥∥∥|u|2(p(x)−1)

∥∥∥
L

p++1
2(p(x)−1) (Ω)

≤ max
{
‖u‖2(p−−1)

Lp++1(Ω)
, ‖u‖2(p+−1)

Lp++1(Ω)

}
.
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Desde que 1 < p(x) < min{3, d+2
d−2
} e Ω ⊂ Rd com d > 2, tem-se pelo Teorema A.14

que existe uma imersão cont́ınua H1(Ω) ↪→ Lp
++1(Ω). Assim,∥∥∥|u|2(p(x)−1)

∥∥∥
L

p++1
2(p(x)−1) (Ω)

≤ C2 max
{
‖u‖2(p−−1)

H1(Ω) , ‖u‖2(p+−1)

H1(Ω)

}
≤ C3 max

{
‖u‖2(p−−1)

H1
0 (Ω)

, ‖u‖2(p+−1)

H1
0 (Ω)

}
. (A.11)

Substituindo (A.10) e (A.11) em (A.9), conclui-se o teorema. �

Teorema A.26. Sejam Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, um conjunto aberto, limitado e com fronteira

Lipschitz cont́ınua. Suponha que, para todo x ∈ Ω, p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (0, 1) e 1
p(x)

+ 1
q(x)

=

1 (nota-se que, q(x) < 0). Se u e v são funções mensuráveis com v(x) > 0 para todo

x ∈ Ω, então

‖uv‖L1(Ω) ≥
(
C1

2

) 1
p?

ρp(x) (u)
1
p? ,

onde

p? =

{
p+, se ‖uv‖L1(Ω) ≥ 1,

p−, se ‖uv‖L1(Ω) < 1,

C1 > 0 é uma constante tal que

C1 ≤
1

max
{
ρq(x) (v)1−p− , ρq(x) (v)1−p+

} .
Demonstração

Desde que q(x) ∈ [q−, q+] ⊂ (−∞, 0) e v(x) > 0 para todo x ∈ Ω, então

0 <

∫
Ω

vq(x)dx <∞⇔ 0 <

∫
Ω

1

v−q(x)
dx <∞. (A.12)

Por outro lado, sejam r(x) e s(x) expoentes conjugados tais que

1 < r− =
1

p+
≤ r(x) =

1

p(x)
≤ r+ =

1

p−
<∞ (A.13)

e

1 < s− =
r+

r+ − 1
≤ s(x) =

r(x)

r(x)− 1
≤ s+ =

r−

r− − 1
<∞. (A.14)

Definindo as funções auxiliares

ϕ = v−
1

r(x) (A.15)
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e

ψ = (uv)
1

r(x) (A.16)

tem-se

ϕs(x) = vq(x). (A.17)

De facto, através da definição de ϕ em (A.15) segue que

ϕs(x) =
(
v−

1
r(x)

)s(x)

.

De (A.14), vem que

ϕs(x) =
(
v−

1
r(x)

) r(x)
r(x)−1

= (v)−
1

r(x)−1 = (v)
1

1−r(x) .

Substituindo (A.13),

ϕs(x) = (v)
1

1− 1
p(x) = (v)

1
p(x)−1
p(x) = (v)

p(x)
p(x)−1 = vq(x),

pois por hipótese q(x) = p(x)
p(x)−1

. Desta maneira, demonstrou-se que a igualdade (A.17) é

satisfeita.

Por outro lado, de (A.12) e (A.17), vem que

0 <

∫
Ω

vq(x)dx <∞⇔ 0 <

∫
Ω

ϕs(x)dx <∞,

isto implica que ϕ ∈ Ls(x)(Ω).

Além disto, através de (A.16), tem-se

ψr(x) = uv.

Utilizando a hipótese de que as funções u e v são mensuráveis com uv ∈ L1(Ω), obtém-se∫
Ω

ψr(x)dx =

∫
Ω

uvdx < C,

logo ψ ∈ Lr(x)(Ω).
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Através de (A.13), tem-se∫
Ω

up(x)dx =

∫
Ω

u
1

r(x)dx =

∫
Ω

(v)−
1

r(x) (v)
1

r(x) (u)
1

r(x) dx =

∫
Ω

(v)−
1

r(x) (uv)
1

r(x) dx.

De (A.15) e (A.16), segue que∫
Ω

up(x)dx =

∫
Ω

ϕψdx.

Através da desigualdade de Hölder (Teorema A.22),∫
Ω

|u|p(x) dx ≤ 2 ‖ψ‖Lr(x)(Ω) ‖ϕ‖Ls(x)(Ω) .

Por (A.16), vem que

ρp(x) (u) ≤ 2
∥∥∥(uv)

1
r(x)

∥∥∥
Lr(x)(Ω)

‖ϕ‖Ls(x)(Ω) .

Aplica-se o Teorema A.18,

ρp(x) (u)

≤ 2 max

{
ρr(x)

(
(uv)

1
r(x)

) 1
r−
, ρr(x)

(
(uv)

1
r(x)

) 1
r+

}
max

{
ρs(x) (ϕ)

1
s− , ρs(x) (ϕ)

1
s+

}
,

simplificando,

ρp(x) (u) ≤ 2 max

{(∫
Ω

|uv| dx
) 1

r−

,

(∫
Ω

|uv| dx
) 1

r+

}
max

{
ρs(x) (ϕ)

1
s− , ρs(x) (ϕ)

1
s+

}
,

ou seja,

ρp(x) (u) ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
max

{
ρs(x) (ϕ)

1
s− , ρs(x) (ϕ)

1
s+

}
.

De (A.17), tem-se

ρp(x) (u) ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
max

{
ρs(x)

(
(v)

q(x)
s(x)

) 1
s−
, ρs(x)

(
(v)

q(x)
s(x)

) 1
s+

}
,

simplificando novamente,

ρp(x) (u) ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
max

{(∫
Ω

|v|q(x) dx

) 1
s−

,

(∫
Ω

|v|q(x) dx

) 1
s+

}
,
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isto é,

ρp(x) (u) ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
max

{
ρq(x) (v)

1
s− , ρq(x) (v)

1
s+

}
.

Desde que v seja uma função não nula, segue que

ρp(x) (u)

 1

max
{
ρq(x) (v)

1
s− , ρq(x) (v)

1
s+

}
 ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
.

Através da Proposição A.17, tem-se 0 < 1
ρq(x)(v)

<∞. Por simplificação, considera-se

C1 ≤
1

max
{
ρq(x) (v)

1
s− , ρq(x) (v)

1
s+

} ,
onde C1 ∈ (0,∞). Assim,

C1ρp(x) (u) ≤ 2 max

{
‖uv‖

1
r−
L1(Ω) , ‖uv‖

1
r+

L1(Ω)

}
.

Logo,

Cr−

1 ρp(x) (u)r
−
≤ 2r

−
max

{
‖uv‖L1(Ω) , ‖uv‖

r−
r+

L1(Ω)

}
. (A.18)

Através de (A.13) tem-se r− ≤ r+ e r−

r+ ≤ 1. Consequentemente, faz-se necessário

investigar dois casos para a estimativa (A.18).

Caso ‖uv‖L1(Ω) ≥ 1, então

max

{
‖uv‖L1(Ω) , ‖uv‖

r−
r+

L1(Ω)

}
= ‖uv‖L1(Ω) .

Assim, a estimativa (A.18) torna-se

(
C1

2

)r−
ρp(x) (u)r

−
≤ ‖uv‖L1(Ω) . (A.19)

Caso ‖uv‖L1(Ω) < 1, então

max

{
‖uv‖L1(Ω) , ‖uv‖

r−
r+

L1(Ω)

}
= ‖uv‖

r−
r+

L1(Ω) .
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Desta maneira, a estimativa (A.18) passa a ser

Cr−

1 ρp(x) (u)r
−
≤ 2r

− ‖uv‖
r−
r+

L1(Ω) ,

ou seja, (
C1

2

)r+

ρp(x) (u)r
+

≤ ‖uv‖L1(Ω) . (A.20)

De (A.19) e (A.20), tem-se(
C1

2

)r?
ρp(x) (u)r

?

≤ ‖uv‖L1(Ω) ,

onde

r? =

{
r−, se ‖uv‖L1(Ω) ≥ 1,

r+, se ‖uv‖L1(Ω) < 1,

e

C1 ≤
1

max
{
ρq(x) (v)

1
s− , ρq(x) (v)

1
s+

} ,
com C1 ∈ (0,∞).

Finalmente, usam-se as estimativas (A.13) e (A.14) para obtermos os valores de r−, r+,

s− e s+ em função de p− e p+. �

A.6 Discretização no espaço

Nesta secção são apresentadas as definições e os teoremas relacionados à discretização

espacial.

Definição A.27 (d-simplex [23, p. 112]). Sejam ν1, ν2, . . . , νd+1 vetores de Rd tais que,

para todo i = 2, 3, . . . , d+ 1, os vetores

νi − ν1

são linearmente independentes. Denomina-se o fecho convexo de νi como d-simplex de

vértices ν1, ν2, . . . , νd+1.

Destaca-se que, quando d = 1 tem-se que o 1-simplex representa um segmento de reta.

Se d = 2, então o 2-simplex é um triângulo e para d = 3 o 3-simplex é definido como um

tetraedro.
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Considera-se Th uma partição não degenerada do doḿınio poligonal Ω ⊂ Rd, d ≥ 1,

em d-simplex com parâmetro h, tal que 0 < h < 1. Assim, o conjunto Ω é dividido num

número finito de subconjuntos Ti, i = 1, . . . , Ne, denominados de elementos finitos e que

satisfazem a teoria do método dos elementos finitos apresentada por Ciarlet [25] e Thomée

[79]. Nomeadamente:

i) Ω =
Ne⋃
i=1

Ti;

ii) int(Ti) 6= ∅,∀ Ti ∈ Th;

iii) int(Ti) ∩ int(Tj) = ∅,∀ Ti, Tj ∈ Th com i 6= j;

iv) cada lado de Ti ou pertence à fronteira do doḿınio Ω ou é lado de outro Tj ∈ Th;

v) cada Ti possui fronteira Lipschitz cont́ınua,

onde int(Ti) representa o interior do subconjunto Ti.

Define-se o espaço dos elementos finitos Sh ⊂ H1
0 (Ω) como o espaço das funções

cont́ınuas sobre Ω que são polinómios de grau r, r ≥ 1, em cada d-simplex de Th e

que se anulam na fronteira ∂Ω, isto é,

Sh =
{
u ∈ C0

0

(
Ω
)

;u|Ti é um polinómio de grau r ≥ 1, ∀ Ti ∈ Th
}
,

com i = 1, . . . , Ne. Considera-se que o espaço Sh é gerado por uma base de Lagrange,

nomeadamente,

Sh = 〈ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNe〉.

Definição A.28 (Projeção de Ritz [79, p. 8]). Sejam u ∈ H1
0 (Ω) e Rh : H1

0 (Ω) → Sh.

Denota-se por Rhu a projeção de Ritz da função u sobre o espaço Sh tal que∫
Ω

∇Rhu · ∇ψdx =

∫
Ω

∇u · ∇ψdx, ∀ ψ ∈ Sh.

Teorema A.29. [79, p. 8] Se Sh ⊂ H1
0 (Ω) e Rh : Hr+1(Ω) ∩H1

0 (Ω) → Sh é a projeção

de Ritz, então, para toda função u ∈ Hs(Ω) ∩H1
0 (Ω), tem-se

‖u−Rhu‖L2(Ω) + h ‖∇ (u−Rhu)‖L2(Ω) ≤ Chs ‖u‖Hs(Ω) , 1 ≤ s ≤ r + 1.

Nas subsecções seguintes, explicitam-se as funções ϕi, i = 1, . . . , Ne, que formam a base

do espaço de elementos finitos Sh, para mais detalhes indicam-se as referências Brenner e

Scott [16], Ciarlet [25] e Becker, Carey e Oden [11].
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A.6.1 Funções de base lineares unidimensionais

Nesta subsecção definem-se as funções de base lineares por partes para o doḿınio Ω ⊂ R.

Por simplicidade, investiga-se o caso em que Ω = [0, 1] e particiona-se uniformemente o

referido intervalo num número finito de elementos Ti, com i = 1, 2, 3, 4, conforme exibido

na Figura A.1.

Figura A.1: Partição do intervalo [0, 1] formada por quatro elementos finitos.

Devido ao facto do particionamento ser feito uniformemente, então o comprimento de

cada elemento finito é constante e definido por h = x1−x0

4
= 0.25. Além disto, os pontos

xi são usualmente denominados de pontos nodais e o intervalo particionado é nomeado de

malha de elementos finitos.

Para definir as funções de base, seguem-se os seguintes critérios:

i) Escolhem-se funções relativamente simples e que estejam definidas em cada elemento

sobre a malha;

ii) Pertencem ao espaço H1
0 (Ω);

iii) Os valores da solução aproximada são precisamente os valores da solução exata nos

pontos nodais.

Um conjunto de funções de base que satisfazem esses três critérios é exibido na Figura

A.2 e definido por

ϕi(x) =


x− xi−1

h
, x ∈ [xi−1, xi] ,

xi+1 − x
h

, x ∈ [xi, xi+1] ,

0, x /∈ [xi−1, xi+1] ,
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onde h = xi − xi−1 com i = 1, 2, 3. Consequentemente, tem-se

dϕi(x)

dx
=


1

h
, x ∈ (xi−1, xi) ,

−1

h
, x ∈ (xi, xi+1) ,

0, x /∈ (xi−1, xi+1) .

Figura A.2: Funções de base lineares.

Na literatura, as funções de base da Figura A.2 são conhecidas como funções chapéu.

Destaca-se que as referidas funções são lineares por partes em cada elemento finito da

malha e satisfazem a condição de ortogonalidade

ϕi (xj) =

{
1, se i = j,

0, se i 6= j,

onde i = 1, 2, 3 e j = 0, 1, 2, 3, 4.

A.6.2 Funções de base de grau arbitrário unidimensionais

Nesta subsecção são determinadas as funções de base de grau r ≥ 1 que formam o espaço

de elementos finitos Sh. Nomeadamente, neste trabalho, utilizam-se elementos finitos de

Lagrange para a construção destas funções de base. Os referidos elementos satisfazem os

seguintes critérios:

i) Para o doḿınio Ω = [0, a], cria-se uma malha uniformemente particionada e escolhe-

se um elemento finito de referência Te. Estabelece-se um sistema de coordenadas

ξ com origem no centro do elemento Te, dimensionado de modo que ξ = −1 no

extremo esquerdo e ξ = 1 no extremo direito, conforme exibido na Figura A.3.
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Figura A.3: Elemento finito de referência.

ii) Define-se,

ξ =
2x− (xi + xi+1)

xi+1 − xi
,

e assim os pontos x ∈ [xi, xi+1] são transformados em pontos ξ ∈ [−1, 1]. Realizam-

se os cálculos no elemento finito de referência Te e denotam-se as funções de base

por ϕi(ξ);

iii) Para as funções de grau r ≥ 1, identificam-se (r + 1) pontos nodais (incluindo os

extremos) que dividem o elemento de referência em r segmentos iguais. Denotam-

se por ξi, i = 1, 2, . . . , r + 1, as coordenadas de cada ponto nodal e para cada

um destes pontos nodais formam-se o produto de r funções lineares (ξ − ξj), onde

j = 1, 2, . . . , r + 1 e j 6= i. Estas funções tem a seguinte forma,

Ponto nodal 1 : (ξ − ξ2) (ξ − ξ3) . . . (ξ − ξr+1) ,

Ponto nodal 2 : (ξ − ξ1) (ξ − ξ3) (ξ − ξ4) . . . (ξ − ξr+1) ,
...

...

Ponto nodal i : (ξ − ξ1) . . . (ξ − ξi−1) (ξ − ξi+1) . . . (ξ − ξr+1) ,
...

...

Ponto nodal r + 1 : (ξ − ξ1) (ξ − ξ2) . . . (ξ − ξr) ;

iv) Para cada ponto nodal i, avalia-se o produto correspondente na etapa (ii) em ξ = ξi

e dividem-se as funções do produto por este valor. Isto normaliza os polinómios para

que ϕi(ξi) = 1 e produz a função de base ϕi(ξ) correspondente a cada ponto nodal

i. Por exemplo,

ϕ1 (ξ) =
(ξ − ξ2) (ξ − ξ3) . . . (ξ − ξr+1)

(ξ1 − ξ2) (ξ1 − ξ3) . . . (ξ1 − ξr+1)
,

ϕ2 (ξ) =
(ξ − ξ1) (ξ − ξ3) . . . (ξ − ξr+1)

(ξ2 − ξ1) (ξ2 − ξ3) . . . (ξ2 − ξr+1)
,

e generalizando,

ϕi (ξ) =
(ξ − ξ1) (ξ − ξ2) . . . (ξ − ξi−1) (ξ − ξi+1) . . . (ξ − ξr+1)

(ξi − ξ1) (ξi − ξ2) . . . (ξi − ξi−1) (ξi − ξi+1) . . . (ξi − ξr+1)
.
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Destaca-se que, as funções ϕi(ξ) são linearmente independentes e satisfazem

ϕi (ξj) =

{
1, se i = j,

0, se i 6= j.

Consequentemente, as (r + 1) funções definem a base de Lagrange constitúıda de um

conjunto de todos os polinómios de grau até r.

A Figura A.4 mostra as funções de base lineares (r = 1) onde

ϕ1 (ξ) =
(ξ − ξ2)

(ξ1 − ξ2)
=

1

2
(1− ξ) ,

ϕ2 (ξ) =
(ξ − ξ1)

(ξ2 − ξ1)
=

1

2
(1 + ξ) .

Figura A.4: Funções de base com r = 1.

No que segue, a Figura A.5 exibe as funções de base quadráticas (r = 2) onde

ϕ1 (ξ) =
ξ

2
(ξ − 1) ,

ϕ2 (ξ) = 1− ξ2,

ϕ3 (ξ) =
ξ

2
(ξ + 1) .
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Figura A.5: Funções de base com r = 2.

A.6.3 Funções de base de grau 1 bidimensionais

Nesta subsecção, apresentam-se as funções de base de grau 1 sobre um doḿınio bidi-

mensional Ω ⊂ R2.

Suponha que o doḿınio Ω seja particionado uniformemente numa malha triangular, desta

forma tem-se que os elementos finitos são triângulos e para a referida investigação escolhe-

se um elemento finito de referência denotado por Te cujos os vértices são os pontos P1 =

(x1, y1), P2 = (x2, y2) e P3 = (x3, y3), conforme exibido na Figura A.6.

Figura A.6: Malha triangular e o elemento de referência Te.

As funções de base para Te são definidas por

ϕ1 (x, y) =
1

2Ae
[x2y3 − x3y2 + (y2 − y3)x+ (x3 − x2) y] ,

ϕ2 (x, y) =
1

2Ae
[x3y1 − x1y3 + (y3 − y1)x+ (x1 − x3) y] ,

ϕ3 (x, y) =
1

2Ae
[x1y2 − x2y1 + (y1 − y2)x+ (x2 − x1) y] ,
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onde Ae representa a área do elemento finito Te tal que

Ae =
x1y2 − x1y3 + x2y3 − x2y1 + x3y1 − x3y2

2
.

Observa-se que, as funções ϕi(x, y) satisfazem

ϕi (xj, yj) =

{
1, se i = j,

0, se i 6= j,

onde i = 1, 2, 3 e j = 1, 2, 3.

As Figuras A.7, A.8 e A.9 mostram, respetivamente, as funções de base ϕ1(x, y), ϕ2(x, y)

e ϕ3(x, y) para o elemento finito de referência Te.

Figura A.7: Função de base ϕ1 (x, y) para Te.

Figura A.8: Função de base ϕ2 (x, y) para Te.
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Figura A.9: Função de base ϕ3 (x, y) para Te.

A.6.4 Funções de base de grau arbitrário bidimensionais

Nesta subsecção, explicitam-se as funções de base de grau r ≥ 1 num doḿınio bidimen-

sional.

Inicia-se a investigação com a discretização uniforme do doḿınio em triângulos e escolhe-

se um triângulo T̂ com os vértices P̂1 = (x1, y1), P̂2 = (x2, y2) e P̂3 = (x3, y3). Realiza-se

uma transformação linear que mapeia o triângulo T̂ num triângulo de referência Te (e

vice-versa), conforme a Figura A.10.

Figura A.10: Transformação linear de T̂ para Te e sua inversa.

A referida transformação linear descreve o mapeamento de um sistema cartesiano num
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sistema assimétrico e a linearidade implica que a base polinomial no plano xy é transformada

numa base polinomial no plano ξη e vice-versa.

As funções de base lineares para o elemento Te nos pontos nodais P1, P2 e P3 são

definidas, respetivamente, por 
ϕ1 (ξ, η) = 1− ξ − η,
ϕ2 (ξ, η) = ξ,

ϕ3 (ξ, η) = η.

(A.21)

Assim, a transformação linear é dada por
x =

3∑
i=1

xiϕi (ξ, η) ,

y =
3∑
i=1

yiϕi (ξ, η) .

(A.22)

Através de (A.21) e (A.22), obtém-se a transformação inversa
ξ =

1

2Â
[(y3 − y1) (x− x1)− (x3 − x1) (y − y1)] ,

η =
1

2Â
[− (y2 − y1) (x− x1) + (x2 − x1) (y − y1)] ,

onde

Â =
x1y2 − x1y3 + x2y3 − x2y1 + x3y1 − x3y2

2
,

representa a área do triângulo T̂ .

Seja P̂ (x, y) um ponto arbitrário em T̂ e denota-se por P (ξ, η) o ponto correspondente

em Te. Constroem-se os segmentos de retas que unem (x, y) e (ξ, η) aos vértices de,

respetivamente, T̂ e Te. Denotam-se por âi e ai, i = 1, 2, 3, as áreas dos subtriângulos

opostas aos vértices i de, respetivamente, T̂ e Te, conforme exibido na Figura A.11.

Figura A.11: Representação geométrica das áreas em T̂ e Te.
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Definem-se as coordenadas de áreas da seguinte maneira

ζi =
ai
Ae
,

onde Ae = 1
2

é a área de Te. Equivalentemente, tem-se
ζ1 = 1− ξ − η,
ζ2 = ξ,

ζ3 = η.

(A.23)

Desde que a transformação seja linear, então esta distorce as áreas uniformemente e

obtém-se

ζi =
ai
Ae

=
âi

Â
.

Destaca-se que, as coordenadas triangulares ζi em Te podem ser utilizadas para deter-

minar as funções base de grau r ≥ 1. Observa-se na Figura A.12 que as funções de base

de grau r = 1 são

ϕi (ζ1, ζ2, ζ3) = ζi,

onde i = 1, 2, 3 e ζi satisfaz (A.23).

Figura A.12: Funções de base de grau r = 1 em Te.

Na Figura A.13, explicitam-se as localizações dos pontos nodais para a função de base de

grau r = 2. Nota-se que a referida função de base quadrática para o ponto nodal P1 deve ser

zero no lado ζ1 = 0 oposto ao ponto nodal P1 e em ζ1 = 1
2
, que passa pelos pontos nodais

intermediários P4 e P6. Dimensiona-se o produto destas formas lineares por 2 para garantir

que ϕ1(1, 0, 0) = 1 forneça a função de forma quadrática ϕi(ζ1, ζ2, ζ3) = ζ1(2ζ1 − 1).
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Construções semelhantes produzem as funções restantes, e tem-se

ϕi (ζ1, ζ2, ζ3) =

{
ζi (2ζi − 1) , para o ponto nodal Pi, i = 1, 2, 3,

ζjζk, para o ponto nodal Pi entre Pj − Pk para i = 4, 5, 6.

Figura A.13: Funções de base de grau r = 2 em Te.

De maneira similar, para um elemento cúbico de Lagrange com pontos nodais localizados

como na Figura A.14, as funções de base são definidas por

ϕi (ζ1, ζ2, ζ3) =



9

2
ζi

(
ζi −

2

3

)(
ζi −

1

3

)
, se i = 1, 2, 3,

27

2
ζjζk

(
ζj −

1

3

)
, primeiro nó de trissecção (i = 4, 5, 6)

lado j − k,
27

2
ζjζk

(
ζk −

1

3

)
, segundo nó de trissecção (i = 7, 8, 9)

lado j − k,

27ζ1ζ2ζ3, nó central i = 10.
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Figura A.14: Funções de base de grau r = 3 em Te.

Estes resultados podem ser generalizados para triângulos de Lagrange de grau superior

utilizando as distribuições nodais para o triângulo de Pascal.

A.7 Teoremas auxiliares

Nesta secção estão os teoremas que não se enquadram nas secções apresentadas anteri-

ormente.

Teorema A.30 (Desigualdade de Young [36, p. 706]). Se a, b, ε > 0, p e q são expoentes

conjugados, então

ab ≤ εap + Cεb
q,

onde

Cε =
1

q (εp)
q
p

.

Teorema A.31. [24, p. 380] Para todo a, b ∈ Rd com d ≥ 1 e 0 < p <∞, a desigualdade

p-triangular é satisfeita

Cp |a+ b|p ≤ |a|p + |b|p ,

onde Cp = 1 se 0 < p ≤ 1 e Cp = 21−p se p > 1.

Além disso, se 0 < p ≤ 1, então a desigualdade inversa é satisfeita

||a|p − |b|p| ≤ |a− b|p .
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Teorema A.32. [6, p. 535] Para todo p > 1 e β ≥ 0, existem três constantes positivas

C1, C2 e C3 tais que, para todo a, b ∈ Rd, com d ≥ 1 e a 6= b, as seguintes desigualdades

são satisfeitas:

i)

∣∣|a|p−2 a− |b|p−2 b
∣∣ ≤ C1 |a− b|1−β (|a|+ |b|)p−2+β ;

ii)

C2 |a− b|2+β (|a|+ |b|)p−2−β ≤
(
|a|p−2 a− |b|p−2 b, a− b

)
Rd ;

iii) Se p ≥ 2, então

C3 |a− b|p ≤
(
|a|p−2 a− |b|p−2 b, a− b

)
Rd ,

onde (· , ·)Rd denota o produto interno usual em Rd.

O teorema do ponto fixo de Brouwer implica o seguinte teorema.

Teorema A.33. [42, p. 662] Sejam H um espaço de Hilbert de dimensão finita, β > 0 e

A : H → H uma aplicação cont́ınua tal que

(A(u), u)H > 0, ∀ u ∈ H, com ‖u‖H = β.

Então, existe u? ∈ H tal que

A (u?) = 0, com ‖u?‖H ≤ β.

Teorema A.34 (Banach-Alaoglu [36, p. 723]). Seja X um espaço de Banach reflexivo.

Se a sequência {un}∞n=1 ⊂ X é limitada, então existem uma subsequência {uni}
∞
i=1 ⊂

{un}∞n=1 ⊂ X e uma função u ∈ X tais que

uni ⇀ u.

A seguir, apresenta-se a definição de uma função absolutamente cont́ınua.

Definição A.35. [68, p. 12] Sejam I ⊂ R e f : I → R. Se para todo ε > 0, existe δ > 0

tal que, para todo n ∈ N, a sequência {(xi, yi)}ni=1 de intervalos disjuntos de I satisfaz

n∑
i=1

(xi − yi) ≤ δ ⇒
n∑
i=1

|f (xi)− f (yi)| ≤ ε.
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Então, f é uma função absolutamente cont́ınua em I. Denota-se por AC(I) o conjunto

de todas as funções absolutamente cont́ınuas em I.

Teorema A.36. [68, p. 12] Se f ∈ L1(I), então F (t) =
∫ t

0
f(s)ds pertence à AC(Ī) e

F ′(t) = f(t) para todo t ∈ I.
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Glossário

Geral

↪→ imersão cont́ınua

↪→↪→ imersão compacta

→ convergência

⇀ convergência fraca

|β| =
d∑
i=1

βi onde β = (β1, β2, . . . , βd) ∈ Nd

ess inf
x∈Ω

|u| = sup

{
inf

x∈Ω\Z
|u(x)| : Z ⊂ Ω,meas(Z) = 0

}

ess sup
x∈Ω

|u| = inf

{
sup
x∈Ω\Z

|u(x)| : Z ⊂ Ω,meas(Z) = 0

}

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0} suporte de u

q = p
p−1

é o expoente conjugado de Hölder de p onde 1 ≤ p ≤ ∞

p(x) denota a função de expoente variável p : Ω→ (1,∞)

q(x) = p(x)
p(x)−1

é o expoente conjugado de Hölder de p(x)

p− = ess inf
x∈Ω

p(x)

p+ = ess sup
x∈Ω

p(x)

Ti denotam os elementos finitos com i = 1, . . . , Ne.
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Conjuntos

N = {0, 1, 2, . . .} denota o conjunto dos números naturais

N∗ = {1, 2, . . .} denota o conjunto dos números naturais exceto o número zero

R denota o conjunto dos números reais

R+ denota o conjunto dos números reais positivos

Rd denota o espaço euclidiano de dimensão d ≥ 1

(a, b) = {a, b, x ∈ R; a < x < b}

[a, b] = {a, b, x ∈ R; a ≤ x ≤ b}

|Ω| = meas (Ω) = medida de Lebesgue de Ω

Ω denota o fecho de Ω

∂Ω denota a fronteira de Ω

int(Ω) denota o interior do conjunto Ω

Th = {Ti}, i = 1, . . . , Ne

Q = Ω× ]0, T ]

Γ = ∂Ω× ]0, T ].
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Operadores

Dβu denota a derivada fraca de ordem β da função u

ut =
∂u

∂t
denota a derivada parcial de u em relação à variável t

div u =
d∑
i=1

∂ui
∂xi

denota o divergente da função u

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xd

)
denota o gradiente de u

∆u =
d∑
i=1

∂2u

∂2xi
representa o Laplaciano da função u

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
representa o operador p-Laplaciano da função u

∆2
pu = ∆

(
|∆u|p−2 ∆u

)
representa o operador p-biharmónico da função u

∆2
p(x)u = ∆

(
|∆u|p(x)−2 ∆u

)
representa o operador p(x)-biharmónico da função u.

Espaços de Funções

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R, mensurável;

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞, onde 1 ≤ p <∞
}

L∞(Ω) = {u : Ω→ R, mensurável; ∃ C ≥ 0, |u(x)| ≤ C q.t.p. em Ω}

Cm(Ω) = {u : Ω→ R; u é m-vezes continuamente diferenciável}

Cm,β(Ω) =
{
u : Ω→ R; u ∈ Cm(Ω) e Dβu é Hölder cont́ınua com expoente β

}
C∞0 (Ω) =

{
u ∈ C∞

(
Ω
)

; supp(u) é um conjunto compacto
}

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω); Dβu ∈ Lp(Ω) ∀ β; |β| ≤ m

}
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Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)

Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω)

Lp(a, b;X) =

{
u : (a, b)→ X, mensurável;

∫ b

a

‖u‖pX dt <∞
}

Lp(x)(Ω) =

{
u : Ω→ R, mensurável;

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx <∞
}

AC(a, b) = {u : [a, b]→ R; u é absolutamente cont́ınua em [a, b]}

Sh =
{
u ∈ C0

0

(
Ω
)

;u|Ti é um polinómio de grau r ≥ 1, ∀ Ti ∈ Th
}

.

Normas, Produto Interno e Funcional

|x| módulo de x ∈ R

|x| norma Euclidiana de x ∈ Rd

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

; 1 ≤ p <∞

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|u|

‖u‖Wm,p(Ω) =

(
m∑
|β|=0

∥∥Dβu
∥∥p
Lp(Ω)

) 1
p

; 1 ≤ p <∞

‖u‖Wm,∞(Ω) =
m∑
|β|=0

ess sup
Ω

∣∣Dβu
∣∣

‖u‖Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

‖u(t)‖pX dt
) 1

p

<∞; 1 ≤ p <∞
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‖u‖L∞(a,b;X) = ess sup
t∈(a,b)

‖u(t)‖X

ρp(x)(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx; p : Ω→ (1,∞)

‖u‖Lp(x)(Ω) = inf

{
β > 0; ρp(x)

(
u

β

)
≤ 1

}

‖e (Uk)‖2 =

(
Ne∑
i=1

∫
Ti

|uk − Uk|2 dx

) 1
2

norma do erro entre a solução aproximada U

e a exata u avaliadas no tempo k.
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