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Resumo

A componente cientifica é constituida por duas partes. Na primeira parte estudamos trés caracteri-
zacoes das Funcoes Quadréaticas. Por outro lado, na segunda parte estudamos a Funcao Quadratica
na perspectiva dos sistemas dinamicos, tendo-se como objectivo compreender as propriedades di-

namicas associadas a familia F),(z) = pz(1 — ).
Na componente pedagogica é apresentada uma descricdo sumaria do estigio e a planificacao da
subunidade "Fungoes Quadraticas", inserida no Tema II (Fungdes e Grdficos. Fungdes polinomiais.

Fung¢ao Mdédulo.) do programa de Matematica A do 10° ano dos Cursos Cientifico-Humanisticos
de Ciéncias e Tecnologias.
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Abstract

The scientific component of this work has two parts: first we have studied tree characterizations
of the Quadratic Function. Then we have studied the Quadratic Function on a view of the dyna-

mical systems, trying to understand the dynamical properties associated to the family of functions
F,(z) = pz(l — z).

In the pegagogical component we present a summary description of my internship and the planning
of the subunit "Quadratic Functions", inserted on the second theme of Mathematics A syllabus of
the 10" grade.

Keywords

Dynamical Systems, Quadratic Fuctions, Planning.
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Introducao

Este trabalho tem como finalidade a conclusao do 2° Ciclo em Ensino de Matematica no 3° Ciclo do

Ensino Basico e no Ensino Secundario e esta dividido em duas componentes, cientifica e pedagogica.

Como ponto de partida para a realizacao do trabalho cientifico escolhi o tema "Funcoes Quadrati-

cas"

uma vez que este ¢ um subtema do Tema IT (Fungoes e Graficos. Fungdes polinomiais. Fungao
Moédulo) no programa de Matematica A do 10° ano dos cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias
e Tecnologias (no qual exerci a Pratica de Ensino Supervisionada). Assim, com a realizagao deste
trabalho pretendo aprofundar e diversificar o meu estudo acerca do tema escolhido, de modo a ter

ferramentas teoéricas relacionadas com o tema.

No trabalho cientifico aprofundou-se o estudo das Funcoes Quadraticas. Este trabalho é consti-
tuido por duas partes: Caracterizacoes das Fungdes Quadraticas, onde, ao longo do trabalho, sao
apresentadas diversas caracterizacoes das Funcoes Quadraticas e um estudo da Funcao Quadréatica

na perspectiva dos sistemas dinamicos.

Na primeira parte, a fonte principal para a sua realizagao foi o livro "Matematica do Ensino Médio
- volume 1"[10], de Elon Lages Lima, mas procurei sempre, além de compreender, completar, apro-
fundar e extender as ideias 14 apresentadas. Os contetados sdo apresentados com detalhe, quer na
apresentacdo das defini¢oes quer na demonstragdo dos resultados envolvidos. O trabalho realizado
nesta parte assentou na prova de resultados importantes para obter diversas caracterizagoes das
Funcoes Quadraticas.

A principal fonte para a realizacdo da segunda parte da componente cientifica foi o livro de "An
Introduction to Chaotic Dynamical Systems"[5], de Robert L. Devaney. Os conceitos e provas aqui
apresentadas nao sao tao detalhados como na primeira parte, sendo que alguns resultados necessé-
rios sdo apenas enunciados. Assim, o trabalho nesta parte consiste, por um lado, numa introdugao
a conceitos elementares de Sistemas Dinamicos e, por outro lado, sao estudados e analisados alguns

dos principais resultados associados & dindmica de uma familia das Fun¢oes Quadraticas.

O trabalho pedagogico apresentado corresponde a uma descrigdo sumadria do estagio e a planifica-
¢do de uma das trés subunidades planificadas ao longo do estagio, as restantes encontram-se no
portefolio correspondente ao nucleo de estagio 2011/2012 entregue na escola. Assim, a subunidade
escolhida foi sobre "Fungoes Quadraticas", incluida no Tema II - Funcoes e Grificos. Funcoes
polinomiais. Fun¢do Mddulo., no programa de Matematica A do 10° ano. A realizacao das plani-
ficagbes das aulas correspondentes a subunidade escolhida teve sempre como base o programa de
Matemaética A do 10° ano dos Cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias [3]. Além
disso, procurou-se construir tarefas de modo a desenvolver as capacidades de formular e resolver

problemas, de comunicar e também desenvolver e promover o pensamento matematico.

Nas planificagoes apresentadas sdo integrados os Temas Transversais que se mostrem aconselhados
as mesmas, além de informacgoes sobre Data, Ano/Turma, Duragdo da aula, Tema, Tépico, Su-
mario, Pré-Requisitos, Objectivos, Avaliagdo/Reflexdo, TPC, Recursos, Apoio bibliogréfico, assim
como a Metodologia a ser utilizada na respectiva aula (Contetidos/Estratégias).



Uma vez que os conhecimentos sobre fun¢oes sdo indispenséveis para a compreensao do mundo em
que vivemos, o estudo da subunidade "Funcoes Quadraticas" tem como base o estudo analitico,
numérico e grafico. Assim é realizado o estudo detalhado das "Fung¢des Quadraticas" e resolvem-se
analitica, grafica e numericamente algumas equagoes e inequagoes. Além disso, nas planificagdes
apresentadas é feito o estudo intuitivo de propriedades das "Fung¢oes Quadraticas" e dos seus gra-
ficos (tanto a partir de um grafico particular como usando a calculadora grafica) através da analise
dos efeitos das mudancgas de parametros nos seus graficos das familias de "Fungoes Quadraticas"
onde se considerou apenas a variacao de um parametro de cada vez e também através das trans-
formagoes simples de fungoes definidas por y = f(z) + a, y = f(z + a), y = af(z) e y = f(ax),
com a positivo ou negativo, descrevendo o resultado utilizando a linguagem das transformacoes

geométricas.



Capitulo 1

Caracterizacoes e dinamica das Funcoes
Quadraticas

Neste capitulo comecamos por introduzir algumas nogoes e resultados elementares sobre as funcoes
quadraticas (seccdo 1.1). Seguem-se trés caracterizagoes das funcoes quadraticas: através do seu
grafico (seccdo 1.2), sobre a transformacgao de progressoes aritméticas de segunda ordem (secgao
1.3) e na sua relagdo com é&reas delimitadas pelos eixos coordenados e pelo grafico de fungdes afins
(seccdo 1.4). Na secgdo 1.5 fazemos uma muito breve introducio aos sistemas dinamicos e ao

estudo da dindmica de uma familia de fun¢des quadraticas.

1.1 Defini¢coes e Preliminares

Esta seccao consiste na definicdo e propriedades elementares das Fungoes Quadraticas, essenciais

para o desenvolvimento do trabalho.

Definigao 1.1.1 Uma funcao f : R — R designa-se por fun¢ao quadrdtica quando existem

nimeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais que f(z) = ax® + bx + ¢, Vz € R,
Comecemos por enunciar e provar algumas propriedades sobre as Fun¢oes Quadréaticas.

Proposigao 1.1.2 Sejam f(z) = ax? +bx +c e g(z) = a’2® + 'z + ¢ duas funcdes quadrdticas.
Se f(x) = g(x), ou seja, ax? +bx +c=d'z> +V +c,Vr €R, entioa=a', b=V ec=c.

Demonstragao da proposigao 1.1.2
Sejam f(z) = ax® +bxr+ce g(x) = a’z? + bz + ¢ duas fungdes quadréticas tal que ax? + bz +c =

a'x? +Vzx+ ¢, Vx € R. Considerando z = 0, vem ¢ = ¢’. Assim, obtemos:
ar’ +br =d'z? + bz, Vr €R.

Contudo, esta igualdade é vélida para todo o z diferente de zero. Assim, dividindo ambos os
membros por x temos:
ar+b=dz+b, Ve #0.

Portanto, quando x = 1 e x = —1 obtemos respectivamente:

a+b=d+b (1.1)

—a+b=-d +¥V (1.2)



Fazendo a soma entre (1.1) e (1.2), vem:

at+b—a—>
2b
b

Por outro lado, fazendo a diferenga entre (1.1)

a+b—(—a+0b)
at+b+a—>
2a

a

e

a +b—a+V
20
.

(1.2) temos:

a+bt —(—d +V)
a +b +ad -V
2a’

l
a .

Proposigao 1.1.3 Sejam f(z) = az? + bz +c e g(z) = d/2® + 'z + ¢ duas fungdes quadriticas.

Se f(z1) = g(z1), f(z2) = g(x2) € f(as) = g(x3) (em que 21 # 22 # x3), ou seja, f(x) e g(z) sao
iguais em trés pontos distintos, entao f(x) = g(z) para qualquer nimero real.

Demonstragao da Proposicao 1.1.3

Sejam f(x) = az? +bx +ce g(z) = a’z? + b’z + ¢’ duas fungdes quadraticas.

Escrevendo o =a —a’, B =b—1V e v = c— ¢ queremos mostrar que a = § =~ = 0.

Sabemos que:

az? +bxy +c— (2 + 0z + )
az? +bry +c—adai —ba, —

(a—a)z? 4+ (b—V)zy + (c—¢)

axi + bry +c— (d'x2 +0'zy + )

ars +bry +c—ari—Vay -

(a—a)x3+

flz) —g(z) = 0
=0
= 0
= 0
az? + fri+y = 0, (1.3)
flz2) —g(z2) = 0
= 0
=0
(b—V)ra+(c—c) = 0
axs + Bra+y = 0, (1.4)



flxzs) —glxs) = 0
az3 +bry+c— (a'z3 +Vr3+c) = 0
ari +brs+c—dai—brs—c = 0
(a—a)zz+b—b)es+(c—c) = 0
axs 4+ Brz+y = 0. (1.5)
Assim, fazendo a diferenca entre (1.4) e (1.3) obtemos:
azs+ Bry+y—azi—Bri—y = 0
afrd —2?) 4+ B(xg —x1) = 0. (1.6)
E fazendo a diferenga entre (1.5) e (1.3) temos:
azi+ Brs+y—azi—Bri—y = 0
a(a} —af) + Blas —x1) = 0. (1.7)

Uma vez que z7 # x2 € 1 # x3, ou seja, ro — x1 # 0 e x3 — x1 # 0, podemos dividir (1.6) por

T9 — X1 € obtemos:

a(@d—a}) +Ba—z) 0
To — I T2 — I
aze + 1) (22 — 1) n Blxy — x1) — 0
T2 — T1 T2 — T1
alza+xz1)+p = 0. (1.8)

Também dividindo (1.7) por x3 — 1 obtemos:

a(af —af) + Blay —x1) 0
T3 — T1 T3 — Ty
alws ta)(@s —on) | flas—o)
T3 — I T3 — T
a(:cg + $1) + ﬁ = 0. (19)

Assim, subtraindo (1.8) a (1.9) temos:

afzz+x)+B—alza+x) -8 = 0
arstari+p8—ars—ax1—F = 0
ars —are = 0

alzs—xz9) = 0

0.

o = O \Y Tr3 — T2 =
Como z3 — z2 # 0 vem que o = 0.
Uma vez encontrado «, vamos determinar /3. Para tal substituimos a = 0 por exemplo em (1.8)

obtendo =0 (0(xz2 —z1) + 8 =0 < S = 0). Por fim, para determinar « substituimos em (1.3)
(por exemplo) « =0 e 8 = 0 obtendo assim v = 0. O



Proposigao 1.1.4 Dados trés nimeros reais distintos x1, ro e T3 e nimeros arbitrdrios yi, yo e
y3 tais que os pontos A(x1,11), B(xa,1y2) e Clzs,y3) sdo ndo colineares em R?, existe uma e uma

86 fungdo quadrdtica f(x) = ax? + bx + ¢ tal que f(x1) = y1, f(22) = y2 e f(x3) = y3.

Demonstragao da Proposigao 1.1.4
Colocando as equagoes (1.3), (1.4) e (1.5) num sistema obtemos um sistema de trés equacoes
lineares a trés incognitas (a, 8,7), em que os segundos membros sdo iguais a zero, ou seja, € um

sistema homogéneo. Temos assim o seguinte sistema:

ar? + Bry+4=0
azi + fra+7=0
ar? + frs+v=0

Como vimos na demonstragao da Proposigdo 1.1.3 este sistema possui como solugdo o = f = =0,
ou seja, a solucao trivial. No entanto, quando um sistema homogéneo apenas admite a solucao
trivial podemos substituir os zeros dos segundos membros por nimeros arbitrarios que obtemos
sempre uma unica solucdo. Assim, dados arbitrariamente os niimeros reais y;, y2 € y3, existe um

e um s6 terno ordenado (a, b, c) tal que:

ar?+bry +c=y (1.10)

ari +bry +c=yy (1.11)

axs +brs +c=y3 (1.12)

Realizando-se a diferenca entre (1.11) e (1.10) e entre (1.12) e (1.10) obtemos, respectivamente:

aI§+bx2+cfax%fbxlfc = Yo — Y1
a(ey —af) +b(za —21) = ya—um (1.13)
e
ax§+bx3+c—az%—bx1—c = y3—u
a(w —at) +b(zs —21) = ys—um (1.14)

Uma vez que zo # x1 e x3 #* x1 temos que o — x1 # 0 e x3 — x7 # 0. Assim, podemos dividir

(1.13) por o — z1 # 0 e (1.14) por x3 — x1, obtendo respectivamente:

a@d—ad) +bea =) -
To — I T2 — T1

alzs +z1)+b = % (1.15)
2 — 41



a(a} — af) +b(zs — 21) _ Y-y
T3 — T I3 —T1

alws +a1)+b = % (1.16)
3— 21

De seguida, subtraimos (1.13) a (1.14) para determinar o valor de a:

Y2—Y1 Y3~
T2 — T1 T3 — T1
Y2—Y1  Ys— W

alze+z1)+b—alzs+z1)+b =

ars —ary —
To — X1 Tr3 — T1
Y2 — U1 Ys — 1
alxs — ) = —
T2 —T1 T3 —T1
o = Ys — Y1 _ Y2—U1
(z3 —@2) (w3 —21) (22 — 21)(23 — 72)
0 — 1 Ys—yr  Y2— 1

xr3 — T2 | T3 —T1 T2 — T

Acabamos entao de ver que dados trés ntimeros reais distintos x1, £ e x3 e ntimeros reais arbitra-
rios y1, Y2 € y3, existe um e um s6 terno ordenado (a,b,c) tal que a fungio f(z) = ax® + bz + ¢
tem f(x1) =y1, f(22) = y2 e f(x3) = y3.

No entanto, a fungdo f(z) = ax?® + bx + ¢ pode nao ser quadratica, a nio ser que a # 0.

Como vimos anteriormente, ¢ = —= {ys*yl — yryl}. Entéo,
T3—T2 Tr3—T1 Tr2—T1

1 [y?)_yl_y2_yl:|

T3 — T2 [T3 — T1 T2 — I
=0 o y3—y17y2—y1:0
Ir3 — T1 To — X1
a=0 < Ys Y1 _ Y2 — Y

I3 — X1 ng:z:l'

Sejam A(x1,y1), B(w2,y2) e C(x3,y3) € R*. O declive da recta AC é 222 e o declive da recta AB

¢ L2291 Entao a condigho L= = ¥2-UL qignifica que as rectas AB e AC tém o mesmo declive,
T2—T1 xr3—T1 To—T1
ou seja, os pontos A,B e C sdo colineares. O

Proposigao 1.1.5 Seja f : R — R wma fung¢do quadrdtica. Entdao f € continua.

Demonstragao da Proposigao 1.1.5

Seja f: R — R uma funcao quadratica. Entao existem ntmeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais que
f(z) = az® + bz + ¢, Yz € R.

Em primeiro lugar, provemos que g(x) = az?, com a # 0 é uma fungdo continua em qualquer

w € R. Isto é, pretendemos provar que dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que, se |z — w| < § entdo

7



lg(x) — g(w)| < e. Assim,

l9(2) = g(w)] = Jaz® — aw?| = |a(a® — w?)| = a(z — w)(z + w)]

la(z — w)(z + w —w+ w)| = |a(z — w)(z — w + 2w)| = |a(z — w)||z — w + 2w

IN

la(z = w)|(jz — w| + [2w]) = |al|lz — w|(Jz - w| + |2w]) < |a|6® + 26]a||w].
Assim, basta considerar § tal que |a|d? + 25|a|jw| < e.

Em seguida, provemos que h(z) = bz + ¢, com a,b € R é continua em qualquer ¢ € R. Isto &,
pretendemos provar que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que, se |x — t| < § entdo |h(x) — h(t)] < e.
Assim,

|h(z) = h(t)] = |bx + ¢ — bt — ¢| = |bx — bt| = |b(x — t)| = |b||x — t] < |b]d.

£

Portanto, basta tomar § <

Logo, a funcado f é soma de fungoes continuas pelo que f é continua em R. |

Proposigao 1.1.6 Seja f : R — R uma fun¢dao quadrdtica. Entio a derivada de f em x € R é
2ax + b.

Demonstragao da Proposi¢ao 1.1.6
Seja f: R — R uma funcao quadratica. Entao existem ntimeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais que
f(z) = az?® + bz + ¢, Vx € R.

flx+h) - fz)

, .
Fla) = lim h
~ tim a(x +h)? +b(z+ h) 4+ c— (az? + bz + ¢)
h—0 h
— m a(z? + 2xh + h%) + bx + bh + ¢ — az? — bz — ¢
h—0 h
~ lim ax? + 2axh + ah? +bxr +bh+c —ax? —bx — ¢
h—0 h
~ lim 2axh + ah? + bh
h—0 h
~ im h(2az + ah + b)
h—0 h

= lim(2axz 4+ ah + b)
h—0
= 2az+0

1.2 Primeira caracterizacao das Funcoes Quadraticas

Esta sec¢do consiste em caracterizar as Fungoes Quadraticas através do seu gréfico.
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Defini¢ao 1.2.1 Uma pardbola é o conjunto dos pontos do plano equidistantes de um ponto (foco)

e de uma recta (directriz) que ndo contém esse ponto.

Definigao 1.2.2 A recta que passa no foco F' e é perpendicular d directriz designa-se eixo de

stmetria da pardbola.

Definigao 1.2.3 O ponto da pardbola mais proximo da directriz designa-se vértice da pardbola.
Este é o ponto médio do segmento cujas extremidades sao o foco e o ponto de intersec¢ao entre o

eizo de simetria da pardbola e a directriz.

Em seguida, apresenta-se a figura que traduz as defini¢oes anteriores.

eixo de simetria

directriz

Definicao 1.2.4 Dizemos que | é uma recta tangente a uma parabola num ponto P dessa

pardbola se P pertence a l e todos os outros pontos da pardbola pertencem do mesmo lado da recta.
Definigao 1.2.5 Chamamos grdfico de uma fun¢io f : R — R ao conjunto {(x, f(x)) : x € R}.

Definigao 1.2.6 A recta tangente ao grdfico de uma funcao f no ponto de abcissa xg é

a recta que passa no ponto P(xq, f(x0)) e tem como declive a derivada de f em x.

Seja P um ponto de uma parabola de foco F e seja P’ a projeccdo de P sobre a directriz. Dizemos
que uma parabola possui a propriedade focal se a recta [, tangente & parédbola em P, é a bissectriz
do angulo FPP'.

P

directriz L%



Uma interpretacdo para esta propriedade é que se fizermos incidir um feixe de luz paralelo a
directriz sobre o ponto P, a sua reflexdao (o dngulo de incidéncia é congruente com o angulo de

saida) na recta tangente & paradbola em P ir4 passar em F.

Lema 1.2.7 Uma pardbola possui a propriedade focal.

Demonstracao do Lema 1.2.7

Suponhamos que a recta [ é tangente a parabola num ponto P. Seja P’ a projec¢do de P sobre a
directriz. Assim, [ é bissectriz do angulo FPP’.

Suponhamos que a bissectriz do angulo FFPP’ (chamamos-lhe !') intersecta a parabola noutro
ponto, digamos @, cuja projeccao sobre a directriz ¢ denotada por @’. Pela defini¢ao 1.2.1 temos
que FQ = QQ'. Por outro lado, o triangulo FPP’ & isosceles, e a bissectriz do angulo F PP’
passa no ponto médio da perpendicular FP’. Portanto, para cada ponto ) nessa bissectriz temos

QP =QF =QQ'".

directriz

Chegamos assim a uma contradi¢do porque @’ é o tnico ponto sobre a directriz da pardbola onde

a distancia a @ é minima. O

Teorema 1.2.8 O grdfico de uma funcao quadrdtica € uma pardbola.
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Demonstragao do Teorema 1.2.8

Em primeiro lugar provemos que o grafico de uma fungio quadratica do tipo f(z) = ax?, a # 0, é
uma parabola.

Para tal, vamos determinar "candidatos" a foco e a directriz.

Caso o grafico da fungio f(z) = az?

, com a # 0, seja uma pardbola, a recta tangente & parabola
num ponto P de coordenadas (zo, azd), xo # 0, (recta y1) faz angulos iguais com a recta, r = o,
paralela ao eixo de simetria e com a recta que une o foco (ponto F) a esse ponto (recta y2), devido

ao facto da parabola possuir a propriedade focal (lema 1.2.7).

Seguidamente, determinemos a equagao reduzida da recta ys.

Uma vez que a recta y; ¢ a recta tangente a pardbola no ponto (g, az?), temos que y; ¢ da forma
y1 = myz + by, onde m; é a derivada da fungao f no ponto (xg,ax3). Portanto, pela proposigao
1.1.6 temos que y; = 2axgxr+bi. Por outro lado, o declive da recta y; é igual ao valor da tangente do

angulo formado entre a recta e o eixo Ox, o qual designamos por «. Assim, temos que tan o = 2axy.

Em seguida, tracemos a recta paralela ao eixo Oz (recta r) passando pelo ponto (zg, ax3).
Como a recta r é paralela ao eixo Oz e a recta y; intersecta a recta r e o eixo Oz temos que

angulos alternados formados pelas intersecgoes sdo congruentes, logo o dngulo entre y; e r é «.

Assim, temos a + 3= 5 & =75 —ae2a=7—28.
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No entanto, yo é da forma yo = mox + by, onde my € igual ao valor da tangente do dngulo formado

entre a recta ys e o eixo Oz (0 qual designaremos por o). Logo, mg = tana/.

Mas, a recta r é paralela ao eixo Oz e a recta ys intersecta o eixo Ox e a recta r, logo o angulo

entre a recta ys e a recta r é /.

fix)=ax®

Portanto, temos

"9 _ .

o' + 28 5

! Q(E_> - I
“telzg @ 2
/ _9 _ m

o + 7 @ 5

T

Q Q
Il Il
| o
=] |
+ 3
v
e [\

Q

Como my = tana’, vem que:

™
mey = tan (—5 + 2a>
mg = —cotan(2a)
1
my = —————
2 tan(2«)
1
me = - 2 tan(a)
1—tan?(«a)

1 — tan?(a)
my = ——————
2 2tan(«)

tan?(a) — 1
my = ———
2 2 tan(a)

~ (2ax0)* — 1
m2 = 2.2axq
4a’z? — 1
my = @ —F
4daxg

4a2zg —1
4axg

Assim, yo = T + bs.
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Em seguida, determinemos by utilizando o facto de o ponto (g, az?) pertencer a recta ys.

arg = Zmifibl(xo) + by
ary = ZMZ:EQC;IO + b2
arg = tcfxxog - 42:(;0 02
ar? = axi— % + by
o L
Logo, 9y, = 4aj§§;1z + £

Uma vez que f(x) é uma funcdo par, o seu grafico ¢ simétrico em relacdo a recta x = 0. Caso
o grafico seja uma parabola, esta recta coincide com o eixo de simetria da parabola. Portanto, o

"foco" tem de coordenadas (0, ﬁ), pois pertence ao eixo de simetria da pardbola e a recta ys.

Por outro lado, o ponto (0,0) é o tnico ponto do gréfico de f que pertence ao eixo de simetria,
pelo que seré o vértice da parabola.
1

Portanto, pela definigao 1.2.3 vem que a "directriz" ¢ a recta horizontal y = —4-.

Em seguida, provamos que qualquer ponto que pertence ao grafico da fun¢io f(r) = ax?, com

a # 0, dista igualmente do ponto F (0, &) (foco) e da recta y = — .- (directriz).
Seja T um ponto genérico que pertence ao gréfico de f, de coordenadas (z, az?). Seja T’ o ponto que
pertence & directriz cuja abcissa é igual & do ponto T, portanto tem como coordenadas (z, —1-).
Para o gréafico da fungdo f ser uma parabola temos que verificar que o ponto T' dista igualmente
de FedeT’, ouseja, TF =TT,

TF = TT

1\? 1\?
2 2 _ 2
\/x + <ax 4a> (az +4a>

Elevando ambos os membros ao quadrado temos que:

2 2

1 1

2 2 L _ 2, L
o <a 4a> (a:L‘ + 4a>

x? x?

2 2"

corresponde & parabola cujo foco é o ponto F (0, ﬁ) ea

Portanto, o grafico da funcio f(z) = ax?

directriz é a recta horizontal y = — L.

Finalmente, o grafico da fungdo f(x) = a(x —h)?+k, a # 0, obtém-se a partir do grafico da fungdo

f(x) = az? por uma translacio associada ao vector (h, k), pelo que o seu gréfico é a pardbola cujo

13



foco é o ponto F' (h, ﬁ + k) e a directriz é a recta horizontal y = fﬁ + k. O

Exemplo 1.2.9 Consideremos a fun¢do quadrdtica f(z) = x2. Pelo Teorema 1.2.8 o grifico da

fungio f € a pardbola cujo o foco é o ponto F (07 %) e a directriz € a recta horizontal y = —%.

Teorema 1.2.10 Seja f(x) uma fungdo tal que o seu grdfico é uma pardbola. Entdo f(x) é uma

funcao quadrdtica.

Demonstragao do Teorema 1.2.10

Seja P(x, f(z)) um ponto genérico que pertence ao gréfico da fungio f, ou seja, pertence a uma
parabola. Sem perda de generalidade podemos considerar que o vértice da parabola é (0,0). Pela
definigao de parabola, temos que o ponto P dista igualmente do foco F'(0,t) e da directriz (ponto
P'(z,—t)), ou seja, PF = PP'.

PF = PP
Ve =02+ (fl2) =12 = V(z—2)*+(f(2) +1)?)
v+ (flz) =) = V(f(x) +1)?

Elevando ambos os membros ao quadrado temos que:

2+ (fx) = t)* = (f(x)+1)?
o+ (f(2)* = 2tf(x) +¢* = (f(2))” +2tf(x) +¢°
w2 —2tf(x) = 2tf(x)
2 = 2f(x) —2tf(x) = 0
x? —4tf(xr) = 0
—Atf(r) = —a?
dtf(z) = 2°
I
fl@) = it
Obtemos assim que f(z) = £?, ou seja, f ¢ uma fungdo quadrética.
Se o vértice fosse (h, k) basta considerar f(x — h) + k, que é uma fungao quadratica. a

1.3 Segunda caracterizagao das Funcoes Quadraticas
Esta seccao consiste em caracterizar as Funcoes Quadraticas através de progressoes aritmédicas de

segunda ordem.

Defini¢ao 1.3.1 Uma progressao aritmética (de primeira ordem) é uma sequéncia em que
a diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa constante € designada razao da

progressao aritmética.

14



Exemplo 1.3.2 A sequéncia (5,8,11,14,17,20, ...) é uma progressio aritmética de primeira or-

dem uma vez que a diferenca entre cada termo e o anterior é 3 (razao da progressao aritmética).

Defini¢ao 1.3.3 Uma progressao aritmética (de segunda ordem) é uma sequéncia (y1,y2,y3, ...
na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior ((dy,) = (Yn+1 — yn)) formam uma pro-

gressao aritmética de primeira ordem.

Definigao 1.3.4 Uma progressao aritmética de segunda ordem nao degenerada é uma
sequéncia (y1,Y2,Y3,---) na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior ((d,) =
(Yn+1 — Yn)) formam uma progressio aritmética de primeira ordem ndo constante (com razao

diferente de zero).

Exemplo 1.3.5 Consideremos a sequéncia (u,)=(1,4,9,16,25,..., n?, ...) de termo geral u,, = n?.

De sequida, averiguemos as diferencas entre os termos consecutivos.

dn:unﬂfun:(n+1)27n2:2n+1

Assim, a sequéncia (d,)=(3,5,7,9,....2n + 1,...) é uma progressao aritmética de primeira ordem

cuja razdo € 2, pelo que a sequéncia (u,) € wma progessao aritmética de sequnda ordem.

Lema 1.3.6 (y,) € uma progressio aritmética de sequnda ordem se e sé se y, é um polindmio de

seqgundo grau em n.

Demonstragao do Lema 1.3.6

(=)

Seja (y,) uma progressdoo aritmética de segunda ordem. Entdo (z,) = (ynt1 — Yn) € uma pro-
gressao aritmeética de razao diferente de zero. Assim, x1 +zo + ... + Tp—1 + Tp = (Y2 —y1) + (y3 —
Y2) + oot Yn-1—=Yn—2) + Un —Yn—1) + Un+1 = Yn) = Ynt1 —y1. Como z1 + 22+ ... + Ty 1 + Ty &
a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (z,,), vem que, ¥,+1 — y1 € um polinémio

de grau 2 em n. Portanto, ¥y, é também um polinémio de grau 2 em n.

(<)

Seja agora y, = an®+bn+c, com a,b,c € Rea # 0. Entdo vem que, yp11—yn = a (n + 1)2+b(n +
D+c—(an?+bn+c)=an?>+2an+a+bn+b+c—an®> —bn —c = 2an + (a+b). Esta
expressao de primeiro grau em n, pelo que (yn+1 — ¥n) € uma progressao aritmética de primeira

ordem e, consequentemente, (y,) é uma progressao aritmética de segunda ordem. O

Teorema 1.3.7 Uma fung¢do continua f : R — R € quadrdtica se e so se toda a progressao aritmé-

tica nao constante (T1,Ta,...,Tn,...) € transformada por f numa progressao aritmética de sequnda
ordem nao degenerada (f(x1), f(x2),....f(Xn),...).
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Demonstragao do Teorema 1.3.7

(=)

Sejam (z,,) uma progressao aritmética de primeira ordem, com x,, = x,—1 +7r =21+ (n — 1)1, €
f(x) = az® + bz +c.

De modo a mostrar que (f(z1), f(z2), f(z3), ...) € uma progressdo aritmética de segunda ordem

mostremos que as diferencas sucessivas

di = f(x2) — f(71)
dy = f(x3) — f(x2)

dn, = f(-TnJrl) - f(xn)

dny1 = f(Tng2) = f(Tng1)

formam uma progessio aritmética.
Assim, calculemos f(xy), f(@nt1) € f(xnt2) para de seguida calcularmos d,, e dy,11.

flxn) = fler + (n—1Dr) = a(zy + (n — V)r)? + b2y + (n — Vr) + ¢ = a(z? + 2z1r(n — 1) +
(n—1)2r2) + bxy +b(n— 1)r+c=a(@? +2x1r(n—1) + (n? —2n + 1)r?) + bzy +bnr —br + ¢ =

ax% + 2az1mn — 2ax17T 4+ an®r? — 2nar? + ar? + bxy + bnr — br + c.

f(@ns1) = fx1 +nr) = a(xy +nr)? + b(xy +nr) + ¢ = a(x? + 2x1nr +n?r?) + bxy +bnr +c =
ax% + 2az1nr 4+ an®r? + bz + bnr + c.

f@ni2) = fler + (n+ 1)r) = a(z1 + (n+ )r)2 + b(z1 + (n+ 1) + ¢ = a(a? + 2z1r(n + 1) +
(n+1)%r?) + bz +b(n+ 1)r+c = a(z? + 2x1rn+ 2217 + (n? + 2n + 1)r?) + by + brn+br + ¢ =
ax% + 2az1rn + 2ax17r + an?r? 4+ 2anr? + ar? + bxy + brn + br + c.

dn = f(xni1) — f(xn) = ax? + 2az1nr + an®r? + by + bnr + ¢ — (ax? + 2az1rn — 2az17r + an’r? —
2nar? + ar? 4+ bxy +bnr — br + c) = ax% +2axinr +an?r? + bz +bnr +c— ax% —2ax1rn+2ax1r —

an®r? + 2nar? — ar? — bxy — bnr + br — ¢ = 2arxy + 2anr? — ar? + br.

dni1 = f(@na2) — f(Xny1) = az? + 2ax1rn + 2az1r + an’r? + 2anr? + ar? + bwy + brn + br + ¢ —
(ax% + 2ax1nr + an®r? 4+ bxy + bnr + c) = ax% + 2ax1mn + 2az17r + an?r? + 2anr? + ar? + bxy +
brn+br+c— ax% — 2azinr — an’r? — bxy — bnr — ¢ = 2ax1r + 2anr? + ar? + br.

Logo, dy4+1 — dp, = 2ax17 + 2anr? + ar? + br — 2arzy — 2anr? + ar? — br = 2ar?, pelo que (d1, da,

eery dp,...) & uma progressdo aritmética de primeira ordem de razao 2ar?.
(<)

Seja f : R — R uma funcao continua que tem a propriedade de transformar toda a progressao

aritmética ndo constante numa progressao aritmética de segunda ordem nao degenerada.
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Seja g(x) = f(x) — f(0). Entao g tem as mesmas propriedades de f e mais a propriedade de que
9(0) = 0.

Assim, considerando a progressao aritmética de primeira ordem (1,2,3,4,5,...) temos que (g(n)) é
uma, progressao aritmética de segunda ordem nao degenerada. Portanto, pelo lema 1.3.6 existem
ntmeros reais a e b (com a # 0) tais que g(n) = an?® + bn,¥n € N. (Note-se que deveria ser
g(n) = an?® + bn + ¢, mas g(0) = 0).

De seguida, fixemos um nimero arbitrario p € N e consideremos a seguinte progressao aritmética:

(1 2 3 n >
2

Analogamente, existem nimeros reais a’ e b’ (com a’ # 0) tais que g (%) =a'n?>+bn, ¥n € N.

Logo, temos que:

an® +bn = g(n)
an*+bn = g <np)
p
an® +bn = d(np)? + ' (np)
an® +bn = (a'p*)n® + (Vp)n.

Assim, as fungdes quadraticas ax? + bz e (a’p?)x? + (b'p)z sdo iguais V2 € N. Pela Proposi¢ao

1.1.2 vem que:
a
a = a'p2 = a’ = —=

p2

b=tpet =2
p

Portanto, para quaisquer ntimeros naturais n e p temos que:

s}
R
SRR
~—

I
Q\
3
[\v]
+
=
3

Q
/N
AR
S~

I
h@p‘g
3

(V]
_|_
| o
3

S
/N
SRS
~——

Il

IS
/N
SRS
S~
[\v]

+ =3

o>
/N
D3
~—

As fungoes continuas g(r) e ax? + bx sdo tais que g(r) = ar? + br para todo o racional positivo

r = %. Se p ndo pertence a Q entdo p = limr,, onde r,, € Q. Portanto,

g(p) = g(limry,)

Uma vez que a fun¢do g é continua vem que:

lim g(ry,)
glp) = lim(ar% + bry,)

<

—

3
I
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Como a fungdo quadratica é continua (pela Proposigao 1.1.5) temos que:

g(p) = alimr2 +blimr,
g(p) = ap”+bp.

Logo, g(z) = ax® 4 bz, Vo € RT.

De maneira analoga, considerando a progressdo aritmética de primeira ordem (-1, -2, —3,...) con-

cluimos que g(x) = az? + bz, Vo < 0.

Logo, colocando f(0) = ¢, temos f(z) = g(z) + ¢, ou seja, f(z) = ax® + bx + ¢, Vo € R. |

1.4 Terceira caracterizacao das Funcoes Quadraticas

Esta secgao consiste em caracterizar as Fungoes Quadraticas através da area "limitada pelo grafico"

de uma funcao afim.

Teorema 1.4.1 Seja f(t) = mt + b, com m # 0 (fun¢do afim). Entdo a fun¢do que expressa a
drea compreendida entre o eixo Ot, a recta y = mt + b, a recta t = = e o eizo Oy € uma funcao

quadrdtica.

Demonstragao do Teorema 1.4.1

Seja f(t) = mt + b, com m, b € R em #0.

Em primeiro lugar consideremos o caso m > 0e b > 0.

Consideremos um ponto R genérico que pertence ao grafico da funcdo f, portanto R tem como
coordenadas (z, mz + b). Pretendemos determinar a drea compreendida entre o eixo Ot, a recta

y=mt+ b, arectat =z e o eixo Oy, tal como é sugerido na figura que se segue:

f(t)=mt + b

R (%, mx + b))
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Assim, a area da regido pretendida em funcdo de z é dada por:

Alz) = Ap+ Ag

Alx) = b;h—i-cxl

Alw) = xx(mx2+b—b)+bm
Alx) = xx2mx—|—b:z:

A(z) = ﬁijbe

Alz) = %x2+bx.

Logo, para m > 0 e b > 0 a funcao que expressa a area compreendida entre o eixo Ot, a recta
y=mt+ b, arectat=2x e o eixo Oy (A(ac) = %xQ + b:c) é uma funcao quadratica.

O casom <0 e b < 0 é anélogo.

Em segundo lugar, consideremos o caso m > 0e b < 0.

Consideremos um ponto 1" genérico que pertence ao grafico da fun¢do f, portanto T' tem como
coordenadas (z, mz + b). Pretendemos determinar a area compreendida entre o eixo Ot, a recta
y=mt+ b, arectat =z e o eixo Oy, tal como é sugerido na figura que se segue:

fit)=mt+b

Assim, a area da regido pretendida em funcdo de = é dada por:

Alx) = Aa+Aa
Ay = mby @ty
2 bmz | B
Alz) = ;_:j_i_mx -l-bx;— me g b
’ B
Alz) = g_f:_|_m$ +b$2+bx+m
2 Lk
Alw) = Q_T,j+m72+bx+%
Alz) = %$2+bx.
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Logo, para m > 0 e b < 0 a fungdo que expressa a area compreendida entre o eixo Ot, a recta
_m

y =mt+b, arectat =z e o eixo Oy (A(x) = Zx? + br) ¢ uma fungdo quadratica.
O caso m < 0 e b > 0 é anélogo.

Portanto, a fun¢do que expressa a drea compreendida entre o eixo Ot, a recta y = mt + b, a recta

t ==z eoeixo Oy (A(z) = Za* + bx) ¢ uma fun¢io quadratica. O

Teorema 1.4.2 Seja f(x) = az® + bx, com a # 0. Entio a fungdo f expressa a drea "delimitado

pelo grifico” de uma fungao afim.

Demonstragao do Teorema 1.4.2

Seja f(r) = ax® + bz, com a, b € R e a # 0. Pelo Teorema 1.4.1 vimos que a funcdo que expressa

a area compreendida entre o eixo Oz, a recta y = mt + b, a recta t = = e o eixo Oy é do tipo
_m

Az) = 5 x2 + bx. Assim, considerando a = T, temos que a fungao f expressa a area "abaixo do

grafico" da fungao afim f(t) = 2at + b. O
1.5 Funcao Quadratica na perspectiva dos sistemas dinami-

COSs

Os sistemas dinamicos ocorrem no mundo real e tém como objectivo perceber a evolu¢ao de um
sistema ao longo do tempo, por exemplo, através da natureza das orbitas (identificando o conjunto
de orbitas que sao periodicas, eventualmente periddicas, ...). Mas, geralmente, esta tarefa é dificil,
se ndo impossivel. Por exemplo, se f(x) é polinomial de grau 2 entdo encontrar explicitamente
os pontos periodicos de periodo n leva a resolucdo da equagao (f o fo...o f)(x) = x, que é uma

equacgao polinomial de grau 2".

Nesta sec¢do o principal objectivo é compreender as érbitas da familia de funcdes F,(z) = pr(l—x)
(funcbes quadraticas) no intervalo I = {z : 0 < = < 1}, ou seja, dada a fungdo F),(z) e um valor

inicial xg, queremos perceber o que acontece a sequéncia

(o, f(20), F(f(20)), )

para os diferentes valores de p. Contudo, apesar da sua aparente simplicidade, esta fun¢ao ilustra

muitos dos mais importantes fenémenos que ocorrem nos sistemas dinamicos.
No entanto, num primeiro momento pode-se suspeitar que a iteragdo de F),(z) num dado valor
inicial corresponde a uma sequéncia que converge para um limite fixo, mas a funcdo F),(z) leva a

resultados imprevisiveis quando iterados.

Note-se que a sequéncia (xg, f(xo), f(f(z0)),...) ao longo desta secgio é designada por

(1‘0, f(zO)a fz(xO)v sty fn(‘rO)a )

Definigao 1.5.1 A drbita futura de x pela funcdo f € o conjunto de pontos x, f(x), f*(z), ...,
f™(z0),... e € denotada por OT (x).
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O grafico de uma func¢do f tem informacao acerca da primeira iteragdo de f e podemos analisé-lo
de modo a ver o que vai acontecer em iteracOes mais elevadas. Assim, identificamos a diagonal
A = {(z,z) : x € R} e marcamos um ponto de abcissa zo. De seguida, tracamos uma linha vertical
desde (z,0) até ao grafico de f, ou seja, até ao ponto (zg, f(z)) e uma linha horizontal do ponto
(z0, f(x0)) até A, ou seja, até ao ponto (f(zo), f(xo)). Em seguida, tracemos a linha vertical desde

(f(z0), f(xo)) até ao gréfico de f, ou seja, até ao ponto (f(xo), f2(z0)).

A figura seguinte ilustra este processo para a fungao Fj,(z) = pa(1 —x) com p > 1.

Defini¢ao 1.5.2 = é um ponto fixo de f se f(x) = x. Denotamos o conjunto dos pontos fixos
por Fix(f).

Exemplo 1.5.3 Seja F,,(x) = px(l —x) com p > 1.

Pontos fizos de F,:

F, =z
px(l —x) x
pr(l—z)—z = 0
wlpl—2)—=1] = 0
r=0vVu(l—2)—1 = 0
r=0Vp—pr—-—1 = 0

r=0Vur = p—1

r=0Vz Q

1
Logo, F,, tem dois pontos fixos, o 0 e p, = ”T_l

Defini¢ao 1.5.4 = é um ponto periddico de [ de periodo r se f"(x) = x. O menor r positivo
para o qual f"(x) = x é designado o periodo primdrio de x. Denotamos o conjunto dos pontos

periddicos por Per,(f).
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Exemplo 1.5.5 Seja F,(x) = px(1 — ) com p > 1.

p—1
ot

periddico de periodo 1 de F,, uma vez que F,(0) =0, e p, € um ponto periddico de periodo 1 de

F,, pois F,(pu) = pp-

Pelo exemplo 1.5.3 temos que F), tem dois pontos fizos, o 0 e p, = Logo, 0 é um ponto

Defini¢ao 1.5.6 x é um ponto critico de [ se f'(x) = 0. O ponto critico é ndo degenerado
se f"(xz) £ 0, e é degenerado se ' (x) = 0.

Definigao 1.5.7 Seja p um ponto periddico de periodo n. O ponto p é hiperbdlico se |(f™) (p)| #
1. O ndmero (f™) (p) é chamado o multiplicador do ponto periddico.

Exemplo 1.5.8 Seja F),(z) = px(l —x) com p > 1. Pelo exemplo 1.5.5 temos que 0 e p,, sio

pontos periddicos de periodo 1. Em seguida, calculemos F),(x).
F(z) = [pz(1-2)]" = pla’(1-2)+z(1-2)'] = p[(1-2)+z(-1)] = p(l—2—2) = p(1-22) = p—2pa.

Portanto, F(0) = p—2ux0=p eFlL(pu):u—Zux“T_lzu—Q’ﬁTd“:u—Zu—l—2:2—u.

Logo, 0 é um ponto hiperbélico pois |F,(0)| = || > 1 e p, € também um ponto hiperbdlico para
1 < p <3 uma vez que |F),(p,)| =2 —p| # 1.

No que se segue, consideremos f uma funcio de classe C?.

Proposi¢ao 1.5.9 Seja p um ponto hiperbdlico fizo com |f'(p)| < 1. Entdo existe um intervalo

aberto U sobre p tal que se x € U, entao lim,,_,~ f"(z) = p.

Demonstracao da Proposicao 1.5.9

Como f & de classe C! existe ¢ > 0 tal que |f'(z)] < A< 1paraz € [p—e,p+¢| e algum A < 1.

Pelo Teorema do Valor Intermédio, temos que:

|f(x) —pl = |f(z) = fp)| < Alz —p| < |z —p| <¢

Logo f(x) esta contido em [p —e,p + €] e, de facto, esta mais proximo de p do que z.

Analogamente, |f"(x) — p| < A™|z — p|, pelo que f*(x) — p quando n — +o0. |

Proposigao 1.5.10 Seja p um ponto periddico de periodo r. Se |(f")' (p)| < 1 entdo existe U que
contém p tal que lim,_, o (f7)"(z) = p.

Demonstragao da Proposi¢ao 1.5.10
Como f" & de classe C! existe € > 0 tal que |(f")'(z)] < A < 1paraz € [p—e,p+e]| ealgum A < 1.
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Pelo Teorema do Valor Intermédio, temos que:

|f7 (@) —pl = [f"(x) = ff(p)| < Alz —p| < |z —p| <€

Logo f"(z) esta contido em [p — &, p + €] e, de facto, estd mais proximo de p do que .
Analogamente, |(f7)"(z) — p| < A™|z — p| tal que (f")"(z) — p quando n — +oo. O

O resultado anterior conduz-nos & defini¢do seguinte.

Definigao 1.5.11 Seja p um ponto periddico hiperbélico de periodo n com |(f™) (p)| < 1. O ponto

p € chamado um ponto periddico atractor (ou pogo).
Definigao 1.5.12 Um ponto fizo p com |f'(p)| > 1 é chamado um ponto repulsor (ou fonte).

Exemplo 1.5.13 Seja F,(z) = pa(l —x) com p > 1.
Pelo exemplo 1.5.8 temos que 0 é wm ponto fixzo com |f'(0)| > 1, logo é wm ponto fixo repulsor
para p > 1. Jd p, € um ponto fizo atractor para 1 < p < 3, pois para 1 < p < 3 temos que p, €

um ponto periddico hiperbolico com |f] (p,)| < 1.

Proposicao 1.5.14 Seja F),(z) = px(l — ).
1. F,(0) = F,(1) =0 e Fy,(p,) = pu onde p, = ”771
2.0<p,<1sep>1.

Demonstragao da Proposicao 1.5.14
1. Seja F),(z) = px(l — ).
Em primeiro lugar provemos que F,(0) = F,(1) = 0. Assim, temos que:

F

p@)=0epuz(l-z)=0pr=0Vi-2=02=0VvVe=1

Logo, F,,(0) = F,(1) =0 (e Fy(z) =0= 2 =0V = 1). Pelo exemplo 1.5.3 temos F},(p,) = p,

—1
onde p, = ”T

2. Seja F, () = pr(l—x) com p>1lep, =Lt =1—

1 1 .
m E Como 0 < m < 1, vem que:

1
0>—>-1
o

1
140>1——>1-1
o
1
1>1——>0
u
1
0<1l——<1.
H

Logo, 0 < p, < 1. U
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Proposicao 1.5.15 Seja F),(z) = px(l —x) com 1 < pn < 3.
1. F,, tem um ponto fivo atractivo em p,, = “T_l e um ponto fizo repelente em 0.

2. Se0 <z <1 entao limnﬁooFﬁ(x) =D,

Demonstragao da Proposicao 1.5.15
1. Ja foi demonstrado nos exemplos 1.5.3 e 1.5.13.

2. Em primeiro lugar vemos o caso em que 1 < pu < 2, onde temos a seguinte figura.

Com base na figura podemos notar que:
3
- se x estd no intervalo [1,1] entdo F,(z) estd em [0

Ep(z) = Fﬁ"fl)(FM(x)) — pu quando n — oo.

- se x estd no intervalo [0, 3], |Fl(z) — pu| < |z — p,| se z # p, logo Fi}(x) — pu quando n — o0;

1

,5}, pelo que o argumento anterior implica

De seguida, vemos o caso em que 2 < u < 3, onde temos a seguinte figura.

Com base na figura podemos notar que:
CE<pu <1
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. p; é o0 tnico ponto no intervalo [O, %] que é enviado para p, por F;

- o intervalo [p/,,p,] € enviado para o intervalo [§,p,] por F7, portanto F}}(z) — p, quando

n— oo Vx € [p:“pu];

- para 0 < z < p/, existe k > 0 tal que F¥(z) € [p),, p,], logo F(F(x)) = p, quando n — oc;
F("_l)

se x € [py, 1], Flu(z) € [0,p,] e entdo limy, oo Fjj(z) = limp oo Fu™ 7 (Flu(2)) = D

Assim, lim,, o F}(7) = p, quando 2 < p < 3.

Por fim, vemos o caso em que pu = 2.

i
Fp () =px(1-x)
: [
: [
. : [
: [
[
o ® o e 4 -
P

Neste caso, pela alinea 1 desta proposi¢ao podemos concluir que p, = % E com base na figura
podemos notar que:

-para 0 < z < p, vem que F}}(x) — p, quando n — oo;

- para x € [p,,, 1], existe k > 0 tal que F¥ € [0,p,], logo F/'(F}f(x)) = p, quando n — oc.

Assim, lim,, .o F,f(m) = p, quando p = 2.

Logo, lim,, o F}} () = p, ¥z €]0, 1] quando 1 < p < 3. O
Portanto, para 1 < p < 3, F), tem apenas dois pontos fixos e todos os outrosem I = {z : 0 < z < 1}
sdo assintoticos para p,. Assim, a dinamica de F), estd completamente compreendida para valores

de p neste intervalo.

Para 3 < p < 4 apesar de ser extremamente interessante nao vamos abordar este caso, pois sai
do ambito deste trabalho. Grosso modo & medida que o parametro p aumenta vao surgir érbitas
periddicas atractoras de periodos 2,4,..., mas também de periodos um pouco surpreendentes como 3

(o que, por o resultado famoso [14], implica a existéncia de orbitas periodicas de todos os periodos).

Em seguida, consideremos o caso em que u > 4. E, como anteriormente, todas as dindmicas de F),
ocorrem no intervalo I = {z : 0 <z < 1}, vamos novamente considerar este intervalo.

Notemos que para p > 4 o valor maximo de F), ¢ maior do que 1, logo certos pontos deixam I de-
pois de uma iteragao de F),. Seja Ay o conjunto desses pontos, ou seja, Ap é o conjunto dos pontos

que "escapam" imediatamente de I apds uma iteragdo de F), (e depois "tendem" para —oo) e os
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outros pontos permanecem em I depois de uma iteracdo de F),. Seja A1 = {x € I: F,(x) € Ao},
ou seja, A; é o conjunto de pontos que "escapam" de I depois de duas iteragoes de F}, e os outros
pontos ficam em [ apés duas iteragdes de F,. Intuitivamente, A, = {z € I : F}}(z) € Ao}, ou
seja, A, é o conjunto de todos os pontos que "escapam" de I & iteracao n + 1.

Portanto, os pontos que pertencem a A, tendem para —oo. Assim, interessa analisar o comporta-
mento daqueles pontos que nunca "escapam" de I, ou seja, o conjunto de pontos que pertencem
ao conjunto I — (|J,~, An) (denotemos este conjunto por A).

Como Aj é um intervalo aberto centrado em %, I — Ay consiste em 2 intervalos fechados, Iél) na

esquerda e Ifl) na direita (como podemos ver na figura que se segue).

Y

M Ag M

Portanto, vemos que:

- F}, transforma Iél) e 11(1) monotonicamente em I;

< 1 S 1
- F,, estd a aumentar em I(() ) e a diminuir em I{ );

- Existe um par de intervalos abertos, um em Iél) e outro em Il(l), que sao transformados em Ay

por F),, os quais designaremos pelo conjunto A; (como vemos na imagem que se segue).

De seguida, consideremos I —(AgU A;). Este conjunto consiste em 4 intervalos fechados (I(g2), I1(2),
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I2(2) e 12(2)) e cada um destes quatro intervalos contém um subintervalo aberto que é transformado
por Fﬁ em Ap, ou seja, os pontos nesses intervalos "escapam" de I & terceira iteracao de F},,
designado este conjunto por As. Continuando este processo, verificamos que A,, consiste em 2"
intervalos abertos disjuntos, portanto, I — (AgUA; U...UA,,) consiste em 2"*! intervalos fechados,
assim, F,E"H) transforma cada um destes intervalos fechados monotonicamente em I. De facto, o
grafico de FF(L"H) ¢ alternardamente crescente e decrescente nesses intervalos, tem exactamente 2"
pontos de inflexdo em I e intersecta a recta y = x pelo menos 2" vezes, ou seja, tem pelo menos

2™ pontos fixos.
Definigao 1.5.16 Um conjunto real é totalmente desconexo se nio contém intervalos.

Definigao 1.5.17 Um conjunto € perfeito se todos os pontos sao de acumulag¢ao ou pontos limite

de outros pontos do conjunto.

Definigao 1.5.18 Um conjunto de R é um congunto de Cantor se é fechado, totalmente des-

conezo e € um perfeito subconjunto de I.
Teorema 1.5.19 Se y > 2+ /5 entio A é um conjunto de Cantor.
A demonstragio encontra-se em [5] (Teorema 5.6).

Definigao 1.5.20 Seja f : J — J. Diz-se que [ € topologicamente transitiva se para qualquer
par de conjuntos abertos U, V C J existe k > 0 tal que f*(U)NV # (.

Exemplo 1.5.21 F,(z) = pz(1 — ), com pu > 2+ /5 € topologicamente transitiva [5].

Definigao 1.5.22 Seja f : J — J. Diz-se que f tem dependéncia sensitiva das condigoes
iniciais se existe 0 > 0 tal que, Vx € J e para qualquer vizinhan¢a N de x, existe y € N en > 0

tal que | f"(x) — f"(y)| > 0.

Exemplo 1.5.23 A fun¢do quadrdtica F), = px(l—1x) com p > 2+ V5 tem dependéncia sensitiva
das condigoes iniciais em A. Para verificar escolhamos 6 menor que o didmetro de Ay (onde Ay é o
conjunto dos pontos que "escapam” imediatamente de I apds wma itera¢io de F,). Seja x,y € A.

) e IJ(."H)

Se x £ y entdo os itinerdrios de x e y estao em distintos Ii(nH , para algum n. Mas, isto

significa que F)}(z) e F}}(y) estdo em lados opostos de Ao, logo |F}(z) — F)}(y)| > 6.

Definigao 1.5.24 Seja V C R um conjunto. Uma aplicagdo f:V — V é cadtica em V se:
1. f tem dependéncia sensitiva das condig¢oes iniciais;
2. f € topologicamente transitiva;

3. Os pontos periddicos sao densos em V.
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Prova-se [5] que o conjunto dos pontos periédicos de F},(x) = px(1 — x) com p > 2+ /5 é denso
em A.

Assim, a fungdo quadrética F), () = px(1 — x) é cadtica em A quando p > 2 + /5. Este resultado

também ¢é valido para p > 4 mas a prova [5] sai do &mbito deste trabalho.

Teorema 1.5.25 A fun¢do quadrdtica F,(x) = px(1 — ) € cadtica em A quando p > 4.

Além disso, temos que para pu > 4, Fy é cadtica em todo o intervalo I [5].

Teorema 1.5.26 A funcdo quadrdtica Fy(x) = 4x(1 — ) € cadtica em I = [0, 1].
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1.6 Conclusoes

Com a realizagao deste trabalho podemos concluir que existem diversas formas de abordar e carac-
terizar as Func¢oes Quadraticas, nomeadamente, através do seu grafico, de progressoes aritméticas
de ordem superior e como area "gerada" pelo grafico de uma func¢do afim. Também é possivel
olhar as Func¢oes Quadraticas através da sua dindmica. No entanto, neste caso, apesar do aspecto
aparentemente simples das Fung¢oes Quadraticas, um estudo mais aprofundado revela um compor-

tamento dindmico extremamente rico e complexo.
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Capitulo 2

Componente pedagogica

2.1 Introducao

No ambito do relatério de estagio integrado na unidade curricular do 2° ano do plano de estudos
do 2° Ciclo, em Ensino da Matemética no 3° ciclo do Ensino Bésico e no Ensino Secundario, da
Universidade da Beira Interior, pretende-se presentear uma descri¢cao suméria do trabalho desenvol-
vido ao longo do ano lectivo 2011/2012, assim como apresentar a planificacdo de uma subunidade

didéatica referente a um periodo de regéncia neste ano lectivo.

A Prética de Ensino Supervisionada (PES) ocorreu na Escola Secundaria Campos Melo, na Co-
vilha, iniciando-se no dia um de Setembro de 2011, na qual fazem parte leccionacao de aulas
supervisionadas, observacao das aulas do orientador cooperante e colegas do nicleo de estagio,
participacao na planificacdo da actividade lectiva, preparacao de instrumentos de avaliacdo e ma-

teriais didacticos e participagao em actividades de estagio com ligacao a escola.

O nucleo de estagio 2011/2012 constituido pelos estagiarios Flavio Escada e Téania Pacheco, sob
orientacao da professora Maria Isaura Fazendeiro Mendes (orientadora cooperante) e Helder Soares

Vilarinho (orientador cientifico).

Assim, a orientadora cooperante foram atribuidas as turmas 10° e 11° anos dos cursos Cientifico-
Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias, tendo a direc¢ao de turma do 11° A. Contudo, nas pri-
meiras semanas de Setembro realizaram-se as seguintes actividades: planifica¢bes anuais, médio e
longo prazo dos anos mencionados, testes diagnosticos paras as respectivas turmas e reuniao do
grupo de Matematica com vista a marcacao de reunides de nivel para se preparar o ano lectivo. E
também foi realizada a atribuigdos das regéncias aos estagiarios, ficando acordado que a estagiaria
Tania Pacheco leccionaria no 10° ano e o estagiario Flavio Escada leccionaria no 11° ano, onde
cada estagiario leccionaria seis blocos de noventa minutos em cada periodo, o que perfaz um total
de dezoito aulas de noventa minutos ao longo do ano lectivo. Além disso, nas primeiras semanas
também ocorreu a reunido geral de professores, na qual a Directora da escola deu votos de bom
trabalho e bom ano ano escolar, fez uma breve apresentacao da oferta educativa da Escola Campos

Melo e dos seus documentos orientadores.

Na escola fomos sempre bem recebidos, quer pelos professores e funcionarios, como pelos alunos
das turmas do 10° e 11° anos pois encaravam-nos como um professor em sala de aula e recorriam

ao nosso auxilio para esclarecimento de duvidas na resolucao de exercicios.

O trabalho realizado durante o estagio teve como base:

- planificar as aulas assistidas e leccionar as mesmas;

- estar sempre presente nas aulas leccionadas pela professora Isaura (orientadora cooperante);
- assistir as aulas leccionadas pelo colega de estagio;

- discutir com a professora Isaura as metodologias a adoptar em cada aula por nés leccionada;
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- elaborar fichas de trabalho;

- elaborar testes de avaliagao;

- construir matrizes para os testes;

- fazer critérios de correccao dos testes;

- corrigir e discutir a correccao dos testes;

- controle de faltas da turma do 11° A;

- organizar o dossie da direc¢do de turma do 11° A.

Por outro lado, também estive presente nas reunioes:

- do departamento de Matemética e Ciéncias Experimentais;

- de nivel com vista a elaboracdo das planificagoes a curto prazo para as respectivas turmas;
- de grupo;

- de directores de turma;

- de avaliac@o (intercalar e final de periodo);

- de encarregados de educacao da turma do 11° A.

No decorrer do estagio foram diversas as actividades extracurriculares em que o niicleo de estagio
participou e organizou. Assim, as actividades que participamos foram as seguintes:

- supervisionar a primeira e segunda eliminatéria das Olimpiadas da Matematica realizadas na
Escola Secundaria Campos Melo;

- apuramento dos alunos da escola a participar no Campeonato de Jogos de Matemaética e acompa-
nhamento dos alunos seleccionados a nivel de escola a final do Campeonato de Jogos de Matematica
realizada em Coimbra no dia 9 de Marco;

- na Ceia de Natal;

- nos dia dos departamentos onde foram realizados acessorios com formas geométricas com o objec-
tivo de o dinheiro conseguido na venda dos mesmos reverter a favor de familias carenciadas, além
disso, para o dia dos departamentos também se elaborou material para o desfile "A Matematica e
a Moda".

No entanto, o nucleo de estigio dinamizou actividades extracurriculares, especificamente um Peddy

Paper Matematico e uma secgdo de trabalho com a calculadora grafica TI N-Spire.

O Peddy Paper denominado "Matcidade" realizou-se no dia 6 de Janeiro, incluido nas comemo-
racoes do 128° aniversario da Escola Secundéria Campos Melo sendo destinado aos alunos do 3°
ciclo e secundario. Este consistiu num percurso pela cidade da covilha, iniciado e terminado na
escola, sendo constituido por vérias estapas. As equipas eram facultados guides com pistas com
o objectivo de descobrirem os locais a que se deviam dirigir para efectuarem diversas actividades.
A pontuacao era dividida em trés grupos, respostas as perguntas incluidas nos guides, actividades
realizadas e o tempo dispendido para a realizacao da prova. O Peddy Paper foi destacado devido
& ampla participacdo dos alunos (cerca de 200 alunos), o seu grau de satisfagdo com a actividade
e entusiasmo dos alunos, principalmente os alunos do 3° ciclo nos momentos em que necessitavam
de completar a prova em cada um dos postos. Saliente-se que o regulamento do Peddy Paper

encontra-se em anexo a este relatorio.

Por outro lado, a seccao de trabalho com a calculadora TI N-Spire foi destinada ao grupo de
Matematica da Escola Secundaria Campos Melo e para a realizacdo da mesma foram elaborados

guides (incluidos em anexo a este relatorio) com as respectivas tarefas com o objectivo de utilizar
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a calculadora para as resolver, de modo a explorar os comandos incluidos na calculadora gréfica
TT N-Spire.

Porém, durante o estagio também frequentei a agdo de formacao "Utilizagdo Pedagogica dos Qua-
dros Interativos na Matematica e Ciéncias Experimentais" e assisti & apresentagdo dos manuais
de 9° e 12° anos das editoras ASA e Porto Editora.

No primeiro periodo leccionei seis aulas de noventa minutos do Tema I - Geomatria no Plano e no
Espaco I do 10° ano, mais concretamente leccionei os seguintes subtopicos: Referencial cartesiano
ortogonal e monométrico no plano; Correspondéncias entre o plano e R?; Distancia entre dois
pontos no plano e no espaco; Conjuntos de pontos e condicdes em R?; Mediatriz de um segmento
de recta; Vectores livres no plano e no espago. No entanto, no segundo periodo também leccionei
seis aulas de noventa minutos do Tema II (Fungoes e Graficos. Fungoes polinomiais. Fungao Mo-
dulo) do 10° ano onde leccionei a subunidade "Fungdes Quadraticas". Por fim, no terceiro periodo
leccionei seis aulas do Tema III - Estatistica do 10° ano correspondendo aos seguintes subtépi-
cos: Dados agrupados em classes (tabela de frequéncias, histogramas, marca da classe, poligonos
de frequéncias e funcdo cumulativa); Medidas de localizagdo (média, moda, mediana e quartis);

Medidas de dispersdo (amplitude, amplitude interquartis, desvio médio, variancia e desvio padrao).

Assim, devido as restri¢cdes de espaco impostas para a elaboracao deste relatorio todas as activida-
des e planificagoes, assim como todos os materiais realizados na Prética de Ensino Supervionada
encontram-se no portefélio corresponde ao nicleo de estagio 2011/2012.

A planificagdo da subunidade apresentada neste trabalho corresponde ao estudo das "Funcoes
Quadraticas", incluida no Tema II (Fungoes e Gréficos. Fungbes polinomiais. Fungdo Modulo) do
programa de Matematica A do 10° ano dos cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnolo-

gias e é constituida por seis aulas.

Na aula n°1, introduziu-se o estudo da funcdo quadratica, mais concretamente a definicao, dominio
e grafico. Nas aulas n°2 e n°3, estudou-se a familia de funcdes quadraticas do tipo y = az?, a # 0,
y=alr—h)%, a#0,y=ar’>+k a#0ey=alr—h)?+k, a+#0,onde se analisou os efeitos das
mudancas de parametros no grafico das respectivas fungoes. Na aula n°4, na primeira parte da
aula estudou-se as transformacoes simples de fungoes através de uma apresentacao em Powerpoint
(incluida em anexo a este relatorio). Na segunda parte da aula estudou-se as fungdes do tipo
y = ax® +bx + c com a,b,c € R e a # 0. Na aula n°5 estudou-se a resolucio analitica e gréfica
de inequacgdes do 2° grau. Por fim, a aplicagao dos conhecimentos acerca da familia das funcoes
quadraticas foi na aula n°6 através da resolucdo de uma proposta de trabalho com exercicios re-
tirados dos testes intermédios de 10° ano. Contudo, todas as planificagoes apresentadas contém
os seguintes pontos: Data, Ano/Turma, Duragao da aula, Tema, T6pico, Sumario, Pré-Requisitos,
Objectivos, Competéncias Transversais, Avaliagdo/Reflexdo, TPC, Recursos, Apoio Bibliografico
e Contetudos/Estratégias.

33



2.2 Aula1l

Data: 6 de Fevereiro de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Funcoes polinomiais. Func¢ao médulo.

Topico:

Funcoes quadraticas.

Sumario:

Introducgao ao estudo da funcao quadratica: definicdo, dominio e grafico.

Pré-Requisitos:

Calcular perimetros e areas de rectangulos;
Resolver equacgoes do 2° grau;

Calcular distancia entre dois pontos;

Identificar fungoes;

Utilizar a calculadora grafica para obter graficos;

Conhecer as propriedades das funcoes e dos seus graficos.

Objectivos:

Conhecer e identificar uma func¢ao quadratica;

Conhecer e identificar o grafico de uma fung¢io quadratica;

Representar graficamente uma funcdo quadratica usando a calculadora grafica;
Calcular o méximo de uma funcao quadratica usando a calculadora gréafica.

Competéncias Transversais:

Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicacao Matematica oral nas possiveis discussoes gera-
das em torno da matéria a leccionar, como também através dos exercicios a resolver; além disso,
privilegia-se a relacio da tecnologia com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica; desenvolve-
se também a competéncia Aplica¢oes da Matematica quando se faz uma pequena abordagem as
aplicacoes da parabola em situagoes da vida real.

Avaliagao/Reflexao:

Os alunos serao avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontanea no decorrer da aula (Avaliagdo formativa dos
alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a

avaliar.

TPC:
Nesta aula nao ha TPC.

Recursos:

Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Grafica.
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Apoio bibliografico:
3],[4] e [7].

Contetdos / Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.

Posteriormente serd dito aos alunos que nesta aula iremos comecar o estudo das funcoes quadra-

ticas, onde iremos abordar a sua definicdo, dominino e grafico.

De seguida, seré feita uma pequena introducéo acerca das parabolas. Assim, sera dito aos alunos
que ha varias situacbes na vida real em que se encontram arcos com a forma de parabola, como
por exemplo, nas comunicagdes no uso das antenas parabélicas (dai o seu nome) e na arquitectura

(por exemplo, em pontes).

Seguidamente, seré feita uma abordagem intuitiva sobre "O que é uma parabola?" (o apontamento

seréd escrito no quadro para que os alunos tomem nota nos seus cadernos).

O que é uma parabola?

- Uma parabola é uma curva simétrica em relagdo a um eixo (eixo de simetria) e com um vértice,

como podemos ver na seguinte figura.

eixo de
simetria

[vértice] V, eixo de simetria

V [vértice)

Salientando-se que iremos abordar apenas as parabolas do tipo que estdo representadas na es-
querda, uma vez que as pardbolas do tipo das representadas na direita nao sao representacoes

graficas de funcoes.
- Uma parabola é uma curva que resulta do corte da superficie coénica por um plano paralelo a
uma das geratrizes. (esta afirmagdo sera auxiliada com uma conica para que os alunos consigam

visualizar a parabola)

Posteriormente seré escrita no quadro a definicdo geométrica de parabola assim como a imagem

que traduz esta definicao para que os alunos tomem nota no seu caderno.

Definigao geométrica de parabola: pardbola é o conjunto dos pontos do plano equdistantes
de um ponto (foco) e de uma recta (directriz) que ndo contém esse ponto.
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eixo de simetria

directriz

De seguida, sera referido que as parabolas gozam da propriedade focal ou reflectora, ou seja,
todo o raio incidente na parabola, paralelo ao seu eixo de simetria, reflecte-se passando pelo foco.

Por exemplo, esta propriedade é aplicada no mecanismo de funcionamento das antenas parabdlicas.

Em seguida, serd escrito no quadro a definicdo de fun¢do quadratica para que os alunos tomem

nota nos seus cadernos.

Definigao: Uma funcao real de variavel real definida por um polinimio de 2.° grau, ou seja, defi-
nida por uma expressio do tipo y = ax? + bx + ¢, com a # 0 é designada por funcio quadratica.
O dominio de uma func¢io quadratica é o conjunto dos nimeros reais.

O gréfico de uma funcao quadrética é uma parabola.

Depois sera feito um exemplo em conjunto no quadro (o qual os alunos devem tomar nota no
seu caderno) para evidenciar a importancia de se estudar as caracteristicas das fungdes do tipo
y = ax? + bz + c.

Exemplo:
O Sr. Anténio tem 20 metros de arame para delimitar um curral de forma rectangular. Quais as

dimensoes do curral para que a area cercada seja maxima?

Sejam z e y as dimensdes do curral.

Assim, temos:
20 4+2y=20z+y=10y =10 — 2.

Portanto, a area pode ser expressa em funcao de x:
A(z) = 2(10 — z) = —2? + 10x.
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Como z e y sao as dimensoes do curral temos z > 0Ay > 0. Mas x < 10 poisy =10—z e y > 0.

Portanto, o dominio da fungéo € ]0, 10].

De seguida, recorrendo a calculadora grafica obtemos uma representagao grafica da fungao que a

cada z faz corresponder a area do curral.

Flokl Flokz Flokz
~YiE-EE 1A
M=
sMar=
sMy=
M=
~ME=
M=
T e 1

Com o auxilio da calculadora grafica através do comando "2nd - trace - 4:maximum" obtemos o

méximo da funcao.

Haxiriu
#=4.9008878 Y=zE
| S e L e 3

Logo, a area maxima é 25m? e corresponde ao curral com a forma de quadrado com 5 metros de
lado.

Por fim sera proposto aos alunos o exercicio 32 da pagina 41 do manual dos alunos. O mesmo sera

posteriormente corrigido no quadro por um aluno.

Exercicio 32
Uma bola é langada numa mesa de pingue-pongue. Na sua trajectéria descreve arcos de parabola,

como a figura sugere.
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Segue-se um esquema onde esta representado o referido arco e duas possiveis posi¢oes da bola.

hlx]

|

Admite que a altura h da bola em relagdo & mesa, ao longo da sua trajectoria, entre o ponto A e
o ponto B, é dada em funcao de z, pela expressao:

h(z) = —0,0322 + 3z, em centimetos

Determina:
32.1 a distanica de A a B;

32.2 a altura maxima atingida pela bola (recorre a calculadora grafica).

Resolugao do exercicio 32

32.1

Para determinar a distancia de A a B necessitamos de saber as coordenadas dos pontos A e B. No
entanto, sabemos que os pontos A e B sdo os zeros da funcao, ou seja, a ordenada nestes pontos é

nula, portanto calculemos h(x) = 0.

h(z)=0
& —0,0322 +3x =0
< x(—0,032+3)=0
Sx=0V-0,03z+3=0

Sx=0V-0,03z =-3
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v YT 720,03

S oz=0Vzx =100

Assim, temos A(0,0) e B(100,0).

Logo, d(4, B) = /(100 — 0)? = 100.
32.2

De modo a determinar a altura maxima atingida pela bola introduzimos a fungio h(z) na calcu-

ladora grafica de modo a ter a sua representacio grafica.

Flakl Fleke Flokz

Assim, para obter-mos a altura méaxima atingida pela bola utilizamos o comando "2nd - trace -

4:maximum" da calculadora gréfica.

Y= -0 0ZHT+ 20

n=49.009888 “Y=7C
| ————————————————————

Portanto, concluimos que a altura méxima atingida pela bola é 75 centimetros.
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2.3 Aula 2

Data: 8 de Fevereiro de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Fungoes polinomiais. Fun¢ao maédulo.

Tépico:
Familia de fun¢oes quadréaticas.
Familia de func¢des do tipo y = az?, a # 0.

Familia de fungoes do tipo y = a(x — h)?, a # 0.

Sumario:

Familia de fun¢oes quadraticas do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo y = a(z — h)?, a # 0.

Pré-Requisitos:

Conhecer as propriedades das funcoes e dos seus graficos.
Conhecer e identificar uma funcao quadratica;

Conhecer e identificar o grafico de uma func¢ao quadratica;

Representar graficamente uma funcdo quadratica usando a calculadora gréfica.

Objectivos:

Esbocar a representacdo grifica de uma funcdo quadratica do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo
y=a(x—h)? a#0;

Identificar o vértice e o eixo de simetria das funcdes quadraticas do tipo y = az?, a # 0 e do tipo
y=a(x—h)? a#0;

Identificar o sentido da concavidade através de gréficos e da expressao analitica;

Identificar as propriedades das fun¢oes quadraticas do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo y = a(z — h)?,
a # 0 (dominio, contradominio, monotomia, sinal, zeros e extremos);

Analisar a influéncia dos parametros a e h na familia de funcdes do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo
y=a(r —h)% a#0.

Competéncias Transversais:

Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matemética oral nas possiveis discusses geradas
em torno das propostas de trabalho, como também através dos exercicios a resolver; além disso,
privilegia-se a relacao da tecnologia com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica.

Avaliacao/Reflexao:

Os alunos serdo avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontanea no decorrer da aula (Avaliagdo formativa dos
alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a

avaliar.
TPC:

Exercicio 38 da pagina 44 do manual dos alunos (o qual deveré ser entre na aula seguinte numa
folha a parte).
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Recursos:

Propostas de trabalho; Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Grafica.

Apoio bibliografico:
3],[4] e [7].

Contetidos / Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.

Em seguida, serd dito aos alunos que nesta aula iremos abordar a familia de func¢oes quadraticas
do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo y = a(x — h)?, a # 0, onde iremos realizar duas propostas de
trabalho com o objectivo de estudar as propriedades da familia das func¢oes quadraticas destes dois
tipos e analisar a influéncia dos parametros a e h.

De seguida, sera entregue aos alunos uma proposta de trabalho acerca da familia de funcoes do

tipo ¥ = ax?, a # 0. A mesma ser feita em conjunto.
Assim, apresenta-se de seguida a proposta de trabalho e sua respectiva correcgao.
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Matematica A
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Proposta de trabalho - Fungao Quadratica

Assunto: Familia de fun¢des do tipo y = ax?, a # 0

1. Considera as fungoes quadraticas seguintes:

f(x) = 2% g(z) = 3,52%; h(x) = 152%; i(x) = 0,52?%; j(z) = 0, 222

1.1. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboca no mesmo referencial os gréaficos das fungoes

quadréticas.

1.2. Identifica, em cada funcdo, o eixo de simetria, as coordenadas do vértice da parabola e o

sentido da concavidade.

2. Considera as fun¢oes quadraticas seguintes:
l(z) = —2% m(z) = =3, 52%; n(z) = —1522; o(z) = -0, 52%; p(z) = —0, 222

2.1. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboca no mesmo referencial os gréaficos das fungoes

quadréticas.
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2.2. Identifica, em cada funcao, o eixo de simetria, as coordenadas do vértice da pardbola e o

sentido da concavidade.

3. Completa o quadro seguinte:

g(z) = 3,522 i(z) = 0, 5> n(z) = —1522 p(z) = —0,22°

Dominio

Contradominio
Zeros

Sinal
Monotonia

Extremos

4. Através da analise dos exercicios anteriores o que podemos inferir acerca do parametro a?

5. Preenche o quadro seguinte:

y = az” a>0 a<0

Dominio
Contradominio
Zeros

Sinal

Monotonia

Coordenadas do vértice
Eixo de simetria
Extremos
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Correccao da proposta de trabalho - Fungao Quadratica

Assunto: Familia de funcdes do tipo y = az?, a # 0

1.
1.1.

Em primeiro lugar apresento as representagoes graficas das fungoes utilizando a calculadora.

W IO
amin= 90
Amax=3
necl=1
Ymin=-2
“Ymax=14
VYacl=1
Ares=1

A e i e+ il

Em segundo apresento as representacoes graficas das fungoes utilizando o software geogebra.

1.2.
As parabolas que representam as fungoes f, g, h, ¢ e j tém vértice no ponto (0,0), o eixo de simetria

é arecta x = 0 e tém a concavidade voltada para cima.

2.
2.1.
Em primeiro lugar apresento as representacoes graficas das funcoes utilizando a calculadora.
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T HOIO

Aamin= -1
Amax=2
nscl=1
Ymin=-18
Ymax=2
Yecl=1
Ares=1

Em segundo apresento as representagoes gréficas das fungoes utilizando o software geogebra.

2.2,

As parabolas que representam as fungdes [, m, n, o e p tém vértice no ponto (0,0), o eixo de

simetria é a recta x = 0 e tém a concavidade voltada para baixo.

3.

g(z) = 3,527 i(z) = 0,522 n(z) = —15x2 p(x) = —0, 227

Dominio R R R R

Contradominio Ry Ry Ry R,

Zeros 0 0 0 0

Sinal Positiva em R\{0} | Positiva em R\{0} | Negativa em | Negativa em

R\{0} R\{0}

Monotonia Decrescente em | — | Decrescente em ] — | Crescente em | — | Crescente em | —
00, 0] Crescente em | oo,0] Crescente em | co,0] Decrescente | co,0] Decrescente
[0, +o00] [0, +o00] em [0, +00] em [0, +00]

Extremos Minimo:0 Minimo:0 Maximo:0 Maximo:0

Minimizante:0

Minimizante:0

Maximizante:0

Maximizante:0
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4.

- O sinal do parametro a influencia o sentido da concavidade da parabola, ou seja, se a > 0 a
parabola tem concavidade voltada para cima, se a < 0 a parabola tem a concavidade voltada para
baixo;

- O valor absoluto de a influencia a abertura da parabola, ou seja, quanto maior o valor absoltuto
de a menor é abertura da parabola;

- O vértice da pardbola (ponto (0,0)) e o eixo de simetria (recta x = 0) sdo independentes do

parametro a.

5.

y = ax’ a>0 a<0

Dominio R R

Contradominio Ry Ry

Zeros 0 0

Sinal Positiva em R\ {0} Negativa em R\{0}

Monotonia Decrescente em | — 00,0] | Crescente em ] — co,0] De-
Crescente em [0, +00] crescente em [0, +-00[

Coordenadas do vértice (0,0) (0,0)

Eixo de simetria z=0 z=0

Extremos Minimo:0 Méximo:0
Minimizante:0 Maximizante:0

Em seguida & realizacdo da proposta de trabalho acerca da familia de funcdes do tipo y = az?, a # 0
serd entregue aos alunos uma proposta de trabalho acerca da familia de fung¢des do tipo y =
a(z—h)?, a # 0 (a qual ser feita em conjunto). A mesma sera enunciada de seguida e a respectiva

correcgao.
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Proposta de trabalho - Fungcao Quadratica
Assunto: Familia de fungoes do tipo y = a(x — h)?, a # 0

1. Considera as fungoes quadraticas seguintes:
flz) = 2% g(a) = (x - 2)* h(z) = (z + 1)% i(z) = (z +3)°

1.1. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboga no mesmo referencial os graficos das funcoes
quadréaticas.

1.2. Identifica, em cada funcao, o eixo de simetria e as coordenadas do vértice da parabola.

1.3. Explica como podes obter o grafico da fun¢do g a partir do gréafico da funcao f.

1.4. Explica como podes obter o grafico da fun¢ao i a partir do gréfico da funcao f.
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1.5. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboga o grafico da funcio j(z) = —(z + 1) e

explica como podes obter o grafico da fungao j(x) a partir do grafico da fungéo h(x).

2. Para fungdes do tipo y = a(x — h)? explica o efeito do parametro h relativamente ao grafico

da funcdo y = ax? e identifica as coordenadas do vértice da parabola e a equacio do eixo de simetria.

3. Preenche o quadro seguinte:

y = a(z — h)? a>0 a<0
Dominio

Contradominio
Zeros

Sinal
Monotonia

Coordenadas do vértice
Eixo de simetria

Extremos
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Correccao da proposta de trabalho - Fungao Quadratica
Assunto: Familia de fungoes do tipo y = a(x — h)?, a # 0

1.
1.1.

Em primeiro lugar apresento as representacoes graficas das funcoes utilizando a calculadora.

Em segundo apresento as representacoes graficas das fungoes utilizando o software geogebra.

1.2.

O vértice da parabola que é a representacio grafica da func¢do f é o ponto (0,0) e o seu eixo de
simetria é a recta x = 0.

O vértice da parabola que é a representacdo grafica da funcdo g é o ponto (2,0) e o seu eixo de
simetria é a recta x = 2.

O vértice da pardbola que é a representacdo grafica da fungéo h é o ponto (—1,0) e o seu eixo de
simetria é a recta r = —1.

O vértice da parabola que é a representagao grafica da fungao i é o ponto (—3,0) e o seu eixo de

simetria é a recta ¢ = —3.
1.3.

O gréafico da funcao g obtém-se a partir do grafico da fungao f, deslocando-o duas unidades para
a direita, ou seja, efectuando-se uma translacdo associada ao vector (2,0).
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1.4.
O gréfico da funcao i obtém-se a partir do grafico da fungao f, deslocando-o trés unidades para a

esquerda, ou seja, efectuando-se uma translagio associada ao vector (—3,0).

1.5.
Em primeiro lugar apresento a representacao gréfica da funcao j utilizando a calculadora.

[ L THOWM
Amin=-5
AMax=5

nscl=1

Ymin=-1@
Ymax=1
Yacl=1
Hres=1

Em segundo apresento a representacao grafica da funcao j utilizando o software geogebra.

05 1

O grafico da funcao j obtém-se a partir do grafico da fun¢ao h, realizando uma simetria em relacao

ao eixo Ox.

2.

O gréfico da funcdo y = a(x — h)? obtém-se a partir do gréfico da func¢io y = az?, através de um
deslocamento horizontal, ou seja, efectuando-se uma translagdo associada ao vector (h,0).

O vértice da pardbola que é a representacio grafica da fun¢do y = a(x — h)? é o ponto (h,0) e o

seu eixo de simetria é a recta x = h.
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3.

y = a(z — h)? a>0 a<0

Dominio R R

Contradominio Ry Ry

Zeros h h

Sinal Positiva em R\{h} Negativa em R\{h}

Monotonia Decrescente em ] — | Crescente em ] — oo, h] De-
00, h] Crescente em [h, +oo[ | crescente em [h,+00]

Coordenadas do vértice (h,0) (h,0)

Eixo de simetria x=h x=nh

Extremos Minimo:0 Maximo:0
Minimizante:h Maximizante:h

Para terminar a aula serd proposto aos alunos o exercicio 37 da pagina 44 do manual dos alunos.

O mesmo ser§ feito pelos alunos e posteriormente corrigido no quadro por dois alunos.

Exercicio 37

Escreve na forma y = a(z — h)? as fungdes que tém as seguintes representagoes gréficas:

37.1

37.2

Resolucao do exercicio 37

37.1.

O vértice da parabola ¢ o ponto (3,0). Portanto, y = a(x — 3)2.
Uma vez que o ponto (0,3) pertence a pardbola temos que:
3=a(0-3)?2e3=a(-3)2ca=2ca=1.
Logo, y = (z — 3)2.
37.2.

O vértice da parabola é o ponto (—2,0). Portanto, y = a(z + 2)2.
Uma vez que o ponto (0, —2) pertence a parébola temos que:

—2=a(0+2?2& 2=a(4)?a=FSa=—1.
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Logo, y = —3(z +2)°.

Por fim, serd apontado no quadro o trabalho de casa (exercicio 38 da pégina 44 do manual dos

alunos), o qual devera ser entre na aula seguinte numa folha a parte.

Exercicio 38

No referencial da figura estdo representados duas fungdes f e g, da familia y = a(x — h)?, a # 0.

38.1 Para cada funcao, indica o dominio, contradominio e constroi um quadro de variacao identi-

ficando os extremos.
38.2 Atendendo aos dados da figura, determina expressoes que definam as funcoes f e g.
Correcgao do TPC - Exercicio 38

38.1.
Dy =R; D} =R{.

T —00 2 +00

f(x) N 0 /!

O méximo absoluto de f é o 0 e o minimizante é o 2.

Dy=R; D), =Ry

T —00 -1 +o00

g(z) a 0 N\

O minimo absoluto de g é 0 0 e 0 maximizante é o -1.

38.2.

A fungdo f é da familia y = a(x — h)2.

Uma vez que o vértice da pardbola que representa a fun¢do f tem de coordenadas (2,0) temos que
f(x) = a(z — 2)2.

No entanto, para determinar o valor de a usamos o dado que o ponto de coordenadas (0, 2) pertence

a parabola. Portanto, temos:

1
2=a(0-2?=2=4asa= 3
Logo, a expressao que define a funcdo f é f(z) = §(z — 2)%
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A fungédo g é da familia y = a(z — h)2.

Uma vez que o vértice da pardbola que representa a fungio g tem de coordenadas (—1,0) temos
que g(z) = a(z + 1)

No entanto, para determinar o valor de a usamos o dado que o ponto de coordenadas (—3, —4)

pertence & parabola. Portanto, temos:

~d4=a(-3+1)? e 4d4=daa=—1.

Logo, a expressao que define a fungao g é g(z) = —(z + 1)2.
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2.4 Aula 3

Data: 24 de Fevereiro de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracgao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Funcoes polinomiais. Fun¢do maédulo.

Tépico:

Familia de fungoes quadréaticas.

Familia de func¢des do tipo y = ax? + k, a # 0.
Familia de fungoes do tipo y = a(x — h)? + k, a # 0.

Sumario:

Familia de fun¢oes quadraticas do tipo y = ax? + k, a # 0 e do tipo y = a(x — h)? + k, a # 0.

Pré-Requisitos:

Conhecer as propriedades das fungoes e dos seus graficos.

Conhecer e identificar uma funcao quadratica;

Conhecer e identificar o grafico de uma func¢io quadratica;

Representar graficamente uma funcio quadratica usando a calculadora gréfica;

Identificar o vértice e o eixo de simetria das funcdes quadraticas do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo
y=a(x—h)? a#0;

Identificar o sentido da concavidade através de graficos e da expressdo analitica;

Identificar as propriedades das fungdes quadraticas do tipo y = ax?, a # 0 e do tipo y = a(x — h)?,
a # 0 (dominio, contradominio, monotonia, sinal, zeros e extremos);

Analisar a influéncia dos parametros a e h na familia de funcdes do tipo y = az?, a # 0 e do tipo

y=a(x—h)% a#0.

Objectivos:

Esbocar a representacdo grafica de uma funcio quadratica do tipo y = az? + k, a # 0 e do tipo
y=alx—h)®>+k,a#0;

Identificar o vértice e o eixo de simetria das funcoes quadraticas do tipo y = az? + k, a # 0 e do
tipo y = a(z — h)? + k, a # 0;

Identificar as propriedades das funcdes quadraticas do tipo y = a2 + k, a # 0 e do tipo
y=a(x —h)?>+k, a # 0 (dominio, contradominio, monotonia, sinal, zeros e extremos);

Analisar a influéncia dos parametros a, h, k na familia de funcoes do tipo y = ax? + k&, a # 0 e do
tipoy = a(x — h)> +k, a # 0.

Competéncias Transversais:

Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matemética oral nas possiveis discusses geradas
em torno das propostas de trabalho, como também através dos exercicios a resolver; além disso,
privilegia-se a relacao da tecnologia com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica.

Avaliagao/Reflexao:
Os alunos serao avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontanea no decorrer da aula (Avaliagdo formativa dos

alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a
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avaliar.

TPC:
Nesta aula nao ha TPC.

Recursos:

Propostas de trabalho; Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Grafica.

Apoio bibliografico:
[31,[4] e [7].

Contetdos / Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.

Em seguida, sera dito aos alunos que nesta aula iremos abordar a familia de fun¢ées quadraticas do
tipo y = ax? +k, a # 0 e do tipo y = a(x — h)? + k, a # 0, onde iremos realizar duas propostas de
trabalho com o objectivo de estudar as propriedades da familia das fungoes quadraticas e analisar
a influéncia do parametro k.

De seguida, serd entregue aos alunos uma proposta de trabalho acerca da familia de funcgoes do

tipo y = ax® + k, a # 0. A mesma seré feita em conjunto.

Assim, apresenta-se de seguida a proposta de trabalho e sua respectiva correcgao.
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Proposta de trabalho - Fungcao Quadratica
Assunto: Familia de funcdes do tipo y = az? +k, a # 0

1.
1.1. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboca o grafico das seguintes funcoes e indica o

eixo de simetria e as coordenadas do vértice de cada parabola.

f(@) = 2% g(x) = a2 +2; h(z) = — 3

1.2. Explica como podes obter o grafico da fungao g a partir do gréafico da funcao f.

2. Para funcdes do tipo y = ax? + k explica o efeito do parametro k relativamente ao grafico da

funcao y = ax? e identifica as coordenadas do vértice da parabola e a equacido do eixo de simetria.

3. Completa o quadro seguinte:

y=ar’+k a>0Ak>0 a>0Ak<0 a<O0Ak>0 a<0Ak<O
Dominio
Contradominio
Zeros

Sinal

Monotonia

Extremos
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Correccao da proposta de trabalho - Fungao Quadratica

Assunto: Familia de funcdes do tipo y = az? +k, a # 0

1.
1.1.

Em primeiro lugar apresento as representagoes graficas das fungoes utilizando a calculadora.

LT MO0
amin=-7l
AMAX=T
necl=1
Ymin=-3

Em segundo apresento as representagoes graficas das fungoes utilizando o software geogebra.

Grafico da fungao f:
- Eixo de simetria: = = 0;
- Vértice: (0,0)

Grafico da funcao g:
- Eixo de simetria: z = 0;
- Vértice: (0,2)

Grafico da funcao h:
- Eixo de simetria: = = 0;
- Vértice: (0,—3)
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1.2,

O grafico da funcao g obtém-se a partir do gréafico da funcao f, deslocando-o duas unidades para

a cima, ou seja, efectuando-se uma translagdo associada ao vector (0, 2).

2.

O grafico da funcdo y = az? + k obtém-se a partir do grafico da funcio y = ax

2

deslocamento vertical, ou seja, efectuando-se uma translacao associada ao vector (0, k).

O vértice da pardbola que é a representacao grafica da fun¢ao y = az? + k é o ponto (0, k) e o seu

eixo de simetria é a recta x = 0.

3.
y=az’+k a>0Ak>0 a>0Ak<0 a<O0Ak>0 a<0Ak<O
Dominio R R R R
Contradominio [k, +o0[ [k, +o0[ | — o0, K] ] — o0, K]
Zeros Nao tem T e Ta T e T2 Nao tem
Sinal Positiva em R Positiva em | Positiva Negativa em R
] — oo,zi] U | em Jx1, 2|
Jx2,+00] Nega- | Negativa em
tiva em |z1, 22| ] — oo,mi[ U
}332, +OO[
Monotonia Decrescente em | Decrescente em | Decrescente em | Decrescente em
] — 00,0] Cres- | ] — o0,0] Cres- | [0,400] Cres- | [0,400] Cres-
cente em [0,40co[ | cente em [0,+00][ | cente em [—00,0] | cente em [—o0, 0]
Extremos Minimo:k Minimo:k Méximo:k Méaximo:k
Minimizante:0 Minimizante:0 Minimizante:0 Minimizante:0

, através de um

Em seguida & realizacdo da proposta de trabalho acerca da familia de funcoes do tipo y
ar® + k, a # 0 serd entregue aos alunos uma proposta de trabalho acerca da familia de fun-
¢oes do tipo y = a(x — h)? +k, a # 0 (a qual ser feita em conjunto). A mesma sera enunciada de

seguida e a respectiva correcgao.
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Proposta de trabalho - Fungcao Quadratica
Assunto: Familia de fun¢oes do tipo y = a(z — h)?> +k, a #0

1. Considera as fun¢oes quadraticas seguintes:

flx) =a?eg(z) = (z—3)*+2

1.1. Com o auxilio de uma calculadora grafica esboga no mesmo referencial os gréaficos das fungoes

quadréticas.

1.2. Como podes obter o grafico da fun¢do g a partir do grafico de f7

1.3. Indica o eixo de simetria e as coordenadas do vértice da pardbola que representa o grafico da

funcao g.

Conclusao:

O grafico de uma funcdo do tipo y = a(z — h)? + k (com a # 0) é uma parabola com as
seguintes caracteristicas:

- concavidade voltada para cima se a > 0 e voltada para baixo se a < 0;

- vértice no ponto de coordenadas (h, k);

- eixo de simetria é a recta de equacao x = h.
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Correccao da proposta de trabalho - Fungao Quadratica
Assunto: Familia de fun¢oes do tipo y = a(z — h)?> +k, a #0

1.1.

Em primeiro lugar apresento as representacoes graficas das fungoes utilizando a calculadora.

WIMDOW
Amin=-r
AMAX=T
necl=1
Ymin=-1
Ymax=1H
f Y=cl=1

Ares=1
e A T+ i

Em segundo apresento as representagoes graficas das fungoes utilizando o software geogebra.

1.2.
O grafico da funcao g obtem-se a partir do grafico da funcao f, efectuando-se uma translagao

associada ao vector (3,2).

1.3.
O vértice da parabola tem de coordenadas (3,2) e o eixo de simetria é recta x = 3.
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Para finalizar a aula serd proposto aos alunos o exercicio 43 da pagina 47 do manual dos alunos.

O mesmo seré feito pelos alunos e posteriormente corrigido no quadro.

Exercicio 43

Considera as fun¢oes quadraticas f, g e h tais que:
f(z) = —0,22% + 3;

g(z) = 2(x — 5)%

h(z) = —(x+1)% — 4.

43.1 Prenche o seguinte quadro:

Coordenadas do | Equagdo do eixo
vértice de simetria

Q
—
8
N N N

43.2 Estuda cada uma das fun¢bes quanto ao dominio, contradominio, zeros, sinal, monotonia e

extremos.

Resolucao do exercicio 43 (Pag.47)

43.1
Coordenadas do | Equacao do eixo
vértice de simetria
f(z) (0,3) r=0
g(x) (5,0) z=5
h(zx) (-1,-4) r=-1
43.2
Fungao f:

Dominio: R

Contradominio: | — o0, 3]

Zeros: {—v/15,1/15}
f(x):O<:>—0,2x2—|—3:0<:>—0,2x2:—3©x2=%®x2:15®x:i\/ﬁ.
Sinal: f(z) >0 < x €] —V15,V15]; f(x) < 0 < z €] — 00, —/15[U]V/15, +o0].
Monotonia: Crescente em | — oo, 0] e decrescente em [0, +o00[.

Maximo absoluto: 3

Fungao g:

Dominio: R

Contradominio: [0, 4+o00[

Zeros: {5}
g(z)=0&2z-52?=0s(z-5)?2=022-5=0 =5
Sinal: g(z) > 0 & z €] — 00, 5[U]5, +o0].

Monotonia: Crescente em [5, +oo[ e decrescente em | — oo, 5].
Minimo absoluto: 0
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Funcgao h:

Dominio: R

Contradominio: | — oo, —4]

Zeros: nao tem

h(z) =0 —(z+1)2-4=0& (v +1)? = -4 < 2+ 1 = 4+/—4 (impossivel em R).
Sinal: A é negativa em todo o seu dominio.

Monotonia: Crescente em | — oo, —1] e decrescente em [—1,4o00].

Maximo absoluto: -4
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2.5 Aula 4

Data: 27 de Fevereiro de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracgao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Funcoes polinomiais. Func¢ao médulo.

Tépico:
Transformacoes simples de funcgoes.

Funcoes do tipo y = ax? + bx + ¢, com a,b,c € R e a # 0.

Sumario:
Transformacoes simples de func¢oes.

Estudo de funcdes do tipo y = ax?® + bz + ¢, com a,b,c € R e a # 0.

Pré-Requisitos:

Conhecer as propriedades das fungoes e dos seus graficos.

Conhecer e identificar uma func¢io quadratica;

Conhecer e identificar o gréfico de uma fungao quadratica;

Representar graficamente uma fun¢do quadratica usando a calculadora grafica;

Esbocar a representacao grafica de uma funcio quadrética do tipo y = a(x — h)? + k, a # 0;
Identificar o vértice e o eixo de simetria das fun¢des quadraticas do tipo y = a(x — h)? + k, a # 0;
Identificar o sentido da concavidade através de gréficos e da expressao analitica;

Identificar as propriedades das fungdes quadraticas do tipo y = a(z — h)?> + k, a # 0 (dominio,
contradominio, monotonia, sinal, zeros e extremos);

Analisar a influéncia dos parametros a, h e k na familia de funcdes do tipo y = a(z — h)? + k,

a # 0.

Objectivos:

Obter o grafico da funcdo g(x) = f(z) + a, a € R conhecendo o gréfico da fungao f;

Obter o grafico da funcdo g(z) = f(x — a), a € R conhecendo o grafico da funcéo f;

f(= ) a € R conhecendo o grafico da fungao f;

Obter o grafico da fungéo g(z

(z) =
(2)

Obter o grafico da funcdo g(x)
() = —f(z), a € R conhecendo o grafico da fungio f;
(z)

Obter o grafico da fungdo g(x) = af(x), a € R conhecendo o grafico da fungao f;

Obter o grafico da funcdo g(z) = f(az), a € R conhecendo o gréfico da funcio f;

Determinar analitica e graficamente os pontos de interseccdo do grafico da funcdo quadratica
(y = ax? + bz + ¢) com os eixos coordenados;

Identificar o vértice e o eixo de simetria da pardbola que representa graficamente uma funcao qua-
dratica y = az? + bx + ¢

Identificar as propriedades da funcio quadrética y = az? + bxr + ¢ (dominio, contradominio, mo-

notonia, sinal, zeros e extremos).

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicacdo Matemaética oral nas possiveis discusses gera-
das em torno da matéria a leccionar, como também através dos exercicios a resolver; além disso,

privilegia-se a relacao da tecnologia com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica.
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Avaliagao/Reflexao:

Os alunos serao avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontanea no decorrer da aula (Avaliagdo formativa dos
alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a

avaliar.

TPC:

Exercicios 49.1 e 49.6 da pagina 53 do manual dos alunos.

Recursos:

Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Grafica; PowerPoint.

Apoio bibliografico:
[3],[4] e [7].

Contetidos / Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o suméario no quadro.

Em seguida, sera dito aos alunos que nesta aula iremos abordar transformagoes simples de fungoes
(onde ser4 feita uma apresentacio em powerpoint) e estudar fungdes do tipo y = ax? + bz + ¢, com
a,b,ce Rea#0.

De seguida, sera feita uma apresentacao em powerpoint sobre as transformagoes simples de fungoes.
No diapositivo 2 iremos abordar uma transformacao simples que corresponde a uma translacao ver-
tical no gréafico da fun¢do, onde iremos analisar um exemplo e seguidamente o caso geral. Assim,
consideremos f(z) = 22 e sera colocada a seguinte questao aos alunos: "Como podemos obter os
graficos das fungoes ¢1(z) = f(x)+2 e go(x) = f(x)—1 a partir do gréfico da fungao f?" Os alunos
devem concluir que o grafico da funcio g1(z) = f(x) + 2 obtém-se a partir do gréafico da funcao f
efectuando-se uma translacdo associada ao vector (0,2) e que o grafico da fungio go(x) = f(z) —1
obtém-se a partir do grafico da fungao f efectuando-se uma translagao associada ao vector (0, —1).
Em seguida, consideremos o caso geral: o grafico da funcdo g(x) = f(z) + a, a € R obtém-se a
partir do grafico da fun¢do f efectuando-se um deslocamento na vertical, ou seja, uma translagao
associada ao vector (0, a).

No diapositivo 3 iremos abordar uma transformagao simples que corresponde a uma translacao
horizontal no grafico da fungao, na qual iremos analisar um exemplo e seguidamente o caso geral.

2 e sera colocada a seguinte questdo aos alunos: "Como podemos

Assim, consideremos f(z) = z
obter os graficos das fungoes g1(z) = f(x — 1) e go(x) = f(x + 2) a partir do grafico da fungao
f?" Os alunos devem concluir que o grafico da funcdo g1(z) = f(z — 1) obtém-se a partir do gra-
fico da fungdo f efectuando-se uma translacio associada ao vector (1,0) e que o grafico da fungéo
g2(z) = f(x+2) obtém-se a partir do gréfico da funcao f efectuando-se uma translacao associada ao
vector (—2,0). Em seguida, consideremos o caso geral: o grafico da fun¢ao g(z) = f(r +a),a € R
obtém-se a partir do grafico da fungao f efectuando-se um deslocamento horizontal, ou seja, uma
translacdo associada ao vector (a,0).

No diapositivo 4 iremos abordar uma transformacao simples que corresponde a uma simetria em re-
lacao ao eixo das ordenadas no grafico da funcao, onde iremos analisar um exemplo e seguidamente
o caso geral. Assim, consideremos f(z) = 2% — 4z e sera colocada a seguinte questdo aos alunos:

"Como podemos obter o grifico da fungio g(x) = (—z)? — 4(—x) a partir do gréifico da fungio
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f7" Os alunos devem concluir que o grafico da fung¢do g obtém-se a partir do grafico da fun¢ao f
efectuando-se uma simetria em relacao ao eixo das ordenadas. Em seguida, consideremos o caso
geral: o gréfico da funcdo g(x) = f(—x) obtém-se a partir do gréfico da funcdo f efectuando-se
uma simetria em relagdo ao eixo das ordenadas.

No diapositivo 5 iremos abordar uma transformagao simples que corresponde a uma simetria em
relacdo ao eixo das abcissas no grafico da funcao, onde iremos analisar um exemplo e seguida-
mente o caso geral. Assim, consideremos f(z) = 22 — 4x e serd colocada a seguinte questdo aos
alunos: "Como podemos obter o grafico da funcio g(x) = —(2% — 4x) a partir do grafico da fun¢do
f7" Os alunos devem concluir que o grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da funcao
f efectuando-se uma simetria em relacao ao eixo das abcissas. De seguida, consideremos o caso
geral: o gréfico da funcdo g(x) = —f(x) obtém-se a partir do gréfico da funcéo f efectuando-se
uma simetria em relagdo ao eixo das abcissas.

No diapositivo 6 iremos abordar uma transformacao simples que corresponde a uma dilata¢do/com-
pressao na vertical no grafico da func¢ao, na qual iremos analisar um exemplo e seguidamente o caso
geral. Assim, consideremos f(x) = 22 — 1 e seré colocada a seguinte questdo aos alunos: "Como
podemos obter os graficos das funcoes gi(x) = 2f(z) e g2(z) = 0,5f(z) a partir do grafico da
funcao f?" Os alunos devem concluir que o gréfico da funcao g;(x) = 2f(x) obtém-se a partir do
grafico da funcao f efectuando-se uma dilatacao vertical em que os mesmos valores para a abcissa
passam a ter o dobro da ordenada obtida pela fun¢io f e que o grafico da fungao go(z) = 0,5f(x)
obtém-se a partir do grafico da funcdo f efectuando-se uma compressdo vertical em que os mes-
mos valores para a abcissa passam a ter metade da ordenada obtida pela funcao f. Em seguida,
consideremos o caso geral: o grafico da funcio g(z) = af(x) obtém-se a partir do grafico da funcio
f efectuando-se uma dilatacao vertical caso |a| > 1 ou uma compressao vertical caso |a| < 1.

No diapositivo 7 iremos abordar uma transformagao simples que corresponde a uma dilata¢io/compressao
na horizontal, onde iremos analisar um exemplo e seguidamente o caso geral. Assim, consideremos
f(xr) = 2% — 1 e ser4 colocada a seguinte questdo aos alunos: "Como podemos obter os grafi-
cos das funcgbes g1(z) = f(2z) e g2(z) = f(0,5z) a partir do grafico da fungdo f7" Os alunos
devem concluir que o grafico da funcdo g;(x) = f(2z) obtém-se a partir do grafico da fungao f
efectuando-se uma compressao horizontal em que as abcissas passam a metade para que tenham a
mesma imagem e que o grafico da fungdo go(z) = 0,5f(z) obtém-se a partir do grafico da fungéo f
efectuando-se uma dilatag@o horizontal em que as abcissas passam para o dobro para que tenham a
mesma imagem. De seguida, consideremos o caso geral: o grafico da fungao g(x) = f(ax) obtém-se
a partir do grafico da funcdo f efectuando-se uma compressdo horizontal caso |a| > 1 ou uma

dilatacdo horizontal caso |a| < 1.

Funcoes do tipo y = az? + bz +¢, a#0

Em seguida, seré feito um estudo de uma funcao quadratica. Para tal sera feito o seguinte exemplo

no quadro para que os alunos tomem nota nos seus cadernos.

Exemplo:

Seja f a funcdo quadratica definida por f(z) = 22 — 2z — 3.
Faz o estudo da funcao f, considerando:

- pontos de intersec¢io do grafico com os eixos coordenados;
- coordenadas do vértice da parabola;

- esbogo do grafico da funcao f;

- dominio;
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- contradominio;
- sinal;
- monotonia;

- extremos.
Pontos de intersecgao do grafico com os eixos coordenados:

- com o eixo Oz, ou seja, zeros da funcgao:
flx)=0& 22 -2z -3 =0.

Recorrendo & férmula resolvente para uma equagao do 2.°; temos:
2?2 2% —3=0o1="2 (72)2;4““73) S x = L“/F
Hyrg=2tsor=3ve=-1

Assim, o gréfico da fungio f é uma parabola que intersecta o eixo das abcissas nos pontos (—1,0)
e (3,0).

= T =

+i2\/*16 PN

- com o eixo Oy:

f(0) = -3

Assim, o grafico da fungdo f é uma parabola que intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, —3).
Coordenadas do vértice da parabola:

1° Processo:

Seja V(x,,yy) 0 vértice da parébola.

Uma vez que a parabola é simétrica em relacao ao eixo x = z,, temos:
Ty = % =1

Conhecida a abcissa do vértice da pardabola basta calcular a sua imagem para obtermos a ordenada
do vértice.

Yo = flxy) ©yo =1 -2x1-3 &y, = —4

Logo, o vértice da parabola representativa da fungao f é (1, —4).

2° Processo:

Se f(x) = a(x — h)? + k as coordenadas do vértice da parébola sdo (h, k).

Assim, f(z) =22 —2x -3 =22 -20+12-12-3=(z - 1)?2 — 4.

Portanto, as coordenadas do vértice da parabola que representa a funcéo f sdo (1, —4).

3° Processo:

Nota: Seja y = ax? + bz + ¢, a # 0. O vértice da parabola representativa da funcio tem coorde-
nadas (,L ,M)

2a’ 4a

Utilizando esta nota, temos que o vértice da parabola representativa da fun¢do f tem de coorde-

nadas:

—_ 2_ —
(-5 - = (),

Esbogo do grafico da fungao f:
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Dominio:

Dy =R
Contradominio:
D} = [—4,4o0].
Sinal:

f é positiva em | — oo, —1[U]3, +o0];
f é negativa em | — 1, 3[.

Monotonia:

f é decrescente em | — oo, 1];

f & crescente em [1,+oo].
Extremos:

Minimo absoluto: —4;

)

Minimizante: 1.

De seguida, serd proposto aos alunos o exercicio 46 da péagina 50 do manual dos alunos. O mesmo

serd resolvido pelos alunos e posteriormente corrigido no quadro.

Exercicio 46

Considera a parabola de equacio y = —3x2 + 6z + 2.

46.1 Transforma a equagdo dada numa expressdo do tipo y = a(x — h)? + k.
46.2 Indica as coordenadas do vértice.

46.3 Escreve a equagao do eixo de simetria.

46.4 Indica o intervalo do dominio onde a funcao é crescente.

67



Resolugao do exercicio 46
46.1
y=-32>-20)+2=-32*>-2r+1-1)+2=-3(x—-1)2+3+2=-3(z—1)2+5.

46.2
As coordenadas do vértice sdo (1,5).

46.2
A equacgdo do eixo de simetria é z = 1.

46.3

A funcdo é crescente em | — oo, 1].

Para terminar a aula serd proposto aos alunos o exercicio 48 da pagina 53 do manual dos alunos
(o mesmo seré feito pelos alunos e posteriormente corrigido no quadro).

Exercicio 48

Considera as fungoes f e g definidas por:
f(z) = 2% — 62 + 5;

g9(x) = f(z) +2.

48.1 Determina o minimo de f e os pontos de intersecgdo do seu grafico com os eixos.
48.2 Representa graficamente as funcoes f e g.
48.3 Indica as coordenadas do vértice da parabola representativa da funcao g.

Resolucgao do exercicio 48

48.1

- interseccao com o eixo Ox:
f(:c):O@xz—Gx—i—E):O(:)m:w@x:%@xzﬁ—?@x:%\/m:
65—4 Sr=5Ve=1.

Assim, o gréfico da fungdo f é uma parabola que intersecta o eixo das abcissas nos pontos (1,0) e
(5,0).

- interseccao com o eixo Oy:

f(0)=5

Assim, o grafico da funcdo f é uma parabola que intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, 5).

- minimo:

De modo a determinar o minino da funcao iremos primeiro determinar as coordenadas do vértice
da parébola, para tal coloquemos f(z) na forma a(x — h)? + k.
fl@)=2—6z+5=0?—62+3>—-324+5=(x—3)>—9+5=(z—3)% —4.

Portanto, as coordenadas do vértice da parabola sdo (3, —4).

Logo, o minimo é -4 e o minimizante é 3.
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48.2
Em primeiro lugar apresento as representacoes graficas das funcoes utilizando a calculadora.

e S | Mo B
WIHOOW
E amin= -5l
f Bmax=18
necl=1
xuj Ymin=-5
Ymax=35
Yecl=1
Ares=1

48.3
As coordenadas do vértice da parabola representativa da fungio g sdo (3, —2).

Por fim, serd marcado o trabalho de casa (exercicio 49.1 e 49.6 da pagina 53).

Exercicio 49

Para cada funcao determina:

- as coordenadas do vértice da parabola associada a fungao;
- 0 eixo de simetria do grafico;

- 0 contradominio.
49.1 y = 222 — 6z
49.6 y = —222 +8xr — 1

Correcgao do TPC - Exercicio 49
49.1
y = 222 — 6z = 2(x? — 3x) :2<x2—3x+ (3) - (g)z) —2(z—3)"—2(3)" =2(x—3)" -8 =

2
2( -3 4.
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As coordenadas do vértice da pardbola representativa da func¢ao sio (%, —

O eixo de simetria da parabola é a recta x = %

O contradominio da fun¢do é [—2, +o0].

49.6

y=-20+8r—1=-2(22-42)—1=-2(2?-4r+22-22) - 1=-22-2)2-2(-4) - 1=
2z —2)2+8—-1=-2(x—2)2+7.

As coordenadas do vértice da parabola representativa da fungao sdo (2,7).

O eixo de simetria da parabola é a recta z = 2.

O contradominio da fungdo é | — 0o, 7].
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2.6 Aulab

Data: 29 de Fevereiro de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracgao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Fungoes polinomiais. Fun¢do médulo.

Tépico:

Inequagoes do 2° grau.

Sumario:
Correcgao do TPC.

Resolucao de inequagoes do 2° grau.

Pré-Requisitos:

Resolver equacgoes do 2° grau;

Conhecer e identificar uma funcao quadratica;

Conhecer e identificar o grafico de uma fun¢do quadratica;

Representar graficamente uma fungio quadratica usando a calculadora gréfica;
Identificar o sentido da concavidade através de gréficos e da expressao analitica;

Determinar analitica e graficamente os zeros de uma func¢ao quadratica.

Objectivos:

Resolver analitica e graficamente inequagoes do 2° grau através da func¢ao quadrética adequada.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicacdo Matemaética oral nas possiveis discusses gera-
das em torno da matéria a leccionar, como também através dos exercicios a resolver; além disso,

privilegia-se a relacao da tecnologia com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica.

Avaliagao/Reflexao:

Os alunos serao avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontinea no decorrer da aula (Avaliacdo formativa dos
alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a

avaliar.

TPC:

Exercicio 52 da pagina 56 do manual dos alunos.

Recursos:

Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Grafica.

Apoio bibliografico:
[31,4] e [7].

Contetidos / Estratégias:
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Inicia-se a aula escrevendo o suméario no quadro.
De seguida verifica-se o TPC proposto aos alunos e serd corrigido no quadro por dois alunos.

Terminada a correc¢ao do TPC sera dito aos alunos que iremos abordar as inequagoes do 2° grau.

Assim, sera realizado o seguinte exemplo no quadro para que os alunos tomem nota no seu caderno.

Exemplo:

Resolve em R a seguinte inequacdo: 22 —z — 6 < 0.
Resolugao analitica:

A solucgdo desta inequacao pode ser encontrada através do estudo do sinal da fun¢do quadratica

y=x%—xz—6.

Assim, determinam-se os zeros:

1£4/1-4x1x(—-6 /1124 /25
xQ—x—6:O<:>x=—2 (59) o g = LevIT2 21+24(:>x:1i Bor=Bar=vy

1-5 _ 6 _ —4 _ —

Conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade da pardbola é voltada para cima, o seguinte

esquema permite visualizar a distribuigao do sinal.

Portanto, o conjunto solugdo da inequagdo é [—2, 3].

Resolugao grafica:

Inicialmente introduzimos a expressao que define a fungdo na calculadora grafica (y = 22 — z — 6).
Obtemos assim a seguinte representacao grafica e a respectiva janela de visualizagao.
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W IHOOL
amin=-160
Amax=1A
ascl=1

Ymin=-1A
Ymax=1A
Yel=1
ares=1

De seguida, determinam-se os zeros na calculadora grafica através do comando "2nd - trace -

2:zero".

Uma vez conhecidos os zeros da funcao, temos que:

-2 -6<0sxe(-273

Em seguida, sera proposto aos alunos os exercicios 50.1, 50.2, 50.3 e 50.6 da pagina 55 do manual
dos alunos. Os mesmos serdo resolvidos pelos alunos e posteriormente corrigidos no quadro por

quatro alunos.

Exercicio 50

Resolve as seguintes inequacoes:

50.1 22 — 9 > 0;

50.2 222 +x—1<1;
50.3 —z(z —3) > 0;
50.6 22 + 2z > 12,

Resolucao do exercicio 50

50.1

Para encontrar a solucdo da inequacdo vamos estudar o sinal da funcio quadratica y = z2 — 9.
Assim, calculemos os zeros.

?-9=0&2’=9r=4:/9 =13

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.
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Assim, o conjunto solugéo da inequagéo é | — oo, —3[U]3, 4+-o0.

50.2

Para encontrar a solucdo da inequacdo vamos estudar o sinal da funcdo quadratica y = —2z2+2—1.
Assim, calculemos os zeros.

22 tr—1=0s1= " 122;4(X_(1_)2)X(_1) Sz = %‘/j (impossivel em R).

Logo a parabola que representa a funcao tem a concavidade voltada para baixo e nao tem zeros

(ou seja, ndo intersecta o eixo das abcissas).

Portanto, o conjunto solucao da inequacao é R.

50.3

Para encontrar a solugdo da inequagdo vamos estudar o sinal da fungdo quadratica y = —x(x — 3).
Assim, calculemos os zeros.

—2(z—3)=0 —2z=0Ve-3=0&c=0vVae=3

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para baixo, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.

Assim, o conjunto solugdo da inequagéo é [0, 3].

50.6
2? 425> 52 o327 + 6> +26 327 + 65 —x—2> 0 322 + 5z — 2> 0.
Para encontrar a solu¢ao da inequacdo vamos estudar o sinal da funcio quadratica y = 32245z —2.

Assim, calculemos os zeros.

—544/52—4x3x(—2 5435794 _ _
P45 —2=0sz= 2X3XX( )@x:w@x:%m@x:%@xz
—12

—5-7 _ =547 _ _2 _ — 1
s Ver=—F-er= 73" Ver=;or= QVscf?)

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.
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Assim, o conjunto solucéo da inequagdo é ] — oo, —2[U]1, +00].

De seguida, sera feito o seguinte exemplo no quadro em que os alunos devem tomar nota nos seus

cadernos.

Exemplo:
Sejam f e g fungoes quadraticas tais que:

f(z) = 2% — 52 + 6 e g admite a seguinte representacio grafica.

Determina os valores de x que satisfazem a condicao:
1. f(x) <0
2. f(x).9(x) >0

1. Para encontrar a solu¢do da inequagao (f(x) < 0) vamos estudar o sinal da fungao quadratica
f(x) = 2% — 5z + 6. Assim, calculemos os zeros.
x2—5m+6:0<:)x:5i7ﬂg_4x6@x:&%ﬁ@x:%ﬁx:%l\/xzﬁﬁx:g\/x:
% Sr=3Vr=2

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.
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Logo, f(z) <0<z €]2,3[.

2. Para determinar os valores de = que satisfazem a condigdo f(x).g(x) > 0 representamos no

mesmo quadro o sinal de ambas as funcoes e atender as regras dos sinais da multiplicagao.

—00 -2 2 3 4 +00
() + + [ 0 |- 0 [+ + [+
g(x) - 0 + + + + + 0 -
f(z) xg(x) | - 0 [+ 0o |- o [+ IRE
Logo, f(z).9(x) > 0 < x €] — 2,2[U]3,4].

Em seguida, serd proposto aos alunos os exercicio 53 da péagina 56 do manual dos alunos. O mesmo
serd resolvido pelos alunos e posteriormente corrigidos no quadro por dois alunos.

Exercicio 53
Considera as fungoes reais de variavel real f e g tais que f(z) = —22% + 92 — 7 e g admite a

representacao grafica da figura seguinte:

A\/ﬁ] 7 x

Determina, sob a forma de intervalo, os valores de x para os quais:

53.1 a funcao f toma valores positivos;
53.2 f(x).g(z) <0.

Resolucao do exercicio 53

53.1

Comecemos por determinar os zeros de f.
flx)=0& 222 +9r-T7T=0&2= 9= 922;4&(27)2)“77) S = 7_%@ S = 7_93/% &
T = _315\/x: _225 @m::—j\/x:__—{f@le\/:ﬂ:%.

Uma vez que conhecemos os zeros e o sentido da concavidade podemos concluir que a funcao f

toma valores positivos em |1, Z].
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53.2
Para determinar os valores de x que satisfazem a condigdo f(z).g(x) < 0 basta representar no
mesmo quadro o sinal de ambas as fungoes e atender as regras dos sinais da multiplicagao.

—00 —4 1 2 % 400
f(z) - - - 0 + + + 0 -
g(x) + 0 - - - 0 + + +
f(x) x g(z) - 0 + 0 - 0 + 0 -

Logo, f(z).9(z) <0<z €] — oo, —4] U [1,2] U [Z, +o0|

Para terminar a aula serd marcado o TPC (exercicio 52 da pagina 56 do manual dos alunos).

Exercicio 52

Considera as func¢oes reais de variavel real definidas por:
f(z) = 22% — 8a;

g(z) = 2% + 4o — 12;

h(z) = 222 — 8z + 6;

52.1 f(z) <0;

52.2 i(z) > 0;

52.3 g(z) > 0;

52.4 g(x) > j(2);
52.5 f(x) < g(x) — 8

Correcgao do TPC - Exercicio 52

52.1

f(r) <0222 —82 <0.

Para encontrar a solugao da inequacio vamos estudar o sinal da func¢ao quadrética f(z) = 222 —8x.
Assim, calculemos os zeros.
2962—896:0(:)35(2:6—8):0(:)96:0V2x—8:0<:>x:0\/2x:8(:)x:0\/x:%@x:
OVvae=4.

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.
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Logo, f(x) <0< z € [0,4].

52.2

i(z) >0 22 +22+5> 0.

Para encontrar a solucio da inequagao vamos estudar o sinal da fun¢ao quadratica i(z) = 22+2x+5.
Assim, calculemos os zeros.

1242045 =0a = —2E/AAXIX0 V42_4X1X5 S x = %\/m S = %‘/m (impossivel em R).

Logo a parabola que representa a funcdo tem a concavidade voltada para cima e ndo tem zeros (ou
seja, ndo intersecta o eixo das abcissas).

Portanto, i(x) > 0 < z € R.

52.3
g(z) >0 22 +4z— 12> 0.
Para encontrar a solugao da inequagio vamos estudar o sinal da fungio quadrética g(z) = 22 +

4x — 12. Assim, calculemos os zeros.

—44,/16—4x1x(—12 _4+./T6F48 _ _
P?+4r—-12=0& 1= QXX( )<:>x:74i216+48@xzi‘liz\/ﬁj@x:—gﬂ@
xz*4;8\/3::*42*8@xz%\/xz—}u@x:Z\/x:—ﬁ.

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.

265 -6\./2 roo

Logo, g(z) > 0 & x €] — 00, —6[U]2, +o0|.

52.4
g@)>jx)er?+4r—-12> 2 +dr—4d e+ 2?2 +4r — 42— 1244 >0 222 -8 > 0.
Para encontrar a solucdo da inequacdo vamos estudar o sinal da funcdo quadratica y = 222 — 8.

Assim, calculemos os zeros.
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202 -8=0e22’=8¢r’=8s’=der=V/lc =12
Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.

Logo, 222 — 8 > 0 & z €] — 00, —2[U]2, +00].

52.5

fx) <g(r)—8 & 222 —8r <a’+42-12—-8 & 22?2 — 22 -8 —42+20 < 0 & 22 — 122 +20 < 0.
Para encontrar a solucio da inequacio vamos estudar o sinal da funcio quadratica y = 22 —122+20.
Assim, calculemos os zeros.

22 — 122+ 20 = 0 & g = 12E/144-4xIx20 W@xzmiW®x:Lg/@®x:%®x:
122—+8sz¥©$:2—2()sz%©$:10\/96:2.

Uma vez conhecidos os zeros e sabendo que a concavidade é voltada para cima, a figura seguinte

permite visualizar a distribuicao do sinal.
& 2\_/10 oo

Logo, 22 — 122 +20 < 0 & x € [2,10].
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2.7 Aula 6

Data: 2 de Margo de 2012.
Ano/Turma: 10° / A
Duracao da aula: 90 minutos.
Tema II: Fungoes e graficos. Funcoes polinomiais. Func¢ao médulo.

Topico:

Resolucdo de uma proposta de trabalho envolvendo o estudo da fun¢do quadréatica.

Sumario:
Correcgao do TPC.
Resolucao de uma proposta de trabalho envolvendo o estudo da fun¢ao quadratica.

Pré-Requisitos:

Resolver equacgoes do 2° grau;

Conhecer e identificar uma func¢io quadratica;

Conhecer e identificar o grafico de uma funcao quadrética;

Representar graficamente uma fung¢ao quadratica usando a calculadora gréfica;

Identificar o sentido da concavidade através de graficos e da expressdo analitica;

Identificar o vértice e o eixo de simetria da parabola que representa graficamente uma funcao qua-
dratica y = az? + bz + ¢

Identificar as propriedades da funcio quadrética y = az? + bxr + ¢ (dominio, contradominio, mo-
notonia, sinal, zeros e extremos);

Determinar analitica e graficamente os zeros de uma funcao quadratica;

Resolver analitica e graficamente inequagoes do 2° grau através da funcao quadratica adequada.

Objectivos:
Aplicar os conhecimentos sobre a funcdo quadratica no estudo de situagoes reais ou em contexto
real;

Resolver problemas usando a familia de funcoes quadraticas.

Competéncias Transversais:
Nesta aula é possivel desenvolver a Comunicagdo Matemética oral nas possiveis discussoes geradas
em torno da resolugao da proposta de trabalho; além disso, privilegia-se a relacao da tecnologia

com a matematica, ao utilizar a calculadora grafica.

Avaliagao/Reflexao:

Os alunos serao avaliados através da observacao directa, mais concretamente nas suas atitudes e
valores, no seu empenho e participagdo espontanea no decorrer da aula (Avaliagdo formativa dos
alunos). Para tal serd preenchida a grelha de observacdo da aula que contempla os aspectos a

avaliar.

TPC:

Os exercicios da proposta de trabalho que nao se resolvam durante a aula.

Recursos:
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Manual do aluno; Quadro interactivo; Videoprojector; Calculadora Gréafica; Proposta de trabalho.

Apoio bibliografico:

31,[4] e [7].

- Gabinete de avaliacdo eduacacional. Exames & Provas. Retirado a 16 de Fevereiro de 2012, do
Web site do Ministério da Educagao e Ciéncia:
http://bi.gave.min-edu.pt/exames/download/MAT 10 ENV1_Maio_2010.pdf?id=397;

- Gabinete de avaliacdo eduacacional. Ezames & Provas. Retirado a 16 de Fevereiro de 2012, do
Web site do Ministério da Educagio e Ciéncia:
http://bi.gave.min-edu.pt /exames/download /matematicaA10_V1 05 2008.pdf?id=4175;

- Gabinete de avaliacdo eduacacional. Ezames & Provas. Retirado a 16 de Fevereiro de 2012, do
Web site do Ministério da Educagao e Ciéncia:

http://www.gave.min-edu.pt/np3content /7newsld—=9&fileName—MatA10 Mai2011 V1.pdf;

- Gabinete de avaliacao eduacacional. Ezames & Provas. Retirado a 16 de Fevereiro de 2012, do
Web site do Ministério da Educagao e Ciéncia:

http://www.gave.min-edu.pt/np3content / 7newsld=9&fileName=10 ano Enunciado versao 1.pdf.
Contetidos / Estratégias:

Inicia-se a aula escrevendo o sumario no quadro.

Em seguida, verifica-se o TPC proposto aos alunos que seré corrigido no quadro pelos alunos.

De seguida, sera entregue uma proposta de trabalho envolvendo o estudo das fung¢ds quadraticas

aos alunos. Esta sera feita pelos alunos e corrigida no quadro pelos mesmos.
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Proposta de trabalho - Fungao Quadratica
Assunto: Resolucao de problemas envolvendo o estudo das funcoes quadraticas.

1. Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais.

Seja f a funcdo, de dominio R, definida por f(z) = ax? + bz + c.
Sabe-se que:

-a>0;

- a funcdo f tem um tnico zero, que é o numero real 5.

Qual o contradominio de R?

(A) ] —o0,0] (B) [0, +o0] (C) ] —o0,5] (D) [5, 400

2. Pretende-se construir um jardim junto a um lago, conforme a figura ilustra.

Trés lados do jardim confinam com o lago e os outros trés ficam definidos por uma rede.

Pretende-se que lados consecutivos do jardim sejam sempre perpendiculares.

— LAGO—/ e e e e

Rede

As dimensoes indicadas na figura estao expressas em metros.
Tal como a figura mostra, = é a medida, em metros, de um dos lados do jardim.
Vao ser utilizados, na sua totalidade, 100 metros de rede.

2.1. Mostra que a area, em m?2, do jardim, ¢ dada, em funcao de z, por

a(z) = —22* + 40z + 1400
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2.2. Determina o valor de x para o qual ¢ maxima a area do jardim e determina essa drea maxima.

3. Na figura, esté representada, em referencial o.n. zOy, a reta r, definida pela equagao y = 2z —2.
Tal como a figura sugere, A e B sdo os pontos de coordenadas (1,0) e (6,0), respetivamente, e C

é o ponto da reta r de abcissa 6.

0 1 i

L]

Considere que um ponto P se desloca ao longo do segmento de reta [A, C], nunca coincidindo com
o ponto A, nem com o ponto C.

A cada posi¢ao do ponto P corresponde um retdngulo em que uma das diagonais é o segmento
[BP] e em que um dos lados esta contido no eixo Ozx.

Seja x a abcissa do ponto P(z €]1,6]).

Resolve os dois itens seguintes, usando exclusivamente métodos analiticos.
3.1. Mostra que a area do retangulo é dada, em funcao de z, por

S(x) = —22% + 14z — 12

3.2. Determina os valores de x para os quais a drea do retangulo é inferior a 8.

Apresenta a resposta utilizando a notacao de intervalos de ntimeros reais.

4. Uma bola de ténis é lancada verticalmente. A altura da bola ¢ segundos ap6s ter sido langada

é dada em funcao de ¢ pela expressao:

h(t) = —4,9t + 30t + 2, em metros

4.1. A que altura esta a bola quando ¢é lancada?

4.2. Qual é a altura maxima atingida pela bola? (Recorre & calculadora grafica e apresenta o

resultado aproximado as décimas)

4.3. Em que instante é que a bola cai no chdo? (Recorre & calculadora gréfica e apresenta o

resultado aproximado as décimas)
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4.4. No contexto desta situacao, qual &€ o dominio da variavel t7 Apresenta o resultado aproximado

as décimas.

5. Na figura esta representado um retangulo [ABCD].

e 14 >

»l
L |

10

le

I*

D

Este retangulo é o esboco de uma placa decorativa de 14 ¢m de comprimento por 10 cm de largura
e que serd constituida por uma parte em metal (representada a cinzento) e por uma parte em
madeira (representada a branco).

A parte em metal é formada por dois tridngulos iguais e por quatro quadrados também iguais.
Cada tridngulo tem um vértice no centro do rectangulo [ABCD].

Seja x o lado de cada quadrado, medido em em (z €]0, 5[).

Sem recorrer & calculadora, resolve os trés itens seguintes.
5.1. Mostra que a area, em cm?, da parte em metal da placa decorativa é dada, em funcio de z, por

A(x) = 62% — 24z + 70

5.2. Determina o valor de x para o qual a area da parte em metal é minima e calcule essa area.

5.3. Determina o valor de = para o qual a area da parte em metal é igual & area da parte em

madeira.
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Correccao da proposta de trabalho - Fungao Quadratica

Assunto: Resolucao de problemas envolvendo o estudo das funcoes quadraticas.

1.

O grafico da fun¢do f é uma parabola com a concavidade coltada para cima e intersecta o eixo Ox
no ponto 5 (tendo apenas um zero).

Logo, o contradominio de f & [0, +oo[ (opgdo (B)).

2.

2.1.

Em relagio aos lados do jardim que nao confinam com o lago, temos:

- um lado tem z metros de comprimento (como nos mostra a figura);

- 0 lado oposto tem x 4 20 metros de comprimento;

- 0 terceiro lado tem 100 — (x 4+ = + 20) = 80 — 22 metros de comprimento (uma vez que a rede

tem 100 metros).
Portanto, a drea (em m?) do jardim é dada em funcao de x, por:
a(z) = (80—2x)(2+20)—10x20 < a(z) = 802+1600—22%—402—200 < a(r) = —222+402+1400.

2.2.
Comecemos por determinar as coordenadas vértice da parabola representativa da fungio a(x).

Para tal coloquemos a fungao a(r) na forma y = a(x — h)? + k.

a(z) = —22%+402+1400 < a(z) = —2(2?—202)+1400 & a(x) = —2(22—202+102—10%)+1400 <
a(z) = —2(x? — 20z + 10%) + 200 + 1400 < a(x) = —2(z — 10)? + 1600

Portanto, o vértice tem de coordenadas (10, 1600).

Logo, a area do jardim é maxima para = = 10, sendo 1600 m? a 4rea maxima.

3.

3.1.

O comprimento do lado do rectangulo contido no eixo Oz é 6 — x, uma vez que a abcissa do ponto
P é x e esta nunca coincide com a abcissa do ponto B.

O ponto P tem de coordenadas (z,2x — 2) uma vez que este ponto pertence & recta de equagio
y=2x—2.

Portanto, a area do rectangulo é dada, em funcao de x, por:
S(z) = (6 —x)(2x — 2) = 122 — 12 — 222 4+ 22 = —22% + 14z — 12.

3.2.
A condigdo que traduz o problema é:

222 + 14z — 12 < 8 A w €]1,6].

Temos que:
202+ 14 —12<8 —222 + 14 —12-8< 0 —222 + 142 — 20 < 0.
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A solucgdo desta inequacao pode ser encontrada através do estudo do sinal da funcdo quadréatica
y = —2x2 + 14z — 20.

Assim, determinam-se os zeros:

2224+ 140—20=0 2 = —u 14;;?2;2)“720) & g = T1AEVI96-160 W Sx= #ﬁ Sr=

Gr="Ubyy=0 = Dyy=For=5ve=2

—1446
—4

Portanto, —2x2 + 14z — 20 < 0 & z €] — 00, 2[U]5, +-00].
Uma vez que z €]1,6[, o conjunto solugdo condigdo que traduz o problema é:

(] — o0, 2[U]5, +00[)N]1, 6]=]1, 2[U]5, 6]

Logo, o conjunto dos valores de = para os quais a area do rectangulo é inferior a 8 é ]1,2[U]5, 6].

4.

4.1.

De modo a determinar a altura da bola quando é langada calculemos /(0). h(0) = —4,9 x 0+ 30 x
0+2=2.

Portanto, a bola quando é lancada esta a dois metros de altura.

4.2,
Inicialmente introduzimos a expressdo que define a fun¢do na calculadora grafica (y = —4,9z2 +
30z + 2). Obtemos assim a seguinte representacdo grafica e a respectiva janela de visualizagao.

WIMHDOL
Kminf'il

Ymin=-1A
Ymax=6E
Yecl=18
Ares=1

De seguida, determina-se o maximo na calculadora grafica através do comando "2nd - trace - 4:ma-

ximum".
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Haximum
n=xoalezeh Y=4P O1BEET

Logo, a drea maxima atingida pela bola é 47,9 metros.

4.3.
Para determinar o instante em que a bola cai no chao determinamos o zero na calculadora grafica

através do comando "2nd - trace - 2:zero".

4

Portanto, a bola cai no chao 6,2 segundos apoés ter sido lancada.

4.4.

t €[0;6,2]

5.

5.1.

Ao =z x z = 22

An = basexzaltura - (14—23?)2><(5—x) — (14;296) x(5-—2z)=T-x)5—-x)=235—Te — bz + a2 =
35 — 12z + 22,

Portanto, a area, em cm?, da parte em metal da placa decorativa é dada, em funcio de z, por:
A(z) = 42 4+ 2(35 — 12z + 22) = 422 + 70 — 24z + 222 = 622 — 24z + 70.

5.2.
Comecemos por determinar as coordenadas vértice da parabola representativa da fungdo A(x).

Para tal coloquemos a funcio A(x) na forma y = a(z — h)? + k.

A(z) = 622 — 242+ 70 = 6(2? — 42) + 70 = 6(22 — 4o+ 22 —22) + 70 = 6(2% — 4z +22) — 24+ 70 =
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6(x — 2)% + 46.

Portanto, o vértice tem de coordenadas (2, 46).

Logo, a area da parte em metal é minima para = = 2, sendo 46 cm? a drea minima.

5.3.

Se a drea da parte em metal é igual & drea da parte em madeira, entdo a area da parte em metal

é metade da area da placa.

A area da placa ¢ 140 cm? (pois tem 14 cm de comprimento e 10 ¢m de largura), portanto metade

é 70 cm?.

Temos assim que resolver a equagio A(xz) = 70.
622 —242+70=70 62> —24=0=6z(zr —4) =0 6r=0Vr—-4=0z=0Vr =4

Como x é o comprimento do lado do quadrado, temos que x = 4.

Logo, para z = 4 a area da parte em metal é igual & drea da parte em madeira.
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2.8 Conclusoes

O estagio foi muito enriquecedor para a minha formagao, pois levo um maior leque de experiéncia
sendo isso muito util para a minha vida futura. Mas isto foi possivel devido ao facto de haver
muito trabalho do nicleo de estagio, assim como o ambiente entre o niicleo de estagio, o qual devo
salientar que foi excelente. No entanto, num primeiro momento do estagio sentia alguma tensio
uma vez que era a primeira interacao com os estudantes na condigao de professor e devido ao facto
de se exigir muita responsabilidade, compreensao e conhecimento dos conteudos. Mas essa tensao

foi desaperecendo devido & boa relagdo entre o nicleo de estagio e comunidade escolar.

E de extrema importancia a realizacdo de uma planificacio da aula e também muito produtivo o
facto de se discutir com os outros professores acerca da metodologia adoptada, como também o
facto de se poder reflectir apds a execucio do plano da aula. Contudo, uma planificacdo ndo pode
ser rigida mas sim flexivel uma vez que o professor pode inserir novos elementos na planificacao,
assim como alterar os existentes na planificacdo com base as necessidades do momento. Assim,
para a realizacdo de um bom trabalho é indispensavel a reflexdo sobre a pratica docente e a flexi-

bilidade da planificacdo da aula.

Ressalto o facto de a unidade curricular Didactica da Matematica do 1° ano do 2° Ciclo em Ensino
da Matemética ter-nos preparado em relacdo a elaboracao de planificacoes de aulas, pois foi muito
util durante o decorrer do estigio onde houve evolugdo nas planificagdes das aulas, na leccionagio

das mesmas uma vez que famos ganhando alguma experiéncia e um mais & vontade perante a turma.
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Apéndice A

Anexos

A.1 Apresentacao em powerpoint - Aula 4

"0 Ediiad

Direccao Regional de Educagao Centro
401092 - Escola Secundaria Campos Melo

Ano Lectivo: 2011/2012
Nivel de Ensino: 102 ano de Matematica A

Tema Il: Fungdes e Graficos. Fungdes
polinomiais. Fungcao maodulo

Ténia Pacheco
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Transformacoes simples de funcdes

Translagao vertical:

5

a, ()= fix) + 2

Exemplo:

Seja f(z) = 27,
Como podemas obter os graficos
dasfungdes 91(z) = f(z) +2 ¢
g2(z) = f(z) — 1 partir do grafico
dafuncaof?

Casogeral:

; \V; 3
Seja 9(7) = f(z) +a, a €R

O grafico da funcdo g obtem-se a partir do grafico da funcao f
efetuando-se um deslocamento vertical, ou seja, uma translacdo
associada ao vetor (0,a) .

Tania Pacheco 2

Transformacoes simples de funcoes

Translagdo horizontal:
g, (0=1c1) /

Exemplo:

Seja f(z) =22,
Como podemos obter os graficos
das fungdes g(z) = f(x—1) e
go(z) = f(z +2) apartirdo
grafico da funcao f?

Casogeral:

Seja 9(x) = f(z —a),a €R

O grafico da funcao g obtém-se a partir do grafico da fungao f
efetuando-se um deslocamento horizontal, ou seja, uma translagao
associada ao vetor (a,0) .

Tania Pacheco



Transformacoes simples de funcoes

Simetria em relagao ao eixo das ordenadas:

Exemplo:

Seja flx) =x*—4x
Como podemaos obter o graficos
da fungdo g(x) = (-x)2—4(-x) a

partir do grafico da fungao f?

Casogeral:

Seja g(x) = f(~x) .

O grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da fungao f
efetuando-se uma simetria em relagao ao eixo das ordenadas.

Tania Pacheco 4

Transformacdes simples de funcoes

Simetria em relagdo ao eixo das abcissas:
Exemplo: 1
Seja f(x) =x* —4x |
Como podemos obter o grafico da fungao
g(x) = —(x*—4x) a partir do grafico da
fungdo f?

.24

.34

Casogeral:
Seja g(x) =—f(x) .
O grafico da funcdo g obtém-se a partir do grafico da fungao f
efetuando-se uma simetria em relagdao ao eixo das abcissas.

-4

Ténia Pacheco
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Transformacoes simples de funcoes

Dilatagao/Compressao na vertical:

Exemplo:

Seja f(x) =2 — 1.
Como podemos obter os graficos
dasfungdes ¢i(x) =2f(x) e
g2(z) = 0,5 () partir do grafico
da funcao f?

Casogeral:
Seja 9(z) =af(z), a €R
Se |a|>1, diz-se que ha uma dilata¢do na vertical.
Se |a|<1, diz-se que ha uma compress3do na vertical.

Tania Pacheco

Transformacoes simples de funcdes

Dilatagao/Compressaona horizontal:

Exemplo:

Seja f(z) =2 — 1« 5
Como podemas obter os graficos
das fungdes g;(x) = f(22) e
g2(x) = f(0,5z) a partir do
grafico da funcao f? 2

Casogeral:
Seja g(z) = flax), a € R,
Se |a|>1, diz-se que ha uma compressdo na horizontal.
Se |a|<1, diz-se que ha uma dilata¢do na horizontal.

Tania Pacheco



A.2 Regulamento do Peddy Paper MatCidade
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ESCOy,

ARIA p,
o\)‘m &

Y&,

ESCOLA SECUNDARIA CAMPOS MELO DA COVILHA

od

N—
N

oy LG

PEDDY PAPER
“MATCIDADE"

Regulamento

v' As equipas sdo constituidas por 5 elementos.
e As equipas constituidas por alunos do 32Ciclo serdo acompanhadas por um monitor.
O monitor serd um aluno de 112 ou 122Ano. Os restantes alunos formam equipas de
5 elementos ndo necessitando de monitor.

v" 0O peddy paper realizar-se-a fora do recinto escolar (pela cidade da Covilh3), pelo que os
alunos participantes necessitam de entregar atempadamente uma autorizagdo dos
encarregados de educacdo.

v" O peddy paper consiste hum percurso pela cidade, que se inicia e termina na escola,
sendo constituido por vdrias etapas. Aos alunos ser-lhes-a facultado uma espécie de guido
para que eles descubram quais os locais a que se devem dirigir, onde terdo variadas
atividades a sua espera. Estes locais serdo desconhecidos e é desafio das equipas, através
das pistas dadas nos guibes, conseguir encontra-los.

v" O local de concentracio dos alunos, para o inicio do peddy paper, seré no atrio da entrada
da escola, um pouco antes das 10h.

v" As equipas n3o irdo sair todas ao mesmo tempo da escola, sendo a partida da primeira
equipa feita as 10h. As restantes sairdo com algum tempo de intervalo entre elas.

v" No dia da prova serd dado um cart3o de identificacdo da equipa a um dos elementos, que
devera ser conservado até ao fim da prova.

v" A pontuacdo da prova sera dividida em 3 campos principais: o tempo dispendido para a
prova, a resposta a determinadas perguntas que estardao junto do guido mencionado
acima e a pontuacao obtida nas diversas atividades propostas nos locais escolhidos para
as mesmas.

v" As 3 melhores equipas receberdo um prémio, sendo as pontuacdes divulgadas na semana
seguinte a realiza¢do do peddy paper.



A.3 Guiao - Calculadora TI N-Spire
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9 GOVERNO DE ‘ MINISTERIO DA EDUCACAO
A PORTUGAL E CIENCIA

DIREGAO REGIONAL DE EDUCAGAO DO CENTRO

. <5
EsSCOLA SECUNDARIA CAMPOS MELO { [L

Guiao 1 — Geometria

Tarefa 1 — Como construir um cubo em perspetiva cavaleira?

Objetivo — Explorar comandos incluidos na calculadora gréfica TI N-Spire.

Pretendemos construir um cubo com 10 cm de lado, a 45°.
1. Comecemos por construir um quadrado com 10 cm de lado:
1.1. Num novo documento escolher “Adicionar Geometria”;
1.2. Utilizar o comando “Menu —9: Formas — 5: Poligono regular”;

1.3. Construir um lado do quadrado (ou seja, um segmento de reta AB): “Menu
— 7: Pontos e retas — 5: Segmento”;

1.4. Designar os pontos A e B: “Menu - 1: A¢bes — 6: Texto”;

1.5. Efetuar e ajustar a medicdo: “Menu — 8: Medi¢cdao — 1: Comprimento” e
clicar no texto e digitar 10 cm;

1.6. Construir os restantes lados:

1.6.1. Selecionar o ponto A e escolher o comando “Menu — A:
Construcdo — 1: Perpendicular” e repete-se 0 mesmo processo para o ponto B;

1.6.2. Construir uma circunferéncia de centro em A e que passe por B:
“Menu — 9: Formas — 1: Circunferéncia” e uma circunferéncia de centro em B que
passe por A;

1.6.3. Marcar os pontos de intersec¢do das circunferéncias com as retas
perpendiculares: “Menu — 7: Pontos e retas — 3: Pontos de intersec¢do”;

1.6.4. Ocultar linhas auxiliares: “Menu — 1: A¢6es — 3: Ocultar/ Mostrar”;

1.6.5. Designar os pontos C e D.



1.7. Construir os restantes vértices do cubo:

1.7.1. Construir uma semi-reta de origem em B: “Menu — 7: Pontos e
retas — 6: Semi-recta”;

1.7.2. Construir uma das arestas laterais através do comando “Menu —
A: Construcdo — 4: Bissectriz”;

1.7.3. Construir o vetor que permite determinar os restantes vértices:

(A) Determinar o ponto médio do segmento AB (ponto Py):
“Menu — A: Constru¢ao — 5: Ponto Médio”;

(B) Construir a circunferéncia de centro em B e que passe por Py;

(C) Determinar ponto de intersec¢do entre a circunferéncia e a
bissectriz (ponto E);

(D) Marca vetor: “Menu — 7: Pontos e rectas — 8: Vector.

1.7.4. Efetuar translacdo do vetor para restantes vértices: “Menu — B:
Transformacgao — 3: Translagao”;

1.7.5. Designar os pontos E, F, G e H;
1.7.6. Ocultar linhas auxiliares.

1.8. Unir os pontos e colocar os segmentos que nao se visualizam a tracejado:
“Menu — 1: Acoes — 4: Atributos”.

Guidao 2 — Funcoes

Tarefa 1 — Como obter uma func¢do que modele um conjunto de dados?

Objetivo — Modelar um conjunto de dados através de uma funcdo, utilizando
ferramentas da calculadora grafica Tl N-Spire.



Consideremos o seguinte conjunto de dados que dizem respeito aos percentis de
peso nas criangas do sexo masculino:

Idade Peso Ideal (kg)
2 13
4 16
6 20.5
8 25.5
10 32
12 40
14 50
16 60
18 67
20 71

1. Comecemos por introduzir os valores numa pagina de listas e folha de calculo:
1.1. Num novo documento escolher “Adicionar listas e folha de calculo”;

1.2. Inserir os dados em cada uma das colunas, atribuindo o nome de “Ano” a
coluna A e “N@ de assinantes” a coluna B;

2. Obtenhamos uma representacdo dos pontos que traduzam a relacdo entre as 2
varidveis:

2.1. Abrir uma nova pégina, escolhendo “Adicionar Dados e Estatistica”;

2.2. Escolhe-se a variavel que se vai colocar no eixo das abcissas e no eixo das
ordenadas (neste caso “Ano” e “N2 de assinantes”, respetivamente).

3. Escolhe-se um modelo cujo grafico se ajuste o mais possivel ao conjunto de
pontos: “Menu — 4: Analisar — 6:Regressdo — B: Mostrar Logistica (d=0)".

Tarefa 2 - Estudo de Fungdes

Objetivo — Realizar o estudo dos pontos notdveis do grafico de uma funcgao;
representar fungdes por ramos.

1. Comecemos por representar graficamente uma funcdo quadrdtica e uma funcao
cubica:

1.1. Abrir um novo documento escolhendo “Adicionar Graficos”;



1.2. No editor de fun¢Ges escrever em “f1(x)” a expressdo analitica da funcdo
”—XZ + 3X + 4”;
1.3. Clicar no simbolo ** e introduzir a expressdo de “f2(x)”, “x> + 3x + 2”;

2. Ajustar a janela de visualizagdo das fungdes: “Menu - 4: Janela — 1: Defini¢cdes de
Janela”;

3. Encontrar pontos de interesse dos graficos:

3.1. Determinar o maximo da fun¢do quadratica: “Menu — 6: Analisar grafico —
3: Méaximo”;

3.2. Determinar os zeros das fung¢des: “Menu — 6: Analisar grafico — 1: Zeros”;

3.3. Para facilitar a visualizagdo dos varios pontos de interesse que estamos a
calcular podemos ir ocultando os que ja visualizamos:

“Menu — 1: A¢Ges — 3: Ocultar/Mostrar”

3.4. Determinar o ponto de intersec¢do das fungdes: “Menu — 6: Analisar grafico
—4: Interse¢ao”;

3.5. Determinar o ponto de inflexdo da fun¢do cubica: “Menu — 6: Analisar
grafico — 5: Inflexao”;

4. Modificar os atributos do grafico: “Menu — 1: A¢des — 4: Atributos”;
5. Representar a seguinte fungdo por ramos: Dy se <1

1 se r=1
—2r se >1

5.1. Abrir um novo documento e escolher “Adicionar graficos”;

@

{3

5.2. Carregar na tecla e escolher
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