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Resumo

Atualmente, o filtro de Kalman apresenta-se como uma importante op¢do para a
estimacdo e reconstrucao de trajetorias, devido sobretudo ao facto de ser um algoritmo
relativamente simples de utilizar, assim como os bons resultados que se conseguem

alcancar com a sua utilizacao.

Existe, no entanto, a necessidade de se conhecer os parametros de uma trajetoria que se
pretenda filtrar para ser possivel aplicar o filtro de Kalman com maior precisio. Assim,
a performance filtro de Kalman classico estad excessivamente dependente do
conhecimento quase total do sistema que se pretende filtrar, o que em aplicacbes de
carater aeronautico, quase nunca é possivel, originando ainda outro problema: Um
projetista pode simplificar e linearizar os parametros desconhecidos de um sistema,
muitas vezes de forma incorreta, sem construir um filtro de Kalman dindmico o
suficiente para lidar com o incremento do erro resultante da aproximacao, originando

assim uma maior divergéncia entre o valor estimado pelo filtro e o valor real medido.

O trabalho desenvolvido na presente dissertacdo ira lidar com incertezas inerentes a um
sistema linear com medicGes altamente ruidosas, assim como o fenémeno da divergéncia
entre valores medidos e estimados, modificando assim o filtro de Kalman de duas formas
distintas: a primeira tornando-o robusto contra incertezas presentes nas equacgoes de
sistema, e a segundo melhorando a capacidade de reacao do filtro face a novos valores
estimados, criando um filtro de Kalman adaptativo e robusto, contribuindo assim para a

melhoria da performance do filtro.

Palavras-chave:

Determinacio de Orbitas, Filtro de Kalman Cléssico, Filtro de Kalman Adaptativo
Evanescente, Filtro de Kalman Robusto, Filtro de Kalman Robusto Adaptativo
Evanescente
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Abstract

Currently, the Kalman filter presents itself as an important option in trajectory
estimation and reconstruction, mainly due to the fact of being a relatively simple

algorithm to use, as well as the good results that can be achieved with its use.

There is however, a need to know the parameters of a trajectory one wants to filter, so
that the Kalman filter may be applied with greater precision. Thus, the performance of
the filter usually relies excessively on almost complete knowledge of the system to filter,
which, in airspace applications, is hardly ever achievable, and may originate another
problem in which the filter designer may oversimplify and linearize the unknown
parameters of a system, without implementing a dynamic Kalman filter able to deal with
the ever increasing error resulting from the approximation, originating a bigger

divergence between measured and estimated data.

This dissertation will deal with uncertainties inherent to a linear model system, as well
as the phenomenon of divergence between measured and estimated values, modifying
the Kalman filter in two different ways, the first by making it robust against uncertainties
present in the system equations, and second improving the filter’s capacity of reaction
when faced with new estimated values, creating a robust, adaptative filter, thus

contributing to improve its performance.

Keywords
Orbit estimation, Classic Kalman Filter, Fading Kalman Filter, Robust Kalman Filter,
Robust Fading Kalman Filter
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Capitulo 1. Introducao

1.1. Introducao

A presente dissertacao visara o estudo da utilizacdo de modificacoes ao algoritmo do
filtro de Kalman na reconstrugio de trajetérias, a saber; o filtro de Kalman adaptativo

evanescente e o filtro de Kalman robusto.

O filtro de Kalman, desenhado por Rudolf Emil Kalman [4], é um algoritmo que permite
obter uma estimativa de dados quando nao é possivel obter uma medicao fisica, ou essa
medicao se encontra demasiado degradada por ruido branco. Este algoritmo produz
estimativas do estado de um sistema usando medic¢6es ruidosas observadas ao longo do
tempo. Este opera de forma recursiva, precisando apenas da medicao do estado atual e
do célculo do estado anterior. O filtro de Kalman revela a sua utilidade quando nem
sempre for possivel medir algumas variaveis de interesse, podendo ser utilizado para

calcular essas variaveis através de medicOes indiretas.

A popularidade do filtro de Kalman deve-se sobretudo a sua facilidade de implementagao
devido ao seu comportamento recursivo, e poder ser utilizado sem se ter conhecimento

completo acerca do funcionamento interno do filtro.

Devido a sua relativa simplicidade e elevada eficicia, o filtro de Kalman é usado em
inameras areas, como por exemplo, na medicina, na orientacao e navegacao de veiculos,
processamento de sinais e, mais relevante para a presente dissertagao, reconstrucio de

trajetorias.

A reconstrucao de trajetérias é uma das maiores e mais importantes aplicacoes atuais do
filtro de Kalman, consistindo na utilizacdo de um filtro, como o filtro de Kalman, para
atuar sobre trajetorias estimadas usando sensores e outros instrumentos de medicao,
trajetérias essas que possuam niveis elevados de impurezas, sobretudo ruido branco.
Desta forma, o filtro de Kalman ira “reconstruir” a trajetoria, isto é, permitir que essa

trajetéria tenha niveis de ruidos mais baixos, ficando essa trajetoria mais limpa.

A criacdo do filtro de Kalman esta profundamente ligada ao estudo da estimacio de

trajetorias.

A estimacdo de trajetorias surgiu sobretudo como determinacdo de 6rbitas de corpos
celestes aquando das primeiras observacgoes astronomicas a planetas e cometas através

do uso de telescopios, realizadas nos séc. XVI-XVII onde através da observacao desses
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corpos celestes e do conhecimento de parametros que descreviam o movimento dos

mesmos, novas posicoes podiam ser deduzidas.

No séc. XIX surgiram novos avancos para a estimagao de trajetorias, com a elaboragio
do Método dos Minimos Quadrados, desenvolvido na mesma altura de forma
independente por Karl Friedrich Gauss (1777-1855) e Adrian Marie Legendre (1752-
1833), com as suas respetivas publicacoes: Theoria Motus Corporum Coelestium (1809)
e Nouvelles méthodes pour la determiination des orbites des cométes. Este método
procurava encontrar a melhor solucao para um conjunto de dados minimizando a soma

dos quadrados das diferencas entre os valores estimados e os valores medidos. [1]

R. A. Fisher [1] desenvolveu em 1912 0 método de maxima verosimilhanca, um método
para estimar os parametros de uma distribuicdo de probabilidade maximizando o

logaritmo de uma funcao de verosimilhanca.

Kolmogorov e Wiener [1] desenvolveram, respetivamente em 1941 e 1942, de forma
independente, uma estimacgao linear média dos minimos quadrados. Esta estimacao
assume obrigatoriamente que equacoes lineares devem estar disponiveis para a solucao

do problema de estimacao.

J.W Follin, em 1955, [1] sugeriu uma abordagem recursiva onde novos valores estimados

pelo filtro sdo atualizados a partir de novas medicoes.

Tendo por base as teorias e os métodos acima enunciados, Kalman publicou o seu famoso
artigo [1] [4]: A new approach to Linear Filtering and Prediction Problems, enquanto
trabalhava no Research Institute for Advanced Studies, motivado principalmente pela
corrida espacial. Nesse artigo, Kalman formula as equagdes para um filtro recursivo,
gaussiano e em tempo discreto, o Filtro de Kalman, embora, em 1958, Peter Swerling
tenha também publicado um método recursivo para determinacao de orbitas semelhante
ao filtro de Kalman, cuja maior diferenca era a equacao usada para atualizar a matriz de

covariancia do erro ser mais complexa.

Kalman, mais tarde, trabalhou com Bucy para a elaboracao de um filtro de Kalman em

tempo continuo, surgindo assim o Filtro de Kalman-Bucy [1].

Desde a sua concecao até a atualidade, o filtro de Kalman foi alvo de inimeros estudos e
aplicacoes, bem como melhorias ao seu algoritmo. Diferentes grupos de investigadores
focaram-se em diferentes 4reas do filtro de Kalman de modo a melhorar a sua
performance e precisdo, assim como tentar resolver algumas das falhas mais evidentes
do filtro.
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Na referéncia [2], apresenta-se como solucao para as incertezas inerentes ao sistema
modelo, um algoritmo para o filtro de Kalman que o tornasse robusto contra incertezas,

criando o filtro de Kalman robusto.

Na referéncia [3], apresenta-se como solucao para a degradacgao de estimacoes devido ao
constante afastamento entre os valores medidos e os valores estimados, aplicando no
algoritmo do filtro de Kalman um fator que priorizasse estimacées novas em detrimento

de estimagoes mais antigas, criando o filtro de Kalman adaptativo evanescente.

Esta dissertacdo vai-se basear no trabalho elaborado por estes dois grupos de
investigadores, que seguiram paradigmas diferentes para melhorar a performance do
filtro de Kalman, aplicando as modificacoes ao filtro de Kalman classico desenvolvidas
por estes investigadores no ambito da reconstrucio de trajetorias, de modo a melhorar a
performance do filtro melhorando a precisao dos resultados obtidos e solucionando

algumas das maiores limitacoes do algoritmo do filtro de Kalman classico.

1.2. Reconstrucao de trajetorias

Nesta dissertacao, ird ser analisada a aplicacdo de um filtro de Kalman adaptativo e

robusto na reconstrucao de trajetorias.

O filtro de Kalman, ou qualquer outro algoritmo para reconstrucao de trajetorias, esta
dependente de sensores e instrumentos de medicao, que fornecem os dados da trajetéria

para filtrar, para depois enviar esses dados a outros sistemas.

Atendendo a que os sensores nao s captam a informacao pertinente, mas também varios
tipos de ruido e incertezas, entre elas o ruido branco, o filtro de Kalman torna-se
especialmente importante, em virtude de a ele competir a remogao do ruido e a obtencao

de valores limpos que possam ser utilizados por outros componentes.

Assim, em cada iteracdo do processo iterativo, o filtro de Kalman ira utilizar os dados e
medicoes ruidosas e assim, ao longo da trajetéria, ira devolver uma trajetoria

reconstruida, isto é, apenas com a informacao essencial, limpa de ruido.

Uma vez que o filtro de Kalman Classico ir4 possuir varias limitacbes no ambito da
reconstrucdo de trajetérias, que serdo explicadas nos capitulos seguintes, e porque
existem trajetorias que requerem uma maior precisao no seu processo de reconstrucao,
torna-se necessario implementar varias modificaces ao algoritmo do filtro de Kalman,

obtendo-se assim o filtro de Kalman adaptativo evanescente e o filtro de Kalman robusto,
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numa tentativa de melhorar a performance a e precisao do processo de reconstrucao de

trajetorias.

1.3. Objetivos da dissertacao

O trabalho desenvolvido ao longo desta dissertaciao tem como objetivo a reconstrucao de
trajetorias recorrendo aos filtros que surgiram através de modificacGes ao algoritmo do
filtro de Kalman Classico: o filtro de Kalman adaptativo evanescente (FKAE) e o filtro de
Kalman robusto (FKR). Estes dois filtros apresentam-se como alternativas ao uso do
filtro de Kalman classico (FKC), de modo a melhorar a performance da estimacao de
trajetorias, assim como para resolver alguns dos maiores problemas do filtro de Kalman

classico.

A presente dissertagio visa também a juncio destes dois filtros num s6 filtro robusto e
adaptativo, o filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente, que possua as vantagens

dos dois filtros para maxima performance na reconstrucao de trajetorias.

Esta dissertacdo visa ainda a aplicacdo do filtro de Kalman, do filtro de Kalman
adaptativo evanescente, do filtro de Kalman robusto e do filtro de Kalman robusto
adaptativo evanescente a uma trajetoria ficticia gerada através da ferramenta Matlab, a
trajetéria orbital da International Space Station (ISS) e ao voo comercial de um airbus

A321, de Lisboa a Londres.

1.4. Estrutura da dissertacao

No capitulo 1 sera feita uma pequena introducao ao filtro de Kalman, dando especial
enfase ao uso mais relevante para esta dissertacao, a reconstrucao de trajetorias. Serao
também mencionadas as teorias mais importantes relacionadas com a estimacio de
trajetorias que precederam o filtro de Kalman, assim como as alteracoes ao algoritmo do
filtro de Kalman que também serao abordadas nesta dissertacio, a saber: o filtro de

Kalman adaptativo evanescente e o filtro de Kalman robusto.

No capitulo 2 serfio analisadas as caracteristicas que um sistema de equacGes deve
possuir para poder ser submetido a um filtro de Kalman. Serdo analisadas também as
diferentes propriedades das matrizes que formam o sistema modelo, assim como os

elementos estatisticos que estdo na base do filtro de Kalman.

No capitulo 3 sera analisado o filtro de Kalman, sendo também explicado o seu algoritmo,

assim como as suas maiores limitacGes, a saber: a linearizacao excessiva de um sistema

4
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real para linear, e seu consequente afastamento dos valores medidos e estimados, assim
como incertezas desconhecidas presentes no sistema modelo que poderdo afetar a

estimativa de trajetoérias, podendo assim afetar o desempenho e a precisdo do filtro.

Serdo assim apresentados, como alternativa, novos algoritmos para o filtro de Kalman

que permitam realizar estimativas de trajet6ria sem apresentarem estas limitacoes.

No capitulo 4 serdo aplicados os filtros desenvolvidos no capitulo anterior, primeiro a
uma trajetoria gerada por Matlab, depois a orbita da ISS e por tGltimo a um voo comercial

de um airbus A321, de Lisboa a Londres.

No capitulo 5 serdo apresentadas as conclusdes do trabalho desenvolvido ao longo desta

dissertacao, bem como sugestoes para possiveis trabalhos futuros.
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Capitulo 2. Generalidades sobre processos
estocasticos lineares

2.1. Processos Estocasticos

Neste capitulo apresentar-se-30 as principais propriedades que regem o sistema de

equacoes para o qual os filtros de Kalman irdo ser aplicados.

Por fim, uma vez que as trajetérias a filtrar estdo sujeitas a ruido branco, falar-se-a dos

fen6menos probabilisticos que estao por tras do ruido.

No entanto uma vez que a filtragem de Kalman ira ter por base processos estocasticos,

fazer-se-4 uma introducio a estes processos.

Um sistema estocastico é um fenémeno que varia de forma imprevisivel com o passar do
tempo. Esse fendmeno é composto por diversas observacoes efetuadas ao longo de um
periodo de tempo, observacoes essas que serdo afetadas por acontecimentos aleatorios,

durante todo o intervalo de tempo.

Alguns exemplos, de entre muitos, de um processo estocéstico podem ser: as acoes de
uma empresa na bolsa de valores, o comportamento cadtico da turbuléncia, assim como,
a trajetéria da estacdo espacial internacional sujeita a ruidos brancos, exemplo desta

dissertacao.
A estocasticidade de um sistema é garantida pela seguinte definicao [5]:

Definicdo 2.1: Dado um espaco de probabilidade (2, #, P), onde (2 representa um espago
amostral ,  representa o conjunto de resultados de um espaco amostral, e P representa
uma funcdo de probabilidade, que atribui a cada conjunto de resultados uma
probabilidade entre 0 e 1, um processo estocdstico é qualquer colecdo de variaveis

aleatérias definida neste espaco de probabilidade.
Este conjunto de variaveis aleatorias é definido por:

{X(t) : t € I}, onde I é o conjunto de indexes, e que ird determinar o tipo de processo

estocéstico que se obtém.

Se, por exemplo I= {0, 1, 2...} sera obtido um processo estocastico de tempo-discreto,
uma vez que dentro de um universo infinito de indexes, serdo escolhidos valores com

intervalos definidos.
Se I=[0, =], ser4 obtido um processo estocéstico de tempo-continuo.

7
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A um sistema estocéstico opoOe-se o sistema determinista, ou seja, um sistema onde a
aleatoriedade ndo existe e, assim um evento terda o mesmo resultado, desde que se

mantenha as condicGes iniciais e o estado inicial. [5]

2.2, Propriedades do sistema modelo

Neste subcapitulo, considerar-se-a as propriedades de um sistema de equa¢bes modelo
do tipo:

Xk = ka_1 + Buk + wyg (1)

Zp = ka + vy (2)

2.2.1. Sistema tempo-discreto

Um sistema a representar um sinal, diz-se em tempo discreto, quando existem valores
para as variaveis a medir a ocorrer apenas segundo intervalos de tempo separados e

distintos. [11]

Na realidade raramente se encontram sinais em tempo-discreto, existindo
predominantemente sinais continuos. A maior parte dos sinais em tempo discreto que
sdo sujeitos a algoritmos de estimacdo, como o filtro de Kalman, provém de uma
“discretizacdo” de um sinal continuo, onde todos os valores de uma variavel que podem
ocorrer num determinado periodo de tempo, serao retirados valores de um intervalo de

tempo considerado.

2.2.2. Sistema Observavel

Considera-se que um sistema é observavel se para qualquer estado inicial x (0) poder ser

obtido se se conhecer a sua entrada u(t) e saida z(t).

Definicdo: Um sistema é observavel se os valores do vetor de medicdo nos tempos t,
t*+At, ..., t* +n At (com n>1, At sendo o passo de observacgio), permitem ter uma

estimativa fiavel do valor do vetor de estado no tempo t.

Segundo Kalman, a matriz de observabilidade 6 possui a seguinte forma:



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

Sendo a ordem da matriz 8 igual a dimensao n da matriz F.

O sistema € observavel se a ordem da matriz de observabilidade for igual a n:
ordem(6) =n

Concluindo, um sistema diz-se observavel se um estado puder ser observado a partir do

conhecimento da entrada e da saida.

2.3. Conceitos de Probabilidades e Estatistica

Uma vez que a trajetoria a filtrar esta sujeita a ruido de distribui¢do normal, este
subcapitulo ira abordar alguns dos conceitos probabilisticos e estatisticos que permitem

uma melhor compreensao do comportamento do ruido.

2.3.1. Variancia e desvio padrao

Tanto a varidncia como o desvio padrao sao classificados como medidas de dispersao.

A variancia de um processo estocastico é uma medida de dispersdo que mostra o quao

distante cada valor desse conjunto esta do valor central médio.

Assim, a variancia pode ser calculada através da seguinte equacao:

Variancia X= E(X2) -E(X)2 (4)
Onde:

X é uma variavel aleatoria,

E(X2) é o segundo momento de um a variavel aleatoria, dado por:
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[ee]

E(X?) = [_,x*fx(x)dx (5)

Onde:

E(X) é o valor esperado de X, dado por:

E(X) =YL pix; (6)

Assim, a partir da variancia, pode-se calcular o desvio padrao.

O desvio padrao é utilizado para encontrar o erro ou o valor mais discrepante de um

conjunto de dados, e pode ser calculado a partir da variancia através da seguinte equacao:

oy = VVarianciade X (7)

2.3.2. Distribui¢do normal

No sistema modelo, o ruido segue uma distribuicao de probabilidade cuja soma tende a

seguir uma distribui¢do normal, ou gaussiana.

Uma distribui¢do normal é uma distribuicio continua, isto é, possui uma funcao de

distribuicdo cumulativa que é absolutamente continua. [6]

Para um processo aleatério continuo, normalmente distribuido com média u e variancia

02):
X~N (u, 02) (8)

A funcio de densidade de probabilidade, para -» <x < é dada por [6]:

_1x-p?

fr®) ===e7 & (9

Qualquer funcao linear de um processo aleatério com uma distribui¢do normal é também

um processo aleatorio com distribuicdo normal [6].

10
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De acordo com o exemplo anterior, em que X~N (u, 02) e Y=aX+b, entdo:

Y~N(au + b,a?a?) (10)

E a sua funcio de probabilidade de densidade é dada por [6]:

1 _1(y=(ap+b))?

fr) = Gaarz€ ? a?g? (11)

Se X, e X, forem independentes, X;~N (i, 62) e Xo~N (U, 02), entdo [6]:

X1+ X;~N(uy + pp,0f +07) (12)

Logo a funcio de densidade vem:

1 _1(x—(pg +up))?
fi(r +x;) = —=—=—==e > ©i+D (13)

2n(c?+032)

fylx)

== — i) ] [ —= x

Fig.1. Funcdo de distribui¢ao de probabilidade gaussiana

11
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2.3.3. Independéncia continua

Duas variaveis continuas e aleatorias X e Y dizem-se estatisticamente independentes se
a sua probabilidade conjunta fxy(x,y) for igual ao produto das suas probabilidades

individuais, ou seja [6]:

frr(,y) = fx(O)fr () (14)

2.3.4. Probabilidade condicionada

A probabilidade de um evento A dada a ocorréncia de um evento B d4-se o nome de
probabilidade condicionada de A dado B:

A
p(AlB) = 22 (15)

A partir desta equacdo, a regra de Bayes permite especificar a probabilidade de densidade
de uma variavel aleatéria X na presenca de uma variavel aleatéria Y, sendo regra de Bayes
dada por [6]:

_ IxiyOfxx)
fx|y(x) =T A0 (16)

Dado um processo discreto X e um processo continuo Y, a funcdo de massa de

probabilidade discreta para X condicionado por Y=y é dado por [6]:

fr(1X=x)px(x)

52 FroR—npx@ 17

px(x|Y =y) =

2.3.5. Caracteristicas do espetro do sinal

A autocorrelacdo é uma caracteristica temporal de um sinal aleatério de grande
importancia que pode ser definida como a sua prépria correlacio com o tempo. A
autocorrelacdo de um sinal aleatério X(t) para os tempos de amostra t; e t. € definida

como sendo [6]:

Ry(t1,tz) = E[X(t)X(t2)] (18)

12
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Se o processo for estacionéario, e a densidade de probabilidade ndo variar com o tempo,
entdo a autocorrelacdo apenas ira variar com a diferenca t=t;-t,, podendo a

autocorrelagdo ser reescrita como:

Ry(D) = E[X(©)X(t + D] (19)

Uma vez que a autocorrelagio ira variar com o tempo, a sua interpretacio espetral no
dominio da frequéncia também ira variar com o tempo. Para um processo estacionario,
a relacao entre o espectro e o tempo, também conhecida como a relacao Wiener-

Khinchine ira ser [6]:

Sx(jw) = F[Rx(v)e™*7dz| (20)

Onde:
% Indica a transformada de Fourier;
w Indica o niimero de ciclos (271) por segundo;

Sxy(jw) Indica a densidade do poder espectral de um sinal aleatério, que liga as

representacoes do espectro do tempo e da frequéncia do mesmo sinal.

2.3.6. Ruido Branco

Quando a funcao de autocorrelacao se representa por uma funcao de delta de dirac 6 (1)

tem valor 0 em toda a sua extensao exceto para 1=0, ou seja [6]:

if t=0,then A
else 0

Ry(7) = { (21)

Onde A é uma constante de magnitude.

Neste caso, a correlacio ira corresponder a um pico, e a transformada de Fourier resulta
num espectro de frequéncia constante. A este fenémeno da-se o nome de ruido branco,
que ir4 possuir poder em todas as frequéncias de espetro, e ser completamente nao
correlacionado consigo mesmo em todos os instantes exceto para (t=0), sendo por esse

facto que o ruido branco é chamado de independente, uma vez que qualquer amostra do

13
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sinal num determinado periodo de tempo é independente de uma amostra noutro

periodo de tempo.

Ry(T)

=t 0

Fig.2. Ruido branco no dominio do tempo

Syljw)

Fig.3. Ruido branco no dominio da frequéncia

14
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Capitulo 3. Filtragem de Kalman Adaptativa e
Robusta

3.1 Introducao

Neste capitulo ir-se-a trabalhar com o algoritmo do filtro de Kalman assinalando
algumas das suas maiores limitacoes e problemas, apresentando o algoritmo do FKAE e

do FKR como formas de eliminar, ou pelo menos, minorar essas limitacoes.

3.2 Filtro de Kalman

Para estimar variaveis de um sistema estocastico com medi¢Ges com ruido, existe uma
vasta panoéplia de algoritmos mateméticos. Dentro destes, o mais conhecido e usado é o
filtro de Kalman, cujo nome deriva do seu inventor Rudolph Kalman, que publicou um

artigo descrevendo uma solucao recursiva para a filtragem linear em tempo discreto.

Na sua esséncia, o filtro de Kalman é um conjunto de equacoes que se inserem em duas

partes, previsao e correcao.

Um sistema, linear, estocastico, em tempo discreto sera regido pelas seguintes equacoes:
X = Fxp_q + Buy + wy (22)
2 = Hxy + vy (23)

Enquanto a primeira equacao procura estimar o estado seguinte na sequéncia, x € R, a

segunda equacao procura estimar a sua medicao, zERm. [6]
Onde:

F: matriz de transicao de estado, que relaciona o estado no passo anterior k-1 para o

passo atual k,
B: matriz de controlo

H: matriz de medig¢do, também chamado matriz de observacao

15
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As variaveis wy e v, representam o ruido de transicio de estado e medicao,

respetivamente, sendo o ruido assumido independente, branco e seguindo distribuicoes

de probabilidade gaussianas. [6]

p(w)~N(0,Q) (24)
p(v)~N(0,R) (25)
Onde Q e R sio respetivamente as matrizes de covariancia do erro da transicao de estado

e de covariancia de medicao.

Conhecendo o estado anterior, pode-se definir um estado a priori para um passo k como

sendo:
%, eR"

Define-se também o estado a posteriori, tendo conhecimento do valor de medicdo z,

como sendo:

X, € R"

Assim, pode-se definir os erros de estimativa como sendo [6]:

e, = x, — X (26)

ex = x — X (27)

Através da equacao (26) chega-se a covariancia do erro de estimacao a priori:

Py =E|eie;"]|(28)

Através da equacao (27) chega-se a covariancia do erro de estimacao a posteriori:

Py = E[exe,"] (29)

16
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A equacdo a posteriori para a estimacao de estado serdA uma combinacio linear da
estimacdo a priori X, e uma diferenca com ganho entre a medicdo estimada HX; e a

medicao verdadeira zy, e é dada por [6]:

Ry =X + K(zx — HZy) (30)

Ha diferenga (z;, — HX),) Chama-se residual, ou inovacido de medicoes, e corresponde a

diferenca entre o valor de medicao estimado e o valor de medicao verdadeiro.

A matriz K corresponde ao ganho ou fator de mistura, que procura minimizar a equacao

de covariancia de erro a posteriori, podendo ser obtida através da seguinte expressao:

K, =P HT(HP HT + R)~1 (31)

Assim, observa-se que a medida que a matriz covariancia do erro de estimacgdo R se
aproxima de zero, a matriz de ganho K atribui mais peso ao residual. Por outro lado, se a
matriz de covaridncia a priori P, se aproxima de zero, a matriz K atribui menos peso ao

residual.

3.3. Algoritmo do filtro de Kalman discreto

O algoritmo do filtro de Kalman em tempo discreto ira consistir num processo de
feedback continuo entre as equacoes de atualizacdo de tempo e as equacgOes de

atualizacao de medigoes. [6]

Nas atualizacdoes de tempo, o estado atual e a covariancia do erro do estado sdo
projetados para o passo a seguir de modo a se obterem as estimativas a priori para esse
passo. As atualizacoes de medicao irdo incorporar as novas medigoOes as estimativas a

priori para obter novas estimativas a posteriori, melhoradas.

17
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Atualizagio de tempo
(“Previsido®) Atualizagio de medicoes
(“Correcéo™)

Fig.4. Ciclo do filtro de Kalman classico

Assim, pode-se dividir as equacgoes acima descritas em dois grupos:

Atualizacao de estado:

X = FXp_1 + Buy (32)
Py =FP_1AT +Q (33)

Atualizacdo de medicGes:

Ki = Pc HT(HP H' + R)™ (34)

X = Xk + K(zx — HX) (35)

P, = (I = KxH)P (36)

A partir do calculo da matriz de ganho K, assim como a obten¢do da matriz de medicoes
z para este passo, os novos valores a posteriori para a matriz de estado e a matriz de

covariancia de erro P podem ser calculados.

Com os valores a posteriori calculados, o processo € repetido para novos passos, sendo
estes valores usados para calcular os novos valores a priori, permitindo desta forma

gerar um novo par de atualizacdo tempo e atualizacao de medicGes, o que confere ao filtro

18
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a sua natureza recursiva, o que torna o filtro de Kalman apelativo para os seus

utilizadores.

A figura abaixo ilustra a natureza recursiva do filtro.

Atualizaciio de medicdes
Atualizagdo de Tempo (“Previsdo”) (*Correcao™)

(1) Calcular a matriz de ganho:
(1) Projetar o estado a seguir:

K, =P H (HP H" +R)™*
Xy = FEp_y + Buy,
(2) Atualizar a estimacio com a

medigdo:
(2) I?rojetar a covaridncia de erro a £ = Xi + Koz, — HEY)
seguir:
Py =FP,_,FT+Q (2) Atualizar a covarifncia de erro:

P = (I — K H)P,

Estimag&es iniciais para X_y e P,_y

Fig.5. Ilustracdo completa do algoritmo do filtro de Kalman

3.4. Escolha de valores para as matrizes

A selecao de certas matrizes, como a matriz Q, a matriz R e a matriz P inicial, Po, referidas
no subcapitulo anterior tera efeitos significativos na performance e na estimacgiao de um

filtro de Kalman Classico.

A selecao de Po, assim como a selecao do estado inicial x0, afetara a convergéncia inicial
do filtro. Porém, em muitas situagoes, o efeito de Po nao serd muito significativo,

podendo ser assumido como uma matriz de identidade. [6]

Em contrapartida, as matrizes Q e R terao um efeito muito mais significativo, podendo
melhorar ou piorar a precisdo conforme a escolha dos seus valores, uma vez que estas

matrizes sao fatores de ponderacio entre as equacoes de estado e medicao. [6]

A imagem seguinte ilustra o efeito da escolha dos valores para as matrizes Q e R na

performance e precisdo do Filtro de Kalman Classico.

19



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

Fig.6. Diagrama do efeito de escolha da covariancia do ruido na performance do Filtro

Considerar valores mais elevados para a matriz Q é considerar uma menor incerteza na
equacao de estado, o que equivale a dizer que se confia mais nos resultados da equacao,

e assim, o filtro deve procurar corrigir mais com a atualizacdo de medicoes. [8]

Por outras palavras, considerar valores mais elevados para a matriz Q ira dar origem a
uma matriz de covariancia de erro P a priori mais elevada, o que d4 origem a uma matriz
de ganho K também mais elevada, que assim ira atribuir mais importancia ao residual, e

o filtro ira corrigir mais.

Da mesma maneira, considerar valores mais elevados para a matriz R é considerar uma
maior incerteza na equacao de medicOes, equivalente a dizer que se confia menos nos
resultados desta equagdo, e assim o filtro deve corrigir menos com a atualizacdo de

medicoes. [8]

Ou, de uma outra forma, considerar valores mais elevados para a matriz R vai resultar
em valores mais baixos para a matriz de ganho K, que assim ira atribuir menos

importancia ao residual, e o filtro corrigira menos.

Para a implementacao correta do filtro, a matriz de covariancia R é calculada antes da
construcio do filtro, podendo esta ser calculada através de amostras de medicoes

conseguidas off-line. [6]

O processo para a determinacdo da matriz de covariancia Q é mais complexo que o da
determinacao da matriz R. A escolha de uma matriz Q pode salvar um modelo linear
demasiado simplificado se contribuir com incerteza suficiente para o filtro, produzindo

assim resultados aceitaveis. [6]

Num filtro de Kalman classico, se as matrizes Q e R forem consideradas constantes ao
longo do tempo, as matrizes de covariancia P e de ganho K irao estabilizar e permanecer

constantes ao fim de pouco tempo. [6]
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3.5. Limitacoes do filtro de Kalman Classico

Apesar do seu uso recorrente para a estimacdo de trajetérias, e de proporcionar bons
resultados, este algoritmo apresenta também algumas limitacbes que é necessario

assinalar.

A maior limitacdo do filtro de Kalman provem da natureza do modelo a ser utilizado.
Uma vez que o filtro é projetado para modelos lineares, modelos que nem sempre
existem na realidade, sendo nao-lineares ou quase-lineares, ira assim ser necessario uma
“linearizacao” ao sistema, isto é, ira converter o sistema nao linear através de equacoes
de modelo lineares que assemelhem o modelo o mais possivel, estas aproximacoes irao

reduzir a precisao do filtro. [2]

Outra limitagdo do filtro de Kalman classico reside nas matrizes consideradas para o
sistema de equacoes, sobretudo a matriz de transicao de estado, F, e a matriz de medicao
H. Num filtro de Kalman cl4ssico, os valores destas matrizes sao considerados como
sendo constantes e conhecidos, uma simplificacdo que nao corresponde a realidade,
porque na realidade, associada a estas matrizes, existem incertezas gaussianas e de valor

variavel. [9]

Outra limitacdo provém do facto das incertezas associadas serem apenas brancas e de
natureza gaussiana, o que na realidade pode nem sempre se observar, sendo necessaria

uma aproximacao para ruido branco. [6]

Outro problema que afeta o filtro de Kalman classico é a sua elevada dependéncia dos
valores assumidos para as matrizes de transicao de estado e medicao. Se os valores dessas
matrizes forem demasiado baixos, entdo o desempenho do filtro de Kalman sera muito
baixo. Se os valores dessas matrizes forem muito elevados, existirA uma elevada
diferenca entre os valores medidos e estimados, podendo essa diferenca aumentar a cada
iteracdo, gerando um fenémeno de divergéncia entre valores medidos e estimados, e

arruinando assim a performance do filtro. [3]

Finalmente, o filtro de Kalman classico é muito pouco eficaz a reagir a problemas de
estimacao que possam surgir. Um estado mal medido, ira por sua vez, gerar um estado
mal estimado, que por sua vez ir4 gerar estados cada vez mais mal estimados, podendo

originar também um fenémeno de divergéncia. [3]
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3.6. Filtro de Kalman adaptativo evanescente

No capitulo anterior mencionou-se o problema de aproximacao do modelo que se quer

filtrar por um modelo linear semelhante, e na possivel divergéncia que se podia gerar.

A divergéncia é um fenémeno que se pode gerar num filtro cujo modelo foi aproximado
de forma incorreta, e manifesta-se por uma discrepancia entre as estimagGes obtidas
para um determinado estado e as medigOes reais desse mesmo estado, discrepancia essa

que devido a natureza recursiva do filtro, se ira propagar com cada iteracao do algoritmo.

Esse fendmeno, no melhor das hipoteses ira afetar a performance do filtro, arruinando

completamente o filtro na pior das hipoteses.

Assim, para combater este fendmeno, ha necessidade de criar um filtro de Kalman mais
dinamico, que reaja de imediato a estados obtidos com um certo grau de incerteza, e que
atribua cada vez menos importancia a estados mais antigos quando confrontado com

estados mais recentes.

Para esse efeito uma das solucdes encontradas é a aplicacio de um fator de
esquecimento, ou fator de esquecimento A, na equacao de covaridncia de erro a priori,

ficando a equacao com a seguinte forma:

P; = M F P_ FT +Q (37)

Com 4, =1, a cada nova iteracdo os valores recentes sao priorizados em relacio aos
valores mais antigos. Mesmo que a precisdo da informacao anterior seja dtbia, a nova
informacao tera mais peso, e assim é mais prevalente e converge os dados estimados com

as medicOes obtidas, mitigando o fen6meno da divergéncia.

Com cada iteracdo, a importancia de um estado estimado serd cada vez menor, ira
desvanecendo, dai o nome do filtro, filtro de Kalman adaptativo evanescente, ou, em

portugués, filtro de Kalman desvanecido.

Assim, torna-se necessario otimizar este fator de esquecimento de modo a melhorar a
performance do filtro em geral, existindo trés algoritmos que permitem escolher o fator

de esquecimento.
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3.6.1. Filtro de Kalman adaptativo evanescente (primeiro algoritmo)

Segundo este algoritmo, um fator de esquecimento otimizado pode ser obtido através de

sucessivas iteragoes da seguinte equacao:

aftk)
(k)

(k) = Al(k) — (38)

Com condigoes iniciais:

210 =1

2°(k) = Ak — 1)

Onde:

k é o namero de estados

1 é o niimero de iteracoes de um estado

0< <1 é o comprimento do passo
Se, numa iteracdo p, a seguinte inequacao for verdadeira:

1P (k) — P~ (k)| < € (39)

Sendo & um pequeno escalar positivo que representa o grau de precisdo do processo

iterativo, o algoritmo de iteracdo para e o fator de esquecimento vem:
A(k) = max{1, 2P (k)} (40)
Sendo o gradiente da equacao (39) obtido pela seguinte equacao:

asl(k)

aft k)
= Xt X5 8500 Gy (40)

afty

Onde:
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St(k) = P=(OHT — K(k)Co (k) (42)

e:
Ziiig = FP*(k — 1)FTHT[I — T~1(k)Co (k)] + K(K)HFP*(—1)FTHT[I + T~ (k)Co(k)] (43)
No qual:

T(k) = HP~(k)HT + R (44)

Por tltimo, a covariancia do residual, Co pode ser calculada pela equacao:

G1(k)
&0 (45)

Co (k) =

Onde:

Gy (k-1)
A(k-1)

Gy (k) = +z(k)z" (k) (46)

Gy (k—-1)

Gz (k) = A(k—1)

+1(47)

Sendo as condic¢Oes iniciais:
G.(0) =0 e G.(0) =0

Quando comparado com os outros dois algoritmos, este algoritmo tera um tempo de
compilacdo muito superior, devido sobretudo ao uso extensivo de iteragbes para o
calculo, problema este que se pode complicar se o nimero de pontos a estimar for

elevado.

3.6.2. Filtro de Kalman adaptativo evanescente (segundo e terceiro algoritmos)
Perante o problema acima assinalado, os dois novos algoritmos calculam o fator de

esquecimento de uma forma mais simplificada, recorrendo apenas a uma equagio por

iteracdo, tendo em consideracao as seguintes assuncoes:
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Q, R e P (0) sao matrizes positivamente definidas,

H é uma matriz com caracteristica completa.

Assim, para o segundo algoritmo a equacao para o fator de esquecimento fica:

A(k) = max {1,%trace[N(k)M‘1(k)]} (48)

No qual:
M(k) = H(k)FP(k — 1)FTH" (49)

N(k) = Co(k) — HQH" — R (50)

O terceiro algoritmo segue o mesmo raciocinio para calcular o fator de esquecimento que

o segundo, porém a equacao para o fator de esquecimento é mais simplificada:
A(k) = max{1, trace[N (k)]/trace[M(k)]} (51)

3.7. Filtro de Kalman Robusto

7

Uma das maiores limitacoes do filtro de Kalman é o facto de o modelo a usar ser
necessariamente um modelo linear, sendo necessario um processo de linearizacao para

se converter o modelo inicial em modelo linear.

Durante esse processo de linearizagdo, as matrizes de medicao e transicao de estado sao
consideradas como constantes e conhecidas, uma simplificacdo que na realidade nao ira
existir, pois na realidade, o sistema a filtrar esta sujeito a incertezas gaussianas que
variardo com o tempo e que se refletem nas matrizes de transicao de estado F e de

medicao H.

E necessario entdo modificar o algoritmo do filtro de Kalman para acomodar estas
incertezas, e garantir a robustez do filtro perante as mesmas, criando entdo um filtro de

Kalman Robusto.

O algoritmo do filtro de Kalman consistira em duas partes: a primeira a criacdo de um

novo estimador de estados para gerar uma nova trajetéria tendo em consideracao as
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incertezas assumidas para o filtro e a segunda, a filtragem dessa trajetoria recorrendo a
um filtro de Kalman cléssico.

Para o filtro de Kalman robusto, a incerteza ira ser definida como um parametro variavel
e gaussiano nas matrizes F e H, com a variancia de erro estando dentro de um intervalo
para todas os estados. As matrizes Q e R sdo consideradas como matrizes estaveis e

conhecidas.
Desta forma, comeca-se primeiro por criar um estimador robusto contra incertezas.
Assim as novas equacoes de modelo, tendo em conta as incertezas em F e H sio:

Rs1 = [F + AF]x + wy (52)

zx = [H + AHy]xy + v (53)

Onde F e H correspondem as partes constantes que se conhecem com certeza da matriz
de estimacdo de estado e de medicao, enquanto que AF (k) e AH(k) sdo matrizes que
representam as incertezas em F e H, variando em cada iteracdo, segundo a seguinte

equacao:

[AFk _[H1

At = 112) MiE (54)

Onde M(k) é uma matriz desconhecida que satisfaz a seguinte inequacio:

My * My <1 (55)

Com k=o0, 1, 2...

Sendo Hi, H2 matrizes conhecidas e constantes que definem como os elementos das

matrizes de transicao e de estado sdo afetadas pela matriz desconhecida M.
Considerando primeiro as seguintes assuncoes:

A matriz de transicdo de estado é quadraticamente estavel, isto é, para uma matriz

simétrica e positivamente definida P a seguinte inequacao é provada verdadeira:

[F + AF)TP[F + AF,] — P < 0,k=0, 1, 2 (56)
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As matrizes de covaridncia do erro Q e R sdo assumidas como sendo nio negativas, e a

matriz de transicao de estado F é assumida como sendo invertida.

Sendo todas estas assuncOes satisfeitas, pode-se criar um estimador que gere novos

estados tendo em conta as incertezas do tipo:

Onde F é a matriz atualizada de transicdo de estado, K é a matriz de ganho, e A é a matriz

de medicoes atualizada.

Para escolher um estimador estavel, é preciso primeiro resolver duas equacées de

Riccati, primeiro em ordem a matriz de covariancia de erro P=P*>0

-1
FTPF — P + FTPQz (1 - Qépq‘ﬁ) G2PF + £(ETE +vI) = 0 (58)

Onde € e v sdo pequenos escalares reais e positivos, e Q é a nova matriz de covariancia

de erro obtida pela seguinte equagdo:

Q= Q+-HH (59)
Se a estabilidade da solucdo P for confirmada, entao a seguinte inequacao é verdadeira:
. —
I —Qz2PQz > 0(60)

Com a primeira equacao algébrica de Ricatti (ARE) resolvida, os valores atualizados das

seguintes matrizes podem ser calculados, tendo em conta as incertezas:
Matriz de transicao de estado F e de medicio H:

F=F+Q(P*-Q)'F (61)

A = H +-H,H] (P~ = Q)" H, H] (62)
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Matrizes de covariancia da transicdo de estado Q e de medicio R:

Q=0+QP*-0Q)'Q(63)

R = R+ HyHJ +— HyHT (P71 — Q)™ H, H] (64)

Matriz de “cross-variance” entre as matrizes de transicao de estado e medicao:

M = (I~ QP HyH] (65)
E com as matrizes atualizadas, a segunda equacio de Riccati pode ser calculada para:
U=UT>0
FUFT — U — (FUAT + M)(R + AUAT) " (FUA + M)" + 0 = 0 (66)

O que permite calcular a matriz de ganho K:

K= (FUH" + M)(R + HUH)™* (67)

O que, por fim, permite calcular o estimador:

27 (k) = Fx*(k — DK () [y (k) — Hx* (k)] (68)

Este novo estimador ira gerar novos estados, ja tendo em consideracao as incertezas
inerentes as matrizes de transi¢ao de estado F e medicao H. Porém, estes estados ainda
apresentam ruido branco, e como tal, sera necessario recorrer a um filtro de Kalman

classico para estimar novos estados que ndo apresentem esse ruido branco.
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Assim, nao sera incorreto dizer, que um filtro de Kalman robusto ndo é mais que um
filtro de Kalman classico a filtrar a trajetoria gerada por um estimador robusto contra

incertezas.
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Capitulo 4. Aplicacoes praticas

4.1. Introducao

Neste este capitulo, ir-se-a4 aplicar os filtros de Kalman desenvolvidos nos capitulos
anteriores a uma trajetoria ficticia gerada a partir de equacoes, a uma trajetéria orbital
da Estacdo Espacial Internacional ao longo de 200.000 segundos, ou aproximadamente
2.5 dias, e, por dltimo, um voo comercial de um airbus A321, com partida do aeroporto

Humberto Delgado em Lisboa e com destino o Luton Airport, em Londres.

Estas trajetorias foram escolhidas de modo a demonstrar a utilidade do uso dos

diferentes filtros de Kalman desenvolvidos em situacgoes reais.

Uma vez que se pretende utilizar os diversos filtros de Kalman para trajetorias
cartesianas e geocéntricas, procedeu-se também a conversao das coordenadas de alguns

exemplos para coordenadas cartesianas.

Os algoritmos dos diversos filtros de Kalman foram elaborados recorrendo a ferramenta
Matlab.

4.2. Aplicacao dos filtros de Kalman

4.2.1. Exemplo teorico
Inicialmente, antes de se aplicar os filtros desenvolvidos aos casos reais, procurou-se
formular um sinal que simulasse uma trajetoria.

O sinal apresentado neste exemplo foi adaptado de um exercicio de frequéncia da cadeira
de Otimizacdo e Controlo de Trajetoérias do ano de 2018, lecionada pelo Professor

Kouamana Bousson. [3]

4.2.1.1 Geracao de trajetéria

A trajetéria a ser filtrada sera gerada a partir das seguintes equacdes para a as trés

coordenadas [X Y Z]:

As coordenadas X e Y serdo dadas por ondas sinusoidais:
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X=X + a,cos (%) (69)
Y=Yy +a,sin (21,—1;[) (70)
No qual:
X - valor inicial da coordenada x, na qual X =1 000 000 m;
¥ - valor inicial da coordenada y, na qual ¥ =1 000 000 m;
a, - amplitude da equacao sinusoidal para x, com ax =2000;
a, - amplitude da equagao sinusoidal para y, com ay= 2000;
Tx - periodo da equacao sinusoidal para x, com Tx=500 s;
Ty- periodo da equagdo sinusoidal para y, com Ty=500 s;
t - incremento de tempo, de 0.001s

A coordenada Z sera dada pela seguinte equacao:

Z=27+41z0+e(—at) (71)
Nos quais:
Z=1200 000 m;
70=3.0367%106 m;

Sendo a a solugdo para a seguinte equacao em ordem a m:

7 — 20e ™+t = zf (72)
Onde:

Zf = 400000, €

tf - tempo total de geracao de sinal, igual a 300s.

Sendo a trajetéria gerada pelas equacoes de coordenadas anteriores representada no

grafico a seguir.
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1.35

13-

1.002

y (m) 0.9985 0.998 x (m)

Fig.7. Representacdo 3D da trajetéria gerada

Atendendo a que a trajetoéria a filtrar necessita de estar sujeita a ruido, procedeu-se a

injecao de ruido branco na trajetoéria, de distribuicao normal, dado por N~ (0,50).

Desta forma, obteve-se a trajetoria a filtrar, representada graficamente na figura abaixo.

1.35 —

1.0025
1.002
1.0015

o0
1.0005
1 x108
09905
0.999

- 0.9985
y (m) 0.9985 osers 0% x (m)

Fig.8. Representacdo 3d da trajetéria gerada, com a inclusdo de ruido branco

Serd a esta trajetoria que irao ser aplicados os filtros de Kalman desenvolvidos no
capitulo anterior: o filtro de Kalman cléssico, filtro de Kalman adaptativo evanescente e

o filtro de Kalman robusto.
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4.2.1.2. Aplicacao do Filtro de Kalman classico

Primeiro, ir-se-4 aplicar o filtro de Kalman classico a trajetéria estimada, cujos

resultados serdo comparados com as trajetorias filtradas nos restantes filtros.

Para a implementacdo do filtro de Kalman, considerou-se a que a trajetéria gerada

pudesse ser representada pelo seguinte sistema de equagdes em tempo discreto:

Xy = Axy_q +wy (73)

zi = Hxye + vy (74)

Sendo os valores para as seguintes as matrizes:

Matriz de transicao de estado F:

1 0 0
F=|0 1 0
0 0 1

1 00
H=[0 1 o0
0 0 1

Matriz de covaridncia de erro da equacao de transicao de estado:

0.001 0 0
Q=] 0 0.001 0

0 0 0.001

Matriz de covaridncia de erro da equacao de medicoes:
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Matriz de covariancia de erro inicial:

1 00
=0 1 0
0 0 1

Obtendo assim os seguintes resultados para a estimacao de trajetdria através do filtro de

Kalman cléssico:

z(m)

1.35

13

1.0025 \
1.002

<
0.999 ,//\Tg% 0.9985
y (m) 0.9985 0.9975 x (m)

Fig.9. Representacao 3D da trajetoria gerada pelo filtro de Kalman classico

Observando estes resultados a “olho nu”, as diferencas entre a trajetéria reconstruida
pelo Filtro de Kalman Classico e o sinal sem ruido da figura (7) tornam-se dificeis de

observar.

Assim, para melhor clarificar as diferencas entre o sinal original sem ruido e a trajetoria

reconstruida, procurou-se ilustrar a evolucao destas diferencas ao longo do algoritmo.

Uma vez que o sinal a ser filtrado é constituido por trés coordenadas, apenas as
diferencas entre o sinal original e a trajet6ria reconstruida referentes ao eixo de X serao

ilustradas:
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0 05 1 15 2 25 3
<10

Fig.10. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos, para o FKC, no eixo de X.

Fazendo uma analise dos resultados obtidos, e comparando-os com os das figuras (7) e
(8), e sobretudo com os da figura (9) conclui-se que de acordo com o sistema modelo
assumido, e atendendo ao ruido existente na distribuicdo assumida como normal, e com
desvio padrao conhecido, o filtro de Kalman permitiu reconstruir estados com a presenga
de ruido com bastante precisdo. Conseguindo-se verificar com bastante facilidade este
facto quando se observa a figura (10), onde se podem ver as diferencas entre o sinal
original, e a trajetoria reconstruida, cujos valores estao na ordem de grandeza dos

milhoes, estardo contidas num intervalo de [—8,6].

Contudo, a elevada performance do filtro de Kalman deveu-se a um longo processo de
escolha de parametros, de modo a encontrar valores para as matrizes Q, Po e R que

garantissem a melhor precisao possivel.

Este longo processo iterativo apresenta-se como um dos maiores problemas da aplicagao
do filtro de Kalman, havendo a necessidade da criacdo de um filtro que reconstrua a
trajetoéria com um nivel de precisdo aceitavel sem estar tao dependente da escolha de

matrizes.

4.2.1.3. Aplicacao do filtro de Kalman adaptativo evanescente

Como ja foi dito no terceiro capitulo, o filtro de Kalman adaptativo ira ser diferente de

um filtro de Kalman cléassico devido ha existéncia de um fator de esquecimento que ira
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priorizar a importancia a dar a cada um dos estados estimados na estimagdo de um

estado novo.

Para esse efeito, existem trés algoritmos distintos para obter o fator de esquecimento
ideal.

Para a implementacao dos trés algoritmos do filtro de Kalman adaptativo evanescente
considerou-se 0 mesmo sistema de equagdes e as mesmas matrizes adotadas para a
elaboracio do filtro de Kalman cléssico, sendo as estimac6es de trajetoria obtidas pelos

trés algoritmos obtidas graficamente nos graficos das figuras (11), (12) e (13).

1.45 —|

z(m)

1.35

13
10025 T~

1.002

1.0015 1.0025

1.0005

y (m) 0.9985 0.9975 X (m)

Fig.11. Representacdo 3D da trajetoria gerada pelo 1° algoritmo do FKAE
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0005
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0.9995
0.9995 0.999
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y(m) 0.9985 0.9975 X (m)

Fig.12. Representacdo 3D da trajetoria gerada pelo 2° algoritmo do FKAE
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Fig.13. Representacdo 3D da trajetoria gerada pelo3® algoritmo do FKAE

A partir da observacao dos graficos as figuras (11), (12) e (13) pode-se verificar que, para
os trés algoritmos, para os valores escolhidos para as matrizes de covariancia de erro e
de transicao de estado e medicdo, a reconstrucao das trajetorias terd uma precisao muito

pobre, sendo os resultados obtidos quase iguais a trajetoria inicial, com ruido.

Assim, para aumentar a performance do filtro, foram realizadas mais estimacgoes de
trajetoria, mas variando a matriz de covariancia de erro da equacao de medigGes, a matriz

R, obtendo-se os resultados ilustrados nas figuras (14), (15), (16) e (17).

Uma vez que os trés algoritmos apresentam resultados semelhantes, apenas se irdo

apresentar os resultados para o segundo algoritmo.

Na figura (15), apresentam-se os resultados da estimacao da trajetéria com a matriz R

considerada como sendo:

1 0 0
Ri=[0 1 O
0 0 1

Considerou-se este valor para a matriz R em virtude deste valor se aproximar do valor

inicialmente considerado para a matriz R:

05 0 0
Rinicia=| 0 0.5 0
0 0 05
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Fig.14. Representacao 3D da trajetoria gerada pelo FKAE com a matriz R1

Uma vez que o novo valor considerado para a matriz R se aproxima do valor anterior,
pode-se concluir que a trajetéria reconstruida também terd um comportamento
semelhante ao da trajetéria estimada inicialmente, sendo a sua precisao também

bastante pobre.

De seguida, ir-se-a analisar o comportamento da trajetoria estimada atribuindo valores

cada vez maiores para a matriz R.

Assim, comecou-se por considerar o valor de R para esta nova estimacao de trajetéria

como sendo:

1000 0 0
R2=| 0 1000 0
0 0 1000

Obtendo-se a seguinte trajetoria:
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1.35

1.0025

x (m)

Fig.15. Representacdo 3D da trajetoria gerada pelo FKAE com a matriz R2

Analisando a figura (15), verifica-se que com este novo valor para a matriz R, a precisao
da reconstrucao melhorou ligeiramente.

A seguir, considerou-se o valor de R como sendo um valor ainda maior:

10002 0 0
R3=| 0 10002 0
0 0 10007

Obtendo-se o seguinte grafico:

/
1.35 — |

0.999

0.998
0.9985 0.9975

x (m)

Fig.16. Representacdo 3D da trajetéria gerada pelo FKAE com a matriz R3
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Por ultimo, considerou-se o valor de R como sendo:

15002 0 0
R4 = 0 15002 0
0 0 15002

Obtendo-se o seguinte grafico:
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Fig.17. Representacdo 3D da trajetoria gerada pelo FKAE com a matriz R4

Analisando as figuras (14), (15) e (16) e (17) apresentadas anteriormente, poder-se-ia
concluir que a performance e precisao do filtro de Kalman adaptativo evanescente torna-
se cada vez melhor com a selecdo de valores mais elevados para a matriz R, mas esta

observacao no entanto, esta incorreta, como se vai verificar a seguir.

Este fendmeno, é justificado pelo facto da escolha dos valores da matriz R, matriz de
covariancia da equacdo de medicOes, influenciar o quanto se confia nas medicoes
efetuadas. Quando se aumenta os valores da matriz R, considera-se as incertezas

inerentes as medi¢Oes como sendo maiores, confiando-se menos nas mesmas.

Num filtro de Kalman nao adaptativo, o aumento da matriz R para estes valores seria

desastroso, uma vez que estes valores iriam provocar rapidamente uma diferenca
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extremamente grande entre os valores originais para filtrar e os valores reconstruidos,

arruinando a performance do filtro.

Porém, o filtro de Kalman adaptativo evanescente ira possuir modificacGes no seu
algoritmo, nomeadamente na matriz de covariancia P, que permitird que o filtro se

adapte melhor fase a estes valores da matriz R.

Para o FKAE, valores elevados para a matriz R irdo gerar valores baixos para a matriz de
ganho K, que assim ir4 atribuir menos importancia ao residual, que é a diferenca entre o
valor medido e o valor estimado. Desta forma, o valor reconstruido para um estado ira

ser mais préoximo do seu valor estimado, sendo a trajetoria reconstruida mais precisa.

O maior problema do facto da matriz R ser muito elevada, é que a minima discrepancia
no processo de reconstrugdo da trajetéria pode ser potenciada pela matriz R,
aumentando cada vez mais a diferenca entre os valores medidos e os valores

reconstruidos, num fenémeno de divergéncia, e arruinando a reconstruc¢ao da trajetéria.

Porém, o filtro de Kalman adaptativo evanescente é um filtro adaptativo, e através do
fator de esquecimento, que prioriza valores recentemente reconstruidos, reage
imediatamente, aumentando o valor do fator de esquecimento para os estados

imediatamente a seguir de modo a baixar a importancia do estado anterior.

Esse esforco é ilustrado pela evolucao do fator de esquecimento. No inicio da estimacao
de trajetéria, onde a diferenca entre o valor medido e o valor estimado tera o seu maximo,
a priorizacao de valores recentes sera de extrema importancia, de modo a evitar uma
maior divergéncia entre os valores medidos e estimados, que pode arruinar a precisao do
filtro. Dessa forma, o fator de esquecimento tera igualmente um valor maximo no inicio
da estimacao de trajetérias, como a seguinte figura que ilustra a evolucao desse

parametro pode demonstrar:
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451 T T T T T

0 05 1 15 2 25 3 35

Fig.18. Evolucao do fator de esquecimento ao longo do algoritmo do FKAE

A medida que novas posicdes sio estimadas no algoritmo, a diferenca entre valores
medidos e estimados ira decrescer e estabilizar, e como tal, a necessidade de priorizar
valores novos nao sera tdo grande, assim o fator de esquecimento ir4d decrescer e
estabilizar para valores proximos de um, o que significa que todos os valores estimados

irdo ter sensivelmente a mesma importancia.

O filtro de Kalman adaptativo evanescente tera o seu limite. Uma escolha de valores
demasiado alta ira também provocar discrepancias entre os estados reconstruidos que
nem o algoritmo adaptativo consegue solucionar, piorando assim a performance do

filtro.

Esse fenémeno aconteceu entre as trajetorias da figura (15) e (16), onde a precisao do
filtro de Kalman adaptativo evanescente degradou ligeiramente, apresentado resultados
ligeiramente piores. Essa diferenca, porem, é muito baixa, e como tal, para uma missao
que nao requeira um nivel de rigor e precisdo muito elevado, esta diferenca pode ser

ignorada.

E de notar, porém, que esta perda de qualidade ocorreu para valores bastante altos da
matriz R, uma vez que o FKAE ira ser adaptativo, e assim, possui maior tolerancia para
fenémenos de divergéncia que arruinariam a precisdo de um filtro de Kalman néo

adaptativo, como o filtro de Kalman Classico.

A elevada capacidade do FKAE em reagir perante situactes de divergéncia torna-se
ainda mais evidente quando se comparam os resultados obtidos com os resultados de

estimacao de trajetéria de um filtro que nao possua uma capacidade de reacao e
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dinamismo tao boa como o filtro de Kalman adaptativo evanescente, como, por exemplo,

o filtro de Kalman Cléassico.

Assim, foram produzidas novas estimacoes de trajetoria recorrendo ao filtro de Kalman

classico, variando a matriz de covariancia R para os mesmos valores adotados para o

filtro de Kalman adaptativo evanescente, produzindo assim os seguintes resultados:

1 0 O
ConsiderandoRi=[0 1 0
0 0 1
107
155
1.5 <J
1.45 |
E
14
135
13 ]
1.0025
1.002 =
1.0015
108 100‘3}\)\

.

0.998
y (m) 0.9985 0.9975 x (m)

Fig.19. Estimacao de trajetoria com o filtro de Kalman classico para R1

1000 0 0
Considerando Re=| 0 1000 0

0 0 1000

148 e~ |
1.46

1.44 —

z(m)

1.42

1.38 -

1.36 —

1.34 -

132 <

1.002 \
1.0015
1.001
108 \

10005 T~

y (m) 0.9995 0.998 X (m)
Fig.20. Estimacao de trajetéria com o filtro de Kalman cléssico para R2
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Fig.21. Estimac@o de trajetoria com o filtro de Kalman classico para R3

Observando as trajetorias estimadas recorrendo ao filtro de Kalman classico verifica-se
o fendmeno da divergéncia entre valores medidos e reconstruidos, acentuada para
valores maiores para a matriz R, uma vez que este filtro nao esta adaptado para lidar com
eventuais divergéncias que possam surgir, tal como foi observado no filtro de Kalman
adaptativo evanescente, nao existindo na matriz de covariancia P adaptagdes, como o
fator de esquecimento, para priorizar estimacoes mais recentes. Assim, cada distancia
entre os valores medidos e estimados vai degradando cada vez mais a performance do
filtro, sendo este fendmeno observado nas figuras (19), (20) e (21) pela gradual

deformacao da trajetoria com a implementacio de matrizes R com maior valor.

Quando se compara a prestacao de um filtro de Kalman classico com um filtro de Kalman
adaptativo evanescente verifica-se uma grande vantagem do uso do filtro Kalman
adaptativo evanescente: a performance do filtro de Kalman est4 profundamente ligada a
selecao das matrizes de covariancias, principalmente a matriz de covariancia da equagao
de medicoes, sendo necessario um imenso trabalho de tentativa e erro para a selecio das
mesmas, de forma a se evitar ndo apenas uma situacao de divergéncia, mas também

otimizar a reconstrucao.

Se o projetista estiver a desenhar um filtro de Kalman para uma misséo, e a otimizacgao

do filtro e rigor de precisdo nio tiver especial importancia, o filtro de Kalman adaptativo
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evanescente ndo ira ser tao severo na escolha de matrizes, permitindo uma maior gama
de valores a selecionar para as matrizes, como se pode verificar com a reconstrucgio de
trajetorias para os dois ultimos valores de R, onde apesar de haver uma grande diferenca
para os valores da matriz, os resultados da estimacio de trajetéria sao semelhantes,

havendo apenas uma perda de precisdao que pode ser ignorada para este tipo de missoes.

Se a missdo para o qual o projetista estiver a desenhar o filtro de Kalman for
especialmente importante ou delicada, e se o nivel de rigor que se exige da precisdo e
performance do filtro for elevado, entao a otimizagao do filtro de Kalman sera de extrema
importancia. Assim comparar-se-a a performance de um filtro de Kalman Classico e um
filtro de Kalman adaptativo evanescente quando ambos possuem uma escolha de
matrizes otimizadas para a performance e precisdo, assim como a comparacao da

performance entre os trés algoritmos do filtro de Kalman adaptativo evanescente.

Para este efeito, depois de um longo processo iterativo, considerou-se a matriz R a usar

para o novo filtro de Kalman adaptativo evanescente como sendo a matriz:

3002 0 0
R=[ o0 3002 0
0 0 3002

Obtendo-se os seguintes resultados os seus trés algoritmos:
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Fig.22. Reconstrugdo da trajetéria através do FKAE,1° algoritmo, matrizes otimizadas
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Fig.23. Reconstrugdo da trajetéria através do FKAE, 2° algoritmo, matrizes otimizadas
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Fig.24. Reconstrucio da trajetoria através do FKAE, 3° algoritmo, matrizes otimizadas

Uma vez que as diferencas entre os trés algoritmos sao impercetiveis, conforme as figuras
(22) (23) e (24), a semelhanca do que foi feito para o filtro de Kalman Classico, para cada
algoritmo calculou-se a diferenca entre o sinal original sem ruido e a trajetoria

reconstruida, também no eixo de X.
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Fig.25. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para o FKAE, 1° algoritmo, eixo de X
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Fig.26. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para o FKAE, 2° algoritmo, eixo de X
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Fig.27. Diferenga (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para o FKAE, 3° algoritmo, eixo de X

Através de uma anilise detalhada das figuras (25) (26) e (27), verifica-se que as
diferencas entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos serdo muito

semelhantes.

O segundo algoritmo ird possuir valores reconstruidos mais proximos dos valores
originais, visto que o seu grafico se aproxima ligeiramente mais do eixo de zero, a
dispersdo dos seus valores sera menor. Desta forma é ligeiramente melhor que os outros

dois.

E de realcar, que o tempo de compilacio do primeiro algoritmo foi muito superior ao

dos outros dois algoritmos, e como tal, a sua implementacio pode nao ser viavel.

Porém, quando se comparam os resultados apresentado nas figuras (25), (26) e (27), com
os da figura (10) verifica-se mais uma vantagem do uso do FKAE sobre o uso do FKC:
para os trés algoritmos do FKAE, a diferenca entre os valores originais, sem ruido, e os
valores reconstruidos apresentarao uma amplitude mais pequena que a amplitude dos
valores para o FKC. Desta forma, os valores reconstruidos para o FKAE estardo mais
proximos dos valores reais, e desta forma, a precisao de um FKAE otimizado é superior

a precisao de um FKC otimizado.
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Este fendmeno é explicado devido 4 natureza dinimica e reativa do FKAE, no qual se
pode utilizar maiores valores para a matriz R, o que ira tornar os valores da matriz de
ganho mais baixos, e como tal, o valor reconstruido sera mais proximo do valor estimado,

aumento assim a precisao do FKAE.

Assim, para uma missio que requeira um filtro de Kalman otimizado para precisdo, o

FKAE apresenta-se como uma melhor opc¢ao do que o FKC.

Uma outra limitagdo mencionada nesta dissertacao acerca do FKC refere-se a inabilidade
deste filtro em lidar com estados estimados de forma incorreta.
Estes estados provém de medicboes incorretas por parte de sensores e outros
instrumentos de medicao, podendo no melhor dos casos afetar ligeiramente a precisao
do filtro de Kalman na estimacdo de trajetérias, e no pior dos casos causar uma
progressiva diferenca entre os estados medidos e os estados reconstruidos, arruinando o

filtro de Kalman.

Face a esta limitacao, o filtro de Kalman adaptativo evanescente revela ser uma grande
solucdo para este problema, devido a sua natureza extremamente dinamica e ao facto de

reagir rapidamente face a estados estimados de uma forma mais dubia.

Assim, para demonstracdo, recorrendo ao Matlab, inseriu-se um valor incorreto na

trajetoria inicial com ruido, obtendo-se a seguinte figura:

s S —
« 108 7/_/(
1.0005 } - 10005 %
—
= a0t
0.9995 —oy T e 585

= 0.9985

= 0.998
0.9985 0.9975

Fig.28. Estimacdo da trajetéria com ruido e com um estado incorreto

Ir-se-4 agora sujeitar esta nova trajetéria ao filtro de Kalman adaptativo evanescente,
usando o segundo algoritmo para obtencao do fator de esquecimento, assim como ao

filtro de Kalman cléssico, para comparagao, obtendo-se os seguintes resultados:
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Fig.29. Estimacdo da trajetéria recorrendo ao filtro de Kalman cléssico
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Fig.30. Estimacao de trajetoria recorrendo ao filtro de Kalman adaptativo evanescente

Como se pode observar pelas figuras (29) e (30), o filtro de Kalman adaptativo
evanescente revela-se como sendo o filtro de Kalman ideal para lidar com estados

estimados incorretamente.

Este valor mal estimado pelo sensor ird aumentar exponencialmente o residual entre o

valor estimado pelo filtro e o valor medido.

Porém, como ja foi dito, os valores para a matriz R sao tao elevados, que fazem com que

a matriz ganho seja muito baixa, e assim, na equagdo para a reconstrucido do estado, o
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valor baixo para a matriz de ganho ira contrariar o valor elevado do residual, garantindo

que o estado reconstruido nao esteja muito distante do estado estimado pelo filtro.

O estado imediatamente a seguir ao estado mal estimado ira receber um peso acrescido
através de um aumento do fator de esquecimento, de modo a poder contrariar quaisquer
efeitos provocados pela discrepancia entre o valor medido e o valor estimado que

pudessem surgir.

Em contrapartida, o filtro de Kalman classico ndo possui as modificacoes ao seu

algoritmo necessarias para resolver esta limitagao.

Como o filtro de Kalman nao pode usar matrizes R com valores muito elevados, de modo
a evitar a divergéncia, ira possuir valores mais baixos para a matriz R, a matriz de ganho
K tera valores mais elevados, e assim ndo podera contrariar tdo bem o aumento do

residual.

E de salientar, contudo, que devido a forma como o filtro de Kalman classico est4
otimizado, este estado incorreto nao deu origem a uma situacio de divergéncia entre os
valores medidos e estimados, visto que estes voltaram a convergir. Porém, o facto de este
filtro estar suscetivel a erros de estimacio que nao consegue resolver revela um problema

importante.

O filtro de Kalman adaptativo evanescente, possui as adaptacoes necessarias no seu
algoritmo, através da implementacdo do fator de esquecimento na equagao para a matriz
de covaridancia de erro, reagindo imediatamente face a um estado estimado
incorretamente, minorando ao maximo os efeitos de um estado incorreto na estimacao

dos novos estados sem presenca de ruido.

4.2.1.4. Aplicacao do filtro de Kalman robusto

Na criacdo de um sistema modelo linear que reflita a trajetéria a ser reconstruida, e
porque na realidade o ntimero de processos lineares a ocorrerem na natureza é muito
baixo, o projetista ird tera de realizar um nimero elevado de simplificagbes e
linearizagbes de modo a poder traduzir o mais préoximo possivel um determinado

processo real por um sistema de equagdes lineares.

Uma vez que a essas simplificacdes irdo originar incertezas, e num paradigma de
constante aproximacdo a realidade, o projetista podera usar um filtro de Kalman

especialmente criado para ser robusto contra incertezas, o Filtro de Kalman robusto.
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Como ja foi mencionado, a criacdo de um filtro de Kalman robusto ira consistir em duas
partes, primeiro na criacdo de um novo estimador com estados atualizados de acordo
com a incerteza assumida, e segundo na filtragem desse estimador através de um filtro

de Kalman.

Para que se possa implementar primeiramente um estimador robusto sera necessario

definir os valores das matrizes pertencentes ao sistema de equacdes.

Assim, a matriz de transicao de estado e a matriz de medigdo irdo ter os mesmos valores
daqueles considerados no filtro de Kalman Classico, assim como as matrizes de
covariancia de erro e da equagao de transi¢do de estado, e a matriz de covariancia da

equacao de medicGes.

A parte incerta da matriz de transicao de estado F, AF foi assumida como sendo:

0 0 0
AF =10 6 O
0 0 0

Uma vez que as incertezas sao parametros normativos dentro de certos limites, definiu-

se o limite das incertezas para este filtro como sendo:

161 <0.5

Os limites do parametro de incerteza § foram escolhidos por serem relativamente altos
quando comparado com os valores da parte estavel da matriz de transicao de estado,
permitindo assim observar o quanto a trajetéria é modificada pela existéncia de
incertezas quando se compara a trajetoria estimada com e sem a presenca de incertezas.
Também se escolheu, deliberadamente, que houvesse incertezas apenas no eixo Y de
modo a observar como as incertezas afetam um dos parametros da matriz F, quando

comparado com os outros dois.

A matriz H, de medicoes, foi considerada como sendo completamente conhecida, sem

incertezas, e como tal AH=0.

Desta forma, segundo as equacoes (54) e (55), as matrizes H1, H2 e E serdo assumidas
como sendo:
0

H1=|10
0
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-4

E=[0 0.05 0];

De modo a encontrar-se um estimador estavel, foi necessirio encontrar solucoes

estabilizadoras para as duas ARE.

Primeiro, ir-se-a encontrar a solucao estavel P=PT>0 para a primeira ARE:

1 1.—1 1

FTPF — P + FTP(: (1 - QEPQE) QzPF + ¢(ETE 4+ vI) = 0 (75)

Para esse efeito, ir-se-a construir um algoritmo iterativo com 100 iteracoes, tendo por

base a seguinte equacdo, derivada da equacao de Riccati.

1 1 _1y"1 1
M =FTPF — P +FTPQ 2 (I - Q:PQz) ~Q:PF + &(ETE +vI) (76)

No qual sucessivos valores da matriz P serdo obtidos a partir de valores anteriores de

acordo com a seguinte equagao:

_ _ 1 _1 _1
P = ATPOA + ATPOW(L — W2PW?2)"1W2P0A + E(ETE + vI) (77)

Considerando o valor inicial para Po:

€=0.01
v= 0.01

Obteve-se as seguintes figuras que descrevem a evolucao dos elementos M (1,1); M (2,2)
e M (3,3):
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Fig.32. Evolucdo do elemento M (2,2)
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Fig.33. Evolucdo do elemento M (3,3)

Fazendo uma anélise das figuras (31) (32) e (33) sobretudo as figuras (31) e (33)
referentes aos elementos M (1,1) e M (3,3) da matriz M, verifica-se que o valor de M para
a primeira iteracdo de P estdo mais proximos de satisfazer a primeira equacao de Ricatti,

uma vez que sdo os que mais se aproximam de zero.

Também se verifica o efeito da presenca de incertezas nos valores do eixo Y,
representados através da evolucdo do elemento M (2,2), quando comparados com os
outros dois. Enquanto os elementos dos eixos X e Z aumentam gradualmente ao longo

das iteracoes, os elementos dos eixos Y mantém-se relativamente constantes.

De facto, se se resolver a equacao (75) para a primeira iteragcao de P obtém-se os seguintes

valores para a matriz M:

1.01% 1074 0 0
M= 0 3,52 %107° 0
0 0 1.01x10~*

Uma vez que os valores obtidos para M se encontram suficientemente préximos de zero,
pode-se considerar a matriz P como sendo uma solucio estabilizadora, permitindo assim

obter os valores atualizados tendo em conta a incerteza para as seguintes matrizes:

Matriz de transicao de estado atualizada:
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_[1.0001 0 0
F=| 0 0.4375 0
0 0 1.0001

Matriz de covaridncia de erro de transicao de estado.

_ [1x107* 0 0
Q=| 0  43750x10* 0
0 0 1%107*

Como, nao foram consideradas incertezas na matriz de medicGes, e assim a matriz H2
foi considerada como sendo uma matriz zero, o valor atualizado das matrizes de medicao
atualizada H ser4 igual ao valor da matriz H, o valor da matriz de covariancia de erro da
equacio de medicio atualizada R sera igual a R e a matriz de “cross covariance” M sera

igual a zero.

Nas matrizes F e  continua a verificar-se a influéncia das incertezas, uma vez que os
elementos do eixo Y apresentam um maior desvio face a matriz F, enquanto que os

valores dos eixos X e Z sao quase iguais aos valores da matriz original.

Para resolver a segunda ARE, em ordem a U=UT>0, foi desenvolvido um novo algoritmo,

diferente do usado para a primeira equacao.
Para esse efeito, transformou-se a segunda equacao de Riccati:
FUFT —U — (FUAT + M)(R + HUAT) "(FUA + M)" +Q = 0 (78)

Na seguinte equacao:

FUET — (FUAT + M)(R + BUAT) " (FUA + M)" +Q = U (79)
A partir desta equacao obter-se-ao novos valores para a matriz U tendo por base valores

de U anteriores, verificando-se assim a evolucio iterativa da matriz, representada

graficamente pela evolucao dos elementos U (1,1), U (2,2) e U (3,3):
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49 220 ' I I

Fig.34. Evolugdo iterativa do elemento U (1,1)
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Fig.35. Evolugdo iterativa do elemento U (2,2)
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Fig.36. Evolugdo iterativa do elemento U (3,3)

Através da anélise das figuras (34), (35) e (36) verifica-se que ocorreu uma maior
discrepancia entre valores de Q nas primeiras 50 iteracoes, ocorrendo nas iteracoes

seguintes uma gradual estabilizacdo dos valores.

Verifica-se também que os elementos com incertezas estabilizaram para valores altos,
enquanto os elementos que ndo foram afetados pelas incertezas estabilizaram para

valores perto de zero.

Pela milésima iteracdo, a diferenga entre novo valor de Q e o valor imediatamente

anterior é tdo pequena que se podem considerar os dois valores iguais.

Para se comprovar esta afirmacao, transformou-se a segunda ARE na seguinte equacio:

N = FUFT —U — (FUAT + M)(R + AUAT) " (FUA + M)" + Q (80)

Que, para o valor de Q selecionado, sera:

—6,7763 * 10720 0 0
N= 0 1,4552 = 10712 0
0 0 —6,7763 x 10720
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Assim sendo, revertendo a equacao (80) para a segunda equacao de Riccati, considera-
se a matriz Q obtida pelo algoritmo como sendo uma solucio estabilizadora para a

equacao de Riccati.

Assim, consegue-se calcular a matriz de ganho K do estimador:

1.0004 0 0
K= 0 0.7092 0
0 0 1.0004

Possuindo solucoes estabilizadoras para as duas equacoes de Riccati, pode-se calcular o

estimador de estado, que ir4 estimar a seguinte trajetoria:

1.35

13 =
71

—
< 1.0025

y (m) 7.08 0.998 x (m)

Fig.37. Trajetoria gerada segundo o novo estimador

E de notar que a trajetéria gerada, apesar de ja estar contabilizada para as incertezas
inerentes as equacOes do sistema, ainda apresenta ruido branco que necessita de ser
filtrado.

Para além da trajetoria sujeita a ruido branco, também se calculou um estimador robusto
contra incerteza para a trajetoria inicial, sem ruido, de modo a poder-se calcular a

precisdo do FKR:
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1.35

13-
7.1

7.105 Y _—
/ 1.0025

> = e 1.0015

Fig.38. Trajetoria original sem ruido gerada segundo o novo estimador

Desta forma, a trajetéria obtida na figura (32) serd sujeita a um filtro de Kalman

permitindo filtrar o ruido e obter-se uma trajetéria mais limpa:

1.35

13 =

—
>__ = — 1.0025

7.4 < 1.002
105 \ = —< 1.0015
7.005 — / 1.001
— 1.0005
7.09 \ P = 1 108
< 0.9995
7.085 s

7.08 0.998 x (m)
Fig.39. Estimacdo da nova trajetoria pelo filtro de Kalman Robusto

Analisando as trajetdrias estimadas segundo o filtro de Kalman robusto, e para as
incertezas assumidas para a matriz F, a trajetoria gerada sofreu alterac¢6es sobretudo no

eixo de Y, uma vez que foi nesse eixo que se concentrou todas as incertezas da matriz F.

Usando os valores da trajetoria da figura (38), calculou-se também a precisao do FKR
através da diferenca entre a trajetéria sem incertezas reconstruida pelo FKR, e a

trajetoria inicial robusta contra incertezas, obtendo os seguintes resultados:
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(i} 05 1 15 2 25 3

Fig.40. Diferenca (em metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para o FKR, eixo de X

Analisando a figura, (40) verifica-se que a precisdo do FKR é superior a precisao do FKC
e dos trés algoritmos do FKAE. Este fenomeno é explicado devido & natureza robusta do
filtro: A trajetdria gerada a partir do novo estimador nao esté apenas livre de incertezas,
mais importante, esta totalmente linearizada. No FKC e no FKAE, as trajetérias iniciais
iro possuir incertezas e ndo sdo completamente lineares, e quando sdo simplificadas e
linearizadas para poderem ser descritas por um sistema de equacoes lineares, ir-se-a
perder informacao, e assim, os estados da trajetoria final, linear, irdo possuir pequenas
discrepancias em relacdo aos estados nao lineares da trajetoria inicial, por filtrar. Essas
discrepancias, como o ruido branco, irdo afetar também a precisdo do filtro. O FKAE,
apesar de conseguir eliminar o ruido branco melhor que o FKC, nao é um filtro robusto,

e como tal, ird possuir o mesmo problema.

O FKR, no entanto, ira possuir uma adicao ao seu algoritmo que os outros dois filtros
nao possuem, um estimador robusto contra incertezas que lineariza primeiro a trajetoria
a ser reconstruida. Assim, antes de a trajetéria ser filtrada, esta seré linearizada pelo
estimador e assim, as discrepancias entre a trajetéria original a ser filtrada e a trajetéria
reconstruida provocadas por uma lineariza¢ao de um processo nao linear nao existirao.
Apenas existird ruido branco que depois sera removido pelo filtro. Assim, no final da
reconstrucdo da trajetéria, a trajetoria reconstruida sera muito mais proxima da

trajetoria inicial.

Deste modo, o FKR possui uma melhor performance e precisao que o FKC e o FKAE.
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Porém, uma vez que o filtro de Kalman robusto ndo é mais que um estimador robusto a

linearizar uma trajetoria que depois sera reconstruida por um filtro de Kalman, pode-se

aumentar ainda mais a performance e a precisido se se substituir o filtro de Kalman

classico por um FKAE, juntando a robustez e a precisao de um filtro de Kalman Robusto

com a capacidade adaptativa de um filtro de Kalman adaptativo evanescente, criando-se

assim um Filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente

Assim, se se considerar a matriz R como sendo a matriz usada na estimacao do filtro de

Kalman adaptativo evanescente, também se pode usar o FKAE para estimar uma nova

trajetéria sem a presenca de ruido, conforme a representacao grafica:

13 <l
7.11 ~

71 S

s >
1o 7.095 \\\

1
7.085 >\\

y (m) 7.08 0.998

-
P 0.999
> 0.9985

—

- 1.0025

— 1
= 1.0005

0.9995

x (m)

Fig.41. Estimacao da nova trajetoria a partir do FKRAE, 2° algoritmo

Calculando a diferenca entre esta trajetéria e a trajetéria linearizada sem ruido da figura

(38), obtém-se a seguinte figura a ilustrar a evolucio dessa diferenca:

63



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

°
o
@
~

25 3
x10*

Fig.42. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido reconstruidos para o FKRAE, 2° algoritmo, eixo de X

Como se pode observar, a diferenca entre a trajetoria original e a trajetoria reconstruida
através do FKRAE sera ainda mais pequena que a do FKR, o que prova que o melhor

filtro a usar para a reconstrugdo de trajetéria € um filtro de Kalman adaptativo e robusto.
Também se consegue provar uma das maiores vantagens do FKR: a sua versatilidade.

Uma vez que o FKR nao é mais que um filtro de Kalman a reconstruir uma trajetoria
estimada por um estimador robusto contra incertezas, esse filtro pode ser escolhido pelo
proprio projetista, ndo estando apenas limitado a filtros de Kalman em tempo discreto.
Assim, filtros de Kalman em tempo continuo, como o Filtro de Kalman-Bucy, também

podem ser utilizados.

Desta forma, se se utilizar o FKAE em conjunto com o FKR consegue-se as vantagens dos
dois filtros: as melhorias em termos de precisao de reconstrucao do FKR e a capacidade
de reacdo contra divergéncias e estados estimados incorretamente, e a linearizacao e as

melhorias em termos de precisao de um FKR.
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4.2.2 Estimacao da orbita da estacdo espacial internacional

4.2.2.1 Geragao da trajetoria inicial

No primeiro exemplo considerou-se o uso do filtro de Kalman, assim como as suas

sucessivas alteragoes num exemplo teorico.

Com este exemplo pratico pretende-se aplicar o filtro de Kalman adaptativo evanescente
e o filtro de Kalman robusto para uma trajetoria que exista na realidade, a 6rbita da

estacao espacial internacional.

A trajetoria a qual sera aplicada os filtros desenvolvidos neste exemplo foi obtida pelo
aluno Pedro Dente, na sua dissertacdo “Hw Orbital Control of a Space Vehicle on a Low
Earth Orbit”. Nesta dissertacao, ele conseguiu gerar a trajetéria da estacao espacial
internacional, segundo coordenadas esféricas, seguindo as seguintes equacbes do

sistema modelo:

X = ka_1 + Wi (81)

zk = Hx, + v, (82)

Considerando as seguintes matrizes:

F é a matriz de transicao de estado:

F=

[ 1 0.1000 0 85,8804 1,3164 * 1077 0,3488
4,1942 1077 1.000 0 1717,6 2,6327 107 6,9753

—-2,1395% 107 —-1,8792%10"1 1 0,1000 6,5541 %1071 —1,5328 1011

—4,2790 %1078 375841071 0 1,000 1,3108 * 1072 —3,0656 * 10710

—8,6886 % 10722 —7,6316%1071> 0 54967 % 10712 1,0000 0,1000

[—1,7377 10720 —1,5263 %1073 0 1,0993%1071° —1,6139%1077 1,000

H é a matriz de medicoes:

0,0050 6,3519 « 1077 2,5796 * 1079 ]
0,01000 1,2704 * 107> 5,1591 %« 1078

H= —9,3961 1071 7,3962 10710 —1,1337 1071

—1,8792 10712  1,4792%107% —2,2674x 10718
—3,8158x 1071 4,0655 %1072  7,3962 10710

[—7,6316 10715 8,130 107%° 1,4792 1078 |
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E o vetor de estado sera:

x=[r v 68 6 ¢ &I

No qual:

r - distancia do centro da Terra até a ISS

6 - angulo de azimute, o 4ngulo formado pela projecdo do vetor do centro da Terra até

a ISS e o eixo de x.

@ - angulo de elevacao, o dngulo formado pela projecio do vetor do centro da Terra até

a ISS e o eixo de z.

7, 8, & - primeiras derivadas der, 6 e @, respetivamente.

Atendendo a que os estados obtidos pelas equacGes acima descritas sdo representacgées
de coordenadas esféricas, e que, para esta dissertacdo, considera-se as trajetbrias a
estimar como sendo cartesianas, ira ser preciso converter as coordenadas de esféricas

para cartesianas.

Desta forma, utilizam-se as seguintes equacdes para converter o vetor de estado x de

coordenadas esféricas para cartesianas, do tipo X=[X Y Z]7. [11]

X = 1Singycosoy
Vi = T Sing,sindy, (83)
Zj = 1,08 Py,

A representacdo da trajetéria da estacdo espacial internacional em coordenadas

cartesianas pode entdo ser calculada, apresentando-se ilustrada na seguinte imagem:

66



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

Fig.43. Movimento orbital da ISS, em coordenadas cartesianas

Uma vez que esta trajetoria corresponde ao movimento orbital da ISS durante um
periodo de 2,5 dias, o que ir4 consistir em varias orbitas, para melhor compreensao das

imagens, apenas a primeira orbita sera considerada:

y (m) 5

£ x (m)

Fig.44. Movimento orbital da ISS, primeira 6rbita, em coordenadas cartesianas

A esta trajetoria sera adicionado ruido branco de distribuicao normal, N~ (0, 150002):
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z(m)
/

y (m) % & x (m)

Fig.45. Movimento orbital da ISS, em coordenadas cartesianas, com a presenca de ruido

4.2.2.2 Aplicacao do Filtro de Kalman classico

A esta nova trajetéria com ruido, serd aplicado primeiramente um filtro de Kalman

classico:

Considerando um sistema estocéstico, em tempo discreto, com ruido gaussiano:

X = Fxp—q + wy (84)

zk = ka + vy (85)

Considerando os seguintes valores para as diferentes matrizes:

Matriz de transi¢ao de estado F:

1 0 0
F=|0 1 0
0 0 1
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Matriz de medigdo H:

1 00
H=[0 1 0
0 0 1

A matriz de covariancia de erro da equacao de estado:

0.001 0 0
Q=] 0 0.001 0 |;
0 0 0.001

A matriz de covariancia de erro equacao de medicoes:

50 0 O
R=|0 50 o0
0 0 50

A matriz de covariancia de erro inicial Po:

1 00
o=|0 1 O0f;
0 01

Os resultados para a estimacao de estados de trajetoria através do filtro de Kalman foram

os seguintes:
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Fig.46. Estimac¢do do movimento orbital da ISS recorrendo ao filtro de Kalman classico

Tendo em consideracao que as diferencas entre esta reconstrucdo e a trajetoria inicial
sem ruido sao impercetiveis a olho nu, a semelhanca do primeiro exemplo, foi calculada

a diferenca entre a trajetoria reconstruida e o sinal original, também no eixo de X.

&
T

i \, WW ,

"

| W'
)i %MM

1
0 1 2 3 4 5 6
104

Fig.47. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para a trajetéria da ISS,
FKC, eixo de X

Fazendo uma analise aos valores da figura (47) e comparando estes valores com os
valores obtido no primeiro exemplo para a diferenca entre a trajetéria inicial e a

trajetéria reconstruida, verifica-se que a diferenca de valores do segundo exemplo é
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muito maior. Este fen6meno € justificavel, porque o ruido branco implementado neste

exemplo foi também maior.

4.2.2.3. Aplicacao do filtro de Kalman adaptativo evanescente

Concluida a implementacdo de um filtro de Kalman cléssico, sera agora estimada a
trajetoria recorrendo ao filtro de Kalman adaptativo evanescente e aos seus trés

algoritmos.

Para este efeito, e depois de um longo processo iterativo de selecdo de matrizes R,

considerou-se a matriz R como sendo:

8 108 0 0
R=| o0 8 %108 0
0 0 8 % 108

Todas as outras matrizes consideram-se como sendo iguais as usadas para a estimacao

de trajetorias usando o filtro de Kalman, sendo geradas as seguintes trajetorias para cada

algoritmo.
108

6
4~
2

E o

N
2
4]
e y
& ==

e N
e 6
2 I
e 4
108 >\\ N
27 T~ — 0 108
e
> =
y (m) ® ) X (m)

Fig.48. Estimacdo do movimento orbital da ISS recorrendo ao 1° algoritmo do FKAE
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y (m) 8 5

x (m)

Fig.49. Estimac¢do do movimento orbital da ISS recorrendo ao 2° algoritmo do FKAE

y (m) i

x (m)

Fig.50. Estimac¢io do movimento orbital da ISS recorrendo ao 3° algoritmo do FKAE

Para melhor se compreender as diferencas entre estes algoritmos, para cada trajetoria

foi calculada também a diferenca entre as trajetorias reconstruidas e o sinal original.
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x10°

x10*

Fig.51. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para a trajetéria da ISS, FKAE, 1°
algoritmo, eixo de X

0 1 2 3 4 5 6
x10*

Fig.52. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para a trajetéria da ISS, FKAE, 2°

algoritmo, eixo de X
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Fig.53. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e reconstruidos para a trajetéria da ISS, FKAE, 3°

algoritmo, eixo de X

Infelizmente, devido ao facto do ruido adicionado nesta trajetéria ser muito elevado
quando comparado com o exemplo 1, a diferenca entre os valores originais sem ruido e
os valores reconstruidos também sera grande, e assim, torna-se dificil verificar qual é a

figura que apresenta uma menor diferenca.

Porém, olhando para as figuras com atencao, verifica-se que a dispersao dos dados sera
mais pequena para o segundo algoritmo, e como tal, este algoritmo serd aquele que

possui uma maior precisao.

Mesmo assim, quando comparados com os resultados obtidos da diferenca entre a
trajetoria original e a trajetéria reconstruida para o FKC, as diferencas tornam-se
evidentes, uma vez que a amplitude da figura (47) sera muito maior que qualquer um das

figuras referentes aos algoritmos do FKAE.

Assim, o FKAE aproxima-se mais dos valores originais sem ruido do que o FKC, e assim,
demonstra-se mais uma vez que o FKAE otimizado para a performance terd uma precisao

superior do que o FKC.

Tendo em conta que os resultados para cada um dos trés algoritmos serao semelhantes,
escolheu-se o segundo algoritmo para fazer a apreciacdo da evolucdo do fator de

esquecimento ao longo de toda a reconstrugio da trajetoria.
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104

Fig.54. Evolucdo do fator de esquecimento ao longo do FKAE (2° algoritmo) da ISS

Através da anélise da figura (54) mais uma vez se verifica a natureza dinamica do filtro
de Kalman adaptativo evanescente: o fator de esquecimento apresenta valores elevados
no inicio da estimacao de trajetoria, porém com a continua estimacao, a diferenca entre
os valores estimados e medidos serd mitigada, e como tal, o filtro nao precisara de
compensar com o fator de esquecimento, fazendo com que esta tenda para valores

proximos de um.

Para efeitos de comparacao, um filtro de Kalman classico usando a mesma matriz R foi

elaborado, com os resultados apresentados a seguir:

Fig.55. Estimacao da orbita da ISS recorrendo ao filtro de Kalman classico com o novo valor de R.
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Como seria de esperar, o elevado valor de R, juntamente com a ineficiéncia do filtro de
Kalman classico em convergir os valores medidos com os valores estimados com cada
iteracdo levou ao fenémeno de divergéncia e total ruina da performance do filtro, algo

que ndo aconteceu com a aplicacao do filtro de Kalman adaptativo evanescente.

De seguida, procurou-se verificar como o FKAE reagiria perante estados estimados

incorretamente pelos sensores e instrumentos de medicao.

Para esse fim, recorrendo ao Matlab, adicionou-se um estado estimado incorretamente,

obtendo-se a seguinte trajetoria:

Fig.56. Trajetoria da ISS ruido e com um estado incorreto

Sendo esta nova trajetoria sujeita a um FKAE, segundo algoritmo e a um FKC, para

efeitos de comparacao.
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Fig.57. Estimacdo da trajetéria da ISS, com um estado incerto, recorrendo ao FKAE, 2° algoritmo

Fig.58. Estimacao da trajetéria da ISS, com um estado incerto, recorrendo ao FKC

Como se pode observar nas figuras (57) e (58), face a este problema, o FKAE ira possuir
melhores resultados que o FKC. O FKAE esta melhor adaptado para lidar com estados
estimados incorretamente porque o seu algoritmo contém as modificacGes necessarias
para reagir como maior firmeza perante estes estados, conseguindo usar a informacao
de estados anteriores, e atendendo a importancia que os estados anteriores possuem para

a reconstrucao da trajetoria, o FKAE consegue reconstruir o estado corretamente.
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O FKC, apesar de conter a informacao de estados anteriores, nao tem a informacao sobre
a importancia que os estados anteriores possuiram, como tal, apesar de conseguir
reconstruir a trajetoria quase corretamente, nao consegue estimar esta trajetoria sem a
presenca de estados estimados incorretamente. E de notar, no entanto, que devido ao
facto do FKC estar bastante otimizado, consegue lidar com um estado incerto de uma

forma notavel.

4.2.2.4. Aplicacao do Filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente

Como se viu no exemplo 1, um filtro de Kalman robusto consistira em duas partes: um
estimador robusto contra incertezas e que lineariza a trajetéria a reconstruir,
melhorando a precisio da trajetoria reconstruida removendo as discrepancias entre a
trajetoria inicial nao linearizada e a trajetoria reconstruida, linearizada, e um filtro de
Kalman que melhora a precisdo da trajetoria reconstruida removendo o ruido branco

presente na trajetoria inicial.

Concluiu-se também que o filtro de Kalman ideal para filtra a trajetoéria criada pelo
estimador é o FKAE, pois é adaptativo e a precisao da trajetoria reconstruida é maior que

a de um filtro nao adaptativo.

Deste modo, o dltimo filtro a aplicar a este exemplo, sera o filtro de Kalman robusto

adaptativo evanescente.

Para este efeito, dividir-se-a a matriz de transicao de estado F, numa parte conhecida e

estavel, F, e numa parte desconhecida, A4F com valor variavel.

A parte incerta da matriz de transicao de estado F, AF foi assumida como sendo:

1 00
F=10 1 0
0 01
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Sendo a matriz de medigoes:

1 0 0
H=[0 1 0
0 0 1

E as matrizes de covariancia de erro da equacao de transicao de estado Q e equacio de

medicdo R:
0.001 0 0
Q= 0 0.001 0
0 0 0.001
1 0 0
R=]0 1 0
0 0 1

Com ||5]| <0.3

Para esta trajetoria, os limites do parametro de incerteza § irdo ser mais pequenos do

que o valor considerado para o primeiro exemplo.

Também a semelhanca do primeiro exemplo, optou-se deliberadamente por concentrar

as incertezas da matriz F no eixo X.

Segundo o exemplo anterior, prevé-se que a trajetoria gerada pelo novo estimador seja
relativamente igual a trajetoria original, por virtude do valor para o parametro § ser
relativamente pequeno, assim como a nova trajetdria apresentar maiores alteragdes no

eixo X.

A matriz H, de medicoes, foi considerada como sendo completamente conhecida, assim

AH=0.

Assim, segundo as equacoes (54) e (55), obtemos os seguintes valores para a matrizes

H1, H2 e E serdo assumidas como sendo:

10
H1=| 0

L 0

o
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E=[0.0300]

Assumiu-se também os valores € e v:

€=0.009;

v =0.009;

De seguida, procurou-se encontrar um estimador estavel e robusto. Para tal, sera

necessario resolver as duas equacoes de Riccati para solugOes estaveis.
Primeiro, ir-se-a encontrar a soluco estavel P=PT>0 para a primeira equacao de Ricatti:

Para esse efeito, utilizar-se-4 o algoritmo desenvolvido no primeiro exemplo para

encontrar uma solugdo P.

Assim, transformou-se a primeira ARE na seguinte equacao.

-1

__1 _1 _1 _1
M =FTPF —P+FTPQ™: (1 - QEPQE) Q2PF + e(ETE + vI) (86)
E desenvolveu-se um algoritmo de 100 iteracdes para se obter novos valores P a partir

de valores antigos de P, Po:

_ 1 _1 1
P = ATPOA + ATPOW (1 — WzPWz) — 1 * WzPOA + E(ETE + vI) (87)

Considerando, o valor inicial para Po como sendo:

Obteve-se a seguinte evoluc¢ao grafica dos elementos M (1,1), M (2,2), M (3,3):
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«10°%

Fig.59. Evolucdo do elemento M (1,1) da ISS

x107
185 T T T T T

1.815

Fig.60. Evolucido do elemento M (2,2) da ISS
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Fig.61. Evolucao do elemento M (3,3) da ISS

Fazendo uma anélise as figuras (59) (60) e (61) verifica-se que o elemento M (1,1) da
matriz M tende a estabilizar para zero com a evolucio das iteracoes. Porém, os elementos
M (2,2) e M (3,3) tendem a aumentar. Desta forma, o valor de P que melhor satisfaz a

primeira ARE ir4 ser o valor da primeira iteracao.

Assim, substituindo o valor de P na equacgdo ir-se-a obter o seguinte valor para a matriz
M:

8.91097° 0 0
M= 0 1.81057* 0
0 0 1.81057*

Observando a matriz M, pode-se verificar que esta se encontra suficientemente perto de

zero, logo a matriz P pode ser considerada uma solucao estavel para a primeira ARE.
Desta forma, pode-se obter os valores para as seguintes matrizes:

Matriz de transigao de estado atualizada:

_[0.9900 0 0
F=] 0 1.0001 0
0 0 1.0001
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Matriz de covaridncia de erro de transicao de estado.

_ [5.5186 % 105 0 0
Q= 0 1.00017* 0
0 0 1.0001~*

Como, nao foram consideradas incertezas na matriz de medicGes, e assim a matriz H2
foi considerada como sendo uma matriz zero, o valor atualizado das matrizes de medicao
atualizada H ser4 igual ao valor da matriz H, o valor da matriz de covariancia de erro da
equacdo de medicdo atualizada R ser4 igual a R e a matriz de “cross covariance” M ser4

igual a zero.

Pode-se também verificar na matriz F os efeitos da incerteza. Uma vez que a incerteza
considerada foi relativamente baixa, os valores dos elementos do eixo X nao sofreram
grandes mudancas dos seus valores originais. Todos os outros elementos permaneceram

quase iguais.

Para resolver a segunda equacdo de Riccatti, em ordem a U=UT>0, recorreu-se ao

segundo algoritmo desenvolvido para o primeiro exemplo.

Para esse efeito, transformou-se a segunda ARE na seguinte equacao:

FUOFT — (FUOAT + M)(R + HUOAT) " (FUOH + M)' +Q = U (88)

Onde:
U: corresponde ao valor atualizado da matriz U
Uo: corresponde ao valor anterior da matriz U

A partir desta equacdo construi-se um algoritmo de 1000 iteracGes para obter valores
novos de U a partir de valores antigos, obtendo-se a seguinte evolugio iterativa para os

elementos U (1,1), U (2,2) e U (3,3)
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Fig.62. Evolucdo iterativa do elemento U (1,1) da ISS
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Fig.63. Evolucdo iterativa do elemento U (2,2) da ISS
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Fig.64. Evolucdo iterativa do elemento U (3,3) da ISS

Analisando as figuras verifica-se que ao fim de 1000 iteracGes os valores de U irao
estabilizar, e a diferenca entre o novo valor de U e valor imediatamente anterior sera tao

pequena que se pode considerar os dois valores iguais.

Assim considera-se a matriz U obtida pelo algoritmo como sendo uma solucao
estabilizadora para a equacao de Riccati, como se pode verificar se se modificar a segunda

ARE para a seguinte equacao:

N = FUFT —U — (FUAT + M)(R + AUAT) " (FUA + M)" + § (89)

O que ira dar o seguinte valor para a matriz N, muito préximo de o:

-1,819% 1071 0 0
N = 0 —8,673 x 10714 0
0 0 —8,673 x 10714

Possuindo solucoes estabilizadoras para as duas equacgoes de Riccati, pode-se calcular a

matriz de ganho K do estimador:

0.9900 0 0
K= 0 0.6283 0
0 0 0.6283
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Que permite entao criar o estimador de estado, que ira estimar a seguinte trajetéria:

Fig.65. Estimac@o da trajetoria orbital da ISS segundo o novo estimador

Podendo-se também calcular a estimacio da trajetéria orbitar da ISS segundo o novo

estimador, sem ruido:

y (m) =

6 x (m)

Fig. 66 Estimacao da trajetoria orbital da ISS segundo o novo estimador, sem ruido

A trajetoria da figura (65) também apresenta ruido branco, e depois de ser sujeita a um

filtro de Kalman adaptativo evanescente, tera o seguinte aspeto:
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2 =

0| ~
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Fig.67. Estimacdo da nova trajetéria orbital da ISS através de um FKRAE, 2° algoritmo

Uma vez que as incertezas consideradas foram relativamente baixas quando comparadas
com o valor conhecido para a matriz F, a trajetoria estimada a partir do novo estimador
sera apenas ligeiramente diferente da trajetoria inicial, com as maiores alteracoes a

ocorrerem no eixo de X.

A e diferenca entre a trajetodria inicial sem ruido e a trajetdria reconstruida sera:

35
as T T T T

_ | 1 | 1
L 1 2 3 4 ] L]
= 10

Fig.68. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o FKRAE, 2°
algoritmo, eixo de X

Analisando a figura, e como ja se tinha comprovado no primeiro exemplo, o filtro de
Kalman robusto adaptativo evanescente apresenta-se como o melhor algoritmo para a

reconstrucdo de trajetorias. O estimador inicial ird gerar uma nova trajetéria sem a
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presenca de incertezas e linear, eliminando assim as possiveis discrepancias que iriam
existir entre a trajetéria final linear e a trajetéria inicial ndo linear, e que iriam prejudicar
a precisao da trajetéria reconstruida. O filtro de Kalman adaptativo evanescente, por sua
vez ird depois reconstruir a trajetoria linearizada pelo estimador, e como fora provado,

ira possuir muito maior precisao para esta fase do que o filtro de Kalman cléssico.

O resultado final é um filtro com a melhor precisao.

4.2.3. Estimacao da trajetéria de um voo comercial de um airbus A321

4.2.3.1. Geracao de trajetoria

Neste ultimo exemplo pratico, ir-se-4 aplicar os filtros de Kalman desenvolvidos nesta

dissertagdo numa nova situacao, um voo de uma aeronave comercial.

Recorrendo ao website Flightradar24, obteve-se os dados de um voo comercial de um
airbus A321, com partida do aeroporto Humberto Delgado em Lisboa e com destino o
Luton Airport, em Londres. Este avido partiu do aeroporto de Lisboa as 20:30 e chegou
a Londres as 23:00, horario de Greenwich, tendo o voo uma duracgiao de duas horas e

trinta minutos.

Ao contrario das trajetorias dos dois exemplos anteriores, esta trajetoria foi gerada por

um nimero muito mais baixo de pontos, apenas 296.

Comecar-se-a por apresentar uma projecao ortografica para o voo comercial de um

airbus A321:
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Fig.69. Projecdo ortografica do voo comercial de um airbus A321

Uma vez que os dados de voo fornecidos pelo flightradar24 estao em coordenadas
geodéticas, do tipo [lat,lon, h] serd necessario converter primeiro estes dados para

coordenadas cartesianas.

Para esta conversao, utilizar-se-a as seguintes equacoes, que irdo converter coordenadas
geodéticas para coordenadas ECEF, um sistema de coordenadas cartesianas cujo ponto

[0,0, 0] se encontra no centro da Terra:

X = (N(¢) + h) cos(lat) cos(lon)
Y = (N(¢) + h) cos(lat) sin(lon) (90)

z = (5N($) + hsin(lat)

Onde a é o semieixo maior da Terra, também chamado o raio equatorial, de
aproximadamente 6378.1 km, b é o semieixo menor da Terra, também chamado raio
polar, de aproximadamente 6356.8 km. N(¢) € o raio de curvatura da Terra para uma

dada latitude, dado pela seguinte equacao: [12]

a
N@) = Frrar OV

89



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

Onde e? é o quadrado da excentricidade de um elipsoide, obtido pela seguinte expressao:

2
e2 = 1—2—2(92)

Usando o sistema de equacoes (90), obteve-se a seguinte representa¢io ECEF do voo
realizado:

Fig.70. Representacgdo 3D da trajetdria de um voo comercial de um airbus A321

Sendo depois adicionado a cada ponto desta trajetéria ruido branco, dado por N~(o,
150002), sendo obtida a seguinte trajetdria:
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z(m)
|

Fig.71. Representacdo 3D da trajetéria de um voo comercial de um airbus A321 com a presenca de ruido

branco

E de comentar primeiro a concentracio de ruido branco existente no inicio e no fim da
trajetéria. Este fendmeno ocorreu devido ao facto do website flightradar24 incluir dados
da trajetoria do avidao nao s6 em pleno voo, mas também enquanto este esti parado nos
dois aeroportos, e assim, esses estados terdo a mesma posicao, mas, devido ao facto do

ruido branco ter uma distribuicao normal, esses estados irdo possuir ruidos diferentes.

4.2.3.2. Aplicacao do Filtro de Kalman classico

Primeiro, foi aplicado o filtro de Kalman classico a trajetoria obtida acima:

Considerando que a trajetéria gerada pode ser descrita pelo sistema de equactes de

estado e medicao:

Xy = Fxy_1 +wy (92)

zx = Hxy + vy (93)

E considerando os seguintes valores para as diferentes matrizes:

Matriz de transicao de estado F:
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1 0 0
F=]0 1 0
0 0 1
Matriz de medicao H:
1 0 0
H=[0 1 0
0 0 1

1 00
=0 1 0
0 0 1

Sendo obtidos os seguintes resultados para a estimacio de dados:
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y (m) 9 38 x (m)

Fig.72. Representacao 3D da trajetéria de um voo comercial de um airbus A321, através de um filtro de

Kalman classico

Apresentando-se também a diferenca entre os valores reconstruidos e os valores

originais sem ruido, para uma melhor compreensao da performance do filtro:

=]

0 50 100 150 200 250 300

Fig.73. Diferenca (em metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o voo comercial,
FKC

4.2.3.3. Aplicacao do filtro de Kalman adaptativo evanescente

Para a implementacao dos trés algoritmos do filtro de Kalman adaptativo evanescente,
considerou-se as matrizes do sistema de equacoes modelo como sendo iguais as do filtro

de Kalman, com a excecdo da matriz Q e R:
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(108 0 0
Q 0 108 0 l
0 0 108

(101 0 0
R 0 10 o0 l
L0 0 1010

O valor inicial do fator de esquecimento € 1.

O valor da matriz Q foi escolhido deliberadamente por ser elevado. Com estes valores

selecionados foram obtidos os seguintes resultados para os diferentes algoritmos

y (m) *

x (m)

Fig.74. Representacdo 3D da trajetéria do voo comercial de um airbus A321 através do 1° algoritmo do
FKAE

94



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias

Fig.75. Representacgdo 3D da trajet6ria do voo comercial de um airbus através do 2° algoritmo do FKAE

Fig.76. Representacao 3D da trajetéria do voo comercial de um airbus A321 através do 3°algoritmo do
FKAE

Calculou-se, também, as diferencas entre os valores originais e os valores reconstruidos,
no eixo de x.
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Fig.77. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o voo comercial,

FKAE, 1° algoritmo
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Fig.78. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o voo comercial, FKAE,

20 algoritmo
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«10%
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Fig.79. Diferenca (metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o voo comercial,

FKAE, 3° algoritmo

Observando as trajetorias estimadas para cada um dos algoritmos, assim como as
diferencas entre a trajetorias a inicial sem ruido e a reconstruida, nao s6 se observa que
as trajetoria reconstruidas pelos algoritmos sdo iguais entre si, mas também sao quase
iguais a trajetéria gerada pelo filtro de Kalman cléssico, sendo os valores da diferenca
para os trés algoritmos ligeiramente diferentes dos valores para a trajetéria reconstruida
para o FKC, uma vez que as matrizes R usadas nos dois tipos de filtro de Kalman serao

diferentes.

Estas observacoes sdo comprovadas pela evolucao grafica do valor do fator de

esquecimento:

Fig.80. Evolugio do fator de esquecimento ao longo do FKAE, do voo comercial de um airbus A321
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Como se pode observar, durante a estimacao dos valores filtrados da trajetoria, todos os

valores para o fator de esquecimento serao um.

Para a esta trajetoria, e devido aos valores selecionados para as matrizes Q e R, a
diferenca entre os valores medidos e os valores estimados ndo ira causar problemas de
divergéncia, e assim, o filtro de Kalman adaptativo evanescente ndo ird reagir com a
priorizacdo dos estados atuais sobre os mais antigos, tendo todos os estados a mesma
importancia na geragao de estados novos, sendo o fator de esquecimento igual a um para

todo o algoritmo.

Assim, para esta trajetéria, uma vez que o fator de esquecimento ira ser sempre um, a
equacao da covariancia de erro do filtro de Kalman adaptativo evanescente sera igual a
equacdo de covariancia de erro do filtro de Kalman cléassico, e o filtro de Kalman

adaptativo evanescente ir-se-4 comportar como um filtro de Kalman classico.

4.2.3.4. Aplicacao do filtro de Filtro de Kalman robusto

Por tltimo, elaborou-se um filtro de Kalman robusto para filtrar a trajetoria.

Tal como nos outros exemplos, dividiu-se a matriz de transicao de estado F, numa parte
conhecida e estavel, F, e numa parte desconhecida, AF com valor variavel segundo a

equagdo (54).

Considerou-se as partes conhecidas das matrizes F e H, assim como as matrizes Q e R
como possuindo os mesmos valores que as matrizes usadas para a construcao do filtro

de Kalman cléassico.

A parte incerta da matriz de transicao de estado F, AF foi assumida como sendo:

0 0 O
AF =10 0 O
0 0 ¢

Com ||6]| <0.9

Para este exemplo, ao contrario do exemplo anterior, pretendeu-se concentrar as
incertezas nos elementos do eixo de Z. Pretendeu-se também gerar grandes valores para
as incertezas, de modo a observar o impacto que estas terdo na matriz F atualizada, F,

assim como na trajetoéria final gerada pelo filtro de Kalman robusto.
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A matriz H, de medic0es, foi considerada como sendo completamente conhecida, assim
AH=0.

Considerando:

[ 0
H1=| 0

0
H2=[0
E=[0 0 0.09]

Assumindo também os valores dos escalares € e v:

€=0.001;

vV =0.001;

De seguida, procurou-se encontrar um estimador estavel e robusto. Para esse fim,

procurou-se solucgoes estaveis para as duas ARE.

Para encontrar uma solucao estavel P=PT>0 para a primeira ARE recorreu-se ao

algoritmo usado nos outros dois exemplos.
Primeiro transformou-se a primeira ARE na seguinte equacao:

__1 _1 _1y"1 1
M=FTPF—P+FTP(Q: (1 - QEPQE) Q2PF + £(ETE +vI) (94)

Desenvolvendo-se um algoritmo para obter novos valores de P, através de valores mais

antigos, Po:

1.—1 1

P = FTPOF + FTP0Q 2 (1 - QEPOQE) Q3POF + £(ETE + vI) (95)

Valores esse que serdo depois utilizados para obter valores para a matriz M.

Sendo o valor inicial de Po:
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Fig.81. Evolucdo do elemento M (1,1), do voo comercial de um airbus A321
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Fig.82. Evolugdo do elemento M (2,2) do voo comercial de um airbus A321

100



Filtragem de Kalman Adaptativa e Robusta para a Reconstrucao de Trajetorias
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Fig.83. Evolugdo do elemento M (3,3), do voo comercial de um airbus A321

Uma analise as figuras (81), (82) e (83) permite verificar que a primeira iteracio de P

sera aquela no qual a matriz M mais se aproxima de zero:

0.0012 0 0
M=| 0 0.0012 0
0 0 8.284 %1075

Observando a matriz M, pode-se verificar que esta se encontra suficientemente perto de

zero, logo a matriz P pode ser considerada uma solucio estavel para a primeira ARE.

Obtendo a solucdo P para a primeira ARE, é possivel agora obter os valores atualizados

para incertezas das seguintes matrizes

Matriz de transicao de estado atualizada:

_[1-0011 0 0
F=1 0 1.0011 0
0 0 9.2661

Matriz de covariancia de erro de transicao de estado.
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_[0.0010 0 0
Q=] 0 0.0010 0
0 0 9.2661 = 10°

Como, nao foram consideradas incertezas na matriz de medicOes, e a matriz H2 foi
considerada como sendo uma matriz zero, o valor atualizado das matrizes de medigao
atualizada H ser4 igual ao valor da matriz H, o valor da matriz de covariancia de erro da
equacdo de medicdo atualizada R ser4 igual a R e a matriz de “cross covariance” M ser4

igual a zero.

Verifica-se também na matriz F que enquanto os elementos dos eixos X e Y se mantém
iguais, o elemento do eixo Z, uma vez que é nesse eixo que se escolher impor incertezas,

tera valores mais elevados.
De seguida, procurou-se uma solucdo estavel U=UT>0

Para esse efeito, a semelhanca dos outros exemplos, desenvolveu-se um algoritmo para
obter novos valores para U a partir de valores mais antigos, Uo, sendo o valor inicial de
Uo:

1 0 0
vuo=10 1 0
0 0 1

FUOPT — (FUOAT + M)(R + AUOAT) " (FUOH + M)" + § = U (96)

A partir desta equacao, obteve-se a evolucao iterativa para os elementos U (1,1), U (2,2)
e U (3,3):
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Fig.84. Evolucao iterativa do elemento U (1,1) do voo comercial de um airbus A321
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Fig.85. Evolugao iterativa do elemento U (2,2), do voo comercial de um airbus A321
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Fig.86. Evolugdo iterativa do elemento U (3,3), do voo comercial de um airbus A321

Analisando as figuras (86) (87) e (88), verifica-se que os valores da matriz U estabilizam
nas primeiras 100 iteracoes, sendo, na milésima iteracio, a diferenga entre o valor de U,

e o seu valor anterior tao pequeno que pode ser desprezada.

Assim, considera-se a milésima iteracdo de U como uma solucio estabilizadora da
segunda ARE.

Pode-se confirmar esta afirmacdo a partir da seguinte equacio:

N = FUFT — U — (FUAT + M)(R + AUAT) " (FUA + M)" +Q (97)

Onde, se, se considerar o valor da milésima iteragdo de U, obtém-se:

0 0 0
N=|0 0 0

0 0 3.259x%107°

Com as duas ARE resolvidas, pode-se calcular a matriz de ganho:

0.0961 0 0
K= 0 0.0961 0
0 0 09174

Pode-se finalmente também obter uma trajetoria atualizada para as incertezas:
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Fig.87.Estimacdo da trajetoria 3D do voo comercial de um airbus A321, segundo o novo estimador

Uma vez que as incertezas consideradas foram extremamente elevadas quando
comparadas com o valor conhecido para a matriz F, a trajetoria estimada a partir do novo
estimador sofreu grandes alteragbes em relacdo a trajetoria inicial, sendo essas

alteracoes focadas sobretudo no eixo Z.

E, correndo o estimador gerado para a trajetéria original sem ruido do voo, obtém-se a

seguinte trajetoria:

z(m)

Fig.88.Estimacdo da trajetoria 3D do voo comercial de um airbus A321, segundo o novo estimador, sem

ruido branco.
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Por ultimo, utiliza-se um filtro de Kalman classico para estimar valores novos sem a
presenca de ruido branco. E de salientar que, sob circunstancias diferentes, e como foi
provado nos exemplos anteriores, dever-se-ia utilizar um filtro de Kalman adaptativo
evanescente para melhor precisao no processo de filtragem, mas como ja se provou, para
este exemplo e para os valores considerados para as matrizes Q e R, o FKAE comportar-

se-a como um FKC.

48
46

44

Fig.89. Estimacdo da trajetoria 3D do voo comercial de um airbus A321, segundo o novo estimador,

recorrendo ao filtro de Kalman robusto

Obtendo-se também a diferenga entre a trajetoria reconstruida e a trajetéria original sem

ruido, gerada pelo estimador:
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Fig.90. Diferenga (em metros) entre os valores sem ruido e os valores reconstruidos para o voo comercial,
FKR

Observando estes resultados, e comparando-os com os resultados das figuras (73), (77),
(78), (79) verifica-se que houve um incremento na precisao da reconstrucao aplicando o
FKR, justificado pelo facto do novo estimador ter reproduzido linearmente a trajetoria
original, e como tal ter removido todos os erros resultantes, antes da trajetoria ser sujeita

ao filtro de Kalman Cléssico.

Desta forma, comprova-se mais uma vez, que o FKR ¢é o mais indicado para missoes que

exijam um elevado nivel de precisdo na reconstrucao das suas trajetorias.
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Capitulo 5. Conclusao e trabalhos futuros

Na presente dissertacao pretendeu-se estudar a implementacao de dois filtros de Kalman
distintos resultantes da modificagdo do algoritmo do filtro de Kalman classico: o filtro de
Kalman adaptativo evanescente e o filtro de Kalman robusto, como solucoes para alguns
problemas que afetam o algoritmo do filtro de Kalman cléssico, respetivamente o
fenébmeno de divergéncia entre valores medidos e estimados que ameacga a performance
do filtro, e a presenca de incertezas no sistema de equacoes que nao sio consideradas
num filtro de Kalman classico, que entdo pode gerar uma trajetéria que nao seja

inteiramente realista.
Pretendeu-se também melhor a precisao no processo de reconstrucao de trajetorias.

Para esse efeito, juntou-se os dois filtros de Kalman analisados nesta dissertacdo num s6
filtro, o filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente, de modo a combinar as
vantagens de ambos os filtros: o filtro de Kalman robusto e o filtro de Kalman adaptativo

evanescente.

Para demonstrar que os filtros analisados podem ser aplicados a situagoes praticas reais,
estes foram aplicados ao movimento orbital da estacdo espacial internacional, e a um voo
comercial de um airbus A321, com partida do aeroporto Humberto Delgado em Lisboa e
com destino o Luton Airport, em Londres, onde apenas foi acrescentado ruido branco
em proporc¢oes irrealistas para melhor visualizar a diferenca entre a trajetéria a aplicar

os diferentes filtros, e a trajetoria com os ruidos filtrados.

Da mesma forma, as incertezas consideradas para a aplicacdo do filtro de Kalman
robusto nao podem ser consideradas realistas. Os diferentes valores da incerteza foram
escolhidos para as diferentes trajetérias de modo a demonstrar de uma forma percetivel
e clara o quanto as incertezas presentes no sistema de equacoes (ou a nao consideracao

das incertezas) podem transformar a trajetoria gerada final.

Numa situacao real, as incertezas associadas a um sistema terao valores mais baixos, e 0
novo estimador construido ira estimar estados muito préximos dos estados estimados
sem ter as incertezas em conta. Porém essa diferencga pode ser critica para aplicaces do

filtro de Kalman que exijam um maior grau de precisao.

Considerando primeiro o filtro de Kalman adaptativo evanescente e face aos resultados
obtidos, conclui-se que este algoritmo é uma boa alternativa ao uso de um filtro de

Kalman classico, pelas seguintes razoes: a sua performance nao ira estar tao dependente
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da escolha das matrizes do sistema de equagoes, sobretudo a matriz de covariancia do
erro da equacao de medicOes, a matriz R; e para uma missdo que nao requeira um filtro
de Kalman otimizado, o filtro de Kalman adaptativo evanescente ira oferecer uma maior
gama de valores para selecionar para a matriz R. Se a missao para qual o filtro de Kalman
estd a ser selecionado requeira um nivel de precisdo mais elevado, entdo o FKAE ira
possuir uma melhor precisao na reconstrucido de trajetérias que o FKC. O Filtro de
Kalman adaptativo evanescente provou-se também ser adaptativo e verificou-se a sua
superioridade em lidar com estados estimados incorretamente, apresentando melhores

resultados que o FKC.

Considerando de seguida o filtro de Kalman robusto, verificou-se que este apresentou os
melhores resultados na reconstrucao de trajetérias, uma vez que este nao sé filtrou o
ruido existente na trajetéria, mas mais importante, linearizou a trajetéria a filtrar
primeiro, de modo a remover perdas de informacao produzidas pela linearizacao de uma
trajetéria nao linear. Verificou-se, também, que devido ao facto do filtro de Kalman
Robusto ser constituido por um estimador robusto a gerar trajetorias sem incertezas e
lineares, e um filtro de Kalman a reconstruir essas trajetoria, este podia ser substituido
por um filtro de Kalman adaptativo evanescente, para ainda maior precisdo na

reconstrucao.

A grande contribuicdo desta dissertacao na reconstrucdo de trajetorias foi a juncdo do
algoritmo do filtro de Kalman adaptativo evanescente e do algoritmo do filtro de Kalman
robusto num novo algoritmo, o filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente, com
uma precisdo no processo de reconstrugdo nao sé superior ao filtro de Kalman classico,

mas também ao filtro de Kalman adaptativo evanescente e ao filtro de Kalman robusto.

Nesta dissertacao considerou-se as matrizes de covariancia Q e R como sendo constantes
ao longo do processo iterativo. Na realidade, estas matrizes irdo variar com o processo
iterativo, sendo a decisao de considerar as matrizes de covariincias constantes uma
simplificacdo para reduzir o tempo de compilacio dos coddigos para os diferentes
algoritmos. Para trabalhos futuros, seria interessante verificar o impacto da variacao das

matrizes Q e R na aplicagdo dos diferentes filtros de Kalman desenvolvidos.

Também para trabalhos futuros, seria interessante aplicar o filtro criado nesta
dissertacao, o filtro de Kalman robusto adaptativo evanescente, para estimacao de dados

em aplicacOes avidnicas.
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