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Desde sempre, na histéria da humanidade, quando os nés da
civilizacao se tornam tdo apertados que nio permitem mais a
passagem do sangue da Vida, um Barbaro vem com um machado
e diz: “Ca suffit”. Soulages é este Barbaro iluminado que faz tibua
rasa de tudo para encontrar o essencial. Neste Ocidente que
valoriza as imagens em detrimento das pessoas, como nao ficar
fascinado pelas presencas antracite do dnico profeta de toda a

histéria da pintura — fora dela?

Lydie Dattas, La Blonde: Les icones barbares de Pierre Soulages,

(Paris : Gallimard, 2014).
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PREFACIO

Este livro é um manual para um primeiro curso de Filosofia da
Matematica. Pode ser usado ao nivel de uma graduaciao ou de uma
pos-graduacao, de Filosofia ou de Matematica. Restantes académicos
e investigadores, bem como professores do ensino nao-universitario,
podem também encontrar aqui uma referéncia e uma orientacio para
o seu trabalho e investigacdo. O livro apenas pressupde conhecimentos
de matematica e de filosofia, de nivel pré-universitario.

O livro é constituido por uma introducio e seis capitulos: “Filosofia
da Geometria”, “Logicismo”, “Intuicionismo”, “Realismo Matematico”,
“Antirrealismo Matematico” e “Revolucdoes em Matematica”. Excetuando o
altimo capitulo, os capitulos sio quase totalmente autocontidos e
podem assim ser estudados de forma separada.

O capitulo 1, “Filosofia da Geometria”, analisa diferentes concecdes
filos6ficas sobre a geometria, desde a geometria euclidiana grega
até ao surgimento das geometrias nao-euclidianas no século XIX.
O capitulo 2, “Logicismo”, analisa passo a passo a tentativa de Gottlob
Frege de fundar a aritmética em principios légicos. O capitulo 3,
“Intuicionismo”, analisa a concecio segundo a qual entidades matema-
ticas sio entidades criadas pela mente humana. Os capitulos 4 e 5,
“Realismo Matematico” e “Antirrealismo Matematico”, sio capitulos
de metafisica matematica. Analisam-se concecdes a favor e contra a
existéncia de entidades matematicas. O capitulo 6, “Revolucdes em
Matematica”, revisita os trés primeiros capitulos do livro, os capitulos
sobre as geometrias nio-euclidianas, a 16gica moderna e o intuicio-

nismo, segundo uma 6tica de episédios revoluciondrios na matematica.
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Com vista a utilizacao do livro no contexto de ensino-aprendizagem,
no final de cada capitulo apresenta-se uma lista de “Leituras adicionais
recomendadas”. Um conjunto de fontes primarias sobre o tépico do
respetivo capitulo. Serve para aprofundar o estudo ao longo do
capitulo e recomenda-se para leitura e discussio nas aulas. No final
do livro, por sua vez, apresenta-se uma “Bibliografia Anotada”.
Um conjunto complementar de referéncias para o estudo individual
e autéonomo dos alunos. Esta lista é particularmente util para a redacao
de trabalhos escritos, sobre os tépicos abordados nos capitulos.
Os docentes podem também usar esta bibliografia para uma preparacao
de fundo das aulas.

Procurou-se que o manual tivesse uma extensao suscetivel de ser
integralmente coberta num semestre letivo. Muitos assuntos foram
assim de antemao colocados de parte. O manual é completamente
omisso sobre o Estruturalismo Matematico, a Explicacao Matematica,
o Predicativismo e a Filosofia da Matematica de Wittgenstein e a de
Lakatos. Existem ainda outros assuntos que sao apenas brevemente
referidos como o Formalismo Matematico e a Teoria de Conjuntos ZFC.

Neste livro, todas as citacoes foram por mim traduzidas, quando origi-
nalmente redigidas em lingua inglesa ou em lingua francesa. Quando
existe no mercado livreiro uma traduciao portuguesa, da qual eu tenha
conhecimento, por vezes, referencio a traduc¢ao, mas tomando a liberdade
de introduzir ligeiras modificacoes, se as considerar apropriadas.

No capitulo 5, seccoes 2 a 5, fiz algum uso de material meu publi-
cado em Castro (2011, 2014). No capitulo 6, sec¢des 1 a 4, fiz algum
uso de material meu publicado em Castro (2022). O material outrora
publicado foi sujeito a uma operacao de reescrita, tornando-o mais
conforme com o nivel de compreensio que este manual encerra.
Aumentou-se a granularidade dos argumentos e procurou-se simplificar
as ideias.

Estou muito agradecido a José Mestre por me ter providenciado
uma critica detalhada a respeito de uma versao preliminar do Capitulo 2.
Estou agradecido a dois arbitros an6nimos da IUC os comentarios e

as incorrec¢oes que identificaram numa versao preliminar deste livro.
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Escusado sera dizer que os eventuais erros e falhas que persistam
neste livro sao da minha inteira responsabilidade. Espero que a distancia
temporal ao texto e a bondade noutros pares me aportem outras falhas
que corrigirei numa nova edic¢io se a IUC assim também concordar.

Entre 2007 e 2024, fui membro integrado do Grupo LanCog, Centro
de Filosofia da Universidade de Lisboa. Presentemente, sou apenas
colaborador do grupo. No LanCog, a fronteira para a minha investi-
gacio foi definida pelo limite da minha prépria curiosidade intelectual.
Nao teria reunido condi¢cdes para escrever um manual deste género,
onde confluem varias linhas disciplinares de filosofia, se previamente
nio tivesse podido percorrer um caminho diversificado pela filosofia.
Estou agradecido aos seus sucessivos coordenadores, Joao Branquinho,
Adriana Silva Graca e Ricardo Santos, o apoio e as condi¢des materiais

e humanas que permitiram o meu desenvolvimento intelectual.

N2o ha um canone estabelecido sobre os conteidos programaticos
que um manual de filosofia da matematica deve conter, nem sobre
a otica disciplinar que se deve privilegiar na redacao dos respetivos
conteudos. Os manuais existentes no mercado sao assim muito
diversos. Existem uns manuais de cariz mais filoso6fico e outros de
cariz mais matematico. Outros ainda privilegiam uma perspetiva
historica dos assuntos. A respeito dos topicos Logicismo, Intuicionismo
e Formalismo, Shapiro (2000), por exemplo, dedica trés capitulos
separados a cada um dos topicos; em contraste, Colyvan (2012) dedica
apenas uma breve sintese conjunta de algumas paginas sobre o
assunto, dedicando um capitulo inteiro a teoremas matematicos que
levariamos para uma ilha deserta!

A explicacao para este estado de coisas nido esta a superficie.
Nao temos uma ideia consensual sobre o que seja a filosofia. Muitos de
nos nem sequer consegue ter uma ideia clara sobre o que isso seja.
A minha ideia nao € original e vem de longe: a filosofia é um campo
de batalha (Kant, 1787/1994, p. BXV). Este campo tem tido varias

frentes. Uma frente é sobre a referéncia dos conceitos da nossa
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linguagem. O termo filosofia nio deixa de ser também um conceito
da nossa linguagem, entre tantos outros, cuja referéncia se vem
disputando desde o seu aparecimento na Antiga Grécia. Como vamos
constatar ao longo do livro, também nio temos uma ideia consensual
sobre o que seja a matematica. “A matematica é sobre o qué?” ou
“O que é a matematica?” sao questoes filosoficas e nio sio questdes
matematicas. SAo questoes que remetem para um pensamento de
segunda ordem que apenas a filosofia pode ensaiar responder.
Novamente, as disputas emergem.

Enquanto docente universitario tive a oportunidade de ministrar
disciplinas de cariz filos6fico a estudantes de matematica e disciplinas
de cariz formal a estudantes de filosofia. Concretamente regi uma
disciplina de Histéria e Filosofia da Matematica, para estudantes de
matematica, e uma disciplina de Logica, para estudantes de filosofia.
Motivado por uma pedagogia de abertura de espirito, a minha
abordagem foi contraria a formacao principal dos alunos. Na disciplina
de Histoéria e Filosofia da Matematica privilegiei uma otica filoso6fica
e na disciplina de Logica privilegiei uma o6tica formal. Na primeira
disciplina eliminei quase todos os conteudos de calculo e de demons-
tracao; e na segunda disciplina recorri abundantemente a formalizacao
e a demonstracio. Naturalmente, se o universo de alunos fosse
invertido, a minha abordagem teria sido diferente, mas nio inversa.
Na disciplina de Historia e Filosofia da Matematica passaria a incluir
mais alguns contetidos de matematica e da sua historia; e na disciplina
de Loégica passaria a incluir mais alguns conteidos de filosofia.
A Filosofia da Matematica, mesmo historicamente informada, é prima-
riamente filosofica; e a Logica, numa fase inicial da sua aprendizagem,
€ primariamente formal.

Escusado sera dizer que este “esconde-esconde” disciplinar que
operei com os alunos nao pode ser seguido neste manual. Suponho
que este manual seja suscetivel de ser lido por estudantes de filosofia,
de matematica e por pessoas educadas noutras formacoes. Um dos
meus objetivos na redacido foi procurar um equilibrio disciplinar na

apresentacdo dos assuntos, mantendo uma escrita clara e acessivel.
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Alguns dos assuntos abordados neste manual requerem na sua
apresentacio tecnicismos incontornaveis. Seria bastante surpreendente
que um manual desta natureza pudesse ser redigido sem qualquer
tecnicismo. A notacao simbdlica introduz precisio e torna a apresen-
tacao dos assuntos mais sintética. Em contrapartida, a notacido
simbolica exige um esforco redobrado da atencio de um leitor nao
familiarizado com a mesma. Novamente, foi necessario encontrar um
equilibrio, mas neste caso um equilibrio entre a notacio simbodlica
e a fluidez na leitura.

De uma forma geral, tive a preocupacao de explicar em portugués
a notacao simbdlica, na sua primeira aparicio no texto. Também tive
a preocupac¢io de minimizar a inclusio de conteidos matematicos
como defini¢des, teoremas e demonstragcdes. Inclui apenas o estrita-
mente necessario para uma compreensio da dimensao filoséfica do
assunto em analise. A matematica tem muitas demonstracoes belas
e elegantes, mas o seu lugar é o manual de matematica, nio € o manual
de filosofia, ainda que seja um manual de filosofia da matematica.
Quanto mais leitores com formacdes diversas conseguirem seguir o
fio das ideias aqui apresentadas, tanto mais acertei na cabeca do prego.

Este manual introduz a filosofia da matematica, mas também
pretende introduzir a pensar filosoficamente sobre a matematica.
Para este ultimo efeito, alguns dos assuntos sio abordados com
algum detalhe na sua dialética. O leitor adquire conhecimento sobre
um conjunto de ismos, ideias, definicdes e conce¢des, mas simultanea-
mente pretende-se que o leitor aprenda a “atravessar” esse conheci-
mento pelo seu proprio ato de pensar.

A histéria do logicismo ilustra bem por que raziao uma analise
detalhada sobre uma proposta autoral nio dever ser um objetivo
despiciente. Como veremos mais adiante, a proposta logicista de
Frege, originalmente formulada na obra Die Grundlagen der Arithmetik,
de tentar reduzir a aritmética a principios logicos, foi dinamitada
pelo paradoxo de Russell. Foi preciso esperar mais de 50 anos para
os académicos se aperceberem que, efetivamente, a proposta de

Frege podia ser emendada e o logicismo vindicar. O que aconteceu
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durante esses 50 anos é que simplesmente ninguém leu com cuidado
Os Grundlagen. Paradoxalmente, esta obra foi considerada durante
quase todo o século XX como uma das obras mais importantes de
filosofia. A obra tem mesmo o estatuto de obra seminal da chamada
Filosofia Analitica. Os Grundlagen cairam assim naquela categoria

de livros académicos de que todos falam e (quase) ninguém leu.

Havendo no mercado varios manuais de filosofia da matematica
em lingua inglesa, um autor de lingua portuguesa interroga-se
interiormente com a questao seguinte: “por que razao devo escrever
um manual em lingua portuguesa e nio, simplesmente, traduzir
algum dos manuais de lingua inglesa?”

Durante os varios anos em que regi a disciplina de Historia e
Filosofia da Matematica fui adquirindo algumas ideias sobre os
conteddos a incluir num manual de filosofia da matematica. Ou seja,
tenho as minhas préprias ideias sobre o que deve ser um manual de
filosofia da matematica. No entanto, a raziao principal que me motivou
para a redacio deste manual é ser um manual originalmente redigido
em lingua portuguesa e, a montante, a propria cultura latino-mediterra-
nica em que a lingua portuguesa se enraiza.

Grande parte do pensamento filosofico, e a filosofia da matematica
nao é uma excecido, acaba por ser acerca de palavras e de conceitos.
As palavras e os conceitos de uma linguagem sao constituintes do
pensamento dos seres humanos. Ainda que os problemas filos6ficos
possam ser comuns a diferentes linguas, nao me parece haver tal
coisa como uma correspondéncia direta entre linguas que, a existir,
permitiria operacionalizar a traducdo imediata desses problemas nas

diferentes linguas.! Toda a traducio é uma traducio manquée.

1 Um sintoma deste problema evidencia-se nos seminirios de investigacio em
Filosofia Analitica. Quando estes seminarios decorrem em lingua portuguesa é corrente
a invocacao de termos ingleses. Quando um termo técnico é invocado em inglés
estamos mais seguros de que o seu significado é partilhado por todos na sala. Por sua
vez, nos seminarios de Historia da Filosofia Antiga a invocacio recai sobre os termos
originais gregos.
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A filosofia no seu todo também nao é suscetivel de se formalizar
como a matemdtica. A proposi¢io matemdtica 2+2=4 tem o0 mesmo
significado para todas as pessoas instruidas. Ou seja, o seu significado
€ 0 mesmo para europeus, asiaticos, africanos, americanos, independen-
temente da sua lingua materna ou da sua cultura. Todavia, a proposicao
kantiana segundo a qual todo o nosso conhecimento comeca pela
experiéncia pode ter significados diferentes para pessoas diferentes.
Numa mesma sala de um Seminario de Filosofia, duas pessoas podem
atribuir significados diferentes aos conceitos conbecimento e experién-
cia e, assim, atribuirao também significados diferentes a proposicao
todo o nosso conbecimento comeca pela experiéncia. Este problema
adensa-se para pessoas com linguas nativas diferentes. Para explicar
0s conceitos conbecimento e experiéncia € necessario invocar outras
frases que levantardo novos problemas nos seus significados.

Ha um problema mais profundo e corrosivo que o problema da
traducao. O problema das culturas em que as proprias linguas se
enraizam. A cultura de um povo reflete-se no pensamento dos seus
individuos. A minha experiéncia com a utilizacio de manuais original-
mente escritos em lingua inglesa, mesmo as suas traducdes, é que levan-
tam dificuldades acrescidas ao docente no seu ensino, quer devido a
problemas inerentes a propria traducao, quer devido a aspetos inerentes
a propria cultura anglo-americana. Ha nuances e passagens ancoradas
na cultura anglo-americana que nao sao completamente traduziveis.

Obviamente que a soluciao para o problema anterior nio passa
por um aprofundamento da cultura anglo-americana na cultura latina.
A americanizacao do mundo ja atingiu um nivel monstruoso. O problema
anterior apenas revela que, apesar do imperialismo anglo-americano
em que vivemos, ha elementos culturais que permanecem irredutiveis
a esse imperialismo. E justamente esta irredutibilidade que necessita
de ser aprofundada. A cultura latina é irredutivel a cultura anglo-
-americana e, na verdade, cada uma destas culturas é constituinte
para o processo de apreensio do mundo.

Milan Kundera, em Un Occident Kidnappé, refere que uma das

consequéncias mais importantes da ocupacido russa da antiga
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Checoslovaquia foi a destruicao total da cultura checa, nomeadamente,
a cultura como representacao de valores supremos. A partir de entao
viveu-se uma época de “pés-cultura”, onde o ego fundado na Moderni-
dade, como um ego da duvida e do pensamento, ficou nu face ao
exército russo e a televisio do Estado. Junto dos seus amigos franceses
de entio, Kundera lamuriava-se de todas as revistas literarias e
culturais terem sido liquidadas pelos russos. Nem os nazis tinham
ido assim tao longe. Os seus amigos olhavam a sua lamuria com
indulgéncia e embaraco. S6 muito mais tarde ele conseguiu compreen-

der verdadeiramente o significado dessa indulgéncia e embaraco.

Se em Franca ou em Inglaterra todas essas revistas desapare-
cessem, pessoa alguma se aperceberia, mesmo os seus editores.
Em Paris, mesmo nos meios cultivados, discutia-se ao jantar as
emissoes televisivas e nao essas revistas. Pois a cultura ja tinha
cedido o seu lugar. O seu desaparecimento, que vivemos em Praga
como uma catastrofe, um choque, uma tragédia, era visto em Paris

como uma coisa banal e insignificante. (Kundera, 1983)

A chamada impregnacdo teorica das observacoes defende que nio
ha observacoes “puras”, despidas de uma qualquer teoria cientifica.
As teorias cientificas condicionam o préprio ato da observacio
cientifica. Um astronomo coperniciano observa o universo de forma
diferente de um astrénomo ptolemaico. Em geral, comunidades cienti-
ficas diferentes operam observacdes cientificas diferentes, a respeito
de um mesmo fenémeno empirico.

A cultura desempenha na sociedade em geral um papel analogo
ao que as teorias cientificas desempenham em comunidades cientificas
particulares. Ha uma impregnacio cultural das proprias observacoes.
A cultura influencia a observacao que um povo tem do mundo a sua
volta. Em Portugal, um arrivista € um novo-rico; em Franca, é um
Rastignac; e nos Estados Unidos, é um self-made man. Em Franca,
um Rastignac é olhado de soslaio, porque os franceses aprendem

desde cedo que “o segredo das grandes fortunas sem causa aparente
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¢ um crime esquecido, porque foi bem urdido” (Balzac, Le Pere
Goriot).2 Em contraste, nos Estados Unidos, um self-made man é o
ideal a seguir por qualquer pessoa da classe trabalhadora, numa
sociedade que reduz as pessoas a winners & losers. Assim, o termo
arrivista pode ter um significado pejorativo ou laudatério consoante
a cultura que o suporta. O leitor que ignora as culturas que suportam
as respetivas linguas € insensivel a diferencas deste tipo.

Hume, Russell ou Quine podem ser lidos no original. Porém, nos
dias de hoje, importa relembrar que Platio, Descartes, Kant ou
Poincaré também podem ser lidos no original. Ha aspetos culturais
que se apreendem nessas leituras. Nas leituras em inglés apreendem-
-se aspetos da cultura anglo-americana; nas leituras em grego e em
latim apreendem-se aspetos da cultura grega e latina; e nas leituras
em alemao e em francés apreendem-se aspetos das culturas prussiana
e francesa. Uma aprendizagem cultural diversificada é importante
na formacao de um individuo. No entanto, um manual de filosofia
niao € uma obra classica de filosofia. O seu objetivo é muito mais
modesto. No processo de uma aprendizagem, o manual prepara o
caminho para a obra classica de filosofia; introduz o espirito ao

conhecimento; introduz ao universal.

Comecei a redigir este livro durante o primeiro confinamento.

A primeira versdo foi submetida a IUC em junho de 2023.

Bairro da Beira-Mar,

11 de setembro de 2024

2 Rastignac é um personagem no grande fresco de Balzac, La Comédie Humaine,
desempenhando um papel principal na obra Le Pere Goriot.

17



(Pagina deixada propositadamente em branco)



INTRODUCAO
MATEMATICA E FILOSOFIA

1.Filosofia da matematica

A filosofia da matematica € um ramo da filosofia da ciéncia. A filo-
sofia da ciéncia, por sua vez, ancora-se em duas disciplinas: episte-
mologia e metafisica.

A epistemologia é um estudo sobre o conhecimento. Investiga a
natureza do conhecimento em geral, nomeadamente de como ¢
possivel o conhecimento e de como o podemos justificar. A epistemo-
logia, apesar de ter como objeto de estudo o conhecimento, ndo tem
como objetivo formular novo conhecimento cientifico. A epistemologia
nao procura estabelecer novas teorias cientificas ou formular novos
teoremas matematicos. Também nao é propédsito da epistemologia
formular novo conhecimento de senso comum como a dgua afoga
e o pdo alimenta.

Existem concec¢des epistemolégicas muito diversas a respeito da
fonte do conhecimento como o empirismo, o racionalismo, o criticismo
e o convencionalismo. Estas concecdes epistemolégicas sio uma
forma de conhecimento, mas nao sio entendidas como fazendo parte
do nosso conhecimento cientifico. A epistemologia investiga temas
que gravitam em torno do conceito conhecimento como crenca,
verdade, justificacdo, induc¢io, deducio, ceticismo, entendimento,
explicacao, inferéncia e racionalidade.

A metafisica é um estudo sobre o que existe e a sua natureza.

No entanto, nao cai no ambito da metafisica procurar descobrir novas
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entidades como particulas atémicas, espécies, planetas, estrelas,
galaxias ou mesmo numeros. Também nio é objetivo da metafisica
descobrir leis cientificas, relacdes causais ou fazer previsoes. As ativi-
dades de descoberta, de previsio e de explicacio sio atividades
predominantemente cientificas.

Dado aquilo que é descoberto pela ciéncia e o senso comum,
a metafisica tenta caracterizar a natureza do que existe, se isso existe
de todo. Algumas concecoes metafisicas defendem que s6 existem
universais, outras defendem que s6 existem particulares. As primeiras
agrupam-se debaixo do epiteto filosofico realismo; e as segundas
agrupam-se debaixo do epiteto filos6fico nominalismo. A metafisica
investiga uma grande variedade de temas como causalidade, leis da
natureza, possibilidade, necessidade, existéncia, ecceidade, mundos
possiveis, tempo, espaco, universais e verdade.

Embora a epistemologia e a metafisica ndo tenham como objetivo
gerar conhecimento cientifico, elas nao estao completamente excluidas
da investigacao cientifica. O psic6logo que no seu laboratério estuda
a consciéncia humana esta a fazer psicologia, mas também pode
estar a contribuir um pouco para a epistemologia. E um problema
filosofico saber quais sdo as caracteristicas da consciéncia, nomeada-
mente como podemos internamente aceder a um estado de conheci-
mento da consciéncia. O fisico que elabora uma experiéncia mental,
na qual supde o movimento de uma particula a viajar a uma velocidade
superior a velocidade da luz, esta a realizar uma suposicao metafisica.
No sentido original do termo, metafisica significa para além da fisica.
Tal fisico esta a imaginar uma experiéncia que esta para além das
leis fisicas conhecidas.!

Willard van Quine (1969) defendeu que a filosofia é uma atividade
continua com a ciéncia, sendo a matematica parte da ciéncia. A filo-

sofia esta a par da ciéncia. Esta doutrina é conhecida por naturalismo.

1 0 termo metafisica foi originalmente cunhado na Antiga Grécia, para agrupar
os 14 livros que Aristoteles redigiu, depois de ter redigido o livro Fisica. Ou seja,
metafisica significa historicamente para ler depois da Fisica de Aristételes.
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No ambito desta doutrina, Quine defendeu também que a epistemologia
e metafisica deviam ser naturalizadas. No caso da metafisica, isso
significava que as questdes sobre existéncia deviam ser exclusivamente
respondidas pela ciéncia. No caso da epistemologia, isso significava
que a epistemologia devia passar a ser um ramo da psicologia e deixar
de ser uma atividade de “poltrona”, como aquela que foi levada a
cabo por Descartes, nas Meditacoes sobre a Filosofia Primeira, e por
Kant, na Critica da Razdo Pura.

O naturalismo € uma doutrina dominante nos circulos filos6ficos
atuais, mas a prescricao concreta de Quine para a epistemologia e
para a metafisica nao vingou. A epistemologia e a metafisica continuam
a ser disciplinas centrais na filosofia. A epistemologia e a metafisica
podem ser disciplinas continuas com a ciéncia, mas nenhuma delas
¢é exclusivamente um capitulo de ciéncia.

A filosofia da matematica tem assim dois desideratos, decorrentes
do préprio tandem disciplinar onde a filosofia da ciéncia se ancora.
Por um lado, pretende investigar a natureza do conhecimento matema-
tico. Por outro lado, pretende analisar a presumivel existéncia de

objetos matematicos e a sua concomitante natureza.

2.Matematica e filosofia

Platao (1996, pp. 525b, 537¢) defendeu que a aprendizagem de
matematica, durante 10 anos, era um requisito prévio para o estudo
de filosofia. Esta sequéncia curricular ainda continua a ser o caso
um pouco por todo o mundo. O estudo de filosofia geralmente surge
na parte final do ensino secundario, apds varios anos de estudo de
matematica. Em alguns paises, como em Inglaterra, o estudo de filo-
sofia apenas é possivel ao nivel universitario. Existem mesmo cursos
universitarios exclusivamente dedicados ao estudo conjunto de mate-
matica e de filosofia. Isto nao € uma frivolidade académica.

Os melhores filésofos, quando deixaram de praticar matematica

no alargamento das suas fronteiras, nunca deixaram de se alimentar
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de matematica; e os melhores matematicos, quando deixaram de
praticar filosofia no alargamento das suas fronteiras, nunca deixaram
de se alimentar de filosofia. Gottlob Frege disse que “um bom mate-
matico é pelo menos metade fil6sofo; e um bom filésofo é pelo
menos metade matematico”. Brouwer, Russell, Quine e Badiou sio
exemplos de luminarias recentes. Quanto mais para o passado
caminharmos, menos se aplica o principio da divisao do trabalho e
mais exemplos de luminarias encontraremos que contribuiram
conjuntamente para a filosofia e para a matematica como Kant,
Leibniz, Newton, Descartes e Platao.

Nos curriculos académicos atuais, a Matematica e a Filosofia
partilham algumas disciplinas. A Filosofia da Matematica é um exemplo
obvio, mas analisemos o caso da Logica. A Logica foi criada por Aristo-
teles na Grécia Antiga. Até ao século XIX, esta era a uUnica logica
que se estudava e conhecia. No final do século XIX, Frege criou a
Logica Simbdlica, uma légica muito mais poderosa do que a Logica
Aristotélica. A Logica Simbédlica, por sua vez, levou a criacio da
Logica Matematica. Nos dias de hoje, quer a Logica Simbélica, quer a
Logica Matematica, sao estudadas em Filosofia e em Matematica, pelo
menos em alguns cursos universitarios. A Logica Aristotélica, por sua
vez, tornou-se praticamente um capitulo de Historia da Logica com
interesse para a Historia da Filosofia e para a Historia da Matematica.

O papel comum da légica na matematica e na filosofia, levou alguns
autores a considerar que a matematica e a filosofia tinham o mesmo
método de investigacio — o método da légica. Por exemplo, Christian
Wolff defendeu em Preliminary Discourse on Philosophy in General,
que “a filosofia e a matematica derivam os seus métodos da verdadeira
logica” (Wolff, 1728/1963, p. 77). As proposi¢cdes matematicas dedu-
ziam-se de defini¢des por regras logicas (notavelmente, a inferéncia
baseada no silogismo) e por analise conceptual. Este arquétipo do
raciocinio matematico deveria ser também o arquétipo seguido pelo
raciocinio filosofico.

Na Critica da Razdo Pura, Immanuel Kant (1787/1994, pp. B737-

-B766) desenvolve uma argumentacio vigorosa contra a ideia segundo

22



a qual a matematica e a filosofia tém um mesmo método de investi-
gacao. Para Kant s6 existem dois tipos de conhecimento racional:
o conhecimento matematico e o conhecimento filoso6fico. No entanto,
a matematica e a filosofia tém métodos de investigacio diferentes.
O conhecimento matematico obtém-se por construcio de conceitos
e o conhecimento filos6fico obtém-se por conceitos. O método
filosofico consiste em engendrar proposi¢coes analiticas por simples
analise de conceitos. No entanto, a matematica nao procede por
analise conceptual. Na matematica, os conceitos sio necessariamente
construidos por uma sintese, por intermédio da intuicao pura.

Kant ilustra esta ideia através do conceito triangulo. Por mais que
um filésofo reflita acerca desse conceito, nada produzira de novo
acerca desse conceito. Ou seja, o filésofo nao produzira nada de novo
que ja ndo esteja contido no proéprio conceito tridngulo. A analise
conceptual filosofica nao permite ir além do préprio conceito.
Em contraste, um matematico ao refletir sobre o conceito tridngulo,
baseado em raciocinios e na intui¢cdo (pura), podera construir todo
um conjunto de proposicdes sobre triangulos, que niao estio contidas
no proprio conceito tridngulo. Por exemplo, podera chegar a conclusio
de que a soma interna dos seus angulos é dois Angulos retos.

Kant leva o contraste entre a matematica e a filosofia muito longe,

retirando a conclusio seguinte.

Nio convém a natureza da filosofia (...) tomar ares dogmaticos
e ornamentar-se com titulos e insignias da matematica (...) Sdo pre-
tensdes vas que nunca podem realizar-se, mas que devem antes
fazé-la retroceder a sua finalidade, que € descobrir as ilusdes de
uma razdo que desconhece os seus limites e reconduzi-la, mediante
uma explicacio suficiente dos nossos conceitos, das presunc¢des da
especulacio ao conhecimento modesto, mas sélido, de si mesma.

(Kant, 1787/1994, p. B763)

Bertrand Russell, em Recent Work on the Principles of Mathematics,

publicado em 1901, defende que a matematica pura nasceu no século

23



XIX, em 1854, sendo o seu pai George Boole, na obra Laws of Thought.
A defini¢io que ele propde é de que a matematica pura consiste
num conjunto de assercdes tais que se uma dessas proposicoes é
verdadeira de alguma coisa, entio uma outra proposicao ¢ verdadeira
dessa mesma coisa. Neste sentido, nao importa saber se a primeira
proposicio é efetivamente verdadeira, nem a respeito de qué ela
pode ser verdadeira. Isso é um assunto para a matematica aplicada
investigar e niao faz parte do ambito da matematica pura a sua
investigacao. A conclusio que Russell retira destas ideias é famosa
e escandalosa: a matematica (pura) é definida “como o assunto
segundo o qual nunca sabemos do que estamos a falar, nem sabemos
se aquilo que dizemos é verdade” (Russell, 1994, p. 360).

A definicao de matematica de Russell é, na verdade, a tese logicista
disfarcada, a tese segundo a qual a matemadtica é logica. Frege foi
quem pela primeira vez sistematizou a tese logicista, no final do
século XIX, sendo Russell um propulsionador da mesma. De acordo
com esta tese, a Aritmética e a Analise Matematica, enquanto discipli-
nas de matematica, nada mais seriam do que logica. Ou seja, as suas
proposicdes seriam derivaveis de principios 16gicos. Neste sentido,
as proposicodes de aritmética e de analise matematica seriam proposi-
¢Oes analiticas. A tese logicista encontra raizes nas ideias racionalistas
que Kant atacou na Critica, ideias essas que consideravam a matema-
tica como uma atividade que procedia por analise conceptual.

O que estas clivagens bem ilustram € que os autores tém concecoes
diferentes sobre o que se entende por matemdtica. A questio da
definicao da natureza da matematica — “o que € a matematica?” — é uma
questio filosofica e nao é uma questao matematica. Kant, vindo do
lado da filosofia, Frege e Russell, vindos do lado da matematica,
propuseram respostas diferentes a questao da definicio da natureza
da matematica, em particular, 2 questido da definicao da natureza do
conhecimento matematico. O fundamento dessas respostas € um
fundamento filosofico.

Kant define o conhecimento matematico como sendo conhecimento

sintético a priori e o conhecimento l6gico como sendo conhecimento
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analitico a priori. Mais a frente, no capitulo 1, veremos o significado
preciso destes termos. Neste momento apenas importa saber que os
termos sintético e analitico referem conjuntos exclusivos de juizos.
Ou seja, todo o juizo sintético ndo € um juizo analitico, e reciproca-
mente. Assim, a luz destas definicoes, a l6gica nao fazia parte da
matematica. Frege, por sua vez, define o conhecimento matematico
como sendo conhecimento derivado de principios 16gicos. O conheci-
mento matematico era conhecimento analitico, nio no sentido kantiano
do termo amnalitico, mas no sentido de ser derivado de principios
16gicos. Assim, a luz desta definicao, a matematica fazia parte da logica.

Importa notar que a questiao da definicao da natureza da matematica
também depende dos proprios conteidos matematicos que se pretende
definir a sua natureza. O problema é que estes conteudos vio-se
modificando ao longo do tempo, em virtude de novas teorias matema-
ticas que se vao formulando no seu horizonte.

Os trabalhos principais de Kant e Frege estio separados por mais
de 100 anos. Obviamente que ao longo destes 100 anos houve uma
modificacio dos conteidos da matematica. Ou seja, os conteudos da
matematica no tempo de Kant eram diferentes dos contetidos da mate-
matica no tempo de Frege. Por exemplo, para Kant, a Logica era
simplesmente Logica Aristotélica. Para Frege, a Logica incluia a Logica
Aristotélica e, principalmente, a nova Logica Simbdlica que ele acabava
de criar. E existiam muitas outras diferencas no campo da Analise Mate-
matica e da Geometria. Portanto, o termo matemdtica referia conteados
diferentes para Kant e Frege. As concecoes filos6ficas que Kant e
Frege acabaram por desenvolver acerca da natureza do conhecimento
matematico, eram a respeito de conteiidos de matematica diferentes.

Contemporaneamente a filosofia continua a ter varios modos de
filosofar. George Moore alicercou o seu filosofar na analise conceptual,
na clareza e tudo fez para evitar a retérica e a obscuridade. José Ortega
y Gasset, por sua vez, alicercou o seu filosofar na forma como os
fenémenos aparecem a consciéncia e formulando o seu pensamento
num estilo de redacio literario. O modo de filosofar de Moore enquadra-

-se na chamada tradi¢cdo analitica da filosofia; o modo de filosofar
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de Ortega y Gasset enquadra-se na chamada tradicdo fenomenologica
da filosofia. Apesar de terem modos de filosofar diferentes, Moore e
Ortega y Gasset estavam de acordo a respeito do objeto de estudo
da filosofia, a saber: o Universo. Em 1953, em Some Main Problems
in Philosopby, Moore considera que “o problema primeiro e mais
importante da filosofia é dar uma descricao geral de todo o Universo”
(Moore, 1953, p. 1). Em 1958, em ;/Qué es filosofia?, Ortega y Gasset
considera que “a filosofia é o conhecimento do Universo” (Ortega y
Gasset, 1958/1993, p. 47).

Fazendo a matematica parte do Universo, ainda que possa fazer
parte apenas da componente abstrata do Universo, segue-se que o
objeto de estudo da filosofia da matematica é a propria matematica.
Note-se, no entanto, que a filosofia da matematica € uma investigacao
sobre matematica, mas nao é uma investigacao de matematica. Tal como
vejo as coisas, a filosofia da matematica € um pensamento de segunda
ordem sobre matematica, mas um pensamento filoséfico e nio um
pensamento matematico. Nao € um objetivo do fil6sofo, ao fazer
filosofia da matematica, criar teorias matematicas.

Nao ha uma fronteira clara entre a matematica e a filosofia. Ja vimos
que algumas disciplinas sio comuns a filosofia e 2 matematica, como a
Logica e a Filosofia da Matematica. Contrariamente a Kant, também ha
uma sobreposicao de alguns dos seus métodos. A filosofia e a matema-
tica partilham o método do rigor, da deduc¢io, da abstra¢ido, da analise
e do esclarecimento conceptual.

Contrariamente a Wolff, a matematica e a filosofia tém também
alguns métodos proprios que nido partilham entre si. Na filosofia,
a dialética é um método que é usado desde a Antiguidade. A dialética
¢ um modo de didlogo ou de exposicio de um assunto baseado na
objecdo e na réplica. A filosofia, por vezes, recorre a figuras da lingua-
gem como a metafora. Na matematica nio existe qualquer método
dialético nem ha qualquer recurso a figuras de linguagem na escrita
das suas proposicoes. A matematica, por sua vez, recorre abundante-
mente ao calculo — um conjunto de regras para a resolucao pratica

de problemas. A matematica é baseada num sistema axiomatico e
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demonstrativo das suas proposicoes. A filosofia, excetuando a légica,
nio usa qualquer cdlculo nem tem qualquer sistema axiomatico

e demonstrativo.

3.Questdoes matematicas e questoes filosoficas

Ha questoes exclusivamente matematicas, questoes exclusivamente
filos6ficas e questdes que nao sao exclusivamente matematicas nem
sao exclusivamente filosoficas. “Por que razao num tridngulo retangulo
o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma do quadrado dos catetos?”,
“por que razdo o teorema de Fermat é o caso?” e “por que razio
242=4?” sao questdes exclusivamente matematicas. “O que é uma
explicacao matematica?”, “o que é o conhecimento matematico?” e
“o que € um objeto matematico?” sao questdes exclusivamente filoso-
ficas. “O que € o infinito?”, “o que é a continuidade?” e “0 que é o
espaco?” sio questdes que nio parecem ser exclusivamente matemati-
cas nem exclusivamente filoso6ficas. Neste tipo de questdes, o objeto
questionado pode ser investigado pela matematica e pela filosofia,
no sentido que podem ser propostas respostas de cariz matematico
e outras de cariz filosoéfico.

John Searle (1999) sugere que uma questao filosofica deixa de o
ser, e passa a ser uma questao cientifica, quando conseguimos dar-lhe
uma resposta sistematica, tida como correta por todos os investigadores
competentes na area. Ele da o exemplo da questio “o que é a vida?”
Inicialmente nio sabiamos bem como uma matéria inerte podia
adquirir vida. Quando a Biologia entendeu os mecanismos moleculares
da matéria, esta questio deixou de ser filos6fica e passou a ser um
facto cientifico estabelecido o que se entendia por vida.

As questdes acima, “o que € o infinito?” e “o0 que é a continuidade?”,
surgiram na Antiguidade com Zenido. Foram questdes levantadas a
partir de paradoxos sobre o movimento, os chamados paradoxos de
Zendo. Cauchy (e, mais tarde, Dedekind) deu uma resposta matematica

ao problema da continuidade matematica; e Cantor deu uma resposta
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matematica ao problema do infinito matematico. Estas respostas foram
consensualmente partilhadas pela comunidade cientifica. Muitos julgaram
que os proprios paradoxos de Zendo, que as espoletaram, também
se encontravam definitivamente resolvidos (Russell, 1994, p. 370).
Ora, mais tarde, Brouwer acabou por disputar novamente essas questoes
a partir do intuicionismo matematico. A concecio de partida de Brouwer
sobre a natureza da matematica era muito diferente das concecdes
de Cantor e de Cauchy. Os paradoxos de Zenao, por sua vez, reemergi-
ram e continuam a ser matéria de debate na filosofia contemporinea.?

A questao da definicao do espaco ainda milita mais contra a
sugestao de Searle. Esta questdo também esta associada aos paradoxos
de Zenio, em virtude de que os paradoxos do movimento sao para-
doxos que levantam questoes acerca da propria natureza do espaco
fisico. Pouco tempo depois de Zenao, Euclides, nos Elementos da
Geometria, deu uma resposta a questio do que seria o espaco
geométrico. Esta resposta durou mais de 2000 anos e influenciou
muitos filésofos nas suas concecdes do espaco. O espaco fisico era
tido como euclidiano e isto parecia uma resposta definitiva sobre a
sua natureza. Ou seja, haveria um isomorfismo entre o espaco geomé-
trico euclidiano e o espaco fisico. No século XIX, no entanto, surgiram
as primeiras formulacdes geométricas contrarias a geometria euclidiana,
chamadas geometrias ndo-euclidianas. Estas geometrias propuseram
uma concecio paradigmaticamente diferente da concecao euclidiana
do espaco geométrico e do proprio espaco fisico. Contemporaneamente
continua a ser uma questao em aberto saber qual é a verdadeira natu-
reza do espaco fisico. Este é um assunto de vivo debate na filosofia
entre substantivismo vs. relacionismo.

O que estes trés exemplos pretendem ilustrar € que algumas
questoes filosoficas, se respondidas de forma sistematica pela ciéncia
e consensualmente avalizadas por pessoas competentes na area,

nao deixam definitivamente de ser questoes filosoficas e passam a

2 A respeito dos paradoxos de Zenio ver, por exemplo, a coletinea de artigos em
Salmon (2001b).
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ser questoes cientificas. Parece haver questdes que sio suscetiveis
de ser permanentemente desafiadas, mesmo quando foram consensual-
mente respondidas por alguma teoria cientifica. Essas questdes,
momentaneamente, podem deixar de interessar a filosofia, mas novas
respostas cientificas fazem reemergir essas questdoes na filosofia.
Ha questdes que parecem ser uma interminavel fonte de perplexidade
para o filosofo.

Segundo Quine (1951), nenhuma proposicao cientifica é imune a
revisao da experiéncia. As proprias proposicoes da logica e da
matematica sao suscetiveis de serem revistas pela experiéncia. Segundo
Thomas Kuhn (1996), a histéria da ciéncia é um enorme repositorio
de teorias cientificas abandonadas, em consequéncia de ruturas
cientificas revolucionarias que conduzem ao aparecimento de novas
teorias cientificas, ancoradas em novos paradigmas cientificos. O para-
digma geocéntrico foi revolucionariamente descartado pelo paradigma
heliocéntrico. Segundo Karl Popper (2005), uma teoria cientifica
apenas pode ser classificada de cientifica se no seu enunciado estiver
implicitamente formulado como pode a mesma sujeitar-se a falsificacao
da experiéncia. O enunciado “todos os dias o Sol nasce” é suscetivel
de ser falsificado, na medida em que, caso o Sol nao nasca no hori-
zonte terrestre num periodo compreendido de 24 horas, entdo tal
observacao falsificara o enunciado. Portanto, a luz destes trés autores,
mesmo as respostas cientificas, a questoes exclusivamente cientificas,
nio sio eternas e podem ser revistas ou modificadas pela préopria
atividade de investigacao cientifica.

Esta introducio sobrevoou alguns dos assuntos que abordaremos
neste livro. Podemos agora termina-la reformulando os titulos dos
capitulos seguintes em termos de questdoes. Capitulo 1: o que é o
conhecimento geométrico? Capitulos 2 e 3: o que é a matematica?
Capitulos 4 e 5: existem objetos matematicos? Capitulo 6: o que é uma

revolucao matematica? Estas sao as questOes centrais deste livro.
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CAPITULO 1
FILOSOFIA DA GEOMETRIA

Este capitulo é sobre filosofia da geometria. Comecaremos por
introduzir algumas nog¢des epistemologicas, nomeadamente, as nogoes
de crencga, verdade e justificacdo. Faremos uma sintese da geometria
euclidiana e dos seus axiomas. Abordaremos a concec¢iao racionalista
de Platao, as concecdes empiristas de Hume e de Mill e a concecio
criticista de Kant. Sintetizaremos a discussio em volta do postulado
das paralelas que culminou na formulacio das geometrias niao-eucli-
dianas. Analisaremos as consequéncias epistemolégicas das geometrias
nao-euclidianas nas concecdes abordadas nas sec¢des anteriores.
Terminaremos o capitulo com a concecao convencionalista de Poincaré

relativamente aos axiomas da geometria.

1.Nocoes epistemoldgicas

A epistemologia é uma investigacio a respeito do conhecimento
e da sua justificacao. A epistemologia esta preocupada com questdes
como as seguintes: Sera que temos conhecimento? Como alcanca-
mos conhecimento? Como distinguimos crencas de conhecimento?
Como justificamos o conhecimento?

Existe uma concecio tradicional do conhecimento segundo a qual
temos conhecimento que p se, e sO se, temos uma crenca verdadeira
e justificada que p. Para o caso, p é uma proposicio que pode ser

substituida por uma frase declarativa como, por exemplo, “as baleias
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sao mamiferos”. Sinteticamente, esta é a concecao tripartida do

conhecimento:
conhecimento = crenca + verdade + justificacao

As condicoes de crenca, verdade e justificacio sao condi¢des
separadamente necessarias e conjuntamente suficientes para o conheci-
mento. Por outras palavras, se tenho uma crenca verdadeira e justifi-
cada que p é o caso, entido isso € suficiente e necessario para que
tenha conhecimento que p é o caso. Inversamente, se tenho conheci-
mento que p é o caso, entdo isso é suficiente e necessario para que
tenha uma crenca verdadeira e justificada que p € o caso.

Clarifiquemos as noc¢oes de crenca, verdade e justificacdo. Em geral,
uma crenc¢a é um estado mental que podemos ter ou nao acerca de
uma dada proposicao. O jargdo é de que uma crenca € uma atitude
proposicional, sendo uma proposicio aquilo que é expresso por uma
frase. Assim, as frases “a neve é branca”, “snow is white” e “la neige
est blanche” sao frases que tém o mesmo significado e expressam a
mesma proposicao, digamos, a neve é branca. A atitude é o estado

mental que um sujeito tem relativamente a uma proposicao. Por exemplo:

Anténio [sujeito] acredita [atitude] que Marte é um planeta
[proposicaol;
Joao [sujeito] teme [atitude] que HFM seja uma disciplina dificil

[proposicaol.

Consideremos as atitudes relativas a crencas. Todos nés temos
muitas crencas, algumas verdadeiras e outras falsas. Por exemplo,
consideremos que acredito que a capital de Portugal é Madrid.
Naturalmente, nio posso dizer que sei qual é a capital de Portugal,
porque, simplesmente, € falso que a capital de Portugal seja Madrid.
Neste caso, estamos perante uma crenca falsa que, como tal, nao se
constitui em conhecimento.

Também podemos ter crencas verdadeiras, mas que nao se consti-

tuem em conhecimento. Suponhamos que jogo no Euromilhdes e que
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tenho uma crenca que vou acertar na chave sorteada. Assumamos que
acabo mesmo por acertar na chave do Euromilhdes. Antes do sorteio,
a minha crenca era verdadeira, mas era verdadeira por mero acaso,
porque, presumivelmente, nio tinha qualquer justificacio plausivel
para a verdade dessa crenca. Assim, antes do sorteio, apesar de ter
uma crenca verdadeira, nio podia afirmar que sabia que iria acertar
na chave do Euromilhdes.

Nos exemplos anteriores, as no¢cdes de verdadeiro e falso foram
introduzidas como correspondéncia com os factos. Ou seja, a propo-
sicao a capital de Portugal é Madrid é uma proposicao falsa, porque nao
€ um facto que a capital de Portugal seja Madrid. Por sua vez, digamos,
a proposicao a capital de Portugal é Lisboa é uma proposicao verda-
deira, porque é um facto que a capital de Portugal é Lisboa. Esta teoria
é a chamada teoria da verdade como correspondéncia. Segundo esta
teoria, uma proposicao p é verdadeira se, e s6 se, é um facto que p.
Ha muitas outras teorias sobre a verdade, como a teoria deflacionista
ou a teoria funcionalista. Para o que se segue neste capitulo, a teoria
da verdade como correspondéncia é suficiente para a nossa analise.

Finalmente consideremos a nocao de justificacdo. Esta talvez seja a
noc¢ao mais problematica das trés. Em alternativa a este termo, a litera-
tura também refere termos como racional, garantia ou razoabilidade.
Por exemplo, pode ser dito que é racional acreditar que acabei de
queimar o estrugido, quando ha um forte odor na cozinha a cebola
queimada. A nocao de justificacdo € uma noc¢io normativa, contras-
tando com as noc¢des descritivas. O ser racional acreditar que p,
niao descreve um estado de um agente. Pelo contrario, o ser racional
acreditar que p € respeitante ao dever que um agente tem para estar
justificado a acreditar que p.

Este capitulo € justamente centrado na nocao de justificagdo.
Veremos muitas formas de justificarmos a nossa crenca na verdade
dos axiomas da geometria. Ou seja, admitiremos que os axiomas da
geometria sio proposicdes verdadeiras, nas quais acreditamos, e tenta-
remos analisar diferentes razdes que podemos ter ou nio para acredi-

tarmos na sua verdade.
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Importa referir que a concecao tradicional tripartida do conheci-
mento esta longe de ser consensual e pode ser disputada, dando
origem a outras teorias do conhecimento. Famosamente Edmund
Gettier (1963) avancou virios contraexemplos 2 teoria.l Um desses
exemplos é o seguinte. Suponhamos que o Joao, que nao é propria-
mente um adepto de futebol, liga o televisor de casa. Esta a decorrer
a final da taca de futebol entre o Benfica e o Porto. O jogo termina
com a vitoria do Benfica. Portanto, o Jodo infere que o Benfica ganhou
a final da taca de futebol deste ano. Todavia, suponhamos que houve
uma falha técnica na transmissao televisiva e que, na verdade,
foi transmitida uma gravacao da final da taca de futebol do ano anterior.
Essa final também fora entre o Benfica e o Porto. Suponhamos ainda
que enquanto o Jodo assistia a transmissao televisiva do jogo do ano
anterior, o Benfica ganhou a taca de futebol deste ano. Portanto,
nesta situacio verifica-se: a) o Benfica ganhou a taca de futebol deste
ano é uma proposicio verdadeira; b) o Jodo acredita que o Benfica
ganbou a taca de futebol deste ano; c) o Joao tem uma justificacao
para essa crenca, que lhe foi dada pela transmissio televisiva. Porém,
parece implausivel que possamos dizer que a frase “o Jodo sabe que
o Benfica ganhou a taca de futebol deste ano” é uma frase verdadeira.?
Ou seja, as condicoes de crenca, verdade e justificacao, embora sejam
condicdes separadamente necessarias para o conhecimento, nio parece
ser condi¢des conjuntamente suficientes para o conhecimento de
coisa alguma.

Ha varias respostas aos contraexemplos a teoria tradicional do
conhecimento. Por exemplo, a teoria causal do conhecimento considera
que deve ser acrescentada uma quarta condi¢ao a concecio tripartida
de conhecimento, para se evitarem os contraexemplos de Gettier.
A quarta condicdo ¢ a de que a crenca de um sujeito § num estado

de coisas x tem de ser causada pelo estado de coisas x: tem de haver

1 Este deve ser o artigo de 3 paginas mais famoso da Filosofia!

2 Este exemplo é inspirado num exemplo apresentado em Dancy (1985/1990, p. 41).
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uma relacdao causal entre o sujeito § e o estado de coisas x. Assim,
para uma pessoa conhecer um estado de coisas x, é necessario que
essa pessoa tenha interagido causalmente com x de um modo
apropriado. A teoria fiabilista do conhecimento, por sua vez, considera
que as nossas crencas verdadeiras tém de ser obtidas por um processo
fidedigno. Relativamente ao exemplo acima, esta teoria observa que
as transmissoes televisivas, por si s0, nao serdo um processo fidedigno

para obtencido de crencas verdadeiras.

2.Geometria euclidiana

Euclides, por volta de 300 a.C., escreveu uma obra chamada
Elementos de Geometria. Tanto quanto se sabe, este € o primeiro
manual de matematica que foi alguma vez escrito. Esta obra é uma
sistematizacio de resultados de geometria de matematicos anteriores
como Pitagoras e Hipocrates de Chios. A obra esta dividida em treze
livros, sendo constituida por defini¢oes, no¢des, postulados e demons-
tracdes respetivas de outras proposicdes. No inicio do primeiro livro,
além das defini¢cOes, sao estabelecidos cinco postulados e também
sao estabelecidas cinco noc¢des comuns. As nocdes comuns Sao
entendidas como sendo proposicdes mais abrangentes do que os
postulados. Ou seja, enquanto os postulados sao precisamente acerca
da geometria, as nocoes comuns sao consideracdes genéricas niao

especificamente geométricas.

Noc¢des comuns

1. Coisas que s3o iguais a uma mesma coisa sio também iguais
entre si.

2. Se iguais forem adicionados a iguais, os totais serao iguais.

3. Se iguais forem subtraidos a iguais, os restos serdo iguais.

4. Figuras coincidentes sio iguais entre si.

5. O todo é maior do que a parte.
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Postulados

1. Dois pontos determinam uma linha reta.

2. Uma linha reta pode ser estendida em qualquer direcio.

3. Sobre qualquer ponto existe uma circunferéncia de raio especifico
[centrada nesse ponto].

4. Todos os angulos retos siao iguais.

5. Se uma linha reta cair sobre duas linhas retas e fizer angulos
internos de um mesmo lado menores do que dois angulos retos,
entao as duas linhas retas, se estendidas indefinidamente,
encontram-se num ponto do lado em que os ingulos sao menores
do que dois angulos retos. [Postulado das paralelas] (Euclides,
2008, p. 7)

Doravante, designarei as definicoes, nocoes comuns e postulados
da geometria euclidiana, bem como de outros sistemas geométricos
por axiomas. Excecionalmente, continuarei a designar o quinto postu-
lado de Euclides por postulado das paralelas, porque esta é a designaciao
habitual na literatura. Independentemente destes aspetos terminolo-
gicos, o que importa salientar é que, num qualquer sistema matematico,
os axiomas sao tidos como proposi¢cdes primeiras a partir das quais
se derivam outras proposi¢cdes, como teoremas ou corolarios, por inter-
médio de regras logicas de inferéncia.

Os axiomas da geometria levantam dois problemas: primeiro,
como podemos justificar que os axiomas sao verdadeiros; segundo,
como podemos justificar que as proposi¢des matematicas, derivadas
a partir deles, também sao verdadeiras. Este segundo problema é
um problema a respeito do estatuto epistémico das regras logicas

usadas na derivacao de proposicoes matematicas. Ou seja, € um proble-
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ma sobre a “transmissiao” da verdade por intermédio de inferéncias
l6gicas. Neste capitulo, focar-nos-emos apenas no primeiro problema.
Mais a frente, no capitulo 3, abordaremos o segundo problema.

Importa referir desde ja que o primeiro problema é o mais impor-
tante dos dois, na medida em que o segundo problema depende do
primeiro problema. Se ndo conseguirmos justificar que os axiomas
geométricos sao verdadeiros, entio o segundo problema nem sequer
se levantara. Nesse caso nio haveria qualquer verdade a ser “transmi-
tida” por regras de inferéncia l6gica. No capitulo 3, veremos que as
proprias regras de inferéncia da l6gica classica também podem ser
questionadas, nomeadamente, por concec¢cdes intuicionistas sobre o
conhecimento matematico.

Até ao século XIX, a geometria euclidiana foi tida como um para-
digma de certeza, clareza e rigor. Uma evidéncia desse estatuto foram
as muitas tentativas de tentar fundamentar outros ramos da matematica
na geometria euclidiana, como a Aritmética, a Anilise ou a Algebra.
Com tal empreendimento, a verdade destes outros ramos da matematica
ficaria ancorada numa base mais sé6lida. Este procedimento é conhe-
cido como geometrizacdo da matemdtica. Por outro lado, a geometria
euclidiana também tinha o estatuto de ser a geometria do espaco
fisico. Alids, a geometria euclidiana era a Unica geometria sobre o
espaco fisico. Para qualquer operacio de mediciao de distancia, area,
volume, etc., sobre objetos no espaco fisico, aplicavam-se os resultados

da geometria euclidiana.

3.Racionalismo e empirismo

Uma divisao epistemologica, a respeito dos axiomas da geometria
de Euclides, é entre racionalismo e empirismo. O racionalismo defende
que os axiomas da geometria sio verdades que se justificam independen-
temente da experiéncia. O empirismo defende que os axiomas da
geometria sdo verdades que se justificam pela experiéncia, em virtude

de a geometria euclidiana ser a geometria do espaco fisico.
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3.1.Racionalismo

Platao foi, talvez, o primeiro a defender uma concecao racionalista
para o conhecimento matematico. Ele argumenta que o conhecimento
matematico € conhecimento inato. Por mera reflexao cognitiva é
possivel alcancar esse conhecimento que ji se encontra em nos.
Esta concecdo é introduzida por um paradoxo sobre como podemos
alcancar conhecimento. O paradoxo ¢ conhecido como paradoxo de
Ménon e pretende mostrar que niao se alcanca conhecimento por
intermédio de uma investigacao sobre um assunto. Ou seja, as nossas
investigacdes nao conduzem a qualquer conhecimento. Seja p um

axioma da geometria de Euclides.

(1) No inicio da nossa investigacio, ou conheco p ou nao conheco p.

(2) Se conheco p, entao € escusado tentar investigar sobre p.
Ja conheco p e nao preciso de investigar sobre aquilo que
ja conheco.

(3) Se nio conheco p, entao também € escusado investigar sobre
p- Nao conhecendo p, ndo faco ideia sobre o que devo investigar
e, mesmo estando perante p, que nao conheco, jamais poderei
saber que estou perante aquilo que pretendo investigar.

N2ao obtemos conhecimento por investigacio.

A solucido para o paradoxo é dada no dialogo Ménon de Platio
(1992). Socrates tenta mostrar que um escravo de Ménon, alguém que
jamais teve contacto com geometria na sua vida terrena, pode alcancar
conhecimento geométrico. Sécrates vai questionando o escravo sobre
comprimentos e areas de figuras geométricas que vai desenhando no
solo. O inquérito de Sécrates serve para ilustrar como obtemos conhe-
cimento geométrico independentemente da experiéncia. Esse conheci-
mento ja preexiste em noés, de forma inata, e o inquérito tem o
proposito de espoletar esse mesmo conhecimento.

De acordo com a Teoria das Formas de Platio, a alma de cada

ser humano supostamente viveu no mundo das formas, antes da sua
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incorporacido. O ato de conhecer é nada mais do que um processo
de reminiscéncia dessa vida anterior da alma, nesse mundo das formas.
O escravo perante um teorema geométrico sabe e niao sabe da sua
verdade. Nio sabe que o teorema é verdadeiro, porque se esqueceu
da sua verdade aquando da uniao do corpo com a alma, na vida
terrena. Sabe que o teorema ¢ verdadeiro, porque na sua vida anterior
a alma ja sabia que o teorema era verdadeiro. Todavia, o conhecimento
alcancado nao decorre de qualquer investigacio, mas sim de uma
atividade de reminiscéncia que o proprio escravo executa.

O tempo encarregou-se de extirpar todo o misticismo da teoria
platonica, a respeito do conhecimento inato. O conhecimento inato
pode simplesmente ser formulado como uma conce¢ao que defende
que temos conhecimento alcancado independentemente da experiéncia.
A objecdo geral que se levanta a esta concecdo do conhecimento inato
¢ de que alguma vez nos tivemos de alcangar conhecimento. Ou seja,
no caso do escravo de Ménon, embora se consiga compreender que
a alma do escravo conhece o teorema, porque outrora viveu no mundo
das formas, fica por explicar como é que a alma do escravo obteve
conhecimento desse teorema, digamos, redundantemente, “pela primeira
vez”. E um mistério como o conhecimento inato preexiste em nés
ou como efetivamente o alcancamos pela “primeira vez”.

O problema anterior, para a origem do conhecimento inato, tenta-
-se ultrapassar por intermédio de uma concecao alternativa que articula
a intuicdo e a deducdo. A fonte do conhecimento que se alcanca
independentemente da experiéncia € a intuicio. Apos serem estabele-
cidas proposicdes primeiras, por intermédio da intuicao, podemos,
num segundo momento, recorrer a2 deducio e estabelecer outras propo-
sicdes que continuam a nio depender da experiéncia. Esta concecio
foi defendida, por exemplo, por David Hume, em Investigacdo sobre

o Entendimento Humano.

Todos os objetos da razdo ou investigacao humanas podem ser
naturalmente divididos em dois tipos, a saber, as relacoes de ideias

e as questoes de facto. Da primeira espécie sao as ciéncias da
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geometria, da algebra e da aritmética e, em resumo, toda afirmaciao
e qualquer afirmacio que seja intuitiva ou demonstrativamente
certa. Que o quadrado da bipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos é uma proposiciao que expressa uma relacio entre essas
grandezas. Que trés vezes cinco é igual a metade de trinta expressa
uma relacio entre esses nimeros. As proposi¢cdes deste tipo podem
ser descobertas pela simples operacio do pensamento, sem depender
do que exista em qualquer parte do universo. Mesmo que nunca
existisse um circulo ou tridangulo na natureza, as verdades demonstra-

das por Euclides conservariam para sempre a sua certeza e evidéncia.

As questoes de facto, que siao os segundos objetos da razao
humana, nio sio determinadas da mesma maneira, e tampouco a
prova que temos da sua verdade, por maior que seja, € da mesma
natureza que a dos anteriores. O contriario de toda e qualquer
questao de facto permanece sendo possivel, porque niao pode jamais
implicar contradicio e a mente concebe-o com a mesma facilidade
e nitidez, como se fosse conforme a realidade. (Hume, 1748/2002,

p- 42)

Antes de avancar, importa realcar que esta passagem de Hume
pode levar a pensar que Hume era um racionalista, mas tal classificacao
seria bastante precipitada. Embora Hume admita que o conhecimento
que resulta de relacdoes de ideias seja um conhecimento intuitivo,
as ideias, em ultima instancia, derivam-se da experiéncia. Ou seja,
a ideia de triangulo ou de qualquer figura geométrica siao ideias
derivadas da experiéncia. Apenas é conhecimento intuitivo o préprio
raciocinio que envolve essas figuras geométricas como, por exemplo,
a soma dos dngulos internos de um triangulo é dois dngulos retos.
Na literatura, Hume ¢é geralmente considerado um empirista, mas esta
passagem sobre a geometria mostra que tal classificaciao, se efetuada
tout court, também seria precipitada. Mais a frente, veremos como
John Stuart Mill tem uma posi¢io empirista bastante mais extrema

sobre a geometria.
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A concec¢io intuicionista/dedutivista enfrenta um problema
semelhante ao da concecio de conhecimento inato: a nocdo de intuicdo
¢ também ela misteriosa. Tentar substituir o termo intuicdo pelos
termos reflexdo interior ou insight é substituir um termo misterioso
por outros termos igualmente misteriosos. Esta solucido cai assim
num obscurum per obscurius.

Esclarecemos dois tipos de conhecimento que niao derivam da
experiéncia — conhecimento inato e conhecimento intuitivo — mas nio
foi apresentado qualquer argumento a favor destes tipos de conheci-
mento. Consideremos entao um argumento a favor da ideia segundo
a qual o conhecimento geométrico € obtido de forma inata ou pela
intuicao. O argumento inverte a analise realizada até ao momento.
Até agora analisamos de que forma podemos obter conhecimento;
inversamente, o argumento alicerca-se na propria natureza do conheci-
mento geométrico atual.

O conhecimento geométrico é conhecimento necessario. Uma
proposicio geométrica verdadeira é verdadeira em todos os mundos
possiveis. Por exemplo, a soma dos dngulos internos de um triangulo
é dois angulos retos é uma proposicio verdadeira em todos os mundos
possiveis, na medida em que nao existe um mundo em que, digamos,
essa soma seja inferior a dois Angulos retos. Trata-se de uma verdade
necessaria; nao é uma verdade contingente.

Contrariamente, o conhecimento que é derivado da experiéncia
é um conhecimento contingente. As leis da fisica tém sido constante-
mente modificadas. O que hoje se pensava como sendo verdade,
amanha pode revelar-se uma falsidade. A experiéncia é uma fonte
de conhecimento contingente. Assim, dado que nés temos conhecimento
geométrico e sendo esse conhecimento necessario, entio apenas a
razao, seja inata ou intuitiva, € um instrumento fiavel para a obtencao
de crencas necessariamente verdadeiras. A experiéncia nao tem esse
mesmo grau de fiabilidade e deve ser rejeitada como suposta fonte
de conhecimento necessario. Nos Novos Ensaios sobre o Entendimento
Humano, Gottfried Leibniz socorreu-se deste mesmo argumento para

defender a plausibilidade do conhecimento inato:
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Os sentidos, apesar de serem necessarios para o nosso conheci-
mento atual, nao sao suficientes para nos dar todo o conhecimento,
uma vez que os sentidos apenas diao exemplificacdes, ou seja,
verdades individuais e particulares. Ora, todas as exemplificacoes
que confirmam uma verdade geral, por mais numerosas que possam
ser, nao siao suficientes para estabelecer a necessidade universal
dessa mesma verdade, pois nao se segue que o que aconteceu
também voltard a acontecer da mesma maneira. (...) Assim, parece
que verdades necessarias, como aquelas que encontramos na mate-
matica pura, particularmente, na aritmética e na geometria, devem
ter principios cuja demonstracio ndo depende de exemplificacdes,
nem consequentemente do testemunho dos sentidos, apesar de, sem
os sentidos, jamais nos poderia ter ocorrido em pensar nas mesmas.

(Leibniz, 1765/1996, pp. 49-50)

3.2. Empirismo

Analisemos agora a concecio empirista de John Stuart Mill elabo-
rada em Um Sistema de Logica Dedutiva e Indutiva, publicado em
1843. Comecemos por relembrar a questio simples que estamos a
abordar neste capitulo. Como obtemos conhecimento geométrico?
A primeira vista, a matemadtica que se pratica atualmente, pelo menos
aquela que habitualmente se designa por matemdtica pura, parece
ser uma atividade bastante afastada da experiéncia. Habitualmente
niao vemos o0s seus praticantes a fazer qualquer teste experimental
que alegadamente serviria para testar o valor de verdade das propo-
sicdes matematicas criadas. Todavia, a questao que estamos a colocar
nio € uma questio sobre como alcancamos novo conhecimento.
A questao € sobre como alcancamos conhecimento que ja se encontra
estabelecido. Como é que os atuais matematicos obtiveram o conhe-
cimento geométrico basico como, por exemplo, a respeito dos axiomas
da geometria euclidiana? Ora, a primeira vista, poderemos pensar

que isso ocorreu durante o processo educativo que tiveram, sendo essa
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matematica ensinada como uma matematica completamente afastada
da experiéncia. Todavia, segundo Mill, esta € uma reconstruciao
enviesada de como esse conhecimento foi efetivamente alcancado.
Quer na infincia desses matematicos, quer mesmo na génese desse
conhecimento no antigo Egipto, esse conhecimento é derivado da
experiéncia. O conhecimento geométrico decorre da manipulaciao
de objetos fisicos no espaco, bem como do desenho de figuras
geométricas no papel.

Mill faz uma distin¢cao entre proposicdes reais e proposicoes
verbais. As primeiras sio dependentes da experiéncia; as segundas
niao dao qualquer informacido relativamente ao mundo exterior.
Mill argumenta que as proposicoes da matematica e da légica sio
proposicoes verbais. Segundo ele, estas proposicoes sao generalizacoes
derivadas da experiéncia, a partir da inducio empirica. A inducao
empirica é o procedimento segundo o qual, apds a observacao de
varios exemplares de Fs que sio Gs, infere-se que todos os Fs sdo
Gs. Por exemplo, de todos os corvos observados sdo negros, infere-se
que todos os corvos sdo negros. Em particular, Mill considera que este

mesmo principio de generalizacdo indutiva se aplica para estabelecer

os axiomas da geometria.3

[A]ls defini¢coes [da geometria], tal como siao habitualmente
designadas, devem ser consideradas como algumas das nossas
primeiras e mais 6bvias generalizacdes a respeito desses objetos
naturais. A exatidio dessas generalizacdes, como generalizacoes,
¢ sem falhas: a igualdade de todos os raios de uma circunferéncia
é verdadeira para todos as circunferéncias, na medida em que ¢

verdadeira para qualquer circunferéncia. Todavia, ndo € exatamente

3 Na sua exposicio, Mill oscila entre as no¢des de definicdo e de axioma, quando
refere as proposicoes geométricas de Euclides. Embora em algumas partes, Mill faca
uma distin¢ao entre as nocdes, essa distincio nao é prosseguida noutras partes da
obra. Nesta parte do capitulo, vou-me socorrer de ambas as expressoes. As definicoes
sao caracterizadas como sendo proposicoes elementares, a respeito da propria definicao
de figuras geométricas.
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verdadeira para nenhuma circunferéncia [fisica] - é apenas aproxi-
madamente verdadeira. Tao aproximada tal que, na pratica, nenhum
erro consideravel sera incorrido se se simular que é exatamente

verdadeira. (Mill, 1963, pp. 225-226)

No sentido estrito, as figuras da geometria euclidiana sio uma
ficcao, porque, na verdade, nao existem os objetos referidos pelas

definicoes geométricas.

Nio existem pontos sem magnitude, nem retas sem espessura,
nem retas perfeitas; nenhuma circunferéncia com os raios exata-
mente iguais, nem quadrados com angulos perfeitamente retos.
Podera ser objetado que a suposicao [da existéncia dos objetos das
definicoes geométricas] nio se estende as coisas atuais, mas apenas
a possivel existéncia de tais coisas. Eu respondo que, de acordo
com qualquer teste que temos sobre a nocao de possibilidade, essas
coisas nem sequer sio possiveis. A sua existéncia, na medida em
que podemos formar qualquer juizo, seria inconsistente com a
composicao fisica do nosso planeta, pelo menos, senio com todo

o Universo. (Mill, 1963, p. 225)

A conceciao racionalista € uma concecido incorreta ao defender
que as figuras da geometria podem ser acedidas por mera inspecao
mental ou por intuicdo. Mill rejeita tal ideia: “n6s niao podemos
conceber uma linha sem espessura; n6s nio podemos formar uma
imagem mental de tal reta; todas as retas que temos em mente sao
linhas que possuem espessura” (Mill, 1963, p. 225).

Qual é entio a posicio reservada a geometria neste sistema
filos6fico? Mill considera que as figuras geométricas sao aproximadas
as figuras que desenhamos e aos objetos do mundo fisico. Ou seja,
as figuras geométricas sio o limite das figuras reais do mundo exte-
rior. Os teoremas da geometria sio derivados das definicoes destas
mesmas figuras. Os teoremas da geometria sao assim condicionalmente

verdadeiros no sentido seguinte: se existem os objetos das definicoes
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geométricas, entdo os teoremas da geometria que se deduzem destas
definicoes sao necessariamente verdadeiros: “[qluando, portanto,
¢ afirmado que as conclusdes da geometria sao verdades necessarias,
a necessidade consiste, na verdade, no seguinte: elas seguem-se
corretamente das suposicoes a partir das quais sio deduzidas” (Mill,
1963, p. 228).

Mill também se pronuncia sobre o argumento que vimos acima a
favor do conhecimento inato ou intuitivo, que pretendia estabelecer
o conhecimento geométrico como sendo um conhecimento necessario.
Mill interpreta a nocdo de necessdrio como sendo conhecimento cuja
negacio do mesmo, além de ser falso, é também inconcebivel.
De acordo com a tese de que o conhecimento geométrico é um
conhecimento necessario, por exemplo, sera inconcebivel que por
um ponto exterior a uma reta possa ser tracada mais do que uma
linha reta, segundo o postulado das paralelas de Euclides. Ora, como
veremos mais a frente, a formulacio das geometrias nao-euclidianas
decorre justamente da negacao do postulado das paralelas, dando
assim razdo a Mill. E assim incorreta a tese de que tal conhecimento
seria inconcebivel. Mill nega que exista tal coisa como conhecimento
necessario, na medida em que a imaginacio humana é um instrumento
limitado para o que é ou nao concebivel. Ha coisas concebiveis que
supostamente nao conseguimos imaginar. Portanto, o argumento a
favor da natureza intuitiva ou inata do conhecimento, baseado na

nocao de necessidade, € incorreto.

Agora, nao posso deixar de me perguntar que tanta énfase deve
ser colocada nas circunstancias da inconcebilidade. Quando existe
uma experiéncia tio ampla que mostra que a nossa capacidade ou
incapacidade de conceber uma coisa tem muito pouco a ver com a
possibilidade da coisa em si mesma. Na verdade, é muito mais uma
situacido acidental que depende da historia e dos habitos passados das
nossas proprias mentes. Nio ha facto mais reconhecido na natureza
humana do que a extrema dificuldade sentida a principio em conce-

ber qualquer coisa como possivel que esteja em contradicao com
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uma experiéncia familiar e estabelecida ha muito tempo, ou mesmo

com velhos habitos familiares de pensamento. (Mill, 1963, p. 238)

O problema principal da teoria empirista de Mill € de que ela
apenas parece ser valida para a matematica elementar, como € o
caso da geometria euclidiana. Acontece que a matematica avancada
esta comprometida com entidades que, a primeira vista, nio tém
qualquer rela¢ao com o mundo empirico, nem no presente, nem no
passado. Ou seja, ndo parece que seja possivel elaborar uma recons-
trucao histérica desse conhecimento, onde se consiga mostrar que
num primeiro momento esse conhecimento foi derivado da experiéncia.
Willard van Quine, um herdeiro do empirismo de Mill, cuja proposta
analisaremos mais a frente no capitulo 4, considerou que conjuntos
de ordem elevada eram “uma recreacaio matematica sem direitos

ontolégicos” (Quine, 1998, p. 400).

Analisamos duas concecdes distintas sobre a forma de alcancar
conhecimento geométrico — o racionalismo e o empirismo. O problema
que agora se levanta € saber como pode ser o conhecimento geomé-
trico um conhecimento a respeito do mundo exterior. Este problema
nao se levanta para a concecao empirista. Para esta concecao, o conhe-
cimento geométrico € derivado da experiéncia e, portanto, esse mesmo
conhecimento é também a respeito do mundo exterior. Todavia, este
problema levanta-se de forma vincada para o racionalismo. Sendo o
conhecimento geométrico estabelecido de forma independente da
experiéncia, pelo raciocinio, como pode entdo tal conhecimento ser
acerca do mundo exterior?

Platao dissolveu este problema considerando que o conhecimento
abstrato é conhecimento acerca de entidades abstratas do mundo
das formas. Assim, para Platio, o conhecimento geométrico nao é
simplesmente acerca do mundo exterior. Hume, por sua vez, considerou
que, embora o conhecimento geométrico pudesse ser aplicado em

leis empiricas, nao poderia ser considerado conhecimento acerca do
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mundo exterior, sob pena de cairmos em sofistica ou ilusdo, que devem

ser lancadas as chamas.

A geometria ajuda-nos a aplicar essa lei [do movimento], (...)
mas apesar disso a descoberta da propria lei continua a dever-se
simplesmente a experiéncia e todos os raciocinios abstratos do
mundo nunca nos poderiam levar a dar um passo na direcao do

seu conhecimento (Hume, 1748/2002, p. 46)

Parece-me que o0s unicos objetos das ciéncias abstratas ou da
demonstraciao sio a quantidade e o nimero, e que todas as tenta-
tivas para estender essa espécie mais perfeita de conhecimento
além desses limites nao passam de sofistica e ilusio. (Hume, 1748/

/2002, p. 174)

Quando percorremos as bibliotecas, persuadidos destes princi-
pios, o que deveremos destruir? Se tomarmos nas maos um volume
qualquer, de teologia ou metafisica das escolas, por exemplo,
perguntemo-nos apenas: encerra ele qualquer raciocinio abstrato a
respeito da quantidade e do nimero? Nao. Encerra qualquer racio-
cinio experimental a respeito de questdoes de facto e existéncia?
N2o. Lancemo-lo as chamas, porque niao pode conter mais do que

sofismas e ilusoes. (Hume, 1748/2002, p. 176)

O problema da “sofistica e ilusio” de Hume é o problema que
Kant vai enfrentar, a saber: como conciliar a tese segundo a qual o
conhecimento geométrico é conhecimento obtido independentemente
da experiéncia e, simultaneamente, ser um conhecimento que se

aplica ao mundo exterior.

4. Criticismo

Immanuel Kant formulou uma teoria epistemolégica acerca do
fundamento dos axiomas da geometria euclidiana, bem como de todo

o conhecimento matematico em geral. Irei focar-me na sua proposta
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para a geometria. Como vimos atras, David Hume defendeu que o
conhecimento geométrico nio era conhecimento a respeito do mundo
exterior. Esta concecdao teve um enorme impacto em Kant, nas suas
palavras isso “acordou-o do sono dogmatico” do racionalismo.
Kant defende que o conhecimento matematico, nomeadamente,
o conhecimento geométrico, é um conhecimento sintético a priori.
A sua teoria é exposta na Critica da Razdo Pura, publicada em 1781,
ainda antes do aparecimento das geometrias nao-euclidianas.
Como veremos mais a frente, as geometrias nao-euclidianas vao acabar
por minar os alicerces da teoria epistemologica kantiana.

O problema principal que a Critica pretende responder € determinar
como é possivel o conhecimento sintético a priori. No entanto,
para compreendermos bem a proposta kantiana temos de comecar
por introduzir alguns esclarecimentos conceptuais.

No inicio da Critica afirma-se que “todo o conhecimento se inicia
com a experiéncia, isso nao prova que todo ele derive da experiéncia”
(Kant, 1787/1994, p. B1). Os seres humanos, apds estarem na posse
de conceitos, que de uma ou outra maneira podem ser derivados da
experiéncia, num segundo momento, podem estabelecer conhecimento
que nao depende da experiéncia. Tal conhecimento é designado de
conhecimento a priori. Por sua vez, um conhecimento a posteriori é
um conhecimento que é obtido da experiéncia.

Consideremos alguns exemplos. A proposicao todos os celibatdrios
sdo solteiros expressa um conhecimento a priori. Estando na posse
dos conceitos celibatdario e solteiro nao preciso mais de recorrer a
experiéncia para estabelecer que todos os celibatarios sdo solteiros.
A justificacao de um conhecimento a priori nio recorre a experiéncia.
A proposicao o carro é branco, a propo6sito de um carro estacionado
nos Campos Elisios, € uma proposicao que estabelece um conhecimento
a posteriori. Por uma mera inspecao dos conceitos carro e branco
nao se consegue estabelecer uma relacao entre ambos. Apenas por
intermédio da experiéncia, neste caso, uma experiéncia visual,
se consegue estabelecer uma conexio entre esses dois conceitos.

A justificacao de um conhecimento a posteriori depende da experiéncia.
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Outra distin¢do conceptual importante é entre juizos analiticos
e juizos sintéticos. Consideremos uma proposi¢io universal com a
forma genérica “Todos os S sio P”, tal que S € o conceito a respeito
do sujeito da proposicao e P é o conceito a respeito do predicado
da proposicao, nos termos a seguir exemplificados. Uma proposicao
é analitica se o conceito referido pelo predicado fizer parte do
conceito referido pelo sujeito; uma proposicao € sintética se o conceito

referido pelo predicado ampliar o conceito referido pelo sujeito.

Em todos os juizos, nos quais se pensa a relacdo entre um sujeito
e um predicado (apenas considero os juizos afirmativos, porque é
facil depois a aplicacao aos negativos) esta relacio é possivel de
dois modos. Ou o predicado B pertence ao sujeito A como algo que
estd contido (implicitamente) nesse conceito A, ou B estd totalmente
fora do conceito A, embora em ligacio com ele. No primeiro caso
chamo analitico ao juizo, no segundo sintético. (Kant, 1787/1994,

pp- AG-A7)
Alguns exemplos de proposi¢cdes analiticas:

a) Todos os celibatarios sao solteiros.

b) Todos os homens sio mortais.

c) Todos os tridngulos tém trés angulos.
Em a) o conceito solteiro faz parte do conceito celibatdrio.
Em b) o conceito mortal faz parte do conceito homem.
Em ¢) o conceito trés angulos faz parte do conceito tridngulo.
Alguns exemplos de proposi¢oes sintéticas:

a) A torre de Pisa é inclinada.

b) Todos os presidentes da republica sao homens.
) 7+5=12.
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Em a) o conceito inclinada acrescenta uma propriedade a
torre de Pisa.

Em b) o conceito homem vai para além do conceito presidente
da republica.

Em ¢) o conceito 12 nao esta contido nos conceitos soma, 5
e 7.

A primeira vista poder-se-i pensar que a priori é conceptualmente
equivalente a amnalitico; e que a posteriori é conceptualmente
equivalente a sintético. Na verdade, essas equivaléncias nio sio o
caso. A distin¢ao conceptual a priori e a posteriori ¢ uma distincao
epistemolégica — uma distincao a respeito da justificacdo do conhe-
cimento. Enquanto a distin¢cao conceptual analitico e sintético é uma
distin¢cido semaintica e légica a respeito da relacao entre os conceitos
referidos pelos sujeitos e predicados em proposi¢coes. Note-se ainda
que o conhecimento a priori é tido como um conhecimento de certeza
apoditica, isto é, um conhecimento que nao é suscetivel de ser
refutado. Assim, o conhecimento a priori é um conhecimento que,
além de ser justificado independentemente da experiéncia, nao ¢é
suscetivel de ser refutado pela experiéncia (Kant, 1787/1994, p. A4).
No caso particular do conhecimento matematico, além de ser um
conhecimento (puro) a priori, € também um conhecimento universal
e necessario. Diz-se que um conhecimento € universal se nio admitir
excecoes. A luz do criticismo, diz-se que um conhecimento é necessirio
na medida em que é valido em todos os mundos possiveis constituidos
por seres humanos cognitivamente semelhantes a nos.

O que € o espaco? A resposta a esta pergunta é dada na Estética
Transcendental, da Critica, enquanto teoria da sensibilidade. O espaco
(e o tempo) é uma forma pura da intuicao, no sentido de que esta
forma niao é composta por qualquer sensacdo. Esta forma pura da
intuicao origina-se na nossa prépria sensibilidade e nio tem origem
nos objetos exteriores. A sensibilidade é a nossa faculdade ou capaci-
dade mental para representar as coisas ou os objetos fisicos que nos

aparecem. Por outras palavras, o espaco (e o tempo) é uma caracte-
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ristica da constituicao subjetiva das nossas proprias mentes. O espaco
providencia, assim, a forma ou a estrutura de todas as sensacodes,
nomeadamente acerca do proprio espaco fisico e dos seus objetos.
A conexao entre a concecido kantiana do espaco e o conhecimento
geométrico é a seguinte: o conhecimento geométrico ¢ nada mais
do que um conhecimento acerca das propriedades do espaco; o espaco
¢ a fonte do conhecimento geométrico.

O conhecimento geométrico, bem como o conhecimento matematico
em geral, é conhecimento sintético a priori: “as proposicdes da
geometria sao conhecidas sinteticamente a priori e com uma certeza
apoditica” (Kant, 1787/1994, pp. A46-A47). O caracter a priori sustenta-
-se na ideia segundo a qual apenas por mera reflexao mental, indepen-
dente da experiéncia, conseguimos estabelecer esse conhecimento.
No entanto, note-se que este nao ¢ um conhecimento analitico.
Por exemplo, por mais que reflitamos acerca dos conceitos 5, soma e
7, ndo conseguiremos estabelecer que 5+7=12. Ou seja, o conceito 12
estd para além dos conceitos 5, soma e 7. E necessirio efetuar uma
sintese sobre 0s conceitos 5, soma e 7 para se conseguir estabelecer
uma relacio entre eles e o conceito 12. E apenas a intui¢cdo pode ser
a fonte para efetuar essa sintese. O mesmo acontece relativamente a
proposiciao uma linba reta é a distdncia mais curta entre dois pontos.
Esta é uma proposicio sintética. O conceito de distdncia mais curta
¢ acrescentado ao conceito linha reta. Por mais que reflitamos acerca
do conceito linha reta nio conseguiremos extrair deste conceito a
consequéncia que € a distdncia mais curta entre dois pontos.

Outro aspeto importante da abordagem kantiana € relativamente
a aplicabilidade do conhecimento geométrico ao espaco fisico e aos
objetos nesse espaco. Isso é afirmado em varias passagens da Critica:
“o espacgo abrange todas as coisas que nos possam aparecer exterior-
mente” (Kant, 1787/1994, p. A27); “o espaco [é] condicao dos fenome-
nos que constituem a experiéncia externa” (Kant, 1787/1994, p. A157);
“este principio transcendental da matematica (...) permite a aplicacao
da matematica pura, com toda a sua exatiddo, aos objetos da expe-

riéncia” (Kant, 1787/1994, p. A165).
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Uma questao que se levanta é saber como é possivel o conhecimento
matematico aplicar-se ao espaco fisico e aos objetos fisicos e nao
ser suscetivel de ser refutado ou revisto pela prépria experiéncia.
Por exemplo, no caso da aritmética, se somar 5 laranjas a 7 laranjas,
obtenho 12 laranjas e, aparentemente, a operacao efetuada, 5+7=12,
nio é suscetivel de ser refutada por qualquer experiéncia. Note-se,
no entanto, que muitas outras teorias cientificas sdo suscetiveis de
ser refutadas pela experiéncia. Por exemplo, a teoria geocéntrica
ptolemaica foi refutada pelas observacdes das trajetorias plane-
tarias a respeito da teoria heliocéntrica. Todavia, contrariamente a
matematica, no sistema kantiano, as teorias fisicas, como as teorias
geocéntrica e heliocéntrica, sdo teorias empiricas — sao conhecimento
a posteriori. Ou seja, sao teorias derivadas da experiéncia e, assim, é
pacifico neste sistema que experiéncias recalcitrantes contrarias as
possam falsificar.

O significado contemporianeo do termo experiéncia é geralmente
tido como referindo um acontecimento que ocorre “exclusivamente
fora de nos proprios”. Contudo, na teoria kantiana, este termo tem um
significado ligeiramente diferente. O significado do termo experiéncia
refere, em certa medida, o proprio sujeito que experiencia. Por exemplo,
quando observo esta caneta na minha mao, a experiéncia visual
ocorre em virtude das minhas préprias faculdades de percecdo. Ou seja,
a experiéncia visual ocorre em virtude da minha prépria observacao
da caneta. Neste contexto, o termo experiéncia € mais bem interpretado
como sendo um fenomeno, sendo este o objeto de uma intuicao.
Como vimos acima, o espac¢o € condi¢ao necessaria para o fenémeno
ocorrer. E aquilo que enforma a préprio fenémeno. Sendo o conheci-
mento geométrico um conhecimento acerca das propriedades do
proprio espaco, segue-se que tal conhecimento jamais pode ser
refutado. Faz parte da propria estrutura cognitiva do sujeito e é
condicao necessaria para a propria experiéncia ocorrer.

A principal objecao a teoria kantiana, enquanto teoria epistemologica
sobre a geometria, decorre da formulacio das geometrias nao-eucli-

dianas. Introduziremos, na sec¢io seguinte, os resultados principais
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destas geometrias e, seguidamente, analisaremos entao as conse-

quéncias que estas geometrias tiveram na teoria kantiana.

5. Geometrias nao-euclidianas

O estatuto da geometria euclidiana, como disciplina rainha e
modelo para os outros ramos da matematica, esconde um problema
sério no amago dos seus proprios axiomas. O quinto postulado,
conhecido como postulado das paralelas, foi objeto de uma grande
discussao desde a Antiguidade. Contra a concec¢ido apriorista, nao é
de todo evidente que este postulado seja verdadeiro por si mesmo.
Contra a concec¢iao empirista, o postulado pressupde uma nocgiao de
infinito (inerente a expressio estendidas indefinidamente) que é
problematica. O espaco fisico, se tido como finito, levanta o problema
de saber como um axioma a respeito do infinito se pode aplicar
numa estrutura fisica finita. O postulado das paralelas era assim uma
“pedra no sapato”, quer para a concecdo apriorista, quer para a
concecao empirista.

O postulado das paralelas nio € um postulado de menor importan-
cia nos Elementos, bem pelo contrario. Este postulado talvez seja um
dos postulados mais importantes da obra. Euclides usou-o, por exemplo,
para demonstrar o teorema de Pitigoras, bem como para demonstrar
a proposicao de que a soma dos angulos internos de um triangulo
¢ igual a dois angulos retos.

Desde a Antiguidade, foram duas as abordagens relativamente ao
postulado das paralelas. Primeira, o postulado seria suscetivel de ser
demonstrado a partir dos restantes postulados, defini¢cdes e nocdes
comuns (ou de outras proposicoes dos Elementos, mas cuja demonstra-
¢ao niao dependesse do postulado das paralelas). Ou seja, o postulado
seria, na verdade, um teorema inferido a partir de proposicdes mais
basicas da obra de Euclides. Segunda, o postulado seria suscetivel
de ser substituido por outra proposicao, mas cuja verdade fosse menos

controversa. Escusado sera dizer que nenhuma das abordagens foi
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bem-sucedida. Famosamente, d’Alembert, em 1759, declarou que o
problema do postulado das paralelas era “o escandalo dos Elementos
da Geometria”. O surgimento das geometrias nao-euclidianas no
século XIX decorre justamente destes esforcos perenes de clarificacao
do postulado das paralelas.

A respeito da segunda abordagem acima, John Wallis, em 1693,
mostrou que o postulado era equivalente a proposicao segundo a
qual “existem figuras similares que niao sio congruentes: ou seja,
uma copia de uma dada figura pode ser realizada de modo que tenha
a mesma forma, mas um tamanho diferente” (Grattan-Guinness, 1994,
p- 878). Todavia, esta solu¢ao, bem como outras do mesmo género,
acabaram por ser descartadas, porque implicavam no¢des matematicas
que nao eram mais evidentes do que o proprio postulado das paralelas.

A respeito da primeira abordagem acima, as primeiras tentativas
comecaram na Antiguidade por Ptolomeu e Proclus. A tentativa mais
famosa ocorreu em 1773, por Girolamo Saccheri. Com vista a simpli-
ficar a nossa exposicio desta proposta, consideremos uma proposiciao
equivalente ao postulado das paralelas: por um ponto exterior a uma
linha reta passa uma, e uma so, reta que nao intersecta a primeira
reta por mais que seja estendida. Para demonstrar entdo que o
postulado das paralelas se podia deduzir das outras proposicoes
basicas dos Elementos, bastaria mostrar que as duas condicdes seguin-
tes conduziam a uma contradicido, no interior do proprio sistema
euclidiano: 1) por um ponto exterior a uma linha reta, nenhuma
outra reta se pode tracar que nao intersecta a primeira (postulado
de nenbuma paralela); 2) por um ponto exterior a uma linha reta,
mais do que uma linha reta se pode tracar que nao intersecta a
primeira (postulado das multi-paralelas). Saccheri conseguiu demonstrar

1) mas nio conseguiu demonstrar 2).4

4 Na verdade, Saccheri usou outras proposicoes equivalentes a esta, nomeadamente,
duas proposicoes referentes aos angulos de um quadrilatero. A proposicao (1) em
questao, na geometria esférica, tem a seguinte interpretacio: numa qualquer esfera,
quaisquer dois circulos maximos intersectam-se em dois pontos. Ou seja, por um
ponto exterior a um circulo maximo, nenhum outro circulo maximo se pode tracar
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A formulacio das geometrias ndo-euclidianas é muito simples.
Substitui-se o postulado das paralelas, o postulado problematico da
geometria euclidiana, pelo postulado de nenhuma paralela ou pelo
postulado das multi-paralelas. No caso da substituicao pelo postulado
das multi-paralelas assumem-se conjuntamente as restantes proposicoes
basicas dos Elementos que nao dependam do postulado das paralelas.
No caso da substitui¢ao pelo postulado de nenhuma paralela, deixam-
-se também cair outras proposicodes implicitas em Euclides (evitando-
-se assim a contradicio derivada por Saccheri).>

A primeira descricio completa do espaco geométrico, em termos
nao-euclidianos, foi elaborada no inicio do século XIX, mas de forma
independente, pelo hiungaro Janos Bolyai e pelo russo Nicolai
Lobachevskii (conhecida por geometria hiperbolica). Um pouco mais
tarde, mas ainda no século XIX, Bernhard Riemann também avancou

com uma proposta nio-euclidiana (conhecida por geometria esférica).

Geometria de Lobachevskii:

1. Por um ponto exterior a uma linha reta uma infinitude de retas
pode ser tracada que nao intersectam a reta.

2. A soma dos angulos internos de um triangulo é menor do que
dois angulos retos.

3. A razido entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu raio
¢ maior do que o valor euclidiano de 2n.

4. Nao existem figuras similares de diferentes areas.

5. Linhas retas sio extensiveis até infinito. (Sklar, 1974, p. 18)

Geometria de Riemann:
1. Por um ponto exterior a uma reta nenhuma reta pode ser tracada

que nao intersecte a reta.

que nao intersecte o primeiro. Os circulos maximos estio para a geometria da esfera
tal como retas estao para a geometria euclidiana. Conclusao: na geometria da esfera
nao existem retas paralelas.

5 Por exemplo, os axiomas de ordem sio deixados cair; interpreta-se o segundo
postulado como afirmando a auséncia de limite de todas as linhas retas extensiveis.
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2. A soma dos angulos internos de um triangulo é maior do que
dois angulos retos.

3. A razido entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu raio
€ menor do que o valor euclidiano de 2n.

4. Figuras similares de diferente drea nao existem.

5. Todas as linhas retas sio do mesmo comprimento finito quando

totalmente estendidas. (Sklar, 1974, p. 19)

O surgimento das geometrias nao-euclidianas levantou um conjunto
de novos problemas matematicos, fisicos e epistemologicos.

Um problema matematico primeiro foi o de averiguar se estas
geometrias eram consistentes. Pois, caso as geometrias nio-euclidianas
fossem inconsistentes, entio simplesmente passariam a ser ignoradas
pela comunidade de matematicos. Apesar de, a primeira vista, as geome-
trias ndo gerarem contradi¢des, era necessdrio avancar com uma
demonstracio matematica da sua consisténcia. Essa demonstracio
chegou mais tarde pela mao de Felix Klein. Sinteticamente, Klein
conseguiu operar uma traducao da geometria nao-euclidiana na
terminologia da geometria euclidiana. Supondo que a geometria
euclidiana é consistente, segue-se que a geometria nao-euclidiana
também é consistente.®

Um problema fisico levantado pelas geometrias nao-euclidianas
foi respeitante a sua aplicacao ao espaco fisico. Estando criada uma
geometria, seria entdo necessario averiguar se essa geometria era
suscetivel ou nio de encontrar aplicacdes no espaco fisico. Gauss foi
o primeiro a tentar mostrar que, para tridngulos “muito grandes”,
a soma dos angulos internos seria inferior a dois angulos retos. Para o
efeito, Gauss iluminou trés cumes de montanhas distantes e mediu
os angulos do tridngulo formado por essas trés montanhas. A margem

de erro na sua medicao foi tio grande que implicou que tais resultados

6 Mais tarde, David Hilbert também demonstrou a consisténcia da geometria nio-
-euclidiana por intermédio da Aritmética.
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nao foram considerados conclusivos.” Apenas muito mais tarde, ja no
século XX, a geometria de Riemann encontrou uma aplicacio ao

espaco fisico, no interior da Teoria da Relatividade Geral.

6. Consequéncias epistemolégicas das geometrias nao-euclidianas

A descoberta das geometrias nio-euclidianas, no século XIX, e a
sua aplicacio ao espaco fisico, no século XX, nomeadamente,
no ambito da Teoria da Relatividade Geral, levantou grandes problemas
as teorias epistemologicas que até entao haviam sido formuladas.
Relembre-se que um dos axiomas das geometrias niao-euclidianas é
justamente a negacio do postulado das paralelas. O racionalismo
ficou com o problema de explicar como duas proposicoes contrarias
podiam ser simultaneamente verdadeiras. O empirismo ficou com o
problema de explicar qual seria entido a geometria verdadeira do
espaco fisico. No entanto, o impacto epistemologico mais forte foi
na teoria kantiana do criticismo que, na altura, era tida como a teoria
nec plus ultra da epistemologia.

A luz do criticismo, o conhecimento geométrico é considerado
um conhecimento sintético a priori, universal e necessario. Por defi-
nicao, este conhecimento seria um conhecimento irrefutavel e univer-
salmente valido. Assim, as proposicdes matematicas da geometria
euclidiana constituiam-se em conhecimento acerca do qual nao nos
poderiamos ter “enganado” na sua formulacao, digamos, um conbeci-
mento falso. A luz da teoria kantiana, a geometria euclidiana era
concebida como um conhecimento que se fundamentava na nossa
propria estrutura cognitiva da intuicao do espaco, sendo condicao
necessaria para qualquer fenomeno. A geometria euclidiana era uma

geometria verdadeira em todos os mundos possiveis, com seres com

7 Note-se que Gauss também é autor de material original sobre as geometrias nio-
-euclidianas, formulado ainda antes de Bolyai e de Lobachevskii, mas que nunca publicou
em vida. Gauss escusou-se de as publicar em vida por receios de ridicularizacaio académica.
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estruturas cognitivas semelhantes a nossa. Apés o surgimento das
geometrias nao-euclidianas, nio podiamos agora “trocar” a geometria
euclidiana pelas geometrias nio-euclidianas, argumentando que houvera
um “engano” da nossa parte; e tentar argumentar que a geometria
euclidiana afinal era uma geometria falsa e devia ser trocada pelas
geometrias nao-euclidianas, sendo estas as geometrias verdadeiras.

Aparentemente, a teoria kantiana nao distingue entre geometria
pura e geometria aplicada. Neste sentido, alguns positivistas do inicio
do século XX (nomeadamente, Reichenbach (1958)) argumentaram
que os axiomas da geometria podiam ser vistos como férmulas 16gicas,
nio sendo atribuido qualquer valor semantico aos seus termos nio
l6gicos. Esta seria a parte da geometria pura. A geometria pura era
um conjunto de proposicdes a priori, isto é, um conjunto de propo-
sicoes que nao dependia da experiéncia. A interpretacio dos termos
da geometria pura decorria justamente da sua aplicacio ao espaco
fisico. Esta era a parte da geometria aplicada. A geometria aplicada
era um conjunto de proposicdes a posteriori. Por exemplo, a luz da
geometria euclidiana, o termo reta era interpretado como menor
distancia entre dois pontos, mas, a luz da teoria da Relatividade o termo
reta era interpretado como geodésica, ou seja, o caminho percorrido
por um raio de luz no vazio. Em geral, os positivistas defenderam
assim um estatuto epistémico empirico para a geometria. Ou seja,
a verdade dos axiomas da geometria era determinada pela experiéncia.

Varios autores tentaram emendar a proposta kantiana. Ainda antes
da formulacio da teoria da Relatividade, Bertrand Russell (1956), em
1897, considerou que o conhecimento geométrico era conhecimento
a priori. Russell manteve a ideia kantiana do espagco como uma
estrutura mental que enforma toda a experiéncia. Todavia, contraria-
mente a Kant, as propriedades desse espaco ndo seriam as propriedades
da geometria euclidiana, mas as propriedades da geometria projetiva.
A geometria projetiva surgiu no século XIX e permite derivar a
geometria euclidiana bem como as geometrias nao-euclidianas. A geome-
tria projetiva € uma geometria a respeito das qualidades do espaco,

enquanto a geometria euclidiana e as geometrias nao-euclidianas sao
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geometrias a respeito da métrica e das quantidades do espaco.
O argumento de Russell a favor da geometria projetiva, em detrimento
das restantes, era de que as propriedades qualitativas precediam as
propriedades quantitativas. Mais tarde, o proprio Russell (1956, p. 31)
repudiou esta tentativa de emenda do criticismo. De acordo com a
suas palavras, se a sua proposta tivesse sido correta, a geometria
que fundamentou a Teoria da Relatividade Geral teria sido simples-
mente impossivel. A sua conclusido foi retumbante: “ndo penso que
haja alguma coisa de valido neste meu primeiro livro”!

Mais tarde, ja depois do estabelecimento da Teoria da Relatividade
Geral, Peter Strawson (1975, pt. 5) observa que o erro na teoria de
Kant foi de esta nao distinguir entre uma interpretacio fenomenal
e uma interpretacio fisica da geometria euclidiana. Ou seja, a teoria
kantiana era valida enquanto geometria do espaco fenomenal, mas nao
era valida enquanto geometria do espaco fisico. A geometria do espaco
fisico é a geometria nao-euclidiana, sendo esta ultima determinada
a posteriori pelas nossas melhores teorias cientificas. Strawson argu-
menta, contra os positivistas, que a geometria euclidiana pode continuar
a ser considerada uma geometria infalsificavel por qualquer experién-
cia, se restringirmos a sua aplicacio a este mundo fenomenal das
aparéncias.® Ele acrescenta que este aspeto da geometria euclidiana
é fundamental para a sua aprendizagem. As criancas nio aprendem
a geometria como um conjunto de féormulas loégicas ininterpretadas,
nem como um conjunto de férmulas de uma teoria da fisica. Pelo contra-
rio, a aprendizagem decorre justamente nesse mundo fenomenal,

onde as formulas geométricas sao verdades autoevidentes.

8 Note-se que para Strawson os termos “fenémeno” e “aparéncia” nio tém exatamente
o mesmo significado que esses termos tém na teoria kantiana, mas que, para a nossa
analise, nao é importante clarificar essa diferenca.
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7.Convencionalismo geométrico

Henri Poincaré, no inicio do século XX, mas ainda antes do surgi-
mento da teoria da relatividade geral, formulou uma proposta
convencionalista para o conhecimento geométrico. A sua proposta
foi a primeira tentativa original de ultrapassar os problemas que as
geometrias nao-euclidianas levantaram, quer a teoria kantiana, quer as
teorias racionalistas.

O argumento para o convencionalismo foi publicado de forma
dispersa ao longo de varios capitulos nos livros seguintes: La Science
et I’Hypothése (1902/1968), La Valeur de la Science (1905/1970),
Science et Méthode (1908/1930) e Derniéres Pensées (1913).9 Os pensa-
mentos filosoficos de Poincaré, sobre as mais diversas matérias,
encontram-se reunidos nestes quatro livros. Estes livros resultaram
de uma reunido de artigos, anteriormente publicados em revistas
cientificas diversas, os quais foram ligeiramente reescritos pelo autor
com vista a sua publicacao coligida em livro. Para além da sua dimen-
sao filosofica, estes livros tém uma dimensao de divulgacio cientifica
de alto nivel, para um publico erudito. Sdao livros que continuam a
ser atualmente editados e lidos um pouco por todo o mundo.

Em seguida, faco uma reconstrucaio do argumento de Poincaré
para a tese convencionalista da geometria, a tese segundo a qual os
axiomas da geometria sdo convencodes. Articulo o argumento segundo
uma estrutura de objeciao/réplica, porque, em geral, € essa a estrutura

de desenvolvimento do pensamento de Poincaré ao longo dos livros.

Objecao. As geometrias nao-euclidianas sio inconsistentes.

9 Os capitulos sio os seguintes: “As geometrias nio-euclidianas”, “O espaco e a
geometria” e “A experiéncia e a geometria” (La Science et I’Hypothese); “A nocao de
espaco” e “O espaco e as suas trés dimensoes” (La Valeur de la Science); “A relatividade
do espaco” (Science et Méthode); “O espaco e o tempo” e “Porque o espaco tem trés
dimensoes” (Dernieres Pensées). Na minha reconstrucao do seu argumento irei focar-
-me nos trés capitulos de La Science et I’Hypothése.
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Poincaré replica a esta objecdo apresentando uma demonstra¢do
informal da consisténcia da geometria nio-euclidiana de Lobachevskii.
Ele comeca por estabelecer um dicionario entre a linguagem da
geometria de Lobachevskii e a linguagem da geometria euclidiana.
Posteriormente, considera que as proposi¢does da geometria de
Lobachevskii podem ser traduzidas, por intermédio desse dicionario,
em proposicdoes da geometria euclidiana. Se houvesse alguma
inconsisténcia na geometria de Lobachevskii, entdo essa inconsisténcia
também se verificaria nas proposicoes respetivas traduzidas na
linguagem da geometria euclidiana. Ora, ndo se verificando qualquer
inconsisténcia nas proposicoes traduzidas na linguagem da geometria
euclidiana, segue-se que as proposicdes da geometria de Lobachevskii
nio sao inconsistentes, pressupondo que a geometria euclidiana nio

¢é ela propria inconsistente.

Objecao. As geometrias nao-euclidianas nao tém aplicacio,

porque o espaco sensorial é euclidiano.

Poincaré replica a esta objecdo considerando dois significados
diferentes do termo aplicacdo. Primeiro, considera o termo aplicacdoy,
enquanto significando aplicacao a outros ramos da matematica. Afirma
que ele préoprio e Klein fizeram uso das geometrias nao-euclidianas
para integracio de equacodes lineares. Segundo, considera o termo
aplicacdo,, enquanto significando aplicacio ao espaco fisico. E esta
segunda réplica que nos interessa aqui detalhar. Poincaré estabelece
uma distin¢ao entre espaco geométrico e espac¢o representativo.
O espacgo representativo é constituido pelos espacos visual, tactil e
motor. O espaco representativo é distinto do espaco geométrico,
na medida em que nao é homogéneo, nao é isotrépico, nem tem trés

dimensdes. Portanto, o espaco sensorial nao é euclidiano.

Objecao. O conhecimento geométrico é conhecimento sintético

a priori e é aquele estabelecido pelas proposi¢cdes euclidianas.

61



Se o conhecimento geométrico fosse conhecimento sintético
a priori, entao nem sequer poderiamos alguma vez ter formulado as
geometrias nao-euclidianas, uma vez que um dos postulados destas
geometrias € justamente a negacdo do postulado das paralelas de
Euclides. Ou seja, as geometrias nao-euclidianas nunca teriam sido
criadas. Porém, as geometrias nao-euclidianas foram criadas. Logo,
o conhecimento geométrico nio é conhecimento sintético a priori

e euclidiano.

Objecdo. O conhecimento geométrico € conhecimento sinté-
tico a priori e estabelecido pelas proposi¢cdoes niao-eucli-

dianas.

Mutatis mutandis, a partir da réplica anterior. Se o conhecimento
geométrico fosse conhecimento sintético a priori, entao nem sequer
poderiamos alguma vez ter formulado a geometria euclidiana, uma vez
que um dos postulados desta geometria € justamente a negacao dum
dos postulados da geometria nio-euclidiana. Ou seja, a geometria
euclidiana nunca teria sido criada. Porém, a geometria euclidiana foi
criada. Logo, o conhecimento geométrico ndo é conhecimento sintético

a priori e nao-euclidiano.

Objecao. O conhecimento geométrico é conhecimento sintético

a priori, simpliciter.

Numa primeira aproximacido a objecdo, Poincaré considera a parabola
seguinte. Consideremos seres achatados, com as mesmas capacidades
cognitivas que as nossas, e que vivem numa superficie de uma esfera.
Para estes seres, 0 espaco geométrico teria as caracteristicas seguintes:
0 espaco nio teria limite, mas seria finito, na medida em que esses
seres poderiam caminhar indefinidamente na superficie da esfera,
mas a propria esfera teria uma superficie finita. O espaco teria duas
dimensdes, na medida em que os seres viveriam apenas na superficie

da esfera. Nesse espaco, a distincia mais curta entre dois pontos
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seria um arco de grande circulo.10 Estes seres construiriam uma
geometria muito diferente da geometria euclidiana. Para o caso,
construiriam uma geometria nao-euclidiana a duas dimensdes.
Em conclusio, seres com as mesmas capacidades cognitivas que as

nossas criariam uma geometria diferente da geometria euclidiana.

Objecao. Seres imaginarios com as mesmas capacidades cogni-
tivas que as nossas, mas com espacos representativos dife-
rentes do nosso, criariam geometrias diferentes da euclidiana.
Portanto, o conhecimento geométrico é determinado pelo
espaco representativo, segundo uma forma de neo-kantismo

de conhecimento sintético a priori.

Poincaré refina a parabola anterior com vista a que o espaco
representativo de tais seres seja em tudo semelhante ao nosso espaco
representativo, ou seja, as impressodes visuais, ticteis e motoras
passariam a ser semelhantes s nossas.!1 Estes seres também acabariam
por criar uma geometria nio-euclidiana, de acordo com as mudancas
de posicao dos objetos nesse mundo. O espaco representativo nao
desempenha qualquer papel no estabelecimento da geometria.

O conhecimento geométrico nao é um conhecimento sintético a priori.

Objecdo. Seres com as mesmas capacidades cognitivas e repre-
sentacdes que as nossas, mas num espaco fisico nao-euclidiano,
criariam uma geometria nao-euclidiana; n6s que vivemos num
espaco fisico euclidiano criamos uma geometria euclidiana.

Logo, o conhecimento geométrico € conhecimento experimental.

10 poincaré considera que a geometria de Riemann é geometria da esfera estendida
a trés dimensoes.

11 Consideremos novamente seres com as mesmas capacidades intelectuais que
as nossas que vivem numa esfera com as leis seguintes: a temperatura nao é uniforme;
é maxima no centro e é zero na superficie, segundo a proporcionalidade, T(#) o (R? - 72),
onde R € o raio da esfera e » € a distancia de um ponto ao centro da esfera; finalmente,
todos os corpos tém o mesmo coeficiente de dilatacao e equilibrio calérico com o
meio é instantineo. Ver Poincaré (1902/1968, pp. 88-91).
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Poincaré argumenta que, caso nos fossemos transportados para
o mundo esférico da parabola acima, continuariamos a usar nesse
espaco fisico a geometria euclidiana. Usariamos a geometria euclidiana
para estudar o movimento dos objetos nesse mundo imaginario.
Por sua vez, se esses seres imagindrios fossem transportados para o
nosso espaco fisico, continuariam a usar a geometria nao-euclidiana.
Ou seja, os nossos fenémenos espaciais seriam estudados de acordo
com a geometria nio-euclidiana. HA uma sobredeterminacdo das
geometrias pela experiéncia, isto €, geometrias alternativas e contradi-
torias podem aplicar-se aos mesmos factos experimentais. A geometria
euclidiana e as geometrias nao-euclidianas sao empiricamente
equivalentes. Portanto, nao é a experiéncia que determina o conheci-
mento geométrico. A experiéncia apenas serve de guia para a escolha

da geometria.

Objecao. Se a experiéncia permite guiar-nos na escolha da
geometria, entao ha uma geometria mais verdadeira do que

as outras.

A nocao de geometria verdadeira é desprovida de sentido. Analoga-
mente nao tem sentido perguntar se o sistema métrico internacional
€ mais verdadeiro do que o sistema métrico inglés; nem tem sentido
perguntar se as coordenadas polares sio mais verdadeiras do que
as coordenadas cartesianas. A experiéncia serve para escolher a geome-
tria mais comoda, mas nao a geometria mais verdadeira. Os axiomas
da geometria sdo convengoes. Por que razao escolhemos nés, humanos,
a geometria euclidiana? Porque a geometria euclidiana é mais simples do
que as restantes e € aquela a que o nosso espirito esta mais habituado.

Resumidamente, o convencionalismo geométrico de Poincaré é
assim articulado. As geometrias nao-euclidianas sao consistentes e
nao podem ser rejeitadas. Contrariamente a teoria kantiana, o conheci-
mento geométrico nio é sintético a priori, porque foram criadas
varias geometrias inconsistentes entre si € seres cognitivamente

semelhantes criariam geometrias diferentes em espacos fisicos dife-
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rentes. Contrariamente ao empirismo geométrico, o conhecimento
geométrico nao é experimental, porque ha uma sobredeterminacao
das diferentes geometrias pela experiéncia, na medida em que
geometrias diferentes se aplicam a um mesmo fenémeno experimental.
O conhecimento geométrico é uma convencao, onde a experiéncia
serve como guia para a escolha da convencdo mais comoda.

A principal critica ao convencionalismo decorre justamente da
aplicacao da geometria nao-euclidiana ao espaco fisico, por intermédio
da teoria da Relatividade Geral. Por exemplo, Rudolf Carnap, nas notas
introdutorias ao livro de Reichenbach (1958), observa que a geometria
nao-euclidiana nao é uma geometria mais simples do que a geometria
euclidiana. Portanto, contrariamente ao convencionalismo, a escolha
da geometria nao se opera por uma questao de comodidade ou
simplicidade, mas sim por uma questiao empirica. A experiéncia é

que determina qual é a geometria verdadeira do espaco fisico.

Leituras adicionais recomendadas

Kant (1787/1994). Critica da Razdo Pura. [Introducao B (36-57), Estética Transcendental
(61-87)1.

Mill (1963). The Collected Works of Jobn Stuart Mill, in 33 vols. [Livro 11, Capitulo V].
Platao (1992). Ménon. [O dialogo entre Socrates e o Escravo].

Poincaré (1902/1968). La Science et I’Hypothése. Paris: Flammarion. [Capitulos III-V].
Traducao portuguesa: Poincaré (2010) [dos capitulos III e V].
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CAPITULO 2
LOGICISMO

Este capitulo é sobre as ideias fundamentais do logicismo de
Frege. Comecaremos por fazer uma introducao ao projeto logicista
e aos principios que o norteiam. Faremos uma breve descri¢cao sobre
as objecdes do logicismo as teses empiristas, psicolégicas e ao
criticismo. Faremos uma introduciao a nova légica criada por Frege.
Em seguida, analisaremos os passos mais importantes do pensamento
de Frege na elucidacio dos fundamentos l6gicos que ele presumia
servir para derivar a Aritmética e, num segundo momento, a propria
Analise Matematica. Faremos uma exposi¢cio do paradoxo de Russell
que dinamitou o logicismo de Frege. Terminaremos com duas evasoes
possiveis ao paradoxo: a teoria de tipos de Russell e de Whitehead

e o teorema de Frege.

1.Projeto de Frege

“O que é o nimero um?”. E com esta questio que Gottlob Frege
inicia Os Fundamentos da Aritmética (1992), publicado em 1884.
O objetivo principal de Frege € esclarecer quais sio os fundamentos
da aritmética.

Os Fundamentos sao constituidos por duas partes distintas: uma
destrutiva e outra construtiva. Na parte destrutiva, Frege refuta dife-
rentes concecdes epistemolégicas, a respeito dos fundamentos da

matematica, nomeadamente, o empirismo, a psicologia e o criticismo.
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Na parte construtiva é desenvolvida e fundamentada a tese logicista,
a tese segundo a qual os fundamentos da aritmética sao defini¢des
e leis logicas gerais. Por sua vez, os restantes ramos da matematica
(com excecio da Geometria) também seriam redutiveis a estes
principios logicos. Concretamente, e a luz da matematica contem-
poranea, isso significaria que, no caso da aritmética, os axiomas de
Peano/Dedekind da aritmética (ver apéndice) seriam redutiveis a
essas definicoes e leis logicas. Deste modo, os chamados axiomas
de Peano/Dedekind perderiam o estatuto de axiomas e passariam a
ser considerados teoremas que se deduziriam das definicdes e leis
l6gicas gerais estabelecidas. O logicismo pretende proceder a uma
identificacdo concreta dessas defini¢cdes e leis 16gicas gerais.

Dedicamos o capitulo 1 inteiramente a geometria. Levanta-se assim
a questdo de saber por que razido Frege investigou sobre os funda-
mentos da aritmética e nao investigou sobre os fundamentos da
geometria. Para compreendermos melhor a direcao das investigacoes
de Frege, importa esclarecer um pouco o contexto da matematica na
altura da redacao d’Os Fundamentos.

Desde a Antiguidade, a geometria euclidiana era tida como o
paradigma de rigor e precisio. Por exemplo, quando surgiu a Anilise
Matematica, no século XVII, muitos dos seus teoremas eram demons-
trados por recurso a propria geometria euclidiana. Tal como vimos
no capitulo 1, apenas no final do século XIX, e com o surgimento
das geometrias nao-euclidianas, a geometria euclidiana deixou de
ser considerada como a disciplina mais importante da Matematica.
No caso da Analise Matematica, assiste-se a chamada aritmetizacdo
da Andlise. Ou seja, as proposicoes de andlise matematica seriam
derivaveis dos axiomas basicos da aritmética. No tempo de Frege,
a Aritmética tinha destronado a Geometria como a area mais importante
da Matematica. Deste modo, compreende-se que Frege tenha dirigido
as suas investigacoes para os fundamentos da aritmética e nio para
os fundamentos da geometria.

Frege publica trés obras fundamentais que edificam o logicismo.

Antes da publicacio da obra Die Grundlagen der Arithmetik (Os Funda-
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mentos da Aritmética), em 1884, Frege publica Begriffsschrift (Notagdo
Conceptual, (1972)), em 1879, onde expde as suas novas ideias sobre
a légica. Ap6s a publicaciao da obra Die Grundlagen, Frege publica
os dois volumes de Grundgesetze der Arithmetik (Leis Bdsicas da
Aritmeética, (1893/2013)), em 1893 e 1903, onde procede a uma forma-
lizacao das ideias propostas em Die Grundlagen e estende a sua
proposta com vista a cobrir também os nimeros reais. A famosa carta
de Bertrand Russell para Frege, onde lhe refere ter encontrado uma
inconsisténcia no seu sistema, chega as maos do destinatario aquando
da publicacio do segundo volume de Grundgesetze der Arithmetik.
Ingloriamente, Frege tenta ainda emendar a sua proposta, num apéndice
ao livro, ainda antes da sua publicacio.

Ha trés principios que sao enunciados no inicio d’Os Fundamentos

e que sdo programiticos para a investigacio de Frege:1

E necessirio separar com nitidez o que é psicolégico do que é
l6gico, o que é subjetivo do que € objetivo;

S6 se pode perguntar pela denotacio de uma palavra no contexto
de uma proposi¢cao e nio a considerando isoladamente; [principio
do contexto]

Deve manter-se sempre presente a distincao entre conceito e

objeto. (Frege, 1992, p. X)

O principio do contexto talvez seja o principio mais importante
destes trés principios. Se pretendermos determinar o significado de
uma palavra, devemos verificar o contexto em que a palavra é usada.
Ou seja, identificar as frases ou proposicdes onde a palavra aparece

no uso corrente das linguagens (naturais ou formais). Por exemplo,

1 Em alemio, o termo anzahl é usado para designar “nimero cardinal”; enquanto
o termo zahl é usado para designar um qualquer nimero (incluindo nimeros racionais
e negativos). Nao vou seguir esta distincao e vou usar o termo nzimero para simples-
mente designar um qualquer nimero natural, {0, 1, 2, ...}. Nas citacoes d’Os Fundamentos
da Aritmética, a partir da traducao portuguesa, oblitero a palavra “cardinal” sempre
que a considerar desnecessaria.
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alguém que desconhece o significado da palavra “cao” tem de comecar
por analisar frases onde esta palavra € correntemente usada. Frases
do género: “um ciao é um mamifero”, “um cdo é um animal de quatro
patas”, “um cao ladra”, “gosto muito do meu ciao Snoopy”, etc.
A palavra “cao”, por si propria, nada diz acerca do seu significado,
para alguém que a priori desconhece o seu significado.

Consideremos o primeiro principio da distincao entre o que é
objetivo e o que é psicolégico. Quando enunciamos a palavra “cao”,
para muitos de nds nada mais acontece do que uma representaciao
mental individual de uma imagem de um cio, muito provavelmente,
a imagem de um cido que nos seja proximo. Todavia, nada disto
interessa para a determinacao do significado da palavra “cao”.
Se queremos saber o significado da palavra “cao”, temos de distinguir
os aspetos psicologicos (subjetivos) que esse termo pode despertar
em todos noés, mas com significados diferentes, do significado 16gico
(objetivo) que a palavra “cao” podera ter, e que se presume que tera
o mesmo significado para todos nés. Estando Frege preocupado com
o significado das palavras numéricas como “um”, “dois”, etc., ele vai
comecar por analisar o uso que fazemos dessas palavras no contexto
de frases, obliterando o seu significado psicolégico, e verificando a
propria estrutura légica de tais frases.

A distincao entre psicologia e objetividade esta intimamente rela-
cionada com a distin¢ao entre ideias, no sentido de pensamentos e
imagens que ocorrem na mente, e verdade. Podemos ter muitas ideias
que sao falsas; e podem existir muitas verdades que nunca foram
pensadas. Por exemplo, 2+2=5 é uma ideia que ja possamos ter tido,
mas € uma ideia falsa; por sua vez, o teorema de Pitigoras ja era
verdadeiro ainda antes de ter sido formulado pelo proprio Pitagoras.
No trabalho filos6fico ha que manter assim distintos o dominio da
l6gica e o dominio da psicologia. O calculo aritmético é do dominio
da légica; enquanto a psicologia é um estudo da prépria mente e
dos pensamentos que podem ocorrer. A psicologia pode contribuir
para o esclarecimento de como a nossa mente procede num calculo

aritmético ordinario, mas em nada contribuira para justificar ou
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demonstrar por que razdo as proposi¢coes da aritmética sao efetiva-
mente verdadeiras.

O principio da distin¢cdo entre objeto e conceito resulta também
da propria analise da estrutura das frases da linguagem natural.
Como veremos mais a frente, na seccio 3, “Nova logica”, Frege vai
distinguir entre objetos que podem ou nao cair sob conceitos.
Os conceitos sao como propriedades que se aplicam aos objetos que

caem sob eles.

2.Logicismo: destruindo

Na parte destrutiva d’Os Fundamentos, Frege refuta algumas conce-
coes acerca dos numeros. Nomeadamente, desenvolve argumentos

contra o empirismo, a psicologia e o criticismo.

2.1.Antiempirismo e antipsicologia

Frege comeca por refutar a ideia segundo a qual o conhecimento
aritmético € um conhecimento empirico. No seu entender, nio precisa-
mos de recorrer a qualquer experiéncia sensorial para determinar a
verdade das proposicoes aritméticas. Comecemos pela refutacao da
ideia empirista para a matematica segundo a qual os nimeros sio
propriedades dos objetos exteriores.

Suponhamos que entregamos uma pilha de cartas a um nosso
interlocutor e perguntamos-lhe: “qual é o nimero?”, no sentido de
“quantos?”. Varias respostas siao possiveis. O interlocutor pode contar
as cartas e responder “104”, porque foi esse o nimero de cartas que
ele contou. O interlocutor pode contar as cartas e responder “2”,
porque foi esse o nimero de baralhos que ele contou. O interlocutor
pode responder “1”, porque foi simplesmente uma pilha de cartas
que lhe foi entregue. E assim por diante. Por outras palavras, a pergunta

“qual é o numero?” pode ser interpretada de diferentes maneiras
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pelo nosso interlocutor. Nomeadamente, “qual é o nimero de cartas?”,
“qual é o namero de baralhos?”, “qual é o namero de pilhas?”, etc.
A pergunta “qual é o nimero?”, por si s6, nao indica com precisiao
qual a contagem que ele deve efetuar.

Em contraste, se entregarmos a um interlocutor uma camisa branca,
e lhe perguntamos “qual é a cor?”, a resposta sera sempre a mesma
para qualquer interlocutor (que nao tenha distirbios psiquicos a
respeito das cores!): “branco”. Se entregarmos a um interlocutor um
objeto pesado e lhe perguntamos “qual € o peso?”, a resposta sera
sempre a mesma. Em ambas as situacdes, os potenciais interlocutores
saberio determinar qual € a resposta a dar. Em conclusido, se os
numeros fossem uma propriedade dos objetos exteriores, tal como
no caso das cores ou do peso, entdo obteriamos sempre a mesma
resposta perante a pergunta “qual é o nimero?”. Como isso nao é o
caso, os nimeros nio sao uma propriedade dos objetos exteriores.

A objecao anterior, a respeito do empirismo, conecta-se com
a objecdao a psicologia: os nimeros sao uma propriedade dos
objetos exteriores, que depende como o sujeito olha para o objeto.
Ou seja, o numero depende do modo subjetivo como o sujeito olha
para o objeto. Perante uma pilha de cartas, um sujeito pode vé-la
como uma pilha, 2 baralhos, a totalidade de cartas da pilha, etc.
Neste sentido os numeros sao propriedades subjetivas que dependem
da perspetiva que o sujeito tem sobre o objeto. Assim, perante um
mesmo objeto “aglomerado”, diferentes sujeitos podem atribuir
diferentes numeros.

Ora, isto nao é o que acontece no dia a dia. Quando se faz uma
pergunta numérica a alguém sobre um determinado objeto “aglome-
rado”, supomos que existe uma, e uma sO, resposta correta a nossa
pergunta. Ou seja, a pergunta € necessariamente acompanhada com
uma descriciao a respeito da qual é feita a contagem. Perante a pergunta
“quantas cartas existem neste baralho?”, sabendo de antemao que
existem 52 cartas, ficariamos muito surpreendidos se a resposta do
nosso interlocutor fosse “uma”. Portanto, nimeros nio sao proprie-

dades subjetivas que os sujeitos atribuem aos objetos.
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2.2. Anticriticismo

Embora Frege concorde com Kant que o conhecimento geométrico
€ conhecimento sintético a priori, ele nao considera que o conhecimento
aritmético seja também conhecimento sintético a priori, como Kant
defendeu que fosse (ver capitulo 1). Se o conhecimento aritmético
fosse conhecimento sintético a priori, entio esse conhecimento
aplicar-se-ia apenas a estrutura do espaco e do tempo, pois, de acordo
com Kant, sao as formas puras de intuicio — o espaco e o tempo —
que fundamentam esse conhecimento. Frege considera que o conheci-
mento aritmético, além de se aplicar ao espaco e ao tempo, também
se aplica a outros dominios da realidade. O conhecimento aritmético
¢ distinto do conhecimento geométrico e tem um dominio de aplicacao

mais vasto.

[A]s verdades aritméticas regem o dominio do contavel. Este &,
de entre todos, o mais abrangente; pertence-lhe nao apenas o que
¢ real, nem s6 o que é intuivel, mas também tudo o que é pensavel.
Nao sera assim de esperar que as leis dos nimeros estejam na mais

intima das ligacdes com as do pensamento? (Frege, 1992, p. § 14)

No capitulo 1, vimos que Kant introduziu uma distin¢iao entre juizos
analiticos e juizos sintéticos. Recordando, um juizo analitico é um juizo
cujo predicado faz parte do conceito. Por exemplo, no juizo Todos os
bomens sdao mortais o predicado mortal faz parte do conceito homem.

Ora, acontece que ha assercdes que niao obedecem a estrutura
anterior. Por exemplo, a frase “chove ou niao chove” nio tem uma
estrutura kantiana, sujeito-predicado, mas é igualmente uma frase
com uma estrutura importante e corrente no dia a dia. A estrutura
da frase é do género: P ou nao-P. A analise kantiana é insuficiente
para expressar esta frase. No entanto, Frege considera que a estrutura
da frase anterior € analitica. Frege propde assim uma nova definiciao
de verdades analiticas: todas as proposicdes que se derivam de

definicoes e leis logicas gerais.

73



Uma lei ou definicdao légica geral aplica-se a qualquer objeto e
nio pode ser negada. Por exemplo, a afirmacio de que “qualquer
objeto € idéntico a si mesmo” € uma afirmacdao que refere qualquer
objeto atual ou possivel; e é uma afirmacao que nio pode ser negada,
sob pena de entrarmos em contradi¢io. Em contraste com Kant,
Frege vai assim defender que o conhecimento aritmético é conheci-

mento analitico.

3.Nova légica

Até Frege, a Logica era dominada pela Logica Aristotélica, nomeada-
mente, pela teoria do silogismo. A Légica era uma disciplina filosofica
e nao tinha qualquer conexdao com a Matematica. A partir do final
do século XVII, Leibniz inaugura uma abordagem sobre a Ldégica,
chamada matematizacdo da Logica. Um ponto de viragem na Logica,
onde a Matematica aborda o dominio da Loégica. Esta abordagem
atingiu o seu apogeu no século XIX, pelas maos de George Boole e
Gottlob Frege. Frege €é o criador de uma nova légica revolucionaria
que corta definitivamente com a Logica Aristotélica. Begriffsschrift
(1972) (Notagdo Conceptual), publicado em 1879, é a primeira obra
que aborda e procede a uma sistematizacdo formal da Loégica Propo-
sicional e da Légica de Predicados.? Por sua vez, Frege é também o
criador de um novo ramo da Matematica, a Logica Matematica.

Para conseguirmos compreender o logicismo e conseguir formaliza-
-lo minimamente, temos de introduzir algumas no¢des da nova légica

de Frege.

2 Esta nova légica é também abreviadamente designada légica simbélica. No final
do século XIX, a apreciacao da Logica Simbdlica na Academia era assim descrita por
Whitehead: “a logica simbdlica (...) foi rejeitada por muitos légicos sob o argumento
de que o seu interesse é matematico, e por muitos matematicos sob o argumento de
que o seu interesse € 16gico” (Whitehead, 1898, p. vi).
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3.1.Nocoes de logica de primeira ordem

Nomes sao entidades linguisticas e podem ser nomes proprios

ou descricoes definidas.

Exemplos de nomes proprios:
“Frege”
“Kant”

“Joﬁov

Exemplos de descricdes definidas:
“O autor d’Os Fundamentos”
“O prédio mais alto de Nova Iorque”

“O primeiro-ministro de Portugal”

Objetos sdo a contraparte ontolégica dos nomes. Ou seja, objetos
sao entidades referidas por nomes. Basicamente, a respeito dos
exemplos anteriores, esses objetos sao obtidos das expressoes linguis-
ticas anteriores, mas sem as aspas: Frege, Kant, o autor d’Os Funda-
mentos, etc. Note-se que diferentes nomes podem referir um mesmo
objeto, por exemplo, “Alvaro Campos” e “Alberto Caeiro” referem um
mesmo individuo, Fernando Pessoa.

O dominio de quantificacio das proposicoes de logica de primeira
ordem € respeitante a objetos. Na pratica, isto significa que as variaveis
ligadas aos quantificadores universal e existencial sio variaveis a

respeito de objetos (e.g. Ix, Vx).

Predicados siao entidades linguisticas que se obtém pela remocio

de nomes em frases declarativas.

p: “Platao nasceu antes de Frege”
Se em p retirarmos o nome “Platio”, obtemos:

«

Predicado: “_nasceu antes de Frege”.
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Um predicado de primeira ordem ¢é verdadeiro para alguns nomes
e falso para outros. Por exemplo, o predicado anterior é verdadeiro
para o nome “Aristoteles”, mas € falso para o nome “Bertrand Russell”,
pois Aristételes nasceu antes de Frege, mas Bertrand Russell nasceu

depois de Frege.

O grau de um predicado (ou aridade) é determinado pelo nimero

de nomes removidos numa frase declarativa.

Frase: “A relva é verde”

3

Predicado de grau 1: “_¢é verde”.

Frase: “Kant nasceu antes de Frege”

3 ”»

Predicado de grau 2: “_nasceu antes de_".

Frase: “Coimbra esta entre Porto e Lisboa”

3 ”

Predicado de grau 3: “_esta entre _e_".

Conceitos sio a contraparte ontolégica de predicados. Ou seja,
conceitos sio entidades que sio referidas por predicados. Temos de
adotar uma terminologia para designar os conceitos. Os conceitos,
inferidos de predicados respetivos, serao escritos sem as aspas, sem
o “tracinho” e em italico. Por exemplo, designam conceitos as expres-
soOes seguintes: é verde, nasceu antes de, etc. Diferentes predicados

«

podem referir um mesmo conceito, por exemplo, “_est vert” e

“_is green” referem um mesmo conceito, digamos, é verde.

Tal como os predicados, os conceitos sao entidades incompletas,
na medida em que varios objetos podem cair ou nao sob os mesmos.
Os predicados tém um “tracinho” que pode ou nio ser preenchido
por um nome. Analogamente os conceitos podem cair ou niao sobre
objetos. Conceitos de primeira ordem podem também ser vistos como
propriedades a respeito de objetos.3 Por exemplo, o meu gato, sendo

de cor branca, tem a propriedade da brancura.

3 Conceitos podem também ser vistos como fungdes. O dominio é um conjunto de
objetos (no caso de conceitos monadicos), pares ordenados de objetos (no caso de
conceitos diadicos), etc. O contradominio € o conjunto dos valores de verdade, {V, F}.
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Seja o conceito F

F: nasceu antes de Frege.

Sob o conceito F caem varios objetos, como, por exemplo, Kant,

Platio e Aristoteles.

i l !

Kant Platio  Aristételes ...

E ha muitos outros objetos que nao caem sob o conceito F, como,

por exemplo, Karl Popper, Bertrand Russell, etc.

Extensiao de um conceito ¢ o conjunto de objetos que caem sob
esse conceito.* A extensio de um conceito é um objeto. Usamos uma
descricao definida para referir uma extensio, designadamente,
“a extensao do conceito F”. Todo o conceito tem uma extensao.
Mesmo um conceito sob o qual nao caia qualquer objeto, tem uma
extensao que € o conjunto vazio.

Recuperando o exemplo anterior, a extensao do conceito nasceu
antes de Frege é o conjunto de pessoas que nasceu antes de Frege,
designadamente, {Kant, Platao, Arist6teles, ...}. Importa salientar que
neste exemplo estamos perante trés entidades distintas: 1) o conceito
nasceu antes de Frege; 2) os objetos que caem sob o conceito, designa-
damente, Kant, Platao, Aristoteles, ...; 3) a extensao do conceito,
isto é, o conjunto de pessoas que cai sob o conceito nasceu antes

de Frege, {Kant, Platio, Aristételes, ...}.5

4 Ha autores que, em vez do termo conjunto, utilizam outros termos como classe,
aglomerado, colegdo, etc.

5 Nio é claro em Frege que uma extensdo de um conceito F seja o conjunto de
objetos que cai sob o conceito F. Para Frege, na verdade, as extensdes de um conceito
sdo o “curso de valores” de uma funcao, ou seja, o conjunto de valores da funcao
para cada argumento-objeto da funcdo. Este aspeto exegético nao é importante para
a exposicao e a analise deste capitulo.
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Como veremos mais a frente, a introduciao da expressio “extensio
do conceito” vai-se revelar desastrosa no projeto logicista, conduzindo
a uma inconsisténcia. No entanto, Frege introduz esta nocio n’Os Funda-
mentos com uma grande ligeireza, sem atribuir importancia ao seu
significado: “[n]esta definicio pressupusemos como conhecido o
sentido da expressao ‘extensio do conceito’” (Frege, 1992, p. § 107).
Esta desvalorizacao do verdadeiro significado da expressao “extensao
do conceito” decorre de que era corrente o uso desta expressio na
Logica do tempo de Frege. Na verdade, o seu uso remonta a Idade
Média. Numa das obras mais importantes de Logica, pos-Aristoteles,
A Logica ou a Arte de Pensar, publicada no séc. XVII, Antoine Arnauld
e Pierre Nicole (1683/2016) fazem uso dessa noc¢ao, embora de forma
ligeiramente diferente do uso que Frege faz dessa expressao. N’Os Fun-
damentos a expressiao “extensio do conceito” é assim um termo
primitivo, que Frege nio esclarece de todo. Mais tarde, no Grundgesetze

der Arithmetik, a definicao deste termo vai originar uma inconsisténcia.

3.2.Nocoes de logica de segunda ordem

As nocoes logicas que vimos na seccio anterior sao todas respei-
tantes a chamada logica de primeira ordem. Introduzamos agora

algumas nocoes da chamada l6gica de segunda ordem.

Predicados de segunda ordem sao entidades linguisticas que se
obtém pela remocao de predicados de primeira ordem em frases

declarativas.

Conceitos de segunda ordem sao entidades referidas por predica-
dos de segunda ordem. Conceitos de segunda ordem podem ser vistos
como propriedades de propriedades a respeito de objetos. Vamos adotar
a terminologia de referir estes conceitos pelos paréntesis retos [F].
O dominio de quantificacdo das proposicdes de logica de segunda-

-ordem é sobre conceitos. Em termos formais, isto significa que as
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variaveis ligadas aos quantificadores universal e existencial podem
ser varidveis a respeito de conceitos (e.g. IF, VF).
Consideremos concretamente a no¢ao de existéncia, por intermédio

de um exemplo.

Frase: “Existem homens”.

Seja o predicado de primeira ordem “_é homem”, correspon-
dente a expressio na frase “homens”;

Retirando na frase o predicado “_é homem”, correspondente
a expressiao na frase “homens”, obtemos o predicado de
segunda ordem “existe_”, correspondente a expressiao na
frase “existem”.

Seja o conceito F

F: é hbomem

Formalizacao: 3Ix Fx

Retirando a formalizacao o conceito F, obtemos o conceito
de segunda ordem [P]: [existe]

[P]: Ax x

Sob o conceito [P] caem varios conceitos de primeira ordem.

Por exemplo:
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E ha muitos outros conceitos de primeira ordem que nio caem
sob o conceito [P], como, por exemplo, é marciano, é unicornio,
etc., na medida em que, supostamente, nenhum objeto caira sob
estes conceitos.

A nocio de existéncia é um conceito de segunda ordem. Quando
afirmamos que “existem homens”, nao estamos a dizer nada acerca
de homens particulares, digamos, “Pedro tem a propriedade de
existir”. A afirmaciao “existem homens” é acerca do proprio conceito
genérico é homem, nomeadamente, que esse conceito tem a proprie-
dade de ter exemplares. A noc¢ido de existéncia define-se para Frege

nos termos seguintes:

O conceito de segunda ordem, [existe], 3, sob o qual cai um
conceito de primeira ordem G se, e s6 se, pelo menos um objeto

cai sob G.

Extensio de um conceito de segunda ordem é a coleciao de
conceitos de primeira ordem que cai sob esse conceito. A extensao
de um conceito de segunda ordem é novamente um objeto. No exemplo
anterior, a extensao do conceito [P] € o conjunto de conceitos que cai

sob o conceito [P], designadamente, {¢ mamifero, é vegetal, é animal, ...}.

Frege admite outras ordens superiores a segunda, mas para anali-
sarmos a edificacio do projeto logicista sao suficientes as duas

primeiras ordens.

4.Logicismo: construindo

A partir do paragrafo § 55 d’Os Fundamentos ha um corte abrupto
na redacao levada até entao. Frege para de criticar outros fil6sofos
e outras concecdes. Inicia-se a parte construtiva do livro. Avanca a
sua proposta, que se prolonga até ao final do livro — § 109. Sao estes

cerca de 50 paragrafos que vao ser um ponto de viragem na filosofia
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e nos fundamentos da matematica. Vao influenciar toda a investigaciao

no século XX.

4.1. Atribuicoes de numeros

Consideremos as assercoes numéricas seguintes:

a) A pilha tem 52 cartas.
b) A Terra tem uma lua.

c¢) Vénus tem zero luas.
d) A carruagem do imperador é puxada por quatro cavalos.

De acordo com Frege, o conteido de assercoes numéricas deste

género sao assercOes acerca de conceitos. Brevemente:

Em a) atribuimos o nimero 52 ao conceito é carta numa pilha;
Em b) atribuimos o namero 1 ao conceito é lua da Terra,;
Em c¢) atribuimos o nimero 0 ao conceito é lua de Vénus;

Em d) atribuimos o nimero 4 ao conceito é cavalo que puxa

a carruagem do Imperador.

A formalizacao da frase “Vénus tem zero luas” é a seguinte:

Seja o conceito F

F: é lua de Vénus.
Formalizacio: -3x Fx (equivalente a Vx —Fx).

A formalizaciao da frase “A Terra tem exatamente uma lua” é a

seguinte:
Seja o conceito F
F: é lua da Terra.
Formalizacido: 3x (Fx AVy (Fy — y = x))

Consideremos a frase: “a Terra tem exatamente duas luas”.
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Seja o conceito F
F: é lua da Terra.

Formalizacdo: 3x3y (Fx N Fy Ax # y AVz (Fz > (z=xV z =))))

Estas formaliza¢cdes podem ser prolongadas indefinidamente.

Frege (1992, p. § 57) segue a ideia de Leibniz, segundo a qual
definindo os nameros 0 e 1, e 2 noc¢do de sucessor, entao podemos
automaticamente derivar todos os restantes nimeros. Para o efeito,

Frege considera as trés condicdes seguintes:

1) O nimero 0 vem para o conceito F se, para todo o a, a nio
cai sob F.

2) O nuimero 1 vem para o conceito F se nio € o caso que para
todo o a, a nao cai sob F; mas é o caso que se a cai sob Fe b
cai sob F, entao a e b sio o mesmo.

3) O nimero n+1 vem para o conceito F se existir um objeto a
que caia sob F, tal que o nimero 7# vem para o conceito cai

sob F mas nao € a.

A proposicao 3) é um procedimento recursivo, que permite definir
um numero a custa do anterior. Formalmente, este procedimento

recursivo expressa-se da maneira seguinte:

Jox Fx significa que “nao existem x tal que Fx” e define-se
por ~3x Fx
3,4+1x Fx significa que “existem exatamente n+1 x, tal que

Fx” e define-se por 3x (Fx A3y (Fy A x = y))

Aplicabilidade
A partir destas definicdes é possivel provar diferentes proposicdes
aritméticas, sem ter de invocar qualquer vocabulario matematico,

recorrendo unicamente a nocoes de logica. Por exemplo:

3+2=5
[F3x Fx A Jox Gx A =3x (Fx A Gx)] — Isx (Fx V Gx)
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Um problema central para qualquer filosofia da matematica é
explicar por que razao a matemadtica (aritmética) se aplica ao mundo
fisico? Este exemplo serve para ilustrar a aplicabilidade da aritmética
ao mundo fisico. A proposicao “3+2=5” pode ser uma aplicacio de
que se 3 peras na mesa de Napoleao forem adicionadas a 2 macas
na mesa de Napoledo, entio obteremos 5 frutos que podem ser macas
ou peras na mesa de Napoleao. Formalmente, a explicacio é a seguinte.
Se ha exatamente trés objetos que caem sob o conceito é pera na
mesa de Napoledo e ha exatamente dois objetos que caem sob o
conceito € macd na mesa de Napoledo e nio hia qualquer objeto que
simultaneamente caia sob o conceito é pera na mesa de Napoledo e
sob o conceito é macd na mesa de Napoledo, entao ha exatamente
cinco objetos que caem sob o conceito é macd na mesa de Napoledo
ou sob o conceito é pera na mesa de Napoledo.

A aplicabilidade da aritmética ao mundo fisico é possivel, porque
cada um dos conceitos anteriores cai sob um conceito numérico
respetivo. Por exemplo, o conceito é pera na mesa de Napoledo cai
sob o conceito de segunda ordem [trés]. Seja trés* o facto fisico de
que existem trés peras na mesa de Napoleio. Pondo tudo junto,
existem trés* peras na mesa de Napoledao (um facto fisico) que caem
sob o conceito é pera na mesa de Napoledo; por sua vez, o conceito
é pera na mesa de Napoledo cai sob o conceito de segunda ordem

[trés] (um facto matemitico). Conclusido: trés* se, e s6 se, [trés].0

Abstragado

Diz-se que um procedimento é abstrativo quando se extrai uma
propriedade comum de varias coisas diferentes. Por exemplo, apos
observar varias bolas de tons de vermelho, posso extrair a ideia abstrata
de vermelbo. A ideia abstrata de vermelbo é obtida por abstracao a partir
de varios objetos observados — uma abstracdo objetal. Neste caso,
a propriedade é vermelbo é a propriedade comum a todas as bolas

observadas. Por sua vez, uma abstraciao diz-se abstracdo conceptual

% Mutatis mutandis, o mesmo se segue para o caso das duas macas.
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quando abstraimos uma ideia a partir de conceitos. Por exemplo,
a ideia de existéncia é extraida da constatacio de que € uma proprie-
dade comum a todos os conceitos sob os quais caem objetos. Frege é
hostil a abstra¢ao objetal e vai adotar a abstra¢io conceptual.

Podemos agora compreender melhor por que razio Frege rejeita
a ideia de que os numeros possam ser uma propriedade de objetos
exteriores e qual €, concretamente, a sua proposta alternativa. Os nime-
ros ndo siao alcancados por abstracio a partir de objetos, mas sim
por abstracdo a partir de conceitos. Os numeros individuais vém para
conceitos, ou seja, os numeros sao atribuidos a conceitos, os quais
caem sobre objetos respetivos. Por exemplo, o nimero “um” € uma
propriedade do conceito é primeiro-ministro de Portugal e de todos
0s outros conceitos que caem sobre um unico objeto. Por abstracao
conceptual extrai-se assim a ideia de que o nimero “um” é a proprie-
dade comum a todos os conceitos que caem sobre um Gnico objeto.
Ressalva-se, no entanto, que este exemplo € apenas ilustrativo de
uma abstraciao conceptual. Mais a frente, veremos que, na verdade,
os numeros sio extensdes de conceitos de segunda ordem, ou seja,
0os numeros sao objetos e nao propriedades.

Em suma, o conhecimento aritmético dos nimeros individuais e
das proposicoes de aritmética em geral € alcancado por abstracio a
partir de nocdes de logica. Mais a frente, aquando do principio de

Hume, voltaremos a este assunto.

4.2.Primeira tentativa de definicao dos numeros individuais

Para quem 1é Os Fundamentos, e chegado a esta parte da obra,
acredita que Frege mais nada terd a acrescentar ao seu projeto
logicista. Aparentemente, o projeto logicista encontra-se concluido.

«

Primeiro, os ndmeros “zero”, “um”, “dois”, etc., definem-se pelo
procedimento recursivo acima. Segundo, as defini¢cdes dos nimeros
foram estabelecidas seguindo o principio do contexto, o principio

segundo o qual para conseguirmos uma definicio dos numeros
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devemos analisar o uso ordinario dos nimeros em assercoes numé-
ricas. Finalmente, através das defini¢cdes numéricas podemos provar
inimeras proposicdes da aritmética do dia a dia. Mais a frente,
veremos que, na verdade, Frege rejeita a ideia de que os numeros
possam ser definidos desta maneira.

Analisemos com cuidado o caminho até agora percorrido. Esta tenta-
tiva de definicao dos nimeros foi obtida removendo o conceito de
primeira ordem F, nas formalizacdes acima. O resultado desta remocao
foi a obtencido de conceitos de segunda ordem, sob os quais caem
conceitos de primeira ordem. Portanto, os nimeros acabam por ser
definidos como sendo conceitos numéricos de segunda ordem, por

intermédio das formulas seguintes:

(i) 0=-39x «x

() 1=3x(xAVYy (y >y =x)

(i) 2=3x3Fy (x AN Yy Ax 2y AVz(z—> (z=xV z=1y)))
..
(n) n

Ax (x Ay (Y Ax =)

Podemos interpretar (i) como sendo o conceito de segunda ordem,
sob o qual caem conceitos de primeira ordem, como, por exemplo,
é marciano, é unicornio, é ferro de madeira, etc. Ou seja, em (i) caem
todos os conceitos de primeira ordem para os quais nao cai qualquer
objeto. [Zero], 0, € o conceito de segunda ordem, sob o qual caem todos
os conceitos de primeira ordem, nos quais ndo cai qualquer objeto.

Uma analise semelhante pode ser feita relativamente a (i) e (iii):

— Em (ii) caem todos os conceitos de primeira ordem para os quais

cai exatamente um objeto. [Um], 1, é o conceito de segunda
ordem, sob o qual caem todos os conceitos de primeira ordem,
nos quais cai exatamente um objeto.

— Em (iii) caem todos os conceitos de primeira ordem para os

quais caem exatamente dois objetos. [Dois], 2 é o conceito de
segunda ordem, sob o qual caem todos os conceitos de primeira

ordem, nos quais caem exatamente dois objetos.
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As proposicoes (i)-(n) siao assim propriedades de conceitos de
primeira ordem.

Antes de avancarmos razdes para a rejeicao destas definicoes,
importa dar uma pista que aponta para que algo esta incorreto nesta
definicao dos nameros. As formalizacoes (i)-(n) sao conceitos de
segunda ordem, mas que nido siao as referéncias respetivas para os
predicados numéricos que habitualmente usamos: “zero”, “um”, “dois”,
etc. Rigorosamente, (i)-(n) sao conceitos de segunda ordem correspon-

dentes aos predicados de segunda ordem seguintes:

(i) “existem exatamente 0 x’s tais que _x”
(ii) “existe exatamente 1 x tal que _x”

(iii) “existem exatamente 2 x’s tais que _x”
..)

(n) “existem exatamente n x’s tais que _x”.

Esta tentativa de definicio dos nimeros € incorreta por duas razdes.
Primeira, as proposi¢des (i)-(n) sdo incapazes de analisar identidades

numéricas (e desigualdades numéricas) como, por exemplo:

a) “O numero de torres brancas do xadrez ¢é igual ao nimero de

bispos brancos do xadrez”.

Podemos, por exemplo, ser tentados a formalizar a frase a) de

diferentes maneiras, mas todas erradas.

Dicionario:
F: é torre branca do xadrez.

G: é bispo branco do xadrez.

dox Fx = dyx Gx

Esta formalizacao é sem sentido, uma vez que os conceitos F e G

sao conceitos diferentes
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dox Fx N dox Gx

Esta formalizacao também nio é adequada, porque falha em expri-
mir o significado da identidade. Na verdade, a formalizacao acima é
uma formalizacao da frase “Existem exatamente duas de torres brancas
do xadrez e existem exatamente dois bispos brancos do xadrez”.

Segunda, as proposicoes (i)-(n) sao conceitos de segunda ordem.
Frege insiste que os nameros sao objetos autbnomos e nao sao concei-
tos. Veremos mais a frente, na subseccio 4.7, que Frege vai definir
os numeros individuais como extensdes de conceitos (relembre-se
que as extensoes de conceitos sao objetos autonomos). Precisamente
os nameros individuais vdo ser definidos como sendo extensoes de
conceitos de segunda ordem. Em particular, o nimero individual 0
vai ser a extensao do conceito definido por (i), o nimero individual

1 vai ser a extensao do conceito definido por (ii), e assim por diante.

4.3.Numeros siao objetos e nido conceitos

Consideremos novamente as frases:

a) A pilha tem 52 cartas.
b) A Terra tem uma lua.
¢) Vénus tem zero luas.

d) A carruagem do imperador é puxada por quatro cavalos.

Nestas frases, do dia a dia, os numeros siao utilizados como adje-
tivos. Ou seja, os nimeros siao atribuicdes de conceitos. Sao proprie-
dades que se atribuem a determinados conceitos. Algo analogo as
frases seguintes: em “a relva é verde”, a verdicidade é uma propriedade

)
que se atribui a relva; “Socrates é sabio”, a sapiéncia ¢ uma propriedade
que se atribui a So6crates.

Frege considera que os nimeros sio objetos autonomos. De acordo

com um principio que enuncidmos no inicio deste capitulo, objetos
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sao entidades distintas de conceitos. Consideremos a frase “Jupiter
tém quatro luas”. Nesta frase, tal como nas frases anteriores, parece
que estamos a atribuir o nimero quatro ao conceito é lua de Jipiter.
Todavia, esta atribuicdo é incorreta e decorre da forma como formu-
lamos as frases do dia a dia. Com vista a verificar o caracter “objetual”
das palavras numéricas, a frase anterior deve ser reescrita da seguinte
forma: “o nimero das luas de Jupiter é quatro”. E a mesma reescrita

deve ser realizada para as frases anteriores:

a) O namero de cartas da pilha é 52.

b) O numero de luas da terra é um.

¢) O numero de luas de Vénus é zero.

d)O numero de cavalos que puxa a carruagem do imperador

€ qua tro.

Objecao. Numa parte introdutéria deste capitulo afirmou-se que,

«

em frases do género “a relva é verde”, “_é verde” é um predicado de

primeira ordem que designa o conceito de primeira ordem é verde.

» o«

Do mesmo modo, nas frases acima “_é 527, “_é um”, “_é zero”,

“_€ quatro” também parecem ser predicados de primeira ordem que
designam conceitos de primeira ordem. Ou seja, aparentemente,
e contrariamente ao que Frege defende, as palavras numéricas serdo
conceitos de primeira ordem!

A objecao anterior faz uma interpretaciao incorreta a respeito das
frases em analise: interpreta a copula “é” como sendo um elemento
de um predicado. Mas esta interpretacao é incorreta. Nas frases a)-d)
o “é” tem o mesmo sentido de “é igual”, equivalente ao simbolo “=",
e niao tem o mesmo sentido que, por exemplo, “a relva é verde”.

«

Na frase “a relva é verde”, “_é verde” € um predicado de primeira
ordem que refere um conceito de primeira ordem é verde. Isso nio

€ 0 caso nas asser¢cdes numéricas acima.

Encontramo-nos assim perante uma igualdade que afirma

que a expressio “O numero de luas de Jupiter” designa o
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mesmo objeto que a palavra “quatro”. E a igualdade é a forma
dominante na Aritmética (Frege, 1992, p. § 57).

Este passo é crucial no projeto logicista. Frege vai definir os
nimeros por intermédio da nocio de igualdade.”

Frege insiste que os nimeros nao sao conceitos, mas sim objetos
autonomos: “cada numero individual é um objeto auténomo” € o
subtitulo do paragrafo §55. Um qualquer objeto tem a propriedade
da identidade e, como tal, pode ser continuamente reconhecido.
O argumento de Frege para o caracter “objetual” dos nimeros é de
que os numeros fazem parte de equacdes. Ou seja, os nimeros fazem
parte de identidades e conseguimos reconhecé-los continuamente.
Por exemplo, em 3+2=5 reconhecemos o mesmo objeto em ambos
os lados da igualdade, mas referido por dois nomes diferentes (Kenny,
2000, p. 84).

4.4.Igualdades numéricas

Com vista a uma formaliza¢do 16gica das igualdades numéricas,
consideremos o exemplo seguinte. Dado um conjunto de facas e
garfos, para sabermos se o numero de facas é igual ao nimero de
garfos, podemos alinhar as facas aos garfos. Se nesse alinhamento
nenhuma faca ou garfo restar, entio o numero de facas € igual ao
numero de garfos. Esta correspondéncia chama-se correspondéncia
biunivoca (um a um): as facas ficam numa correspondéncia biunivoca

com os garfos.

7 Para Frege os termos igualdade e identidade sio intersubstituiveis: “Se se diz
tal como Leibniz, ‘idéntico’ ou o mesmo, ou se se diz ‘igual’ é irrelevante” (Frege 1992:

§ 65).
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Principio de Hume®

Sejam F e G dois conceitos. O nuimero que vem para o
conceito F é igual ao nimero que vem para o conceito G se,
e so se, existe uma correspondéncia biunivoca entre F e G.

#x Fx = #x Gx & F = G

Correspondéncia biunivoca

Sejam F e G dois conceitos. Uma correspondéncia biunivoca
entre F e G define-se por existir uma relacio R tal que cada
objeto que cai sob F relaciona-se por R com um unico objeto
que cai em G, e reciprocamente. Diz-se que F e G sao equi-
NUMEricos.

AR [Vx (Fx — 31y (Rxy A GY)) A Vy (Gy — J1x (Rxy N Fx))].

-

O principio de Hume é um principio de abstracdo. Diz-se que
dois conceitos sio equivalentes se forem equinuméricos. Temos a
seguinte defini¢io: um conceito F é equivalente a um conceito G se
existe uma correspondéncia biunivoca, um a um, entre os objetos
que caem sob o conceito F com os objetos que caem sob o conceito
G. Assumindo entao que dois conceitos sao equivalentes, podemos
extrair desta equivaléncia conceptual a ideia de que nimeros iguais
vém para esses dois conceitos. Estamos a reafirmar o que foi referido
no fim da sec¢ao 4.1. A nocao de miimeros iguais é obtida por

abstracdo a partir de conceitos e nio de objetos.

4.5.0 problema de Julio César

O problema que agora se levanta é de que o principio de Hume
apenas se verifica se em ambos os lados da igualdade, “#x Fx = #x Gx”,
aparecer um numero, digamos, “nimero de mandamentos biblicos =

numero de dedos das maos”, mas o principio de Hume, por si sO,

8 A cunhagem do principio com o nome de Hume decorre de Frege citar uma
passagem do Tratado da Natureza Humana, de David Hume (1739/2012), quando
introduz este principio n’Os Fundamentos da Aritmética. Ver Frege (1992, p. § 63)
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nio impede ter um nimero de um dos lados da igualdade e um
qualquer nome do outro lado da igualdade, digamos, “10 = Julio
César”. Por outras palavras, “o nimero que vem para o conceito
F = Julio César”. Pois, quer “10”, quer “Julio César” sao nomes e como
tal podem aparecer em ambos os lados da igualdade. Formalmente,
o principio de Hume ¢é incapaz de avaliar proposi¢cdes da forma
“#x Fx = t”, onde t nio é dado na forma “#x Gx”. Este é o chamado
problema de Jiilio César.

O problema de Julio César levanta-se porque o principio de Hume
¢ uma definicdo contextual de nimero. O principio nao define
explicitamente “o nimero que vem para o conceito F”. Em vez disso,
intuitivamente pressupde que “o0 nimero que vem para o conceito
F = t, onde t é um termo que designa um numero”.

Intuitivamente, nao confundimos nimeros com o préprio Julio
César. Ou seja, diriamos que a afirmacido “o nimero que vem para
o conceito F = Julio César” é uma afirmacao falsa, porque pessoas
nao sao numeros. No entanto, a analise que estamos a realizar € feita
no dominio da légica e ndo no dominio das intuicdes nem das
impressoes sensoriais que possamos ter relativamente a nimeros ou
pessoas. O principio de Hume € consistente com a ideia de que os
numeros podem ser idénticos a qualquer outro nome como “Jalio
César”, “Joao”, “Lisboa”, etc. Assim, o principio de Hume carece de
uma definicdo alternativa de nimero, nomeadamente, uma defini¢cio

explicita de nimero que impossibilite que tal coisa aconteca.

4.6.Definicao explicita de nimero

Para ultrapassar o problema de Julio César, Frege propde uma

definicao explicita da expressao “o nimero que vem para o conceito F”.

Definicdao explicita de niimero
O numero que vem para o conceito F = a extensdo do conceito

equinumérico com F.
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Nao ha qualquer circularidade nesta definicio. O termo “nimero”
aparece no lado esquerdo da igualdade, mas nio aparece no lado
direito da igualdade (note-se que a nocao equinumérico foi definida
atras e igualmente nio depende do termo “numero”).

O problema de Julio César também fica dissolvido. Julio César
nio € uma extensao de um conceito. Julio César ¢ um objeto que
cai sob conceitos. Uma extensio de um conceito é um conjunto de
objetos que caem sob um conceito. Um objeto que cai sob um conceito
niao € a mesma coisa que um conjunto de objetos.

Para compreendermos um pouco melhor esta definicio explicita
de numero, e antes de vermos como a mesma ¢ utilizada para a
definicio dos ndameros individuais, consideremos um exemplo simples
do dia a dia.

Seja o conceito F, é naipe num baralbo de cartas. Sob o conceito

F caem exatamente quatro objetos:

F

ol
o H VYV ¢

O conceito F, é naipe num baralbo de cartas, é equinumérico com
o conceito G é lua de Jupiter, na medida em que caem exatamente
quatro objetos sob o conceito G. Os objetos que caem sob cada um
dos conceitos podem ser colocados numa relag¢iao biunivoca. Ou seja,

os naipes de um baralho de cartas podem ser colocados numa

correspondéncia biunivoca com as luas de Jupiter. Por exemplo:

é naipe de cartas é lua de Jupiter
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O conceito F é equinumérico com muitos outros conceitos sob
0s quais caem quatro objetos, como, por exemplo, é torre no jogo de
xadrez, é estacdo do ano, é pata de cavalo, etc. Consideremos agora
todos os conceitos sob os quais caem quatro objetos: é naipe num
baralbo de cartas, é torre no jogo de xadrez, é lua de Jupiter, é estacdo
do ano, é pata de cavalo, etc. Estes conceitos caem todos sob o
conceito de segunda-ordem [é equinumérico com o conceito é naipe
num baralbo de cartas]. Designemos este conceito de [quaternidade].
O conceito [quaternidade] é o conceito de segunda ordem, sob o
qual caem todos os conceitos de primeira ordem, sob os quais caem
quatro objetos. O nimero quatro € assim simultaneamente definido
como sendo o conjunto de conceitos que tém a propriedade de quater-
nidade {é naipe num baralbo de cartas, é torre no jogo de xadrez,
€ lua de Jupiter, é estacdo do ano, é pata de cavalo, ...} e como sendo

a extensao do préprio conceito de segunda ordem [quaternidade].

[quaternidade]

l !
Ll Ll Ll
4 & 9V 9 o o e @

4.7.Definicao dos numeros individuais

Podemos agora definir cada numero individual. Frege segue o
procedimento de Leibniz de definir todos os nimeros naturais a
partir dos nimeros 0 e 1. Para o efeito define primeiro o nimero 0,
depois define o que se entende por um nimero ser sucessor a outro
e, por fim, define o nimero 1. Os restantes nimeros definem-se a
partir das caracteriza¢oes estabelecidas para 0 e 1, aplicando a defini-
¢ao de sucessor em cada passo.

Para o nimero zero temos de pensar num conceito l6gico, sob o

qual nenhum objeto caia sob o mesmo.
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Consideremos o conceito F

F: é desigual a si mesmo.

Ora, niao cai nenhum objeto sob este conceito na medida em que
nenhum objeto € desigual a si mesmo. 0 € o nimero que vem para
o conceito é desigual a si mesmo. O mesmo acontece para a extensio
deste conceito. Nenhum objeto pertence a extensio do conceito é
desigual a si mesmo. A extensio do conceito é desigual a si mesmo
€ um conjunto vazio. Antes ainda de estabelecer a definicao de zero,
importa fazer duas notas a respeito do conceito é desigual a si mesmo.

Primeira, poder-se-ia considerar outro qualquer conceito alternativo
sob o qual nio cai nenhum objeto como, por exemplo, é unicérnio,
é marciano, etc. No entanto, Frege prefere considerar o conceito
é desigual a si mesmo, porque este € um conceito inteiramente definido
por termos légicos. E uma verdade analitica que é conhecida a priori.

Segunda, quando se afirma que “nenhum objeto é desigual a si
mesmo”, o termo “nenhum” parece ser sinénimo do termo “zero”.
Nio sera esta definicao circular? Nao, na medida em que ha formulacoes
equivalentes que contornam essa aparente circularidade. Por exemplo,
uma formulac¢io equivalente a “nenhum objeto é desigual a si mesmo”
€ a seguinte: “o que quer que seja x, ndo € O caso que X nao seja
igual a x”. Nesta reformulacio, nio existe nenhum termo que pareca
ser sinonimo de “zero”.

Consideremos agora o conceito de segunda ordem [é equinumérico

com o conceito é desigual a si mesmo]:

O nudmero 0 é definido como sendo a extensao do conceito
de segunda ordem [é equinumérico com o conceito é desigual

a si mesmol.

Pertencem a esta extensiao todos os conceitos que satisfazem a
féormula —3x Fx. Ou seja, todos os conceitos sob os quais ndo cai
qualquer objeto.

Em seguida, estabelece-se uma definicao para sucessor.
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Diz-se que 7 segue imediatamente a m na sucessio de nimeros

naturais:

Ha um conceito F e um objecto x que sob ele cai, de tal
modo que o nimero que vem para o conceito F é n e que o
ndmero que vem para o conceito que cai sob F, mas ndo é

igual a x é m. (Frege, 1992, p. § 76)

Seja Smmn: “n é sucessor de m”.

Smn: AF Ax [Fx N n = #u Fu N m = #u (Fu N u = x)|

Consideremos uma aplicacio desta definicio de sucessor, num
caso do dia a dia, para mostrar que, por exemplo, 4 € o sucessor de
3. Seja o conceito é lua de Jupiter e um objeto que cai sob este

conceito, e.g. Calisto:

Ha um conceito, é lua de Jupiter, e um objeto que cai sob o
conceito, Calisto, de tal modo que o nimero que vem para
o conceito é lua de Jipiter € 4, e 0 nimero que vem para o
conceito [cai sob é lua de Jupiter, mas ndo é igual a Calisto]
€ 3.

Consideremos agora novamente os numeros. Queremos mostrar
que 1 € o sucessor de 0. Para tal consideremos o conceito é idéntico
com 0. Sob este conceito s6 cai um, e um s6, objeto, 0. Portanto,
o numero 1 é o nimero que vem para o conceito é idéntico com 0.

Aplicando a definicdo Smn, resulta:

Ha um conceito, é idéntico com 0, e um objeto que cai sob
o conceito, 0, de tal modo que o numero que vem para o
conceito é idéntico com 0 é 1, e o nimero que vem para o

conceito [cai sob é idéntico com 0, mas ndo é igual a 0] é 0.

1 é o numero que vem para o conceito é idéntico com O.

O numero 1 é definido como sendo a extensiao do conceito
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de segunda ordem [é equinumérico com o conceito é idéntico

com O0].

Pertencem a esta extensao todos os conceitos que satisfazem a
formula 3x (Fx A Vy (Fy — y = x)). Ou seja, todos os conceitos sob
0s quais caem um, € um soO, objeto.

Aplicando novamente a definicio Smn, obtém-se a definicao de 2:

2 é o numero que vem para o conceito é idéntico a O ou 1.
O numero 2 é definido como sendo a extensao do conceito
de segunda ordem [é equinumérico com o conceito é idéntico

a 0 ou 1].

E assim por diante.

Podemos considerar que, armados com a definicio de sucessor
(Smn) e tendo elucidado os numeros 0 e 1, entio os nimeros naturais
estio automaticamente todos definidos. Ou seja, n € nimero natural
se aplicarmos 7 vezes a definicao de sucessor, partindo da caracteri-
za¢ao dada para o numero 0. O problema é que esta definicao de
numero natural, digamos, “tosca”, é circular: o termo “n” aparece
simultaneamente como definiendum (o que se quer definir) e definiens

(o que a define).

4.8.Definicao de nimero natural

A definicao de numero natural requer que introduzamos primeiro
a definicao de propriedade bereditdria numa sucessio. Por exemplo,
dizemos que a propriedade humanidade é hereditaria na sucessao
de seres humanos, na medida em que a crianca herda a propriedade
de humanidade dos seus pais. Ou seja, a propriedade humanidade
é propriedade comum a todos os seres humanos, supondo que os

seres humanos constituam uma sucessao de individuos.
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A definicao geral de hereditariedade é a seguinte. Uma propriedade
¢ hereditaria numa sucessio, quando para qualquer objeto d, se a
propriedade pertencer a d, entao essa propriedade pertence a qualquer
outro objeto com o qual d se relacione nessa sucessiao.

Em termos de uma sucessao de numeros, a propriedade de

hereditariedade define-se na proposicio seguinte.

Sempre que x cai sob o conceito F e y € o sucessor de x,
entdo y cai também sob o conceito F.

Seja Her (F): o conceito F é hereditario relativamente ao
sucessor.

Her (F): Vx Vy [(Fx N Sxy) — Fy)l

Podemos agora estabelecer uma definicio de nimero natural.

Diz-se que k& é um numero natural se tiver todas as proprie-
dades hereditarias tidas por 0.

VF [(FO A Her (F)) — Fk]

Pondo tudo junto:
k é um nimero natural se, e s6 se, VF [(FO AN Vx Vy ((Fx A

Sxy) — Fy)) — FR]

Consideremos duas observacoes relativamente a definicio de nimero
natural. Primeira, a definicio é uma férmula de l6gica de segunda
ordem, na medida em que a quantificacio universal incide sobre um
conceito de primeira ordem. Segunda, a definicio nao é circular.
A nocio de numero natural apenas aparece do lado esquerdo da
definicdo. Terceira, no entanto, o conceito F pode ser o proprio conceito
é nuimero natural, pois a quantificacio é a respeito de qualquer
conceito. Neste sentido a definicio é impredicativa. Uma definicao
diz-se impredicativa quando o dominio de quantificacao inclui a

propria entidade que se esta a definir.
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5. Paradoxo de Russell

Em As Leis Bdsicas da Aritmética, Frege tenta elucidar a nocao
de extensdo de um conceito, que n’Os Fundamentos da Aritmética é

assumida como sendo um termo primitivo.

Lei Basica V

Sejam dois conceitos F e G. A extensdo do conceito F € igual
a extensdao do conceito G, se e s6 se, todos os objetos que
caem sob F sio exatamente os mesmos objetos que caem
sob G.

{x: Fx} = {x: Gx} < Vx (Fx—Gx)

Posteriormente, Frege deriva o Principio de Hume da Lei Basica
V. A Lei Basica V ancora-se na nocao de extensio de um conceito,
em particular, na assuncio de que todos os conceitos tém uma
extensao. Russell mostra que a nocio extensdo de um conceito gera
uma inconsisténcia. Consequentemente, a Lei Basica V gera uma
inconsisténcia que arruina o sistema logicista.

O paradoxo de Russell pode ser introduzido por uma versio do
chamado paradoxo de Grelling-Nelson. Ha conjuntos que sio membros
de si proprios. Por exemplo, o conjunto de pentassilabos, tem como
elementos todas as palavras constituidas por cinco silabas. A prépria
palavra “pentassilabo” faz parte deste conjunto, pois é formada por

cinco silabas.

Pentassilabo = {pentassilabo, democracia, classificado, ...}

Ha conjuntos que niao sao membros de si proprios. Por exemplo,
o conjunto de monossilabos tem como elementos todas as palavras
constituidas por uma unica silaba. A prépria palavra “monossilabo” nao

faz parte deste conjunto, pois € uma palavra formada por cinco silabas.

Monossilabo = {sim, nio, mas, ...}
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O paradoxo gera-se considerando agora o conceito é conjunto

que ndo é membro de si proprio. Seja F a extensao deste conceito.

F = {x: x é um conjunto e x & x}

Por exemplo, o conjunto monossilabo ¢ membro de F, porque niao
¢ membro de si préoprio. O conjunto pentassilabo naio é membro de
F, porque é membro de si proprio.

A questdo que agora se coloca é saber se F é membro de si proprio.
Tal como foi definido F, F é membro de F se, e s6 se, F cai sob o

conceito é conjunto que ndo é membro de si proprio. Formalmente:

FEF— F¢&F

Contradicio.

5.1.Evasao I: teoria de tipos

Russell foi o primeiro a sugerir que o paradoxo que ele levantou
a teoria de Frege envolve uma falacia. Relembrando, uma definicao
¢ impredicativa quando o dominio de quantificacao inclui a propria
entidade que se estd a definir. Para gerar o conjunto que conduz ao
paradoxo, esse proprio conjunto é impredicativo.

Inicialmente € definido um conceito é conjunto que ndo é membro

de si proprio. Seja F a extensao deste conceito.

F = {x: x € um conjunto e x & x}

F é um conjunto. O paradoxo gera-se partindo do pressuposto
que F pode fazer parte do conjunto que é gerado pelo proprio
conceito inicial que o define é conjunto que ndo é membro de si
proprio. Neste sentido a definicao de F é impredicativa.

Russell propde o chamado principio do circulo vicioso com vista

a bloquear o paradoxo, bem como os restantes paradoxos deste género.
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Sempre que, em virtude de proposi¢cdes sobre “todos” ou
“alguns” dos valores que uma variavel pode significativamente
assumir, geramos um novo objeto, este novo objeto nao deve
estar entre os valores que a variavel anterior pode assumir,
uma vez que, se estivesse, a totalidade de valores cujo ambito
a variavel poderia percorrer s6 seria definivel em termos de
si propria, o que nos remeteria para um circulo vicioso.
Por exemplo, se eu disser “Napoleao tinha todas as qualidades
que fazem um grande general”, tenho de definir “qualidades”
de maneira tal que a definicio nio inclua o que estou agora
a afirmar, i.e., “ter todas as qualidades que fazem um grande
general” nao pode, em si, ser uma qualidade no sentido
suposto. (Russell, 1919/2015, p. 275)

O principio do circulo vicioso

“Tudo o que envolve o termo ‘todos’ de uma colecio nao
deve fazer parte dessa cole¢ao” ou inversamente, “se, uma
dada colecio tivesse uma totalidade, teria elementos apenas
definiveis em termos dessa totalidade, entao a dita colecao

nio teria uma totalidade”. (Russell, 1908, p. 225)

Russell e Whitehead (1910), em os Principia Mathematica,
vao propor uma teoria de tipos que conduz a uma particao adequada
dos objetos matematicos, em termos de uma hierarquizacio.®
No nivel mais baixo da hierarquia estio os chamados individuos.
Um individuo é um objeto que nao é um conjunto. Os individuos
siao de tipo 0. No nivel seguinte da hierarquia estio os conjuntos,
cujos individuos sio elementos desses conjuntos. Os conjuntos de
individuos sio de tipo 1. No nivel seguinte, temos conjuntos de
conjuntos — tipo 2. E assim por diante. Esta estruturacao impede

estabelecer o alegado conjunto de todos os conjuntos. Os conjuntos

sao sempre definidos relativamente a um nivel, apenas podendo

9 Apenas abordaremos a teoria simples de tipos.
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conter elementos do nivel imediatamente inferior. Por exemplo, seja

F o conjunto e P(x) uma proposicao genérica a respeito de x:

F = {x: P(x)}

De acordo com a teoria de tipos, se x for respeitante a individuos,
entio F apenas pode ser um conjunto de individuos; se x for
respeitante a conjuntos de individuos, entdo F apenas pode ser um
conjunto de conjuntos de individuos. E assim por diante. Por outras
palavras, no sistema de Russell as frases F € F e F ¢ F sao malformadas.

Nao fazem sentido. O paradoxo de Russell fica bloqueado.

5.2.Evasao II: teorema de Frege

Foi preciso passar mais de 50 anos para notar que, na verdade,
o projeto logicista original de Frege poderia ser recuperado se se
ignorasse a famosa Lei Basica V. Geach (1955) foi o primeiro a reparar
nesse caminho alternativo. Charles Parsons (1965) mostrou que o
Principio de Hume era suficiente para a derivacio dos axiomas de
Peano/Dedekind. Crispin Wright (1983) realizou uma derivacio efetiva
dos axiomas. As investigacdes contemporaneas que alimentam esta
perspetiva siao classificadas de neo-logicissimo.

Os axiomas de Peano/Dedekind podem ser derivados a partir do
principio de Hume adicionado como axioma a légica de segunda
ordem, ignorando, obviamente, a defini¢io explicita de nimero que
depende da nocido de extensdo de um conceito. Apenas se considera
para o efeito a definicao contextual (implicita) de namero. Neste caso,
a nocao de numero que vem para o conceito F é considerada como
primitiva. Ou seja, no principio de Hume, assume-se que #x Fx é
uma noc¢io primitiva. Este resultado é conhecido como teorema de Frege.

A tnica tentativa de Frege para emendar o seu sistema foi acrescen-
tar um apéndice, ao segundo volume d’As Leis Bdsicas da Aritmética,

com vista a tentar resolver o paradoxo de Russell, gerado pela Lei
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Basica V. Essa tentativa nao vingou. Para conseguir emendar cabalmente
o seu sistema, Frege precisaria de regressar mais atras no seu pensa-
mento, nomeadamente, as ideias expostas n’Os Fundamentos, onde
pela primeira vez aparece o principio de Hume, mas onde nunca é
evocada tal proposi¢ao como a Lei Basica V. O que acontece é que
Frege nunca considerou que o principio de Hume fosse uma lei
suficientemente geral. Na obra As Leis Bdsicas da Aritmética ele
tentou esclarecer o principio de Hume por intermédio da Lei Basica V.

O sistema de Frege alicerca-se na existéncia de trés tipos de
entidades: conceitos, objetos e extensoes, sendo que as extensdes
sdo elas proprias também objetos. Note-se que ha conceitos sob os
quais nenhum objeto cai, mas que nao deixam de ter uma extensao.
Todo o conceito tem uma extensiao, mas nem sob todo o conceito
cai um objeto. Neste sentido, as extensdes sio ontologicamente
dependentes de conceitos. De acordo com Zalta (2020, sec. 6)
“a existéncia de conceitos e extensdes é derivavel da sua regra de
substituicdo e da Lei Basica V, respetivamente”.10 Mas tais afirmacoes
de existéncia nao parecem ser puramente analiticas. Um kantiano,
por exemplo, pode reclamar que apenas por intermédio da intui¢ao
¢ que poderemos ter acesso a tais entidades — conceitos e extensoes.
A montante isto implica que a Lei Basica V nio pode ter um estatuto
analitico tal como Frege pretendia que tivesse.

No ambito do teorema de Frege, ha duas questdes que se podem
levantar: 1) como sabemos que os numeros existem? 2) que tipo de
objetos sao os numeros? A respeito da questdo 1), dado que o principio
de Hume nao é puramente analitico e dado que para Frege apenas
podemos ter acesso a existéncia de entidades logicas por meios
analiticos, entao é um mistério como poderemos alguma vez saber
que existem numeros. A respeito da questao 2), como o problema
de Julio César se aplica ao Principio de Hume e dado que nao temos
qualquer defini¢io explicita de nimero, nio sabemos que tipos de

objetos sio os numeros. Apenas com o principio de Hume a bordo

10 Nao importa estar aqui a esclarecer a regra de substituicio.
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do nosso sistema, um numero pode ser uma entidade referida por

um qualquer nome!!!

Leituras adicionais recomendadas

Frege (1992). Os Fundamentos da Aritmética. [Trés principios: Introduc¢ao. Antiempirismo
e antipsicologia: §21-§27. Anticriticismo: §12-§17. Parte construtiva: a partir de §55].

Apéndice

Axiomas de Peano/Dedekind

(1 NO
0 ¢ um nuimero natural
(2) Vx Vy [(Nx A Sxp) — Nyl
Para todo o x e ), se x é um numero natural e y é sucessor
de x, entao y é um numero natural.
(3) Vx [(Nx — 3y (Sxy A Ny) |
Todo o nimero natural tem sucessor.
(4) Vxvyvy’ [(Nx A Sxy A Sxy’) — y =y’
Todo o numero natural tem um Unico sucessor.
(5) Vx =85x0
0 nao é sucessor de qualquer nimero natural.
(6) VavVyvx’ Vy’ [(Nx A Ny A Sxx’ A Syy A xX'=y) — x = p)]
Se x e y sio numeros naturais e o sucessor de x é igual ao
sucessor de y, entdo x € igual a y.
(7) VF [(FO AN VxVy ((Fx N Sxy) — Fy)) — Yk (Nk— Fk)]
Para todo o conceito F, se 0 é F e F é hereditario relativamente
ao sucessor e k é um numero natural qualquer, entdo & é F.

[Principio de inducio matematica]

11 Estes dois ultimos pardgrafos sio baseados em Zalta (2020, sec. 6).
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CAPITULO 3
INTUICIONISMO

-

Este capitulo é sobre o intuicionismo. Comecaremos por fazer
uma introducao ao conceito infinito. Para tal, abordaremos os para-
doxos de Zendo, a distin¢do entre infinito atual e infinito potencial
em Aristoteles e Cantor e, finalmente, analisaremos aspetos em torno
dos ordinais, conjuntos infinitos e cardinalidade. Consideraremos as
concecgdes intuicionistas de Brouwer, Heyting e Dummett. Faremos
ainda algumas notas sobre a matematica intuicionista. No final,
analisaremos algumas demonstracdes matematicas, comparando os

pontos de vista classico e intuicionista a respeito dessas demonstracoes.

1. Introducao

As primeiras formas de intuicionismo foram propostas por Poincaré,
Borel e Lebesgue.! E inspirado nestas primeiras formas de intuicio-
nismo, propostas por estes matematicos, que L. E. J. Brouwer (1881-
-1966) vai fundar o intuicionismo. Mais tarde, o seu estudante Arend
Heyting procedeu a formalizacio da légica intuicionista, nomeadamente,
estabeleceu o significado das constantes logicas. A 16gica intuicionista

é assim uma consequéncia do intuicionismo original proposto por

1 Estes matematicos continuaram a usar nas suas demonstracdes a lei do terceiro
excluido. Como veremos mais a frente, esta lei vai ser rejeitada pelo intuicionismo.
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Brouwer. Posteriormente, Michael Dummett desenvolveu uma base
filosofica para a légica intuicionista.

Segundo Dummett (2000, p. ix), o intuicionismo é um escandalo
para aqueles que pensam que a Filosofia nao interessa para nada ou
que ha dominios sacrossantos, como a Matematica, nas quais a Filosofia
nio interfere. O intuicionismo é uma proposta de reconstrucio da
Matematica, a partir de um ponto de vista filosofico sobre a referéncia
das proposicdes matematicas e o seu respetivo significado. Naturalmente,
muitos podem-se converter ao intuicionismo por uma questao de fé,
sem propriamente analisar os argumentos filoséficos a favor ou contra
o intuicionismo. Esses sdo crentes, mas nao te6logos. Importa compreen-
der e analisar tais argumentos, pois o intuicionismo apenas tera sucesso

se conseguir vencer a batalha filosofica contra os matematicos classicos.2

2. Infinito

O conceito infinito pode ser acerca do dominio abstrato (e.g.
numeros matematicos) ou acerca do dominio fisico (e.g. espaco e
tempo). Além disso, este conceito pode ser acerca do infinitamente
grande ou do infinitamente pequeno (i.e., infinitésimos). Assim,
existem quatro possibilidades acerca do infinito: entidades abstratas
infinitamente grandes ou infinitamente pequenas; e entidades fisicas
infinitamente grandes ou infinitamente pequenas. No dominio abstrato
dos numeros é possivel estabelecer uma distin¢ao adicional entre
conjuntos infinitos numeraveis (e.g. o conjunto dos nimeros naturais)
e conjuntos infinitos ndo numeraveis (e.g. o conjunto dos numeros

reais). Nesta seccao, analisaremos estas variantes do infinito.

2 Se “vencer uma batalha” mede-se pela quantidade de praticantes, entio o intui-
cionismo perdeu esta batalha. Nos dias de hoje, o nimero de matematicos intuicionistas
¢ residual.
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2.1.Paradoxos de Zenio

Os chamados paradoxos de Zendo foram formulados por Zenao
de Eleia (séc. V, a.C.). Estes paradoxos chegaram até nés pela mao
de Aristoteles, relatados na Fisica (239b9), pois os escritos originais
de Zenao acabaram por se perder. Segundo Bertrand Russell
(1929/2001, p. 54), “os argumentos de Zenao, em certa medida,
forneceram fundamentos para quase todas as teorias do espaco,
do tempo e do infinito, que tém sido propostas até aos nossos dias”.

Os paradoxos de Zenao sao paradoxos contra a ideia da existéncia
de movimento. Pretendem mostrar que todo o movimento é uma ilusao.
Vamos analisar trés desses paradoxos: 1) o paradoxo da dicotomia,

2) o paradoxo de Aquiles e da tartaruga e 3) o paradoxo do estadio.

Dicotomia

O paradoxo da dicotomia é um paradoxo a respeito do movimento
de um corredor, que para o efeito chamaremos Aquiles, e que pretende
correr a distincia PC. Este paradoxo pode ser apresentado segundo
duas versoes.

Numa primeira versio, para Aquiles chegar a meta, ele tem de
percorrer a primeira metade do percurso, ou seja, %2 do percurso.
Para percorrer a segunda metade do percurso, ele tem de percorrer
metade desse percurso, ou seja, os primeiros % do percurso. Percor-
ridos os primeiros % do percurso, ele tem de percorrer metade desse

ercurso, ou seja, os primeiros 7% do percurso. E assim por diante.
) )

P Y2 % 7 -+ C

A subdivisao do espaco de corrida até a meta é uma subdivisio
infinita, ainda que de pedacos finitos de espaco fisico. Para chegar
a meta, Aquiles teria assim de percorrer um conjunto infinito de
pedacos de espaco fisico de corrida, constituido por distincias cada
vez mais pequenas. Ora, € impossivel percorrer um conjunto infinito

de pedacos de corrida. Tal coisa implicaria um tempo igualmente
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infinito, que é o mesmo que dizer que nunca sera completada a
corrida. A conclusio a retirar deste paradoxo € de que Aquiles nunca
chegara a meta.

A segunda versiao do paradoxo da dicotomia consiste na inversio
da versao anterior. Para Aquiles chegar a meta, ele tem de percorrer
a primeira metade do percurso, ou seja, ¥2 percurso. Para percorrer
a primeira metade do percurso, ele tem de percorrer metade desse
percurso, ou seja, Y% desse percurso. Para percorrer % do percurso,
ele tem de percorrer metade desse percurso, ou seja, os primeiros

% desse percurso. E assim por diante.

P % Ya Y2 C

Para chegar a meta, Aquiles teria assim de percorrer um conjunto
infinito de pedacos de corrida, constituidos por distancias cada vez
mais pequenas. Ora, novamente, € impossivel percorrer um conjunto
infinito de pedacos de corrida (distancias cada vez mais pequenas).
Na verdade, de acordo com esta versio do paradoxo, Aquiles jamais

conseguira iniciar a corrida!

Aquiles e a tartaruga

O paradoxo de Aquiles e da tartaruga é uma variante do paradoxo
da dicotomia. Suponhamos que Aquiles e uma tartaruga fazem uma
corrida. Aquiles, como bom desportista, permite que a tartaruga parta
com uma distincia de avanco relativamente a ele. Iniciada a corrida,
quando Aquiles atinge o ponto de partida da tartaruga, ja a tartaruga
avancou um pouco na corrida, digamos, percorreu a distancia xj.
Ambos continuam a corrida. Quando Aquiles atinge a distancia xj,
a distancia inicialmente percorrida pela tartaruga, ja a tartaruga
avancou um pouco na corrida, digamos, percorreu a distancia Xx,.
E assim por diante. Aquiles nunca alcancara a tartaruga. A tartaruga
vence a corrida!

Estes dois paradoxos pressupdem uma divisao infinita do espaco

fisico. A divisao considera pedacos de espaco fisico cada vez mais
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pequenos. Uma forma de tentar resolver estes paradoxos consiste
em assumir que o espaco fisico nio é continuo, mas discreto. Ou seja,
o espaco fisico nao pode ser infinitamente divisivel. Se o espaco for
discreto, no primeiro paradoxo, Aquiles vai acabar por partir e chegar
a meta. E como se Aquiles, ao longo da corrida, fosse percorrendo
um conjunto finito de pedacos de espaco fisico, saltitando de pedaco
em pedaco. Naturalmente, nestas circunstincias, Aquiles nao necessi-
tara de um tempo infinito para o fazer. Mutatis mutandis, no segundo

paradoxo, Aquiles acaba por ultrapassar a tartaruga e vencer a corrida.

Estadio

O paradoxo do estadio é diferente dos dois paradoxos anteriores
e um pouco menos intuitivo. Consideremos trés tipos de blocos — A,
B e C - com a mesma dimensao. Suponhamos que os blocos de tipo
A estao em repouso e que os blocos de tipo B e C movimentam-se
com uma mesma velocidade.

O alinhamento inicial dos blocos é o seguinte:

> >
< <

Suponhamos agora que os blocos B movimentam-se para a direita
e os blocos C movimentam-se para a esquerda. O movimento é
simultaneo. Dado que os blocos B e C se movimentam com a mesma
velocidade, eles ficarao alinhados de forma simultinea com A.

O alinhamento final é o seguinte:

O paradoxo emerge se analisarmos o movimento dos blocos

assumindo o espaco e o tempo como sendo quantidades fisicas
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discretas. Ou seja, o espaco e o tempo siao atémicos. Suponhamos
entio que a unidade atéomica mais pequena de espaco fisico é um
“salto” entre os blocos; e a unidade atomica mais pequena de tempo
¢ uma unidade de tempo. Vamos também assumir que a “velocidade”
de movimentacio dos blocos B e C sao um “salto” por unidade de
tempo. Note-se ainda que, como estamos num movimento discreto,
durante o movimento os blocos nio podem ficar parcialmente
sobrepostos, digamos, “metade” do bloco B por cima de “metade”

do bloco C.

No movimento dos blocos B relativamente aos blocos A, decorrida
uma unidade de tempo, ha 1 salto atémico. Os blocos B ficam alinha-
dos com os blocos A. No movimento em sentido oposto, dos blocos
C relativamente aos blocos A, decorrida a mesma unidade de tempo,
ha também 1 salto atémico. Os blocos C ficam alinhados com os
blocos A.

Se analisarmos o movimento entre os blocos B e C, decorrida a
mesma unidade de tempo, ha 2 saltos atémicos de espaco fisico.
Até agora nio ha qualquer paradoxo. O tempo gasto no movimento
¢ o mesmo para os blocos B e C. Numa mesma uma unidade de
tempo, os blocos B, ora percorrem 1 unidade atémica de espaco
fisico relativamente aos blocos A, ora percorrem 2 unidades atomicas
de espaco fisico relativamente aos blocos C. Os blocos B movimentam-
-se em sentido oposto ao movimento dos blocos C; a medida que os
blocos B se movimentam para a direita, os blocos C movimentam-se
para a esquerda. Decorrida uma unidade de tempo obtém-se a
configuracao final.

O paradoxo resulta em reparar que nio existe qualquer instante
de tempo em que o bloco C mais a esquerda fica alinhado com o
segundo bloco B, durante o movimento. Antes do movimento, o bloco

C mais a esquerda esta localizado a direita do segundo bloco B.
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Passada uma unidade de tempo, o bloco C mais a esquerda esta
localizado a esquerda do segundo bloco B. Em nenhum instante,
estes dois blocos ficaram alinhados. Todavia, uma observacdo direta
do movimento identificaria que, em algum instante de tempo,
se observaria o alinhamento entre os blocos em causa, pois os blocos
tém de passar um pelo outro para se conseguir obter a configuracio
final! Absurdo.3 (Russell, 1929/2001, pp. 53-54).

A solucao para o paradoxo do estadio consiste em descartar a
suposicao inicial de que o tempo e o espaco sio quantidades fisicas
discretas e substitui-la pela suposicio de que o tempo e o espaco
sao quantidades fisicas continuas. Ha assim uma continuidade no
movimento: a uma qualquer configuracao dos blocos no espaco far-
-se-a corresponder um instante de tempo. O paradoxo dissolve-se.

Em resumo, se assumirmos que o espaco fisico é discreto, solucio-
namos os dois primeiros paradoxos, mas nao solucionamos o ultimo
paradoxo. Por sua vez, se assumirmos que o espaco fisico é continuo,
solucionamos o terceiro paradoxo, mas nao solucionamos os dois
primeiros paradoxos. Por outras palavras, os dois primeiros paradoxos
pretendem refutar a ideia de que o espaco é continuo; enquanto
o paradoxo do estadio pretende refutar a ideia de que o espaco

é discreto.

2.2.Infinito potencial e infinito atual

Os paradoxos de Zenao sao em volta do infinitamente pequeno
(ou infinitesimais): uma divisao infinita do espaco. Por sua vez,
o infinito também pode referir o infinitamente grande (seja ele positivo
ou negativo). Quando comecamos a contar os nimeros naturais,

nio parece que esse procedimento alguma vez termine. No processo

3 Na literatura ha outras interpretacdes do paradoxo do estidio. Note-se que o
paradoxo se levanta para qualquer unidade minima de tempo e espaco discreto que
se suponha.
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de contagem vamos obtendo nimeros cada vez maiores; e se contarmos
0s negativos, vamos obtendo nimeros cada vez mais “negativamente”
majores. Em geral, contemporaneamente, a distincio entre infinito
potencial e infinito atual é em volta desta nocao do infinitamente
grande. De um ponto de vista do infinito potencial, o termo infinito
¢é interpretado como sendo um processo interminavel ao longo do
tempo. De um ponto de vista do infinito atual, o termo infinito é
interpretado como sendo uma totalidade completa.

Os matematicos intuicionistas defendem que apenas nos podemos
comprometer com o infinito potencial. Os matematicos classicos
comprometem-se apenas com o infinito atual. Esta distin¢ao, entre
infinito potencial e infinito atual, fundamenta uma ideia central do
intuicionismo, ideia segundo a qual a matematica é um processo de
construcio mental. Na matematica nao existem, nem podem existir,
totalidades infinitas completas, dado que todo o processo mental,

quando muito, apenas pode ser um processo potencialmente infinito.

Aristoteles

A distin¢ido entre infinito potencial e infinito atual foi originalmente
estabelecida e formulada por Aristételes. Esta formulacio foi de tal
forma fecunda que estruturou toda a discussao subsequente até aos
dias de hoje. Ha dois momentos distintos na analise de Aristoteles.
Primeiro, ele analisa o infinito (apeiron, em grego) a respeito das
entidades fisicas (i.e., corpos fisicos), que ele designa geralmente
de magnitudes. Apenas num segundo momento, ele analisa o infinito
a respeito dos nimeros matematicos, mas conectando a sua analise
com os resultados obtidos a respeito das magnitudes.

Na analise do infinito de uma magnitude genérica, os dois sentidos
de infinito acima referidos — o infinitamente grande e o infinitamente
pequeno — sio abordados de forma conjunta. Estabelece-se uma
dependéncia entre estes dois infinitos. Aristoteles reduz o infinitamente
grande ao infinitamente pequeno, na medida em que o infinitamente
grande é visto como resultado da soma de divisdes cada vez mais

pequenas, mas a respeito de magnitudes finitas.
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As coisas sdo ditas existir quer potencialmente quer completa-
mente. Além disso, uma coisa ¢ infinita ou por adicao ou por divisao.
(...) [A] magnitude nao é atualmente infinita. Mas por divisio é
infinita. (...) A alternativa que resta é que o infinito tem uma exis-

téncia potencial. (Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 206a14-206a18)

Nesta passagem sao invocadas duas noc¢des de construciao do
infinito: infinito por divisdo e infinito por adicdo. Aristoteles vai
aceitar a primeira e rejeitar a segunda.

A nocao de infinito por divisdo consiste num processo de divisao
de uma dada magnitude. Os paradoxos de Zenio sio um exemplo
de divisao infinita, a respeito do espaco fisico. Para compreendermos
um pouco melhor esta nocdo consideremos um salame. Podemos
dividir um salame inimeras vezes. Na verdade, sera atingido um
ponto no processo no qual nio conseguimos mais dividir o salame.
Todavia, a noc¢ao possibilidade, a respeito da divisao infinita de uma
magnitude, nio se fundamenta no processo, mas na estrutura da
propria magnitude a dividir. A estrutura da magnitude é potencialmente
infinita na sua divisdo. Assim, a sua divisdo é infinita, mas no sentido
que € uma divisio potencialmente infinita.

A nocio de infinito por adicdo consiste num processo de acrescen-
tos interminaveis a um corpo fisico de partida. Aristételes rejeita o
infinito por adicdo, porque no seu entender nao existe tal coisa como
um corpo fisico que possa ser estendido indefinidamente. Ou seja,
nio existe um corpo fisico segundo o qual possam ser acrescentados
pedacos ao corpo fisico de forma interminavel. A conclusao que ele
retira é de que “relativamente a adi¢cio nao pode ser nem potencial-
mente infinita” (Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 206b21). O processo
de adicdo é sempre finito, dado o caracter finito dos proprios seres
humanos. Para Aristételes, o processo apenas poderia ser infinito,
se o proprio corpo fisico de partida fosse infinito.

Aristoteles considera que, em certa medida, a adicao infinita
reduz-se a divisdo infinita: “o infinito por adicio é a mesma coisa

que o infinito por divisio” (Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 206b4).
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Consideremos novamente o paradoxo de Zenido da dicotomia. Podemos
somar infinitamente os pedacos da divisio da distancia espacial da
corrida. Uma divisao infinita de uma quantidade finita. Ou seja,
ao efetuarmos a divisao da distancia espacial da corrida em pedacos cada
vez mais pequenos, podemos simultaneamente ir somando cada um
desses pedacos espaciais de corrida (V2 + % + % + ...). A adi¢ao reduz-
-se assim a divisao. Todavia, ha aqui um aspeto saliente nesta reducio.
A distancia total da corrida é ela propria finita. Quando somamos
cada pedaco de corrida, a soma nunca excede a distancia total da
propria corrida (no caso acima, a distiancia total da corrida € 1). Nao é
pressuposta nenhuma quantidade infinita, nem poderia ser pressuposta,
porque para Aristételes qualquer magnitude é sempre finita.4

Aristoteles refuta o infinito atual (completo) (Aristotle, 1984, liv.
Physics, 111, 208a5-208a25) e defende a existéncia do infinito potencial.
O infinito potencial é definido nos termos seguintes: “o infinito tem
este modo de existéncia: uma coisa é sempre considerada ap6s uma
outra, e cada coisa que é considerada é sempre finita mas diferente”
(Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 206a27-206a29); “uma coisa € infinita
se, considerando-a quantidade por quantidade, podemos sempre consi-
derar alguma coisa do exterior” (Aristotle, 1984, liv. Physics, III,
207a7-207a14). O processo de divisio de uma magnitude é potencial-
mente infinito, em virtude da proépria estrutura da magnitude a dividir.

A analise precedente foi relativamente a corpos fisicos (magnitudes).
Analisemos agora o que Aristoteles defende relativamente aos nimeros
da matematica e a sua suposta infinitude.

Ele comeca por referir que Platiao fez uma distin¢do entre o infini-
tamente grande e o infinitamente pequeno, mas que Platio nunca
fez uso dessa distincio na matematica. Por um lado, o infinitamente
grande ndo era necessario na matematica platonista, porque Platio

tinha uma conceciao do nimero baseada na escola pitagorica, segundo

4 “Dado que nenhuma magnitude sensivel é infinita, é impossivel exceder qualquer
magnitude finita, pois, se isso fosse possivel, existiria algo maior do que os céus”.
(Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 207b16-207b21)
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a qual todo e qualquer numero se podia reduzir a sucessao de nimeros
de 1 a 10; por outro lado, o infinitamente pequeno também nio era
necessario na matematica platonista, porque a unidade 1 era o nimero
mais pequeno admitido por Platio.

A respeito dos numeros, Aristoteles defende exatamente o oposto
que defende para os corpos fisicos. Enquanto nos corpos fisicos nao
€ possivel o infinito por adi¢io, porque nao ha corpos fisicos infinitos;
nos niameros ha o infinito por adi¢cao, na medida em que, a respeito
de qualquer nimero, pode-se sempre pensar num outro nimero
maior. Nos corpos fisicos ha o infinito por divisao, porque um corpo
pode ser dividido infinitas vezes; nos nimeros nio ha o infinito por
divisao, porque Aristoteles apenas admitia a existéncia da sucessao
de numeros inteiros positivos, sendo o nimero 1 o nimero mais

pequeno dessa sucessiao e, como tal, este nimero era indivisivel.

Também parece razoavel supor que nos nimeros haja um limite
na direcao do minimo, mas que na direcio do maior toda a plurali-
dade pode ser sempre superada. Nas magnitudes, pelo contrario,
toda a magnitude é superada na direcao do mais pequeno, mas na
direcao do maior nio ha uma magnitude infinita. A razao para isto
¢ que a unidade (...) é indivisivel. Assim, o nimero deve terminar
no indivisivel. Mas na direcao do nimero maijor é sempre possivel
pensar noutro niumero maior. (Aristotle, 1984, liv. Physics, III,

207a34-207b15)

Desta concecao surgem dois problemas: como justificar entao que
os numeros sao a) infinitos e b) potencialmente infinitos.

Para Aristoteles os nimeros sao abstracoes dos objetos fisicos.
Ora, dado que os corpos fisicos sao finitos, quer na sua extensao,
quer na sua quantidade, entdo os numeros teriam de ser finitos e
nio (potencialmente) infinitos como Aristételes pretendia que eles
fossem. A solucido de Aristételes para estes dois problemas é bastante
engenhosa e decorre justamente da analise precedente do infinito

por adicao, relativamente aos corpos (magnitudes) fisicos.
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E sempre possivel pensar num nimero maior, pois é infinito o
numero de vezes que uma magnitude pode ser dividida. Assim este
infinito € potencial, nunca actual: o nimero de partes que pode
ser considerado passa sempre uma quantidade definida. Mas este
nimero nio ¢é separavel [do processo da dicotomia]. (Aristotle,

1984, liv. Physics, III, 207a32-207b15)

Faz-se uma correspondéncia um a um entre as possiveis divisdes
de uma magnitude e os respetivos nimeros matematicos. Recuperando
o paradoxo de Zenio da dicotomia, para uma distincia genérica de
corrida 1, obtemos a correspondéncia seguinte entre a divisio dos

pedacos de corrida e os nimeros matematicos:

1/2 < 1
/4 & 2
1/8 < 3
1/16 < 4

Desta forma, o modo de existéncia dos numeros é a) infinita,
porque as divisdes de uma magnitude sao infinitas e b) os nameros
sao potencialmente infinitos, porque a divisio de uma magnitude é
sempre potencialmente infinita.

De acordo com Aristoteles, esta concecdo de infinito potencial
nao levanta problemas a matematica, porque, no seu entender, a mate-

matica ndo faz uso de qualquer noc¢ao de infinito atual.

A nossa explicacio nio rouba os matematicos da sua ciéncia,
desaprovando a existéncia atual do infinito na direcao do aumento
(...) Na verdade, eles nao necessitam do infinito e nao o usam.
Eles apenas postulam que uma linha recta pode ser estendida

quanto queiram. (Aristotle, 1984, liv. Physics, III, 207b28-207b34)

Jonathan Lear (1980) considera que a nocao de possibilidade aristo-

télica, inerente ao infinito potencial, difere da nocao de possibilidade
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dos matematicos intuicionistas. Para os intuicionistas, a possibilidade
de realizar infinitamente a divisao de uma magnitude fundamenta-se
nas proprias capacidades humanas; para Aristoteles a possibilidade
de realizar infinitamente a divisao de uma magnitude fundamenta-se
na estrutura da propria magnitude. Ou seja, um processo de divisao
de uma magnitude é potencialmente infinita, na medida em que a
estrutura da magnitude é potencial e infinitamente divisivel. A estrutura
fundamenta o processo. Mesmo que a divisao de uma dada magnitude
acabe por parar, a divisao poderia ter sido continuada. Porém, Aristoteles
mantém-se em siléncio sobre a real possibilidade de haver uma tal
pessoa, com capacidades de divisio. Em contraste, para um intuicio-
nista, a possibilidade de divisio em questio esta intrinsecamente
ligada ao proprio processo de divisao. Ou seja, assume-se que ha
um ser humano com tais capacidades de divisao. Niao havendo seres

humanos, tal divisio jamais seria possivel.>

Cantor

A concec¢ido do infinito como infinito potencial, em oposi¢ao ao
infinito atual, foi a concecao dominante desde Aristoteles até George
Cantor, no século XIX.% Por exemplo, Leibniz e Gauss defenderam

o infinito potencial.

No entanto, Descartes e os seus seguidores, ao tornarem o mundo
exterior indefinido de tal forma que nio podemos conceber nenhum
fim para o mesmo, disseram que a matéria nao tem limites. Eles tém
alguma raziao ao substituir o termo “infinito” por “indefinido”,
pois nio existe nunca um todo infinito no mundo, embora haja
todos maiores do que outros ad infinitum. (Leibniz, 1765/1996,

pp. 150-151)

5 Nesta subseccdo a minha analise de Aristoteles foi baseada em Lear (1980).

6 Ver Linnebo & Shapiro (2019).
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Eu protesto contra o uso de uma magnitude infinita como algo
completo, que nunca é permissivel em matematica. Infinito é apenas
uma maneira de falar. (Gauss 1831 traduzido para o inglés em

Linnebo & Shapiro (2019), 160)

Apenas no século XIX surgiu uma defesa articulada do infinito
atual. Cantor propds que os conjuntos matematicos eram infinitos,

mas atualmente infinitos.

Nao posso atribuir qualquer ser ao indefinido, o variavel, o infini-
to improprio, independentemente da forma que ele surgir, porque nio
sao nada ou conceitos relacionais ou apenas representacoes subjecti-
vas ou intui¢cdes, mas nunca ideias adequadas. (Cantor 1883: 205,

nota 3 traduzido para o inglés em Linnebo & Shapiro (2019), 165)

Todo o infinito potencial, se aplicado num modo matemati-
camente rigoroso pressupode o infinito actual. (Cantor 1932: 410-411

traduzido para o inglés em Linnebo & Shapiro (2019), 165)

O argumento de Cantor para a defesa do infinito atual é de que
o infinito atual é estabelecido por definicdo, por intermédio do préprio
intelecto humano: “todas as coisas, sejam finitas ou infinitas, sdao
definidas e, com a excec¢io de Deus, podem ser determinadas pelo
intelecto” (Cantor, 1932/1976, p. 76). Concretamente, Cantor considera
que a faculdade de “entendimento humano tem uma capacidade
inerentemente ilimitada para a formacao (...) de classes numéricas
inteiras” (Cantor, 1932/1976, p. 706).

Note-se que, bizarramente, ha um paralelismo entre a concecao
de infinito atual de Cantor e a concecao de infinito potencial dos
intuicionistas. Para ambas as concecoes, o infinito ¢ um produto da
propria natureza humana. Para Cantor, a faculdade de entendimento
humano é ela propria ilimitada e, enquanto tal, pode definir o infinito
atual. Para os intuicionistas, as capacidades intelectuais humanas sio
limitadas e, enquanto tal, apenas podem construir o infinito potencial.

Ressalve-se, no entanto, que a concec¢iao contemporinea de infinito
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atual é uma concecdo metafisica diferente da conceciao proposta por
Cantor. Contemporaneamente assume-se que a existéncia de entidades
matematicas é uma existéncia independente do mental. Esta nocao de
existéncia é intemporal: se subitamente os seres humanos desaparecessem,
tais entidades matematicas continuariam a existir; e se nunca tivesse

havido seres humanos, tais entidades matematicas também existiriam.

2.3.0Ordinais, conjuntos infinitos e cardinalidade

A nocido de infinito matematico, nos termos cantorianos acima
descritos, pode ser definida por intermédio de ordinais ou por inter-

médio de conjuntos.

Ordinais

Consideremos os numeros naturais 1, 2, 3, 4, .... Os numeros
naturais podem ser apresentados numa sucessao ordenada ou nio-
-ordenada. Uma sucessdo nao-ordenada é, por exemplo, a seguinte:
1, 3,5,4,7,2, .... No entanto, podemos forcar uma sucessio ordenada
dos nimeros naturais: na primeira posicao fica o namero 1, na segunda
posicido fica o nimero 2, e assim por diante. Ou seja, ordenando os
numeros naturais segundo a relacdo “<”, lida “menor do que” obtemos
a sucessio: 1, 2, 3, 4, 5, ... Os ordinais sdo tidos como réplicas dos
ndmeros naturais, que representam a posi¢ao que ocupa cada nimero
natural ordenado. Os nuimeros ordinais sao como abstracdes dos
proéprios nimeros naturais.

A sucessiao dos numeros ordinais é a seguinte: 1, 2, 3, ..., ®. Sendo
omega (®) a ultima letra do alfabeto grego, ® define-se como sendo
o primeiro ordinal infinito da sucessao infinita de ordinais. ® tem
sucessor, mas nao tem um predecessor imediato. Se tivesse um prede-
cessor imediato, entdo seria um ordinal finito, pois retrocedendo
na contagem, ® — 1, ® — 2, ... poderiamos chegar novamente a 1.
o representa uma totalidade infinita completa e designa-se de ordinal

limite. Note-se que a sucessao anterior pode ser continuada:
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1,2, 3,4, ...,0, o+ 1, ..., 20, 20 + 1, ..., 30, 30 + 1, ...,

02, 02 +1, ..., 03+1,..,0° 0?+1, ..

Sendo 20 o segundo ordinal infinito, 30 o terceiro ordinal infinito,
e assim por diante.

Com esta formulaciao, Cantor pretendeu replicar a objeciao de
Aristételes ao infinito atual, apresentada na Metafisica (1984, pp. 1067a6-
-1684), a objecio segundo a qual o infinito atual niao seria possivel,
porque o finito acabaria por se dissolver no infinito e assim ser des-
truido. Concretamente, para Cantor (1932/1976, p. 77) a lei da comuta-
tividade da adicao, que é valida para nameros finitos, nao é valida para
ordinais infinitos: 1 + ® = ®, mas ® # ® + 1. Ou seja, 1 + © = ® + 1.

Tudo depende da posicao do ordinal finito (1), relativamente ao
ordinal infinito (). Se o ordinal finito (1) surge primeiro (e temporal-
mente primeiro) do que o ordinal infinito (®), entdo a sua soma a
um ordinal infinito (®), postulado posteriormente ao ordinal finito
(1), implica a dissolucao do ordinal finito (1) no ordinal infinito (®),
tal como preconizava Aristoteles. Porém, se o ordinal finito (1) surge
depois (e temporalmente depois) do ordinal infinito (®), entao a sua
soma a um ordinal infinito, postulado antes do ordinal finito (1),
implica a formacao de um novo ordinal infinito (o + 1) (Cantor,
1932/1976, p. 77).

Conjuntos infinitos e cardinalidade

Comecemos por duas defini¢cdes:

Definicdo: Um subconjunto proprio de um conjunto C é um

subconjunto que nio contém todos os elementos de C.

Definicao: Um conjunto é infinito se, e sO se, se conseguir esta-

belecer uma correspondéncia um a um com um dos seus subcon-

juntos proéprios.”

7 Defini¢iao de Dedekind (1888/1963, p. 63). Note-se que Cantor (em 1878) e Bolzano
(em 1851) ja tinham estabelecido uma definicio equivalente a esta. Ver Dedekind
(1888/1963, p. 41).
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Por exemplo, o conjunto de ndmeros pares, {2, 4, 6, ...}, é um
subconjunto préprio do conjunto de nimeros naturais, N = {1, 2, 3, ...}.
No entanto, mostra-se que podemos colocar o subconjunto de nimeros
pares numa correspondéncia um a um com o conjunto de nimeros
naturais. Basicamente, faz-se a correspondéncia um a um seguinte:
12, 264, 30, ... Logo, o conjunto dos ndmeros naturais, N, é um
conjunto infinito.

Dedekind (1888/1963, p. 64) faz uma demonstracio do teorema
de que existem sistemas infinitos. Para o caso, podemos considerar
que no teorema a nocao de sistema pode ser trocada pela nocao de
conjunto, ou seja, pretende-se demonstrar que existem conjuntos

infinitos. A demonstracao comeca assim:

O meu préprio dominio do pensamento, i.e., a totalidade S de
todas as coisas, que podem ser objeto do meu pensamento, é infinito.
Pois se s significa um elemento de §, entdo o pensamento s’ — “s pode
ser objeto do meu pensamento” — € ele préprio também um elemento

de S. (Dedekind, 1888/1963, p. 64)

Dedekind conclui que S € infinito.8 Para um intuicionista, a premissa
de partida da demonstraciao, a premissa segundo a qual o meu proprio
dominio do pensamento € infinito, € rejeitada. Um ser humano é uma
entidade espacial e temporalmente finita e, enquanto tal, os objetos
do seu pensamento nunca podem ser em quantidade infinita.

Como podemos estabelecer a cardinalidade de um conjunto infinito?
Ou seja, quantos elementos tem um conjunto infinito? Ora, estipulou-
-se designar a cardinalidade do conjunto dos numeros naturais,
N = {1, 2, 3, ...}, por Xy (“alefe-zero”, sendo X a primeira letra do
alfabeto hebraico). R, representa uma totalidade infinita completa.

Todos os conjuntos infinitos que se consigam colocar numa correspon-

8 Uma interpretacio contemporinea da demonstracio é a seguinte: faz-se uma
correspondéncia um a um entre § e um conjunto infinito §’, sendo § um subconjunto
proéprio de S.
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déncia um a um com o conjunto de ndmeros naturais tem a mesma
cardinalidade que o conjunto dos nimeros naturais, Xy. Tais conjuntos
designam-se conjuntos numerdveis. Mostra-se que o conjunto de
numeros inteiros, Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}, tem a mesma cardina-
lidade do que o conjunto de nimeros naturais; e a cardinalidade dos
numeros racionais, Q, também tem a mesma cardinalidade que o
conjunto dos nimeros naturais. Consegue-se mostrar que a cardina-
lidade dos nimeros naturais, Xy, é a cardinalidade mais pequena que
existe. Ou seja, todos os subconjuntos de N ou sido finitos ou,
se infinitos, consegue-se estabelecer uma correspondéncia um a um
entre esse subconjunto e os ndimeros naturais.

E a respeito dos numeros reais, R? O conjunto de nimeros reais
tem a mesma cardinalidade que o conjunto dos numeros naturais?
George Cantor mostrou que o conjunto dos nimeros naturais nao
estd numa correspondéncia um a um com o conjunto dos numeros
reais. Analisaremos esta demonstracao mais a frente neste capitulo,
na secc¢io “Analise de demonstra¢cdes”. Como o conjunto dos nimeros
naturais esta contido no conjunto dos numeros reais, infere-se que
a cardinalidade dos nimeros reais é maior do que a cardinalidade

dos numeros naturais.

Definicao: O conjunto poténcia PC de um conjunto C é o
conjunto de todos os subconjuntos que se podem formar do

conjunto C.

Por exemplo, seja o conjunto {9, 25, 32}. O conjunto poténcia
deste conjunto é {@, {9}, {25}, {32}, {9, 25}, {9, 32}, {25, 32}, {9, 25, 32}}.
A cardinalidade deste conjunto poténcia é 8. Ou seja, 23. Generalizando,
a cardinalidade do conjunto poténcia PC de um qualquer conjunto
C (mesmo um conjunto infinito) € igual a 2 elevado a cardinalidade

do conjunto C.

Teorema de Cantor: Para um qualquer conjunto C, a cardina-

lidade de PC é maior do que a cardinalidade de C.
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Cantor conseguiu mostrar que a cardinalidade dos nimeros reais
¢ igual a cardinalidade do conjunto poténcia dos nimeros naturais,
isto é, 2%. Pelo teorema de Cantor, segue-se que a cardinalidade dos
nameros reais € maior do que a cardinalidade dos nimeros naturais.
Estipulando uma sucessao hierarquizada de numeros cardinais
infinitos: X, Xy, X2, X3 ..., sendo esta sucessio também interminavel,
a questido que se levanta é saber se a cardinalidade dos numeros
reais € a cardinalidade imediatamente a seguir a cardinalidade dos
numeros naturais. Ou seja, se ndo existe uma cardinalidade entre Xy
e 2%, Formalmente, a questio é se X; = 2%,

Cantor encontrou varios conjuntos com a mesma cardinalidade
que a dos nimeros naturais e varios conjuntos com a mesma cardina-
lidade que a dos numeros reais. Mas niao encontrou nenhum conjunto
com uma cardinalidade maior do que a cardinalidade dos nimeros
naturais e menor do que a cardinalidade dos nimeros reais. A hipétese
do continuo é a hipétese segundo a qual a cardinalidade imediatamente
a seguir a cardinalidade dos nimeros naturais é a cardinalidade dos
numeros reais. Ou seja, a cardinalidade dos nimeros naturais é Ro;
a cardinalidade dos nimeros reais é X,. Formalmente, 8; = 2%. A hip6-
tese do continuo é assim designada, porque o numero de nimeros
reais € o nimero do continuo. Nao hd “buracos” entre os nimeros
reais; sao continuos. Uma hipotese em aberto. Por outras palavras,
nao se sabe se a hipotese € verdadeira ou é falsa. (Giaquinto, 2002,
p. 29)

3. Brouwer

E. J. Brouwer inspira-se na fenomenologia de Edmund Husserl e
na filosofia criticista kantiana para a sua filosofia do intuicionismo.
A filosofia intuicionista de Brouwer tem alguns aspetos obscuros
que dificultam a sua interpretacio. Vamos comecar por esses aspetos
mais obscuros, a respeito da forma pura da intuicio do tempo,

enquanto mecanismo responsavel pela criacio dos nimeros naturais.
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3.1.Forma pura do tempo

Como vimos no primeiro capitulo, o surgimento das geometrias
niao-euclidianas levou a uma forte desconsideracio da filosofia da
geometria kantiana. O espaco, enquanto forma pura intuicio, nio
podia mais ser regido pelos axiomas da geometria nao-euclidiana.
Nao havendo tal coisa como a geometria do espaco fisico, eterna e
imutavel, outras geometrias de cariz niao-euclidiano revelaram-se
experimentalmente mais adequadas para compreender os fenémenos
espaciais. A jusante a propria ideia de o conhecimento matematico,
como sendo um conhecimento sintético a priori, foi questionada.

Os intuicionistas tentaram ultrapassar os problemas em torno da
forma pura kantiana do espaco, considerando, em alternativa, a outra
forma pura kantiana da intuicio — a forma pura do tempo. Os intuicio-
nistas defendem que a forma pura do tempo passa a ser o fundamento
da aritmética e, assumindo que a restante matematica seria redutivel
a aritmética, a restante matematica também seria fundada na intuicao
pura do tempo. Por exemplo, Brouwer invoca Descartes para afirmar
que a geometria é redutivel a aritmética. Assim, tal como defendeu
Kant, é restabelecida a ideia segundo a qual o conhecimento mate-
matico é um conhecimento sintético a priori, onde a forma pura do
espaco € substituida pela forma pura do tempo.

Kant nunca explicou muito adequadamente no que consistiam as
formas puras do espaco e do tempo. Os intuicionistas, ao fundarem
a matematica na forma pura do tempo, sentiram-se obrigados a tentar
explicar no que consistia esta forma pura da intuicao. Mas a explicacao
avancada acaba por manter na obscuridade o verdadeiro significado
desta forma pura da intui¢iao. A sua explica¢io incorre num obscurum
per obscurius. Em todo o caso, vamos fazer um esforco interpretativo
sobre as passagens de Brouwer.

Brouwer comeca por tentar esclarecer a forma pura da intui¢io

nos termos seguintes:
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O neo-intuicionismo considera que a separacio de momentos
da vida em partes qualitativamente diferentes, sio reunidos apenas
enquanto permanecem separados pelo tempo, como sendo o fené-
meno fundamental do intelecto humano, passando pela abstracao
do seu conteiudo emocional para o fenémeno fundamental do
pensamento matematico, a intuicio da bi-unidade. Esta intuicao da
bi-unidade, a intuicao basica da matematica, cria nio apenas os
nameros um e dois, mas também todos os nimeros ordinais finitos,
na medida em que um dos elementos da bi-unidade pode ser
pensado como uma nova bi-unidade, cujo processo pode ser repetido
indefinidamente; isso da origem ainda mais ao menor nimero
ordinal infinito w. Finalmente, esta intuicio basica da matematica,
na qual se unem o conectado e o separado, o continuo e o discreto,
da origem imediatamente a intuicao do continuum linear, ou seja,
do ”entre”, que nao € esgotavel pela interposicao de novas unidades
e que, portanto, nunca pode ser pensado como uma mera colecao

de unidades. (Brouwer, 1913/1983, p. 80)

No chamado primeiro ato do intuicionismo, Brouwer esclarece

ligeiramente a passagem anterior:

Separe-se completamente a matematica da linguagem matematica
e, portanto, dos fenémenos da linguagem descritos pela logica
teorica. Reconheca-se que a matematica intuicionista é essencial-
mente uma atividade sem linguagem da prépria mente, que tem a
sua origem na percecio do movimento do tempo. Esta percecao do
movimento do tempo pode ser descrita como a desintegracio de
um momento da vida em duas coisas distintas: uma das quais da
lugar a outra, mas é retida pela memoria. Se a bi-unidade assim
nascida é despojada de toda a qualidade, ela passa para a forma
vazia do substrato comum de todas as bi-unidades. E € esse substrato

comum, essa forma vazia, que é a intuicao basica da matematica.

(Brouwer, 1981, pp. 4-5)
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Tentemos interpretar estas passagens. O fluxo de consciéncia ¢é
um ato continuo no tempo. Ou seja, a consciéncia € um ato temporal
continuo. Consideremos, por exemplo, o ato continuo de observar
uma pessoa que se levanta e que, num segundo momento, essa mesma
pessoa senta-se. Em termos de consciéncia, a experiéncia sensorial
€ um ato continuo, mas que opera conjuntamente com a memoria.
Ou seja, ao observar-se a pessoa a sentar-se, esta retida na nossa
memoria o ato anterior, precisamente, a pessoa a levantar-se. O ato
de consciéncia de quando a pessoa se senta conjuga-se com a propria
memoria do ato da pessoa que se levantou. Temos assim uma unidade
que nio esta separada no tempo, mas que, simultaneamente, é uma
unidade dupla: pessoa a sentar-se (tempo presente) + pessoa a levan-
tar-se (ato fisicamente passado, mas atualmente presente na memoria).
Segundo Brouwer, quando apreendemos internamente esta biunidade,
despojada do seu conteido emocional, ficamos com uma estrutura
que é a forma pura da intuicao da matematica. A forma pura da
intuicao da matematica é a entidade geradora dos numeros.

A fenomenologia construtivista procede da forma seguinte.
Formalmente podemos representar a biunidade pela simbologia |(]),
sendo 0 que esta entre parénteses como o que ocorre depois de |.
Esta estrutura pode ser replicada indefinidamente |(|(]))... Ou seja,
por um processo de iteracoes repetidas podemos gerar os nimeros
naturais. Por sua vez, por intermédio de operacdes algébricas, entre
os ndimeros naturais, podemos criar os nimeros inteiros (nomeada-
mente, 0s inteiros negativos), bem como os nimeros racionais (como
pares de inteiros), mas sempre no ambito da constru¢ao de um
conjunto finito de objetos.?

No segundo ato do intuicionismo, Brouwer afirma o seguinte:

9 A hipétese do continuo generalizada é de que N, = 2%, Ou seja, assume-se
que a cardinalidade de um conjunto poténcia € a cardinalidade imediatamente a seguir
a cardinalidade do respetivo conjunto infinito. Ou seja, se a cardinalidade de N € X,
a cardinalidade da poténcia de N, PN é Xy; a cardinalidade da poténcia da poténcia
de N, PPN, é X,; e assim sucessivamente.
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Admitindo duas maneiras de criar novas entidades matematicas:
primeiro, na forma de sucessoes infinitas de entidades matematicas
adquiridas anteriormente mais ou menos livremente...; em segundo
lugar, na forma de espécies matematicas, ou seja, propriedades supos-
tas para entidades matematicas previamente adquiridas, satisfazendo
a condicio de que, se valem para uma certa entidade matematica,
valem também para todas as entidades matematicas que foram

definidas como “iguais” a ela... (Brouwer, 1981, p. 8)

Nesta passagem, Brouwer defende que podemos criar sucessdes
de nimeros de uma forma mais ou menos livre. Esta ideia suporta
a formacdo do continuo matematico intuicionista. Mais a frente, na
seccao “Matematica intuicionista”, explicaremos melhor o significado

desta sucessio.

3.2.Intuicionismo e formalismo

O intuicionismo é também uma reaciao contra o formalismo
(nomeadamente, o formalismo de David Hilbert). Em termos gerais,
o formalismo defendeu que a matematica nao passaria de um conjunto
de proposicoes conectadas pelas regras logicas classicas — a chamada
logica simbolica —, sendo essas proposi¢coes desprovidas de qualquer
significado. Por outras palavras, a matematica obedecia a um mero
conjunto de regras formais, tal como o xadrez obedece a um conjunto
de regras, mas as proposi¢cdoes matematicas em si proprias eram
desprovidas de um qualquer significado. Para um formalista, a mate-
matica é como um conjunto de receitas de manipula¢io simbdlica.
Contudo, estas proposicoes tinham de ser consistentes entre si.

O formalismo nao precisava da intuicao kantiana para coisa alguma.
Formulados os axiomas, podiamos deduzir a restante matematica,
por intermédio das regras da l6gica simbodlica, sem recorrer a qualquer
intuicao. A respeito dos proprios axiomas, 0s termos primitivos nestes

axiomas podiam ser substituidos por outros quaisquer termos.
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Famosamente, Hilbert afirmou que nos axiomas da geometria os
termos pontos, linbas retas e planos podiam ser substituidos por
cadeiras, mesas e canecas de cerveja.

Brouwer tinha uma aversio a formalizacio da matematica.
Notavelmente, as Lectures in Cambridge foram redigidas quase na
sua totalidade sem recurso a qualquer simbologia matematica, sendo
quase unicamente redigidas em lingua natural. Esta aversio a forma-
lizacdo, além de ser uma reac¢iao ao préprio formalismo, é fundamentada
na propria concecio intuicionista de como o conhecimento matematico
¢ originalmente concebido. Relembremos que, no primeiro ato do
intuicionismo, Brouwer defende que a matematica se separa da propria
linguagem matematica, pois € uma atividade sem linguagem que
“brota” da propria mente, como uma atividade de percecao do proprio
fluxo do tempo mental. A linguagem nao tem qualquer elemento
intuitivo e nenhuma linguagem simbolica pode descrever com precisao
0 que ocorre na consciéncia geradora da matematica.

A esta visao de Brouwer objeta-se que as linguagens naturais e as
linguagens simbodlico-formais sao linguagens que expressam o pensa-
mento mental. E obscuro considerar que a matematica “brota” da mente
sem qualquer linguagem e, ao mesmo tempo, usar uma linguagem
para expressar tais pensamentos matematicos. Porque efetivamente a
matematica sempre se expressou por uma linguagem (natural ou simbo-

lica) desde o seu nascimento, na Antiguidade, até aos dias de hoje.

3.3.Lei do terceiro excluido

Lei do terceiro excluido (tertium non datur): para toda a proposicio

S, § é verdadeira ou nao-S é verdadeira.

Brouwer considera que a lei do terceiro excluido € uma lei valida
para totalidades finitas, mas é uma lei invalida para totalidades pressu-
postas infinitas. Assim, a lei do terceiro excluido pode aplicar-se no

nosso dia a dia, na medida em que estejamos a falar de universos
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de objetos constituidos por totalidades finitas. Brouwer considera
que na matematica primordial também era possivel aplicar a lei do
terceiro excluido, porque nos tempos primordiais a matematica era
apenas acerca de totalidades finitas. O erro na aplicacido irrestrita
da lei do terceiro excluido ocorreu quando se comecou a admitir
uma ontologia com infinitas entidades, sem se dar conta que a prépria
lei foi originalmente proposta como sendo uma lei a respeito de
totalidades finitas. Note-se que Brouwer, nesta forma de abordar o
assunto, faz depender a Logica da Metafisica. Sdo as propriedades
metafisicas de um dominio ontolégico particular que determinam
qual é a l6gica mais adequada que se pode aplicar a esse dominio.

Apliquemos estas ideias Brouwer a analise de duas conjeturas mate-

maticas: a conjetura de Goldbach e a conjetura dos nimeros primos.

Conjetura de Goldbach

Conjetura de Goldbach: todo o nimero par maior do que 2
¢ a soma de dois primos.

A conjetura de Goldbach é um problema matematico em aberto.
Nao sabemos se a conjetura é verdadeira ou falsa. Até ao momento
nao foi dada qualquer demonstracio da sua verdade, nem foi apresen-
tado qualquer contraexemplo a mesma.

Para um matematico classico, a proposicio enunciada na conjetura
de Goldbach é verdadeira ou falsa. Ou seja, apesar de nao termos
qualquer demonstracao da sua verdade ou qualquer contraexemplo
que mostre a sua falsidade, pelo menos sabemos que a proposicao
é verdadeira ou falsa. O matematico classico tem uma concecio
metafisica acerca dos objetos matematicos, a concecio segundo a
qual os objetos matematicos tém uma existéncia objetiva e indepen-
dente do mental. Existe um alegado dominio abstrato constituido
pela totalidade dos objetos matematicos, no qual as proposi¢oes
matematicas acerca desses objetos apenas podem ter dois valores de

verdade disjuntos: verdadeiro ou falso.
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O intuicionista considera um ponto de vista de analise diferente.
Para um intuicionista, “existir” significa “ser construido”. Deste modo,
o intuicionista niao partilha a concecio metafisica do matematico
classico a respeito dos objetos matematicos. A realidade matematica
depende dos seus criadores, em particular, depende da mente humana.
Apenas existe aquilo que foi criado pela mente humana. Assim,
perante a conjetura de Goldbach, ele suspende o juizo a respeito da
mesma. Ele ndo esta em condi¢des de afirmar que a conjetura € verda-
deira ou ¢ falsa, porque, para poder fazer tal afirmacao, ele teria de
supor de antemao a existéncia de uma realidade matematica objetiva
e independente do mental. Ele rejeita que os objetos matematicos
existam de forma independente da mente, embora concorde com o
matematico classico a respeito da sua objetividade. Por exemplo,
o nimero 2 tem o mesmo significado para todos; o significado nao

¢ subjetivo, mas é dependente da mente.

Conjetura dos niimeros primos
Consideremos agora outro exemplo analisado por Heyting (1956,
p- 2):

Sejam k e [ dois nimeros naturais tais que

(I k é o maior primo tal que 2 - 1 é primo ou k = 1 se nio
existir esse numero.

(I1) I é o maior primo tal que /- 2 é primo ou / = 1 se nido existir

esse numero.

A respeito da proposicao (I) sabemos que k& = 3 € o maior nimero
primo tal que 3 — 1 = 2 também ¢é primo. A segunda proposicao (II)
remete para a conjetura dos niimeros primos gémeos, segundo a qual
existe um numero infinito de primos gémeos. Sao exemplos de primos
gémeos os pares (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19) ... Atualmente, nido se
sabe se a proposicao expressa pela conjetura dos primos gémeos é
falsa ou verdadeira. Ou seja, sabemos calcular o valor de k& = 3,

o

mas nao sabemos calcular o valor de /, pois nio sabemos qual é

130



major nimero primo gémeo ou se 0os nimeros primos gémeos sio
infinitos (nestas circunstancias, / seria entao igual a 1). A definicao
(ID nao indica nenhum modo para calcular /. No entanto, o matematico
classico considera como validas ambas as definicoes de k e /.
Pois, de um ponto de vista sintatico, ele nao encontra qualquer diferenca
entre as mesmas. O intuicionista rejeita a definicao (II), pois esta
defini¢io nao indica qualquer processo para calcular o nimero /.
Para um intuicionista, uma definicio de um qualquer ndmero apenas

¢ aceite se for dado um processo para calcular tal nimero.

4.Heyting

Heyting, aluno de Brouwer, foi o primeiro a propor uma formali-

zac¢ao rigorosa da logica intuicionista.

4.1. Anti-filosofia?

Heyting tem uma visao oposta a de Brouwer relativamente a
Metafisica e a Filosofia em geral. Enquanto Brouwer valoriza a
Metafisica e fundamenta o intuicionismo numa concecio filosofica
associada ao kantismo e a fenomenologia, Heyting (1983, p. 70)
desvaloriza-as. Heyting afirma que a “Gnica tese filosofica da mate-
matica intuicionista é de que nido é necessaria qualquer filosofia para
entender a matematica” (Heyting, 1974, p. 79). Ataca também a prépria
conce¢do metafisica dos matematicos classicos acerca dos objetos
matematicos. Recorde-se que esta concecao defende que os objetos
matematicos existem objetiva e independentemente dos seres humanos,
num alegado dominio abstrato, que fixa metafisicamente o valor de
verdade das proposicoes matematicas, ainda antes de os matematicos
saberem qual é o valor de verdade efetivo de tais proposicoes.
No seu entender, um matematico intuicionista deve manter-se afastado

de tal concecao metafisica.
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Parece haver aqui alguma precipitacio de Heyting. O problema
nao esta na Metafisica ou na Filosofia. A conceciao de Brouwer,
partilhada por Heyting, segundo a qual os objetos matematicos siao
constru¢oes humanas é ela propria também uma concecio metafisica.
Uma concecao metafisica acerca dos objetos matematicos. Tal como
foi referido na introduciao do capitulo, Dummett considera que o
intuicionismo fornece uma perspetiva reconstrutiva da Matematica
que se fundamenta em consideracdes filos6ficas sobre a prépria
Matematica. Portanto, o problema nao esta na Metafisica ou na
Filosofia, mas no conteddo diferenciado das propostas metafisicas e
filos6ficas que o matematico classico e o matematico intuicionista
tém sobre os objetos matematicos e a sua conexao com as proposicoes

matematicas respetivas.

4.2.Semantica de Heyting

Na loégica intuicionista, o significado das constantes logicas (os cone-

¢ ¢

ctivos “A” “V7 “—” e “=2” e os quantificadores “3” e “V”), enquanto
operadores em frases proposicionais, é diferente do significado
atribuido pela légica classica. Para o intuicionismo, as explicacdes que
os matematicos classicos dao das constantes logicas, em termos de
condicdes de verdade para as proposicdes nas quais ocorrem essas
constantes (vulgarmente exibidas em tabelas de verdade), sao circulares.

Por exemplo, o conector “V” é assim explicado pela légica classica:

Dadas duas proposicoes X e Y diz-se que X V Y é verdadeira
numa dada interpretacido se, e s6 se, X é verdadeira ou Y é

verdadeira nessa interpretacio.

Numa primeira aproximacao, o aspeto circular da explicacao é de
que o lado direito usa o termo metalinguistico “ou” que é equivalente
a propria constante légica que estamos a querer explicar o significado:

¢

‘ou” aparece simultaneamente a esquerda e a direita na proposicao
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acima. Ou seja, “ou” ocorre no explanans e no explanandum.
Concretamente, a circularidade verifica-se se as proposi¢coes em questao
(X, V) sdo indecidiveis (Dummett, 1993b, pp. 69-70).

Uma proposicao € indecidivel, num dado sistema formal, quando
sabemos que ndo conseguimos demonstrar nem refutar essa proposi-
cao. A linguagem natural também permite a construcio de frases
indecidiveis. Sao casos de frases indecidiveis as frases a respeito do
passado de que nao conseguimos verificar a verdade ou falsidade,
(e.g. “passou por aqui um dinossauro”, pressupondo nao haver qual-
quer dado empirico que suporte essa frase) ou a respeito de regides
do espaco-tempo que nos sejam inacessiveis (e.g. “esta presentemente
a haver um terramoto em Saturno”) (Dummett, 1993b, p. 46).

Dummett (2000, p. 8) observa que na légica intuicionista, o signifi-
cado de cada constante légica é dado identificando, para uma dada
proposicio matematica genérica, na qual essa constante aparece
como operador principal, uma demonstracio dessa mesma proposicio.
Ou seja, o significado dessas constantes € fiel ao principio de que
uma proposicio matematica é verdadeira apenas se pudermos identi-
ficar uma demonstracio que estabelece construtivamente essa mesma
proposicao. O valor de verdade de uma proposicio matematica ¢
equivalente a sua demonstragcdo. Sem demonstracio nao ha verdade!
Pelo contrario, para o matematico classico o valor de verdade de uma
proposicao matematica di-se numa realidade exterior ao matematico,
ainda que niao haja qualquer demonstracao da proposicio em anilise.

Heyting fixou o seguinte significado para as constantes logicas:

(a) Uma demonstracio de X A'Y é uma demonstracio de X e uma
demonstracao de Y.

(b) Uma demonstracio de X V'Y é uma demonstracao de X ou
uma demonstracao de Y.

() Uma demonstracio de X—Y é uma operacao que transforma
toda a demonstracio de X numa demonstracao de Y.

(d) Uma demonstracao de = X é uma demonstracio de X — A
(absurdo).
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(e) Uma demonstracio VxFx é uma operaciao que, para cada
numeral 7, produz uma demonstracio de Fn.
(f) Uma demonstracao de 3xFx é uma demonstracio de Fn, para

um 7 particular.10

Num certo sentido, tal como na légica classica, também ha uma
circularidade na proposta intuicionista para a explicacio do significado
das constantes légicas. Os termos metalinguisticos (“e”, “ou”, etc.)
sdo equivalentes as constantes légicas das quais quereremos explicar
o seu significado. No entanto, esta circularidade € in6cua, porque
os significados das constantes légicas apelam a demonstracoes das
proposicdes (X, ¥) que se encontram “ao lado” da constante logica
de que queremos explicar o significado. Alegadamente conseguimos
reconhecer se uma dada demonstracao é ou nio uma demonstraciao
correta da proposicio matematica em causa. Note-se que no caso do
intuicionismo apenas sao admissiveis proposicoes decidiveis, propo-

sicdes que conseguimos demonstrar ou refutar.

4.3. Analise de inferéncias

Consideremos agora a analise de algumas inferéncias, a luz das

regras acima estabelecidas.

Exemplo 1: inferéncia da introduciao da dupla negacao
X
_|_|X

Esta inferéncia é aceite pelo intuicionista e pelo matematico classico:
1) Por (d) segue-se que se =X é uma demonstracao de que X = A,
entio ==X € uma demonstracio de que (X — A) — A. Ou seja,

a conclusao da inferéncia é assim reescrita: (X — A) — A.

10 Note-se que as explicacdes (e) e (f) apenas servem para a Aritmética.
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2) Por (¢), uma demonstracio de (X — A) — A é uma operacio
que transforma toda a demonstracio de X — A numa demons-
tracao de A.

3) Suposicao: temos uma demonstracio X — A. Ou seja, temos
uma operaciao que transforma toda a demonstracao de X numa
demonstracao de A.

4) Temos uma demonstracio de X (premissa).

5) Logo, via modus ponens de 3) e 4), temos uma demonstra¢io
de A.

Os passos 3), 4) e 5) sio uma operacio que transformou uma

demonstracio de X — A numa demonstracao de A, isto é, a conclusao

expressa em 2).

Exemplo 2: inferéncia da eliminacdo da dupla negacao

=X
X

Esta inferéncia é aceite como valida pelo matematico classico,
mas ¢é invalida para o intuicionista.

1) Por (d) uma demonstracao de -—X é uma demonstracao de
X - AN) — A

2) Por (¢), uma demonstracio de (X — A) — A é uma operacio
que transforma toda a demonstracio de X — A numa demons-
tracio de A. Esta proposicio € equivalente a afirmar que a
premissa € uma operacao que transforma uma refutacio de X
numa demonstracio de um absurdo.

Ora, de 2), o intuicionista nao tem qualquer regra l6gica que lhe

permita inferir X.

Exemplo 3: inferéncia por casos

X—-Y X->Y
Y

Esta inferéncia € aceite como valida pelo matematico classico,

mas ¢é invalida para o intuicionista. Para o matematico classico,
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o universo matematico dos valores de verdade das proposicdes
matematicas esta fixo: dado X, X ou —-X. Ora, o intuicionista nao
considera que o universo matematico dos valores de verdade das
proposicdes matematicas esteja de (antemao) fixo. As duas premissas
leem-se: 1) operacio que transforma toda a demonstracio de X numa
demonstracio de Y; 2) opera¢io que transforma toda a demonstracao
de uma refutacao de X numa demonstracao de Y. Apenas destas duas
premissas o intuicionista nio consegue inferir Y. Seria necessario
acrescentar uma terceira premissa, X V —X, a lei do terceiro excluido
para X, para o intuicionista conseguir inferir Y. Ou seja, para inferir

Y seria necessario ter uma demonstracio de X ou de —X.

Vamos agora considerar duas inferéncias com quantificadores.
Mas antes disso facamos uma breve digressao.

Consideremos a frase “nem tudo € belo”. Esta frase parece ser
equivalente as duas frases seguintes: 1) “existe pelo menos uma coisa
que nio é bela”; 2) “nao é verdade que tudo é belo”. Ora, se 1) e 2)
fossem logicamente equivalentes, entdo isso significaria que uma se
poderia inferir da outra. Porém, o intuicionista nao aceita as inferéncias
em ambos os sentidos, quando o dominio de quantifica¢io € infinito.

Suponhamos que os numeros naturais podem ser ou nio belos.
O dominio de quantificacdo é assim infinito. Para o intuicionista, da
frase “existe pelo menos uma coisa que nao € bela” podemos inferir
que “nao é verdade que tudo é belo”; mas da frase “nio é verdade
que tudo é belo” nao podemos inferir que “existe pelo menos uma

coisa que nao € bela”.

Exemplo 4
Jx - Fx
-VxFx

Esta inferéncia é aceite como valida pelo intuicionista e pelo
matematico classico.
1) Por (f), uma demonstracao Ix -Fx é uma demonstracao de ~Fn

para um 7 particular, digamos, de —Fk.
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2)Por (d), uma demonstracao de —Fk € uma demonstracao de
Fk — A. Ou seja, temos uma demonstracio de que Fk — A.
3) Por (d), uma demonstracio de -VxFx ¢ uma demonstracao de
VxFx — A.
4) Por (¢), uma demonstracio de VxFx— A € uma operaciao que trans-
forma toda a demonstracao de VxFx numa demonstracio de A.
5) Suposicio: temos uma demonstracao de VxFx. Por (e), se temos
uma demonstracio de VxFx, temos uma demonstracao de um
desses casos particulares, digamos, de Fk.
6) Logo, por modus ponens de 2) e 5), segue-se que temos uma
demonstracao de A.
Os passos 5) e 6) sio uma operac¢io que transformou uma demons-
tracao de VxFx numa demonstracao de A, isto é, a conclusio expressa
em 4).

Exemplo 5
-VxFx

Ix - Fx
Esta inferéncia é aceite como valida pelo matematico classico,
mas € invalida para o intuicionista.

1) Por (d), uma demonstracio de -VxFx é uma demonstracio de
VxFx — A.

2) Por (¢), uma demonstraciao de VxFx — A é uma operacio que
transforma cada demonstracao de VxFx numa demonstracio de A.

3) Por (f), uma demonstracao 3x ~Fx é uma demonstracao de —Fn
para um #n particular, digamos, de -Fk.

Ora, o intuicionista nio tem qualquer regra l6gica para inferir 3)

a partir de 1) e 2).

5.Dummett

Dummett considera um ponto de vista sobre o intuicionismo bastante
diferente dos pontos de vista de Heyting e de Brouwer. Ele nao adota

um ponto de vista eclético relativamente a matematica intuicionista
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e a matematica classica, o ponto de vista segundo o qual ambas as
matemadticas poderiam conviver “lado a lado”. Pelo contrario, Dummett
pretende repudiar a 16gica classica e defender um fundamento para
a logica intuicionista. Para tal, vai defender que a discussiao sobre os
enunciados matematicos se enquadra numa discussio muito mais ampla

sobre o significado de frases da linguagem humana e do seu wuso.

5.1.Lema: o significado é o uso

Consideremos o exemplo dado por Dummett (1994), a respeito
do termo equador. O equador é uma entidade abstrata. Ao atravessa-
-lo nada sentimos nem nada observamos. Se desejarmos saber qual
¢é o significado do termo equador, temos de analisar o uso desse termo
na linguagem. O termo, em si proprio, nada permite aferir sobre o
seu significado. Apenas no contexto de frases e pelo seu uso é que
podemos determinar o significado do termo equador.

Dummett defende que o significado de um enunciado matematico
¢é determinado exaustivamente pelo seu uso. Apenas podemos entender
o significado de um enunciado matematico se conseguirmos identificar
uma demonstracio ou uma computacao do mesmo. Acresce que a
verdade desse enunciado decorre justamente da propria demonstracio
ou computacio. Brevemente, verdade e demonstra¢do/computacdo
sa0 faces de uma mesma moeda. Em contraste, o matematico classico
defende que entendemos um enunciado matematico quando apreende-
mos o que € para esse enunciado ser verdadeiro, mesmo quando nao
temos maneira de demonstrar se o enunciado é verdadeiro ou falso.

O lema o significado é o uso nao implica um holismo sobre toda
a linguagem. Ou seja, para determinarmos o significado de um enun-
ciado matematico nao temos de contextualizar esse enunciado no
conjunto de todos os enunciados matematicos. Dummett rejeita tal
holismo geral. O significado de um enunciado matematico pode ser
analisado no contexto de frases particulares sem ser necessario analisar

toda a linguagem matematica.
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Dummett adota o dictum de Kreisel, o dictum segundo o qual a
disputa do realismo em Matematica nao é primariamente um problema
acerca da existéncia de objetos matematicos mas um problema acerca
da objetividade das proposicoes matematicas. Em particular, ele consi-
dera que a metafora metafisica que tem estabelecido a discussao
entre platonistas e construtivistas niao precisa de ser respondida em
primeiro lugar. A metafora ¢ a seguinte. Para os platonistas, o mate-
matico € como um astronomo que descobre propriedades matematicas
a respeito de objetos matematicos que existem de forma objetiva e
independente do mental; para os construtivistas, o matematico € como
um artista que cria objetos matematicos por intermédio da sua mente.

Para Dummett, a questao que tem de ser respondida, antes de mais,
¢ determinar qual é o modelo correto para o significado dos enuncia-
dos matematicos em geral. Os intuicionistas repudiam a ideia de que
a nocao de verdade pode ser atribuida a enunciados matematicos,
independentemente se temos uma demonstra¢io ou uma computacio
desses enunciados. Pelo contrario, a demonstracio ou a computacao
de um enunciado particular é que permite inferir a verdade do proprio
enunciado. Em contraste, os matematicos classicos consideram que
a nocao de verdade esta associada aos nossos enunciados matematicos,
independentemente se sabemos ou nio qual € o valor de verdade
desses enunciados.

Ao respondermos primeiro a questao do modelo, as duas opcoes
da metafora metafisica sio uma consequéncia desta resposta. Se consi-
derarmos que uma demonstracio adequada ou uma computacio é
que estabelece a verdade dos enunciados matematicos, entao segue-
-se que os enunciados matematicos sio atos criativos dos matematicos,
tal como os artistas criam obras de arte. Se considerarmos que o0s
enunciados matematicos sao verdadeiros ou falsos, antes de qualquer
demonstracio ou computacio dos mesmos, entao segue-se que 0S
enunciados matematicos siao “descobertas” dos matematicos, tal como

os astréonomos descobrem estrelas. 1l

11 As ideias apresentadas nesta sec¢io foram baseadas em Dummett (1975).
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Uma objecdo ao lema de que o significado é o uso é a seguinte:
por que razao o uso abundante da lei do terceiro excluido, pelos mate-
maticos classicos, nio pode ser aceite pelo intuicionista? Por outras
palavras, como podemos definir um critério para que determinado
uso (neste caso, o uso da lei do terceiro excluido pelos matematicos
classicos) seja ou ndo correto e adequado?

Dummett tem consciéncia deste problema e chega mesmo a admitir
que na filosofia da matematica o problema € “extremamente intratavel”
(Dummett, 1963/2009, p. 819). Importa comecar por referir que o lema,
o significado é o uso, é meramente programatico. Dummett (1978,
p. 153) especifica melhor este lema: “sabemos o significado de um
enunciado matematico se, e s6 se, sabemos o que conta como sendo
uma demonstracio do enunciado”. O intuicionista perante uma
demonstracio que faz uso da lei de terceiro excluido considerara
essa demonstracao incorreta, se a demonstracao nio permitir estabe-
lecer a verdade do enunciado a demonstrar. Concretamente, se 0 passo
demonstrativo, que introduz a lei do terceiro excluido, pressupuser
uma realidade metafisica independente do sujeito, que fixa de antemao
os valores de verdade das proposicdoes matematicas, o intuicionista
rejeitara essa demonstracao.

Recordemos que, para um intuicionista, o que faz de um enunciado
matematico verdadeiro, se verdadeiro, é a existéncia de uma demons-
tracao ou de uma computacao desse enunciado. Enquanto para um
matematico classico, o que faz de um enunciado matematico verda-
deiro, se verdadeiro, € a existéncia de uma realidade matematica
independente do sujeito. Assim perante a pergunta “o que fard a
conjetura de Goldbach verdadeira, se verdadeira?” o intuicionista
respondera que apenas uma demonstracio podera estabelecer a verdade
dessa conjetura. No entanto, o matemadtico cldssico dard uma resposta
completamente bizarra e trivial a esta questao. “O que fara a conjetura
de Golbach verdadeira, se verdadeira?” é de que todo o numero par
maior do que 2 é a soma de dois primos. Ou seja, o matematico
classico limita-se a responder com um enunciar da propria conjetura.

A realidade matematica que lhe é independente é que determina a
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verdade da conjetura (Dummett, 1982, p. 77). O matematico classico

tenta-se elevar puxando os corddoes dos proprios sapatos.

5.2.1Infinito e o paradoxo de Cantor

A respeito da sucessio de alefes de Cantor Ng, X, X3, N3, ...,
Dummett observa que, segundo o matematico classico, estamos proibi-
dos de perguntar qual é o namero desta sucessiao, isto €, qual é o
numero cardinal da sucessao dos numeros cardinais. Esta proibicao
que o matematico classico pretende impor nio tem qualquer explicacio
que a sustente. E inexplicavel.

Recapitulemos o raciocinio de Cantor. Primeiro, ele considerou a
sucessao de numeros naturais e questionou se esta sucessio, apesar de
infinita, tinha ou nao uma cardinalidade. A resposta foi afirmativa.
A cardinalidade dos numeros naturais era Xy. Ou seja, a “quantidade”
de numeros naturais era Xo. Note-se que, para alguém que apenas
esta habituado a contar quantidades finitas, é verdadeiramente bizarro
que possamos contar uma quantidade infinita de nimeros. Ou seja,
para alguém com escrupulos “finitistas”, este €, digamos, “o primeiro
sapo que tem de engolir” na teoria de Cantor: podemos contar uma
quantidade infinita de nimeros naturais e vamos designar essa
“primeira” quantidade por Xo.

Num segundo momento, Cantor comecou a fazer distin¢des entre
diferentes cardinalidades. Ou seja, existem outros conjuntos, para além
dos nameros naturais, que apesar de infinitos, tém cardinalidades
diferentes da cardinalidade dos nimeros naturais. Concretamente notou
que determinados conjuntos tinham uma “quantidade” de nimeros
maior do que a “quantidade” de nuimeros naturais. Em seguida,
estabeleceu uma sucessio de numeros cardinais: X; seria a cardina-
lidade imediatamente a seguir a X,, e assim por diante.

Chegados a este ponto da teoria de Cantor, a pergunta razoavel
que se impde é aquela que formulamos acima: “quantos numeros

cardinais existem?”. Ora, por que razio podemos perguntar “quanto
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numeros naturais existem?”, mas nao podemos perguntar “quantos
cardinais transfinitos existem?”. A luz da matemadtica classica, se tentar-
mos responder a esta questao, vamos cair numa contradicio. Dummett
considera que ameacar com uma contradi¢io nio fornece qualquer
explicacao para proibir a pergunta “qual é o numero cardinal da
sucessio dos numeros cardinais?”.

A questio de Dummett é uma questao antiga que cai no ambito dos
paradoxos da teoria ingénua de conjuntos que surgiram no final do
século XIX e no inicio do século XX. A questao de Dummett subsume-
-se com pertinéncia no chamado paradoxo de Cantor.12 Uma versio
particular do paradoxo de Cantor corre o raciocinio seguinte.

Consideremos U como sendo o conjunto de todos os conjuntos.
Como U € o conjunto de todos os conjuntos, entdo cada elemento
do conjunto poténcia PU faz parte de U. Portanto, a cardinalidade
de PU nao é maior do que a cardinalidade de U. Todavia, de acordo
com teorema de Cantor, a cardinalidade de PU é maior do que a
cardinalidade de U. Conclusido: a cardinalidade de PU nido é maior
do que a cardinalidade de U e a cardinalidade de PU é maior do que
a cardinalidade de U. Contradicio.13

Para compreendermos como a teoria de Cantor tenta acomodar
esta versao do paradoxo, temos de voltar a nocao de infinito. Além da
nociao de infinito atual, Cantor admitiu outra nocao de infinito —
o infinito absoluto. Numa carta dirigida a Dedekind, em 1899, Cantor
distingue dois tipos de multiplicidades: multiplicidades consistentes

(conjuntos) e multiplicidades inconsistentes (absolutamente infinitas).

12 s paradoxos mais relevantes da teoria ingénua de conjuntos em questio deste
periodo sao o paradoxo de Russell, o paradoxo de Burali-Forti e o paradoxo de Cantor.
Existem varias versOes destes paradoxos na literatura. A teoria ingénua de conjuntos
distingue-se da chamada teoria axiomdtica de conjuntos, nomeadamente, da teoria
de conjuntos ZFC, na medida em que esta tem uma base axiomatica, enquanto a
primeira nao é o caso — parte de concecdes “ingénuas” sobre os conjuntos.

13 A versio geral do paradoxo de Cantor é aquela que considera como proposicio
de partida seja U a classe de todas as classes, sendo que a nocao de classe pode referir
multiplicidades absolutamente infinitas ou conjuntos. A versao particular aqui apresen-
tada € aquela em que o termo classe refere exclusivamente conjuntos. A minha analise
é baseada em Giaquinto (2002, pp. 42-48) que faz uma analise muito mais detalhada
deste assunto.
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E necessario distinguir dois tipos de multiplicidades (com este
termo pretendo referir sempre multiplicidades definidas). Uma multi-
plicidade pode ser tal que a suposicao de que todos os seus elemen-
tos “estao juntos” conduz a uma contradiciao, de tal forma que é
impossivel conceber a multiplicidade como uma unidade, como
“uma coisa acabada”. Tais multiplicidades designo-as absolutamente
infinitas ou multiplicidades inconsistentes (...) Se, por outro lado,
a totalidade dos elementos de uma multiplicidade pode ser pensada
sem contradicio como “estando junta”, de tal forma que pode ser
colocada junta “numa so6 coisa”, designo-a de multiplicidade consis-

tente ou de um “conjunto” (Cantor, 1899/1996, pp. 931-932)

E em duas cartas para Hilbert, de 1897, Cantor refere-se a noc¢ao

de transfinito:

Totalidades que nio podem ser apreendidas por nés como
“conjuntos” (como, por exemplo a totalidade dos alefes (...)) [h]a
muitos anos que as designo de “absolutamente infinitas” e distingo-as

claramente dos conjuntos transfinitos. (Cantor, 1897/1996b, p. 927)

O “transfinito” coincide com o que desde a Antiguidade tem sido

chamado de “infinito atual”. (Cantor, 1897/1996a, p. 927)

Temos assim dois tipos de infinitos: infinito atual e infinito absoluto.
O infinito atual é uma propriedade das multiplicidades consistentes,
isto €, dos conjuntos transfinitos. Ou seja, todos os conjuntos transfi-
nitos sio infinitudes atuais.14 Por sua vez, o infinito absoluto é uma
propriedade das multiplicidades inconsistentes, isto é, das multipli-
cidades absolutamente infinitas.

A razdo que Cantor evoca para estabelecer as multiplicidades

absolutamente infinitas € simplesmente a de evitar contradicdes.

14 «“Trans-finito”: o que transcende o finito.
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Cantor estipula que a totalidade de todos os ordinais ¢ uma multipli-
cidade absolutamente infinita.l> Desta estipulacio decorre que,
por exemplo, a totalidade de todos os cardinais e a totalidade de
todos os conjuntos sio multiplicidades absolutamente infinitas.
Em contraste, cada um dos nimeros ordinais infinitos (o, 20, 3o,
etc.) sao numeros transfinitos; e cada um dos nuimeros cardinais
(g, Ry, X3, ...) sao também numeros transfinitos.

Feitos estes esclarecimentos, regressemos ao paradoxo de Cantor,
segundo a versiao acima. Ora, a luz da teoria de Cantor, nio existe
um alegado conjunto U de todos os conjuntos. U ndao é um conjunto,
mas sim uma multiplicidade absolutamente infinita. Portanto, a teoria
de Cantor bloqueia esta versio do paradoxo.

Analogamente, a contradicdo que Dummett aponta, gerada pela
questao “quantos cardinais transfinitos existem?”, resulta de uma
confusido entre conjunto infinito e multiplicidade absolutamente
infinita. A totalidade de todos os cardinais nio € um conjunto, mas sim
uma multiplicidade infinita. Podemos perguntar qual é a cardina-
lidade de um conjunto, mas, na teoria de Cantor, a “pergunta quantos
cardinais transfinitos existem?” nio tem significado. Nao existe um
alegado conjunto U de todos os cardinais transfinitos.

Um intuicionista, como Dummett, rejeita todas estas respostas.
A distin¢do entre conjuntos e multiplicidades absolutamente infinitas
¢ introduzida de forma ad hoc debaixo de uma ameaca de cairmos
numa contradicdo. Efetivamente nao é dada qualquer outra explicacao
que motive a distin¢cao. Na verdade, ndo é dada qualquer resposta

substantiva ao paradoxo de Cantor.

15 Seja uma classe C. C é uma multiplicidade absolutamente infinita se existir uma
correspondéncia um a um com a totalidade de todos os ordinais e C ou alguma das
“subclasses” de C.
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5.3. Conceitos indefinidamente extensiveis e o teorema de Godel

Outra no¢io que Dummett introduz no intuicionismo é a noc¢ao
de conceito indefinidamente extensivel e é assim definida:

Um conceito € indefinidamente extensivel se, para qualquer
caracterizacao definida dele, existe uma extensio natural desta
caracterizacdo, a qual produz um conceito mais inclusivo; esta
extensao sera feita de acordo com um principio geral gerador de
tais extensoes e, tipicamente, a nova caracterizacao sera formulada
por referéncia a caracterizacio anterior. (Dummett, 1963/2009,

p. 826)

Um conceito indefinidamente extensivel é tal que, se pudermos
formar uma concecdo definida de uma totalidade, cujos todos os
elementos caem sobre o conceito, podemos, por referéncia a essa
totalidade, caracterizar uma totalidade maior segundo a qual todos

os seus elementos caem sobre ela. (Dummett, 1994, p. 24)

Um conceito P € indefinidamente extensivel se tiver um “principio
gerador de extensdo”, tal que para uma totalidade definida de objetos
T, que caem sob o conceito P, o principio de extensio gera um novo
objeto que cai sob o conceito P, mas que nao pertence a totalidade
T. Dummett considera que, por exemplo, os conceitos niimero natural,
numero real e cardinal sio conceitos indefinidamente extensiveis.

A caracterizacao de Dummett de conceito indefinidamente exten-
sivel € um pouco obscura. Note-se, por exemplo, que os termos
“indefinidamente” e “definida” aparecem em ambos “os lados” da
caracterizacdo. Todavia, uma tentativa de esquematizar a ideia é a
seguinte. Consideremos, por exemplo, o conceito ni#mero natural.
Existe uma “maquina” dentro do conceito niimero natural, N, que vai
gerando ndmeros que ndo pertencem a totalidade e que vao sendo

acrescentados sucessivamente a totalidade.
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Esta nocdo de conceito indefinidamente extensivel remete para a
distin¢ao anteriormente feita neste capitulo entre infinito atual e
infinito potencial. Por exemplo, a proposicio matematica V.cx Fz,
lida como “para todo x pertencente a N tal que x tem a propriedade
F”, a variavel x ligada ao quantificador nio é vista como uma variavel
que “corre” sobre uma totalidade completamente infinita. A totalidade
em causa, o conjunto de nameros naturais, N, é apenas uma totalidade
potencialmente infinita.

Em 1931, Godel estabeleceu dois teoremas que sdo tidos como
dois dos resultados mais importantes na matematica do século XX.
Uma boa ilustracio do poder destes teoremas foi terem dinamitado
o chamado programa de Hilbert. O programa de Hilbert visava
axiomatizar toda a matematica e derivar, por métodos finitos, o valor
de verdade de qualquer proposicio matematica. Ainda dentro do
programa de Hilbert, também se pensava que seria possivel demonstrar
a consisténcia do proprio sistema a partir do conjunto de axiomas

estabelecidos para o sistema.

Primeiro teorema da incompletude:
Seja T'uma teoria formal axiomatizada, cuja linguagem contém
a linguagem da aritmética basica. Entdo, se T € verdadeira, havera
uma assercao verdadeira Gy da aritmética basica tal que T ¥ Gre

T ¥ = G110 (Smith, 2021, p. 12)

16 Diz-se que T é uma teoria Jormal axiomatizada se tem uma linguagem
formalizada, um conjunto de axiomas formulados nessa linguagem e um sistema de
demonstracao formalizado (Smith, 2021, p. 2). Diz-se que T é verdadeira se, e s se,
os seus axiomas sao verdadeiros e o seu sistema de demonstraciao preserva a verdade
(Smith, 2021, p. 9). Interpreta-se “T' ¥ Gre T ¢ -Gy’ como, quer Gz, quer = Gy nio
sao derivaveis dos axiomas de T.
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Dummett (1963/2009) faz uma interpretacio intuicionista do
proprio significado do primeiro teorema de Godel, considerando

para o efeito a seguinte formalizacio do teorema:

Existe, para qualquer sistema formal intuitivamente correto, para a
aritmética elementar, uma proposiciao I exprimivel no sistema mas
indemonstravel nele, que nao s6 é verdadeira mas que pode ser
reconhecida por n6s como sendo verdadeira. (Dummett, 1963/2009,

p. 815)

Aparentemente, o teorema de Godel atinge o intuicionismo no
seu “coracio”. A luz do intuicionismo, uma proposi¢cio matemdtica
apenas pode ser reconhecida como sendo verdadeira se a proposicao
matematica puder ser demonstrada. Ora, a proposicao I é reconhecida
como sendo verdadeira, mas indemonstravel. Portanto, o teorema de
Godel refuta a alegada identificacao entre verdade aritmética e
demonstracdo operada pelo intuicionismo.

Esta objecao € falaciosa. O teorema de Godel é respeitante a
sistemas formais da aritmética. As regras de demonstracio do intuicio-
nismo sio regras informais e nao sio validas para sistemas formais,
em particular, para sistemas formais da aritmética: “a concecio intui-
tiva [do intuicionismo] de uma demonstracio matematica valida (...)
nio podem geralmente ser identificadas com o conceito de uma
demonstracao dentro de um sistema formal” (Dummett, 1963/2009,
p- 832). Portanto, os intuicionistas, tal como os matematicos classicos,
aceitam que a proposicao I pode ser reconhecida como sendo verda-
deira, apesar de nao haver qualquer demonstracao da mesma (a partir
de 7). (Shapiro, 1998, pp. 613-614).

Dummett defende que o teorema de Godel mostra que os conceitos
demonstracgdo aritmética e verdade aritmética sao conceitos indefini-
damente extensiveis.

O conceito demonstracdo aritmética é indefinidamente extensivel,
ou nas proprias palavras de Dummett, “a classe de demonstracoes

~

intuicionisticamente aceitdveis” é uma classe indefinidamente
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extensivel, porque um sistema formal da aritmética nao incorpora
em si todos os principios de demonstracio intuicionistas. Podem ser
acrescentados outros principios de demonstracio intuicionistas que,
por sua vez, permitem derivar outras proposicdes que nao sio
derivaveis apenas a partir dos principios de demonstracao do préprio
sistema formal original.

O conceito verdade aritmética ¢ um conceito indefinidamente
extensivel, porque este conceito nio pode ser completamente
caracterizado por proposicoes (de aritmética) que possamos fazer
acerca dele. Ou seja, dado um conjunto de verdades aritméticas,
pode-se construir uma outra proposicio da aritmética verdadeira U,
mas agora no sentido de construcdo intuicionistal’, e que nio faz
parte do conjunto de verdades aritméticas inicialmente estabelecidas
(Shapiro & Wright, 2006, p. 263).

6.Matematica intuicionista

Quais sao as implicacdes das ideias intuicionistas para a matematica?
Olhando para tras, os matematicos intuicionistas parece que apenas
nao aceitam algumas demonstracoes da matematica classica, nomeada-
mente, aquelas baseadas em regras de inferéncia que eles consideram
invalidas. Ora, se os matematicos intuicionistas conseguirem
providenciar demonstracdes construtivas desses mesmos resultados,
entdo, a primeira vista, os resultados da matematica intuicionista
serdo os mesmos que os resultados da matematica classica. As coisas
nio sao assim tao simples.

A ideia anterior apenas € valida para a aritmética de primeira
ordem. A respeito da aritmética, os matematicos classicos e os intui-
cionistas partilham os mesmos axiomas e apenas discordam nas

regras de inferéncia l6gica. Concretamente, em 1933, Godel demonstrou

17 Dummett (1963/2009, p. 822) di uma pista de como esta “construcdo” pode ser
feita e Wright (1994) faz uma efetiva demonstracio construtiva dessa proposicio.
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que os teoremas da Aritmética de Peano (teoria formal da aritmética
classica), que nao contenham os quantificadores existencial e universal,
sao os mesmos teoremas da Aritmética de Heyting (teoria formal da
aritmética intuicionista).

As maiores diferencas entre a matematica intuicionista e a mate-
matica classica surgem no dominio da Analise Real, em virtude de
o intuicionista ter uma definicio do continuo matematico diferente
da definicio do matematico classico. A partir desta diferenca nasce
uma “nova matematica”. Apenas posso dar aqui uma breve descricio
do ponto de partida dessa diferenca.

Uma maneira que o matematico classico usa para definir os
numeros reais € por intermédio de sucessOes infinitas convergentes
de numeros racionais, chamadas sucessoes de Cauchy de nimeros
racionais. Estas sucessoes sio listas de nimeros racionais ordenados
denotadas por {ay,asasa4...}. Os sucessivos termos da sucessiao
aproximam-se cada vez mais um dos outros, ou seja, a distancia entre
os termos da sucessio é cada vez mais pequena.l8

Formalmente, {a.} é uma sucessao de Cauchy se
VkeZ*AN € Z':Ym,n > N <|am—an| < %)

Por exemplo, assumamos que a sucessio de numeros racionais
{1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4141, 1.41412, 1.4141213 ...} é uma sucessio
que converge para o nimero irracional /2. Ora, esta sucessio é tida
pelo matematico classico como sendo uma sucessao atualmente infinita.
Uma vez que o intuicionista apenas aceita o infinito potencial, ele niao
esta em condicOes de aceitar a definicdo classica dos niumeros reais.
O intuicionista vai aceitar que os numeros reais sdo definidos por
sucessoes de Cauchy, mas nao sucessoes de Cauchy atualmente infinitas.

O matematico classico e o intuicionista interpretam de forma

diferente os quantificadores sobre os numeros inteiros positivos que

18 Um ndmero real é o conjunto de todas as sucessdes de Cauchy que convergem
para esse ndmero. Formalmente, um numero real é uma classe de equivaléncia de
sucessoes de Cauchy.
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aparecem na férmula acima. Para o matematico classico, para cada
numero natural k, existe um nudmero natural N, tal que... Para o
intuicionista, para cada numero natural &, podemos encontrar um
numero natural N tal que... A diferenca estd na expressio “podemos
encontrar”. Para o intuicionista as sucessdes de Cauchy sao processos
implementados.

Para o intuicionista, o continuo matematico é construido por inter-
médio de sucessées de escolbas (também por vezes designadas de
sucessoes de escolbas livres). Estas sucessdes podem ser geradas de
forma algoritmica, isto €, por um processo computacional e, neste
sentido, sio deterministas. Ou podem ser geradas de forma nao
algoritmica, isto é, de forma aleatdria. Por exemplo, lan¢cando uma
moeda ou lancando um dado para determinar cada um dos nameros
das expansdes decimais para cada termo da sucessao e, neste sentido,
sdo indeterministas (“escolhas livres”). Ou ainda podem ser geradas
por processo “misto” de determinismo e indeterminismo. Numa fase
inicial, Brouwer apenas admitia sucessoes de escolhas deterministas,
mas posteriormente passou a admitir sucessdes de escolhas indetermi-
nadas. As sucessdes de escolhas sio sucessdes convergentes e poten-
cialmente infinitas.1?

Concretamente uma sucessao de escolhas a é assim definida:

a) é dado um segmento inicial finito ;

b)dado (a(1),2(2),..., a(n),...,a(k)), é dada uma regra que determina

o intervalo de valores possiveis para a(k+1) e seguintes.

Se a regra apenas permitir obter um unico valor para a(k+1) para
cada k, entdo o procedimento € algoritmo. Se a regra permitir obter
uma colecao de valores possiveis para a(k+1) para cada k, entio o
procedimento nao é algoritmico. Neste caso, ha escolbas possiveis

para os termos da sucessio.

19 As sucessoes de escolhas foram introduzidas por Brouwer em 1918. Mais tarde,
em 1927 e 1928, nas Licoes de Berlim e Li¢oes de Viena, respetivamente, Brouwer
apresentou outra técnica para gerar os numeros reais a partir de propriedades de
“fuga” |fliehende Eigenschaft] a respeito de numeros naturais (van Dalen, 1999, p.
309).
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Para compreendermos melhor a nocao de sucessdo de escolbas e
de como pode ser usada para gerar nimeros reais, consideremos o
exemplo seguinte.

Seja a(1)=% e a regra segundo a qual para cada kR, a(k+1) é um
numero racional, tal que:

le(k+1)—ak)| < ()"

Neste caso, existe uma infinidade de escolhas possiveis para cada
termo a(k). Note-se, no entanto, que a partir do momento que é feita
uma escolha para a(k), o conjunto de escolhas possiveis para a(k+1)
pertence ao intervalo [a(k)—(%)m,a(k)+(%)m]. Por exemplo, dado
a(l)= %, entdo a(2) pertence ao intervalo [%,%] Por outras palavras,
a regra acima para a determinacao de cada termo da sucessio nao
¢ uma regra algoritmica. Note-se ainda que, estabelecida uma sucessio,
apenas podemos escolher os termos seguintes dessa sucessio, nao
podemos “voltar atras” e alterar os termos da sucessao ja formada.
A sucessao também ndo € atualmente infinita, mas sim potencialmente
infinita. A sucessao é um processo.

A sucessao de escolhas a converge e gera um numero real, 7,
que pertence ao intervalo [0, 1]. Ou seja, r, € o numero real para o
qual a sucessao converge. Contudo, nio podemos afirmar que . <%
ou 7 =% ou 7. >%. Ou seja, a lei da matematica classica da tricotomia
segundo a qual para quaisquer nimeros reais x e y, 2 <y ou z=y
ou z >y, nio é valida no intuicionismo.20

Para dar uma pequena ideia do que esta maneira de gerar os

numeros reais implica, atentemos a funcio seguinte.

Seja f: A
y

8
A

=
&
Il
— N
8
%
D[ pof—
T

\/

20 Estes pardgrafos sobre sucessdes de escolhas sio baseados em Posy (2005,
Pp. 323-324, 2020, pp. 27-28).
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Do ponto de vista da matematica classica, esta funcio nao é continua,
porque, informalmente, temos de “levantar o lapis” para conseguir
desenhar o grafico da funcao. No entanto, do ponto de vista da mate-
matica intuicionista, f nao é sequer uma func¢io. Mais precisamente,
J/ nao é um objeto matematico. Isto decorre da forma como os nimeros
reais sao gerados pela concecio intuicionista, por exemplo, os nimeros
reais serem gerados por sucessdes de escolha.

Uma funcao € definida num nimero do seu dominio apenas se o
seu valor puder ser calculado para esse numero. A func¢iao f diz-nos
como podemos calcular o seu valor para nimeros x segundo os quais
sabemos que x<% ou 3:2%. Consideremos agora, por exemplo,
o numero real, r,, gerado pela sucessio de escolhas anterior a.
Sabemos que r, pertence ao intervalo [0, 1]. Contudo, nio podemos
afirmar que n<% ou n=% ou n>%. Portanto, ndo conseguimos
calcular fse x = r,.

A modelac¢io do continuo matematico pelas sucessoes de escolhas
conduz a uma concecio na natureza do continuo matematico que é
diferente da concecao classica. O continuo matematico classico de
Cantor € “quebradico”; enquanto o continuo matematico intuicionista
de Brouwer é “viscoso” (Posy, 2008, p. 22). A metafora é de que se
cortarmos um continuo “quebradico”, nenhum pedaco ficara agarrado
a faca e conseguiremos separar perfeitamente as duas partes; enquanto
se cortarmos um continuo “viscoso”, havera pedacos do continuo
que ficarao agarrados a faca no corte (Posy, 2005, p. 346). O continuo

de Brouwer é uma entidade por si mesma:

o continuum como um todo foi-nos dado pela intuicio; uma cons-
trucio para ele, uma acdo que criaria a partir da intuicio matematica
“todos” os seus pontos como individuos, é inconcebivel e impossivel.

(Brouwer, 1975, p. 45)

Esta noc¢io de continuo matematico “viscoso” remete para uma
nocao de continuo originalmente estabelecida por Aristoteles: “nada
do que é continuo pode ser composto de indivisiveis” (Aristotle,

1984, liv. Physics, VI, § 1).
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7.Analise de demonstracoes

Analisemos agora algumas demonstracdes de teoremas matematicos

que permitem ilustrar as ideias anteriores deste capitulo.

Exemplo 1

Teorema: existem numeros irracionais x e y tais que xY é racional.

Demonstragcdo (construtiva):

Sabendo que /2 é irracional e que log,9 é irracional.

Seja z= V2, y=1og.9.

2= /2% = /2" = /2" = (/2°)** =923 =3 3 é racional O

Demonstragcdo (nao-construtiva e por casos):

Sabendo que /2 é irracional.

Suposicio: /2" ¢é racional ou /2”7 nio é racional.

Caso 1: ﬁﬁ € racional. Seja z=y= ﬁ, ou seja, x € y sdo irracionais.
Como se esta a assumir que Vﬁﬁ ¢é racional, logo ﬁﬁ é racional.

Caso 2: /2” nio é racional. Seja z=,2"e y=,/2, ou seja, x e y
sao irracionais. z'= (ﬁﬁ)ﬁ = ﬁﬁﬁ =,/2"=2. 2 é racional.

Conclusao: em ambos os casos o teorema € verdadeiro O

Anadlise

Na primeira demonstracao, partimos de dois nimeros que sabemos
serem numeros irracionais e construimos, a partir desses dois nimeros,
um terceiro nimero que € racional, segundo as condicoes estabelecidas
no teorema.

A segunda demonstraciao nao € intuicionisticamente valida, porque,
implicitamente, supde a Lei do Terceiro Excluido. A estrutura légica

da demonstraciao é a seguinte:

X—=Y XY
Y

A suposicio de que 2" é racional ou /2" ndo é racional nio é
demonstrada. Ou seja, em parte alguma da demonstracdo se demonstra

qual é o valor de verdade destas duas alternativas.
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Exemplo 2

Teorema: nao existe o conjunto de todos 0s conjuntos.
Demonstracdo:

Suposicdo: V = o conjunto de todos os conjuntos, tal que

R={x€V:x¢& x}

1)Se R € R, entao, por definicao de R, R € R. Absurdo. Logo,
- (RER

2)Se = (R € R), entdo, por definicao de R, R € R. Absurdo. Logo,
-~ (RER)

De 1) e 2) obtém-se: = (R € R) e == (R € R). Absurdo.
Logo, nao é verdade que exista V, isto é, ndo existe o conjunto

de todos os conjuntos O

Andlise
Esta demonstracdo é intuicionisticamente valida. A sua estrutura

l6gica:
X— A

-X

A partir da suposiciao que existe o conjunto de todos os conjuntos
derivamos um absurdo, a saber, - (R € R) e (R € R). Logo, podemos
negar a suposicao de partida.

Este teorema faz parte da teoria de conjuntos ZFC e bloqueia o
paradoxo de Russell. No entanto, o matematico classico vai um pouco
mais longe nesta demonstracio. O matematico cldassico designa a
colecdo de todos os conjuntos de classe propria. Classicamente, temos
assim dois tipos de colecdes: 1) colecdes que sao conjuntos e 2) cole-
¢des que sdo classes proprias. Tal como no paradoxo de Cantor,
para um intuicionista esta distin¢do entre conjunto e classe propria

¢ inexplicavel e obscura.

Exemplo 3
Teorema: Y2 é irracional.
Demonstragdo (por reducao ao absurdo):

~

Suposicio: /2 é racional.
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Seja:
j2=8 O

tal que a e b sao ndameros naturais e que nao tém fatores comuns,
isto €, % esta escrito na sua forma mais simples. Ou seja, o maior
divisor comum é igual a 1.

Elevando ambos os membros ao quadrado:

a? = 2b>

Ou seja, a2 é par. Mas, se a? é par, entio a é par (nio vou
demonstrar esta condicional).

Seja a = 2k, para k igual a um nimero natural. Substituindo em (+):

(2k)? = 2b? & 4k? = 2b? & 2k* = b?

Ou seja, b% é par. Mas se b2 é par, entdo b é par.

Seja b = 2/, para / igual a um namero natural. Substituindo em
(x) a=2keb=2I

Mas tinhamos assumido que @ e b que nao tinham fatores comuns,
isto é, % estava escrito na sua forma mais simples. Contradic¢ao.

Logo, nio é verdade que /2 é racional. Isto é, /2 nio é racional.

Logo, /2 é irracional /2 O

Andlise
Esta demonstraciao ¢ uma demonstraciao por reduciao ao absurdo.
Do ponto de vista classico nao ha aqui qualquer problema. Do lado
intuicionista também se considera que a demonstracao é construtiva.
A estrutura légica da demonstraciao é a seguinte:
X— A
=X

Exemplo 4

Teorema: a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais € maior
do que X, (alefe-zero).

Demonstracdo (usando a técnica de diagonaliza¢io):

Suposi¢io: o conjunto dos nimeros reais tem cardinalidade X,.
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Isto significa que o conjunto de nimeros reais pode ser colocado
numa correspondéncia um a um (biunivoca) com o conjunto de
numeros naturais. Ora, para facilitar as coisas consideremos apenas
o conjunto dos nimeros reais compreendido entre 0 e 1. Neste inter-
valo, se se conseguir colocar numa correspondéncia um a um os
numeros reais com o conjunto dos numeros naturais, entio nos
restantes nimeros reais também se conseguira estabelecer essa
correspondéncia. Vamos considerar a expansio decimal de cada um
destes numeros reais. Uma expansio decimal infinita. Por exemplo,
expansdes do género: 0,111123...; 0,111124.... Em termos abstratos,
as expansodes estardo numa correspondéncia um a um com 0s nimeros
naturais, onde cada digito, di, a seguir a virgula, é um algarismo
compreendido entre 0 e 9. O numeral subscrito, 7, refere-se a ordem
que ocupa o digito; o numeral sobrescrito, j, refere-se a ordem do
numero real. A formataciao é a seguinte:

1 0,did:didids...
2 0,didididids ...
3 0,d3dididids...

Por exemplo, se o segundo nimero é 0,21573..., entdo di=2,d;=1,
d;=5,di="7,d}=3... Consideremos agora o nimero correspondente aos
digitos da diagonal, 0,did;d3di. Este nimero é chamado de nimero
diagonal. Uma vez que nesta lista estdo todos os nimeros reais
compreendidos entre 0 e 1, entio o numero diagonal faz parte desta
lista. Consideremos agora a seguinte alteracio ao numero diagonal:
se o digito for diferente de 9, somar 1 a esse digito; se for igual a 9,
transformar o digito em 1. Este novo nimero passa a chamar-se nzimero
diagonal de Cantor. O numero diagonal de Cantor niao se encontra
na nossa lista original. O primeiro digito é diferente do primeiro
doigito do primeiro nimero; o segundo digito é diferente do segundo
digito do segundo numero; o terceiro digito é diferente do terceiro
digito do terceiro numero; e assim por diante. Todavia, supusemos
que na nossa lista inicial tinhamos todos os nimeros reais compreen-

didos entre 0 e 1 e acabamos de gerar um ndimero — o ndmero
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diagonal de Cantor — que ni3o se encontra nessa lista original.
Contradicido. A suposicao de partida é falsa. Ou seja, nio é verdade
que o conjunto dos numeros reais tem cardinalidade Xy. Ora, como o
conjunto dos nimeros naturais esta contido no conjunto dos nimeros
reais, entdo a cardinalidade do conjunto dos numeros reais € maior

do que a cardinalidade dos nimeros naturais, Xy O

Andalise

Brouwer aceita a demonstracao de Cantor de que o conjunto de
numeros reais nao pode ser colocado numa correspondéncia um a
um (biunivoca) com o conjunto dos nimeros naturais. Mas nega que
se possa estabelecer a existéncia de um novo nimero cardinal maior
do que Ry. Para Brouwer, o conjunto em questao apenas € “intermina-

velmente numeravel”.

O intuicionista apenas reconhece a existéncia de conjuntos
numeraveis, i.e., conjuntos cujos elementos podem ser coloca-
dos numa correspondéncia um-a-um com elementos de um
numero ordinal finito ou com os elementos de um nudmero
ordinal infinito, ® [0 primeiro tipo ordinal infinito para os

numeros naturais]. (Brouwer, 1913/1983, p. 81)

Alefe 0 é a unica poténcia infinita de que o intuicionista

reconhece a existéncia. (Brouwer, 1913/1983, p. 84)

A respeito da demonstracao acima Brouwer faz a analise seguinte.

Seja o conceito niimero real compreendido entre 0 e 1. O matematico
classico interpreta este conceito como “sequéncia elementar de digitos
a seguir a virgula”. O intuicionista interpreta este conceito como
“lei para a construcao de uma sequéncia elementar de digitos a seguir
a virgula, por intermédio de um conjunto finito de operacdes”. A partir
do conceito anterior, o matematico classico sente-se na liberdade de
criar “o conjunto de todos os numeros reais entre 0 e 1”; todavia,
para o intuicionista tal conjunto ndo tem significado. O matematico

classico e o intuicionista concordam que, primeiro, conjuntos infinitos
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numeraveis de nimeros reais entre 0 e 1 podem ser construidos de
diferentes maneiras; e, segundo, para cada um desses conjuntos é
possivel obter um nimero que niao pertence a esse conjunto. A discor-
dancia comec¢a quando o matematico classico pretende retirar a
conclusido de que a cardinalidade dos nimeros reais entre 0 e 1 é maior
do que alefe-zero; e, além disso, especula sobre se a cardinalidade
dos numeros reais é a segunda cardinalidade infinita, isto é, alefe-um
(a hipétese do continuum). As duas pretensdes do matematico classico
sdo sem sentido para o intuicionista (Brouwer, 1913/1983, p. 85).
Dummett faz uma analise semelhante a analise de Brouwer. Ele consi-

dera que a demonstracio de Cantor mostra o seguinte:

[D]ada uma qualquer totalidade numeravel de nimeros reais,
podemos definir, a partir dessa totalidade, um numero real
que niao pertence a essa totalidade. A demonstracio nao
demonstra que os numeros reais formam uma totalidade
nio-numeravel, a menos que assumamos de inicio que os
numeros reais formam uma totalidade determinada contendo

todos os numeros reais. (Dummett, 1994, p. 27)

Em alternativa, Dummett defende que o conceito de niimero real

é um conceito indefinidamente extensivel.

Leituras adicionais recomendadas

Aristotle (1984). The Complete Works of Aristotle the Revised Oxford Translation. [Fisica,
Livro III, caps. 4 a 8, faz-se a andlise do infinito; Metafisica, cap. XI, sec¢ao 10,
encontram-se algumas consideracdes adicionais sobre o infinito].

Brouwer (1981). Brouwer’s Cambridge Lectures on Intuitionism. [Paginas 1-8, encontram-
-se os dois atos do intuicionismo].

Brouwer (1913/1983). Intuitionism and formalism.
Heyting (1983). Disputation.

Dummett (1994). What is Mathematics About? [Recomendo apenas a leitura dos primeiros
6 paragrafos e alguns paragrafos contidos nas paginas 25 a 29. Existem outras
referéncias sobre Dummett na bibliografia anotada e nas referéncias do livro que
o leitor pode consultar. Mas devo advertir o leitor que o estilo de redacao de
Dummett, além de 16gica e matematicamente erudito, é bastante esdruxulo e dificil
de acompanhar, mesmo para profissionais].
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CAPITULO 4
REALISMO MATEMATICO

Este capitulo e o seguinte sio sobre concecodes realistas e
antirrealistas em matematica. Este capitulo é dedicado inteiramente
ao realismo matematico. Comecaremos por analisar a concec¢ao realista
do platonismo matematico, de que existem entidades matematicas
abstratas, e o problema epistemoloégico de Benacerraf que se levanta
a esta concecido. Seguem-se outras concecdes realistas: a concecio
da indispensabilidade matematica, de que existem simplesmente
entidades matematicas; e as concecdes do platonismo naturalizado
e do aristotelismo matematico, de que existem entidades matematicas,

mas localizadas no espaco-tempo.

1. Introducao

Vimos no capitulo 3, “Intuicionismo”, que a discussao metafisica
a respeito da forma de existéncia das entidades matematicas, se cons-
truidas pela mente humana ou se independentes dos seres humanos,
foi crucial para alicercar uma nova loégica — a l6gica intuicionista —
€ a jusante uma nova matematica — a matemadtica intuicionista. O que
faremos neste capitulo é detalhar um conjunto de concecoes filosoficas,
a respeito da existéncia e da forma de existéncia das entidades
matematicas. Em termos filoséficos esta discussio enquadra-se no
dominio da ontologia e da metafisica da ciéncia. A ontologia € um

estudo sobre a noc¢io de existéncia e do que existe; a metafisica da
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ciéncia € um estudo sobre a natureza do que existe, nomeadamente,
um estudo sobre o ser e a sua forma de existéncia.

Apesar da importancia crucial que a discussio metafisica teve
para a criacado da matematica intuicionista, esta discussao € ignorada
por quase toda a comunidade matematica. O matematico classico
assume a lei do terceiro excluido como uma lei valida, sem retirar
as consequéncias que a mesma pressupoe, a saber: a quantificacao
sobre um dominio infinito de objetos pressupde que os objetos desse
dominio existem de forma independente da mente humana.

Para o dominio dos objetos fisicos, a ideia anterior pode ser assim
ilustrada. Consideremos a afirmacio “existe uma moeda no meu
bolso”. Ora, para saber se esta frase é verdadeira, tem de existir um
objeto — uma moeda — no meu bolso. Por exemplo, ponho a miao no
bolso e encontro uma moeda. A existéncia de uma moeda no meu
bolso assegura-me que a afirmacao é verdadeira. Se nio encontrar
qualquer moeda no bolso, entdo isso significa que a afirmacio ¢ falsa.

Nos termos da teoria da verdade como correspondéncia, diz-se
que a afirmacido “existe uma moeda no meu bolso” é verdadeira se,
e so se, “existe uma moeda no meu bolso” corresponde ao facto de
que existe uma moeda no meu bolso. Segundo esta teoria ha assim
uma relacio entre frases e factos no mundo. Uma frase é verdadeira
se, e sO se, existir um facto no mundo que lhe corresponda; uma frase
¢ falsa se, e sO se, ndo existir um facto no mundo que lhe corresponda.

O paralelismo entre os objetos fisicos e os objetos matematicos
¢ o seguinte. Consideremos a afirmaciao “2 é um numero par”.
Assumindo que os nimeros sao entidades abstratas, como poderemos
determinar o valor de verdade desta afirmacao? Para a afirmacido ser
verdadeira, tem de existir uma entidade abstrata, mais precisamente,
tem de existir o namero 2, com a propriedade de ser par, que torne
a frase verdadeira. Nao existindo tal nimero, entiao a frase é falsa.
Novamente estamos a aplicar a teoria da verdade como correspondéncia,
mas agora sobre o dominio abstrato. Diz-se que a proposicao “2 é
um numero par” é verdadeira se, e s6 se, “2 é um numero par” corres-

ponde ao facto de que 2 é um numero par. O problema ontolégico
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que se levanta é de como podemos entio defender ou negar a exis-
téncia de tais entidades matematicas. O problema metafisico subsidiario
€ conseguir argumentar sobre a respetiva natureza dos objetos
matematicos existentes.

Antes de terminar esta introducao, importa fazer uma breve clarifi-
cacao relativamente as titulacdes deste capitulo e do proximo capitulo
— “Realismo Matematico” e “Antirrealismo Matematico”. Outra titulaciao
corrente sobre este assunto € a titulacio “Platonismo Matematico” e
“Nominalismo Matematico”. O platonismo defende que existem entidades
abstratas; mais concretamente, o platonismo matematico defende que
existem entidades matematicas e que estas entidades sio entidades
abstratas. O nominalismo nega a existéncia de entidades abstratas
(e nega a existéncia de universais); mais concretamente, o nominalismo
matematico nega a existéncia de entidades matematicas abstratas.
S6 existem entidades concretas. A divisdo Realismo/antirrealismo
estabelece uma divisao ontologica simples entre existéncia/nao-exis-
téncia; a divisao Platonismo/Nominalismo estabelece uma divisao
metafisica entre abstrato/concreto.

A divisao Realismo/antirrealismo revela-se uma divisiao mais
simples do que a divisao Platonismo/Nominalismo e que, no meu
entender, respeita a ordem do inquérito. Primeiro, vem a ontologia;
depois, vem a metafisica. Primeiro, devemos argumentar sobre o que
existe; depois, argumentar sobre a respetiva forma de existéncia
daquilo que existe.

Ha concecoes de cariz empirico sobre a matematica, que defendem
a existéncia de entidades matematicas, mas cujo modo de existéncia
€ no espaco-tempo. Ou seja, as entidades matematicas nao sao enti-
dades abstratas, mas entidades concretas. Um empirista na matematica
parece ser um nominalista, porque nega a existéncia de entidades
abstratas. Mas tal classificacao nao é de todo consensual na literatura,
em virtude de haver definicdoes nominalistas ligeiramente diferentes
da acima enunciada (e.g. negam fout court a existéncia de entidades
matemaiticas). A luz da nossa divisio, o empirismo matematico é

simplesmente uma concecio realista.
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2.Platonismo matematico

O platonismo matematico é a doutrina segundo a qual existem
entidades matematicas, abstratas e independentes do mental, e que
as nossas teorias e proposicoes matematicas descrevem essas
entidades. O platonismo matematico remonta ao mundo das formas
de Platio. Um argumento para a sua defesa foi formulado por Frege
(1992, 1893/2013):

(1) Se uma frase simples da forma “a é F” € verdadeira, entdo existem
as entidades denotadas pelos termos singulares dessa frase.

(2) Frases simples verdadeiras da aritmética tém termos singulares
que referem nimeros naturais.

(3) Numeros naturais existem.

(4) Se numeros naturais existem, entao siao entidades abstratas e
independentes do mental.

Existem nimeros naturais, abstratos e independentes do mental.!

O argumento anterior € apenas a respeito dos nimeros naturais
— a aritmética. Recorde-se que segundo a perspetiva logicista de
Frege, o proponente do argumento, a aritmética seria suscetivel de
ser reduzida a principios l6gicos. No entanto, o argumento pode ser
estendido a outros dominios da matematica e ser formulado concreta-
mente a respeito de muitas outras entidades matematicas, como
numeros reais, conjuntos, funcoes, etc. Naturalmente, se se entender,
por exemplo, que a matemadtica € redutivel a teoria de conjuntos
ZFC, entdo apenas precisamos de afirmar a existéncia de conjuntos

para termos a ontologia necessidria para a construcao de todo o

edificio matematico.

» o«

1 Termos singulares sio termos como nomes (“Jodo”, “Lisboa”, “7”, etc.) e descricoes
- » o«

definidas (“o autor d'Os Fundamentos”, “o atual rei de Franca”, “o numero par primo”,
etc.).
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O argumento também ¢é consistente com interpretacdes variadas
sobre a natureza das proprias entidades matematicas, ainda que sejam
entidades abstratas e independentes do mental. Podem ser assim
elaboradas diferentes versdes platonistas, consoante o que se entende
por entidades matemdticas. Por exemplo, Frege (1992) considera
que as entidades matematicas sdo objetos, porque os termos singulares
numéricos referem objetos.2 O argumento pode ser assim interpretado
como uma defesa do platonismo de objetos. Michael Resnik (1997) e
Stewart Shapiro (1997) consideram que as entidades matematicas
sdo estruturas. O argumento pode ser assim interpretado como uma
defesa do platonismo de estruturas. Mark Balaguer (1998) considera
que as entidades matematicas sio todos os objetos matematicos
logicamente possiveis. O argumento pode ser assim interpretado

como uma defesa do platonismo pleno.

Defino um sistema como uma colecido de objetos com certas
relacdes (...) Uma estrutura € a forma abstrata de um sistema,
que sublinha as inter-relacdes entre os objetos e ignora
quaisquer outras caracteristicas dos objetos que nao afetam
como eles se relacionam com outros objectos no sistema.
(Shapiro, 1997, pp. 73-74)

Na matematica a matéria-prima fundamental nio sao objetos
matematicos individuais, mas estruturas nos quais esses
objetos estdo dispostos. Os objetos da matematica, isto €,
as entidades denotadas pelas nossas constantes matematicas
e quantificadores sao elas atomos, pontos destruturados ou
posicoes em estruturas. Enquanto tal, elas nio tém identidade

nem caracteristicas fora da estrutura. (Resnik, 1997, p. 201)

2 No capitulo 2, vimos que os nimeros sio extensdes de conceitos de segunda
ordem, sendo as proprias extensdes objetos.
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Todos os objetos [matematicos] sio objetos atualmente exis-
tentes (...) Os objetos atualmente existentes esgotam todas
as possibilidades l6gicas desses objetos; ou seja, todos os
objetos matemadticos que logica e possivelmente poderiam
existir, na verdade, existem atualmente; ou seja, o dominio

matematico estad completo. (Balaguer, 1998, p. 6)

Uma das premissas mais problematicas do argumento € a premissa
(4). No capitulo “Intuicionismo”, reparamos que niao é de todo pacifico
que as entidades matematicas possam ser independentes da mente.
Mas o proprio termo abstrato também levanta problemas na sua
caracterizacdo. Até agora, unicamente enuncidmos exemplos de
entidades abstratas, mas nao propusemos qualquer caracterizacao
do que isso seja. Na literatura é possivel encontrar trés modos de
tentar caracterizar as entidades abstratas.

Modo de abstracdo. As entidades abstratas sio abstracdes das
entidades concretas; segundo Cantor, sao produtos de uma atividade
mental de “selecio desatenta”.

Modo de conflacdo. As entidades concretas distinguem-se das
entidades abstratas, porque as primeiras sio entidades individuais
e as outras sao “tudo o resto” (conjuntos, universais, propriedades,
etc.); uma conflacao de coisas variadas.

Modo negativo. As entidades abstratas nao se localizam no espaco-
-tempo; as entidades abstratas nio tém poderes causais.’

O caracter abstrato das entidades matematicas, segundo o modo
negativo acima enunciado, levanta um problema epistémico a respeito
da possibilidade do seu préprio conhecimento que analisaremos

em seguida.

3 Estes modos resultam de Burgess e Rosen (1997, pp. 16-26).
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3.0 problema epistemolégico de Benacerraf

Paul Benacerraf (1973) formulou um problema para o platonismo
matematico e que desempenha um papel incontornavel na formulacao
das concecoes realistas que analisaremos neste capitulo.

O problema epistemologico de Benacerraf fundamenta-se numa
teoria causal do conhecimento (ver cap. 1, seccao 1). As teorias causais
do conhecimento defendem que apenas podemos obter conhecimento
daquilo com o qual seja possivel estabelecer uma relacido causal,
ainda que essa relacdo causal possa ser bastante extensa e remota.
Por exemplo, apesar de a maior parte de nés nunca ter estabelecido
percecao visual direta com pedras lunares, muitos de nés podemos
afirmar que temos conhecimento da existéncia de pedras lunares,
porque ja vimos fotografias ou imagens das mesmas; ou acreditamos
que houve astronautas que trouxeram tais pedras da superficie lunar.
Nestas circunstancias, acreditamos que tais imagens e videos siao
fidedignos e existe uma relacio causal, ainda que muito remota,
entre essas pedras e nds proprios.

Considerando o dominio matematico, parece 6bvio que, neste domi-
nio, a relacao causal anterior simplesmente se evapora. O problema de
Benacerraf levanta o problema de explicar como é que o nosso conhe-
cimento matematico é um conhecimento acerca de entidades de um
dominio supostamente inacessivel. Como explicar que temos, e podemos
alcancar, conhecimento acerca de entidades que niao se relacionam

causalmente connosco? O problema pode ser assim formalizado:

Argumento epistemolégico de Benacerraf

(1) Existimos localizados no espaco-tempo.

(2) Se existem entidades matematicas, entio elas existem nao
localizadas no espaco-tempo.

(3) Se existem entidades matematicas, entio nao podemos alcancar
o seu conhecimento, uma vez que entidades nao localizadas
no espaco-tempo nio se relacionam causalmente com entidades

localizadas no espaco-tempo.
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Logo:

(4) Se o platonismo matemaitico é correto (existem entidades
matematicas nio localizadas no espaco-tempo), entio nio
podemos ter conhecimento matematico.

(5) Porém, temos conhecimento matematico.

O platonismo matematico € incorreto. (Balaguer, 1998, p. 22)

Ha varias respostas realistas ao argumento epistemolégico de
Benacerraf. As respostas tém-se centrado na disputa da teoria da
causalidade para o conhecimento que suporta o argumento. Nomeada-
mente, defende-se que os seres humanos tém a faculdade de gerar
crencas acerca de entidades matematicas abstratas, ainda que nio
haja uma relacao de causalidade entre os humanos e essas entidades.
Neste capitulo, veremos como algumas dessas propostas sao articuladas.

Importa notar que Godel (1964/2009) avancou uma proposta
muito diferente das que analisaremos. Segundo ele, os seres humanos
teriam uma faculdade - a intuicio matematica — que lhes permitiria
obter conhecimento dos objetos da teoria de conjuntos da mesma
forma que obtém conhecimento dos objetos fisicos. Esta faculdade
explicaria assim como seria possivel obter conhecimento matematico,

enquanto conhecimento de entidades abstratas.

4.Indispensabilidade matematica

O argumento da indispensabilidade matematica é geralmente
atribuido a Quine e a Putnam (Quine (1981, pp. 149-150, 1983, p. 367)
e Putnam (1971, p. 425, 1975a, p. 74)), em virtude de aparecer de

forma implicita em algumas passagens destes autores:

O discurso cientifico interpretado ordinariamente esta irremedia-
velmente comprometido com objetos abstratos — como nacdes,
espécies, numeros, funcdes, conjuntos — bem como com macas e

outros corpos fisicos. Todas estas coisas aparecem como valores de
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variaveis no nosso sistema global do mundo. Os numeros e as
funcodes contribuem tio genuinamente para as teorias fisicas como

as particulas hipotéticas. (Quine, 1981, pp. 149-150)

A matematica — nao a matematica ininterpretada, mas a genuina
teoria de conjuntos, légica, teoria de niumeros, dlgebra de nimeros
reais e complexos, calculo diferencial e integral, etc. — ¢ melhor vista
como uma parte integral da ciéncia, a par da fisica, da economia,
etc. Na qual a matematica é dita encontrar as suas aplicacoes.

(Quine, 1954/1995, p. 39)

A quantificacio sobre entidades matematicas é indispensavel na
ciéncia, quer formal, quer fisica; portanto, devemos aceitar tal quanti-
ficacao; mas isso compromete-nos com a existéncia das entidades
matematicas em questio. E claro que este argumento é descendente
de Quine, que por muitos anos defendeu a indispensabilidade da
quantificacio sobre entidades matematicas e a desonestidade inte-
lectual de negar a existéncia daquilo que diariamente se pressupoe.

(Putnam, 1971, p. 425)

As passagens acima estabelecem uma ponte entre a matematica
e as demais ciéncias empiricas. Se formos realistas cientificos, entiao
também teremos de ser realistas matematicos, em virtude de niao ser
possivel desemaranhar as partes matematicas e as partes empiricas
das nossas melhores teorias cientificas. Por outras palavras, se esti-
vermos comprometidos com a existéncia de entidades fisicas, como
protoes, eletrdes, ondas gravitacionais, campos eletromagnéticos,
genes, bactérias, virus, entao também teremos de estar comprometidos
com a existéncia das entidades matematicas invocadas nessas mesmas
teorias cientificas. E intelectualmente desonesto ser realista acerca
das entidades fisicas invocadas nas teorias cientificas e, a0 mesmo
tempo, ser antirrealista relativamente a componente matematica
dessas mesmas teorias cientificas.

Formalmente, o argumento da indispensabilidade matematica de

Quine-Putnam é o seguinte:
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(1) Devemo-nos comprometer ontologicamente com todas, e s6
aquelas, entidades que s3o indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(2) As entidades matematicas sao indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

Devemo-nos comprometer ontologicamente com as entidades

matematicas. (Colyvan, 2001)

Uma primeira observacido a fazer sobre este argumento é de que
a primeira premissa é “excessiva” para a conclusio do argumento.
E uma premissa que vai para além do que é necessario para se obter
a mesma conclusdo. Ou seja, se subtrairmos a condicio necessaria
contida nesta premissa, continuamos a obter a mesma conclusiao do
argumento. Concretamente, isto significa subtrair a primeira premissa

a expressio “e sO aquelas”:

(1) Devemo-nos comprometer ontologicamente com todas as entida-

des que sao indispensaveis as nossas melhores teorias cientificas.

No entanto, esta reformulacio da primeira premissa nao é inteira-
mente feliz. A primeira vista, a premissa (1)’ é consistente com a
ideia de que nos podemos comprometer com entidades esotéricas,
como deuses, fantasmas, espiritos, bruxas, etc., uma vez que a indis-
pensabilidade das entidades matematicas nas nossas melhores teorias
cientificas € apenas uma condicio suficiente para nos comprometermos
com essas entidades. Uma forma de excluirmos, automaticamente,
estes compromissos indesejaveis é defendermos também a conversa
da premissa e restabelecermos (1) na sua forma original.

Uma segunda observacido sobre o argumento é que se fizermos
uma interpretacao literal da sua redacao, o argumento é omisso sobre
a natureza das entidades matematicas com que temos de nos compro-
meter. Ou seja, nada é referido no argumento se o compromisso é
a respeito de entidades abstratas ou entidades concretas. A conclusio

apenas afirma que nos devemos comprometer com a existéncia de

168



entidades matematicas, independentemente de qual seja a natureza
das entidades matematicas em questdo. Neste sentido, o argumento
pode ser usado para defender concecoes platonistas, mas também
pode ser usado para sustentar concecdes antiplatonistas, desde que
sejam concecoes realistas. Por exemplo, conce¢des empiristas, segundo
as quais existem entidades matematicas, mas enquanto entidades
empiricas, podem usar este argumento para defender a existéncia
de entidades matematicas. Ao argumento da indispensabilidade mate-
matica podem-se assim acrescentar premissas consoante a concecio

platonista ou antiplatonista que se pretende defender:

Argumento da indispensabilidade matematica platonista:

(1) Devemo-nos comprometer ontologicamente com todas, e s6
aquelas, entidades que sao indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(2) As entidades matematicas sao indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(3) As entidades matematicas sao entidades abstratas.
Devemo-nos comprometer ontologicamente com as entidades

matematicas, enquanto entidades abstratas.

Argumento da indispensabilidade matematica antiplatonista:

(1) Devemo-nos comprometer ontologicamente com todas, e s6
aquelas, entidades que sio indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(2) As entidades matematicas sao indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(3) As entidades matematicas sao entidades concretas.
Devemo-nos comprometer ontologicamente com as entidades

matematicas, enquanto entidades concretas.

Deixemos de lado, momentaneamente, estas variedades do argu-
mento e concentremo-nos na primeira versio do argumento que
introduzimos acima. Vamos agora analisar as doutrinas que suportam

O argumento.
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A premissa (2) é geralmente tida como um “facto” bruto, nomeada-
mente, as nossas teorias cientificas estdo repletas “até ao pescoco”
de entidades matematicas.* Esta premissa sustenta-se assim nos
inumeros exemplos de entidades matematicas que sao indispensaveis
as nossas melhores teorias cientificas, como numeros, fungoes,
conjuntos, espacos topologicos, entre outras. Basta folhear qualquer
manual ou artigo cientifico de Fisica ou de Quimica para constatar
que isso é verdade.

A premissa (1) é suportada pela doutrina do naturalismo, pelo
critério de compromisso ontologico de Quine e pela doutrina do
holismo da confirmacao. Brevemente, a doutrina naturalista defende
que a filosofia € uma atividade a par da atividade cientifica; o critério
de compromisso ontolégico defende que nos devemos comprometer
com os valores das variaveis ligadas a quantificadores; a doutrina
holista da confirmacao defende que as teorias cientificas sao testadas

en bloc contra a experiéncia.

4.1.Naturalismo

A doutrina naturalista é constituida por a) uma tese normativa
respeitante a2 metodologia da filosofia e da ciéncia natural e por b)
uma tese normativa respeitante a ontologia da ciéncia natural, que se
consubstancia no chamado critério de compromisso ontologico de
Quine, que analisaremos na subseccdo seguinte.

A tese normativa do naturalismo, respeitante a metodologia da
filosofia e da ciéncia natural, rejeita a velha pretensao cartesiana de
fundar a ciéncia natural num tribunal supostamente supracientifico
de indole filosofico. As Meditacbes sobre a Filosofia Primeira comecam

justamente por afirmar a pretensido de Descartes: “estabelecer algo

4 Uso aspas em facto, pois, como veremos, esta premissa é também argumenta-
tivamente disputada. Como “contra factos nio ha argumentos”, a palavra facto tem
assim de vir entre aspas.
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de seguro e duradouro nas ciéncias” (Descartes, 1641/1992, p. 105).
Em contraste, de acordo com a tese normativa do naturalismo,
na relacao entre a filosofia e a ciéncia natural, a filosofia nao ocupa
uma posicio privilegiada relativamente a ciéncia natural; a filosofia
€ continua com a ciéncia natural; ambas, conjuntamente, tentam uma
investigacao e uma explicacao dos fenémenos empiricos.

Uma imagem famosa de Quine (inspirada em Neurath) é a de que
o fil6sofo naturalista e o cientista sao dois marinheiros num barco
(ciéncia) em alto-mar, nao havendo uma doca seca (alegados funda-
mentos filosoficos) a qual se possa aportar para reconstruir o barco:
o barco tem de ser permanentemente reconstruido em alto-mar
(Quine, 2013, p. 3). Assim, se o filosofo naturalista pretender estudar
a ciéncia natural, nao o deve fazer através da epistemologia tradicional
cartesiana. Descartes considerava que a filosofia e a ciéncia se
enraizavam na metafisica, sendo a propria metafisica uma atividade
filosofica. Quine, por seu lado, opera uma naturalizacao da epistemo-
logia. A chamada epistemologia naturalizada é uma disciplina que
utiliza os resultados e a linguagem da prépria ciéncia.

Quando o filésofo naturalista centra o seu estudo sobre como os
sujeitos humanos, enquanto fenémenos fisicos do mundo natural,
podem formular aquilo que designamos por teorias cientificas, entao
a epistemologia naturalizada € vista como uma atividade no dominio
da psicologia empirica. Deste modo, a epistemologia é uma atividade
que, além de utilizar os resultados da ciéncia natural, também utiliza
os seus métodos. Neste caso, o estudo em questio é sobre uma
relacdo complexa — entrada vs. saida — estabelecida nesse sujeito
humano do mundo natural. Por exemplo, no caso dos sentidos da
visao, da audicao e, talvez, do tato a relacao € assim descrita. Entrada
(diminuta): radiacoes de diferentes comprimentos de onda estimulam
recetores sensoriais do sujeito. Saida (torrencial): o sujeito profere
discursos organizados que podem conduzir aquilo que correntemente
designamos de teorias cientificas.

O fil6sofo naturalista, na qualidade de cidadao da comunidade

cientifica, nao se limita apenas a descrever a metodologia da ciéncia
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natural. A conceciao naturalista de suporte a premissa (1) é uma
concec¢iao que também permite ao filésofo naturalista ter uma funcao
prescritiva sobre a propria ciéncia natural. Esta funciao prescritiva
serve o proposito de tentar melhorar, clarificar e compreender o
sistema cientifico a partir de dentro. No caso de haver uma discordancia
entre o filésofo naturalista e o cientista, sobre qualquer assunto, por
exemplo, uma disputa acerca da existéncia ou n3ao de entidades
cientificas particulares, isso nio implica que o cientista tenha sempre
a “dltima palavra” sobre o assunto. O fil6sofo naturalista pode sempre
resistir a resultados cientificos e criticar as atitudes dos cientistas,
desde que argumente baseado em razodes cientificas.

Uma exemplifica¢do do trabalho do fil6sofo naturalista é justamente
sobre a alegada existéncia de entidades matematicas. Para um matema-
tico imerso na sua investigacio do dia a dia, a disputa sobre a
existéncia de entidades matematicas € uma disputa que ele simples-
mente ignora. Os matematicos em geral, simplesmente, nao discutem
este assunto. No entanto, um filésofo naturalista considera incontor-
naveis as ideias apresentadas na introduc¢do deste capitulo, sobre a
conexio entre verdade e existéncia. A luz de uma teoria da verdade
como correspondéncia, as proposi¢cdoes matematicas apenas poderio
ser verdadeiras, existindo as entidades matematicas por referidas por

essas proposicoes.

4.2.Critério de compromisso ontolégico

A tese normativa do naturalismo respeitante a ontologia defende
que devemos olhar para a ciéncia natural em ordem a determinar as
entidades com que nos devemos comprometer, ou seja, devemos aban-
donar a conceciao de uma philosophia prima que justifique a alegada
existéncia de outras entidades com as quais as teorias cientificas
podem estar ou nao comprometidas. Para Quine, as questdes ontol6-
gicas estdo a par das questdoes da ciéncia natural. A questdo é entdo

a seguinte: como determinamos a nossa ontologia?
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Quine estabeleceu o seguinte critério descritivo que permite
determinar as entidades com que as teorias cientificas estio comprome-
tidas: os compromissos ontolégicos das teorias cientificas sio determi-
nados através do dictum “Ser é ser um valor de uma variavel ligada.”
Por outras palavras, o compromisso ontolégico de uma teoria cientifica
determina-se identificando os elementos do dominio de quantificaciao
dessa teoria.’

O procedimento aplica-se a teorias cientificas, mas também se
aplica a outros discursos na linguagem natural. Iremos apenas consi-
derar o caso particular das teorias cientificas. Tecnicamente o procedi-
mento segue as etapas seguintes: 1) as proposicoes das teorias cienti-
ficas sao arregimentadas em linguagem formal da l6gica de primeira
ordem, com vista a eliminarem-se eventuais compromissos espL’lrios;6
2) nesta linguagem determinamos entio quais sao as entidades que
tém de estar entre os valores das variaveis quantificadas, para que
as teorias cientificas em arregimentacio sejam teorias verdadeiras.

Por exemplo, a proposicao cientifica hd eletroes é parafraseada
através do quantificador existencial, assumindo que o dominio de

quantificacio é o dominio das coisas:

Dicionario:
C_: _é eletrao.
Formalizac¢io: dx Cx

Portanto, existem eletroes.

Concretamente, a frase matematica “2 é um nimero par” fica assim

formalizada:

5 Por exemplo, Quine afirma: “Uma teoria estd comprometida com aquelas, e s6
aquelas, entidades as quais as variaveis ligadas da teoria tenham que ser capazes de
se referir de modo que as afirmacdes feitas na teoria sejam verdadeiras.” (Quine,
1948, p. 33)

6 A 16gica de primeira ordem é uma légica cujo dominio de quantificacio é um
dominio sobre objetos. Em contraste, a l6gica de segunda ordem é uma légica cujo
dominio de quantificacio também abrange as relacdes ou propriedades. Por exemplo,
a formalizacdao da frase “existe uma propriedade que Antonio e Manuel tém em comum”
fica (IX) Xa N Xm).
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Dicionario:

N_: _é um numero.

P_: _é par.

_a: 2_

Formalizaciao: Na A Pa

Da formalizacdo anterior podemos inferir: 3x (Nx A Px)

Portanto, existem ndmeros pares.

O critério anterior é um critério descritivo: descreve como determi-
namos as entidades com que uma qualquer teoria cientifica esta
comprometida, mesmo que seja uma teoria efetivamente falsa. Ou seja,
¢ um critério meramente sintatico. Este critério ainda nao estabelece
o que efetivamente ha. Para estabelecermos o que efetivamente ha
precisamos ainda de indicar como determinamos as nossas melbores
teorias cientificas, entre o conjunto de teorias cientificas candidatas
a explicacio dos fenomenos empiricos. Quine defende que as teorias

cientificas devem ter cinco beneficios (virtudes):

1. Simplicidade: as diferentes leis empiricas sobre diferentes feno-
menos tendem a ser integradas numa teoria unitaria e compacta.

2. Familiaridade: as familiares leis do movimento sao bem-sucedidas,
nao sendo necessarias leis independentes para explicar os feno-
menos associados ao movimento.

3. Alcance: uma teoria unificada implica um mais vasto conjunto
de consequéncias testaveis do que quaisquer outras leis separa-
das implicariam.

4. Fecundidade: devem ser possiveis extensOes da teoria que expli-
quem o eventual surgimento de novos fendmenos.

5. Comprovagao: as consequéncias testaveis da teoria devem ocorrer;
as escassas excecdes que nio siao explicadas pela teoria sio

consideradas como interferéncias inexplicadas.”

7 Note-se que, noutras obras, Quine referiu virtudes ligeiramente diferentes das
agora apresentadas.
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Resumidamente a nossa ontologia estabelece-se assim:

1) De entre as teorias cientificas disponiveis consideramos aquelas,
e apenas essas, a que podemos atribuir os cinco beneficios
anteriores, independentemente das postulacdes destas teorias,
ou seja, os beneficios anteriores permitem-nos estabelecer as
teorias que sdo as nossas melbores teorias cientificas;

2) Com o critério descritivo quiniano de compromisso das teorias
cientificas determinamos as entidades com as quais estas teorias
cientificas (as melhores) estio comprometidas;

3) Consideramos que estas entidades, e s6 estas, sao as entidades
que sio indispensaveis as nossas melhores teorias cientificas;

4) Apenas temos de nos comprometer com estas entidades para

ficarmos com a nossa ontologia estabelecida.

Através dos quatro passos anteriores podemos determinar as
entidades indispensaveis as nossas melhores teorias cientificas e,
consequentemente, podemos determinar as entidades com que
nos devemos comprometer. Para tal, temos de identificar quais sio
as entidades postuladas nas nossas melhores teorias cientificas
e que implicam o conjunto anterior de beneficios para as nossas
melhores teorias cientificas. Naturalmente este procedimento nao é
simples nem imediato. Ha disputas sobre se determinada entidade
€ ou nio postulada numa teoria cientifica. Ha disputas sobre se
a postulacao de uma entidade cientifica particular é crucial para
o conjunto de beneficios anteriores que as teorias cientificas

devem proporcionar.

4.3.Holismo

Quine vai recuperar uma ideia antiga de Pierre Duhem, a ideia
segundo a qual as teorias cientificas sao experimentalmente testadas

de forma holistica.
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O fisico nunca pode sujeitar uma hipodtese isolada a um teste
experimental, mas apenas todo um conjunto de hipé6teses; quando a
experiéncia esta em desacordo com as suas previsdes, 0 que apren-
demos com isso é de que pelo menos uma das hipéteses, que fazem
parte do conjunto, € inaceitavel e deve ser modificada; mas a expe-

riéncia nao designa qual é a hipotese que deve ser modificada.

(Duhem, 1906/2007, p. 262)

A doutrina holistica que vamos analisar é chamada doutrina
holistica da confirmacdo (ou epistémica).8 Esta doutrina considera
que as proposicoes de uma teoria cientifica ndo siao testadas indivi-
dualmente contra a experiéncia, mas apenas en bloc, como pertencentes
a um corpo de proposicoes cientificas; as proposi¢oes cientificas, se
consideradas isoladamente das restantes proposicdes da teoria, sao
proposicoes desprovidas de conteido empirico (Rosa & Lepore, 2004,
pp- 65-67). Uma qualquer experiéncia que se realize a propésito de
uma determinada teoria cientifica coloca em teste, nio apenas essa
teoria cientifica, mas, no limite, a totalidade do nosso sistema de
crencas. Ou seja, uma qualquer outra teoria cientifica pode ser

refutada no teste.

Teia de crencas

Em “Two Dogmas of Empiricism”, Quine (1951) propde uma
perspetiva holista sobre o conhecimento cientifico. As teorias cienti-
ficas sao tomadas globalmente como uma teia de crencas interligadas.
Para o caso que nos interessa aqui, a respeito da matematica, nas nossas
teorias cientificas as componentes fisicas e as componentes matematicas
estdo interligadas, nao havendo uma maneira 6bvia de desemaranhar
umas partes das outras. Tais teorias sao confirmadas ou infirmadas

num todo - de forma abrangente — pela experiéncia.

8 Existe também a doutrina holistica do significado (ou semintica). Esta doutrina
considera que o significado de um termo linguistico x, pertencente a uma linguagem L,
depende das relacdes que este termo tem com os restantes termos da linguagem L.
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A luz do holismo, os diferentes elementos do conhecimento
cientifico nao estao distribuidos homogeneamente na teia, mas estao
distribuidos segundo o grau de proximidade que tém com a experién-
cia. Os enunciados observacionais situam-se na periferia da teia;
enquanto os enunciados nao observacionais se situam no interior da
teia. Partindo da periferia para o interior podemos estabelecer a
ordenacio seguinte: frases observacionais, leis das ciéncias experi-
mentais (Fisica, Quimica, Biologia, etc.) principios gerais das ciéncias,
enunciados teodricos, lemas matematicos, corolarios matematicos,
teoremas matematicos, axiomas matematicos e, no centro, as leis

da logica.

Loégica

Matematica Pura
Matematica Aplicada
Fisica Teorica

Fisica Experimental

Representacao esquematica da teia de crencas

Principio de mutilacdo minima quiniano

Segundo a doutrina anterior, as teorias cientificas apenas poderio
ser revistas pela experiéncia, quando consideradas globalmente.
Porém, isto nao significa que face a uma experiéncia recalcitrante
particular decorra imediatamente a revisao de todo o sistema de
crencas. Ha uma tendéncia natural para perturbar o menos possivel
o sistema total de crencas. Acomodam-se as experiéncias recalcitrantes
através de uma revisao dos enunciados cientificos que se situam
mais perto da periferia, em detrimento dos enunciados cientificos
mais afastados. Este é o principio de mutilacdo minima quiniano.
Por exemplo, uma tentativa de rever o principio da conservacio de
energia implicaria uma perturbacio maior no sistema total das teorias

cientificas do que rever as condicdes laboratoriais numa experiéncia
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particular. O principio da conservaciao de energia ¢ um principio
comum a diferentes teorias cientificas e a sua eventual modificacao
irradiaria por quase toda a teia de crencas.? Assim, hd uma tendéncia
para rever enunciados cientificos que sao particularmente respeitantes
a experiéncia. A conclusiao a retirar é de que o procedimento de
revisao de crencas prefere operar pequenas “mutilacdoes” que nao

impliquem grandes perturbacdes no nosso sistema total de crencas.

4.4, Conhecimento matematico sem contacto

Feito este esclarecimento sobre as doutrinas que suportam o
argumento da indispensabilidade, importa agora esclarecer como é
que o argumento responde ao problema epistemologico de Benacerraf.
Recordemos que o argumento da indispensabilidade pode ser
defendido por concecoes realistas platonistas e por concecdes realistas
antiplatonistas. Para estas ultimas, o problema de Benacerraf nio
se coloca, porque as entidades matematicas sio entidades concretas
no espaco-tempo.

Recordemos o argumento da indispensabilidade platonista:

(1) Devemo-nos comprometer ontologicamente com todas, e s6
aquelas, entidades que s3o indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(2) As entidades matematicas sao indispensaveis as nossas melhores
teorias cientificas.

(3) As entidades matematicas sao entidades abstratas.
Devemo-nos comprometer ontologicamente com as entidades

matematicas, enquanto entidades abstratas.

9 O principio de conservacio de energia afirma que num sistema fisico isolado a
energia total do sistema € conservada. Formalmente, num sistema fisico simples com
apenas energia cinética e energia potencial, a energia cinética transforma-se em
energia potencial, e reciprocamente.
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A luz das concecdes que suportam o argumento, o conheci-
mento de entidades matematicas ocorre da mesma forma que o
conhecimento das restantes entidades cientificas. Aquando de
uma experiéncia, a respeito de uma teoria cientifica, todo o nosso
sistema de crencas é testado no ambito dessa experiéncia (holismo).
Ou seja, as partes nominalistas (concretas) da teoria cientifica,
bem como as partes abstratas siao testadas em simultineo. As nossas
teorias cientificas estao comprometidas com entidades concretas,
mas também estio comprometidas com entidades abstratas (critério
de compromisso ontolégico). Ora, se a nossa teoria cientifica for
confirmada pela experiéncia, entdo isso significa que as partes
nominalistas (concretas) as partes abstratas (matematicas) da teoria
cientifica sao verdadeiras. Por outras palavras, as teorias matematicas
emaranhadas nas teorias cientificas sao elas proprias também verda-
deiras. Logo, existem as entidades matematicas com que as nossas
teorias matematicas estio comprometidas. O conhecimento matema-
tico abstrato decorre da confirmacao empirica holista das nossas
teorias cientificas.

A objecao que se levanta a esta solucdo € de que ela apenas da
conta das teorias da matematica aplicada. Todavia, a matematica nao
se esgota na matematica aplicada. Existem muitas teorias matematicas,
no ambito da chamada matemdtica pura, que se desenvolvem inde-
pendentemente das suas eventuais aplica¢des. Para um platonista,
as teorias da matematica pura sio verdadeiras, independentemente
da sua aplicacio. E, assim, o problema de Benacerraf volta a levantar-
-se para a matematica pura.

Quine (1998, p. 400) famosamente afirmou que as teorias da mate-
madtica pura, respeitantes a conjuntos de ordem elevada, sao “recriacoes
matematicas sem direitos ontolégicos”. No entanto, se analisada com
mais cuidado, a matematica pura também se aplica indiretamente na
ciéncia. A matematica pura encontra aplicacdes na propria matematica
aplicada; a matematica aplicada, por sua vez, aplica-se as teorias
cientificas; logo, a matematica pura aplica-se indiretamente na ciéncia.

Ha uma cadeia indireta entre a matematica pura e as teorias empiricas
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que, em certa medida, também pode justificar a verdade das teorias

da matematica pura.

4.5.0bjecoes ao argumento da indispensabilidade

A literatura tem-se centrado em dois caminhos para disputar o
argumento: um caminho facil e outro mais dificil. O chamado caminho
Jacil do nominalismo disputa a primeira premissa do argumento; o
chamado caminbo dificil do nominalismo disputa a segunda premissa
do argumento.

A disputa da primeira premissa do argumento consiste em disputar
alguma das doutrinas de suporte ao argumento, ou seja, disputar o
naturalismo, o holismo ou o critério do compromisso ontolégico.
No préximo capitulo, veremos como Joddy Azzouni e Penelope Maddy
vao disputar a primeira premissa. Joddy Azzouni vai atacar o critério
de compromisso ontolégico, no ambito de uma conceciao de nomina-
lismo deflaciondrio; Maddy vai atacar o naturalismo quiniano, o holismo
e/ou critério de compromisso ontolégico, no ambito de uma conceciao
de filosofia segunda. A disputa da segunda premissa consiste em mostrar
que nao é de todo um “facto” bruto que as entidades matematicas
sejam indispensaveis nas teorias cientificas. No préximo capitulo,
veremos como Hartry Field vai disputar a segunda premissa, defendendo
que as entidades matematicas sao dispensaveis nas teorias cientificas,

por intermédio de uma concecio chamada de ficcionismo matemdtico.

5.Platonismo naturalizado

Penelope Maddy (1990) desenvolveu uma doutrina, chamada de
Platonismo Naturalizado, segundo a qual existem entidades matema-
ticas mas estas entidades localizam-se no espaco-tempo. Esta é uma
conceciao empirista sobre a matematica. Maddy defende a existéncia

de entidades matematicas, nomeadamente, conjuntos matematicos,
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por intermédio do argumento da indispensabilidade antiplatonista,
acima referido, e por intermédio de teorias da perce¢io. Argumenta-
-se que os conjuntos sdo entidades percecionaveis. Ou seja, o plato-
nismo naturalizado desenvolve um argumento contra a premissa (2)

do argumento epistemolégico de Benacerraf.

(1) Temos crencas numeéricas.

(2) As crencas numéricas resultam de percecoes.

(3) A melhor maneira de explicar as crencas percetuais numéricas
€ supor que conjuntos sao as entidades que sao percecionadas.

(4) Entidades percecionadas existem localizadas no espaco-tempo.

Conjuntos existem localizados no espaco-tempo.

A principal virtude desta concecio empirista da matematica ¢é
conseguir responder ao argumento epistemolégico de Benacerraf.
Ao localizar as entidades matematicas no espaco-tempo niao parece
haver qualquer problema em obter conhecimento matematico. Todavia,
na verdade, esta resposta nao é tao eficaz quanto parece. Esta forma
de empirismo matematico estabelece apenas um bypass a teoria

causal do conhecimento.

5.1.Teoria de conjuntos ZFC

Maddy refere que as entidades observadas sio conjuntas e nao
sdo outras coisas como, digamos, agregados. Ora, ha uma razao para
esta escolha. O fundamento matematico contemporianeo da matematica
¢ a chamada teoria de conjuntos ZFC. O acronimo ZFC é respeitante
as trés letras iniciais das palavras seguintes: “Zermelo”, “Fraenkel” e
“Choice”. Ernest Zermelo comecou a desenvolver a teoria em 1908
e, mais tarde, em 1922, Abraham Fraenkel desenvolveu a teoria de
Zermelo. “Choice” é o termo inglés para referir o axioma da escolba.

A teoria de conjuntos foi formulada no inicio do século XX e ¢

uma teoria que pretendeu responder aos paradoxos da teoria ingénua
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de conjuntos desse periodo como os paradoxos de Burali-Forti,
de Cantor e de Russell. Ou seja, foi necessario encontrar uma base
axiomatica a respeito de conjuntos que conseguisse evitar ou solver
esses paradoxos. Em 1908, Zermelo dava conta destas preocupacoes:
“A existéncia desta disciplina [a teoria de conjuntos] parece estar
ameacada por certas contradicdes ou ‘antinomias’, que podem ser
derivadas dos seus principios (...) as quais ainda nio foi encontrada
qualquer solucdo satisfatéria” (Zermelo, 1908/1967, p. 200).

A teoria ZFC é constituida por um conjunto de axiomas, sendo
que todo o edificio matematico é redutivel a conjuntos. Ou seja,
numeros, funcoes, espacos, estruturas algébricas podem ser modeladas

como sendo conjuntas. Formalmente, o axioma da escolha é o seguinte:

Para todo o conjunto z de conjuntos disjuntos e nao-vazios
existe um conjunto escolha, ou seja, existe um conjunto

contendo precisamente um elemento de cada elemento de z.

Intuitivamente o axioma da escolha afirma que se tivermos uma
mala contendo outras malas nao vazias, entdo é possivel produzir
outra mala que contém um elemento de cada uma das malas da mala
inicial. Este axioma foi formulado por Zermelo. Atualmente é um
axioma consensual, mas foi polémico durante muito tempo. Na escolha
do conjunto nio é explicitamente definida a forma como devemos
operar para formar tal conjunto. Assim, muitas escolhas sdo possiveis.
Outra implicaciao controversa deste axioma é originar o paradoxo
de Banach-Tarski: uma esfera pode ser particionada em finitos
pedacos que posteriormente “rearranjados” formam duas esferas,
com o mesmo rajo da esfera inicial.

Para evitar os paradoxos da teoria ingénua de conjuntos, os conjun-
tos sao criados em niveis (neste sentido, imita-se a teoria de tipos

de Russell e Whitehead), indexados por numeros ordinais.

Seja:

O conjunto vazio denotado por @.
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V. a colecao de conjuntos construidos no nivel n.
Definicao: O conjunto poténcia PC de um conjunto C é o
conjunto de todos os subconjuntos que se podem formar do
conjunto C.

Definicio recursiva: V,..=V,UP(V,)
Ilustremos como sao construidos os primeiros niveis de conjuntos:

Seja: Vo = @.

I?/Tt:a;:UP(Vg)Z(DUP(Q)ZQU{@}:{@}

v.= viur(v)={0}up({o})={o}u{o{o}} = {o{o}]
vi=viup(v.)={ofo}ur({ofo}})={ofo}}u oo} {{o} o {o}}]
~{ofo}{{o}}{of0}}}

..

Seja: V,=V,uViuW,u...

Entao:
Vw+1 = VmUP<Vw)
Vw+z = Vm+1 UP(VW+1)

..

Relembre-se que uma versio do paradoxo de Cantor estabelece-se
considerando a proposiciao de partida o conjunto de todos os conjuntos.
Ou seja, deriva-se uma contradicao desta proposicio. Dada esta cons-
trucao por niveis, nao existe o conjunto de todos os conjuntos.
Ou seja, ndo existe tal coisa como um nivel onde se possa “agrupar”
todos os conjuntos. Em ZFC, a colecdo de todos os conjuntos é
designada de classe propria.lo

Ha dois resultados em volta da teoria de conjuntos ZFC que

importa referir. Primeiro, Kurt Godel (1938) demonstrou que se ZFC

10 A colecio de todos os nimeros ordinais e a colecio de todos os nimeros
cardinais também sao designadas de classes proprias.
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€ uma teoria consistente, entio também é consistente a teoria ZFC
mais a hipétese do continuo. Por outras palavras, se ZFC é consistente,
entdo nao € possivel refutar a hipétese do continuo. Relembre-se
que a hipétese do continuo é a hipotese segundo a qual a cardinalidade
imediatamente a seguir a cardinalidade dos nuimeros naturais € a
cardinalidade dos nimeros reais. Segundo, Paul Cohen (1963) demons-
trou que a hipétese do continuo niao € derivavel a partir da teoria

ZFC, ou seja, a hip6tese do continuo é independente de ZFC.11

5.2.0bjecdes ao platonismo naturalizado

Comecemos por uma objecio a teoria ZFC que indiretamente
€ uma objecdo ao platonismo naturalizado. Segundo Godel (1964/2009),
a independéncia do continuo, acima referida, implica que a teoria
ZFC ¢é incompleta. A teoria ZFC nao consegue descrever completamente
o universo matematico. Ou seja, ha um resultado que a teoria nao
consegue determinar se é verdadeiro ou ¢é falso. Godel defende que
a saida para este problema € tentar encontrar novos axiomas para a
teoria ZFC.

Consideremos agora objecdes diretas ao platonismo naturalizado.
Para alguém que desconheca os nimeros naturais, nao parece ser
possivel que tal pessoa tenha alguma vez crencas numéricas sobre
qualquer quantidade de objetos que percecione. Ou seja, parece que
sem conceitos prévios na nossa mente, a observacao e a correta
identificacao de objetos a nossa volta ficam comprometidas.

Outro problema € respeitante a suposta impossibilidade de observa-
c¢ao de conjuntos puros, como o conjunto vazio que esta na base dos
ordinais de von Neumann ou de Zermelo (Maddy, 1990, pp. 156-157).

De acordo com a teoria de conjuntos, os nimeros naturais podem

11 Godel (1947) ja tinha considerado esta hipétese (existe uma versdo revista e
alargada deste artigo na traducio Godel (1964/2009)).
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ser definidos por recurso aos ordinais de von Neumann ou aos
ordinais de Zermelo.

Segundo von Neumann os nimeros naturais sao assim definidos:

0=0
1 = {3}
2 = {0, {3}}

3 =1{0, {9}, {9, {O}}}

Segundo Zermelo os numeros naturais sao assim definidos:

0=9
1 = {0}
2 = {{o}}

3 = {{{ol)

Ora, de acordo com o platonismo naturalizado, nio parece termos
disponivel qualquer forma de percecio do conjunto vazio, @. Qual é
o objeto que correspondera a percecio do conjunto vazio? Entende-
-se que uma perceciao pressupode sempre a percecio de algum objeto.
A luz do platonismo naturalizado, nio parece assim que tenhamos
maneira de definirmos os nimeros naturais. Note-se ainda que existem
muitas outras formas de identificarmos os nimeros naturais (na verdade,
existem infinitas maneiras). E um problema para a teoria de conjuntos
ZFC que diferentes identificacoes sejam igualmente validas (Benacerraf,
1965). Maddy acabou por abandonar esta concec¢io. No capitulo

seguinte, na seccio “Filosofia segunda”, regressaremos a Maddy.

6. Aristotelismo matematico

O aristotelismo é visto como sendo uma doutrina rival do plato-

nismo. Para o platonismo, as entidades matematicas fazem parte do

185



mundo das formas; enquanto para o aristotelismo, as entidades matema-
ticas fazem parte do mundo concreto — o espaco-tempo. Ora, na verdade,
ambas as concecodes sao concecoes realistas. Nenhuma delas nega a
existéncia de entidades matematicas. E é este aspeto em comum que
as coloca do lado do realismo matematico.

O aristotelismo é também visto como sendo uma doutrina rival
do nominalismo. O nominalismo nega a existéncia de universais e
nega a existéncia de entidades abstratas. Em particular, o nominalismo
nega a existéncia de entidades matematicas, enquanto entidades abstra-
tas. O aristotelismo também nega a existéncia de entidades abstratas,
mas niao nega a existéncia de universais, nem nega a existéncia de
entidades matematicas. Para o aristotelismo as entidades matematicas
sa0 universais e nio sao entidades abstratas. Sao entidades que existem
no espago-tempo. O aristotelismo matematico nao é assim uma conce-
cao simplesmente empirista, como o platonismo naturalizado de Maddy
ou o empirismo matematico de Mill. No aristotelismo matematico,
O compromisso com universais tem, digamos, resquicios de “eternidade”

que o diferencia das concecdes empiristas anteriores.

6.1.Nogdes aristotélicas

Para compreendermos a concecao aristotélica da matematica é
necessario introduzir algumas noc¢des prévias.
Ha uma distincio comum na linguagem entre espécime e tipo.

Consideremos o quadro seguinte:

Quantas palavras existem no quadro? Uma ou duas? Se pretendermos
referir a quantidade de espécimes no quadro, diriamos que existem duas
palavras — a palavra “ola” aparece duas vezes. No entanto, se pretender-

mos referir a quantidade de tipos de palavras no quadro, diriamos que
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existe apenas uma palavra no quadro. Um mesmo tipo de palavra.
Esta distincdo € valida para palavras, mas também é valida para
muitas outras coisas como cisnes, vestidos e automodveis.
Consideremos a frase ambigua: “as duas senhoras vestiam a mesma
camisola”. Esta frase é ambigua porque, por um lado, parece que
estamos na presenca de um dnico espécime, por outro lado, parece
que estamos na presenca de dois espécimes, mas de um mesmo tipo.
Consideremos a interpretacao de que as senhoras vestem, separada-
mente, uma camisola, mas uma camisola de um mesmo tipo. As cami-
solas tém uma propriedade em comum que as torna iguais. As camisolas,
cada uma delas, sio exemplificacoes de um mesmo tipo de camisola.
Da mesma forma, dizemos que todos os objetos vermelhos sao exempli-
ficacoes da cor vermelho, e assim por diante. A designacao usada
na Grécia Antiga a respeito deste género de exemplificacdes era de
um em muitos. Esta propriedade comum, que coisas particulares
diferentes podem ter, é definida como sendo um universal. Coisas
que partilham um mesmo universal sao assim semelhantes em algum
aspeto.12 A alegada existéncia de universais é disputada pelo argu-
mento seguinte. Tico é Teco sao dois caes brancos. Para a frase “Tico e
Teco sao dois caes brancos” ser verdadeira, apenas é necessario
existir um cao branco chamado “Tico” e um cao branco chamado
“Teco”. Nao € necessario existir tais alegadas coisas universais como

brancura e canicidade (Quine, 1948, p. 32).

6.2.Universais

Existem duas concecdes opostas da nocao universal. A concecio
platonista considera que os universais existem de forma independente
das coisas. Os universais tém uma existéncia intemporal no mundo das
formas. Sao entidades abstratas. A designacio latina é universalia ante

rem (“universais antes da coisa”). A concecio aristotélica, nos termos

12 0s exemplos sio adaptacdes de Armstrong (1989, pp. 1-2).
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que aqui iremos abordar, pelo contrario, considera que os universais
apenas podem existir havendo coisas que as exemplifiquem. Os univer-
sais nio sao assim independentes das coisas. Nao existe tal coisa
como universais nunca exemplificados. Todos os universais que existem,
existem justamente enquanto exemplificacao de coisas particulares.
A designacao latina é universalia in re (“universais na coisa”).

A concecio aristotélica da matematica defende que as entidades
matematicas sio universais. As entidades matematicas exemplificam-
-se em coisas particulares, que existem no espaco-tempo. Por exemplo,
a simetria e a propor¢io (razao) sao duas propriedades matematicas
percecionaveis. O corpo dos seres humanos é aproximadamente
simétrico, segundo um eixo vertical imaginario que divide o corpo
em duas partes aproximadamente simétricas. A simetria € estudada
na matematica pura pela chamada teoria de grupos. A respeito da
proporciao, por exemplo, diz-se que a Torre Eiffel é diretamente
proporcional as miniaturas turisticas vendidas em seu redor. A Torre
Eiffel é, digamos, cerca de cem vezes maior do que as suas miniaturas.
A propor¢ido é uma relacao que se aplica a comprimentos, volumes
e outras quantidades. Existem muitas outras propriedades matematicas
que podem ser percecionadas como a continuidade, a linearidade
ou pontos discretos. Na subsec¢do 6.4, veremos como 0s ndmeros
também sao universais (relacdes entre agregados e propriedades).

Para um aristotélico da matematica, nem todas as propriedades
matematicas tém de ser necessarias e diretamente percecionaveis
para poderem existir. Analogamente, nem todas as propriedades
fisicas ou objetos fisicos sdo diretamente percecionaveis e isso nio
implica que tais coisas nao existam. Eletroes e protdes nao sao direta-
mente percecionaveis e sao entidades que existem. Mais concretamente,
os universais sao postulacées da nossa melhor ciéncia; sao inferéncias
para a melhor explicacio dos fenémenos que se observam. A postulacao
¢, no entanto, uma postulacio acerca do que existe no espaco-tempo.

A postulacio de entidades matematicas no espaco-tempo da assim
uma resposta ao problema epistemolégico de Benacerraf. Ou seja,

as entidades matematicas nao sao entidades abstratas, mas existem no
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espaco-tempo, enquanto exemplificacao de coisas particulares. Podem ser
diretamente percecionaveis, ou indiretamente testadas, no ambito de

experiéncias cientificas cujas teorias postulam a sua existéncia.

6.3.Indispensabilidade e aristotelismo matematico

Como vimos atras, o argumento da indispensabilidade matematica
¢ silencioso sobre a natureza das entidades matematicas com que
nos devemos comprometer. Assim, os aristotélicos defendem a existén-
cia das entidades matematicas por intermédio do proprio argumento
da indispensabilidade, segundo a versao antiplatonista do mesmo.
A respeito da primeira premissa do argumento, em termos gerais,
os aristotélicos da matematica subscrevem a doutrina naturalista,
sdao indiferentes a doutrina holista, mas introduzem uma ligeira modi-
ficacao no critério de compromisso ontolégico de Quine.

Quine apenas admite a realizacio de compromissos ontolégicos
com objetos. Ou seja, apenas admite a 16gica de primeira ordem,
na qual as variaveis ligadas aos quantificadores sao respeitantes a
objetos. No entanto, a légica de primeira ordem niao é uma légica
suficiente para os compromissos que os aristotélicos pretendem
efetuar. Os aristotélicos estendem a logica a l6gica de segunda ordem,
porque consideram que também pode haver compromissos com
propriedades. Ou seja, as propriedades — os universais — também
podem ser variaveis ligadas aos quantificadores.

Recordemos a formalizacao anterior da frase matematica “2 é

um numero”:

Dicionario: P_: _é um numero.
—a: 2_

Formalizacao: Pa

Para Quine, o compromisso ontolégico da formaliza¢ciao anterior
¢é explicitamente o seguinte:

dx Px
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Ou seja, existe algo que é P. Para um aristotélico, para Pa ser
verdadeira é necessario que existam 1) a propriedade P, 2) o particular
a, e 3) o facto que a é P. Ou seja, pondo tudo junto, o compromisso
ontolégico da formalizacio anterior é explicitamente o seguinte:

dx 3P Px
Neste caso, a propriedade P aparece igualmente ligada ao quantif-

icador existencial.l3

6.4.Objecoes ao aristotelismo matematico

As duas principais objec¢oes ao aristotelismo sao de que: 1) a natu-
reza fisica ndo parece estar de acordo com algumas presumiveis
entidades matematicas como o infinito matematico e as figuras geomé-
tricas em geral; 2) decorrente de Frege (1992), os nimeros nao siao
propriedades dos objetos fisicos.

Sendo o universo do espaco-tempo composto por uma quantidade
finita de objetos, nao parece assim que o infinito matematico possa
ser exemplificado em qualquer conjunto de objetos fisicos no espaco-
-tempo. Por sua vez, as figuras geométricas, como circunferéncia ou
quadrado, também nio parece que tenham alguma vez sido exempli-
ficadas em qualquer objeto fisico. Ou seja, na natureza fisica nio
parece haver tal coisa como circunferéncias “perfeitamente” circulares
ou quadrados “perfeitamente” quadrangulares. Quando muito, na natu-
reza existem objetos aproximadamente circulares ou aproximadamente
quadrangulares. E, portanto, a modelizacio matematica destas
entidades opera uma idealizacido, antes de aplicar qualquer matematica.

Newstead e Franklin (2012, p. 88) replicam que estruturas infinitas
serdo universais de mera possivel exemplificacao e nao siao universais
concretamente exemplificados. Algumas versdes do aristotelismo
acabam por considerar que infinitudes matematicas sio entidades

ficcionais ou, em alternativa, veem-se obrigados a admitir na sua

13 Exemplo adaptado de Newstead e Franklin (2012).
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ontologia universais nao exemplificados (Forrest & Armstrong, 1987).
Relativamente a segunda parte da objecido, Franklin (2009, p. 118)
replica que a matematica contemporanea efetivamente ja tem instru-
mentos matematicos (resultantes do estudo de funcdes continuas)
para estudar matematicamente circunferéncias que niao sao “perfeita-
mente” circulares ou quadrados que nio sao “perfeitamente”
quadrangulares, nio sendo necessario ter de operar qualquer idealiza-
¢ao do objeto fisico em estudo, para se conseguir aplicar a matematica.

Recordemos o argumento para a segunda objecdo, decorrente de
Frege (1992), segundo a qual os nimeros niao sio propriedades de
objetos fisicos. Perante uma pilha de cartas, a pergunta “quantos?”
tem diversas respostas. Se interpretarmos a pergunta como “qual é
o numero de pilhas?”, a resposta € 1. Se interpretarmos a pergunta
como “qual é o nimero de baralhos?”, a resposta é 2. Se interpretarmos
a pergunta “qual é o nimero de cartas?”, a resposta € 104. Portanto,
os nameros nao podem ser propriedades dos objetos fisicos, porque
diferentes nimeros se aplicam a um mesmo objeto, dependendo da
maneira como interpretamos a pergunta relativamente ao objeto em
questdo. Para cada interpretacio da pergunta corresponde uma
individuaciao de partes do objeto percecionado.

Glenn Kessler (1980), baseado em Mill, replica que os nimeros
sdo relacoes. Em concreto, um nimero é uma “relacao que se verifica
entre agregados e propriedades que selecionam partes desses agrega-
dos” (Kessler, 1980, p. 69). O argumento de Frege confunde propri-
edades com relacoes.

Vejamos novamente o exemplo das cartas. Seja x o agregado de

cartas. Segue-se entdo que:

104 é a relacdo entre o agregado x e a propriedade ser uma
carta.

2 é relacao entre o agregado x e a propriedade ser um
baralbo.

1 é a relacao entre o agregado x e a propriedades ser uma

pilbha.
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A definicdo geral do numeral =

n denota a rela¢io numérica entre um agregado x e uma proprie-
dade p se, e sO se, x tem n p-partes (i.e., n partes que exemplificam

a propriedade p) (Kessler, 1980, pp. 69-70)

Esta relacao é um universal. Por exemplo, a relacdo entre um agre-
gado de 7 macas e a propriedade € maca é a mesma relacdo entre
um agregado de 7 peras e a propriedade é pera, e assim por diante.

Esta definicao permite também resolver um problema em volta
do nimero zero. O problema para o aristotelismo é de que, aparen-
temente, o numero zero nao é exemplificado por qualquer objeto
Jfisico. A solucdo para este problema é muito simples e resulta de uma
mera substituicdo na defini¢cdo acima: zero é a relacdo numérica
entre um agregado x e uma propriedade p se, e s6 se, x ndo conter

p-partes.

Leituras adicionais recomendadas

Benacerraf (1973). Mathematical Truth.
Quine (1955/1995). Postulacoes e Realidade.
Maddy (1990). Realism in Mathematics. [58-67 descreve a percec¢io de conjuntos].

Newstead e Franklin (2012). Indispensabilty without Platonism.
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CAPITULO 5
ANTIRREALISMO MATEMATICO

Comecaremos por analisar duas concecoes inteiramente antirrea-
listas: a concecdo do ficcionismo matematico de Field e a concecao
do nominalismo deflacionario. Ambas defendem que nio existem
entidades matematicas abstratas. Analisaremos a concecido de filosofia
segunda que nio é uma concecio inteiramente antirrealista. E uma

concecao mista de realismo fino e arrealismo matematico.

1. Introducao

O nominalismo, no sentido que vai ser usado neste capitulo, é a
doutrina segundo a qual ndao ha entidades abstratas. Esta doutrina
¢é suscetivel de ser evocada em todos os dominios da filosofia.
No caso especifico da filosofia da matematica, o nominalismo rejeita
a existéncia de entidades matematicas, por considerar que estas enti-
dades sao entidades abstratas. Na matematica, o nominalismo é
conhecido por nominalismo matemdtico. No dominio matematico
existem diversas versdoes nominalistas. Neste capitulo analisaremos
o ficcionismo matematico, em particular, o programa de Hartry Field

e analisaremos o nominalismo deflacionirio de Joddy Azzouni.l

1 O nominalismo remonta 2 época medieval de William Ockham, mas, contemporanea-
mente, iniciou-se nos anos 40 e 50 do século XX, pela mao de Nelson Goodman e
Willard Quine. Numa fase inicial, Quine foi nominalista (Goodman & Quine, 1947).
S6 mais tarde, Quine adotou o platonismo, via argumento da indispensabilidade matematica.
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O nominalismo alicerca-se na ideia ingénua de que, a primeira
vista, nao existem bons candidatos para serem exemplares de entidades
matematicas entre os objetos que sabemos existir. Portanto, a melhor
explicacao para esta auséncia de bons candidatos, entre os objetos
existentes, serd inferir que ndo existem tais entidades matematicas.
Olhando a nossa volta, observamos objetos fisicos: objetos concretos
que ocupam uma posi¢ao no espaco-tempo e tém poderes causais.
De uma maneira ou outra, tais objetos interagem causalmente com
0 nosso sistema percetual. Mesmo os objetos fisicos microscépios,
como eletrdes ou protdes, interagem indiretamente com O Nosso
aparato percetual, via tecnologia apropriada. No entanto, a primeira
vista, nio parece que alguém possa afirmar que observou o nimero
15, o infinito ou uma linha reta sem dimensido. No caso em questao,
nem sequer ha ou podera haver qualquer tecnologia que seja suscetivel
de detetar tais objetos, mesmo de forma indireta.

Existem dois argumentos centrais que motivam o nominalismo
matematico: um epistemolégico e outro metafisico. O argumento
epistemologico é o argumento de Benacerraf, que analisamos no
capitulo anterior. Relembra-se que este argumento se sustenta numa
teoria causal do conhecimento: nio podemos ter conhecimento
de entidades abstratas, porque os seres humanos nio tém capaci-
dades epistémicas para estabelecer conexdes causais com esse
alegado dominio abstrato. Portanto, devemos rejeitar a existéncia de
entidades abstratas.

O argumento metafisico foi proposto por Goodman (1956). Seja o
principio metafisico segundo o qual entidades distintas devem ter
constituintes distintos. Sejam, por exemplo, dois conjuntos: o conjunto
{{a}, {a, b}} e o conjunto {{b}, {a, b}}. Por um lado, estes dois conjuntos
sao distintos, porque o primeiro conjunto é constituido pelos conjuntos
{a} e {a, b}, enquanto o segundo conjunto € constituido pelos conjuntos
{b} e {a, b}. Por outro lado, os dois conjuntos niao siao distintos, porque,
em ultima instancia, sio constituidos pelos mesmos particulares a e
b. Dada a situac¢iao paradoxal que se deriva, Goodman conclui que

nio existem conjuntos (matematicos).
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No capitulo anterior, fizemos uma conexao entre verdade matema-
tica e existéncia matemadtica. Esta conexao entre verdade e existéncia
fundamenta-se na teoria da verdade como correspondéncia. As propo-
sicoes matematicas apenas podem ser verdadeiras se existirem as
entidades matematicas que elas referem. Por exemplo, a proposicao
“2 é um numero par” é verdadeira se, e s6 se, “2 € um namero par”
corresponde ao facto de que 2 é um niimero par. Ou seja, tem de
existir um objeto — o numero 2 — com a propriedade de ser par,
que torne a proposicio “2 é um numero par” verdadeira.

O antirrealismo matematico defende que nao existem entidades
matematicas e, como tal, levanta-se o problema de como sera possivel
considerar que algumas proposi¢cdes matematicas sio verdadeiras
sem a existéncia de quaisquer entidades matematicas que lhes corres-
pondam. Existem duas estratégias para tentar enderecar este problema.
Uma, consiste em tentar descartar a concecdo de verdade matemdtica
e propor outra concecido alternativa que nao dependa da alegada
existéncia de entidades matematicas; outra, consiste em tentar rejeitar
a teoria da verdade como correspondéncia e propor outra teoria sobre
a verdade que nio dependa da alegada existéncia de entidades mate-
maticas. Nas duas préximas seccoes, sobre o ficcionismo matematico,
veremos tentativas a respeito da primeira estratégia; e na seccio 4,
“Nominalismo deflacionario”, veremos uma tentativa a respeito da

segunda estratégia.

2.Ficcionismo matematico

O termo ficcionismo decorre da ideia de que as obras literarias nao
sao literalmente verdadeiras. Sao obras de ficcao. Personagens litera-
rias, como Eugénie Grandet ou D. Quixote, ndo existem. Sao persona-
gens ficcionais. No entanto, esta analogia nao pretende ir mais longe
na comparacio entre a matematica e a ficcio. Em geral, a analogia
mais forte que presume a matematica como sendo literalmente uma

ficcao € uma analogia rejeitada pelo ficcionismo.
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Um argumento para o ficcionismo é o seguinte:

(1) As proposicdes matematicas devem ser interpretadas pelo seu
valor facial.

(2) Se as proposicdoes matematicas verdadeiras sao interpretadas
pelo seu valor facial, entio devem existir as entidades matema-
ticas que elas referem, sendo que essas entidades sao entidades
abstratas.

(3) Nao existem entidades abstratas.

As proposicdoes matemdticas nio sdao verdadeiras.

Comecemos por um breve esclarecimento sobre a noc¢io de valor
Jacial. Se tenho uma moeda antiga e rara na minha mao, onde esta
gravado o valor de 1 €, entdo o seu valor facial é de precisamente
1 €. Contudo, o seu real valor é supostamente superior ao seu valor
facial de 1 €, dado ser uma moeda rara e antiga. Analogamente, o
valor facial de uma proposi¢cio consiste numa interpretacao literal
do que ¢é afirmado nessa proposicao.

A segunda premissa considera que as proposi¢des matematicas
verdadeiras devem ser consideradas pelo seu valor facial. Por exemplo,
a proposicao “existe um ndmero par primo” afirma literalmente que
existe uma entidade matematica que € o nimero 2 e que, além disso,
¢ um numero par e primo. Assim, a proposicio apenas pode ser
verdadeira, se existir a entidade matematica respetiva que torne a
proposicao verdadeira — o préprio nimero 2. Para um ficcionista,
as entidades matematicas, se existissem, teriam de ser entidades
abstratas. Ou seja, a segunda premissa pressupoe que as proposicoes
matematicas apenas poderiam ser verdadeiras se existissem as entida-
des matematicas referidas nessas proposicoes.

A terceira premissa nega a existéncia de entidades abstratas,
em particular, nega a existéncia de entidades matematicas, porque
as considera como sendo abstratas. Esta premissa é essencialmente
suportada no argumento epistemolégico de Benacerraf que analisaimos

no capitulo anterior.
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Ora, nao existindo entidades matematicas, a conclusiao a retirar,
via modus tollens, é de que as proposicoes matematicas nao sio
verdadeiras. As teorias matematicas sao teorias falsas. Por exemplo,
as proposi¢oes matemadticas existenciais, que recorrem ao quantifi-
cador existencial, sio falsas (e.g. dxFx); enquanto as proposicdes
universais, que recorrem ao quantificador universal, sio vacuamente
verdadeiras (e.g. VxFx, nao existe nenhum dos objetos do dominio
de quantificacao).

O nominalismo de pardfrase defende que as proposicoes matema-
ticas nao devem ser consideradas pelo seu valor facial. Neste sentido,
esta forma de nominalismo nido subscreve o argumento anterior.
Concretamente, o0 nominalismo de parafrase rejeita a primeira premissa.
Ou seja, a afirmac¢ido “existe um numero par primo” nao deve ser
interpretada literalmente, porque tais proposicdes nio sio literalmente
acerca de numeros. Hilary Putnam (1975b) e Geoffrey Hellman (1989)
defendem que as proposicdes matematicas devem ser interpretadas
como proposicoes de possibilidade. Esta forma de nominalismo ¢é
conhecida como se-entdoismo. Por exemplo, a proposicao “2 é um
numero par” deve ser interpretada como “se existissem numeros,
entdo 2 seria um numero par” ou, em alternativa, “necessariamente,
se ha nimeros, entio 2 é um numero par”.

A objecdo corrente a esta proposta nominalista € que a mesma ¢
contraria a interpretacio que os matematicos e as pessoas no dia a
dia fazem das proposicdes matematicas. Ou seja, quando afirmamos
“2 é um numero par”, nio parece que haja alguma outra intenciao

para além da interpretacio literal que afirma a existéncia de nimeros.

3.Ficcionismo matematico de Field

Hartry Field (1980), em Science Without Numbers, considera que o
Unico bom argumento a favor da existéncia das entidades matematicas
¢ o argumento da indispensabilidade matematica referido no capitulo

anterior. O ficcionismo de Field é um ataque direto a segunda premissa
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do argumento da indispensabilidade matematica, enquadrando-se no
chamado caminbo dificil do nominalismo. O programa consiste assim
em tentar mostrar que, na verdade, as entidades matematicas sao
dispensaveis as teorias cientificas. Se as entidades matematicas forem
dispensaveis as teorias cientificas, entio nio teremos qualquer boa
razao para supor a sua existéncia. As teorias matematicas sao teorias
falsas. Ha dois aspetos fundamentais no programa de Field, a nomina-

lizacao e a conservacao.

3.1.Nominalizacao

Entende-se por nominalizacdo o processo de reformulacio de
teorias cientificas com vista a que as mesmas nao facam qualquer
referéncia ou quantifiquem sobre entidades matematicas. Note-se que,
no entanto, as teorias cientificas emergentes deste processo de refor-
mulacao tém de continuar a ser verdadeiras. Field tenta aplicar o
procedimento de nominalizacao a uma tunica teoria cientifica: a teoria
da gravitacio de Newton.2 O argumento de “fundo” que o ficcionismo
pretende estabelecer € indutivo, a saber: se a teoria newtoniana puder
ser inteiramente reformulada, nao fazendo referéncia a entidades mate-
maticas, entao as restantes teorias cientificas também serdo suscetiveis
de ser reformuladas sem fazer referéncia a entidades matematicas.

Olhando para a teoria da gravitacao de Newton, podemos encontrar
uma matematica variada como proposi¢coes de aritmética, de analise
e de geometria, equacoes diferenciais e equacdes integrais, a respeito
da posicio e do movimento dos corpos no espacgo. Ora, é entdao
necessario ter um mecanismo que permita nominalizar toda esta mate-
matica e ficarmos apenas com o “osso” da fisica da teoria. Toda e
qualquer referéncia a nimeros tem de desaparecer. Na verdade,

o projeto nao € assim tdo ambicioso. A nominalizacdo de Field da

2 Qutros autores tém procurado estender a nominalizacio a outras teorias cientificas.
Por exemplo, Mark Balaguer (1998, p. ? cap. 5) apresenta uma tentativa de nominalizacao
da mecanica quantica.
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teoria da gravitacdo tem varias lacunas. Nao se trata de uma nomina-
lizacao completa da teoria. Por exemplo, o cilculo integral nao é
nominalizado e também existem problemas em volta da constante
de gravitacdo universal. Vejamos um pouco melhor em que consiste

esta nominalizacdo a respeito da geometria do espaco.

Geomelria

A nominalizacio da geometria do espaco realiza-se por intermédio
da axiomatizacio de Hilbert da geometria euclidiana. Esta base axioma-
tica ndo faz qualquer referéncia a nimeros reais e, como tal, serve os
propositos de Field de nominalizacio do espaco.

Ha duas formas de conceber a geometria euclidiana. Uma, mais antiga
e decorrente de Euclides, considera o espagco geométrico como sendo
livre de coordenadas. Esta geometria é conhecida como geometria
sintética. Outra, mais recente e decorrente de Descartes, considera o
espaco geométrico como sendo representado por coordenadas.
Esta geometria é conhecida como geometria analitica. A primeira
apenas faz referéncia a pontos, retas e planos, mas nao a nimeros.
A segunda faz referéncia a nimeros: os pontos no espaco sao referidos
por triplo-ordenados (x, y, z); as retas e os planos no espaco sao
referidos por equacodes (e.g. ¥y = x + 1). Por exemplo, a respeito de
geometria sintética, o proprio teorema de Pitagoras, tal como formu-
lado por Euclides, é respeitante a dreas de quadrados que se desenham
nos lados do triangulo retangulo: a area do quadrado desenhado na
area da hipotenusa é igual as areas dos quadrados desenhados nos
lados dos catetos (segundo esta geometria nio sio evocados nimeros
presentes na formulacio contemporianea h2 = c2+ ¢’2).

Field vai entdo adotar a geometria sintética definindo, por exemplo,
predicados como os seguintes para as nocoes de um ponto estar
entre outros dois pontos e da distancia entre dois pontos ser igual a

distancia entre outros dois pontos distintos:

_E_ _:_entre_ _

C_ _:_ _congruente_ _
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“p esta entre x e z” (simboliza-se, y E x2z) intuitivamente
significa que y é um ponto num segmento de reta cujos

extremos sa0 X € z.

“xy é congruente com zw” (simboliza-se, xy C zw) intuitiva-
mente significa que a distancia do ponto x ao ponto y € a
mesma que a distancia do ponto z ao ponto w. (Field, 1980,
pp. 25-26)

A questao que se levanta € saber se existe alguma correspondéncia
entre a geometria sintética e a geometria analitica. Recorrendo a
Hilbert, uma vez mais, sabemos que existe uma correspondéncia
entre as duas geometrias e que é dada pelo teorema da representacdo.
As proposicdes matematicas referentes ao espaco sintético — proposi-
¢des que nao fazem referéncia a nameros — sio equivalentes as
proposicdes matematicas referentes ao espaco analitico, sendo que
estas fazem referéncia a nimeros. Tecnicamente, diz-se que o espaco-
-tempo da geometria sintética é isomoérfico no espaco-tempo da

geometria analitica. Formalmente, o teorema é o seguinte:

Teorema da representac¢do

Dado um qualquer modelo para o sistema de axiomas do
espaco, existe pelo menos uma funcio d de pares de pontos
nos numeros reais negativos, satisfazendo as condicdes de
“homomorfismo seguintes”:

a) para quaisquer pontos x, y, z e w: xy C zw se, e sO se,
d(x, y)= d(z, w).

b) para quaisquer pontos x, y, z: ¥ E xz se, e so se, d(x, y)
+ d(y, )= d(x, 2). (Field, 1980, p. 26)

O teorema da representacao faz entao uma ponte entre a parte
abstrata e a parte concreta da teoria de Newton. Ou seja, a parte
matematica da teoria representa a parte concreta da teoria. Sendo que

d representa a noc¢ao de distincia, o teorema da representacio mostra
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que proposicio acerca de “entre” ou de “congruéncia” sao equivalentes
a noc¢ao de distancia. Em particular, a) conecta pontos no espaco
com a distancia numérica entre esses pontos; b) conecta pontos no
espaco com a soma numérica de distancias entre esses pontos.

Uma objecao que se levanta a esta tentativa de nominalizacio do
espaco fisico é de que, mesmo no caso da geometria sintética, continua
a falar-se de pontos do espaco fisico, sendo que, a primeira vista,
estes pontos serdo pontos abstratos. Para evitar esta objecdo, Field
vai adotar uma visao substantivalista do espaco-tempo. De acordo
com o substantivalismo, além dos objetos fisicos do mundo, o espaco-
-tempo € ele préoprio um objeto fisico. Esta visao substantivalista é
polémica e opde-se a visao relacionista do espaco-tempo, a visiao
segundo a qual o espaco-tempo nao € um objeto fisico, mas apenas
existem os objetos fisicos no espaco-tempo.

Outra objec¢io geral que se levanta ao programa de Field € de
que ele apenas o aplica a teoria de Newton. Mas existem muitas
outras teorias fisicas. David Malament (1982), por exemplo, defende
que existem algumas teorias que nio podem ser nominalizadas de
todo por esta estratégia, como é o caso da Mecanica Quantica.

Passemos agora ao segundo passo do programa de Field - a

conservacao.

3.2.Conservacao

O segundo aspeto do programa — a conservacao — pretende mostrar
que a matematica acrescentada as teorias cientificas nominalizadas
€ conservativa. Informalmente, diz-se que uma teoria matematica é

conservativa no sentido seguinte:

Definicdo da conservagdo
Seja M uma teoria matematica aplicada numa teoria empirica
T. Diz-se que a conjuncao de T e M é uma extensiao conser-

vativa de T se toda a assercao da linguagem (empirica) de T
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que se demonstra com a conjuncio de T e M, pode ser
demonstrada, mas talvez com maior dificuldade, apenas com

recurso a teoria empirica T.

A conservacao garante, assim, que qualquer derivacao “matematica”
de uma proposicio nominalista (i.e., uma proposicio completamente
empirica), que parte de uma outra proposicao nominalista (i.e.,
uma proposicio completamente empirica), pode ser igualmente deri-

vada, mas sem qualquer recurso a matematica.

T+M>T
T->T

Outra conclusiao que se retira desta definicio € de que as teorias
matematicas nao tém de ser teorias verdadeiras para serem uteis,
quando sao aplicadas as teorias cientificas. As teorias matematicas
apenas tém de ser teorias conservativas para poderem ser aplicadas
as teorias cientificas.

A utilidade da matematica nas teorias cientificas manifesta-se por
duas razdes. Primeira, permite facilitar o calculo. Ou seja, a matematica
torna mais simples o processo de derivar conclusdes nominalistas
que partem de premissas igualmente nominalistas. Segunda, a mate-
matica pode ser util na propria formulacio de premissas de uma
teoria cientifica. Por exemplo, no eletromagnetismo, as equacoes de
Maxwell sio formuladas em termos de equacdes matematicas (e.g.
div B = 0) (Field, 1982, pp. 50, 53). Todavia, da utilidade da matematica
nio se infere qualquer indispensabilidade da matematica nas teorias
cientificas. Na subseccdo anterior, vimos como as teorias cientificas
podem ser reformuladas com vista a ficarmos apenas com o seu
aspeto nominalista.

Vejamos agora um exemplo simples da teoria de nimeros que
ilustra o caracter util da matematica, no sentido de facilitacio do
calculo. Suponhamos que tenho em cima de uma mesa exatamente

dois objetos: um prato e um copo. Queremos determinar quantos
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objetos temos em cima da mesa. Informalmente, o nosso raciocinio

é o seguinte:

1. Existe exatamente um prato na mesa.
2. Existe exatamente um copo na mesa.
3. Nada ¢é simultaneamente um prato na mesa € um copo na mesa.
4. Logo, existem exatamente dois objetos na mesa que ou sio um

prato ou sao um copo.

Queremos entao justificar como inferimos a conclusao 4 a partir
das premissas 1-3. Ha duas formas diferentes para justificar a conclusio.
Uma, por intermédio da légica de primeira-ordem (com identidade);
outra, por intermédio da matematica.

No capitulo 2, sec¢io 4.1, vimos que utilizando 16gica de primeira
ordem podemos explicar as aplicacdes da aritmética. Relembre-se
que nestes exemplos os numeros nio sao objetos, mas atribuicdes

a conceitos. Formalmente, o procedimento é o seguinte:

Dicionario:
P_:_é€ prato na mesa.

C_:_é copo na mesa.

1*. 3x (Px AVy (Py — y = X))

2% 3x (Cx ANVy (Cy — y = x))

3% =3dx (Px N Cx)

4* Ax3y [((Px V Fx) N(Py V FY) Ax =y AN Vz (Pz V Fz) —
(z=xVz=yl

Por sua vez, na justificacio matematica, a operacio mental que
fazemos € a seguinte: primeiro identificamos um objeto fisico; depois
identificamos o segundo objeto fisico; depois fazemos uma bijecdo
entre objetos fisicos e objetos matematicos. Finalmente efetuamos a
operacio aritmética de adicio 1+1=2. Concluimos que temos 2 objetos
fisicos na mesa. Utilizando um pouco de teoria de nimeros e de

teoria de conjuntos, o raciocinio acima pode ser assim formalizado:
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-

1.0 numero cardinal do conjunto é prato na mesa é 1.

2’.0 namero cardinal do conjunto é copo na mesa é 1.

3’.0 numero cardinal do conjunto é prato na mesa € € copo na
mesa € zero.

4’.Dado que 1+1=2.

5.0 numero cardinal do conjunto € prato na mesa ou € copo na

mesa € 2.

A justificacao baseada na légica de primeira-ordem pode ser
replicada indefinidamente. Quanto mais objetos forem considerados,
mais morosa e extensa se torna a justificacdo. As férmulas a respeito
dos quantificadores tornam-se extremamente longas. Em contraste,
a justificacdo matematica € muito mais simples.

Pode-se levantar o argumento seguinte contra o ficcionismo. Na justi-
ficacio matematica, a inferéncia efetuada é correta; e, qualquer que
seja o caso, a inferéncia é sempre correta. Ora, se na justificacao
matematica as inferéncias sao sempre corretas, entao isso parece
ocorrer devido a propria teoria matematica que suporta a inferéncia
ser uma teoria verdadeira. Se a teoria matematica nao fosse verdadeira,
entao poderiamos cair numa inferéncia invalida com premissas verda-
deiras e uma conclusio falsa.

Field replica que ha uma distin¢ao entre verdade e conservacio.
Na justificacio matematica, as inferéncias sio corretas em virtude
do caracter conservativo da propria matematica. Ou seja, nio € a
alegada verdade da teoria matematica que garante a correcio da
inferéncia. A inferéncia é correta, porque a propria inferéncia
nominalista é correta e a matematica, quando aplicada nas premissas
nominalistas em causa, é ela propria uma extensao conservativa.
Note-se ainda que as proposicoes 1’-3’ nao siao proposicoes verdadeiras,
simpliciter. As proposicoes 1’-3’ sio verdadeiras, porque as proposicoes
1-3 sao verdadeiras (para um ficcionista a proposi¢ao 4’, tal como

esta redigida, é simplesmente falsa).
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3.3.Objetividade matematica sem entidades matematicas

Um dos problemas para o ficcionismo € a respeito da objetividade
matemadtica, porque, aparentemente, existe uma conexao entre objeti-
vidade matemadtica e entidades matemadticas. A matematica é uma
ciéncia objetiva e apenas a existéncia de entidades matematicas,
enquanto entidades independentes dos seres humanos, podem
assegurar a objetividade da matematica.

Quando pretendemos obter uma resposta correta a um problema
matematico, digamos, “quantos numeros primos existem entre 1 e
100?”, parece que uma resposta objetiva a esta questio depende da
existéncia de entidades matematicas. Se nao houvesse tais entidades,
nio teriamos maneira de averiguar qual seria a resposta correta.
Vimos anteriormente que o nominalismo de parafrase argumenta que
podemos ter uma resposta objetiva a esta questiao, admitindo que as
proposicdes matematicas sio apenas proposicdes de possibilidade,
se efetuarmos uma interpretacio nao-literal das proposicoes matematicas.

Outra objecao a alegada conexiao entre objetividade matematica
e entidades matematicas é considerar que a objetividade matemadtica
se fundamenta, antes de mais, na objetividade da l6gica. Temos uma
ideia precisa e clara do que é uma demonstracio matematica correta.
Na presenca de uma demonstracio matematica formal conseguimos
verificar claramente se a demonstracao segue os canones das regras
da logica; e se se tratar de uma demonstracao informal, podemos
converter tal demonstracio numa demonstracio formal que obedeca
as regras da logica. Ora, isto significa que aquilo que define uma
demonstra¢io matematica como sendo correta ou nio é completamente
objetivo. Sendo a légica objetiva, segue-se que as demonstragoes em
matematica sio também objetivas. Portanto, se considerarmos que a
objetividade da matemadtica se fundamenta na objetividade da logica,
entdo a liga¢ido entre objetividade matematica e entidades matematicas
é completamente iluséria (Field, 1998, pp. 388-389).

Pode-se também considerar a objetividade matematica, como desli-

gada da alegada existéncia de entidades matematicas, defendendo que
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as proposicdoes matematicas sio objetivamente “corretas” se se
conseguirem derivar de axiomas aceites pela comunidade matematica.
Neste caso, a objetividade da matemadtica nio depende da objetividade
da légica, mas depende de uma escolha objetiva dos axiomas a partir
dos quais tentamos derivar as proposicdes matematicas.

Nao existindo verdades matematicas, como podemos entdo distin-
guir entre proposicoes matemadticas “falsas” e proposicdes matematicas
“verdadeiras”. Por exemplo, para um ficcionista, 2+2=4 e 2+2=5 sdo
proposicoes falsas. No entanto, correntemente € tido pelos matematicos
e pelas pessoas em geral de que a primeira proposicio é verdadeira,
enquanto a segunda proposiciao é falsa.

A réplica de Field (1989, p. 4) baseia-se numa analogia. “Eugénie
Grandet apaixonou-se pelo seu primo Charles Grandet” é uma propo-
sicdo verdadeira no ambito da obra ficcional de Balzac; enquanto a
proposicao “Eugénie Grandet casou-se com o seu primo Charles
Grandet” € uma proposicao falsa na obra ficcional de Balzac. Todavia,
ambas as proposicoes sao literalmente falsas, porque niao existem
tais personagens ficcionais. Analogamente, a proposi¢ao 2+2=4 é uma
proposicao verdadeira, porque a mesma faz parte da matematica
standard; enquanto a segunda proposiciao, 2+2=5, nao é verdadeira
porque nio faz parte da matematica standard. No entanto, ambas
as proposicoes, se interpretadas de forma literal, sio ambas falsas,
porque nao existem tais entidades matematicas. Por outras palavras,

um ficcionista nao acredita literalmente que 2+2=4.

4.Nominalismo deflacionario

Joddy Azzouni (2004) propde uma forma de nominalismo defla-
cionaria. No seu entender, as nossas teorias cientificas podem supor
quantificacoes sobre entidades, mas nao se segue que tenhamos de
nos comprometer com as entidades quantificadas nas teorias cienti-
ficas. Em particular, as teorias matematicas podem ser verdadeiras,

sem existirem as respetivas entidades matematicas por elas referidas.
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O nominalismo deflacionario rejeita a teoria da verdade como corres-

pondéncia e o critério de compromisso ontologico de Quine.

4.1.Verdade matematica sem objetos

O termo deflaciondrio, na designacao de nominalismo deflaciondrio,
decorre de pressupor uma teoria da verdade deflacionaria. Uma teoria
da verdade deflacionaria é uma teoria que considera que a nociao
de verdade ¢é unica e simplesmente decorrente do papel que ela
desempenha na nossa linguagem ou pensamento comuns. Ou seja,
nao existe nada de metafisicamente profundo em volta da noc¢ao de
verdade. Contrariamente a teoria da verdade como correspondéncia,
que fundamenta algumas das teorias realistas da matematica, a verdade
nao requer qualquer correspondéncia com factos no mundo.

Vimos que o ficcionismo considera que as proposi¢cdoes matematicas
podem ser comparadas as proposicdes das obras ficcionais. Ambas sao
proposicoes literalmente falsas, na medida em que nao existem as
entidades por elas referidas. Por exemplo, “2+2=4" e “Eugénie Grandet
apaixonou-se pelo seu primo Charles Grandet” sio ambas afirmacdes
falsas, porque nao existem numeros nem as personagens ficcionais
Eugénie Grandet e Charles Grandet. No entanto, consideremos agora

as frases seguintes:

a) Eugénie Grandet é descrita como filha do principe dos avaros
na obra de Balzac Eugénie Grandet.
b) Eugénie Grandet é descrita como filha do principe dos generosos

na obra de Balzac Eugénie Grandet.

Ora, apesar de Eugénie Grandet ser uma personagem ficcional,
a frase a) € uma frase verdadeira e a frase b) € uma frase falsa. Ou seja,
podemos falar claramente acerca de objetos inexistentes e falar de
forma verdadeira ou falsa acerca de objetos inexistentes. Estes exemplos

atentam contra a teoria da verdade como correspondéncia.
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Analogamente, as proposi¢coes matematicas podem ser verdadeiras
ou falsas apesar de serem inteiramente acerca de coisas que nao

existem. Por exemplo:

a) 2+2=4 é uma proposic¢iao da teoria de nimeros.

b) 2+2=5 € uma proposicio da teoria de nimeros.

Ora, a) € verdadeira e b) ¢ falsa, ainda que nao existam os objetos

matemadticos 2, 4 e 5 (nem quaisquer outros).

4.2.Deflacionismo e indispensabilidade

Esta concecido deflacionaria da verdade tem uma implicacio direta
no argumento da indispensabilidade matematica. Na sua anilise,
Azzouni (2004, p. 4) considera uma versao do argumento da indispen-
sabilidade matematica ligeiramente diferente da referida no capitulo
anterior. A versao de Azzouni enfatiza o papel do critério de compro-

misso ontolégico no argumento:

(1) Se a teoria matematica x é indispensavel a pratica cientifica,
entdo essa teoria matematica x é verdadeira.
(2) A teoria matematica x € indispensavel a pratica cientifica.

(..)A teoria matematica x é verdadeira.

Pelo critério de compromisso ontolégico:

(3) Se a teoria matematica x é verdadeira, entio existem as enti-
dades matematica pressupostas na teoria matematica x.
(4) A teoria matematica x é verdadeira.

(..)As entidades matematicas existem.

Azzouni considera a primeira e a segunda premissas verdadeiras.

Ele disputa a terceira premissa: a verdade de uma teoria matematica
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nao implica que existam as entidades abstratas alegadamente quanti-
ficadas por essa doutrina. Vimos acima como ele rejeita a teoria da
verdade como correspondéncia. Agora, ele vai disputar o critério de
compromisso ontolégico de Quine que suporta a terceira premissa.

Ao contrario do ficcionismo de Field, o nominalismo deflacionario
nio envolve, assim, qualquer reformulacio das teorias cientificas.
Nem sequer implica que as teorias matematicas sejam teorias falsas.
As teorias matematicas sao teorias verdadeiras, mesmo nao existindo
entidades matematicas (abstratas ou concretas). A proposta de Azzouni
enquadra-se no chamado caminbo fdcil do nominalismo.

O critério de compromisso ontolégico de Quine estabelece uma
identificacio entre compromissos resultantes de quantificacoes
(a linguagem natural arregimentada em légica de primeira-ordem)
e compromissos ontologicos. Azzouni é contra esta identificacio.
Para Azzouni, o critério de compromisso ontolégico sustenta-se na
ideia segundo a qual a quantificacdo resulta de uma arregimentaciao
do uso do vernaculo “ha” de frases da linguagem natural. Sendo que
os falantes destas linguagens supoem que o uso deste vernaculo,
por si s6, implica um compromisso ontolégico. Ou seja, se afirmarmos
“ha mesas”, “ha protdes”, “ha nimeros”, etc., entao estamos comprome-
tidos com a existéncia de mesas, protdoes, nimeros, etc., porque estas
frases, quando arregimentadas em logica de primeira ordem, os valores
das variaveis aparecem ligados a quantificadores.

Com vista a mostrar por que razao 0OS NOSSOS COMPromissos
ontolégicos nao se estabelecem via critério de compromisso ontolégico,

Azzouni analisa a frase seguinte:

(M) “ha ratos ficcionais que falam”.

Esta frase coloca um problema ao critério do compromisso ontol6-
gico de Quine: o critério de compromisso ontolégico nio pode ser
fundamentado na tese de que o uso do vernaculo “ha” implica um
compromisso ontolégico automatico, uma vez que na frase (M) niao

¢ claro qual é o compromisso ontolégico que estabelecemos ou se
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nio ha de todo qualquer compromisso ontolégico. Na frase (M),
o uso do vernaculo “ha” implica um compromisso ontolégico com
ratos ficcionais falantes?

Os defensores do critério do compromisso ontologico tém algumas
opcoes disponiveis para interpretar o uso do vernaculo “ha” na frase
(M). Uma delas é o chamado parafraseamento. Pode-se defender
que, por vezes, fazemos um uso “preguicoso” do vernaculo “ha”.
Nestes casos, nao ha qualquer compromisso ontolégico com a alegada
entidade mencionada na frase. Ou seja, podemos estabelecer parafrases
com vista a eliminar compromissos aparentes com entidades que nao
existem de todo.

Concretamente, um defensor do critério do compromisso ontolégico
poderia estabelecer as duas parafrases seguintes relativamente a
frase (M):

(i) “alguns ratos que falam nao existem”;

(i) “n3ao ha quaisquer ratos que falem”;

Azzouni considera que nenhuma destas parafrases é bem-sucedida.

A parafrase (i) nao serve como parafrase de (M), porque a elocucio
“alguns ratos” parece tornar-se na mesma coisa que “ha ratos”.
Ou seja, a frase (i) “alguns ratos que falam nio existem” € a mesma coisa
que afirmar: “ha ratos que falam mas que nao existem”. Nesta dltima
frase, usamos explicitamente o vernaculo “ha” que, se interpretado
literalmente, continua a implicar um compromisso ontolégico com
ratos falantes.

A parafrase (ii) ndo serve como parafrase de (M), porque (ii)
apenas € verdadeira como uma negacio da existéncia de algo real,
mas (ii) é falsa enquanto considerada como uma frase acerca do
dominio ficcional. Por exemplo, nas obras de ficcio da Disney ha
ratos que falam.

John Burgess (2004) levantou a seguinte obje¢io ao nominalismo
deflacionario. Sejam as assercdes “hd nimeros maiores do que 1010

que sao numeros primos” e “ha nameros”. Para um nominalista defla-
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cionario, a primeira assercao é verdadeira, porque é uma asserciao
que faz parte de uma teoria matemadtica; mas a segunda assercao ja
nao € verdadeira, porque o nominalista nega a existéncia de nimeros.
No entanto, ambas fazem uso do vernaculo “ha” e, a primeira vista,
nao existe qualquer maneira de distinguir uma da outra. Por que
razao, para um nominalista, na primeira assercido, o vernaculo “ha”
nio implica um compromisso ontolégico com nimeros e na segunda
assercao o vernaculo “ha” ja implica um compromisso ontolégico
com numeros, para que a mesma possa ser falsa?

Azzouni replica que podemos quantificar sobre um conjunto
variado de coisas, o que é o caso nas duas assercdes acima, mas
apenas podem existir compromissos ontolégicos com entidades que
nio sao dependentes da mente e da linguagem. Este é o critério de

independéncia ontologica.

4.3.Espesso, fino e ultrafino

Rejeitado o critério de compromisso ontologico, Azzouni propoe,
em alternativa, que os compromissos ontolégicos sao estabelecidos
pelo critério de independéncia ontolégica. Ou seja, em vez do critério
semintico de Quine, passamos a ter um critério metafisico. O que
existe nio depende da nossa linguagem, nem depende da nossa

psicologia. Este critério é corrente para pessoas comuns.

Nio existem maneiras filosoficamente conclusivas para defender
o nosso critério sobre o que existe. Ou seja, podemos imaginar
comunidades diferentes, com a mesma ciéncia que temos, mas com
crencas diferentes sobre o que existe, porque (e apenas porque)
elas tém um critério diferente para o que existe. (Azzouni, 2004,

pp- 5-6)

O que resta € uma proposta muito mais modesta — a sugestido

que de facto (um facto sociolégico, se assim preferir) ndés temos
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coletivamente adotado como critério a independéncia ontolégica.

(Azzouni, 2004, p. 99)

Dado que as entidades matematicas dependem da nossa linguagem
e dos nossos processos psicolégicos, entio, via critério de indepen-
déncia ontoldgica, essas entidades nao existem.

Azzouni estabelece uma distin¢ao entre trés tipos de postulacgoes:
ultrafinas, finas e espessas. Estas diferentes postulacdes dependem
do seu acesso epistémico: se temos algum acesso epistémico as
mesmas e, em caso afirmativo, qual é o tipo de acesso epistémico
que temos. Portanto, o que existe nio € simplesmente avaliado numa
otica dual sim/ndo, mas ha uma gradacao sobre aquilo que pode
eventualmente existir, em virtude de consideracoes epistémicas.

As postulacoes ultrafinas nio tém qualquer acesso epistémico.
Sio exemplos de postulacdes ultrafinas as postulacdes da matematica
pura. As postulacoes em matematica pura decorrem do nada, apenas
pelo estabelecimento de, por exemplo, os axiomas da teoria de conjun-
tos. As postulacoes ultrafinas sao entidades que nao existem de todo.

As postulacgoes finas sao aquelas que decorrem nas nossas melhores
teorias cientificas, estabelecidas segundo os critérios epistémicos
quinianos referidos no capitulo anterior: simplicidade, familiaridade,
alcance, fecundidade e comprovacao. Por exemplo, virus ainda nao
detetados experimentalmente sio postulacdes finas; ou entidades
fora do nosso cone de luz como estrelas, galaxias, etc.

As postulacdes espessas sao aquelas as quais temos acesso epis-
témico espesso. Ou seja, sio postulacdes que podemos aceder de
forma sensorial direta ou por intermédio de instrumentos de obser-
vacao (microscopios, radares, aceleradores de particulas, etc.).
Sdao exemplo de postulacdes espessas os objetos macroscoépicos
(mesas, planetas, estrelas, etc.), bem como os objetos microscopicos

(protoes, bactérias, quarks, etc.).3

3 As entidades que sio postuladas no Ambito da matemitica aplicada ou sio
postulacdes ultrafinas ou sao postulagdes finas ou espessas.
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5.Filosofia segunda

Penelope Maddy (1997, 2005, 2007, 2011) desenvolveu, num primeiro
momento, uma nova forma de naturalismo po6s-quiniano — o natura-
lismo matemdtico. Num segundo momento, esta forma de naturalismo
foi posta em pratica. Esta pratica é chamada de filosofia segunda.
Maddy defende que a matematica, se analisada na sua prépria pratica,
¢é simultaneamente consistente com uma forma de realismo matematico
e com uma forma de antirrealismo matematico, a saber: realismo fino
matematico e arrealismo matematico. Esta conce¢iao nao é assim uma
concec¢do inteiramente antirrealista, mas que acaba por se incluir

neste capitulo.

5.1.Naturalismo matematico

O naturalismo matematico ¢ uma forma de naturalismo derivada
do naturalismo de Quine. O naturalista matematico concorda com a
ideia de que a filosofia é uma atividade continua com a ciéncia.
A sua divergéncia com naturalismo quiniano é a respeito da propria
matematica. Quine considera a matematica como uma disciplina
cientifica: a matematica € uma disciplina que se sujeita ao mesmo
método cientifico que governa as restantes ciéncias — o método hipo-
tético-dedutivo. Em contraste, o naturalista matematico considera
que a matematica é uma ciéncia, mas tem um estatuto diferente das
restantes ciéncias. A matemadtica ndo € continua com as outras ciéncias.
Ele evoca duas razdes para estas diferencas. Primeira, muitas teorias
cientificas que usam matematica, usam conteidos matematicos altamente
sofisticados que apenas podem ser expressos por intermédio dessa
linguagem matematica altamente especializada. Segunda, a matematica
tem os seus proprios métodos e estes métodos sao diferentes dos
métodos das restantes ciéncias. Em geral, a matematica nio usa o
método hipotético-dedutivo, métodos observacionais ou testes experi-

mentais. O método principal da matematica é o método demonstrativo:
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umas proposicdes demonstram-se rigorosamente a partir de outras,
sendo que estas, em ultima instancia, dependem de axiomas.

Uma objecao imediata a esta pretensa singularidade da matematica,
relativamente as outras ciéncias, ¢ de que aparentemente nao temos
maneira de distinguir a matematica da astrologia. A astrologia também
tem os seus proprios métodos, que sio diferentes dos métodos
cientificos. A astrologia é uma pseudociéncia e, portanto, a matematica
também sera uma pseudociéncia.

A réplica do naturalista matematico é de que ha uma diferenca
crucial entre a astrologia e a matematica. A matematica, ainda que
tenha os seus proprios métodos, encontra aplicacdes nas restantes
ciéncias. A astrologia, por sua vez, ndo encontra quaisquer aplicacdes
nas restantes ciéncias. Estas aplicacdes fazem da matematica uma
ciéncia. A inexisténcia de aplicacdes da astrologia faz da astrologia
uma pseudociéncia.

Outra caracteristica importante do naturalismo matematico é o seu
anti-holismo e/ou anticritério de compromisso ontologico de Quine.
As nossas teorias cientificas estao comprometidas com entidades que
de antemio sabemos que siao fic¢coes, idealizacdes ou questdes em
aberto. Vejamos alguns exemplos.

Ficgoes. No inicio do século XX, a teoria atomica possuia todas
as virtudes enumeradas na secc¢iao 4.2 do capitulo anterior e, contudo,
os cientistas em geral nao estavam comprometidos com a existéncia
de atomos. Foi necessario aguardar alguns anos por testes experi-
mentais adicionais, e mais determinantes, para que a crenca na exis-
téncia de atomos se generalizasse na comunidade cientifica.

Idealizacdées. Nio existem tais coisas como planos inclinados sem
atrito, colisdes elasticas ou fluidos continuos. Contudo, estas ideali-
zacdes sio comummente utilizadas no ambito das nossas teorias.
Planos inclinados sem atrito sao parte da teoria newtoniana; colisdes
elasticas entre moléculas sio parte da teoria cinética dos gases;
fluidos continuos sio parte da teoria dinamica dos fluidos.

Questoes em aberto. Comummente é assumido que o espaco-tempo

¢ uma entidade fisica continua. Isto resulta da propria teoria da Relati-
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vidade Geral de Einstein, onde o espaco-tempo é uma variedade continua.
No entanto, a continuidade do espaco-fisico € uma hipétese em aberto.

A conclusao que se pretende retirar destes exemplos € a seguinte.
Apesar das nossas teorias cientificas estarem comprometidas com
entidades ficcionais, idealizacdes ou entidades especulativas, é prema-
turo afirmar que tudo o que esta pressuposto numa teoria esta em
causa numa experiéncia cientifica. Na eventualidade das teorias
passarem com sucesso testes experimentais relevantes, nio decorrem
comprometimentos ontolégicos automaticos em volta das entidades
pressupostas nessas teorias. Maddy nao especifica se a “culpa” esta no
holismo ou no critério de compromisso ontologico de Quine. Pelo menos
um deles é responsavel por estes problemas.

O naturalista matematico nao subscreve assim o argumento da
indispensabilidade matematica. Relembre-se que o argumento da indis-
pensabilidade se suporta nas doutrinas do naturalismo (de Quine)
e do holismo e no critério de compromisso ontologico. Ja vimos que
o naturalismo matematico é diferente do naturalismo de Quine. O natu-
ralista matematico tem também uma posi¢io contraria ao holismo
e/ou critério de compromisso do ontolégico de Quine. O naturalismo
matematico de Maddy disputa a primeira premissa do argumento da
indispensabilidade matematica, enquadrando-se no chamado caminho
Jacil do nominalismo.

O naturalista matematico, quando realiza um estudo da matematica,
nao adota uma filosofia naturalista continua com a ciéncia, pois,
no seu entender, a matematica é uma disciplina a parte das restantes
ciéncias. No seu entender, o estudo e a analise da matematica tém
de ser continuos com a propria matematica. Ou seja, as consideracoes
metafisicas que se enraizam em consideracdes externas a matematica
sao desqualificadas, mesmo aquelas que sejam cientificamente
suportadas numa outra ciéncia. Os debates metafisicos, em torno da
matematica, sao para ser considerados apenas numa Otica que
considere razoes internas a prépria matematica.

Ha um exemplo largamente discutido por Maddy a respeito de

axiomas candidatos na teoria de conjuntos ZFC: o axioma da constru-
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tibilidade (conhecido por V=L) vs. os axiomas de grande cardinal.
Na matematica pura entende-se que a teoria de conjuntos deve ser
tdo generosa quanto possivel. Ou seja, nao devem existir restricdes
ontolégicas de partida que restrinjam a pratica livre da matematica.
A luz deste principio, os axiomas de grande cardinal sio axiomas
mais apropriados do que o axioma da construtibilidade da teoria de
conjuntos. No entanto, esta op¢ao € contraria ao principio de parci-
moénia, digamos, “menos é melhor”. A luz deste mesmo principio,
Quine defendeu que o axioma de construtibilidade seria um melhor
candidato para resolver uma série de questoes em aberto da teoria de
conjuntos (nomeadamente, a hipotese do continuo). Ora, Maddy
critica essa opcdao. No seu entender, o principio de parcimoénia
pode ser valido em teorias cientificas, mas nao é valido nas teorias
matematicas. Assim, considera que os axiomas melhor posicio-
nados para a resolu¢iao de problemas da teoria de conjuntos s3ao os
axiomas de grande cardinal, porque estes estio mais de acordo com a

pratica matematica.

5.2.Filosofia segunda

O conjunto de ideias anteriores, a respeito do naturalismo mate-
matico, é posto em pratica por Maddy na chamada filosofia segunda.
A filosofia segunda descreve os pensamentos e praticas de um
investigador idealizado - o fil6sofo segundo — em diversos contextos
cientificos. Note-se que a filosofia segunda nio € uma doutrina ou
um sistema de crencas, mas antes uma acao. Ou seja, a filosofia
segunda é uma pratica influenciada pela metodologia cientifica e
que rejeita qualquer posicao filosofica de investigacao que seja extra-
-empirica. Defende-se uma subordinacao da filosofia a ciéncia natural.
No caso particular da matematica, defende uma subordina¢io da
filosofia 2 matematica. Portanto, a filosofia segunda procede a uma
inversao do sonho cartesiano. Descartes tentou fundar a ciéncia na

metafisica — a chamada filosofia primeira; a filosofia segunda pretende
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fundar a propria filosofia ou, pelo menos, a filosofia da matematica
na matematica. O dictum passa a ser matemdtica primeiro.

A matematica esta repleta de afirmacoes de existéncia: existem
conjuntos, existem numeros, existem espacos, e assim por diante.
No entanto, de um ponto de vista interno a matematica, esta pouco
ou nada diz acerca da natureza das entidades matematicas. Considera-
¢Oes metafisicas sobre a existéncia de entidades matematicas, enquanto
entidades nao localizadas no espaco-tempo ou enquanto criacdes
mentais, sio quase completamente estranhas a2 comunidade matematica.
No entanto, as questdoes metafisicas nao sao para ser “lancadas
as chamas”, tal como Hume pretendia lancar toda a metafisica.
Questoes cientificas sobre a natureza da atividade matematica humana
sdo levadas a sério pelo filosofo segundo. Exemplos dessas questdes

sao as seguintes:

Como é que a linguagem matematica funciona? Sera que se rela-
ciona com o mundo da mesma forma que a linguagem da ciéncia
natural? O que acontece quando os seres humanos comecam a
compreender as teorias matematicas? Como € que a matemadtica

funciona nos varios tipos de aplica¢cdoes? (Maddy, 2007, p. 367)

Estas questoes, por sua vez, conduzem ao levantamento de questoes
metafisicas: “As entidades matematicas existem e, se sim, qual € a
natureza da sua existéncia? Sdo as proposicdes matematicas verdadeiras
e, se sim, como é que os humanos sabem que sim?” (Maddy, 2007,

p. 367).

Realismo fino

O realismo fino é uma forma de realismo “fraco”. Segundo esta
concecio, a existéncia de entidades matematicas é estabelecida pelas
proposicoes matematicas respetivas que as referem. Por exemplo,
as proposicoes matematicas da teoria de conjuntos afirmam que existem
conjuntos, logo, existem conjuntos. Note-se que, de acordo com esta

concecio, as entidades matematicas sao entidades abstratas e objetivas.
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A primeira vista nio parece haver diferenca entre esta forma de
realismo e outras formas de realismo precedentes como o platonismo
matematico. Para estabelecer essas diferencas, Maddy contrasta esta
forma de realismo com o chamado realismo robusto. O realismo
fino é mais fraco do que o realismo robusto. O realismo robusto,
por exemplo, considera que o estudo levado a cabo pela teoria de
conjuntos € um estudo sobre uma alegada realidade independente
e objetiva do matematico. Assim, para o realista robusto o valor de
verdade da hipo6tese do continuo é estabelecido por essa realidade
independente. Ora, o filésofo segundo rejeita esta visao, porque a
mesma nao esta de acordo com a pratica matematica. Nao é essa
suposta realidade independente do matematico que ira ditar se a
hipétese do continuo € ou nio verdadeira. Apenas os métodos mate-
maticos podem ditar o valor de verdade da hipétese do continuo,
independentemente do que outros possam pensar acerca dessa
alegada realidade independente do matematico.

Uma vez que o realismo fino partilha com o realismo robusto a
concecao de que as entidades matematicas sao acausais e nao-espacio-
-temporais, o realismo fino também enfrenta o problema de Benacerraf.
A resposta de Maddy a este problema é a seguinte: “conjuntos siao
o tipo de coisas que podem ser conhecidos por uma cuidadosa
aplicacio dos métodos da teoria de conjuntos” (Maddy, 2007, p. 369).
As razdes que levaram a aceitacao dos axiomas da teoria de conjuntos

sao exclusivamente internas a matematica.

Arrealismo

Arrealismo € uma forma de antirrealismo. Segundo esta concecio,
as entidades matematicas nao existem e nao é um objetivo da mate-
matica pura a descoberta de verdades. Esta concecao é motivada
pela ideia de que a maior parte das postulacoes da matematica pura,
no ambito de teorias cientificas, ocorre no contexto de idealizacdes
ou simplificacoes. Por exemplo, assume-se que o espaco-tempo fisico
¢ continuo quando nao temos qualquer ideia firme acerca do mesmo;

em estudos geograficos a respeito da superficie terrestre assume-se
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que esta é plana, quando efetivamente sabemos que a superficie
terrestre nao € plana; em estudos acerca do oceano assume-se que
a profundidade do oceano ¢ infinita, quando efetivamente sabemos
que isso nao é o caso. Na matematizaciao da realidade também sao
feitas simplificacoes: assume-se que os planetas percorrerem trajetorias
“perfeitamente” elipticas, quando efetivamente isso niao é o caso;
considera-se que uma particula (e.g. molécula) € um ponto no espaco-
-tempo fisico, quando se sabe que isso € uma simplificacido, para conse-
guir tratar matematicamente o fenémeno.

Para se alcancar um estudo matematico de fenémenos fisicos é
necessario modelar matematicamente o fenémeno. Esta modelacao
pressupoe idealizacoes e simplificacdes. Assim, para um arrealista,
dessa aplicaciao nao resulta qualquer compromisso ontolégico com
as entidades matematicas que surgem no tratamento matematico do
fenémeno. Por sua vez, um arrealista também recusa que, nessa
modelacao, se tenha de assumir que a matematica usada é verdadeira
ou que as entidades dessas teorias matematicas existem. O arrealismo
dissolve assim o problema de Benacerraf. Assumindo que nio existem
entidades matematicas, nio existe o problema de como podemos

estabelecer uma relacao causal com tais alegadas entidades.

A conclusio a retirar é de que o filésofo segundo convive bem com

estas duas concecdes metafisicas — realismo fino e arrealismo. O fil6sofo
segundo nao sente qualquer obrigacdo a tomar partido por qualquer

das duas, porque ambas sao consistentes com a pratica matematica.

Leituras adicionais recomendadas

Azzouni (2015). Nominalism, the Nonexistence of Mathematical Objects.
Field (1982). Realism and Anti-Realism about Mathematics.
Maddy (2005). Three Forms of Naturalism.
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CAPITULO 6
REVOLUCOES EM MATEMATICA

Este capitulo revisita os trés primeiros capitulos do livro e constitui-
-se no fecho do livro. Comecaremos por apresentar alguns dos aspetos
mais importantes da teoria de Thomas Kuhn, sobre a estrutura das
revolucgdes cientificas, que enquadram os assuntos subsequentes do
capitulo. Em seguida, analisaremos a questao da possibilidade da
existéncia de revolucdes em matematica. As trés seccdes seguintes
sao trés casos de estudo: argumenta-se que as geometrias nao-
-euclidianas e a nova légica de Frege foram revolucdes na matematica;
e o intuicionismo foi uma revolucao matematica falhada. Terminaremos
o capitulo com exemplos a favor da ideia segundo a qual a matematica

¢ uma instigadora de revolucdes cientificas.

1. Introducao

O termo revolugcdes é um termo comum no nosso dia a dia. Fala-se
de revolucdes na arte, na politica, na ciéncia, na indudstria, na tecno-
logia e fala-se até de revolucdes na vida pessoal. Este uso comum
do termo parece simplesmente querer referir que existem mudancas
radicais e abruptas a respeito de um curso de acontecimentos.

Em geral, faz parte do senso comum o conjunto seguinte de ideias:
cada vez sabemos mais coisas acerca da natureza em nosso redor;
cada vez sabemos melhor como se comporta a natureza em Nnosso

redor; ha uma continua acumulacao do conhecimento cientifico;
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as novas teorias cientificas suplantam as velhas teorias cientificas,
sendo que as velhas teorias sdo casos particulares das novas teorias;
as teorias cientificas sao sucessivamente cada vez mais verdadeiras.
Um modelo simplista deste conjunto de ideias é o seguinte.

Sejam T;, T, e T3 teorias cientificas, tal que T3 € mais recente do

que T,, e T, é mais recente do que Tj.

Ts | T,

Contra esta visao, Thomas Kuhn publica A Estrutura das Revolucoes
Cientificas, em 1962. Uma proposta radical: o desenvolvimento da
ciéncia é um processo dinimico. Periodos mais ou menos longos de
pratica da chamada ciéncia normal sio interrompidos por periodos
breves da chamada ciéncia revoluciondria. As revolucdes cientificas
produzem mudancas de paradigmas cientificos. A cumulatividade do
conhecimento cientifico apenas ocorre durante os periodos de ciéncia
normal. Ou seja, o modelo anterior, quando muito, apenas sera valido
para teorias pertencentes a um mesmo paradigma.

O processo revolucionario é um processo de rutura com o paradigma
cientifico precedente. Apés uma revolucio, o conhecimento cientifico
anterior nao é completamente acomodado no novo paradigma.
Uma revolucio cientifica é um processo nio-cumulativo no conheci-
mento cientifico. Se P, for um paradigma que sucede revolucionaria-
mente a Py, entdo havera partes de Py que se perdem irremediavelmente.
Ou seja, ha teorias cientificas ou suposicdes do velho paradigma que
se perdem. Numa transi¢ao revolucionaria, a sobreposicio de paradigmas

sera apenas parcial.
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Consideremos um exemplo que ilustra esta ideia. Sejam dois
paradigmas cientificos rivais: o paradigma da teoria geocéntrica e o
paradigma da teoria heliocéntrica. A teoria geocéntrica tinha como
pressuposicio fundamental a Terra no centro do universo e os
restantes planetas, incluindo o préprio Sol (o Sol era visto como um
planeta), gravitavam em torno da mesma. A teoria heliocéntrica coloca
o Sol no centro do sistema solar (passando a ser uma estrela) e os
restantes planetas gravitam em torno do mesmo. Portanto, na transicio
revolucionaria, do paradigma geocéntrico para o paradigma heliocén-
trico, nio ha uma continuidade entre as teorias respetivas. A teoria
geocéntrica ndo é um caso particular da teoria heliocéntrica, porque,
a luz da teoria heliocéntrica, a pressuposicao fundamental da teoria
geocéntrica é considerada como sendo uma pressuposiciao falsa.

Para conseguirmos obter uma compreensiao do desenvolvimento
da ciéncia € necessario empreender um estudo de historia da ciéncia.
A histéria da ciéncia é uma historia intrincada e apenas esta pode
revelar como funcionou e se modificou a ciéncia, ao longo dos
tempos, e dar uma visao de conjunto do seu desenvolvimento. A filo-
sofia da ciéncia ndo pode ser baseada apenas na ciéncia contemporanea
ou numa histéria da ciéncia adulterada. As teses ou teorias filosoficas
tém de estar em acordo com o que aconteceu na ciéncia ao longo
da sua historia.

Os cientistas, em geral, ndo siao historiadores da ciéncia. O cientista
de laboratério e o historiador até podem partilhar o mesmo método
de investigacio — o método hipotético-dedutivo. No entanto, as hipo-
teses do cientista no seu laboratério sio acerca do que pode ocorrer
no futuro; as hipéteses do historiador na sua pesquisa sao acerca

do que podera ter ocorrido no passado.
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Um cientista qua cientista pouco ou nada sabe da hist6ria da sua
ciéncia. Ao longo da formacio de um cientista, os conhecimentos
gerais de histéria da ciéncia limitam-se a breves passagens “romanticas”
em manuais de ensino. Com fins pedagogicos, a historia das disciplinas
cientificas € apresentada nos manuais de ensino como uma cronologia
de herois e feitos cientificos do passado. A propria sequéncia dos
conteudos cientificos dos programas disciplinares é reconstruida.
A dinamica do conhecimento cientifico é apresentada segundo uma
estrutura linear e continua de desenvolvimento. Os manuais de ensino
sao permanentemente reescritos a luz do paradigma dominante.
As novas descobertas siao ilusoriamente descritas como mais um
“tijolo” a um longo “muro” de conhecimento, em constru¢iao desde
a Antiguidade, desde que comecou a existir ciéncia. Esta historiografia
€ assim assimilada pelos cientistas e inculcada nos estudantes como
sendo a histéria do desenvolvimento cientifico. Mas esta ¢ uma
historia presentista e, na verdade, adulterada.

Nos manuais de ensino ha uma reescrita permanente da histéria
da ciéncia, a luz do paradigma dominante em vigor. Vejamos um
exemplo que ilustra esta ideia. Consideremos a definicao de continui-
dade de uma funcido real de variavel real. Nos manuais de ensino
contemporaneos, esta defini¢ao é creditada a Cauchy. Contudo, a forma
da definicao contemporanea é muito diferente daquela originalmente
apresentada por Cauchy, no seu proprio manual.

A defini¢io de Cauchy, no seu célebre Curso de Andlise, de 1821:

Seja f(x) uma funcio de uma variavel x e supondo que, para
cada valor de x entre dois dados limites, esta funcao constan-
temente toma um valor finito. Se, a partir do valor de x entre
esses limites, se se atribui a variavel x um incremento infini-
tamente pequeno a, a funciao ela mesma recebera como

incremento a diferenca

fx+ o) - f(x),
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que depende simultaneamente da nova variavel a e do valor
de x. Assumindo isto, a funcao f (x) sera, entre os dois limi-
tes atribuidos a variavel x, funcao continua desta variavel,
se, para cada valor de x intermédio entre estes limites, o valor

numérico da diferenca

S+ o) - [0

decresce indefinidamente com a. Por outras palavras, a fung¢do
[ (x) permanecerd continua relativamente a x entre os limites
dados, se, entre estes limites, um crescimento infinitamente
pequeno da variavel produz sempre um crescimento infi-
nitamente pequeno da funcdo ela propria. (Cauchy, 1821,
pp- 34-35)

Consideremos agora a definicao de continuidade de uma funcao
real de variavel real apresentada num manual contemporineo

de matematica:

A funcao f é continua em a se
VeroTdon0: Vono, 0< |z —a| < 8 = | flx)—fla) |< e
(Spivak, 2008, pp. 101, 103)

As duas definicdes sao formuladas de forma muito diferente, ainda
que, eventualmente, expressem uma mesma ideia. Apesar destas
diferencas formais, a definicio de continuidade de uma funcao é
contemporaneamente creditada a Cauchy. Note-se que a nocido de
quantificador universal, utilizada na segunda defini¢ao, apenas foi
introduzida por Frege no final do século XIX, mas a notacio que
Frege usou para o efeito nem sequer era a que € usada contempo-

raneamente.!

1 0 quantificador universal foi criado por Frege em Begriffsschrift, mas o simbolo
contemporaneo do mesmo s6 surge depois de Frege.
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A Estrutura das Revolugdes Cientificas foi publicada em 1962 e
continua a ser uma das obras mais importantes de filosofia da ciéncia
do século XX. A Estrutura é estudada em qualquer curso de filosofia
da ciéncia, a nivel mundial. Este € o livro mais citado de sempre na
area das ciéncias sociais. A proposta avancada neste livro foi de tal
forma original e fecunda que temas atuais de investigacio em filosofia
da ciéncia continuam a gravitar em torno de conceitos originalmente
propostos nesse livro, como revolugdo, paradigma e incomensu-
rabilidade. Conjuntamente com toda a discussdo de aspetos internos
da obra, surgiram linhas de investigacio que tentaram aplicar o
modelo kuhniano a histéria de disciplinas cientificas particulares.
Em particular, e para o que nos interessa neste capitulo, existem
algumas publicacoes cientificas que procuraram aplicar o modelo
kuhniano a episédios da historia da matematica, explorando a hipotese
da existéncia de revolucdoes em matematica.

Dito isto, é verdadeiramente escandaloso que os cursos de filosofia
da matematica ignorem a obra de Kuhn e a tematica das revolucdes
em matematica. Pois, tanto quanto sei, nenhum manual de filosofia
da matematica aborda a obra de Kuhn ou a tematica das revolucoes
em matematica. Parece que o preconceito segundo o qual ndo hd
revolugoes em matemdtica continua a fazer o seu caminho na filosofia
da matematica. O que vamos fazer neste capitulo € contrario a este
estado de coisas. Numa primeira parte, apresentaremos uma sintese
geral das ideias principais do ciclo kuhniano de desenvolvimento
cientifico; e, numa segunda parte, sintetizaremos tentativas autorais
de aplicacio do ciclo kuhniano a episédios revolucionarios da histéria
da matematica. Consideraremos a revolucio na geometria, baseada
em Luciano Boi (1992) e Yuxin Zheng (1992); a revoluc¢ao na logica,
segundo a analise de Donald Gillies (1992¢); a revolucao (falhada)
da matematica intuicionista, segundo a analise de Bruce Pourciau
(2000); e terminaremos com a perspetiva de Stephen Brush (2015)

sobre a matematica como uma instigadora de revolucoes cientificas.
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2.A estrutura das revolucoes cientificas

O ciclo do desenvolvimento cientifico kuhniano tem a estrutura
seguinte:
Ciéncia Normal/ Revolucio

— Anomalias — Crise — .
/Paradigma Cientifica

t

Analisemos cada um dos elementos principais do ciclo de desenvol-

vimento cientifico.

2.1.Ciéncia normal

A atividade de ciéncia normal apenas ocorre em ciéncias maturas
que partilham um paradigma cientifico para o seu desenvolvimento.
A ciéncia normal é caracterizada pela atividade de resolucido de
quebra-cabecas. Um quebra-cabecas é visto como um problema
cientifico. Nao ha nada de profundo nesta nocao de quebra-cabecas.
Um quebra-cabecas cientifico é como um quebra-cabecas de palavras
cruzadas, xadrez ou sudoku, no sentido que é preciso dominar uma
técnica para a sua resolucio. Esta técnica de resoluciao de problemas
pode ser uma técnica laboratorial ou mesmo uma qualquer técnica
teorica. Uma constante resolucio de problemas mas que nao questiona
as teorias que fundamentam o paradigma, de onde esses problemas
emergem. A atividade de ciéncia normal niao é propriamente uma
atividade para a criacio de novidades.

A atividade de ciéncia normal consiste numa permanente articulacao
e refinacao das teorias, de um dado paradigma, com os proprios
dados empiricos da natureza. “A ciéncia normal deve continuamente
empenhar-se para que as teorias e os factos estejam cada vez mais
em concordancia” (Kuhn, 1996, p. 80). A atividade de ciéncia normal
¢ assim uma atividade inteiramente cumulativa, a respeito do conheci-
mento que proporciona. A atividade de ciéncia normal vai acrescen-

tando “tijolos” ao muro do paradigma em que a mesma se desenrola.
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2.2.Paradigma

A nocido de paradigma é um tanto ou quanto vaga e “circular”.
Um paradigma € aquilo que é partilhado por uma comunidade cienti-
fica; uma comunidade cientifica define-se por partilhar um mesmo
paradigma.

Numa comunidade cientifica, a partilha nio se constitui somente
na partilha de teorias empiricas centrais a comunidade, mas também
na partilha de técnicas de resolucdes de problemas, valores cientificos
e crencas metafisicas (Kuhn, 1996, pp. 181-187). Num sentido global,
um paradigma € aquilo que abarca todos os compromissos de uma
comunidade cientifica. Um paradigma é uma matriz disciplinar que
envolve o conjunto de crencas, valores e técnicas de uma comuni-
dade cientifica.

Uma forma de identificar concretamente um paradigma € identificar
as leis, as teorias cientificas e os exercicios exemplares que siao
partilhados pela comunidade cientifica em questio. Os exercicios
exemplares sao aqueles exercicios classicos que sao partilhados por
todos os membros da comunidade cientifica, aquando da sua educacio
cientifica. Cada comunidade cientifica tem o seu conjunto de exercicios
exemplares classicos, tal como cada comunidade cientifica tem o seu
paradigma. Estes exercicios encontram-se em manuais, sebentas,
aulas praticas ou experiéncias laboratoriais. Na verdade, acabam por
ser o elemento mais fundamental na formacao de um estudante.

Por exemplo, ao nivel universitario do ensino de matematica sao
exercicios exemplares, no ambito da Andlise Matematica, o cdlculo
diferencial e integral, a aplicaciao das definicdes de limite e de conti-
nuidade, a anilise de grificos de funcdes, etc.; no Ambito da Algebra
Linear, sao exercicios exemplares as resolucdes de sistemas de equa-
cdes por diferentes técnicas, o calculo matricial, etc. Estes conteidos
programaticos e respetivos exercicios sao comuns a qualquer disciplina

sobre o assunto, no ensino universitario do mundo ocidental.
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2.3.Anomalias e crise

A atividade de ciéncia normal consiste na resolucio de quebra-
-cabecas e nio é propriamente uma atividade que esteja dirigida
para a descoberta de novidades. Uma novidade é uma anomalia.
Uma anomalia niao encaixa no paradigma em que se desenrola a
atividade de ciéncia normal. Em certa medida, uma anomalia é como
se a natureza surpreendesse o cientista no seu trabalho de investigacao.
Note-se, no entanto, que as anomalias resultam da prépria atividade
de ciéncia normal. A relacao da atividade de ciéncia normal com o
aparecimento de anomalias é paradoxal. Quanto mais preciso e
refinado é o paradigma que coordena a atividade de ciéncia normal,
tanto mais este é sensivel ao aparecimento de anomalias.

Podem-se distinguir dois tipos de anomalias: umas, mais insigni-
ficantes, sio resolvidas pela propria atividade de ciéncia normal;
outras, mais sérias, conduzem a crises cientificas. As crises cientificas,
por sua vez, conduzem a periodos de ciéncia extraordinaria. O periodo
de ciéncia extraordinaria é um periodo de convolucio com duas
saidas possiveis. Numa saida, nio se consegue resolver a anomalia,
sendo esta colocada “entre paréntesis” para uma analise futura,
esperando que mais tarde alguma nova teoria cientifica a consiga
resolver. Ha um regresso a atividade de ciéncia normal que se desen-
rola ainda no ambito do paradigma que esteve na origem da anomalia.
Noutra saida, a anomalia e a crise que ela espoletou resolvem-se por
uma mudanca de paradigma. Neste caso ocorre uma revolucao cientifica.

Analogamente as crises politicas ou de regime, uma crise é um
periodo de inseguranca profissional dos cientistas. O paradigma que
coordena a atividade de ciéncia normal é questionado pela comunidade
de cientistas que trabalham na area cientifica em que o paradigma
se desenrola. Uma das caracteristicas dos periodos de crise é a proli-
feracdo de novas teorias e de experiéncias de pensamento com
vista a solucionar as anomalias no interior do paradigma (Kuhn,

1977, p. 263).
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2.4.Revolucio cientifica

A transicao de um periodo de ciéncia extraordinaria, para um
novo periodo de ciéncia normal, com um novo paradigma, opera-se
por intermédio de uma revoluc¢ao cientifica. Sucintamente, uma
revolucio cientifica é uma mudanca de paradigma.

O acumular de anomalias, e a crise que lhe esta associada,
conduzem a um extremar de posicOes entre os cientistas. Inicialmente,
um grupo maioritario, digamos, um grupo reacionario, defende o
“velho” paradigma contra grupos minoritarios, digamos, grupos
“revolucionarios”, que propdem “novos” paradigmas candidatos a
sucessao. O que geralmente acontece é que as posicdes acabam por
se extremar. HA uma quebra na comunicacio entre os cientistas.
Por um lado, alguns termos cientificos sintaticamente iguais comecam
a ter significados diferentes; por outro lado, alguns termos antigos
caem em desuso e comecam a surgir novos termos com Novos
significados. Ou seja, os cientistas pertencentes a paradigmas rivais
acabam por ter grandes dificuldades em comunicar. No final deste
periodo conturbado ha um “novo” paradigma que acaba por substituir
o “velho” paradigma.

Por muito grande que seja a crise cientifica numa dada disciplina,
o paradigma cientifico que a suporta nunca é abandonado se nio
houver um paradigma alternativo que o substitua. Ou seja, nao existe
tal coisa como uma atividade cientifica matura e longa no tempo sem
haver um paradigma que a suporte. O paradigma ptolemaico foi
acumulando anomalias durante séculos e nunca foi abandonado,
enquanto niao surgiu um paradigma alternativo — o paradigma coper-
niciano. Esta exigéncia de haver necessariamente uma alternativa
paradigmatica “positiva” para o corte com o passado, a par da crise
resultante das anomalias, faz com que as revolucdes cientificas sejam
fendmenos raros.

Apo6s uma revoluciao, as novas teorias cientificas emergentes no
novo paradigma sio, em certa medida, incompativeis com as teorias

cientificas do velho paradigma. Ha uma incomensurabilidade entre
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paradigmas. A incomensurabilidade tem trés dimensdes: epistémica,
semantica ou de mundos.

Diz-se que uma mudanca é incomensuravelmente epistémica,
quando ha dificuldades em comparar as virtudes epistémicas de
paradigmas rivais como a fecundidade, o alcance, a simplicidade e
a comprovacio empirica. Este tipo de incomensurabilidade pretende
defender que nio existe um ponto de vista neutro que consiga
comparar “as virtudes e os defeitos” de teorias cientificas pertencentes
a paradigmas rivais.

Diz-se que uma mudanca é incomensuravelmente semantica quando
os significados de termos cientificos se modificam na transicao entre
paradigmas rivais. Por exemplo, para um newtoniano a massa de
um objeto é fixa, enquanto para um einsteiniano a massa de um
objeto € convertivel em energia; no modelo geocéntrico, “Sol” significa
planeta, enquanto no modelo heliocéntrico, “Sol” significa estrela.

Finalmente, com uma mudanca de paradigma ha também “visdes”
da realidade que sio incomensuraveis. Na mudanca paradigmatica,
os cientistas comecam a ver o mundo a sua volta de forma diferente.

Ha uma mudanca abrupta.

apesar de o mundo nao mudar com uma mudanca de para-
digma, o cientista em seguida trabalha num mundo diferente.
(Kuhn, 1996, p. 121)

Durante as revolucdes, os cientistas veem coisas novas e
diferentes quando (...) olham para os mesmos aspetos ja
examinados anteriormente. E como se a comunidade profis-
sional tivesse sido subitamente transportada para um novo
planeta (...) [NJuma mudanca de paradigma os cientistas
comecam a ver o seu mundo de investigacio de forma dife-

rente. (Kuhn, 1996, p. 111)

[o]s membros de comunidades cientificas diferentes vivem em

mundos diferentes, e (...) as revolucoes cientificas mudam o
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mundo em que um cientista trabalha (Kuhn, 1977, p. 309,
nota 18)

3.Sobre a possibilidade de revolucdoes em matematica

A Estrutura aborda exemplos de teorias revolucionarias que
ocorreram essencialmente na Fisica, na Quimica e na Astronomia.
No entanto, Kuhn nunca refere qualquer exemplo de uma teoria
matematica revoluciondria. A matematica ficou de fora da analise de
Kuhn e, tanto quanto sei, nao ha nenhuma passagem onde ele avance
uma explicacao para esta exclusiao.

O problema que temos assim entre maos é saber se podem existir
revolucdes em matematica. Precisamente, o problema € saber se a
teoria kuhniana — os seus conceitos e a sua estrutura — pode ser
aplicada inteira ou parcialmente ao desenvolvimento da historia da
matematica. Este problema é um problema extremamente dificil.
Primeiro, nao existe um consenso sobre o que seja a teoria kuhniana
de desenvolvimento cientifico. Como vimos atras, os conceitos das
diferentes etapas da estrutura de uma revolucido cientifica, como
ciéncia normal e paradigma, sio conceitos um tanto ou quanto
imprecisos e vagos. Nio existe um consenso sobre o que efetivamente
seja uma revolucao cientifica kuhniana. Segundo, como fomos
constatando ao longo deste livro, também ndo existe um consenso
sobre o que seja a matematica. A matematica € acerca de criacdes
mentais? E acerca de objetos abstratos? O conhecimento matematico
€ a priori ou a posteriori? Nem sequer parece que exista uma fronteira
clara que separe a matematica de outras areas disciplinares.

A referéncia do termo revolucdo matemdtica determina, assim,
a discussdao sobre a possibilidade da existéncia de revolucoes em
matematica. Ou seja, a possibilidade da existéncia de revolucdes em
matematica depende da defini¢io ou da caracterizacio de partida
do que se entende por matemdtica e do que se entende por revolugdo.

Consideremos agora trés angulos diferentes de analise deste problema:
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um defende que as revolucdes em matematica sio impossiveis; e os
outros dois defendem que as revolu¢cdes matematicas sio possiveis,
mas sio possiveis por razoes diferentes.

Michael Crowe (1992) defende que “nunca ocorrem revolucgdes
na matematica”. Segundo a interpretacio que Crowe faz da teoria de
Kuhn, quando ocorre uma revoluciao cientifica, necessariamente,
alguma entidade do paradigma precedente € irremediavelmente
descartada e perdida. Quando o modelo ptolemaico foi completamente
substituido pelo modelo coperniciano, a nocao de epiciclo foi
irremediavelmente perdida, sendo transformada em trajetérias plane-
tarias de movimento eliptico, pela mao de Kepler. Na revoluciao
quimica, o flogisto foi substituido pelo oxigénio. Na revolucio relati-
vista, a nocio de massa, como sendo uma propriedade imutavel dos
corpos e das particulas, foi substituida por uma noc¢ido de massa com
outro significado, como sendo uma propriedade dos corpos e das
particulas convertivel em energia.

Ora, segundo Crowe, o desenvolvimento de novas teorias matema-
ticas nunca conduz a uma eliminac¢iao de teorias matematicas passadas.
Mesmo do ponto de vista ontolégico, nio parece que entidades
matematicas sejam alguma vez eliminadas. Por exemplo, as “novas”
geometrias nao-euclidianas estavam comprometidas com triangulos,
cuja soma dos angulos internos € maior ou menor do que 180°.
No entanto, as geometrias nao-euclidianas nao conduziram a elimina-
¢ao da figura triangular euclidiana cuja soma dos angulos internos

perfaz exatamente 180°. Esta é a décima lei de Crowe:

As revolucoes nunca ocorrem na matemdtica (...) esta lei
depende, pelo menos, na estipulaciao minima de que uma
caracteristica de uma revolugao é de que uma entidade previa-
mente existente (seja um rei, constituicio ou teoria) deve
ser deposta e irrevogavelmente eliminada. O meu argumento
é baseado numa distin¢ao entre descobertas revolucionarias
ou transformacionais (astronomia ptolemaica “transformada”

em astronomia coperniciana) e descobertas criativas (onde
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novas areas siao formadas ou criadas sem a eliminacdo de
doutrinas anteriores). Creio que é este ultimo processo,
em vez do primeiro, que ocorre na histéria da matematica.

(Crowe, 1992, p. 19)

Na sua analise do conceito revolucdo matemdtica, Crowe usa o0s
termos revolugdo e matemdtica em sentidos bastante restritos. O termo
revoluciao é interpretado como “descartar de entidades de teorias
passadas”. O termo matemdtica é usado apenas para referir teorias
e conceitos matematicos. Crowe ignora outros aspetos da matematica
como a sua nomenclatura, simbolismo, metodologia e principios meta-
matematicos. Portanto, a lei de Crowe nao é incompativel com a
possibilidade de haver revolu¢cdes em matematica, desde que se adote
uma caracterizacao mais ampla dos termos revolugdo e/ou matemdtica.

Joseph Dauben (1992) concorda com Crowe que, se fizermos uma
interpretacdo restrita do termo revolugdo, tal como Crowe a faz,
necessariamente, as revolucdes em matematica sao impossiveis.
Segundo Dauben, niao parece que em momento algum da historia
da matematica esta tenha perdido irremediavelmente as entidades
que foi propondo. Dauben, no entanto, nao concorda com a interpre-
tacao restrita do termo revolucdo que é efetuada por Crowe. No seu
entender, uma revolucio matematica nio implica necessariamente
que uma entidade ou teoria matematica seja irremediavelmente
eliminada na transicao revolucionaria.

Eis uma analogia estabelecida por Donald Gillies (1992a). Na tran-
sicdo revolucionaria de um regime absolutista para um regime nao-
-absolutista podemos identificar dois tipos de revolucdes. Em algumas
revolucdes, o monarca é irremediavelmente destituido; noutras,
o0 monarca mantém-se como figura do regime, mas com poderes
bastante diminuidos relativamente ao regime precedente. Por exemplo,
na revolugdo russa, o monarca (Czar Nicolau II) foi assassinado e
destituido para todo o sempre. Iniciou-se um novo regime politico.
Na revolucao inglesa, o monarca (Carlos II sucedeu a seu pai, Carlos I)

manteve-se como figura do regime, mas continuou a exercer na
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chamada monarquia parlamentar, com poderes bastante mais
diminutos do que no anterior regime.

A analogia anterior permite identificar dois tipos de revolucodes
cientificas. Nas revolucoes cientificas do tipo revolucgdo russa,
as entidades do paradigma precedente siao irremediavelmente descar-
tadas. Por exemplo, o modelo ptolemaico foi completamente descartado
pelo modelo coperniciano. Nas revolugdes cientificas do tipo revolugdo
inglesa nao ha qualquer eliminaciao de entidades, mas as teorias
cientificas precedentes perdem radicalmente muita da sua importancia.
Por exemplo, a teoria cldassica newtoniana perdeu muita da sua
importancia com a revolucio relativista einsteiniana, mas ainda assim
continua a aplicar-se para velocidades muito inferiores a velocidade

da luz. As revolucdoes matematicas sio revolucdes deste segundo tipo.

E muitas vezes claro que as novas ideias [matematicas] nunca
teriam sido permitidas no ambito duma interpretacao construida
estritamente no interior da matematica anterior, mesmo se a
nova matematica encontrar maneiras de acomodar as descober-
tas antigas de forma consistente ou compativel. Muitas vezes,
muitos dos teoremas e descobertas da matematica anterior
sao relegados para uma posicao muito menos relevante,
como resultado da revoluc¢iao conceptual que faz emergir uma

nova teoria ou disciplina matematica. (Dauben, 1992, p. 52)

Bruce Pourciau (2000) considera que efetivamente existem revolu-
¢Oes matematicas no seguinte sentido kuhniano de revolucio cientifica:
existéncia de episddios nao-cumulativos de desenvolvimento na
matematica. Algumas verdades matematicas do velho paradigma
podem nio ser traduziveis no novo paradigma e, assim, serem irreme-
diavelmente perdidas. Contrariamente a Dauben e Crowe, Pourciau
acaba por se aproximar da ideia de que as revolucoes em matematica
podem ser assim do tipo revolugdo russa, onde verdades matematicas
se perdem irremediavelmente. Ou seja, os velhos teoremas nio sao

traduziveis no novo paradigma. No seu entender, este tipo de
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desenvolvimento da matematica niao contradiz a propria natureza do

conhecimento matematico.

As revolucdes kuhnianas sao logicamente possiveis, no sentido
de que nao sao inconsistentes com a natureza da matematica;
e, em segundo lugar, as revoluc¢des kuhnianas sao atualmente
possiveis, no sentido de que pode ser mostrado um paradigma
kuhniano para a matematica que produziria uma revolucio
kuhniana total, se tivesse sido aceite pela comunidade mate-

matica. (Pourciau, 2000, p. 300)

O exemplo que Pourciau explora € o da transicao da matematica
classica para a matematica intuicionista. No seu entender, esta foi
uma transiciao revolucionaria (falhada) incomensuravel, no sentido
em que os teoremas da matematica classica nio preservam o seu
significado, quando traduzidos no paradigma da matematica intuicio-
nista; nem sequer sao inteligiveis no novo paradigma. Todavia, esta
revolu¢ao acabou por niao vingar, mas por razoes historicas, e o

paradigma da matematica classica manteve-se dominante.

4.Revolucio na geometria

Revisitemos agora aspetos do capitulo 1, a respeito do surgimento
das geometrias nao-euclidianas. Analisemos em que medida o surgi-
mento das geometrias nao-euclidianas pode ser considerado como
uma revolucio matematica.?2

Relembremos a formulacio original do postulado das paralelas,

estabelecida no Elementos de Euclides:

Se uma linha reta cair sobre duas linhas retas e fizer angulos

internos de um mesmo lado menores do que dois angulos retos,

2 Esta seccdo é baseada em Boi (1992) e Zheng (1992).
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entdo as duas linhas retas, se estendidas indefinidamente, encontram-
-se num ponto do lado em que os angulos sio menores do que dois

angulos retos. (Euclides, 2008, p. 7)

Como vimos no capitulo 1, desde a Antiguidade houve varias tenta-
tivas de tornar mais claro o préprio postulado ou entiao tentar derivar
o postulado a partir dos outros postulados euclidianos. Este postulado
pode ser visto como uma anomalia no interior do sistema euclidiano.3

Quando surgiram as primeiras formulacdes das geometrias nao-
-euclidianas, no inicio do século XIX, comecou a instalar-se uma
crise na geometria. A crise da geometria tinha duas facetas. Primeira,
até ao aparecimento das geometrias nao-euclidianas, a geometria
euclidiana era considerada como a geometria do espaco fisico.
Nao havia qualquer distin¢ao entre o espaco geométrico euclidiano
e o espaco fisico. A criacao das geometrias nao-euclidianas questionou
esta indistin¢ao e, a montante, conduziu ao questionamento dos
fundamentos epistémicos e matematicos das geometrias em geral.
A questao que pressionava os matematicos e os filésofos era a seguinte:
se a geometria euclidiana nao se aplicasse ao espaco fisico e o
fundamento epistémico da geometria euclidiana fosse a experiéncia,
entio, ou a geometria euclidiana nio era verdadeira ou a geometria
euclidiana nao se fundamentava na experiéncia. Segunda, ao nivel
dos fundamentos matematicos da geometria, as investiga¢des procura-
vam formular demonstracdes de consisténcia das novas geometrias
nao-euclidianas, esclarecer as relacoes légicas entre as diferentes
geometrias e procurar uma base axiomadtica mais clara para a propria
geometria euclidiana que estava a ser questionada.

A crise da geometria termina no inicio do século XX. As questdes
da aplicabilidade ao espaco fisico e dos fundamentos epistémicos
da geometria foram (acidentalmente) resolvidas pela Teoria da

Relatividade Geral de Einstein. Esta teoria estabelece que o espaco

3 Além desta anomalia recalcitrante em torno do postulado das paralelas, muitas
outras anomalias foram sendo identificadas no sistema euclidiano.
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fisico, mais apropriadamente, o espaco-tempo obedece a geometria
nio-euclidiana e nio obedece a geometria euclidiana.

Determinar qual era a verdadeira geometria do espaco fisico
tornou-se assim um assunto empirico, quer do ponto de vista cientifico,
quer do ponto de vista epistémico. Para a escola filosofica dominante
deste periodo - o positivismo 16gico — bem como para a sua herdeira
- 0 empirismo légico — a geometria passou a fundamentar-se na
experiéncia. Ou seja, para estas duas escolas € a experiéncia que
determina qual é a geometria verdadeira. A doutrina kantiana do
criticismo, a doutrina segundo a qual o espaco geométrico era uma
forma pura da intuicdo, foi definitivamente rejeitada, bem como as
propostas convencionalistas de Poincaré sobre a geometria.

As geometrias ndo-euclidianas representaram também uma revolu-
cao ao nivel da metamatematica. Foi descartada a crenca segundo a
qual a geometria euclidiana descrevia o espaco fisico e que seria a
Unica teoria matematica consistente sobre o espaco fisico. As geome-
trias nao-euclidianas contribuiram para destronar a geometria euclidiana
como paradigma formal de demonstracio para as restantes teorias
matematicas. Recorde-se que Frege, no final do século XIX, procurou
derivar a aritmética de principios l6gicos. Ou seja, a Aritmética assu-
miu-se como a disciplina rainha da matematica, ao invés da Geometria.
Entrou-se no periodo chamado de aritmetizacdo da matemdtica.

Numa carta redigida em 1817, Gauss ja observava que a geometria
devia ser relegada para o dominio empirico e com um estatuto

diferente da aritmética.

Estou cada vez mais convencido que [o caricter de] necessidade
da nossa geometria [euclidiana] ndo pode ser provada, pelo menos,
pela razao humana nem para a razao humana. Talvez numa outra
vida possamos obter uma compreensio da natureza do espaco que
agora nao ¢€ atingivel. Até la deveremos colocar a geometria nao na
mesma classe da aritmética, que € totalmente a priori, mas na classe

da mecanica (Gauss, 1900/2011, p. 170)
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Cristalizou-se entao uma concec¢ao epistémica de cariz empirico
para a geometria que alguns fil6sofos acabaram por estender a toda
a matematica, como Quine e Lakatos.

Para além das mudancas ao nivel da metamatematica, ha dois
outros aspetos de relevo associados as geometrias nio-euclidianas
e que “assentam que nem uma luva” na proposta de Kuhn da estrutura
das revolucoes. Kuhn defendeu que, aquando de uma revolucio
cientifica, ha um periodo chamado de florescimento disciplinar.
O florescimento disciplinar é constituido pelo aparecimento de novas
disciplinas. As novas disciplinas podem surgir por um processo de
divisao disciplinar ou por um processo de fusao disciplinar. Por exemplo,
a Fisica foi derivada da Filosofia Natural; a Bioquimica é resultado
de uma fusiao da Biologia e da Quimica.

O aparecimento das geometrias nao-euclidianas foi um novo ramo
da matematica: “[nJo meio de todas as criacdes técnicas complexas
do século XIX, a mais profunda de todas, a geometria nio-euclidiana,
era tecnicamente a mais simples. Esta criacdo deu origem a novos
ramos da matemdtica.” (Kline 1972, 861, italico meu). Foram criadas
as geometrias elipticas (simples e dupla) e a geometria hiperbdlica.
O aparecimento das geometrias nio-euclidianas enquadra-se assim
no chamado florescimento disciplinar kuhniano.

As geometrias nio-euclidianas demoraram muito tempo a serem
aceites pela comunidade matematica. Apds a publicacio dos trabalhos
de Bolyai e Lobachevskii, no inicio do século XIX, estas geometrias
foram ignoradas por quase toda a comunidade matematica, durante
mais de trinta anos. Aqueles que porventura as conheciam, ou as
consideravam uma mera curiosidade ou, preconceituosamente,
as classificavam como sendo internamente inconsistentes sem,
obviamente, avancarem qualquer demonstracao para o efeito. Apenas
com a publicacio postuma dos trabalhos de Gauss sobre o assunto,
na segunda metade do século XIX, bem como com a publicacao dos
trabalhos realizados por Riemann, as geometrias nao-euclidianas
comecaram a ser respeitadas pela comunidade matematica (Kline,

1980, p. 88).
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Este desenvolvimento “silencioso” ou controverso daquilo que é
cientificamente revolucionario é também uma das caracteristicas das
revolucdes cientificas. Nomeadamente, a resisténcia a mudanca de

paradigma que os cientistas revelam numa transi¢ao revolucionaria.

As obras de Lobachevskii e Bolyai nao tiveram, aquando da sua
publicacao, o acolhimento que tantos séculos de lenta e continua
preparacao pareciam prometer. No entanto, isto niao nos deve
surpreender, porque a histéoria da ciéncia ensina-nos que toda a
mudanca radical nas suas disciplinas particulares nao altera repenti-
namente as convic¢cdes e 0s preconceitos sobre os quais os pensa-
dores e estudiosos, durante um longo periodo, edificaram as suas

doutrinas. (Bonola, 1906, sec. 60)

A este respeito, Kuhn cita uma passagem da autobiografia de Max
Planck, ainda mais dramatica que a observacao de Bonola: “uma nova
verdade cientifica nido triunfa convencendo os seus oponentes a ver
a luz, contrariamente, triunfa porque os seus oponentes acabam por
morrer e uma nova geraciao cresce familiarizada com a mesma”
(Planck, 1950, pp. 33-34).

5.Revoluciao na logica

Revisitemos agora a nova légica de Frege, introduzida no capitulo
2. Donald Gillies (1992c) defende que existiu uma revolucio na
l6gica durante o periodo 1879-1931. Esta revolucio comeca em 1879
com a publicacao de Begriffsschrift [Notacio conceptual] de Gottlob
Frege e termina em 1931 com a publicac¢iao dos teoremas da incom-
pletude de Godel.

A publicacio de Begriffsschrift marcou, como Quine afirma,
o inicio da légica moderna. Esta obra surpreendente foi realizada

com o intuito de constituir o quadro 16gico no qual a formalizacao
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das diferentes teorias matematicas seria realizada. E a primeira formu-
lacao do calculo funcional de segunda ordem. E surpreendente porque
nio tem predecessores: parece ter nascido do cérebro de Frege sem

ser fertilizado por influéncias externas. (Dummett, 1993a, p. xvii)

Gillies considera que a revoluc¢io na légica é uma revolucio do
tipo revolugdo inglesa. Nao ha uma supressio de entidades ou de
teorias matematicas passadas; em vez disso, ha uma transformacio
radical da matematica ou de uma sua especialidade, na qual as teorias
matematicas anteriores perdem muita da sua importancia.

Com vista a aplicar a estrutura kuhniana de analise ao nascimento
da légica de Frege, Gillies introduz duas ligeiras modificacdes na
nocao de paradigma de Kuhn. Primeira, Gillies rejeita a ideia de
Kuhn de que paradigmas diferentes sio incomensuraveis e, como tal,
sdo incomparaveis. Ou seja, Gillies interpreta Kuhn como conside-
rando que incomensurabilidade é sinénimo de incomparabilidade.
Em alternativa, Gillies defende que paradigmas diferentes podem ser
comparados, embora concorde que pode haver uma modificacio dos
termos de uma linguagem através de diferentes paradigmas. Por exemplo,
o termo planeta tem significados diferentes consoante o usemos no
paradigma ptolemaico ou no paradigma coperniciano. Em Ptolomeu,
o Sol é um planeta; em Copérnico, o Sol nao é um planeta (é uma
estrela). Segunda, Gillies rejeita a ideia de Kuhn de que um novo
paradigma nasca como uma espécie de “flash da intuicao”. Nem sempre
isso €é o caso e, geralmente, o processo ¢ exatamente o inverso:

Em geral, no entanto, um novo paradigma é concebido sobre
um periodo muito mais longo, e por um processo que pode envolver
flashes de inspiracio, mas também pode envolver longos periodos

de investigacio dolorosa e sistematica. (Gillies, 1992c, p. 267)

Gillies compara a revoluc¢ao fregiana na légica a revolucao einstei-
niana na fisica. Apesar de revolucao de Einstein, a fisica de Newton

ainda continua a ser valida para velocidades muito inferiores a
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velocidade da luz. Apenas para velocidades proximas da velocidade
da luz é que as leis de Newton deixam de ser validas. Analogamente,
a légica de Aristoteles continua a ser valida para alguns tipos de
silogismos, mas nao para todos.

Uma forma de identificar os paradigmas cientificos consiste em
analisar os contetidos dos manuais académicos. Gillies faz uma analise
cuidadosa dos manuais de 16gica publicados durante o final do século
XIX e durante o século XX, em Inglaterra. O manual Studies and
Exercises in Formal Logic, de John Neville Keynes, foi publicado em
1894 e teve virias edi¢des até 1906. Outro livro importante foi o de
P. Coffey, The Science of Logic, de 1912. Ambos os livros eram inteira-
mente aristotélicos. Nao tinham qualquer referéncia a l6gica proposi-
cional e a légica de predicados de Frege. Sao manuais considerados
como pré-revolucionarios. Gillies contrasta estes manuais com os
manuais publicados nos anos 60 e 70, e que ndao tinham qualquer
referéncia a l6gica aristotélica: Introduction to Mathematical Logic
de E. Mendelson (1964) e A Course in Mathematical Logic de J. L.
Bell e M. Machover (1977). Sio manuais considerados como poés-
-revolucionarios. Sdo manuais que ja refletem o novo paradigma.

Importa referir que, ao invés do que acontece no mundo anglo-
-saxoOnico, em Portugal, ainda nao estamos completamente no novo
paradigma da légica moderna. Vive-se ainda um periodo de crise,
mas ja na sua fase terminal, que antecede o estabelecimento pleno
de um novo paradigma. Existem no mercado portugués varios manuais
com conteudos em Loégica Aristotélica (e.g. Philippe Thiry, Nogoes
de Logica, (Lisboa: Edi¢coes 70, 2010)). No entanto, também ja existem
manuais que nao fazem qualquer referéncia a Logica Aristotélica
(Newton-Smith, Légica — um Curso Introdutério, (Lisboa: Gradiva,
1998)). No ensino nao-universitario de Filosofia, o programa oficial
contempla ambas as logicas (a aristotélica e a proposicional), cabendo
ao docente optar por uma delas. Ao nivel do ensino nao-universitirio
de matematica, a Logica Aristotélica nio existe nos programas, pelo
menos, ha mais de 30 anos, e nem sei se alguma vez foi sequer

ministrada neste nivel de ensino.
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No ensino universitario, a Logica Aristotélica desapareceu quase
totalmente dos conteudos dos cursos de Filosofia. A Logica Aristotélica
comeca agora a reemergir nos planos de estudos dos cursos de
Filosofia, mas enquanto um conteddo de disciplinas de Histéria da
Logica. Este enquadramento nas disciplinas de Historia é um sintoma
claro da mudanca paradigmitica em curso. E como se a teoria de
Newton comecasse apenas a ser ensinada na disciplina de Historia
da Ciéncia, deixando de fazer parte dos conteudos das disciplinas

de Fisica como a Mecanica ou a Dinamica.

5.1.Declinio da légica aristotélica

O paradigma dominante na légica, antes da revolucio, era o para-
digma da l6gica aristotélica. A 16gica aristotélica nasce justamente com
Aristoteles, na Grécia Antiga, e imperou até ao final do século XIX.

Na l6gica aristotélica existem quatro proposicdes categoricas:

A) Todo S é P.

E) Nenhum S é P.

I Algum S é P.

O) Algum S nio é P.

Sendo que as letras S e P representam os termos sujeito e predi-
cado, respetivamente. A partir destas proposicdes podem-se construir
os chamados silogismos aristotélicos. Um silogismo € constituido por
duas premissas e uma conclusio, sendo que uma das premissas é
chamada de premissa maior e outra é chamada de premissa menor.

Por exemplo:
1) Todos os homens sio mortais.

2) Todos os presidentes sio homens.

Logo, todos os presidentes sio mortais.
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Aristoteles defendeu que as proposicdes A e E eram proposicoes
contrarias: ndo podiam ser ambas verdadeiras, mas ainda que pudessem
ser ambas falsas.

Ora, a luz da nova légica de Frege, ndo ¢é verdade que proposicoes
contrarias ndo possam ser ambas verdadeiras. Este é o primeiro

“rombo” no paradigma aristotélico. Consideremos as frases seguintes.

1) Todos os unicornios sao belos

2) Nenhum unicoérnio é belo

Segundo Aristételes, 1) é uma proposicio categoérica de tipo A e
2) é uma proposicao categorica de tipo E. Nao podem ser ambas
verdadeiras, mas podem ser ambas falsas.

Consideremos agora a formalizacao das frases 1) e 2), segundo a

nova logica de Frege.

Dicionario:
F:_é unicérnio

G:_é€ belo

1 (Vx) (Fx — GXx)
2) (Vx) (Fx — 2Gx)

Ambas as frases sio vacuamente verdadeiras. Os antecedentes de
ambas as condicionais sdo falsos, porque nao existem objetos que
sejam unicornios. De acordo com a tabela de verdade da condicional,
se o antecedente de uma condicional for falso, entao a condicional
¢€ verdadeira. Ora, qualquer que seja o objeto considerado nas quanti-
ficacoes 1) e 2), segue-se que 1) e 2) sio ambas verdadeiras. Portanto,
a logica aristotélica esta errada ao afirmar que proposicdes contrarias
niao podem ser ambas verdadeiras.

Gillies (1992c, p. 287) faz notar que Frege apenas se referiu a
l6gica aristotélica em breves passagens de Begriffsschrift. Em nenhuma

dessas passagens, Frege mencionou o problema que a sua teoria
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importava na légica aristotélica. Tanto quanto se sabe, Frege nunca
detetou este problema. Somente mais tarde, em 1888, Giuseppe Peano
(1888/2000) reparou no problema. Acresce que este problema,
em volta das proposicdes categoricas, acaba por se alastrar a prépria
teoria do silogismo aristotélico. Este é o segundo “rombo” no para-
digma aristotélico. Ou seja, ha contraexemplos a inferéncias silogisticas,
que eram tidas como validas por Aristételes, que passam agora a ser
invalidas. Por exemplo, os silogismos seguintes nao sao universalmente

validos, se considerarmos casos onde nao existem M’s:

Nenhum M é P
Todo M é S

Logo, algum S nio é P

Nenhum P é M
Todo M € S
Logo, algum S nao é P (Gillies, 1992c, p. 283)

5.2.Metanivel e resisténcia

Gillies defende que ha duas caracteristicas salientes numa revolucao
matematica: uma mudanc¢a no meta-nivel e uma resisténcia ao novo
paradigma. A revolucao de Frege na logica partilha estas duas caracte-
risticas.

Antes da revolucao de Frege, na logica, havia a crenca de que a
l6gica aristotélica era uma formulacdo definitiva das leis da logica.

Esta crenca era tida por figuras eminentes como Kant ou Duhem.

Pode reconhecer-se que a /6gica, desde remotos tempos, seguiu
a via segura, pelo facto de, desde Aristételes, nao ter dado um
passo atras (...) Também € digno de nota que nido tenha até hoje
progredido, parecendo, por conseguinte acabada e perfeita (...) os

limites da légica estao rigorosamente determinados por se tratar
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de uma ciéncia que apenas expde minuciosamente e demonstra
rigorosamente as regras formais de todo o pensamento. (Kant,

1787/1994, p. BVIII-BIX)

Existe um método geral de deducao. Aristoteles formulou as suas

leis para todo o sempre. (Duhem, 1915, p. 58)

A obra Begriffsschrift foi ignorada por um longo tempo e poucas
revisdes foram publicadas a respeito dela, sendo que a maior parte
delas foi largamente negativa. Isto é uma prova da resisténcia a
mudanc¢a. Um novo paradigma demora ainda algum tempo para se

impor na comunidade cientifica.

6.Revolucio (falhada) no intuicionismo

Revisitemos alguns aspetos do capitulo 3, a respeito do intuicio-
nismo. Pourciau (2000) analisa a putativa transicio do paradigma da
matematica classica para o paradigma da matematica intuicionista.
No seu entender, esta transicdo teria sido uma transicao revolucionaria,
no sentido de que teria sido uma transicao niao-cumulativa. No entanto,
foi uma transicao falhada, porque o paradigma da matematica intui-

cionista acabou por nio vingar.

6.1.Mudancgas nao-cumulativas

Pourciau distingue dois sentidos para uma mudanca ndo-cumulativa
entre paradigmas: incomensuravel e incongruente. Diz-se que uma
mudanca nao-cumulativa € incomensuravel quando os teoremas do
paradigma precedente nao encontram qualquer traduc¢ao no paradigma
emergente, que preserve o significado original do teorema. Diz-se que
uma mudanc¢a nao-cumulativa é incongruente quando os teoremas

do paradigma precedente podem ser traduzidos na linguagem do
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novo paradigma, mas, no novo paradigma, tais teoremas deixam de
ter o estatuto de teoremas. Mais concretamente, sio proposi¢coes inver-
dadeiras no novo paradigma. Pourciau defende que ambos os sentidos
de mudanca - incomensuravel e incongruente — podem ser encontrados
na transicio do paradigma da matematica classica para a matematica

intuicionista. Ele da o exemplo seguinte:

Seja Q
Q: na expansao decimal infinita de n, ocorre um numero
finito de pares de digitos iguais consecutivos ou ocorre um

namero infinito de pares de digitos iguais consecutivos.

A interpretacio que o matematico classico faz de Q é o teorema
Q = PV-P, sendo P

P: na expansao decimal infinita de &, existe um nimero natu-
ral »n tal que nenhum par de digitos iguais consecutivos ocorre

ap6s a enésima casa decimal.

Este teorema da matematica classica decorre simplesmente da
forma légica da disjuncdao Q = PV-P. Em contraste, para um matematico
intuicionista, o teorema acima é desprovido de sentido, porque a
proposicao P nio pode ser demonstrada, nem se pode inferir um
absurdo de P. Consequentemente a proposicio Q nido tem sentido
para um intuicionista. Por outras palavras, o sentido classico do teorema
niao pode ser preservado quando o intuicionista o tenta interpretar.
O sentido classico semantico do teorema desaparece numa interpre-
tacao intuicionista do teorema. Este exemplo mostra que uma mudanca
da matematica classica para matematica intuicionista seria incomen-
suravel (e como tal nao-cumulativa).

Pourciau também usa este exemplo para tentar ilustrar uma mudanca
nao-cumulativa incongruente. Para tal, o intuicionista, em vez de
fazer uma interpretacio semantica do teorema da matematica classica,

i.e., uma interpretacao literal do teorema da matematica classica,
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Q = PV-P, procede a uma interpretacio nio-semantica do teorema.
Ou seja, o intuicionista tenta interpretar o teorema, segundo uma
traducio homofénica, mas nio semintica. Pourciau reclama que,
mesmo nestas circunstancias, ha uma mudanca niao-cumulativa e
incongruente. Pois, para o intuicionista conseguir demonstrar Q isso
significaria que o intuicionista teria um método/processo para
demonstrar P ou para demonstrar —P. Na verdade, o intuicionista nao
tem tal método/processo. Para o matematico classico, P “aponta”
para uma totalidade infinita externa ao matematico. Para o matematico
intuicionista, P “aponta” para um desejavel método/processo de
construcio que o intuicionista nao tem de todo. Esse processo de
construcio teria ele proprio de ser infinito... Portanto, o intuicionista
nio consegue demonstrar Q, ainda que possa considerar Q como

inteligivel. Se Q nido se consegue demonstrar, entao Q ¢é inverdadeiro.

6.2.Incomensurabilidade semantica e de mundos

A mudanca entre a matematica classica e a mudanca intuicionista
também pode ser vista como uma mudanca incomensuravel, nos sentidos
semantico e de mundos que referimos na subsecc¢io 2.4 deste capitulo.4

Pourciau dd varios exemplos de mudanca no significado dos
termos matematicos, quando se transita do paradigma da matematica
classica para o paradigma da matematica intuicionista. Termos da
matematica classica, como conjunto, subconjunto, elemento, funcdo,
nimero real, modificam drasticamente o seu significado quando sao
interpretados intuicionisticamente. Alguns dos significados dos
conectores da logica classica também se alteram na logica intuicionista.
Na disjuncido, de acordo com as regras classicas de deduciao da
introducio da disjuncdo, o matematico classico infere p V g da maneira
seguinte: dado p, e independentemente da forma que p é obtida,

logo p V g. No entanto, para um intuicionista p V q apenas pode ser

4 Pourciau ndo adota esta minha grelba de andlise.
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demonstrado se temos uma demonstracio construtiva de p ou uma
demonstracao construtiva de q.

O intuicionista vive no paradigma segundo o qual a matematica é
uma construcao mental; o matematico classico vive no paradigma segundo
o qual a matematica é acerca de uma realidade externa ao matematico
que de antemao fixa o valor de verdade das proposicoes matematicas.
Deste modo, o intuicionista e o matematico classico tém como objeto
de estudo dois tipos de realidades muito distintas. Um estuda
construcdes mentais; e o outro estuda uma realidade externa e objetiva.

Para o matematico intuicionista, o que ha depende de uma constru-
¢ao mental. Ou seja, a realidade matematica € ela prépria dependente
do sujeito. Se nunca tivessem existido seres humanos, jamais teria
existido matematica. No entanto, esta realidade é uma realidade
objetiva, no sentido em que todos os sujeitos partilham uma mesma
“forma” de construciao — a forma kantiana do tempo. Relembre-se a
ideia kantiana, que referimos no capitulo 1, de que o nosso conheci-
mento depende das formas puras da intuicio — o tempo e o espaco.
Estas formas puras da intuicio fazem parte do proprio aparato
cognitivo dos sujeitos. Como referi no capitulo 3, o intuicionismo
recupera a ideia kantiana a respeito da forma pura do tempo. A forma
pura do tempo € necessaria para a construcao dos objetos matematicos.

Um intuicionista e um matematico classico vivem assim em mundos
diferentes. Um vive no mundo das constru¢des mentais; enquanto o
outro vive no mundo de uma realidade objetiva e independente de
ele préoprio. Um matematico classico que transita para a matematica
intuicionista, comec¢a a viver num outro mundo. As proposicoes
matematicas deixam de referir uma realidade externa e sio produto

da sua prépria atividade mental.

6.3.Revolucio falhada

No inicio do século XX, a matematica enfrentava uma crise em

volta dos paradoxos da teoria ingénua de conjuntos. O intuicionismo
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era um paradigma alternativo para a resolucido da crise. No entanto,
este paradigma nio vingou. A comunidade matematica nao adotou este
paradigma. Pourciau avancga varias razoes para o falhanco da revolucao.

Primeiro, houve um problema de comunicaciao. Brouwer explicitou,
desde o inicio, quais os fundamentos filosoficos da matematica intui-
cionista, a partir da fenomenologia e a partir do criticismo kantiano.
Como vimos no capitulo 3, estes fundamentos filosoficos estdo longe
de ser claros. O pouco que se consegue entender em volta destes
fundamentos filosé6ficos é que remetem para aspetos de psicologia
que nao sio compativeis de todo com a conceciao objetiva que se
pretende para a matematica. Recorde-se que um dos principios de
Frege, contra a psicologia de Husserl, era separar claramente aquilo
que era objetivo daquilo que era subjetivo. Pourciau considera que
Brouwer foi imprudente. Estes fundamentos filos6ficos deveriam ter
sido deixados “em privado” e apenas deveriam ter sido apresentadas
as definicoes matematicas dos nimeros e os resultados matematicos
que dai podiam ser derivados.

Segundo, Brouwer tomou decisdes técnicas erradas. Brouwer
dedicou muito do seu tempo em volta da nocao do continuo. Havia duas
conjeturas basicas intuicionistas que ele tentou (ingloriamente)
demonstrar durante toda a sua vida.5 Isto revelou-se desastroso.
Segundo Pourciau, esta perda de tempo impossibilitou Brouwer de
reconstruir a Analise Matematica de forma construtiva.

Outras razdes que contribuiram para o falhanco da matematica
intuicionista sao as seguintes: os teoremas da matematica classica
transformavam-se em proposi¢cdes nao verdadeiras na matemadtica
intuicionista; a matematica intuicionista nao conseguiu ressuscitar
muitos dos teoremas fundamentais da matematica classica; a mate-
matica intuicionista era esteticamente menos apelativa que a matema-
tica classica; a matematica classica possui uma simetria bilateral

(verdadeiro vs. falso) que nao existia de todo na matematica intuicio-

5 As conjeturas eram: 1) toda a fun¢io construtivamente dada de R em R é continua;
2) toda a funcao continua construtivamente dada f: [0,1] — R é uniformemente continua.
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nista; a matematica intuicionista niao suscitava qualquer promessa
de fecundidade, no sentido de que a matematica proposta pudesse

ter uma base s6lida para o futuro.

7.A matematica como instigadora de revolucdes cientificas

Stephen Brush (2015) desenvolve uma ideia sobre o papel da
matematica nas revolucoes cientificas, a ideia segundo a qual a mate-
matica é uma instigadora de revoluc¢des cientificas. Quando uma
nova teoria cientifica é proposta, a comunidade de cientistas comeca
por usar a teoria apenas para realizar calculos matematicos, mas sem
se comprometer inteiramente com os pressupostos da teoria cientifica,
nomeadamente, aqueles pressupostos fundamentais que sio contrarios
a teoria precedente. No entanto, a partir de determinado momento,
o uso dos aspetos matematicos da teoria acaba por se tornar de tal
forma generalizado que se torna impossivel nao aceitar como corretos
todos os pressupostos da teoria cientifica em causa. Da-se entao uma
mudanca de paradigma e a nova teoria cientifica é aceite como intei-
ramente correta pela comunidade cientifica. A matematica é assim
vista como uma instigadora da revoluc¢io que a teoria cientifica encerra.

Brush da varios exemplos deste papel da matemdtica na génese
das revolucoes cientificas. Nesta sec¢do analisaremos o caso do sistema
beliocéntrico de Copérnico, a teoria de gravitacdo de Newton e a
teoria cinética de gases.

Ninguém sabe ao certo como é que Copérnico chegou a ideia de
colocar o Sol, em vez da Terra, no centro do sistema solar, onde os
restantes planetas girariam em torno do Sol. Brush considera que a
melhor hipétese que existe foi a proposta por Bernard Goldstein
(2002).

Copérnico partiu da hipotese segundo a qual os periodos de revo-
lucio dos planetas sio temporalmente mais longos a medida que
estes estao mais afastados do centro de translacao. Isto é verdade

se assumirmos que os planetas tém todos uma mesma velocidade de
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translaciao. Ora, olhando para as tabelas observacionais, segundo o
modelo geocéntrico, Copérnico reparou que isso era verdade para
os planetas Marte (23 meses), Jupiter (144 meses) e Saturno (354
meses), mas nio era verdade para os planetas Mercurio, Vénus e o
Sol (no sistema geocéntrico, o Sol é um planeta). Estes ultimos planetas
demorariam 12 meses a dar uma volta em torno da Terra. Isto era
uma anomalia no interior do sistema geocéntrico. Estes planetas,
encontrando-se a diferentes distincias do seu centro de translacao,
o planeta Terra, deveriam ter também periodos de translaciao diferentes.

Ao colocar o Sol no centro do sistema solar e os restantes planetas
a girar a sua volta, Copérnico reparou que a anomalia do sistema
geocéntrico ficava corrigida. O periodo de translacao de Mercurio
passaria a ser de 3 meses, o periodo de translacio de Vénus passaria
a ser de 7 meses e o periodo de translacio da Terra passaria a ser
de 12 meses. Os restantes planetas mantinham os periodos de
translacao anteriores. A anomalia ficava corrigida!

A partir da publicacio da obra de Copérnico, De Revolutionibus,
em 1543, os astrébnomos comecaram a usa-la para fazer cilculos em
volta da posicao dos planetas do sistema solar, mas considerando
como falsa a sua pressuposicao fundamental de que o Sol seria o
centro do sistema solar. Ou seja, ao nivel da matematica e dos seus
calculos, a teoria de Copérnico niao representava qualquer engulho

para os cientistas.

Muitos astronomos acharam possivel explorar o sistema matema-
tico de Copérnico e contribuir para o sucesso da nova astronomia,
mas negando ou ficando em siléncio acerca do movimento da Terra.
(...) Os astronomos renascentistas tinham a liberdade de tratar o
circulo que representava a 6rbita da Terra como uma ficcio matema-
tica, util apenas para os calculos; podiam e ocasionalmente calcula-
vam posicoes planetarias como se a Terra se movesse, mas sem se
comprometer com a realidade fisica desse movimento. (Kuhn, 1985,

p. 187)
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S6 muito mais tarde, pela influéncia de Galileu, Kepler e Newton,
os cientistas acabaram por aceitar que a Terra afinal se moveria em
torno do Sol.

Outro exemplo do mesmo género ¢é a respeito da teoria da gravi-
tacio de Newton. Entre 1666 e 1687, Newton aceitava como correto
o axioma de Descartes segundo o qual a acao a distincia do Sol no
planeta Terra seria impossivel. Uma for¢ca nao poderia “viajar” tal
distancia longinqua. Todos os cidlculos que Newton fazia sobre as
posicoes e os movimentos planetarios, eram feitos como se houvesse
uma atracio gravitica entre eles e o Sol, mas, na verdade, Newton nio

se comprometia com essa ideia de acao gravitacional.

O proprio Newton, como bem sabemos, nunca admitiu a atracgao
como uma forca “fisica”. Repetidas vezes ele disse que era apenas
uma “forca matemadtica”, que era perfeitamente impossivel — nio
apenas para a matéria, mas também para Deus — agir a distancia,
isto €, exercer accio onde o agente nido estava presente. (Koyré,

1965, p. 15)

Este procedimento matematico tornou-se generalizado. Somente
mais tarde € que se rejeitou o axioma de Descartes e se aceitou que
a atracao gravitacional entre os corpos celestes era uma realidade.

Uma das teorias baseada na teoria de Newton ¢é a teoria cinética
dos gases. Esta teoria foi formulada no século XIX por Boltzmann,
Maxwell, Clerck e Clausius. Quando esta teoria foi formulada, assumiu-
-se como sendo correta a ideia newtoniana de que o movimento das
particulas de um gas seria um movimento determinista. No entanto,
na pratica, seria impossivel estudar o movimento de qualquer gas
de uma forma determinista, dada a dimensiao minuscula de tais
particulas. Um gas tem uma quantidade elevadissima de particulas.
Por exemplo, uma grama de hidrogénio tem 1023 4tomos de hidrogénio.
O que a chamada mecanica estatistica faz, para ultrapassar esta dificul-
dade, é assumir que o movimento das particulas de um gas é um

movimento aleatorio. Ou seja, as posicdes e as velocidades das
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particulas de um gas sao aleatorias. Feita esta suposiciao, a modelizacao
do movimento é completamente estatistica. Portanto, em termos
praticos, os cientistas assumiam uma suposicao falsa, com vista a
conseguirem modelar matematicamente o movimento molecular de
um gas.

Apenas nos anos 20 do século passado é que foi proposto que o
movimento de um gas era efetivamente indeterminista. Contudo,
quando esta proposta foi avancada, a comunidade cientifica nao
levantou objecdes a mesma, porque todo o tratamento que era feito
até entao, no ambito da teoria cinética dos gases, era um tratamento
puramente estatistico, onde o movimento molecular era como se
fosse um movimento aleatoério.

A partir destes exemplos podemos ser tentados a inferir que
sempre que comecarmos a tratar um qualquer fenémeno de um ponto
de vista matematico, entio estaremos no bom caminho: “mais cedo
ou mais tarde” surgirda uma revolucido cientifica que acabara por
impor as suposicoes fisicas de partida como suposicdes verdadeiras.
Na verdade, as coisas nio sao assim tao simples. Existem varios
exemplos que mostram que uma modelizacio matematica inicial nao
resultou em qualquer revolucio e as teorias cientificas das quais elas
emergiram tiveram simplesmente de ser abandonadas.

Vejamos dois exemplos. Os pitagoéricos acreditavam que o numero
de corpos celestes tinha de ser um nimero perfeito. Ou seja, tinham
de existir 10 corpos celestes. Como até entdo eles s6 conheciam 8
corpos celestes — a Terra, a Lua, Mercurio, Vénus, o Sol, Marte, Jupiter
e Saturno - eles assumiram que existiam dois outros corpos celestes
que revolviam para além de um “fogo central” que os ocultaria. Ora,
nunca se verificou a existéncia desse “fogo central” nem muito menos
se verificou que o namero de corpos celestes seria 10. Platiao, por
sua vez, também acreditava que existiam apenas cinco elementos,
porque existiam apenas cinco solidos regulares. Esta consideraciao
em termos de elementos caiu completamente em desuso. A tabela
periédica contém muitos mais elementos quimicos. Estes dois exemplos

ilustram que existem suposi¢des exclusivamente matematicas que
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nao levaram a qualquer revolucao cientifica e, bem pelo contrario,

conduziram a previsoes fisicas completamente erroneas.

Leituras adicionais recomendadas

Gillies (1992c¢). The Fregean Revolution in Logic.
Kuhn (1996). The Structure of Scientific Revolutions. [Posfacio].

Pourciau (2000). Intuitionism as a (Failed) Kuhnian Revolution in Mathematics.
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