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Resumo

Apods uma analise da teoria e dos trabalho existente sobre o triangulo de rascal, apercebe-
mo-nos que existiam lacunas na informacao disponivel, principalmente falta de informacao
em portugues. Motivados pelo interesse e curiosidade sobre as propriedades, conjeturas e
aplicacoes deste triangulo (objeto de estudo recente), tendo em conta a escassa bibliografia
encontrada, fomos aprofundar o estudo investigando mais acerca do mesmo.

Nesta dissertacao, comecamos por apresentar a historia do triangulo de rascal, as suas
propriedades e resultados existentes na bibliografia consultada. Na nossa investigagao
foram analisadas conjeturas ja conhecidas e outras resultantes das tarefas investigativas
que realizamos. Foi-nos, por isso, possivel definir novos conceitos e novas propriedades
subjacentes ao tema principal desta dissertacao. De salientar, que uma parte das propri-
edades foi obtida por manipulagao algébrica (fdrmula algébrica dos nimeros de rascal) e
outra através de interpretacoes geométricas no triangulo.

Apresentamos, ainda, duas generalizagoes para o triangulo que consistem na eli-
minagao das restricoes dos nimeros de rascal e na interpretagao combinatoéria dos mesmos.

Tendo em conta a escassez bibliografica, como ja referimos, foi-nos bastante trabalhoso
e complexo investigar o triangulo e analisar as suas propriedades. Tivemos necessidade
de compreender as propriedades fundamentais do triangulo de rascal e estudar a relagao
entre estas e o ja conhecido triangulo de Pascal (estabelecemos uma ligagao entre os dois
triangulos porque o de Pascal ja foi bastante estudado).

Apesar do trabalho arduo, foi-nos possivel ultrapassar as dificuldades iniciais e apro-
fundar /investigar este tema, descobrindo véarias propriedades que iam sistematicamente
aparecendo. Isto deve motivar vivamente a continuacao da investigacao do tema da dis-
sertagao que apresentamos.

Palavras chave: triangulo de rascal, triangulo de Pascal, sequéncias, tarefas investi-

gativas.
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Abstract

After an analysis of the theory and the existing works on the rascal triangle, we reali-
zed that there were gaps in the available information, mainly the lack of information in
Portuguese. Motivated by interest and curiosity about the properties, conjectures and
applications of this triangle (object of recent study), and taking into account the scarce
bibliography found, we went deeper into the study by investigating more about it.

In this dissertation, we begin by presenting the history of the rascal triangle, its pro-
perties and results existing in the consulted bibliography. In our investigation we analyzed
known conjectures and others resulting from the investigative tasks that we performed.
It was, therefore, possible to define new concepts and new properties underlying the main
theme of this dissertation. It should be noted that a part of the properties were obtained
by algebraic manipulation (algebraic formula of the rascal numbers) and another through
geometric interpretations in the triangle.

We present also two generalizations for the triangle that consist in the elimination of
the restrictions for the numbers of rascal and in the combinatorial interpretation of the
same ones.

Given the scarcity of bibliography, as we have already mentioned, it was quite difficult
and complex to investigate the triangle and analyze its properties. We needed to unders-
tand the fundamental properties of the rascal triangle and study the relationship between
them and the well-known triangle of Pascal (we have established a connection between
the two triangles because Pascal’s has been well studied).

Despite the hard work, we were able to overcome the initial difficulties and to dee-
pen/investigate this theme, discovering several properties that were systematically appe-
aring. This should strongly motivate the continuation of the investigation of the theme
of the dissertation that we present.

Keywords: rascal’s triangle, Pascal’s triangle, sequences, investigative tasks.
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Capitulo 1

Introducao

A matemadtica pode ser vista como uma atividade intelectual, cujo seu estudo e aprendi-
zagem requer o raciocinio. Pode cativar todos aqueles que se predispoem a trabalhar de
forma empenhada e reflexiva, com persisténcia e método.

As escolas tém o papel de formar Homens com conhecimentos sélidos para contribuir
e desenvolver a sociedade, uma tarefa importante no processo de ensino e aprendizagem.

Os trabalhos e pesquisas feitas durante o processo de ensino e aprendizagem, sao
como os alicerces na construgao de um pensamento légico no individuo. As investigacoes
ajudam o individuo a treinar melhor o seu pensamento, o que leva a descoberta de novos
conhecimentos.

O conteudo deste trabalho é resultado de uma investigacao em que 0 NoSsO Processo
de ensino e aprendizagem da matematica é baseado nos pressupostos das tarefas inves-
tigativas de J. P. Ponte ([4, 5]), como sejam experimentar, debater, formular questdes,
generalizar, provar, explorar ideias e tomar decisoes.

O triangulo de Pascal é um tema bem conhecido e que faz parte do programa curricular
do secundério. Em [3], foi desenvolvido um trabalho aplicando as tarefas investigativas
no contexto do triangulo de Pascal. Do mesmo modo, este trabalho é baseado em tarefas
investigativas num contexto menos conhecido, designado por triangulo de rascal.

Sobre o triangulo de rascal existe pouca bibliografia e a bibliografia em portugués é
quase inexistente. A maior informacao disponivel sobre o triangulo encontra-se publicado

na pagina da OEIS!, onde podemos encontrar alguns resultados e conjeturas do triangulo

LA OEIS é uma sigla que significa Online Encyclopedia of Integer Sequences, que traduzido para
portugués significa “Enciclopédia on-line de sequéncias inteiras”. Esta pagina foi criada em 1964 por N.
J. Sloane, um matema&tico britdnico consagrado. A péagina da OEIS estd disponivel gratuitamente na
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de rascal.

Apresentamos neste trabalho um estudo mais profundo sobre o triangulo de rascal,
comecando por retratar a historia e o surgimento do mesmo. Depois demonstraremos de-
talhadamente algumas propriedades e resultados, a maioria dos quais sao resultados novos
obtidos durante a nossa investigacao para este trabalho. Registamos algumas conjeturas
nossas sobre o triangulo de rascal. Finalizamos apresentando duas generalizagoes para o
triangulo de rascal e algumas aplicagoes.

Ao longo da nossa investigacao foi publicada uma conjetura na pagina da OEIS, que
nos motivou ainda mais a continuar a investigar. Para a concretizacao e o sucesso da
nossa investigagao, inicialmente tivemos que estudar e aprofundar os nossos conhecimentos
matematicos, como por exemplo, em funcoes geradoras e sequéncias, embora no caso
especifico das fungoes geradoras tenhamos posteriormente ultrapassado os problemas sem
a necessidade de as utilizar. Por este motivo, nao apresentamos qualquer resultado relativo
a este tema.

Além disto, usdmos ao longo do trabalho o programa informético SAGEMATH (que
passou recentemente a chamar-se COCALC), que é disponibilizado gratuitamente na in-

ternet no seguinte link http://cocalc.com.

internet e pode ser acessada pelo seguinte link (www.oeis.org).



Capitulo 2

Historia e Desenvolvimento

Neste capitulo comecamos por apresentar um pouco da histéria do triangulo de rascal.
Na segunda secgao apresentamos algumas propriedades e resultados ja conhecidos sobre o

triangulo de rascal e terminamos com a apresentacao de uma conjetura nossa ja publicada.

2.1 Perspectiva histdrica

O triangulo de rascal surge numa escola dos Estados Unidos no ano 2010, quando um
professor do 3° Ciclo do ensino basico aplicava um teste de QI aos seus alunos. Uma das
questoes desse teste pedia que determinassem a quarta linha de um certo triangulo dado
(Figura 2.1). Para surpresa do professor, os seus alunos completaram o triangulo de uma

maneira inesperada (Figura 2.2).

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
? ? ? ? ?

Figura 2.2: Resposta dos alunos
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Indignado com a resposta dos seus alunos, o professor disse que a mesma estava er-
rada porque nao era a quarta linha do triangulo de Pascal. Os alunos refutaram, alegando
que nao lhes tinham dito que era o triangulo de Pascal, mas apenas lhes pediu que com-
pletassem o triangulo. O professor reconheceu que o enunciado poderia nao estar claro,
mas a ideia dele era essa. O professor pediu aos alunos que justificassem como tinham
construido a linha. Os alunos justificaram da seguinte forma: as linhas do triangulo
comecam e acabam em 1 e os nimeros interiores sao obtidos segundo a formula do dia-
mante: Sul = (Oeste x Leste + 1) + Norte. Por exemplo, 5 = (3 x 3+ 1) =2 (ver Figura
2.3).

2
N
3 3
N
5
Figura 2.3: Féormula do Diamante

O professor notou que havia uma logica no que eles fizeram mas voltou a questiona-
los da seguinte forma: a vossa féormula contém uma divisao e, por isso ¢ mais complexa
que a do triangulo Pascal. Com efeito, para este a regra é a seguinte: as linhas do
triangulo comegam e acabam em 1 e os niimeros interiores sao determinados pela formula

do triangulo invertido: Sul = Oeste + Leste. Por exemplo, 6 = 3 + 3 (ver Figura 2.4).
3 3
6

Figura 2.4: Férmula do triangulo invertido

Além disso, o professor colocou a questao: como tém a certeza de que o vosso triangulo
terda sempre nimeros inteiros?

Os alunos ja haviam feito varias linhas (ver a Figura 2.5), mas o professor nao ficou
totalmente convencido e disse-lhes que o que fizeram nao era suficiente para terem a

certeza que nao apareceria nenhum nimero nao inteiro no triangulo. A férmula parece



CAPITULO 2. HISTORIA E DESENVOLVIMENTO 5

suficientemente complexa para garantir que sé aparecem numeros inteiros, ao contrario

da formula do triangulo de Pascal que sé envolve adicao.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 ) 4 1
1 ) 7 7 5 1
1 6 9 10 9 6 1
1 7 11 13 13 11 7 1

Figura 2.5: Triangulo feito pelos alunos

Mais tarde, os alunos convencidos de que estavam certos, continuaram a sua pesquisa
e provaram que os numeros que formam o triangulo sao todos inteiros. A semelhanca do
nome de Pascal, os alunos decidiram designar o seu triangulo por triangulo de rascal. Das

suas pesquisas notaram o seguinte:

e as duas primeiras diagonais do triangulo sao iguais para os dois triangulos;

e a terceira diagonal do triangulo de Pascal 1, 3,6, 10,15, ..., é obtida comecando em
1 e adicionando ao termo anterior sucessivamente nimeros inteiros consecutivos
comecando pelo 2, ou seja, 1,1 4+2 =3,34+3 =6,6+4 = 10,10+5 = 15,...,
mas a terceira diagonal do triangulo de rascal sao os nimeros impares positivos
1,3,5,7,9,..., ou seja, comecando do 1 sao obtidos adicionando 2 ao anterior, 1,1+

2=33+2=55+2=7,7+2=9,...

e a quarta diagonal do triangulo de Pascal 1,4, 10, 20, 35, ... nao era facil para eles es-
tabelecerem um padrao, mas a quarta diagonal do triangulo de rascal 1,4, 7,10, 13, ...

sao obtidos comecando no 1 e adicionando 3 ao anterior.

Nao temos conhecimentos que os alunos tenham generalizado as restantes diagonais,
embora nos pareca que tal fosse plausivel.

A semelhanca do triangulo de Pascal, também o triangulo de rascal comeca os seus
indices em 0. Ou seja, a primeira linha corresponde ao n = 0, a segunda ao n = 1 e assim
sucessivamente. Além disso, para cada linha, o primeiro nimero corresponde ao k = 0, o
segundo ao k = 1 e assim sucessivamente. Observamos que para os alunos cada diagonal
corresponde a um valor de k£ constante. Portanto, a primeira diagonal corresponde ao

k=0.
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Os alunos provaram [1] que o (m + 1)-ésimo elemento da diagonal k£ do triangulo,
comegando a contagem em m = 0, é dado por km + 1. Como a diagonal k& comega na

linha n =k, o (k + 1)-ésimo elemento® da linha n é dado por

T(n,k) = k(n—k)+1, 0<k<n, n>0. (2.1)

A (2.1) designaremos por férmula algébrica dos nimeros de rascal.
Comparando (2.1) com a expressdo para o (k + 1)-ésimo elemento da linha n do

triangulo de Pascal,

C,?:k!(+ik)!, 0<k<n, n >0,

os alunos chegaram a conclusao de que, embora a formula do diamante seja mais complexa
do que a do triangulo invertido, a expressao para os numeros de rascal é mais simples do
que a expressao para os numeros de Pascal.

Na pouca bibliografia existente, encontramos o triangulo (2.5) num artigo de Fielder
[2] de 1988, onde o autor o obteve a partir da férmula algébrica e nao da férmula do
diamante. Mais recentemente, Clark Kimberling cria a sequéncia A077028 na péagina da
OEIS a partir da formula onde, segundo ele, a diagonal n é formada pelos niimeros 1
mod (n — 1) . Naturalmente, nenhum deles designa o triangulo de triangulo de rascal!
Alids, o primeiro nome associado a sequéncia A077028 é a do triangulo com a diagonal n

congruente com 1 mod (n — 1).

Em anexo, apresentamos um triangulo de rascal com mais linhas.

2.2 O estado da arte

Devido ao pouco conhecimento existente sobre este triangulo, tornou-se o nosso objeto de
estudo.

O ponto de partida foi encontrar informagao acerca deste triangulo. Toda informagcao
existente até ao inicio deste trabalho encontrava-se na pagina da OFEIS.

Na pagina da OEIS, o triangulo de rascal aparece identificado pela sequéncia A077028,

e podemos encontrar os seguintes resultados:

LA atribuicdo da letra T aos ntimeros de rascal nio se deve ao alunos, mas é a utilizada na pagina da
OEIS.
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e A n-ésima diagonal é congruente com 1 mod (n — 1), para n > 3 (publicado por

Clark Kimberling, aos 19 de outubro de 2002).

e As somas, linha a linha, do triangulo de rascal s@o os niumeros “bolo” (cake num-
bers), cuja sequéncia aparece na OEIS identificada por A000125 (publicado por
Amarnath Murthy, aos 15 de julho de 2005).

e A soma alternada da linha n é 0 se n for par e (3 —n)/2 se n for impar (publicado

por Amarnath Murthy, aos 15 de julho de 2005).

e As linhas sao simétricas, comecando e terminando com 1. O ntimero de ocorréncias
de k neste triangulo é o numero de divisores de k — 1, fornecido pela sequéncia

A000005 (publicado por Amarnath Murthy, aos 15 de julho de 2005).

e Conjetura: com exce¢ao de n = 0,1 e 6, cada linha contém um primo (publicado

por Amarnath Murthy, aos 15 de julho de 2005).

Esta conjetura de A. Murthy foi mais tarde contestada por Alois P. Heinz, que
publicou em 31 de agosto de 2017, afirmando que a conjetura precisava de mais
excegoes, porque as linhas 30 e 54 nao possuem nimeros primos. A falsidade desta
conjetura ja tinha sido observada por nés durante o segundo semestre do ano letivo

2016/2017, embora nao tenha sido publicada na OEIS.

e O numero T'(n, k) representa® o niimero de somas distintas de k elementos em Q,, =
{1,2,...,n}.
Por exemplo, T'(5,4) é igual ao nimero de somas distintas de 4 elementos em {25 =
{1,2,3,4,5}, que é (5+4+3+2)—(4+3+2+1)+1=5. (Publicado por Derek
Orr, aos 26 de novembro de 2014.)

e A soma das diagonais deste triangulo® sdo os niimeros poligonais, fornecidos pela

sequéncia A057145. (Publicado por Raphie Frank, aos 30 de outubro de 2012)

Quando inicidmos o trabalho de investigagao, baseado nos resultados anteriores, pen-
samos que nos era possivel obter novos resultados. Uma primeira conjetura nossa é:

excluindo os nimeros 1’s do inicio e fim de cada linha do triangulo de rascal, as linhas

2Esta representacdo serd utilizada neste trabalho para demonstrar alguns resultados e serd designada
por interpretagdo combinatoria.
3Entenda-se por tridngulo o tridngulo de rascal truncado numa linha.
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que contém apenas nimeros primos sao as linhas n = 2,3,5,7,13 e 17. Este é um resul-
tado a que chegamos e que atempadamente publicaAmos na pagina da OEIS. Quando foi
publicado, a nossa conjetura tinha sido apenas testada até & linha 10°. No fim deste tra-
balho, a nossa investigacao ja contempla até a linha 10'° (publicado por Rogério Serédio,

aos 20 de setembro de 2017).



Capitulo 3

Novos conceitos e propriedades

Neste capitulo vamos mostrar resultados, conjeturas e propriedades, em parte conhecidos
e outros obtidos no decorrer da investigacao deste trabalho.

De acordo com os pressupostos das tarefas investigativas, colocamo-nos no lugar do
aluno para obter resultados novos, ou seja, no papel de aluno-investigador.

O triangulo de rascal (a semelhanca do de Pascal) pode ser visto na forma de uma
matriz infinita. A matriz associada ao triangulo de rascal estd ilustrada na Figura 3.1.

Observemos que a matriz de rascal pode ser obtida fazendo uma rotagao no sentido
antihorario no triangulo de rascal.

Apresentaremos a seguir duas defini¢oes que usaremos mais tarde e que ilustramos na

Figura 3.2.

Definigao 3.1. A diagonal i do triangulo de rascal corresponde a coluna i da matriz de
rascal.

A antidiagonal j do triangulo de rascal corresponde a linha j da matriz de rascal.l]

Definicao 3.2. A coluna central do triangulo de rascal corresponde a diagonal principal

1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7
13 5 7 9 11 13
1 4 7 10 13 16 19
15 9 13 17 21 25
1 6 11 16 21 26 31
1 7 13 19 25 31 37

Figura 3.1: Matriz de rascal.
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Coluna 0

— Coluna 3

™
—
o
=
]
o0
8
A

Antidiagonal 1

Antidiagonal 4

antidiagonais e colunas no triangulo.

Y

Figura 3.2: Ilustracao das diagonais



CAPITULO 3. NOVOS CONCEITOS E PROPRIEDADES 11

da matriz de rascal. Designamo-la por coluna 0.

A primeira diagonal acima da diagonal principal da matriz de rascal designamos por
diagonal 1, a segunda diagonal acima da diagonal principal da matriz de rascal designamos
por diagonal 2, e assim sucessivamente. Para as diagonais abaixo, a numeragao ¢ anéloga,
mas negativa.

A coluna ¢ do triangulo de rascal corresponde a diagonal ¢ da matriz de rascal. 0

Embora a matriz de rascal nao seja utilizada no resto da dissertacao, achamos impor-
tante apresenta-la pois é uma maneira alternativa de visualizar o triangulo de rascal e
de facil implementacao no excel, por exemplo. Além disso, conforme constatdmos numa
submissao a OEIS, o conceito de coluna no triangulo nao esta ainda definido e interiori-
zado na comunidade cientifica. Na nossa opiniao, é mais facil referenciar uma diagonal

da matriz do que uma coluna do triangulo.

Vamos agora demonstrar a férmula algébrica (2.1) verifica a férmula do diamante.

Para isto, vamos recorrer a inducao forte.

Proposicao 3.1. O nimero do triangulo rascal, na linha n (n > 0) e posicao k (0 < k <

n), € dado por T(n, k) = k(n — k) + 1.

Demonstrac¢ao. Com os elementos do triangulo de rascal dependem de elementos das duas
linhas anteriores, a demonstracao é feita por inducao dita forte. Assim, vamos verificar
primeiro que a férmula (2.1) é véalida para as duas primeiras linhas, tendo em conta a
Figura 2.5.

Para k =0e k =mn, com n =0 oun = 1, os nimeros exteriores sao sempre iguais a

1, ou seja, T'(n,0) = T'(n,n) = 1:

T(n,0)=0n—-0)+1=1

T(n,n)=nn—n)+1=1.

Suponhamos que a férmula é véalida para as linhas n —1 e n. Para o k-ésimo elemento

da linha n + 1, teremos de obter T'(n + 1,k) = k(n+ 1 — k) + 1.
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Pela férmula do diamante temos

T(n,k—1)T(n,k)+1
Tn—1,k—1)

T(n+1,k)

Usando a hipotese de indugao vem

(k—1)(n—(k—1)+1][k(n—k)+1]+1
(k—1)(n—-1—(k—=1))+1
(k—1)(n—k+1)+1][k(n—Fk)+1]+1
(k—1)(n—k)+1
(kn—K*+k—-—n+k—14+1)(kn—k+1)+1
kn—k2—n+k+1 '

Tn+1,k) =

Considerando d = kn — k* —n + k + 1 e tendo em conta que kn — k* +1 =d +n — k,

obtemos

(d+k—-1)(d+n—k)+1

Tn+1,k) =

d
B 4nd+kn—k —d-n+k+1
N d
& +nd
N d
= d+n
= kn—k+k+1

= k(n+1—-k)+1

Pelo principio de indu¢do matematica forte, concluimos que a férmula (2.1) é verdadeira.

]

A Proposicao anterior permite-nos representar o triangulo de rascal conforme apre-
sentamos na Figura 3.3.

Analisando o triangulo, observamos uma propriedade semelhante a do triangulo de
Pascal, os niimeros de uma linha em colunas opostas em relagao a coluna 0 sao iguais, ou
seja,

T(n, k) =T(n,n—k).

Por exemplo, o segundo e o penultimo nimeros da linha 4 do triangulo de rascal sao

T(4,1) eT(4,3) =T(4,4 — 1), ambos iguais a 4.
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7(0,0)
T(1,0) T(1,1)
7(2,0) T(2,1) 7(2,2)
7(3,0) 7(3,1) 7(3,2) 7(3,3)
T(4,0) T(4,1) T(4,2) T(4,3) T(4,4)

Figura 3.3: Triangulo de rascal escrito usando T'(n, k)

Esta propriedade traduz a simetria de um qualquer triangulo simétrico.
Lema 3.1. O triangulo de rascal é simétrico.

Demonstracao. A demonstragao serd feita com base na férmula algébrica, ou seja, T'(n, k) =

k(n —k)+1=kn—k?+ 1. Assim,

Tnyn—k)=n—k(n—n+k)+1="kn—k*+1.

Concluimos que T'(n,n — k) = T'(n, k). O

Sejam Q, = {1,2,...,n}' e S, o conjunto de todas as somas possiveis tomando k
elementos de €2, e o nimero 0, para 0 < k < n. Os elementos do triangulo de rascal podem
ser interpretados como a cardinalidade de S, ). Esta interpretagao? foi publicada por
Derek Orr na pagina da OEIS aos 26 de novembro 2014 e designaremos por interpretacao
combinatoria.

Como (2, é um conjunto de nimeros naturais consecutivos, a cardinalidade de S,
¢ igual a diferenga entre o maximo e o minimo deste conjunto somado de uma unidade.
Deste modo, é possivel obter os elementos do triangulo de rascal a partir da seguinte
formula:

T(n,k) = max(S, ;) — min(S,x) + 1.

As seguintes proposicoes foram derivadas de tarefas investigativas semelhantes as ta-

refas que poderiamos propor aos nossos alunos acerca do triangulo de Pascal. O resultado

1Sen=0,Q={}.
2A interpretagao de Derek Orr acrescentdmos o niimero zero as somas para que os conjuntos S, j nao
sejam vazios.
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abaixo foi obtido manipulando a féormula algébrica. Devido a sua simplicidade, demons-

traremos recorrendo a interpretacao combinatoéria dos niimeros de rascal.
Proposicao 3.2. Os numeros de rascal, T'(n, k), verificam as sequintes propriedades:
i) Tin+1,k)=T(n,k)+k, paran>0e0 <k <n;
i) Tn,k+1)=T(n,k)+n—2k—1, paran >0 e0 <k <n;
iii) kT'(n—1,k—1)=(k—1)T(n,k)+ 1, paran>1e 1 <k <n;
i) T(n,1) =T(n,n—1)=mn, paran > 1;
v) T(n,2)=T(n—1,1)+T(n—2,1), paran > 3;
vi) T(n,k+h)=T(n,k)+T(n,h)— (2kh+1), paran>0,0<k<ne0<h<n-—k
vii) T(n+j,k) =T(n, k) + kj, paran>0,0<k<nej>k—n;
vitt) T(n+ 3,k +j) =T(n, k) +T(n,j) = T(k,j), paran>0e0<j<k<n.

Demonstracao. Vamos apresentar uma demonstragao combinatéria para cada uma destas

propriedades.

i) Seja Q1 = {1,2,...,n,n + 1}. Considerando as somas de k elementos de €, 1,

temos

T(n+1,k) = max(Spq1) — min(Spiie) +1

= m+)+n+...+(n+2—-k)—(1+2+...+k)+1.
Se ao segundo membro adicionarmos e subtrairmos n + 1 — k, obtemos

Tn+1,k) = n+1)+n+...+(n+2—k)+(n+1—-k)—(n+1—k)—
—(1+2+...+k) + 1

= n+1l+max(Sy,)—n—1+k—(1+2+...+k)+1
Tendo em conta que min(S,41 %) = min(S, ) para 0 < k < n, obtemos

T(n+1,k) = max(S,,) —min(S,x) +1+k,
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ii)

iii)

donde concluimos T'(n + 1, k) = T'(n, k) + k.

Os valores de n e k para os quais esta formula é valida surgem das restricoes das
linhas e do nimero de elementos por linha. Ouseja,n4+1>0e0 <k <n+1 parao
membro a esquerda e n > 0 e 0 < k < n para o membro a direita. Destas condi¢oes

verificamos que a férmula é vélida paran >0e 0 < k < n.
Seja ), = {1,2,...,n}. Temos que max (S, j+1) = max(S, x)+n—k eomin(S, 4+1) =
min(S, ) + (k + 1).

Considerando as somas de k + 1 elementos de €2,,, temos

T(n,k+1) = max(S,kr1) — min(Sy 1) + 1
= max(S,x) +n—k— (min(S,x) +(k+1))+1
= max(S,x) — min(S,x) +n — 2k

= T(n,k)+n—2k—-1

Inspecionando os dois ntimeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é
valida paran > 0,0 < k+1<ne0 <k <n. Ou seja, a férmula é valida para

n>0e0<k<n.

Seja 2,1 = {1,2,...,n — 1}. Considerando as somas de k — 1 elementos de 2,1,

temos

ET(n— 1,k —1) = max(S,—14-1) — min(S,—1,-1) + 1.

Mas, max(S,—1,-1) = max(S, ;) —n e min(S,_1 ,—1) = min(S, x) — k.

Assim, temos

ET(n—1,k—1) = k(max(S,x) —n — (min(S,x) — k) +1)
= k(max(S,x) —min(S,x) +1—n+k)
= kT(n,k) — k(n — k).
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iv)

Por outro lado, temos

T(n,k) = max(S,x) —min(S,) + 1
= nt...+n—k+1)—(1+...+k)+1
= kn—-2(1+...+k)+k+1
= kn—k(k+1)+k+1

= kn—k>+1.

Logo,

kT (n—1,k—1)=kT(n, k) —T(n,k) + 1,

donde concluimos kT'(n — 1,k —1) = (k — 1)T'(n, k) + 1.

Inspecionando os dois niimeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é
valida paran —1>0,n>0,0<k—-—1<n—-1e0 <k <n. Ou seja, a formula é

valida paran>1el <k <n.
Seja Q, = {1,2,...,n}. Considerando as somas de 1 elementos de €2,,, temos

T(n,1) = max(S,1)—min(S, ) +1

= n—1+4+1,

desta forma temos que T'(n,1) = n. Procedendo da mesma forma temos

T(n,n—1) = max(S,,—1) — min(S,,—1)+1
= n+n—-1D+...4n+1—-(n-1)—-(14+2+...+(n—1))+1
= n+n—-1)+...434+2—(1+243+...+(n—1))+1

= n.

Logo, T'(n,1) =T(n,n — 1) = n.

Inspecionando os dois numeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é

valida paran > 1en — 1> 0. Ou seja, a formula é valida para n > 1.
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v) Seja Q, ={1,2,...,n}. Considerando as somas de 2 elementos de §2,,, temos

T(n,2) = max(S,2)—min(S,s)+1
= n+n—-1)—1+2)+1
= n—2+n-1

= maX(Sn,QJ) + maX(Sn,l,l).

Como min(S,,—21) = min(S,_11) = 1, vemos que

T(n,2) = max(S,—21)—min(S,—21) + 1+ max(S,—11) — min(S,—11) + 1

= Tn—2,1)+T(n—1,1).

Inspecionando os trés nimeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é valida

paran >2,n—2>1en—12>1. Ou seja, a formula é valida para n > 3.

vi) Seja Q, ={1,2,...,n}. Considerando as somas de k + h elementos de €2,,, temos

T(n,k+h) = max(S,ktn) — min(S, g4n) + 1.

Mas,

max(Syp+n) = n+...+n—k+1)+n—-k+n—-k-1)+...+(n—k—h+1)

= max(S,x) + max(S,n) — kh

min(Spp4n) = 1+24+...+k+k+14+...+k+1h

= min(S,x) + min(S, ) + kh.
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Assim,

T(n,k+h) = max(S,;)+ max(S,s) — kh — (min(S, k) + min(S, ) + kh) + 1,
= max(S,) — min(S, ;) + 1 + max(S, ) — min(S, ) +1 —2kh — 1
= T(n,k)+T(n,h)— (2kh +1).

Inspecionando os trés nimeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é valida
paran >0, k+h <n, 0<k<ne0<h>n. Ou seja, a fébrmula é valida para

n>0,0<k<ne0<h>n-—k.

vii) Seja ,1; ={1,2,...,n+j}. Considerando as somas de k elementos de 2,1, temos

T(n+j,k) = max(Sp+jr) — min(Sy4jx) + 1
= n+j+...+n+j+1-k) —-(14+2+...+k)+1
= (n+...4n+1—-k)+jk—(1+... 4k +1
= T(n,k)+ kj.

Inspecionando os dois numeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é
validaparan+7>0,n>0,0<k <n+j7e0<k>n. Ouseja, a féormula é valida

paran >0, 0<k<nej>k—n.

viii) Das propriedades (vi) e (vii) para demonstrar a propriedade (viii). Com efeito, temos

Tn+jk+j) = Tn+j,k)+Tn+j,75)— (2kj+1)
= T(n,k)+kj+T(n,j)+5>—2kj—1

Mas,

T(k,j) = max(Sk;)— min(Sk,;) +1
= k+k—14+.. . +k—-0G-1D—-0Q+2+...+j)+1
= kji—2(14+2+...+j)+j+1

= kj—j24+1
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Logo, T(n+j,k +j) =T(n, k) + T(n,j) — T(k, ).
Inspecionando os quatro ntimeros de rascal envolvidos, verificamos que a férmula é
validaparan+7>0,n>0,0<k+7<n+7,0<k>n,0<j<ne0<j<k.

Ou seja, a férmula é vélida paran >0e 0 < j <k < n.
O

No préximo resultado listamos mais algumas propriedades do triangulo obtidas nao
por manipulacao algébrica, mas apenas por tentativa e erro. Estas propriedades, embora
mais complexas, sao mais faceis de interpretar geometricamente, como veremos mais tarde.
Devido a complexidade, demonstraremos recorrendo a férmula algébrica dos ntimeros de

rascal.

Proposicao 3.3. Os nameros de rascal, T'(n, k), verificam as sequintes propriedades:

_ Tn+i,k)T(n+j,k+j)+ij

) T'(n, k >0,0< k< >k —
i) T(n, Thtit] k) ,paran > 0,0 < k <n,i> n e
]2_k7
3 Tn+j,k+j)T(n,k+h)—jhT(2n—2k —h,n—k—h)
T(n, k) = > 0
m) (n, ) T(n—l—j,k’+h—|—j) , para n = 0,
0<k<n,-k<h<n—-kej>—-k—h;
Tn—1.k—1)Tn—-2k—1)—-T2n—-2k—1,n—k+1
i) T(n, k) = (n—1, )T T’(n—?)),k—(Q)n 1 + ),pamnzéle
2<k<n-—2;
Tn—1,KkTn—-2k—1)—T2k—1,k+1
iv) T(n, k) = (0= LE)T(n =2, ) ( A ),pamn2462§k:§n—2.

Tn—3,k—1)
Demonstracao. Vamos apresentar uma demonstracao com base na definicao algébrica dos
ndimeros de rascal, T'(n, k) = k(n — k) + 1, tendo em consideragao as restrigoes n > 0 e

0<k<n.

i) Podemos reescrever esta propriedade da seguinte forma

Tn,k)T(n+i+75,k+j)=Tn+ik)T(n+jk+j)+ij. (3.1)

Com base na definicao algébrica dos nimeros de rascal temos que

Tn+i k) = k(n+i—k)+1

= k(n—Fk)+ 1+ ki,
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donde obtemos que

Tn+ik) = T(n,k)+ ki (3.2)

Ainda usando a definicao algébrica dos niimeros de rascal temos

Tn+j.k+j) = (k+j))n+j—k—j)+1
= k(n—Fk)+1+jn—k),

e deste modo obtemos

Tn+j,k+j)=T(nk)+ jn—k). (3.3)

Analogamente, temos ainda que

Tn+i+jhk+j) = (k+j)n+itj—k—j)+1

= T(n,k)+jn—Fk+1i)+ ki (3.4)
Substituindo (3.2), (3.3) e (3.4) na igualdade (3.1), obtemos
T(n, k) [T(n, k) +j(n—k+1i)+ ki]| = [T(n, k) + ki] (T'(n, k) + j(n — k)) + ij.
Desenvolvendo o membro esquerdo (ME) obtemos
ME = T?%(n, k) + (jn — jk + ji + ki)T(n, k).
Desenvolvendo o membro direito (MD) obtemos

MD = T?*(n,k)+j(n—k)T(n, k) + kiT(n, k) + kij(n — k) + ij
= T*(n,k)+j(n— k)T (n, k) + kiT(n, k) +ij(kn — k* + 1).



CAPITULO 3. NOVOS CONCEITOS E PROPRIEDADES 21
Sabendo que T'(n, k) = kn — k* + 1, vem que

MD = T?*(n,k)+j(n—k)T(n, k) + kiT(n, k) 45T (n, k)

= T*(n, k) + (jn — jk + ji + ki)T(n, k).

Logo, ME=MD, donde concluimos que a propriedade é valida.

Vejamos agora os valores de n, k, 7,7 para os quais esta férmula é valida. Inspecio-
nando os quatro niimeros de rascal envolvidos, temos quen > 0,0 < k <n,n+1i > 0,
0<k<n+i,n+j>0,0<k+j<n+j,n+i+57>0e0<k+j5j<n+i+j.

Desta condigoes, vem que n >0, 0< k<n,i1>k—nej> —k.

ii) Podemos reescrever esta propriedade da seguinte forma

Tn,k)T(n+j,k+h+j) =

=Tn+75k+7)T(nk+h)—hjT(2n —2k —h,n—k—"h). (3.5)

Baseando-se na definicao algébrica dos niimeros de rascal temos

T(nk+h) = (k+h)n—k—h)+1

= kn—k>+hn—2hk—h>+1

= k(n—Fk)+1+h(n—2k—h),

dado isso obtemos que

T(n,k+h)=T(n,k)+ h(n—2k—h). (3.6)

Ainda aplicando a definicao algébrica dos niimeros de rascal temos

Tn+jk+h+j) = (k+h+j)n+j—k—h—75 +1
= kn—k*—2hk+hn—h*>+jn—jk—jh+1

= k(n—k)+h(n—2k—h)+jn—k—h)+1,
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consequentemente obtemos

Tn+j,k+h+j)=T(nk)+ h(n—2k—h)+jn—Fk—h). (3.7)

Analogamente, temos

T2n—2k—hn—k—h) = (n—k—h)2n—2k—h—n+k+h)+1
= —T(n,k)+n(n—Fk—h)+hk+2. (3.8)

Substituindo (3.6), (3.7), (3.8) e (3.3) na igualdade (3.5).

Para o membro esquerdo (ME), temos

ME = T(n,k)[T(n,k)+h(n — 2k — h) + j(n — k — h)]

No membro direito (MD), temos

MD = [T(n,k)+ j(n—k)][T(n,k)+ h(n—2k —h)] —
—hj[-T(n,k) +n(n—k—h)+ hk+2].

Desenvolvendo o membro esquerdo (ME), obtemos
ME = T?*(n,k)+ (j(n —k —h) +h(n — 2k — h))T(n, k).
Desenvolvendo o membro direito (MD), obtemos

MD = T?*(n,k)+ h(n —2k — )T (n, k) + j(n — k)T (n, k) +
+(jhn — jhk)(n — 2k — h) + hjT(n, k) — hjn(n — k — h) — h*jk — 2hj
= T?*(n,k) + h(n — 2k — h)T(n, k) + j(n — k)T (n, k) — jh(kn — k* + 1).

Sabendo que T'(n, k) = kn — k* + 1, obtemos

MD = T%*(n,k) +h(n—2k —h)T(n, k) + j(n —k)T(n, k) — jhT(n, k)
= T*(n,k)+ (j(n — k — h) + h(n — 2k — h))T(n, k).
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iii)

Logo, ME=MD, donde concluimos que a propriedade é valida.

Inspecionando as restrigoes dos cinco nimeros de rascal envolvidos, concluimos que

n>0,0<k<n —k<h<n—kej>—k—h.

Podemos reescrever esta propriedade da seguinte forma

Tn,k)T'(n—3,k—2) =

=Tn—1Lk—1)Tn—-2k—1)—-T2n—-2k—1,n—k+1). (3.9

Com base na definicao algébrica dos nimeros de rascal, temos

Tn—1,k-1) = (k—1)(n—-1—-k+1)+1

= kn—k+14+k—n,

em consequencia obtemos que

Tn—1,k—=1)=T(n,k)+k—n. (3.10)

Ainda fazendo uso da definicao algébrica dos ntimeros de rascal temos

Tn—2,k—1) = (k—1)(n—2—-k+1)+1

= kn—k)+1—-n+1,

como resultado obtemos

Tn—2k—1)=T(n,k) —n+ 1. (3.11)

Analogamente, temos

T2n—-2k—1n—k+1) = n—k+1)2n—-2k—1—-n+k—-1)+1

= —T(nk)+nn—k—1)+k (3.12)
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Ainda, temos

Th—3k-2 = (k—2)(n—3—k+2)+1

= T(n,k)—2(n—1)+k. (3.13)

Substituindo (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13) na igualdade (3.9), temos

T(n, k) (T(n. k) — 2(n — 1) + k) =

= [T(n,k)+k—n][T(n k) —n+1]—[-T(n, k) +nin—k—1) + k].

Desenvolvendo o membro esquerdo (ME) obtemos
ME = T?%(n, k) + (k—2n+2)T(n, k).
Desenvolvendo o membro direito (MD) obtemos

MD = T%*(n,k) —2nT(n, k) + kT(n,k) —n(k —n+ 1)+ k+T(n, k) +T(n, k) —
—nn—k—1)—k
= T?%(n,k) —2nT(n, k) + kT(n, k) + 2T (n, k)

= T%(n,k) + (k—2n+2)T(n, k).

Logo, ME=MD, donde concluimos que a propriedade é valida.

Inspecionando os cinco nimeros de rascal envolvidos nesta féormula, concluimos que

n>4e2<k<n-—2

iv) Podemos reescrever esta propriedade da seguinte forma

T, k)T(n—3,k—1)=T(n—1,k)T(n—2k—1) =Tk —1,k+1). (3.14)

Com base na definicao algébrica dos ntimeros de rascal, temos

Tn—1,k) = k(n—1—Fk)+1

= kn—k+1-k,
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em consequéncia obtemos que
T(n—1,k)=T(nk)— k. (3.15)
Ainda fazendo uso da definicao algébrica dos ntimeros de rascal temos

Tn—3,k—1) = (k—1)(n—3—-k+1)+1
= kn—k*+1—-k—n+2
= T(nk)—k—n+2. (3.16)

Analogamente, temos

Tk —-1,k+1) = (k+1)(2k—1-k—-1)+1
= kK —k-1 (3.17)

Substituindo (3.15), (3.11), (3.16) e (3.17) na igualdade (3.14), temos
T(n,k)[T(n, k) —k—n+2] = [T(n,k) =k [T(n,k)—n+1] —k*+k+1.
Desenvolvendo o membro esquerdo (ME) obtemos
ME = T?%(n,k)+ 2 —k—n)T(n,k).
Desenvolvendo o membro direito (MD) obtemos

MD = T2%(n,k) —nT(n, k) +T(n,k) —kT(n, k) +kn -k —k>+k+1
= T%*n,k) —nT(n, k) — kT(n,k) +T(n, k) +k(n — k) +1
= T*(n,k)+ (2—k —n)T(n, k).

Logo, ME=MD, donde concluimos que a propriedade é valida.

Inspecionando os cinco ntimeros de rascal envolvidos nesta férmula, concluimos que

n>4e2<k<n-—2.
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Figura 3.4: Tlustracao do sinal dos deslocamentos na diagonal e na antidiagonal.

As propriedades da Proposicao anterior podem ser interpretadas de forma geométrica,
€cOmo iremos ver a seguir.

Relembremos que os nimeros de rascal foram obtidos segundo a férmula do diamante.
Ou seja, qualquer niimero no interior do triangulo de rascal é obtido dividindo o resultado
da soma de uma unidade com o produto dos dois niimeros acima dele, na linha anterior,
pelo nimero da mesma coluna duas linhas acima dele. Portanto, o “diamante” (losdngulo)
é construido da seguinte maneira: um vértice é o niimero interior do triangulo de rascal,;
subindo uma linha em cada uma das diregoes diagonais (diagonal e a antidiagonal) obte-
mos outros dois vértices, e a partir de um destes subimos mais uma linha para obter o
ultimo vértice de tal forma que feche o diamante.

A interpretagao geométrica da propriedade i) anterior é baseada também na férmula de
um diamante. A diferenca esta na construgao do mesmo e no valor a somar no numerador.
Neste caso, o diamante é construido da seguinte maneira: um vértice € um nimero interior
do triangulo de rascal; subindo ¢ linhas na diagonal e j linhas na antidiagonal obtemos
outros dois vértices, e a partir do vértice a esquerda (direita) subimos ¢ (j) linhas na
diagonal (antidiagonal) para obter o ultimo vértice. Neste trabalho, consideramos que o
deslocamento nas diagonais é positivo se for no sentido descendente e negativo em caso
contrario (ver Figura 3.4). A Figura 3.5 ilustra esta propriedade.

Observemos que numa mesma diagonal o valor de k é constante, assim como, numa
antidiagonal o que é constante é n — k.

Na Figura 3.5 o nimero azul é obtido pela expressao:

X +1XxX7
azul = .
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3.3: na primeiran =7, k = 3,
3.

a0

Figura 3.5: Ilustracao da propriedade i) da Proposig
3ej=—-2,enasegundan=4,k=0,1=—-3¢e

7
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A interpretagdo geométrica da propriedade ii) é baseada na forma de um diamante
“deitado”, ou seja, o primeiro vértice é um numero diferente de 1; a partir dele obtemos o

3. 0 vértice a seguir é obtido pelo

proximo vértice por deslocamento horizontal h posig¢oes
deslocamento na antidiagonal j posicoes e o vértice final aparece com o deslocamento
horizontal de h posi¢oes no sentido contrario ao inicial. Assim formou-se o diamante
“deitado”, em que o ntimero inicial (vértice inicial) é igual ao produto dos dois nimeros
dos vértices adjacentes subtraido pelo produto de trés niimeros, que sao h, j e o nimero
que estd na intersecao da coluna —h do triangulo de rascal com a antidiagonal do triangulo
a qual pertence o nimero inicial, dividindo tudo pelo nimero do quarto vértice. A Figura

3.6 ilustra a propriedade ii).

Na Figura 3.6 o nimero azul é obtido pela expressao:

X — h x 3 x vermelho

azul =

Devido a simetria do triangulo de rascal, visto do “avesso” é o mesmo triangulo.
Portanto, construindo um diamante da forma anterior e visto do avesso, a férmula (ii)
anterior tem de ser valida depois de algumas adaptacoes: na construgao anterior onde

2

lemos antidiagonal passamos a ler diagonal e na férmula o 7 passa a i e o sinal “—” no

numerador passa a “4”. Obtemos entao o seguinte resultado:

Corolario 3.3.1. Os nimeros de rascal, T'(n, k), verificam a sequinte propriedade:

T(n+1i,k)T'(n,k+h)+ihT(2k + h, k)
T(n+ik+h) ’

T(n, k) =

paran >0, 0<k<n, —-k<h<n—kei>—k—h.

A interpretacao geométrica da propriedade iii) é baseada num til (~) em “pé” formado
por quatro nimeros consecutivos (linhas consecutivas). O primeiro nimero da sequéncia
nao pode pertencer as duas primeiras diagonais ou antidiagonais. Os restantes nimeros
sao obtidos pelo deslocamento ascendente na direcao antidiagonal, diagonal e antidiagonal.

Assim formou-se o til em “pé”, em que o nimero inicial é igual ao produto dos dois
nimeros seguintes no til, subtraido pelo nimero que esta dois niimeros acima do niimero
na intersecao da coluna 3 do triangulo de rascal com a antidiagonal do triangulo a qual

pertence o nuimero inicial, dividindo tudo pelo nimero do quarto nimero.

30 deslocamento para a frente é positivo e negativo para tras.
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—1x1x7

—(=2) x (=3) x 16

+(—4) x3x 19

1,

Figura 3.6: Propriedade ii) da Proposi¢ao 3.3: na primeiran =8, k=5, h=1ej

na segundan =9, k=6, h = —2 e j = —3; Corolério 3.3.1: na terceira n = 12, k = 3,

h

3e1=—4.
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Figura 3.7: Propriedades iii) e iv) da Proposi¢do 3.3: na primeiran =7 e k = 3, e na
segundan =9 e k = 3.

Na sequéncia da construcgao do til, se lermos diagonal onde lemos antidiagonal, e vice-
versa, construimos o til para a propriedade iv). Para esta propriedade, s6 o niimero que
¢ subtraido é diferente. Este nimero é o que estd um nimero abaixo do nimero na
intersecao da coluna 3 do triangulo de rascal com a diagonal do triangulo a qual pertence

o numero inicial. A Figura 3.7 ilustra estas duas propriedades.

Do triangulo de rascal podemos obter varias sequéncias e estabelecer um padrao.
Iremos apresentar algumas delas.

Vamos considerar sequéncias que se iniciam na primeira diagonal da linha ¢ do triangulo
de rascal. Se deslocarmos sucessivamente j posigoes na antidiagonal e ¢ na diagonal, obte-
mos uma sequéncia de niimeros alinhados segundo uma reta. O proximo resultado ilustra

estas sequéncias.
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Figura 3.8: ITlustracao de uma sequéncia no triangulo de rascal

Por exemplo, iniciando na linha 0 (¢ = 0) e deslocando sucessivamente uma posi¢ao na
antidiagonal (j = 1) e duas na diagonal (i = 2), obtemos a seguinte sequéncia de nimeros
0 1,3,9,19,33, ..., (ver a Figura 3.8). A sequéncia é dada por 2n® + 1 e est4 identificada
na pagina da OEIS por A058331.

Proposicao 3.4. A sequéncia de numeros no triangulo de rascal, iniciando no nimero
1 da linha ¢ e deslocando-se sucessivamente j posi¢oes na antidiagonal e i na diagonal
(se j > 0 descemos na antidiagonal e se j < 0 subimos), € dada pela expressio P(n) =
1+ 0jn +ijn?.

Demonstra¢ao. O primeiro nimero da diagonal 0 na linha ¢ é T'(¢,0). Deslocando i

posi¢oes na diagonal e j na antidiagonal obtemos o ntmero T(¢ + i + j,j). A partir
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deste numero, deslocando outra vez i posicoes na diagonal e 7 na antidiagonal, obtemos
o nimero T'(¢ + 2i + 2j,27). Assim, ao fim de n passos sucessivos, o deslocamento é de
ni posi¢oes na diagonal e nj na antidiagonal, obtendo entao o nimero 7'(¢ + ni + nj, nj).

Portanto, pela férmula algébrica temos

Tl +ni+nj,nj) = njl+ni+nj—nj)+1
= fInj+n%j+1

= 14 0nj+ijn?,

donde concluimos P(n) = 1+ ¢nj + ijn?. O

A medida que se vao atribuindo valores aos parametros ¢, i e j obtém-se vérias

sequéncias de numeros no triangulo, algumas das quais sao bem conhecidas.

Corolario 3.4.1. Para ¢ =3, j =1 e i = 2 obtemos o0s niumeros triangulares* de indice
impar dados pela expressio P(n) = 1+ 3n + 2n?, para qualquer n > 0. Esta sequéncia
aparece na pdgina da OFIS identificada por A000384.

Paral = =3, j =1 ei = 2 obtemos o0s nimeros triangulares de indice par® dados pela
expressio P(n) = 1 — 3n + 2n?, para n > 2. Esta sequéncia aparece na pdgina da OEIS

identificada por A014105.

Corolario 3.4.2. Dos numeros triangulares apenas dois sao da forma p+1, onde p € um

numero primo: 3 e o 6.

Os numeros triangulares estao disposto como se apresenta na Figura 3.9.
Na Figura 3.9, observamos que os nimeros triangulares se encontram no meio das

linhas, da seguinte forma:

4Relembramos que os ntimeros triangulares tém a forma:

n(n+1) .

TA (n) = 9

5Mais tarde, veremos as linhas do tridngulo que correspondem aos ¢ negativos
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Corolario 3.4.3. Paral =2, j =1 e1 =1 teremos a sequéncia dos quadrados perfeitos,
que € dada pela expressao P(n) = 1+ 2n + n?, para todo n > 0. Esta sequéncia aparece

na pagina da OFIS identificada por A000290.

Os numeros designados por quadrados perfeitos estao disposto como se apresenta na
seguinte Figura 3.10.

Na Tabela 3.1 registamos mais algumas sequéncias identificadas na pagina da OEIS.

Além dos resultados apresentados e demonstrados neste capitulo, ainda conjecturamos

trés resultados.

Conjectura 1. Depois do niimero 1, as colunas 21 e -21 do triangulo sao as que tém mais

primos seguidos, num total de 17. Podemos obté-los a partir da seguinte sucessao

an =1+ 21n + n?

que ¢é igual ao numero 7'(21 + 2n,n) do triangulo de rascal.
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Figura 3.10: Sequéncia dos quadrados perfeitos (Corolario 3.4.3)

Referéncia I3 7 i P(n)
A000012 0 1]o0 1
A000027 T[1]o0 n+1
A005408 120 2n + 1

2 |1
1] 4] 1
A016754 an? 44 1
2 | 2| 2 notAn
4 (1|4
T ] 8
A017077 24| 0 8n + 1
4| 2
8 | 1
1] 4
A053755 0 4n? +1
2 | 2
4 |1
A058331 o | 1|2 2n? 41
2 |1
A082108 312012 42 i6n+1
6 | 1| 4
A161532 L2 g2 +8n 41
8 | 1| 2
A275591 9 [ 1 [ 1] nZ4+9mn+1

Tabela 3.1: Tabela de algumas sequéncias conhecidas
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Nesta conjectura, temos ¢ = 21, j =1 e ¢ = 1. Assim, pela Proposicao 3.4 obtemos o
polinémio

P(n)=1+2ln+n’.

Esta conjectura foi testada até a coluna 10°. Os primos sao 23, 47, 73, 101, 131, 163,
197, 233, 271, 311, 353, 397, 443, 491, 541, 593 e 647.

Conjectura 2. Depois do nimero 1, a linha que tem mais ntimeros primos seguidos e
distintos é a linha 17672287. No total tem 12 primos e podem ser obtidos a partir do
polinémio

P(n) =1+ 17672287n — n?.

Esta conjectura foi testada até & linha 10%. Os primos sao 17672287, 35344571,
53016853, 70689133, 88361411, 106033687, 123705961, 141378233, 159050503, 176722771,
194395037 e 212067301.

Conjectura 3. As unicas colunas do triangulo de rascal que nao tém numeros primos

sao as colunas -2 e 2, que sao as colunas dos quadrados perfeitos.

Obviamente, as colunas -2 e 2 nao tém primos. Como as colunas sao iguais, dado que
o triangulo é simétrico, basta ver para uma delas. Para isso, construimos a sequéncia
iniciada no nimero 1 da coluna 2. Nesta conjectura, temos £ = 2,i=1e j = 1. Assim,

pela Proposicao 3.4 obtemos
Pn)=1+2n+n*=(1+n)>.

Portanto, para todo n, P(n) nao é primo!

Esta conjectura foi testada até & coluna 2 x 107. Até aqui, retirando as colunas
—2 e 2, a coluna para a qual o nimero primo surge mais tarde é a coluna 11 546 198,
aparecendo o primo na posicao 574. Ou seja, o primeiro primo da coluna 11546198 é

P(574) = 6 627 847 129.



Capitulo 4

Generalizacoes no triangulo de rascal

Neste capitulo vamos apresentar duas generalizacoes a partir do triangulo de rascal. Numa
delas retiramos as restri¢oes impostas aos valores de n e de k. A outra é obtida a partir

da interpretacao combinatéria dos niimeros de rascal.

4.1 Generalizacao em n e k: Espaco de rascal

Vimos que o triangulo de rascal é infinito e com nimeros 7T'(n, k) inteiros positivos. Re-
lembremos que o valor de n representa o ntimero da linha do triangulo e o valor de k
representa a posicao na linha.

No triangulo de rascal estudado até aqui tinhamos as restricoes: n > 0e 0 < k < n.
Agora serao eliminadas. Podemos entao expandir o triangulo, obtendo a forma apresen-
tada na Figura 4.1. Nesta figura temos representado um espago, designado o “espaco de
rascal”.

A partir da figura podemos observar que todos os niimeros no espaco de rascal se obtém
usando a férmula algébrica de T'(n, k) ou usando a formula do diamante. Relembre que

a “formula do diamante” para os nimeros do triangulo de rascal é:
Sul = (Oeste x Leste + 1) + Norte.

Assim temos, por exemplo —11 = (=9 x —17 + 1) + —14 (esquematizado na Figura

1.2).

Observagao 4.1. A formula do diamante € vdlida para todos os nimeros do espago de

36
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Figura 4.1: O espaco de rascal

rascal, a exce¢cdo dos nimeros T(2,0) e T(2,2) porque os “nortes” destes nimeros sao

nulos).

Observagao 4.2. As linhas n do espaco de rascal sao simétricas e a contagem das linhas
comega a ser feita a partir da primeira linha do triangulo de rascal (n = 0), as linhas

abaizro de zero sao positivas e as de cima negativas.

Observacao 4.3. As diagonais k e antidiagonais (n — k) sao simétricas, e a contagem é

andloga as das linhas do espago.

Baseados na férmula algébrica dos nimeros de rascal, temos, por exemplo, T'(5,6) =

SN

N

/

Figura 4.2: Formula do Diamante



CAPITULO 4. GENERALIZACOES NO TRIANGULO DE RASCAL 38

—5eT(5,—2) = —13.

Figura 4.3: Representagao dos numeros 7'(5,—3) e T7'(5,7) no espago de rascal

Tendo em conta a simetria da féormula T'(n, k), a quinta linha do espago de rascal fica

constituida pelos seguintes ntiimeros

..., —13,-5,1,5,7,7,5,1,—5,—13,...

)

onde os nimeros positivos constituem a quinta linha do triangulo de rascal.
Esta generalizacao permite retirar as restricoes impostas nas propriedades apresenta-
das no capitulo anterior. Apresentamos a seguir as propriedades anteriores vélidas agora

em 7 e nao apresentamos as respetivas demonstracoes, visto serem idénticas.

Proposicao 4.1. Os nimeros T'(n,k) do espago de rascal verificam as sequintes propri-

edades. Para todo n,k € 7.:
i) T(n+1,k) =T(n, k) + k;
i) T(n,k+1)=T(n,k)+n—2k—1;

iii) kT(n—1,k—=1) = (k—1)T(n, k) + 1;
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w) T(n,1)=T(n,n—1) =n;
v) T(n,2) =T(n—-1,1)+T(n—2,1);
vi) T(n,k+j)=T(n,k)+T(n,j)— (2kj+1),VjeZ;
vii) T(n+ h,k) =T(n, k) + kh, Vh € Z;

viii) T(n+ j.k+ ) = T(n. k) + T(n, j) = Tk, j), ¥ j € Z;

Tn+i,k)T'(n+j,k+7)+1ij .
— . , Vi
Tn+i+j,k+j)

desde que nao se verifiquem simultaneamente n+1i1+ j =0 e k+ j = £1;

iz) T'(n, k) = ,J EZ,

Tn+j,k+j)T(n,k+h)—jhT(2n — 2k — h,n — k — h)
T(n+j,k+h+j)
que nao se verifiguem simultaneamente n+j=0e k+h+j = =£1;

z) T(n, k)=

Vi, h €, desde

T(n+1i,k)T(n,k+ h)+ihT(2k + h, k)
T(n+ik+h)
fiquem simultaneamente n +i =0 e k+ h = +1;

zi) T(n, k) =

, Vi, h € 7, desde que nao se veri-

Tn—1,k—1)Tn—-2k—1)—T2n—-2k—-1,n—k+1)
T(n—3k—2)
se verifiquem simultaneamente n =3 e k — 2 = £1;

zii) T(n, k) = , desde que nao

Tn—1,k)Tn—-2k—1)—-T2k—-1,k+1)
T(n—3k—1)
quem simultaneamente n =3 ek — 1 = £1.

ziii) T(n, k) = , desde que nao se wverifi-

Os numeros do espago de rascal também verificam as propriedades seguintes.
Proposicao 4.2. Para todo n,k,j € 7., temos:
i) T(n,—j) = =T(n,j) +2(1 = j?);
i) T(n—j,k—25) =T(n,k)+3T(k,j) —2T(n,j) — 1 — 52
iii) T(n, k) =T(n—j,k—3)+jn—k);

) T'(n, k) =T(n,k—j)—j(2k —n—j).

As propriedades na proposi¢ao anterior foram obtidas a partir da férmula algébrica dos
nimeros de rascal (férmula 2.1) e a demonstragao da proposi¢ao é uma mera manipulagao

algébrica.
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4.2 Generalizacao Combinatdria

Relembremos que na interpretagao combinatdéria para a obtencao dos nimeros do triangulo
de rascal, obtivemos T'(n, k) a custa do nimero de somas distintas em que consideramos
os elementos do conjunto @, = {1,2,...,n} tomados k a k.

O que aconteceria se em vez de termos o conjunto 2, tivéssemos um multiconjunto?
dos primeiros n nimeros naturais onde todos os elementos tivessem multiplicidade 2, ou
seja, uma bolsa onde os ntmeros naturais até n sao repetidos aos pares, por exemplo,
{1,1,2,2,3,3}7 Neste caso, se a toma fosse como no conjunto €2, obterfamos 7 somas
distintas, correspondentes as tomas com k£ = 0 até k = 6, o que daria uma linha do
triangulo com sete nimeros. A linha anterior do triangulo seria obtida considerando a
bolsa {1, 1,2, 2}, e neste caso, obterfamos 5 somas distintas, correspondentes as tomas com
k = 0 até k = 4. Deste modo, nao obtemos um triangulo a semelhanca do triangulo de
rascal. Assim, para que isso nao aconteca, é necessario tomarmos os elementos dois a dois,
ou seja, aos pares. Observemos que para a bolsa {1,1,2,2,3,3}, podemos tomar desde
k = 0 pares até k = 3 pares. Para k = 0, obviamente temos apenas uma possibilidade.
Para k = 1, a menor soma corresponde a toma {1, 1} e a maior soma corresponde a toma
{3,3}. Portanto, as somas variam desde 2 até 6, sendo possivel obter todos os nimeros
intermédios como podemos facilmente constatar. Logo, para k = 1 temos 5 possibilidades.
Para k = 2, a menor soma corresponde a toma {1,1,2,2} e a maior soma corresponde
a toma {2,2,3,3}. Portanto, as somas variam desde 6 até 10, sendo possivel também
obter todos os nimeros intermédios. Logo, para k£ = 2 temos também 5 possibilidades.
Finalmente, para k = 3, temos apenas uma possibilidade correspondente a soma de todos
os elementos do conjunto. Assim, a linha n = 3 deste novo triangulo serd 1,5,5,1 (ver
Figura 4.4).

Vamos denotar a bolsa {1,1,2,2,...,n,n} por Q2. Assim, o ntimero de somas distin-
tas tomando k a k pares de elementos em 92 e o nimero 0 designaremos por Ty (n, k).
Variando k£ = 0 até k = n obtemos a linha n do triangulo, que daqui para a frente sera
designado por triangulo de rascal 2 e denotado por T'R,.

Neste caso, para cada n e k também as somas sao consecutivas. Logo, Ty(n, k) serd

igual a diferencga entre a maior e a menor soma adicionado de uma unidade.

1Segundo Rosen [6], um multiconjunto é a generalizagao de um conjunto de tal forma que permite a
repeticao de elementos. O nimero de vezes que um determinando elemento aparece repetido chamamos
de multiplicidade desse elemento. Em Matematica, um multiconjunto também pode ser chamado bolsa.
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Figura 4.4: Linha correspondente ao n = 3.

Vejamos as primeiras linhas do T'Rs.

Para n = 0, temos Q3 = { }. Neste caso, temos apenas uma possibilidade: 0. Logo,
15(0,0) = 1.

Considerando a linha 1, temos Q2 = {1,1} e as possibilidades sdao as seguintes:

e se tomarmos k = 0 pares, novamente temos uma sé situacao, ou seja, T(1,0) = 1;
e se tomarmos k = 1 par, a tUnica soma possivel é 1 +1 = 2, ou seja, T5(1,1) = 1.
J4 para a linha 2, temos Q3 = {1,1,2,2}, e as possibilidades sao as seguintes:

e se tomarmos k = 0 pares, também teremos apenas uma situagao, ou seja, T5(2,0) =

1.

e se tomarmos k = 1 par, temos as seguintes somas distintas 1 +1, 1 4+2, 24+ 2, o
que quer dizer que temos 3 somas distintas, ou seja, T5(2,1) = 3. Observemos que

poderfamos obter este valor recorrendo a contagem 75(2,1) = (2+2)—(1+1)+1 = 3.
e se tomarmos k = 2 pares, sé é possivel obter uma soma, ou seja, 15(2,2) = 1.

Se continuarmos a calcular os niimeros de somas distintas T5(n, k), obteremos a se-

guinte sequéncia:

1,1,1,1,3,1,1,5,5,1,1,7,9,7,1,1,9,13,13,9,1, ...

Dispondo esta sequéncia em forma de triangulo, obtemos o TRy (ver Figura 4.5).
Observamos de imediato que este triangulo também é simétrico e, como veremos mais

tarde, é constituido apenas por nimeros impares. Observamos também que as diagonais
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Figura 4.5: Triangulo T'R,.

deste triangulo sao as diagonais pares do triangulo de rascal. Este triangulo aparece na
pagina da OEIS identificado pela sequéncia A130154.
Tal como no triangulo de rascal, as linhas deste triangulo também comecam e acabam

em 1 e os niimeros no interior sao obtidos por uma férmula idéntica a formula do diamante:

Sul = (Oeste x Leste + 2) + Norte,

ou seja,

Tz(n - 1, k— 1)T2(n - 1,k) + 2

Lin. k) = To(n—2,k — 1)

(4.1)

para 0 < k <men > 2, com Ty(n,0) = Ty(n,n) =1 para n > 0.

Por exemplo, 9 = (5 x 5+ 2) + 3 (ver Figura 4.6).
/ : N
5 "/ 5!
9
Figura 4.6: Férmula do Diamante

Podemos também obter o triangulo T'Rs eliminando as diagonais ou antidiagonais
com numeragoes impares do triangulo de rascal (1, 3, 5,...), 0 que é 0 mesmo que manter

no triangulo de rascal sé as diagonais correspondentes aos k’s pares ou as antidiagonais
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correspondentes aos (n — k)’s pares. A figura abaixo ilustra o procedimento geométrico
para a obtencao do triangulo T'R,. Podemos ver que uma linha do T'Rs corresponde a

uma sequéencia no T'R, conforme assinalado a vermelho. Representamos também a trans-

+(-1)(=2)

formacao de um “diamante” no T'R para o T'R, pela expressao 17 =

Figura 4.7: Procedimento geométrico para a obtencao do T'Ry a partir do T'R

Assim, tendo em conta este procedimento geométrico, podemos estabelecer o seguinte

resultado que relaciona o 'Ry com o triangulo de rascal (T'R).

Lema 4.1. Para todon € IN e 0 < k < n, temos
To(n, k) = T(n+k,2k). (4.2)

Demonstracao. Pela Figura 4.7 vemos que cada linha do T'R; é uma sequéncia do T'R.
Pela Proposicao 3.4, e tendo em conta que estas sequéncias correspondem a j = 2 e
1 = —1, obtemos

P(n) =1+ 20n —2n>.

Substituindo n — k e £ — n, obtemos a expressao para os numeros T5(n, k). Assim,

To(n, k) = 1+ 2kn — 2k
= 2k(n—k)+1
= 2k(n+k—2k)+1

= T(n+k,2k).
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Com este Lema podemos demonstrar a férmula (4.1), que corresponde a férmula (i)
da Proposicao 3.3, considerando ¢ = —1 e j = —2, pois a medida que vamos eliminando
as diagonais impares no triangulo de rascal, os nimeros vao se “deslocando” da seguinte
forma: andando duas antidiagonais para cima e uma diagonal para cima.

Efetivamente, aplicando a férmula (i) da Proposigao 3.3, com i = —1 e j = —2, temos

Ty(n, k) = T(n+k,2k)

Tn+k—-1,26)T(n+k—2,2k—2)+2
T(n+k— 3,2k — 2)

Tn—14+k2k)T(n—14+k—-1,2(k—1))+2
Tn—2+k—1,2(k—1)) '

Aplicando novamente a férmula (4.2), obtemos o resultado desejado,

To(n—1,k)Ty(n — 1,k — 1) 42

Ty(n, k
2(n. k) Ton— 2,k — 1)

Partindo da férmula (4.2) e da férmula algébrica dos ntimeros de rascal, obtemos a

férmula algébrica para os nimeros de T'Ry. Assim, a férmula algébrica de Ty(n, k) é:

To(n, k) =2k(n—k)+1, 0<k<n, n>0.

Desta férmula, verificamos imediatamente que os nimeros T5(n, k) sdo todos impares!
Verificamos também que existe outra relagdo para além da (4.2) entre os nimeros do TR

e do TRy, dada pela seguinte formula

To(n, k) =2T(n, k) — 1.

Como veremos mais adiante, as propriedades encontradas para os numeros do TR

podem ser adaptadas para os nimeros do T Rj.

E se ao invés de termos os numeros duplicados no conjunto §2,,, eles aparecerem tri-
plicados? Ao aumentarmos os nimeros repetidos para trés no conjunto 2,, ou seja,
03 ={1,1,1,2,2,2,..., n,n,n}, para obtermos um novo triangulo TRz & semelhanca de
TRy, em que a “toma” neste conjunto deve ser feita em quantidades multiplas de 3, ou

seja, fazer a toma em ternos, para que a linha n tenha n + 1 nimeros. A toma dos ternos
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deve comecar em 0 até ser considerada toda a bolsa.

Assim, o ntimero de somas distintas tomados k a k ternos de elementos em Q3 e o 0,
que designamos por T3(n, k), com k = 0 até k = n, também é igual a diferenca entre a
maior e a menor soma adicionado de uma unidade. A medida que tomamos os k ternos
em Q3 vamos tendo sempre somas consecutivas que vao desde a soma menor até & soma
maior. A soma menor corresponde a toma dos menores 3k nimeros de {23 e a maior soma
corresponde a toma dos 3k maiores.

Assim, calculando os nimeros de soma distintas 73(n, k) como vimos no exemplo

anterior, obtemos a seguinte sequéncia:
1,1,1,1,4,1,1,7,7,1,1,10,13,10,1,1,13,19,19,13, 1, . ..

Dispondo esta sequéncia em forma de triangulo, obtemos o T'R3 (ver Figura 4.8). Este
triangulo também ¢é um triangulo simétrico a semelhanca dos outros dois. Esta sequéncia

aparece na pagina da OEIS identificada por A296180.

Figura 4.8: Triangulo T'R3

As linhas deste triangulo também comecam e acabam em 1, e os nimeros do interior
sao obtidos por uma férmula idéntica a formula do diamante dos outros dois triangulos.

Para este triangulo, a formula é:

Sul = (Oeste x Leste 4+ 3) + Norte,
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ou seja,

Ty(n— 1,k — )Ty(n — 1,k) + 3
T3(7’L-2,k—1) ’

Ty(n, k) = (4.3)

para 0 < k <nen > 2, com T3(n,0) = T3(n,n) =1 para n > 0.
Por exemplo, 19 = (10 x 13 4+ 3) = 7 (ver Figura 4.9).

7
N
10 13

N
19

Figura 4.9: Férmula do Diamante

A semelhanga de T'R,, também podemos obter o T'R3 eliminando diagonais (antidiago-
nais) no triangulo de rascal, mas desta vez eliminando sucessivamente a 2% e 3%, 5* e 6%,...
diagonais (antidiagonais). Ou seja, comec¢ando na primeira diagonal do triangulo de ras-
cal, eliminamos as duas diagonais (antidiagonais) seguintes deixando a quarta, eliminando
a quinta e a sexta, deixando a sétima diagonal (antidiagonal), e assim sucessivamente.
Isto é o mesmo que manter no triangulo de rascal sé as diagonais (antidiagonais) corres-
pondentes aos k’s (n — k’s) multiplos de 3. Consequentemente, & semelhanca do que foi
feito anteriormente, podemos estabelecer uma relagao entre os nimeros do T'R3 e dos T'R.
Esta relacao é apresentado no lema seguinte, o qual apresentaremos sem demonstracao

por ser analogo a demonstragao anterior.

Lema 4.2. Para todon € N e 0 < k < n, temos
Ts(n,k) = T(n+ 2k,3k). (4.4)

Com base neste Lema podemos provar a veracidade da férmula (4.3). No entanto, néo
apresentaremos esta demonstracao por ser idéntica a demonstragao da férmula (4.1).
A férmula (4.3) também pode ser obtida com base na férmula (i) da Proposicao 3.3,

mas desta vez comi1=—1lej=—-3oui=—-3ej=—1.
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As figuras abaixo ilustram o procedimento geométrico para a obtencao do triangulo

TR;.

Figura 4.10: Tlustracao do procedimento geométrico para a obtencao do T'R3 a partir do
TR

Na figura acima temos o triangulo T'R a esquerda e no lado direito o triangulo T Rj.
Chamamos a atencao para os numeros pintados nas figuras que formam diamantes geo-
metricamente diferentes, mas analiticamente iguais. Para o diamante do T'R somamos no
numerador 3, porque a partir do nimero pintado azul deslocamos 3 antidiagonais acima
e uma diagonal acima. Ja o diamante do T'R3 somamos 3 no numerador, porque va-
mos eliminando no TR as diagonais (antidiagonais) nao correspondentes aos k’s (n — k’s)
multiplos de 3.

Tal como os nimeros de Ty(n, k), também é possivel obter os numeros T3(n, k) a
partir da férmula algébrica dos ntimeros de rascal e da férmula (4.4). Neste caso, temos

a seguinte formula algébrica de T3(n, k)

Ts(n,k) =3k(n—Fk)+1, 0<k<n, n>0.

Verificamos também que para os numeros T3(n, k), existe ainda outra relagdo para

além da (4.4), entre os nimeros do TR e do T'R3, dada pela seguinte féormula

Ts3(n, k) =3T(n, k) — 2.

Como vimos, podemos obter os triangulos T'Ry e T'R3 de duas maneiras: partindo das

bolsas 2 e Q23 e eliminando ou diagonais ou antidiagonais do triangulo de rascal. Estes
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dois triangulos continuam a verificar propriedades semelhantes as do triangulo de rascal.
Ou seja, estes processos nao alteram o padrao do triangulo de rascal.

Sera que este processo pode ser generalizado? Ou seja, partindo do triangulo TR,
obtido a partir da bolsa Q. onde os n primeiros naturais aparecem repetidos g vezes, e
considerando o nimero de somas distintas resultante das tomas kq a kq de elementos de €2¢
para obter T,(n, k), serd que mantém propriedades semelhantes & do TR? E se partindo
do triangulo de rascal e mantivermos as diagonais (antidiagonais) correspondentes ao k’s
(n — k’s) multiplos de ¢ obtemos o mesmo triangulo T'R,?

As respostas sao afirmativas e as férmulas obtidas para o TRy e o T'R3 dao-nos uma
pista de como generalizar!

Podemos obter a familia de triangulos TR, com ¢ = 2, 3,4, .. ., usando a interpretacao
combinatéria dos numeros de rascal, partindo da bolsa ¢, onde ¢ é a multiplicidade
dos n primeiros nimeros naturais. O k-ésimo elemento da linha n do triangulo TR,

representamos por T, (n, k), que é igual ao nimero de somas distintas de elementos de Q2

tomados ¢k a ¢k. Os ntimeros T,(n, k) verificam a seguinte férmula,
Ty(n,k) = qgk(n—Fk)+1, 0<k<n, n>0, (4.5)

que passaremos a chamar de férmula algébrica de T,(n, k). Esta férmula corresponde a
generalizacao combinatoéria do triangulo de rascal, onde ¢ = 1 corresponde ao proprio
triangulo de rascal.

Outra maneira de obter esta familia de triangulos é eliminando sucessivamente diago-
nais ou antidiagonais de triangulo de rascal. Assim, para um determinando ¢, partindo
da diagonal 0 (antidiagonal 0) do triangulo de rascal, a cada sequéncia de ¢ diagonais
(antidiagonais), mantemos a primeira diagonal (antidiagonal) da sequéncia e eliminamos
as restantes ¢ — 1. Juntando todas as diagonais nao eliminadas formamos o triangulo de
rascal generalizados T'R,,.

Estes triangulos (T'R,) sao simétricos, as linhas comecam e acabam em 1 e os nimeros

interiores sao dados por uma férmula do diamante generalizada

T,(n—1,k—1T,(n—1,k)+¢q
T,(n—2,k—1) ’

Ty(n, k) =

onde ¢ representa o nimero de diagonais (antidiagonais) consideradas em cada sequéncia.



CAPITULO 4. GENERALIZACOES NO TRIANGULO DE RASCAL 49

Nota: No céalculo dos nimeros do triangulo de rascal, o conjunto €2,, nao tem nimeros
repetidos. Isto significa que quando ¢ = 1, QL = Q, e Ti(n, k) representa os ntimeros de
rascal. Ou seja, Ti(n, k) = T(n, k). Além disso, se ¢ = 1, entao nao eliminamos qualquer
diagonal (antidiagonal) e portanto T'R; = TR.

Os nimeros Ty (n, k), com g # 1, verificam propriedades semelhantes as do tridngulo
de rascal, efetuando algumas adaptacoes em quase todas as férmulas. As excec¢oes sao as
propriedades (iii) e (viii) da Proposicao 3.2 que se mantém iguais para todos os triangulos
TR,. Na Proposicao seguinte, apresentamos essas propriedades com as adaptagoes ne-
cessarias. Nao daremos a demonstracao de cada uma delas por serem muito semelhantes

as das propriedades anteriores.
Proposigao 4.3. Os numeros T,(n, k), verificam as sequintes propriedades:
i) T,(n+1,k) =T,(n, k) + gk, paran>0e0<k<n;
ii) Ty(n,k+1)=T,(n, k) +qn—2k—1), paran>0e0 <k <n;
i) kKT,(n—1,k—1)=(k—1)T,(n,k)+1, paran>1el <k <n;
i) Ty(n,1) =T,(n,n—1)=(n—1)g+ 1, paran > 1;
v) Ty(n,2) =T,(n—1,1)+T,(n—2,1)+q—1, paran > 3;
vi) Ty(n,k+h) =T,(n,k)+T,(n,h) —2¢kh—1, paran >0,0<k<ne0<h<n-—k
vii) Ty(n+ j, k) = Ty(n, k) + qkj, paran>0,0<k<nej>k—n;
viti) Ty(n+ j,k +j) = Ty(n, k) + Ty(n, j) — Ty(k, ), paran >0 e 0 < j <k <mn;
T,(n+i,k)Ty(n+j,k+7)+ qij

iz) Ty(n, k) = Tntitjkt]) ,paran >0, 0< k<n,i>k—ne

j > _k:;

T. k4 7)1, k+h)—qihT,(2n — 2k —h,n—k—h
) Ty(n k) = Tl ikt ) b £ h) — ATy = 2k —hn =k = 1)
T,(n+j,k+h+j)
0<k<n,—-k<h<n—kej>—-k—h;

, paran >0,

2i) T(n, k) — Ty(n+1i,k)Ty(n, k+ h) + qihT,(2k + h, k)
Ty(n+i k+h)
h<n—kei>—k—h;

,paran >0, 0< k <n, —k <

g T,(n—1,k—1)T,(n—2,k—1)—qT,(2n — 2k — 1,n—k+1)
T ]f — q ) q ) q )
xZZ) Q(na ) Tq<n_3,k_2)

4e2<k<n-—2

, para n >
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T,(n—1,k)T,(n—2k—1)—qT,(2k — 1,k + 1)
ziii) T,(n, k) = —2 g Tn—3k—1) g
q ,

n— 2.

,paran >4 e2 < k<

Por (4.5), é facil verificar que os ntimeros T,(n, k) estao relacionados com os nimeros

do triangulo de rascal pela seguinte férmula
Ty(n, k) =T(n+ (¢ — 1)k, gk).

Verificamos ainda por (4.5) que os nimeros T,(n, k), também estao relacionados aos

numeros do triangulo de rascal pela seguinte formula

T,(n, k) =qT(n,k)+1—q. (4.6)

Vimos que se partimos do triangulo de rascal e a cada ¢ diagonais (antidiagonais)
mantivermos apenas a primeira formamos o triangulo TR, cujos numeros sao dados por
T,(n, k). Agora, partindo deste triangulo, se procedermos de uma maneira andloga consi-
derando p diagonais (antidiagonais) e mantendo apenas a primeira, formaremos um novo

triangulo que denotaremos por TR, ,, e cujos nimeros serao denotados por (1,),(n, k).

(i i dps) (drder ) (dpon ) ()

dO dpq

Figura 4.11: Esquema de eliminacao das pg diagonais no triangulo de rascal

No esquema, podemos notar que no primeiro passo eliminamos ¢ — 1 diagonais em

cada ¢ consideradas. No segundo passo eliminamos p — 1 diagonais. Cada uma dessas
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corresponde a eliminar ¢ do triangulo inicial. Portanto, no fim teremos eliminado ¢(p —
1)+ ¢ —1 = pg — 1 diagonais em cada pq consideradas. Ou seja, este procedimento

corresponde a manter as diagonais correspondentes aos multiplos de gp. Assim,
(T4), (n, k) = Typ(n, k). (4.7)
Portanto, pela relagao (4.6), temos

Top(n k) = qpT(n,k)+1—qp
= p(qT'(n,k) —q) +1
= p(Tq(n’ k) - 1) +1

= pTy(n,k)+1—p.
Ou seja,

Esta férmula generaliza a relacao (4.6).

Vejamos um exemplo. No triangulo de rascal mantendo apenas as diagonais (antidi-
agonais) pares obtém-se o T Ry; se do triangulo TR, mantivermos apenas as diagonais
(antidiagonais) multiplas de 3, obtemos de novo um triangulo simétrico, que denotamos
por T'Ry 5 (ver Figura 4.12), determinado pelos nimeros (73)s(n, k), ou seja, determinado
pelos numeros Tg(n, k). Este tridngulo é o T Rg e aparece na pagina da OEIS identificado
pela sequéncia A287326.

O triangulo T'Rg também pode ser obtido de outra forma. Primeiro eliminando duas
diagonais/antidiagonais seguidas sequencialmente no triangulo de rascal (¢ = 3), obtendo
o TR3. Depois, eliminando do T'R3 uma diagonal /antidiagonal seguida sequencialmente
p = 2), obtendo o triangulo T'R3» que é igual ao TRs. Como vimos, podemos também
determinar os elementos deste triangulo recorrendo aos nimeros de rascal: Ty(n, k) =

67 (n, k) — 5.
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Eliminando as

diagonais pares

Eliminando as

diagonais brancas

Figura 4.12: Tlustracao do procedimento geométrico para obtengao do T'Rg, partindo do
TR e passando pelo T'Rs.



Capitulo 5

Outras aplicacoes do triangulo de

rascal e suas generalizacoes

O triangulo de rascal para além das intimeras propriedades e generalizacoes, também tem
varias aplicagoes. Neste capitulo iremos descrever algumas delas, e exemplificaremos em
detalhe a aplicacao a contagem dos pontos de rede.

Como ja vimos ao longo deste trabalho, podemos usar o triangulo de rascal para
calcular o nimero de somas distintas de um multiconjunto €2¢. Podemos também utilizar
o triangulo de rascal para contar os pontos de rede entre uma certa funcao e o eixo das
abcissas. Uma outra aplicacao do triangulo de rascal, publicada na pagina da OEIS por
Moshe Newman (em 6 de Abril de 2008), é a de contar o nimero de palavras diferentes

que se podem formar a partir de um semigrupo x,y,q com as seguintes relagoes: yr =

1Yq,gxr = xq € qy = yq.

5.1 Contagem de pontos de rede

Os ntmeros de rascal generalizados, T;(n, k), podem ser interpretados como o nimero de
pontos de rede na reta x = k, entre a fungao f(x) = gx(n — x) e o eixo das abcissas, ou
seja, o nimeros de pontos de rede da regido delimitada pela fungao f(x) = qx(n —x) e o
eixo das abcissas sobre cada reta x = k, com k = 0 até n, formam a linha n do triangulo
TR,

Como seria de esperar, a expressao da fungao f(x) = qz(n—x) é semelhante a férmula

algébrica dos numeros de rascal generalizados, Tj(n, k), com = = k. A diferenca da

93
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unidade deve-se ao facto da contagem do nimero de pontos de rede ser feita a partir do
ponto zero (eixo das abcissas).

Por exemplo, na Figura 5.1 mostramos os pontos de redes delimitados pela funcao
f(z) = 3x(3 — x) e o eixo das abcissas para n = 3. A contagem do niimero de pontos
de rede sobre a reta x = k, com k = 0,1, 2,3, corresponde a 1,7,7,1 que é a linha 3 do

triangulo T'Rs.

Figura 5.1: ITlustracao dos pontos de rede para g =3 en =3

Na Figura 5.1, os pontos pintados a azul sao os pontos de redes limitados pela parédbola
f(z) = 3z(3 — x). Se aumentarmos o parametro n na expressao da fungao obtemos mais
pontos de rede. Por exemplo, para n = 5 a func@o a considerar é f(x) = 3x(5 —x), donde
obtemos a contagem 1,13,19,19,13,1, que corresponde a linha 5 do triangulo 7R3 (ver

Figura 5.2).
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e ¢ © o o o o o ¢ o o o o o o o o

e ¢ o o o6 o o o o o o o o o o o o

e ¢ 6 o o o o o o o
e & 6 o o o o o o o

1 13 19 19 13 1

Figura 5.2: Ilustragao dos pontos de rede parag=3en =25
5.2 Contagem de niimero de palavras formadas a par-
tir de um semigrupo

Conforme ja referimos, uma outra aplicacao do triangulo de rascal é a de contar o nimero
de palavras diferentes que se podem formar a partir de um certo semigrupo.

Consideremos o multiconjunto com n letras das quais k sao iguais a y e as restantes sao
iguais a x. A partir de um semigrupo z,y, ¢ com as seguintes relagoes: yxr = ryq, qr = xq
e qy = yq, uma palavra formada com os elementos deste multiconjunto é uma sequéncia
de letras ordenadas “alfabeticamente” segundo a ordem z,y,q. O nimero de palavras
distintas que podemos fazer com este multiconjunto é dado pelo nimero de rascal T'(n, k).

Vejamos um exemplo.

Consideremos o multiconjunto {x,z,z,y,y}. Vamos listar todas as palavras que po-

demos formar, tendo em conta estas relagoes: yr = zyq,qr = xq e qy = yq. Portanto,
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sempre que aparecerem fora de ordem aplicamos uma destas relagoes.

(1)  zzzyy (8) Tyyrr = xyryqr
(2) TTYTY = TTTYQY = TTYqyrq
= TITTYYq = rryyqrq
(3)  ayzxy = zayquy = zaYyTqq
= TTYTQY = TXYryqqq
= TTITYqYq = TxTYqyqqq
= TTTYYqq = TTrYYqq4q
(4)  yrzzy = zygqrey (9) Yryrr = IYqryqr
= zyrqry = ryrqyrq
= TITYqITqY = TTYyqyqrq
= ITYTqQYq = TrYYyqrqq
= TTTYQYqq = IXYYyrqqq
= TTTYYqqq = TTYryqqqq
(5)  zzyyr = zzyryq = TrrYqYyqq9q
= TTTYQYq = TxTYYqq99499
= TrIYYqq (10)  yyrzx = yayqrx
(6) xyryr = xzyqryq = ryqyrqr
= TTYTqQYq = Tyyqrrq
= TTTYQQYqq = TYyyrqrq
= TTTYYqqq = TYyryqrqq
(7)  yzzyr = xyqrryq = xrYqyrqqq
= xyrqryq = TxYqryqqqq
= TTYqTrqYyq = TTYrqyqqqq
= TTYTQYqq = TrrYqyqqqqq
= TTTYqYqqq = IrTYyYyqq49999
= TTTYYqqqq

As palavras distinguem-se pelo niimero de ¢’s no final. Vemos que o nimero de ¢’s
varia consecutivamente entre 0 e 6. Logo, das 10 permutacoes possiveis temos apenas 7

distintas, o que corresponde ao numero de rascal T'(5,2).



Conclusao e Trabalho Futuro

A investigacao feita para este trabalho teve como objetivo a realizacao de um estudo mais
aprofundado sobre o triangulo de rascal, de modo a conhecer muitas mais propriedades,
aplicacoes e generalizagoes. A partir da investigacao realizada podemos tirar as seguintes
conclusoes: o triangulo de rascal assemelha-se muito ao de Pascal, embora haja diferencas
na forma de construcao e de obtencao dos niimeros; o triangulo de rascal mantém o mesmo
padrao, mesmo sendo possivel fazer algumas alteracoes (como por exemplo, eliminar as
diagonais ou antidiagonais sucessivas, manter so as diagonais ou antidiagonais multiplas
de gp), contrariamente ao triangulo de Pascal; obtivemos também outros triangulos se-
melhantes, a partir da interpretagao combinatéria dos ntimeros de rascal, da férmula
algébrica e do procedimento geométrico (onde eliminamos diagonais ou antidiagonais);
estabelecemos ainda um padrao para todas as sequéncias de nimeros no triangulo.

A nossa investigacao, presente nesta dissertacao, sobre o triangulo de rascal pode con-
tinuar. Propomos: estudar mais exaustivamente as propriedades do triangulo, demonstrar
as conjeturas apresentadas neste trabalho, descobrir novas conjecturas no espaco de rascal
e nos triangulos T'R,p.

Na nossa opiniao, acreditamos que o desenvolvimento da teoria do triangulo de rascal

poderd resultar na insercao deste assunto nos planos curriculares de estudo das escolas.

o7



Apeéendice A
Triangulos de rascal

Neste apéndice apresentamos o triangulo de rascal com mais linhas, assim como duas

generalizacoes do mesmo: o T'Ry e o T'R3.
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APENDICE A. TRIANGULOS DE RASCAL

A.1 Triangulo de rascal (T'R)
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A.2 Triangulo de rascal 2 (TR»)
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APENDICE A. TRIANGULOS DE RASCAL

A.3 Triangulo de rascal 3 (T'R3)
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