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Resumo

Neste trabalho apresentamos a resolução de alguns problemas de otimização re
orrendo

preferen
ialmente a pro
essos geométri
os e algébri
os elementares. Foi nossa intenção

apresentar uma abordagem alternativa ao 
ál
ulo para a sua resolução. No primeiro 
apí-

tulo, estudamos o problema de en
ontrar os extremos de funções polinomiais de baixo grau.

No segundo 
apítulo, apresentamos os argumentos geométri
os de Zenodorus e de Steiner

para a demonstração da famosa desigualdade isoperimétri
a: de entre todas as 
urvas 
om

um 
erto 
omprimento �xado, a 
ir
unferên
ia é a que en
erra maior área.

Palavras-
have

otimização, extremos, funções polinomiais, desigualdade isoperimétri
a.
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Abstra
t

In this work we present the resolution of some optimization problems preferably using

elementary geometri
 and algebrai
 pro
esses. It was our intention to present an approa
h

alternative to 
al
ulus in their solving. In the �rst 
hapter, we study the problem of �nding

the extremes of low degree polynomial fun
tions. In the se
ond 
hapter, we present the

arguments of Zenodorus and Steiner for the demonstration of the famous isoperimetri


inequality: among all 
urves with a 
ertain �xed length, the 
ir
umferen
e is the one with

the largest area.

Keywords

optimization, extremes, polynomial fun
tions, isoperimetri
 inequalities.
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Capítulo 1

Introdução

O desenvolvimento/
onstrução deste trabalho foi motivado pela resolução de problemas de

otimização re
orrendo preferen
ialmente a pro
essos geométri
os e algébri
os elementares.

Também foi nossa intenção que os 
onhe
imentos matemáti
os para a leitura deste trabalho

não fossem além daqueles que são le
ionados no ensino se
undário, nomeadamente:

• Noção de tangente, limites e 
ontinuidade;

• Fatorização de polinómios, raízes de um polinómio e sua multipli
idade, teorema do

resto;

• Resolução de sistemas de equações;

• Conhe
imentos elementares de geometria eu
lidiana.

Assim, no 
apítulo 2, e tendo por base o artigo [5℄, vamos estudar os extremos de

funções polinomiais de baixo grau (quadráti
as e 
úbi
as). Vamos ainda estender esta

metodologia à obtenção dos extremos de algumas funções polinomiais de grau quatro, não

referen
iadas pelo autor 
itado. Este 
apítulo terminará 
om exemplos 
uja exploração

espelhará as 
on
lusões obtidas.

No 
apítulo seguinte, abordaremos os 
hamados problemas isoperimétri
os, ou seja,

en
ontrar, de entre um 
erto 
onjunto de superfí
ies planares 
om o mesmo perímetro, as

que en
erram maior área. Começamos por fazer referên
ia à lenda de Dido, que deu o mote

ao estudo destes problemas, e, de seguida, apresentamos as ideias de dois autores que os

estudaram. Zenodorus mostrou que é o 
ír
ulo que tem a maior área quando 
omparada


om todos os polígonos que têm perímetro igual ao seu. A demonstração que Zenodorus

apresentou tem, no entanto, uma la
una, que reside na pou
o 
lareza da demonstração

de que, entre os polígonos equiláteros, são os equiangulares que en
erram maior área.

Vamos mesmo assim estudar 
omo Zenodorus a 
on
retizou, baseando-se em argumentos

geométri
os e visualização de �guras. Quanto à la
una que apresenta, vamos dar alguns


ontributos que 
onsistem na sua veri�
ação para triângulos e quadriláteros. En
erramos

este 
apítulo 
om uma das abordagens que Steiner fez a este tipo de problemas. Steiner vai

mais além, 
onsiderando superfí
ies planas arbitrárias e 
ertas transformações geométri
as

(simetrização) a operarem sobre elas que não alteram a sua área, mas que introduzem

novos eixos de simetria. Este pro
esso pode ser repetido tantas vezes quanto as ne
essárias

de forma a se obter uma �gura que tenha tantos eixos de simetria quanto se queira. No

limite, a superfí
ie obtida tem eixos de simetria em qualquer direção: um 
ír
ulo, que é

a superfí
ie que, de todas as de igual perímetro, en
erra maior área. Neste 
aptítulo as

nossas prin
ipais referên
ias são o artigo de V. Bl 
asjö [1℄ e o livro de N. Kazarino� [3℄.

1
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Pretendemos assim apresentar uma abordagem alternativa ao 
ál
ulo na resolução de

problemas de otimização, bem 
omo mostrar que a geometria e a álgebra podem ter um

papel relevante em alguns destes problemas.
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Capítulo 2

Extremos de funções polinomiais

Para obter os extremos de uma função, no ensino se
undário são adotadas duas abordagens:


om os alunos de Matemáti
a A usamos o 
ál
ulo diferen
ial, que só é su�
ientemente

dominado para este objetivo no de
orrer do 12

o

ano; 
om os alunos de Matemáti
a B

re
orre-se ao uso da 
al
uladora grá�
a, sendo que neste 
aso só temos a garantia de valores

aproximados. Será que é possível uma abordagem sem o auxílio do 
ál
ulo diferen
ial ou

da 
al
uladora grá�
a? Certamente que, para uma função em geral, serão ne
essárias as

ferramentas anteriores. No entanto, tendo por base o artigo [5℄ iremos ver, neste 
apítulo,

uma abordagem alternativa para funções polinomiais de baixo grau, a saber: funções

quadráti
as, 
úbi
as e, não referidas neste artigo, algumas de grau quatro. Esta abordagem

será 
on
retizada 
om re
urso a 
on
eitos bási
os de geometria e alguns 
onhe
imentos de

funções e das suas 
ara
terísti
as. Estes 
onhe
imentos terão de passar por:

• Noção de tangente, limites e 
ontinuidade;

• Fatorização de polinómios, raízes de um polinómio e sua multipli
idade, teorema do

resto;

• Resolução de sistemas de equações.

Esta se
ção terminará 
om propostas de atividades, retiradas de manuais do Ensino

Se
undário, que ilustrarão as ideias desenvolvidas.

2.1 De�nição de extremo de uma função.

No manual [2℄ para a dis
iplina de Matemáti
a A, as de�nições de extremo absoluto e

extremo relativo, que iremos adotar ao longo deste trabalho, são apresentadas do seguinte

modo:

De�nição 1. • Uma função f , de domínio D, tem um máximo absoluto num ponto

a do seu domínio se f(x) ≤ f(a), para todo o x ∈ D. Diz-se que f(a) é o máximo

absoluto e que a é um maximizante de f .

• Uma função f , de domínio D, tem um mínimo absoluto num ponto b do seu domínio

se f(x) ≥ f(b), para todo o x ∈ D. Diz-se que f(b) é o mínimo absoluto e que b é

um minimizante de f .

• Uma função f , de domínio D, admite um máximo relativo num ponto a do seu

domínio, se existir uma vizinhança de 
entro a � V (a) � tal que f(x) ≤ f(a), para

todo o x ∈ V (a) ∩D. Neste 
aso, f(a) é máximo relativo e a é um maximizante de

f .

3
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• Uma função f , de domínio D, admite um mínimo relativo num ponto b do seu

domínio, se existir uma vizinhança de 
entro b � V (b) � tal que f(x) ≥ f(b), para

todo o x ∈ V (b)∩D. Neste 
aso, f(b) é mínimo relativo e b é um minimizante de f .

Por outro lado, os mesmos 
on
eitos são apresentados no manual [4℄ para a dis
iplina

de Matemáti
a B 
om algumas diferenças:

De�nição 2. Seja f uma função real de variável real de domínio Df , a ∈ Df e b ∈ Df .

• f(a) é máximo absoluto de f se f(a) é o maior elemento de D
′

f , isto é, se para todo

o x de Df : f(a) ≥ f(x).

• f(b) é mínimo absoluto de f se f(b) é o menor elemento de D
′

f , isto é, se para todo

o x de Df : f(b) ≤ f(x).

• f(a) é máximo relativo de f se existir um intervalo aberto ]x1, x2[ 
ontido no domínio

de f e 
ontendo o ponto a, tal que para todo o x ∈]x1, x2[, f(a) ≥ f(x). a diz-se um

maximizante da função.

• f(b) é mínimo relativo de f se existir um intervalo aberto ]x1, x2[ 
ontido no domínio

de f e 
ontendo o ponto b, tal que para todo o x ∈]x1, x2[, f(b) ≤ f(x). b diz-se um

minimizante da função.

Repare-se que, de a
ordo 
om esta última de�nição, os extremos relativos só podem

o
orrer em pontos interiores ao domínio da função, o que é uma restrição pou
o usual e,

do nosso ponto de vista, insatisfatória.

2.2 Extremos de funções polinomiais

Consideremos uma função polinomial f de grau n,

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x+ a0,


om domínio D = R a an 6= 0, que sabemos ser uma função 
ontínua.

Para que f tenha um extremo em x = p é ne
essário que p seja uma raíz de

multipli
idade par do polinómio

Pp(x) = f(x)− f(p). (2.1)

Isto é,

Pp(x) = a(x− p)2kh(x),

para algum inteiro k > 0 e a 6= 0, sendo h(x) um polinómio de grau n−2k que não se anula

em x = p. Efetivamente, a multipli
idade par da referida raiz impõe-se pois o polinómio

P (x) = f(x)− f(p) terá de manter o sinal numa vizinhança su�
ientemente pequena de p.

Este sinal será então determinado pelo sinal de ah(x), que não vai variar numa vizinhança

de p su�
ientemente pequena, uma vez que ah(x) é 
ontínua e ah(p) 6= 0. Assim:

4
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• se Pp(x) > 0 numa 
erta vizinhança de p, 
om x 6= p, então f(p) é um mínimo

relativo;

• se Pp(x) < 0 numa 
erta vizinhança de p, 
om x 6= p, então f(p) é um máximo

relativo.

Se a função polinomial f de grau n tiver um extremo relativo em p, então, para os

graus mais baixos, P (x) assume a seguinte forma:

• para n = 2, Pp(x) = a(x− p)2;

• para n = 3, Pp(x) = a(x− p)2(x− q), 
om q 6= p;

• para n = 4, Pp(x) = a(x − p)2h(x), 
om h(x) um polinómio de grau 2 para o qual

h(p) 6= 0, ou Pp(x) = a(x− p)4.

2.2.1 Existên
ia de extremos absolutos para funções polinomiais.

Caso n seja par e an > 0, então limx→±∞ f(x) = +∞, o que signi�
a, por 
ontinuidade,

que f admite um mínimo absoluto em R mas não um máximo absoluto. Do mesmo modo,


aso n seja par e an < 0, vamos ter limx→±∞ f(x) = −∞; 
onsequentemente, f admite

um máximo absoluto em R mas não um mínimo absoluto.

Por outro lado, a função polinomial não admite extremos absolutos quando n é ímpar,

uma vez que neste 
aso vamos ter limx→±∞ f(x) = ±∞ se an > 0 e limx→∓∞ f(x) = ±∞
se an < 0.

2.2.2 Extremos de funções quadráti
as

Consideremos a função quadráti
a

f(x) = ax2 + bx+ c


om domínio D = R e a 6= 0. Se esta função tem um extremo em x = p, então p vai ser

uma raíz de multipli
idade 2 do polinómio

Pp(x) = f(x)− f(p) = ax2 + bx+ c− k,


om k = f(p). Assim,

ax2 + bx+ c− k = a(x− p)2 = ax2 − 2apx+ ap2.

Igualando os 
oe�
ientes, vamos obter o sistema

{

b = −2ap

c− k = ap2
⇔

{

p = − b
2a

k = c− b2

4a .

Assim, f tem um úni
o extremo. Tendo em 
onta o que vimos na Se
ção 2.2.1, este é

ne
essariamente um extremo absoluto. Mais pre
isamente:

5
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• se a > 0, então f(p) = −b2+4ac
4a é um mínimo absoluto e p = − b

2a um minimizante de

f .

• se a < 0, então f(p) = −b2+4ac
4a é um máximo absoluto e p = − b

2a um maximizante

de f .

2.2.3 Extremos de funções 
úbi
as

Consideremos uma função 
úbi
a

f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d,


om domínio D = R e a 6= 0. Sabemos à partida que f não admite extremos absolutos,

uma vez que tem grau ímpar. Se a função f tem um extremo relativo em x = p, então p

vai ser uma raíz de multipli
idade 2 do polinómio

Pp(x) = f(x)− f(p) = ax3 + bx2 + cx+ d− k,


om k = f(p). Assim,

ax3 + bx2 + cx+ d− k = a(x− p)2(x− q)

= ax3 + (−aq − 2ap)x2 + (ap2 + 2apq)x− aqp2,

onde q 6= p. Igualando os 
oe�
ientes, vamos obter o sistema:

{

b = −aq − 2ap

c = ap2 + 2apq
⇔

{

q = b+2ap
−a

ap2 + 2ap b+2ap
−a

− c = 0

De onde 
on
luímos que

p =
−b±

√
b2 − 3ac

3a
, q =

b+ 2ap

−a
. (2.2)

No 
aso em que b2 − 3ac = 0, então p = q = − b
3a , logo

Pp(x) = f(x)− f(p) = a
(

x+
b

3a

)3
,

o que signi�
a que f não tem extremos, relativos ou absolutos. Re
ipro
amente, uma

simples manipulação algébri
a mostra-nos que, tendo em 
onta as fórmulas (2.2), se p = q

então b2 − 3ac = 0. Por outro lado, se b2 − 3ac < 0, então p não é um número real e,


onsequentemente, f também não tem extremos, absolutos ou relativos. No 
aso b2−3ac >

0, então f tem dois extremos relativos.

6
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Exemplos 2.1. 1. Se f(x) = x3 + 3x2 + 3x + 1, então vamos ter p = q = −1, logo f

não tem extremos.

Grá�
o da função f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 1.

2. Se f(x) = x3 + x2 + 2x− 1, então b2 − 3ac < 0, ou seja p não é número real, logo f

não tem extremos.

Grá�
o da função f(x) = x3 + x2 + 2x− 1.

3. Se f(x) = x3 − 4x2 + 4x + 1, então b2 − 3ac = 4 > 0, ou seja f tem extremos em

p = 2 e p = 2
3 . No primeiro 
aso, temos q = 0 e

P2(x) = f(x)− f(2) = (x− 2)2x;

logo, 
omo h(x) = x é uma função positiva numa vizinhança de p = 2, podemos


on
luir que f tem um mínimo relativo em x = 2. Para p = 2
3 , temos q = 8

3 e

P 2

3

(x) = f(x)− f
(2

3

)
=

(
x− 2

3

)2(
x− 8

3

)
;

logo, 
omo h(x) = x− 8
3 é uma função negativa numa vizinhança de p = 2

3 , podemos


on
luir que f tem um máximo relativo em x = 2
3 .

2.2.4 Extremos de funções polinomiais de grau 4.

Para as funções polinomiais de grau quatro, a existên
ia de um eixo verti
al de simetria

permite uma abordagem simples e puramente algébri
a aos extremos da função. Assim, se

a seguinte função polinomial de grau quatro

f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e

7
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Grá�
o da função f(x) = x3 − 4x2 + 4x+ 1.

admite a reta x = m 
omo eixo de simetria, a translação do seu grá�
o asso
iada ao vetor

(−m,−f(m)) vai 
orresponder a uma função par g, ou seja,

g(x) = f(x+m)− f(m)

é uma função par.

Observação 1. Qualquer translação do grá�
o de uma função preserva os máximos e

mínimos relativos, isto é, se f tem um máximo relativo em x0 e o grá�
o de g é obtido, a

partir do grá�
o de f , por translação asso
iada ao ve
tor (u1, u2), então g terá um máximo

relativo em x0 + u1.

Efe
tuando as devidas substituições na expressão de f , obtemos:

g(x) = ax4 + (4am+ b)x3 + (6am2 + 3bm+ c)x2 + (4am3 + 3bm2 + 2cm+ d)x.

Como g é uma função par, os 
oe�
ientes de x3 e x terão de ser iguais a zero, assim:

{

4am+ b = 0

4am3 + 3bm2 + 2cm+ d = 0
, (2.3)

logo

m = − b

4a
.

A função g vem então dada por:

g(x) = ax4 +
(8ac− 3b2

8a

)

x2

Desta forma, o problema de en
ontrar os extremos da função polinomial f equivale ao

problema de en
ontrar os extremos de uma função par do tipo

ϕ(x) = Ax4 +Cx2 +E.

Repare-se que x = 0 é sempre uma raíz de multipli
idade par do polinómio P0(x) =

ϕ(x) − ϕ(0). Temos então dois 
asos possíveis: x = 0 é uma raíz de ordem 4 ou x = 0 é

uma raíz de ordem 2.

1. No primeiro 
aso (x = 0 é uma raíz de ordem 4), podemos es
rever P0(x) = Ax4 e,


onsequentemente, ϕ(x) = Ax4 + E. Já sabemos que ϕ tem um extremo em x = 0,

8
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vamos de seguida veri�
ar que função ϕ não tem mais nenhum extremo. Tomando

p 6= 0, repare-se que

Pp(x) = ϕ(x)− ϕ(p) = A(x4 − p4) = A(x− p)(x+ p)(x2 + p2),

logo p é uma raíz de Pp 
om multipli
idade ímpar, pelo que ϕ não tem extremo em

x = p. Considerando a translação inversa, 
on
luímos que a função f tem um úni
o

extremo, ne
essariamente extremo absoluto, em x = m. Este extremo é máximo se

a < 0 e é mínimo se a > 0.

2. No segundo 
aso (x = 0 é uma raíz de ordem 2), tendo em 
onta a simetria de Pp,


om p 6= 0, podemos es
rever:

Pp(x) = A(x− p)2(x+ p)2 = Ax4 − 2Ap2x2 +Ap4. (2.4)

Então, de (2.1) e (2.4), resulta que

Ax4 − 2Ap2x2 +Ap4 = Ax4 + Cx2 + E − (Ap4 + Cp2 + E).

Igualando os 
oe�
ientes, vamos obter o sistema:

{

C = −2Ap2

Ap4 = −Ap4 − Cp2
,

de onde 
onluímos que

p = ±
√

− C

2A
.

Em parti
ular, para a função g, temos A = a e

C =
8ac− 3b2

8a
,

e portanto,

p = ±
√
3b2 − 8ac

4a
. (2.5)

Para en
ontrar os extremos da função f , efe
tuamos a translação inversa de modo a


on
luir que estes o
orrem nos pontos x = p + m, 
om p = 0 ou p dado por (2.5).

Ou seja,

x = − b

4a
, x =

−b±
√
3b2 − 8ac

4a
. (2.6)

Exemplos 2.2. 1. Consideremos a função polinomial

f(x) = x4 − 8x3 + 22x2 − 24x+ 9,


om domínio D = R. Tendo em 
onta (2.3), é fá
il de 
on
luir que a re
ta x = 2

é um eixo de simetria da função. Tomemos a função g obtida por tranlação de f

9
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asso
iada ao ve
tor (−2,−f(2)):

g(x) = x4 − 2x2.

É 
laro que x = 0 é uma raíz de multipli
idade 2 do polinómio

P0(x) = g(x) − g(0).

Assim, estamos no segundo 
aso a
ima des
rito. Consequentemente, de a
ordo 
om

(2.6), f tem extremos nos pontos x = 1, x = 2 e x = 3; que 
orrespondem aos

extremos x = −1, x = 0 e x = 1 de g, respe
tivamente.

Como

P0(x) = g(x)− g(0) = x2(x2 − 2),


on
luímos que g tem um máximo relativo em x = 0, uma vez que h(x) = x2 − 2 é

negativo numa vizinhança de x = 0. Por outro lado, temos

P1(x) = g(x) − g(1) = (x− 1)2(x+ 1)2.

Logo g tem um mínimo relativo em x = 1, porque h(x) = (x+ 1)2 é positivo numa

vizinhança de x = 1. Por simetria, g também tem um mínimo relativo em x = −1.

Em 
on
lusão, f tem máximo relativo em x = 2 e tem mínimos relativos em x = 1

e x = 3. Na realidade, tendo em 
onta os resultados da Se
ção 2.2.1 e a simetria de

f , f tem mínimos absolutos em x = 1 e x = 3.

Grá�
o da função f(x) = x4 − 8x2 + 22x2 − 24x+ 9.

2. Consideremos a função polinomial

f(x) = −x4 + 4x3 − 7x2 + 6x+ 1,


om domínio D = R. Tendo em 
onta (2.3), vemos que a reta x = 1 é um eixo de

simetria da função. Tomemos a função g obtida por translação de f asso
iada ao

vetor (−1,−f(1)):

g(x) = −x4 − x2.

10
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Neste 
aso x = 0 é uma raíz de multipli
idade 2 do polinómio

P0(x) = g(x)− g(0).

Assim, estamos novamente no segundo 
aso a
ima des
rito. Apli
ando (2.6), 
on-


luímos que f tem um úni
o extremo (máximo absoluto) em x = 1.

2.3 Atividades

Nesta se
ção, apresentamos três atividades, onde é possível apli
ar os métodos que a
ima

des
revemos para o 
ál
ulo dos extremos de funções polinomiais. As duas primeiras são

ambas retiradas de [4℄. A ter
eira a
tividade trabalha um resultado que nos será útil no


apítulo seguinte.

2.3.1 Folha de alumínio

Enun
iado. Com uma folha de alumínio de dimensões 20 cm por 32 cm pretende-se 
ons-

truir um pequeno tabuleiro. Para tal é ne
essário 
ortar os 
antos todos iguais, 
onforme

ilustra a �gura seguinte:

x

x

a) Determine a expressão que permite 
al
ular a 
apa
idade do tabuleiro em função da

medida do lado dos 
antos 
ortados.

b) Qual será a dimensão do 
orte (x) de forma a que o tabuleiro tenha a 
apa
idade

máxima.

Proposta de resolução. a) Em primeiro lugar iremos determinar o domínio de va-

lores possíveis para a variável x (dimensão do 
orte). Depois de efetuados os 
ortes, o


omprimento, a largura e a altura do tabuleiro serão dadas, respe
tivamente, por 32− 2x,

20− 2x e x. Assim, e 
omo estamos a falar de 
omprimentos, teremos ne
essariamente de

ter as seguintes restrições:

32− 2x > 0, 20 − 2x > 0, x > 0.

Resolvido o sistema de inequações, 
on
luímos que x ∈]0; 10[.

11



Problemas de Otimização

Por outro lado, a expressão que nos vai dar a 
apa
idade do tabuleiro é:

C(x) = (32− x)(20 − 2x)x = 4x3 − 104x2 + 640x,

uma função polinomial de grau 3.

b) Apli
ando a fórmula (2.2), vemos que a função C tem extremos nos pontos x = 40
3

e x = 4. Como

40
3 não perten
e ao intervalo ]0; 10[, só temos de 
onsiderar o ponto x = 4.

Também por (2.2), para p = 4, temos q = 18, logo

P4(x) = C(x)− C(4) = 4(x− 4)2(x− 18).

Assim, 
omo h(x) = 4(x−18) é negativo numa vizinhança de x = 4, 
on
luímos que C tem

um máximo relativo para x = 4. Tomando 
omo domínio o intervalo ]0; 10[, este máximo

é absoluto: x = 4 cm é a dimensão do 
orte que dará ao tabuleiro maior 
apa
idade.

2.3.2 Baleias

Enun
iado. A Comissão Interna
ional para a proteção das baleias 
onstruiu, para a baleia

azul do Antár
ti
o, o seguinte modelo matemáti
o, que traduz a variação da sua população

em dois anos 
onse
utivos:

V (x) = 2× 10−6(−2x3 + 303x2 − 600x),

em que x representa, em milhares, a população de baleias.

a) Determine os valores de x (aproximados à milésima) de modo que a variação da

população seja nula.

b) Determine o maior aumento possível de uma população.

Proposta de resolução.

a) Os valores 
orrespondem aos zeros da função V :

2× 10−6(−2x3 + 303x2 − 600x) = 0 ⇔ x(−2x2 + 303x− 600) = 0.

Logo, os zeros da função V são pre
isamente x = 0 e

x =
−303±

√
87009

−4
,

ou, 
om aproximação à milésima,

x = 0, x ≈ 2, 007, x ≈ 149, 490.

b) Apli
ando a fórmula (2.2), vemos que a função V tem extremos nos pontos x = 1

e x = 100. Também por (2.2), para p = 1 e p = 100 temos, respetivamente, q = 149, 5 e

12
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q = −48, 5. Assim,

P1(x) = V (x)− V (1) = −2(x− 1)2(x− 149, 5),

P100(x) = V (x)− V (100) = −2(x− 100)2(x− 48, 5).

Como h(x) = −2(x − 149, 5) é positivo numa vizinhança de x = 1, V tem um mínimo

relativo em x = 1; 
omo h(x) = −2(x + 48, 5) é negativo numa vizinhança de x = 100,

V tem um máximo relativo em x = 100. No 
ontexto do problema, vamos 
onsiderar o

intervalo ]0;∞[ 
omo sendo o domínio de V . Relativamente a este domínio, sabemos, pela

alínea anterior, que V é positiva no intervalo ]2, 007; 149, 49[ e negativa fora deste intervalo.

Assim, V tem um máximo absoluto em x = 100 ∈]2, 007; 149, 49[, ou seja, o maior aumento

possível a
onte
e quando a população atingir as 100 000 baleias.

2.3.3 Problema isoperimétri
o para quadriláteros.

Enun
iado. De todos os quadriláteros 
om os lados iguais a um 
erto l dado, qual o que

tem maior área?

Proposta de resolução.

Consideremos um quadrilátero, 
om os lados iguais a um 
erto l > 0, dividido por

uma das suas diagonais. Vamos estudar 
omo varia a área dos triângulos 
ongruentes

assim obtidos 
om a dimensão da diagonal 2h. Finalmente vamos en
ontrar o triângulo

que maximiza a área e, 
omo 
onsequên
ia, qual o quadrilátero 
om os lados iguais a l de

maior área.

l

2h

A

B

C

D
b

b

b

b

Tomemos então o triângulo isós
eles △ABC, em que |AC| = |BC| = l e |AB| = 2h.

Como a altura b deste triângulo é dada por

b =
√

l2 − h2,

a sua área Ah é

Ah =
2h

√
l2 − h2

2
.

Consideramos Ah 
omo função de h no domínio ]0; l[. Como Ah é positiva para valores de

h nesse domínio, o maximizante de A2
h em ]0; l[ é também maximizante de Ah em ]0; l[.

13
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Para

A2
h = h2(l2 − h2) = −h4 + l2h2,

que é uma função par (h = 0 é um eixo de simetria da função), podemos apli
ar a fórmula

(2.6): a função Ah tem extremos nos pontos

h = 0, h = −l

√
2

2
, h = l

√
2

2
.

Como h = 0 e h = −l
√
2
2 não perten
em ao domínio, então h = l

√
2
2 é máximo da função

(tendo por base o des
rito no primeiro exemplo da Se
ção 2.2.4 e pelo fa
to de a < 0).

Comparando as medidas dos lados do triângulo, 
on
luímos que elas satisfazem a relação

do teorema de Pitágoras:

l2 + l2 = (l
√
2)2

Assim, o triângulo que maximiza a área é o triângulo retângulo 
om 
atetos iguais a l, logo

o quadrilátero 
om os lados iguais a l de maior área vai ser o quadrado.
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Capítulo 3

Desigualdade isoperimétri
a

Nesta se
ção vamos abordar o problema da desigualdade isoperimétri
a. Começamos por

fazer referên
ia à 
hamada �Lenda de Dido", que é tida 
omo despoletadora da análise deste

tipo de problemas � pro
urar superfí
ies de maior área �xado o seu perímetro. Para 
on
re-

tizar o que nos propomos, vamos referir duas abordagens: a primeira devido a Zenodorus

e a segunda a Steiner. A abordagem referente a Zenodorus, essen
ialmente geométri
a,


ulmina 
om a prova de que, �xado um perímetro P > 0, o 
ír
ulo de perímetro P en-


erra maior área do que qualquer polígono 
om o mesmo perímetro. O 
aminho para esta


on
lusão apresenta um argumento pou
o 
onvin
ente na prova de que, entre os polígonos

equiláteros, os que têm maior área são os equiangulares. No entanto, vamos dar alguns


ontributos para este assunto, estudando os 
asos parti
ulares do triângulo e do quadrilá-

tero. A abordagem de Steiner diz respeito à simetrização de superfí
ies 
om vista a obter

�guras 
om 
ada vez mais eixos de simetria, terminando no 
ír
ulo e 
on
luindo que esta

forma é a que en
erra mais área.

Neste 
apítulo iremos denotar por AB o segmento 
om extremos nos pontos A e B; o


omprimento de AB será denotado por |AB|.

3.1 Um pou
o de história

A lenda de Dido (ou Elisa) faz parte do Cânti
o I da obra épi
a �Eneida", es
rita pelo

grande poeta romano Virgílio (70 a.C. a 19 a.C.). Dido, que viveu no sé
ulo IX a.C., era

uma prin
esa fení
ia da 
idade de Tiro, situada nas margens do Mediterrâneo, lo
alizada

onde hoje é o Líbano. O rei Pigmaleão, seu irmão, assassinou-lhe o marido (seu tio), o

grande sa
erdote Arquebas, 
om vista a apoderar-se dos seus tesouros. Temendo pela sua

vida, Dido fugiu de navio, levando o tesouro referido, 
om um grande número de seguidores

dispostos a fundar uma nova 
idade, "Qart Hadash"(Cartago). No lugar es
olhido para

ser Cartago (norte da Áfri
a, nas margens do Mediterrâneo, onde hoje se situa a Tunísia)

tentou 
omprar terras ao rei lo
al, Jarbas da Numídia, para que se pudessem estabele
er.

O a
ordo que 
onseguiu 
om o rei foi que só teria em terras o que pudesse abranger 
om

a pele de um boi. Dido, revelando o quanto era inteligente, de
idiu pedir ao seu grupo

que 
ortasse a pele em tiras tão �nas quanto possível, unisse todas e 
olo
assem num

semi
ír
ulo usando a praia (no mediterrâneo) 
omo diâmetro.
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3.2 Problemas isoperimétri
os

3.2.1 Zenodorus

A ideia geral do argumento Zenodorus para provar que o 
ír
ulo tem uma área maior

que qualquer polígono 
om o mesmo perímetro pode ser en
ontrada em [1℄. De seguida

revisitamos este argumento 
om um pou
o mais de detalhe.

Teorema 1. De todos os triângulos 
om a mesma base e o mesmo perímetro, o isós
eles

é o que tem maior área.

Demonstração: Para esta demonstração seguimos [3℄. Seja △ABC o triângulo isós
eles


om base AB e seja △ABD outro triângulo 
om a mesma base e o mesmo perímetro.

Temos então:

|AC|+ |BC| = |AD|+ |BD|. (3.1)

Como △ABD tem o mesmo perímetro que △ABC, mas não é isós
eles, um dos seus

lados, por exemplo o lado AD, satisfaz |AD| > |AC|, enquanto o outro lado BD satisfaz

|BD| < |AC|. Veri�quemos que o segmento AD interse
ta BC num ponto E, 
om E 6= D,

tal 
omo ilustra a �gura seguinte.

A B

C
DE

b b

b

b

b

Efetivamente, no 
aso de não existir a interse
ção, temos quatro hipóteses:

1. o vérti
e D é interior a △ABC;

2. o vérti
e D está sobre algum dos seus lados;

3. o vérti
e C está no interior de △ABD;

4. o vérti
e C está sobre algum dos lados de △ABD.

Suponha-se que D está no interior de △ABC e que E é a interse
ção de BC 
om o

prolongamento de AD.

A B

C

D

E

b

b

b

b

b

Pela desigualdade triangular,

|AC|+ |CE| > |AD|+ |DE|. (3.2)
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Também pela desigualdade triangular,

|DE|+ |EB| > |BD|. (3.3)

Somando as desigualdades (3.2) e (3.3), obtemos

|AC|+ |CE|+ |EB|
︸ ︷︷ ︸

=|CB|

+|DE| > |AD|+ |BD|+ |DE|,

de onde se 
on
lui

|AC|+ |CB| > |AD|+ |DB|,

o que 
ontradiz a hipótese (3.1), logo D não está no interior de △ABC. De forma seme-

lhante é possível veri�
ar que nenhuma das restantes hipóteses pode o
orrer.

Retomemos a demonstração do teorema. Uma vez que

∡EAB < ∡CAB = ∡EBA

e sabendo que ao maior ângulo de um triângulo se opõe o maior lado, temos |EB| < |AE|.
Assim podemos �xar F em AE 
om |EF | = |EB|. Consideremos também G em EG 
om

A B

C
DE

F

G

b bb

b

b

b

b

b

b b

|EG| = |ED|. Para tal ser possível, é ne
essário veri�
ar que |EG| < |EC|. Como o

triângulo △EFG é 
ongruente 
om △EBD (
ritério LAL), temos

|FG| = |BD|.

Assim, tendo também em 
onta (3.1),

|AC|+ |BC| = |AF |+ |FD|+ |FG| = |AF |+ |BG|+ |FG|
= |AF |+ |BC| ± |CG|+ |FG|.

Logo

|AC| = |AF | ± |CG|+ |FG|.

Temos ± pois ainda não sabemos se G está situado em EC. No entanto, a alternativa

|AC| = |AF |+ |FG|+ |CG|,

que 
orresponde a G estar fora de EC, 
ontradiz a desigualdade triangular.
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Representemos a área de um triângulo 
om vérti
es em X, Y e Z por △XY Z. Temos

T (ABC) = T (ABE) + T (EFG) + (T (AFG) + T (ACG))

= [T (ABE) + T (BDE)] + [T (AFG) + T (ACG)]

= T (ABD) + (T (AFG) + T (ACG)),

de onde se 
on
lui: T (ABC) > T (ABD).

Podemos fazer uma abordagem algébri
a a esta demonstração, usando a fórmula de

Herão e os resultados do 
apítulo anterior. Seja p = 1
2 (a+ b+ c) o semi-perímetro de um

triângulo de lados de 
omprimento a, b e c. Podemos obter a área A do referido triângulo

apli
ando a fórmula de Herão:

A =
√

p(p− a)(p − b)(p − c).

Vamos então ver, nas 
ondições do teorema, que relação tem que existir entre os lados do

triângulo para que a sua área A seja máxima. Assim, �xamos p e um dos lados (base), por

exemplo c. Denotamos k := p − c e, após as devidas substituições, maximizar A equivale

a maximizar

A2 = p(p− a)(p − b)k.

Como a+ b = 2p− c ou seja b = 2p − a− c, tem-se

A2(a) = pk(−a2 + (p+ k)a− pk),

que, tendo em 
onta os resultados da se
ção 2.2.2, tem um máximo em

a =
p+ k

2
=

2p − c

2
,

donde se 
on
lui que a = b o que permite 
on
luir que o triângulo de maior área (nas


ondições do teorema) é o isós
eles.

Teorema 2. De entre todos os polígonos 
om o mesmo perímetro e o mesmo número de

lados, o que tem maior área deverá ser regular.

A B

D C

P

Demonstração: É fá
il de povar que o polígono de maior área tem de ser equilátero: se P
é um polígono não regular, então dois dos seus lados 
onse
utivos, digamos AC e BC não
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são 
ongruentes; podemos então substituir o vérti
e C por um ponto D, de forma a que

△ABD seja isós
eles e tenha o mesmo perímetro que o triângulo △ABC; pelo teorema

anterior, o novo polígono, para além de ter o mesmo perímetro, tem maior área que P. No
entanto, o argumento apresentado por Zenodorus não é totalmente 
onvin
ente na prova

que o polígono de maior área é equiangular. Para quadriláteros tal é feito nas atividades

do 
apítulo anterior.

Teorema 3. Para polígonos regulares 
om o mesmo perímetro, mais lados impli
a maior

área

Demonstração: Consideremos o apótema h de um polígono regular, tal 
omo se ilustra

na �gura seguinte. A área do polígono é metade do produto do apótema pelo perímetro

h
α

P . Se aumentarmos o número de lados n, mantendo o perímetro P , o lado do polígono

regular diminui. Provemos então que o apótema h aumenta, o que impli
a que a área do

polígono também aumenta:

Denotemos o apótema do polígono de n lados por h(n). Como α = (n−2)π
2n , vamos ter

h(n) =
P

2n
tgα =

P

2n
tg
((n− 2)π

2n

)

=
P

2n
tg
(π

2
− π

n

)

=
P

2n
cotg

π

n
(3.4)

A derivada de h(n) é então dada por:

h′(n) =
P

2

π
n2

1
sen2(π

n
)
n− cotg π

n

n2
=

Pπ

2n3sen2
(
π
n

)

︸ ︷︷ ︸

=Xn

{

1− n

π
sen

π

n
cos

π

n

}

= Xn

{

1− sen(2π
n
)

2π
n

}

.

Provando que

senx
x

< 1 para todo x > 0, podemos 
on
luir que h′(n) > 0. Para tal,


onsideremos a seguinte �gura, onde |OC| = 1.
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O

A

B
C

x

x

b b

b

b

Como a área do triângulo △OBC é dada por

T (OBC) =
1

2
|AB||OC| = senx

2
,

que obviamente é menor que a área do setor 
ir
ular OAC, sendo esta igual a

x
2 , vamos

ter senx < x. Fi
ou assim provado que o apótema aumentou e por 
onseguinte a área do

polígono também.

Teorema 4. O 
ír
ulo tem maior área que qualquer polígono 
om o mesmo perímetro.

Demonstração: Fixemos P > 0. Para a nossa demostração vamos 
onsiderar poligonos

regulares de perímetro P , uma vez que estes en
erram maior área que todos os outros 
om

o mesmo perímetro. Começamos por mostrar que o apótema de qualquer polígono regular

de perímetro P é menor que o raio do 
ír
ulo 
om o mesmo perímetro.

O raio r do 
ír
ulo é dado por r = P
2π . Por outro lado, o apótema de um polígono

regular 
om n lados e perímetro P é dado pela fórmula (3.4). Assim, r > h(n) se e só se

tg
π

n
>

π

n
.

Resta-nos veri�
ar que tg x > x para todo x ∈]0; π2 [. Consideremos a seguinte �gura, onde

novamente |OC| = |OA| = 1.

O

A

B C

x D
b b

b

b b

Como os triângulos △OBA e △OAD são semelhantes (
ritério AA), temos

|AD|
|AB| =

|OA|
|OB| ,
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logo

|AD| = |AB| |OA|
|OB| =

|AB|
|OB| =

senx

cosx
= tg x.

Como a área do triângulo △OAD é dada por

T (OBC) =
1

2
|OA||AD| = tg x

2
,

que obviamente é maior que a área do setor 
ir
ular OAC, sendo esta igual a

x
2 , vamos ter

tg x > x. Con
luímos assim que r > h(n) para todo o n.

Então, denotando por A(n) a área do polígono regular 
om n lados e de perímetro P

e por AP a área do 
ír
ulo 
om perímetro P , vamos ter

A(n) =
1

2
h(n)P <

1

2
rP = AP .

3.2.2 Simetrização de Steiner

O argumento de Zenodorus 
ompara a área limitada por polígonos e 
ir
unferên
ias de igual

perímetro. De seguida vamos 
onsiderar 
urvas fe
hadas mais gerais: �xado um P > 0,

qual é a 
urva fe
hada 
om 
omprimento P que en
erra maior área? Como vimos, desde a

antiguidade que se sabe que esta 
urva é uma 
ir
unferên
ia. No entanto, a demonstração

rigorosa deste resultado é relativamente re
ente (apresentada pela primeira vez por H. A.

S
hwarz em 1890).

Não é a demonstração de S
hwarz que vamos apresentar, mas sim um método intro-

duzido por J. Steiner [7℄, a 
hamada �simetrização", que vale muito mais pela riqueza da

ideia subja
ente do que pelo seu rigor original. A nossa exposição segue de perto aquela

que é adotada em [6℄. Efetivamente, este método é ainda hoje apli
ado na resolução de

muitos problemas varia
ionais.

O argumento de Steiner (em traços gerais) reside no seguinte:

1. Seja D uma superfí
ie plana e seja C a 
urva que a en
erra. Tomemos uma reta

l e desenhemos as perpendi
ulares a esta de modo a obter a superfí
ie Dl, que é

simétri
a relativamente a l. Esta superfí
ie Dl é obtida do seguinte modo: tomemos

uma perpendi
ular l′ a l; seja M a interseção entre l e l′ e 
onsiderem-se os pontos
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M1 e M2, em l′, de tal modo que M seja o ponto médio do segmento M1M2 e


ujo 
omprimento é igual ao da interseção de l′ 
om a superfí
ie D. Repetindo este

pro
esso para todas as retas perpendi
ulares l′ obtemos a superfí
ie plana Dl, tal


omo se ilustra na �gura anterior.

2. A superfí
ie Dl tem a mesma área do que a superfí
ie D, mas a 
urva Cl tem menor


omprimento.

3. Pro
edendo do mesmo modo relativamente à superfí
e Dl e a uma outra re
ta não

paralela a l, vamos obter uma nova superfí
ie 
om um novo eixo de simetria. Se

repetirmos re
ursivamente o pro
esso, no limite vamos obter uma superfí
ie 
om

in�nitos eixos de simetria, isto é uma 
ir
unferên
ia 
om a mesma área da superfí
ie

original, mas 
om menor perímetro, o que é su�
iente para 
on
luir que, de entre

todas as 
urvas 
om 
omprimento �xado, a 
ir
unferên
ia é a que en
erra maior área.

Comparemos agora a área Al e 
omprimento Ll de Dl 
om a área A e o 
omprimento L

da superfí
ie plana original D. Da de�nição de área, uma vez que o segmento M1M2 tem

o mesmo 
omprimento do que a interseção de l′ 
om a superfí
ie D, por de�nição de área

vamos ter Al = A. Demonstramos de seguida que L ≥ Ll. Consideremos os dois trapézios

N1N
′
1N

′
2N2 e M1M

′
1M

′
2M2, relativamente à �gura anterior. Temos |M1M2| = |N1N2|

e |M ′
1M

′
2| = |N ′

1N
′
2|. Por simetria, temos também |M1M

′
1| = |M2M

′
2|. Apli
ando a

desigualdade triangular, resulta que

2|M2M
′
2| ≤ |N1N

′
1|+ |N2N

′
2|.

Fazendo M ′
1 e M ′

2 �muito próximos"de M1 e M2, respe
tivamente, e tomando a soma do


omprimento de todos esses segmentos, obtemos L ≥ Ll.

Desenhemos uma outra reta r. Pro
edendo 
omo para Dl, obtemos a superfí
ie Dlr,

que vai ter mais simetrias, a mesma área Alr = A e uma fronteira 
om menor 
omprimento

Llr. Continuando o pro
esso vamos obter, no limite, o 
ír
ulo D0. Representando por
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A(D0), L(D0), a área e o 
omprimento da fronteira do 
ír
ulo D0 vamos ter:

{

A = Al = Alr = ... = A(D0),

L ≥ Ll ≥ Llr ≥ ... ≥ L(D0).

Mas para o 
ír
ulo D0, 4πA(D0) = L(D0)
2
, o que impli
a que

4πA ≤ L2,

ou seja a superfí
ie D tem menor àrea que o 
ír
ulo de perímetro L.

A última �gura ilustra 
omo o pro
esso de simetrização de Steiner produz superfí
ies


om um número 
res
ente de simetrias.
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