oY

o
T Gy pnt

UNIVERSIDADE DA BEIRA INTERIOR

Ciéncias

Problemas de Otimizacao em Matematica
Elementar

José de Ascencao Abrantes Monteiro

Dissertagao para obtencao do Grau de Mestre em

Matematica para Professores
(2° ciclo de estudos)

Orientador: Prof. Doutor Rui Miguel Nobre Martins Pacheco

Covilha, Outubro de 2014



Problemas de Otimizacao

Dedicatoria

Aos trés (Emilia, Ana e Joao), que comigo formam uma unidade indivisivel.

ii



Problemas de Otimizacgao

Agradecimentos

Ao Professor Doutor Rui Pacheco, pela competéncia cientifica, determinagao e rigor com
que acompanhou este trabalho. Pela disponibilidade revelada e ajuda ao longo desta
caminhada, pela pertinéncia das suas observacoes, pelas criticas e sugestoes que foram
determinantes na conclusao deste trabalho.

Aos meus filhos, Jodo Francisco e Ana Margarida, pelo apoio que prestaram e gosto
que mostraram em ter o pai a atingir esta meta, o que foi motivador e determinante na
sua ultrapassagem.

A minha esposa Emilia, companheira e ctimplice nesta espiral de emocdes que é a vida,

pelo apoio e compreensao que foram estimulo para a superacao deste desafio.

iii



Problemas de Otimizacao

v

O pouco que sei devo-o & minha ignordncia.

Sacha Guitry



Problemas de Otimizacgao

Resumo

Neste trabalho apresentamos a resolugao de alguns problemas de otimizagao recorrendo
preferencialmente a processos geométricos e algébricos elementares. Foi nossa intengao
apresentar uma abordagem alternativa ao célculo para a sua resolucao. No primeiro capi-
tulo, estudamos o problema de encontrar os extremos de fun¢des polinomiais de baixo grau.
No segundo capitulo, apresentamos os argumentos geométricos de Zenodorus e de Steiner
para a demonstragao da famosa desigualdade isoperimétrica: de entre todas as curvas com

um certo comprimento fixado, a circunferéncia é a que encerra maior area.

Palavras-chave

otimizagao, extremos, fun¢des polinomiais, desigualdade isoperimétrica.
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Abstract

In this work we present the resolution of some optimization problems preferably using
elementary geometric and algebraic processes. It was our intention to present an approach
alternative to calculus in their solving. In the first chapter, we study the problem of finding
the extremes of low degree polynomial functions. In the second chapter, we present the
arguments of Zenodorus and Steiner for the demonstration of the famous isoperimetric
inequality: among all curves with a certain fixed length, the circumference is the one with

the largest area.

Keywords

optimization, extremes, polynomial functions, isoperimetric inequalities.
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Capitulo 1
Introducao

O desenvolvimento/construcao deste trabalho foi motivado pela resolugao de problemas de
otimizagao recorrendo preferencialmente a processos geométricos e algébricos elementares.
Também foi nossa intencao que os conhecimentos matemaéticos para a leitura deste trabalho

nao fossem além daqueles que sao lecionados no ensino secundério, nomeadamente:
e Nocao de tangente, limites e continuidade;

e Fatorizacao de polinémios, raizes de um polinémio e sua multiplicidade, teorema do

resto;
e Resolugao de sistemas de equagoes;
e Conhecimentos elementares de geometria euclidiana.

Assim, no capitulo 2, e tendo por base o artigo [5], vamos estudar os extremos de
funcoes polinomiais de baixo grau (quadréticas e cibicas). Vamos ainda estender esta
metodologia & obtengdo dos extremos de algumas fung¢des polinomiais de grau quatro, nao
referenciadas pelo autor citado. Este capitulo terminard com exemplos cuja exploracao
espelhara as conclusodes obtidas.

No capitulo seguinte, abordaremos os chamados problemas isoperimétricos, ou seja,
encontrar, de entre um certo conjunto de superficies planares com o0 mesmo perimetro, as
que encerram maior area. Comegamos por fazer referéncia a lenda de Dido, que deu o mote
ao estudo destes problemas, e, de seguida, apresentamos as ideias de dois autores que os
estudaram. Zenodorus mostrou que é o circulo que tem a maior area quando comparada
com todos os poligonos que tém perimetro igual ao seu. A demonstracao que Zenodorus
apresentou tem, no entanto, uma lacuna, que reside na pouco clareza da demonstracao
de que, entre os poligonos equildteros, sao os equiangulares que encerram maior &area.
Vamos mesmo assim estudar como Zenodorus a concretizou, baseando-se em argumentos
geométricos e visualizacao de figuras. Quanto & lacuna que apresenta, vamos dar alguns
contributos que consistem na sua verificacao para tridngulos e quadrilateros. Encerramos
este capitulo com uma das abordagens que Steiner fez a este tipo de problemas. Steiner vai
mais além, considerando superficies planas arbitrarias e certas transformacoes geométricas
(simetrizacao) a operarem sobre elas que nao alteram a sua area, mas que introduzem
novos eixos de simetria. Este processo pode ser repetido tantas vezes quanto as necessérias
de forma a se obter uma figura que tenha tantos eixos de simetria quanto se queira. No
limite, a superficie obtida tem eixos de simetria em qualquer direcdo: um circulo, que é
a superficie que, de todas as de igual perimetro, encerra maior drea. Neste captitulo as

nossas principais referéncias sao o artigo de V. Blasjo [1] e o livro de N. Kazarinoff [3].
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Pretendemos assim apresentar uma abordagem alternativa ao calculo na resolucao de
problemas de otimizagao, bem como mostrar que a geometria e a algebra podem ter um

papel relevante em alguns destes problemas.
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Capitulo 2

Extremos de funcoes polinomiais

Para obter os extremos de uma func¢ao, no ensino secundéario sao adotadas duas abordagens:
com os alunos de Matemética A usamos o céalculo diferencial, que s6 é suficientemente
dominado para este objetivo no decorrer do 12° ano; com os alunos de Matematica B
recorre-se a0 uso da calculadora gréafica, sendo que neste caso s6 temos a garantia de valores
aproximados. Serd que é possivel uma abordagem sem o auxilio do célculo diferencial ou
da calculadora grafica? Certamente que, para uma fungdo em geral, serdo necessérias as
ferramentas anteriores. No entanto, tendo por base o artigo [5] iremos ver, neste capitulo,
uma abordagem alternativa para fungoes polinomiais de baixo grau, a saber: funcoes
quadraticas, cibicas e, nao referidas neste artigo, algumas de grau quatro. Esta abordagem
serd concretizada com recurso a conceitos basicos de geometria e alguns conhecimentos de

funcoes e das suas caracteristicas. Estes conhecimentos terao de passar por:
e Nocao de tangente, limites e continuidade;

e Fatorizacao de polinémios, raizes de um polinémio e sua multiplicidade, teorema do

resto;
e Resolucao de sistemas de equacoes.

Esta seccao terminard com propostas de atividades, retiradas de manuais do Ensino

Secundério, que ilustrardo as ideias desenvolvidas.

2.1 Definicao de extremo de uma fungao.

No manual [2] para a disciplina de Matematica A, as defini¢coes de extremo absoluto e
extremo relativo, que iremos adotar ao longo deste trabalho, sao apresentadas do seguinte

modo:

Definicao 1. e Uma funcdo f, de dominio D, tem um méximo absoluto num ponto
a do seu dominio se f(x) < f(a), para todo o x € D. Diz-se que f(a) é o méximo

absoluto e que a é um maximizante de f.

e Uma fungao f, de dominio D, tem um minimo absoluto num ponto b do seu dominio
se f(z) > f(b), para todo o x € D. Diz-se que f(b) é o minimo absoluto e que b é

um minimizante de f.

e Uma funcao f, de dominio D, admite um méaximo relativo num ponto a do seu
dominio, se existir uma vizinhanga de centro a — V' (a) — tal que f(z) < f(a), para

todo o z € V(a) N D. Neste caso, f(a) é maximo relativo e a é um maximizante de

I
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e Uma fun¢do f, de dominio D, admite um minimo relativo num ponto b do seu
dominio, se existir uma vizinhanga de centro b — V(b) — tal que f(z) > f(b), para

todo o x € V(b) N D. Neste caso, f(b) ¢ minimo relativo e b ¢ um minimizante de f.

Por outro lado, os mesmos conceitos sao apresentados no manual [4] para a disciplina

de Matematica B com algumas diferencas:

Definicao 2. Seja f uma funcao real de varidvel real de dominio Dy¢,a € Dy e b€ Dy.

e f(a) é maximo absoluto de f se f(a) é o maior elemento de D}, isto &, se para todo
oxde Dy: f(a) > f(x).

e f(b) é minimo absoluto de f se f(b) é o menor elemento de D}, isto é, se para todo
ox de Dy: f(b) < f(x).

e f(a)é maximo relativo de f se existir um intervalo aberto |x1, z2[ contido no dominio
de f e contendo o ponto a, tal que para todo o x €|x1,z2[, f(a) > f(x). a diz-se um

maximizante da funcao.

e f(b) é minimo relativo de f se existir um intervalo aberto |z, z2[ contido no dominio
de f e contendo o ponto b, tal que para todo o x €]z, z2[, f(b) < f(z). b diz-se um

minimizante da funcao.

Repare-se que, de acordo com esta ultima definicdo, os extremos relativos s6 podem
ocorrer em pontos interiores ao dominio da funcao, o que é uma restricdo pouco usual e,

do nosso ponto de vista, insatisfatoria.

2.2 Extremos de funcoes polinomiais

Consideremos uma fun¢ao polinomial f de grau n,
f(z) = apa™ + ap_ 12" 1+ ...+ a1z + ao,

com dominio D =R a a, # 0, que sabemos ser uma func¢ao continua.
Para que f tenha um extremo em x = p é necessario que p seja uma raiz de

multiplicidade par do polinémio

Pp(z) = f(z) = f(p)- (2.1)

Isto é,
Py(x) = a(z — P)%h(x),

para algum inteiro k£ > 0 e a # 0, sendo A(z) um polinomio de grau n— 2k que nao se anula
em r = p. Efetivamente, a multiplicidade par da referida raiz impoe-se pois o polinémio
P(x) = f(z) — f(p) tera de manter o sinal numa vizinhanga suficientemente pequena de p.
Este sinal serd entdo determinado pelo sinal de ah(zx), que ndo vai variar numa vizinhanga

de p suficientemente pequena, uma vez que ah(z) é continua e ah(p) # 0. Assim:

4
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e se Py(xz) > 0 numa certa vizinhanga de p, com x # p, entdo f(p) é um minimo

relativo;

e se P,(z) < 0 numa certa vizinhanca de p, com = # p, entdo f(p) é um maximo

relativo.

Se a funcao polinomial f de grau n tiver um extremo relativo em p, entdo, para os

graus mais baixos, P(z) assume a seguinte forma:

e para n =2, Py(x) = a(z — p)%

e para n =3, Py(z) = a(z — p)*(z — q), com q # p;

(x — p)2h(z), com h(x) um polinémio de grau 2 para o qual

(z —p)*.

e paran =4, Py(x) =
h(p) # 0, ou Py(x)

I
2 9

2.2.1 Existéncia de extremos absolutos para funcoes polinomiais.

Caso n seja par e a, > 0, entdo lim, 1~ f(z) = +00, 0 que significa, por continuidade,
que f admite um minimo absoluto em R mas nao um méaximo absoluto. Do mesmo modo,
caso n seja par e a, < 0, vamos ter lim, .1~ f(z) = —o0; consequentemente, f admite
um méximo absoluto em R mas ndo um minimo absoluto.

Por outro lado, a fun¢do polinomial ndo admite extremos absolutos quando n é impar,
uma vez que neste caso vamos ter lim,_,+o f(x) = £00 se a, > 0 e lim,_,+ f(x) = oo

se a, < 0.

2.2.2 Extremos de fun¢oes quadraticas

Consideremos a fungdo quadratica
f(z) =az®+bx+c

com dominio D = R e a # 0. Se esta fungdo tem um extremo em z = p, entdo p vai ser

uma raiz de multiplicidade 2 do polinémio
Py(x) = f(x) = f(p) = az® + bx +c— k,
com k = f(p). Assim,
ar® + bz +c—k = a(x —p)? = az® — 2apx + ap®.

Igualando os coeficientes, vamos obter o sistema

— _ b
b= —2ap N p——%Q
c—k = ap? k=c— b

Assim, f tem um dnico extremo. Tendo em conta o que vimos na Sec¢ao 2.2.1, este é

necessariamente um extremo absoluto. Mais precisamente:
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- _p2 ) . .
e sea >0, entdo f(p) = % ¢ um minimo absoluto e p = —% um minimizante de
. _p2 ) . .
e sea <0, entao f(p) = % ¢ um maximo absoluto e p = —% um maximizante
de f.

2.2.3 Extremos de funcoes cubicas

Consideremos uma fun¢ao cubica
f(z) = ax® + ba® + cx + d,

com dominio D = R e a # 0. Sabemos & partida que f ndo admite extremos absolutos,
uma vez que tem grau impar. Se a fungdo f tem um extremo relativo em x = p, entdo p

vai ser uma raiz de multiplicidade 2 do polinémio
p(@) = f(z) — f(p) = az® +bx’ 4 cx +d -k,
com k = f(p). Assim,

ar® + b’ +cx+d—k=alzx—p)i(z—q)
= az’ + (—aq — 2ap)2® + (ap® + 2apq)z — agp’,

onde ¢ # p. Igualando os coeficientes, vamos obter o sistema:
_ _ b+2ap
b= —aq— 2ap o 9= """
¢ = ap® + 2apq ap2—|—2apb+_%—c:0

De onde concluimos que

—b+ Vb2 — 3ac b+ 2ap
p= , q= ) (2.2)

3a —a

b

No caso em que b?> — 3ac =0, entdo p = ¢ = —30

logo

Poa) = f@) ~ F) = a(a+ 1)’

o que significa que f ndo tem extremos, relativos ou absolutos. Reciprocamente, uma
simples manipulagao algébrica mostra-nos que, tendo em conta as formulas (2.2), se p = ¢
entdo b?> — 3ac = 0. Por outro lado, se b?> — 3ac < 0, entdo p ndo é um ntimero real e,
consequentemente, f também ndo tem extremos, absolutos ou relativos. No caso b —3ac >

0, entao f tem dois extremos relativos.
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Exemplos 2.1. 1. Se f(z) = 2% + 322 + 3z + 1, entdo vamos ter p = ¢ = —1, logo f

nao tem extremos.

/

Grafico da fungao f(x) = 23 + 322 + 3z + 1.

2. Se f(z) = 23 4+ 22 4+ 2z — 1, entdo b? — 3ac < 0, ou seja p nio é nimero real, logo f

nao tem extremos.

Gréfico da funcio f(r) = 23 + 2% + 22 — 1.

3. Se f(z) = 2% — 422 + 42 + 1, entdo b? — 3ac = 4 > 0, ou seja f tem extremos em

p=2ep= % No primeiro caso, temos g =0 e

Py(x) = f(z) - f(2) = (z - 2)%a;

logo, como h(x) = z é uma func¢do positiva numa vizinhanca de p = 2, podemos

concluir que f tem um minimo relativo em x = 2. Para p = %, temos ¢ = % e

logo, como h(z) =z — % é uma fungao negativa numa vizinhanca de p = %, podemos
concluir que f tem um maximo relativo em x = %

2.2.4 Extremos de fungoes polinomiais de grau 4.

Para as fungoes polinomiais de grau quatro, a existéncia de um eixo vertical de simetria
permite uma abordagem simples e puramente algébrica aos extremos da fung¢ao. Assim, se

a seguinte fungdo polinomial de grau quatro

f(z) =az* + ba® +ca’ +dx +e
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|

Grafico da fungdo f(x) = 23 — 42? + 42 + 1.

admite a reta x = m como eixo de simetria, a translacao do seu grafico associada ao vetor

(—=m, —f(m)) vai corresponder a uma fung¢ao par g, ou seja,

g(x) = f(z +m) — f(m)

é uma funcao par.

Observacao 1. Qualquer translacdo do grafico de uma funcdo preserva os maximos e
minimos relativos, isto é, se f tem um méaximo relativo em g e o grifico de g é obtido, a
partir do grafico de f, por translagao associada ao vector (uj,us), entdo g terd um maximo

relativo em g + uq.

Efectuando as devidas substitui¢oes na expressao de f, obtemos:
g(x) = az* + (4am + b)z> + (6am?® + 3bm + c)2® + (4am? + 3bm? + 2cm + d)z.

Como ¢ é uma funcdo par, os coeficientes de 23 e = terdo de ser iguais a zero, assim:

dam +b=0 (2.3)
4am® 4+ 3bm? +2em +d =0’ .
logo
b
 da
A fungado g vem entao dada por:
8ac — 3b?
_ 4, (SaC— 307N o
g(x) = az™ + ( ” )x

Desta forma, o problema de encontrar os extremos da funcao polinomial f equivale ao

problema de encontrar os extremos de uma funcao par do tipo
o(r) = Azt + C2® + E.

Repare-se que z = 0 é sempre uma raiz de multiplicidade par do polinomio Py(x) =
o(x) — ¢(0). Temos entao dois casos possiveis: = 0 é uma raiz de ordem 4 ou z = 0 é

uma raiz de ordem 2.

1. No primeiro caso (x = 0 é uma raiz de ordem 4), podemos escrever Py(z) = Az? e,

consequentemente, p(z) = Axz* + E. J4 sabemos que ( tem um extremo em x = 0,
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vamos de seguida verificar que fungdo ¢ nao tem mais nenhum extremo. Tomando

p # 0, repare-se que
0 (1) = p(x) — p(p) = A(z" - p*) = A(x — p)(z + p)(2® + p?),

logo p é uma raiz de P, com multiplicidade impar, pelo que ¢ nao tem extremo em
x = p. Considerando a translagdo inversa, concluimos que a fungdo f tem um tnico
extremo, necessariamente extremo absoluto, em x = m. Este extremo é maximo se

a < 0 e é minimo se a > 0.

2. No segundo caso (x = 0 é uma raiz de ordem 2), tendo em conta a simetria de P,

com p # 0, podemos escrever:
Py(z) = A(z — p)*(z + p)? = Azt — 24p°2? + Ap*. (2.4)
Entao, de (2.1) e (2.4), resulta que
Azt — 2Ap%a? + Ap* = Azt + C2®> + E — (Ap* + Cp* + E).
Igualando os coeficientes, vamos obter o sistema:

C = —2Ap?
Ap* = —Apt — Cp?

/| C

Em particular, para a funcdo g, temos A =a e

de onde conluimos que

_ 8ac — 3b2

C :
8a

e portanto,

V3b2% — 8ac
4a '

Para encontrar os extremos da funcao f, efectuamos a translacdo inversa de modo a

p=1=+ (2.5)

concluir que estes ocorrem nos pontos x = p +m, com p = 0 ou p dado por (2.5).

Ou seja,
b —b £ v/3b% — 8ac
=——, = . (2.6)
4a 4a
Exemplos 2.2. 1. Consideremos a funcao polinomial

f(z) =z — 823 + 2202 — 24z + 9,

com dominio D = R. Tendo em conta (2.3), é facil de concluir que a recta z = 2

¢ um eixo de simetria da funcdo. Tomemos a func@o g obtida por tranlacao de f

9
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10

associada ao vector (—2, —f(2)):
g(x) = 2t — 222

E claro que = 0 ¢ uma raiz de multiplicidade 2 do polinémio

Assim, estamos no segundo caso acima descrito. Consequentemente, de acordo com
(2.6), f tem extremos nos pontos z = 1, x = 2 e x = 3; que correspondem aos

extremos x = —1, x =0 e z = 1 de g, respectivamente.

Como
Po(x) = g(x) — g(0) = 2°(2” — 2),

concluimos que g tem um méximo relativo em z = 0, uma vez que h(r) = 2% — 2 é

negativo numa vizinhanca de x = 0. Por outro lado, temos
Pi(z) = g(z) — (1) = (x — 1)*(z + 1)*.

Logo g tem um minimo relativo em x = 1, porque h(z) = (z + 1)? ¢ positivo numa
vizinhan¢a de x = 1. Por simetria, g também tem um minimo relativo em z = —1.
Em conclusdo, f tem méximo relativo em x = 2 e tem minimos relativos em =z = 1
e x = 3. Na realidade, tendo em conta os resultados da Seccao 2.2.1 e a simetria de

f, f tem minimos absolutos em z =1e x = 3.

/N

Gréfico da funcio f(z) = 2* — 822 + 2222 — 24z + 9.

2. Consideremos a fun¢ao polinomial

f(z) = —az* + 423 — 72% 4+ 62 + 1,

com dominio D = R. Tendo em conta (2.3), vemos que a reta x = 1 é um eixo de
simetria da funcdo. Tomemos a funcao g obtida por translacao de f associada ao
vetor (—1,—f(1)):

g(x) = —at — 22,
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Neste caso z = 0 é uma raiz de multiplicidade 2 do polin6mio

Assim, estamos novamente no segundo caso acima descrito. Aplicando (2.6), con-

cluimos que f tem um tdnico extremo (méximo absoluto) em = = 1.

2.3 Atividades

Nesta seccao, apresentamos trés atividades, onde é possivel aplicar os métodos que acima
descrevemos para o célculo dos extremos de fungoes polinomiais. As duas primeiras sao
ambas retiradas de [4]. A terceira actividade trabalha um resultado que nos sera tutil no

capitulo seguinte.

2.3.1 Folha de aluminio

Enunciado. Com uma folha de aluminio de dimensoes 20 ¢cm por 32 cm pretende-se cons-
truir um pequeno tabuleiro. Para tal é necessario cortar os cantos todos iguais, conforme

ilustra a figura seguinte:

a) Determine a expressdao que permite calcular a capacidade do tabuleiro em funcao da

medida do lado dos cantos cortados.

b) Qual sera a dimensdo do corte (z) de forma a que o tabuleiro tenha a capacidade

maxima.

Proposta de resolugdo. a) Em primeiro lugar iremos determinar o dominio de va-
lores possiveis para a variavel z (dimensdao do corte). Depois de efetuados os cortes, o
comprimento, a largura e a altura do tabuleiro serdao dadas, respectivamente, por 32 — 2z,
20 — 2z e x. Assim, e como estamos a falar de comprimentos, teremos necessariamente de

ter as seguintes restrigoes:
32—-2x >0, 20—-22x >0, =>0.

Resolvido o sistema de inequagoes, concluimos que z €]0; 10].

11
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Por outro lado, a expressao que nos vai dar a capacidade do tabuleiro é:
C(z) = (32 — 2)(20 — 2z)x = 42 — 1042* + 640z,

uma func¢ao polinomial de grau 3.

b) Aplicando a formula (2.2), vemos que a fungao C' tem extremos nos pontos x = %
e x = 4. Como % nao pertence ao intervalo |0; 10, s6 temos de considerar o ponto x = 4.

Também por (2.2), para p = 4, temos ¢ = 18, logo
Py(z) = C(x) — C(4) = 4(z — 4)*(x — 18).

Assim, como h(z) = 4(z—18) é negativo numa vizinhan¢a de z = 4, concluimos que C' tem
um méximo relativo para x = 4. Tomando como dominio o intervalo ]0; 10, este maximo

é absoluto: z = 4c¢m é a dimensao do corte que dard ao tabuleiro maior capacidade.

2.3.2 Baleias

Enunciado. A Comissao Internacional para a protecao das baleias construiu, para a baleia
azul do Antérctico, o seguinte modelo matematico, que traduz a variacao da sua populagao

em dois anos consecutivos:
V(x) =2 x 107%(—=223 + 3032 — 600z),
em que x representa, em milhares, a populacao de baleias.

a) Determine os valores de x (aproximados & milésima) de modo que a variagdo da

populacdo seja nula.
b) Determine o maior aumento possivel de uma populacao.

Proposta de resolugao.

a) Os valores correspondem aos zeros da funcao V:
2 x 107%(—223 + 3032% — 600z) = 0 < x(—22% 4 303z — 600) = 0.

Logo, os zeros da funcao V sao precisamente x =0 e

v —303 £+ v/87009
= — )

ou, com aproximacao a milésima,
=0, z~2007, z=149,490.

b) Aplicando a formula (2.2), vemos que a fungdo V tem extremos nos pontos x = 1

e x = 100. Também por (2.2), para p = 1 e p = 100 temos, respetivamente, ¢ = 149,5 e
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q = —48,5. Assim,

Pi(z) =V(z) = V(1) = =2(x — 1)*(z — 149, 5),
Pioo(z) = V(x) — V(100) = —2(x — 100)*(z — 48,5).

Como h(xz) = —2(x — 149,5) é positivo numa vizinhanca de z = 1, V' tem um minimo
relativo em = = 1; como h(z) = —2(z + 48,5) é negativo numa vizinhanca de z = 100,
V tem um méaximo relativo em x = 100. No contexto do problema, vamos considerar o
intervalo ]0; co[ como sendo o dominio de V. Relativamente a este dominio, sabemos, pela
alinea anterior, que V' & positiva no intervalo |2,007; 149, 49] e negativa fora deste intervalo.
Assim, V tem um maximo absoluto em z = 100 €]2,007; 149, 49[, ou seja, o maior aumento

possivel acontece quando a populacao atingir as 100 000 baleias.

2.3.3 Problema isoperimétrico para quadrilateros.

Enunciado. De todos os quadrilateros com os lados iguais a um certo [ dado, qual o que

tem maior area?

Proposta de resolugao.

Consideremos um quadrilatero, com os lados iguais a um certo [ > 0, dividido por
uma das suas diagonais. Vamos estudar como varia a area dos tridngulos congruentes
assim obtidos com a dimensao da diagonal 2h. Finalmente vamos encontrar o tridngulo
que maximiza a area e, como consequéncia, qual o quadrilatero com os lados iguais a [ de

maior area.

Tomemos entao o tridngulo isosceles AABC, em que |[AC| = |BC| =1 e |AB| = 2h.

Como a altura b deste triangulo é dada por
b=+1?—h?

a sua area Ay, é

2hV12 — h
Ap = ———.
2
Consideramos Ay, como fungao de h no dominio ]0;{[. Como Ay, é positiva para valores de

h nesse dominio, o maximizante de A} em ]0;![ ¢ também maximizante de A; em ]0;].
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Para
A7 = h2(1? — h?) = —h* + 1?h?,

que é uma fun¢ao par (h = 0 é um eixo de simetria da fung¢ao), podemos aplicar a formula

(2.6): a funcao A, tem extremos nos pontos

¢ maximo da funcao

Comoh=0eh= —l@ nao pertencem ao dominio, entdo h = l? & mé

(tendo por base o descrito no primeiro exemplo da Secc¢ao 2.2.4 e pelo facto de a < 0).
Comparando as medidas dos lados do triangulo, concluimos que elas satisfazem a relacao

do teorema de Pitagoras:

P+1% = (1v2)?

Assim, o tridngulo que maximiza a area é o triAngulo retangulo com catetos iguais a [, logo

o quadrildtero com os lados iguais a [ de maior area vai ser o quadrado.
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Capitulo 3

Desigualdade isoperimétrica

Nesta seccao vamos abordar o problema da desigualdade isoperimétrica. Comegamos por
fazer referéncia & chamada “Lenda de Dido", que é tida como despoletadora da analise deste
tipo de problemas — procurar superficies de maior area fixado o seu perimetro. Para concre-
tizar o que nos propomos, vamos referir duas abordagens: a primeira devido a Zenodorus
e a segunda a Steiner. A abordagem referente a Zenodorus, essencialmente geométrica,
culmina com a prova de que, fixado um perimetro P > 0, o circulo de perimetro P en-
cerra maior area do que qualquer poligono com o mesmo perimetro. O caminho para esta
conclusao apresenta um argumento pouco convincente na prova de que, entre os poligonos
equilateros, os que tém maior area sdo os equiangulares. No entanto, vamos dar alguns
contributos para este assunto, estudando os casos particulares do tridngulo e do quadrila-
tero. A abordagem de Steiner diz respeito a simetrizagdo de superficies com vista a obter
figuras com cada vez mais eixos de simetria, terminando no circulo e concluindo que esta

forma é a que encerra mais area.

Neste capitulo iremos denotar por AB o segmento com extremos nos pontos A e B; o

comprimento de AB sera denotado por |AB].

3.1 Um pouco de histéria

A lenda de Dido (ou Elisa) faz parte do Céantico I da obra épica “Eneida", escrita pelo
grande poeta romano Virgilio (70 a.C. a 19 a.C.). Dido, que viveu no século IX a.C., era
uma princesa fenicia da cidade de Tiro, situada nas margens do Mediterraneo, localizada
onde hoje ¢ o Libano. O rei Pigmaledo, seu irméo, assassinou-lhe o marido (seu tio), o
grande sacerdote Arquebas, com vista a apoderar-se dos seus tesouros. Temendo pela sua
vida, Dido fugiu de navio, levando o tesouro referido, com um grande numero de seguidores
dispostos a fundar uma nova cidade, "Qart Hadash"(Cartago). No lugar escolhido para
ser Cartago (norte da Africa, nas margens do Mediterraneo, onde hoje se situa a Tunisia)
tentou comprar terras ao rei local, Jarbas da Numidia, para que se pudessem estabelecer.
O acordo que conseguiu com o rei foi que sb teria em terras o que pudesse abranger com
a pele de um boi. Dido, revelando o quanto era inteligente, decidiu pedir ao seu grupo
que cortasse a pele em tiras tdo finas quanto possivel, unisse todas e colocassem num

semicirculo usando a praia (no mediterraneo) como diametro.
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3.2 Problemas isoperimétricos

3.2.1 Zenodorus

A ideia geral do argumento Zenodorus para provar que o circulo tem uma &rea maior
que qualquer poligono com o mesmo perimetro pode ser encontrada em [1|. De seguida

revisitamos este argumento com um pouco mais de detalhe.

Teorema 1. De todos os tridngulos com a mesma base e o mesmo perimetro, o isdsceles

€ 0 que tem mator drea.

Demonstragao: Para esta demonstracao seguimos [3]|. Seja AABC o triangulo isosceles
com base AB e seja AABD outro tridngulo com a mesma base e o mesmo perimetro.

Temos entao:
|AC| + |BC| = |AD| + |BD|. (3.1)

Como AABD tem o mesmo perimetro que AABC, mas nao é isosceles, um dos seus
lados, por exemplo o lado AD, satisfaz |AD| > |AC|, enquanto o outro lado BD satisfaz
|BD| < |AC|. Verifiquemos que o segmento AD intersecta BC num ponto E, com E # D,

tal como ilustra a figura seguinte.

Efetivamente, no caso de ndo existir a interseccdo, temos quatro hipoteses:

1. o vértice D é interior a AABC;

[\)

. 0 vértice D esta sobre algum dos seus lados;
3. o vértice C esta no interior de AABD;
4. o vértice C esta sobre algum dos lados de AABD.

Suponha-se que D esta no interior de AABC e que E é a interseccio de BC com o

prolongamento de AD.

Pela desigualdade triangular,
|AC| + |CE| > |AD| + |DE|. (3.2)
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Também pela desigualdade triangular,
\DE| + |EB| > |BD|. (3.3)
Somando as desigualdades (3.2) e (3.3), obtemos

|AC| + |CE| + |EB| +|DE| > |AD| + |BD| + |DE|,
N——

=|CB|

de onde se conclui
|AC| + |CB| > |AD| + |DBj,

o que contradiz a hipotese (3.1), logo D nao esta no interior de AABC'. De forma seme-

lhante é possivel verificar que nenhuma das restantes hipéteses pode ocorrer.

Retomemos a demonstragao do teorema. Uma vez que
LFEAB < LCAB = {EBA

e sabendo que ao maior angulo de um tridngulo se opde o maior lado, temos |[EB| < |AE)|.

Assim podemos fixar F em AE com |EF| = |EB|. Consideremos também G em EG com

|EG| = |ED|. Para tal ser possivel, é necessario verificar que |[EG| < |EC|. Como o
tridngulo AEFG é congruente com AEBD (critério LAL), temos

|FG| = |BD|.
Assim, tendo também em conta (3.1),

|AC| + |BC| = |AF |+ |FD| + |FG| = |AF| + |BG| + | FG|
= |AF |+ |BC| + |CG| + |FG].

Logo
|AC| = |AF| £ |CG| + |FG]|.

Temos + pois ainda nao sabemos se G esté situado em EC. No entanto, a alternativa
|AC| = |AF| + |FG| + |CqG],
que corresponde a G estar fora de EC, contradiz a desigualdade triangular.
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Representemos a area de um tridngulo com vértices em X, Y e Z por AXY Z. Temos

T(ABC) = T(ABE) + T(EFG) + (T'(AFG) + T(ACG))
— [T(ABE) + T(BDE)] + [T(AFG) + T(ACG)|
= T(ABD) + (T(AFG) + T(ACG)),

de onde se conclui: T(ABC) > T(ABD).

Podemos fazer uma abordagem algébrica a esta demonstragao, usando a férmula de
Herao e os resultados do capitulo anterior. Seja p = %(a + b+ ¢) o semi-perimetro de um
triangulo de lados de comprimento a, b e c. Podemos obter a drea A do referido triangulo

aplicando a formula de Herdao:

A=/p(p—a)p—"b)(p—c).

Vamos entao ver, nas condigdes do teorema, que relagdo tem que existir entre os lados do
triangulo para que a sua area A seja maxima. Assim, fixamos p e um dos lados (base), por
exemplo ¢. Denotamos k := p — ¢ e, ap6s as devidas substitui¢oes, maximizar A equivale

a maximizar
A% = p(p —a)(p - k.

Como a+b=2p—cousejab=2p—a—c, tem-se
A%(a) = pk(—a® + (p + k)a — pk),

que, tendo em conta os resultados da seccao 2.2.2, tem um méaximo em

p+k 2p—c
Q= — = s
2 2

donde se conclui que a = b o que permite concluir que o tridngulo de maior area (nas

condicoes do teorema) é o isosceles.

Teorema 2. De entre todos os poligonos com o mesmo perimetro e o mesmo nimero de

lados, o que tem maior drea deverd ser reqular.

Demonstragao: E facil de povar que o poligono de maior 4rea tem de ser equilatero: se P

é um poligono nao regular, entao dois dos seus lados consecutivos, digamos AC e BC' nao
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sao congruentes; podemos entdo substituir o vértice C' por um ponto D, de forma a que
ANABD seja isésceles e tenha o mesmo perimetro que o tridngulo AABC; pelo teorema
anterior, o novo poligono, para além de ter o mesmo perimetro, tem maior drea que P. No
entanto, o argumento apresentado por Zenodorus nao é totalmente convincente na prova
que o poligono de maior area é equiangular. Para quadrildteros tal é feito nas atividades

do capitulo anterior.

Teorema 3. Para poligonos regulares com o mesmo perimetro, mais lados implica maior

drea

Demonstragao: Consideremos o apdtema h de um poligono regular, tal como se ilustra

na figura seguinte. A area do poligono é metade do produto do apotema pelo perimetro

N\

P. Se aumentarmos o numero de lados n, mantendo o perimetro P, o lado do poligono
regular diminui. Provemos entdo que o apétema h aumenta, o que implica que a area do
poligono também aumenta:

(n—2)m

Denotemos o apétema do poligono de n lados por h(n). Como a = ~52=, vamos ter
P P /(n—2)r
h(n) = otga = ot ()
(n) 2n & 2n & 2n
P T w P T
2n g<2 n) 2nCO gn (34)
A derivada de h(n) é entdao dada por:
s 1 s
, PrZsen2(m)"t — cotg;,; Pr nom w
h'(n)=— B = {1 — —sen—cos—}
2 n?2 2n3sen?(Z) T on n
N———
=X,

< 1 para todo = > 0, podemos concluir que h'(n) > 0. Para tal,

senxr
Provando que >

consideremos a seguinte figura, onde |OC| = 1.
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Como a area do triangulo AOBC' ¢é dada por

senx

1
T(0BC) = 5|AB|l0C| = ==,

que obviamente ¢ menor que a &rea do setor circular OAC, sendo esta igual a 5, vamos

ter senx < x. Ficou assim provado que o ap6étema aumentou e por conseguinte a area do

poligono também.
Teorema 4. O circulo tem maior drea que qualquer poligono com o mesmo perimetro.

Demonstragao: Fixemos P > 0. Para a nossa demostracdo vamos considerar poligonos
regulares de perimetro P, uma vez que estes encerram maior drea que todos os outros com
o mesmo perimetro. Comecamos por mostrar que o ap6tema de qualquer poligono regular
de perimetro P é menor que o raio do circulo com o mesmo perimetro.

O raio r do circulo é dado por r = %. Por outro lado, o apétema de um poligono

regular com n lados e perimetro P ¢é dado pela formula (3.4). Assim, r > h(n) se e s6 se
T T
tg— > —.
n- o n

Resta-nos verificar que tg 2 > z para todo x €]0; 7[. Consideremos a seguinte figura, onde
novamente |OC| = |OA| = 1.

Como os tridngulos AOBA e AOAD sao semelhantes (critério AA), temos

|AD|  |OA|

|AB| ~ |OB|’
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logo
|OA|  |AB| senx

AD] = |AB||OB| ~ |OB|  cosz

=tgx.

Como a érea do tridngulo AOAD ¢é dada por
1 t
T(0BC) = 3|0A||AD| = %,

que obviamente ¢ maior que a area do setor circular OAC, sendo esta igual a 5, vamos ter
tgx > x. Concluimos assim que r > h(n) para todo o n.
Entao, denotando por A(n) a area do poligono regular com n lados e de perimetro P

e por Ap a area do circulo com perimetro P, vamos ter
1 1
A(n) = §h(n)P < 57“]3 = Ap.

3.2.2 Simetrizacao de Steiner

O argumento de Zenodorus compara a area limitada por poligonos e circunferéncias de igual
perimetro. De seguida vamos considerar curvas fechadas mais gerais: fixado um P > 0,
qual é a curva fechada com comprimento P que encerra maior area? Como vimos, desde a
antiguidade que se sabe que esta curva é uma circunferéncia. No entanto, a demonstragao
rigorosa deste resultado é relativamente recente (apresentada pela primeira vez por H. A.
Schwarz em 1890).

Nao é a demonstracao de Schwarz que vamos apresentar, mas sim um método intro-
duzido por J. Steiner [7], a chamada “simetrizacao"”, que vale muito mais pela riqueza da
ideia subjacente do que pelo seu rigor original. A nossa exposicao segue de perto aquela
que ¢é adotada em [6]. Efetivamente, este método é ainda hoje aplicado na resolugao de
muitos problemas variacionais.

O argumento de Steiner (em tracos gerais) reside no seguinte:

[ e

D D
d My |m Mo NN N

1. Seja D uma superficie plana e seja C' a curva que a encerra. Tomemos uma reta

[ e desenhemos as perpendiculares a esta de modo a obter a superficie D;, que é
simétrica relativamente a [. Esta superficie D; é obtida do seguinte modo: tomemos

uma perpendicular I a [; seja M a intersecao entre [ e I’ e considerem-se os pontos
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M e My, em I’, de tal modo que M seja o ponto médio do segmento MM e
cujo comprimento é igual ao da interse¢ao de I’ com a superficie D. Repetindo este
processo para todas as retas perpendiculares !’ obtemos a superficie plana D;, tal

como se ilustra na figura anterior.

2. A superficie D; tem a mesma érea do que a superficie D, mas a curva C; tem menor

comprimento.

3. Procedendo do mesmo modo relativamente & superfice D; e a uma outra recta nao
paralela a [, vamos obter uma nova superficie com um novo eixo de simetria. Se
repetirmos recursivamente o processo, no limite vamos obter uma superficie com
infinitos eixos de simetria, isto é uma circunferéncia com a mesma area da superficie

original, mas com menor perimetro, o que é suficiente para concluir que, de entre

todas as curvas com comprimento fixado, a circunferéncia é a que encerra maior area.

>
5

== =l — = _

} M'y=N',

Comparemos agora a area A; e comprimento L; de D; com a érea A e o comprimento L
da superficie plana original D. Da definicio de 4rea, uma vez que o segmento MM, tem
o mesmo comprimento do que a intersecido de I’ com a superficie D, por definicdo de 4rea
vamos ter A; = A. Demonstramos de seguida que L > L;. Consideremos os dois trapézios
N1 N{N)Ny e MyM{MiM,, relativamente a figura anterior. Temos |MjMs| = |NjNo|
e |[M{Mj| = |N{NJj|. Por simetria, temos também |M;M{| = |MyM}|. Aplicando a

desigualdade triangular, resulta que
2|Ma My| < [N1Nj| + [NaN3|.

Fazendo M/ e M} “muito proximos"de M; e My, respectivamente, e tomando a soma do
comprimento de todos esses segmentos, obtemos L > L;.

Desenhemos uma outra reta r. Procedendo como para D;, obtemos a superficie Dy,
que vai ter mais simetrias, a mesma, drea A;. = A e uma fronteira com menor comprimento

L;.. Continuando o processo vamos obter, no limite, o circulo Dy. Representando por
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A(Dy), L(Dy), a area e o comprimento da fronteira do circulo Dy vamos ter:

A=A = A, =...= ADy),
L>L,>Ly>..>L(Dy).

Mas para o circulo Dy, 4mA(Dg) = L(Dy)?, o que implica que
4rA < L?,

ou seja a superficie D tem menor area que o circulo de perimetro L.
A qltima figura ilustra como o processo de simetrizagao de Steiner produz superficies

com um numero crescente de simetrias.

C Iy

Dy

Cy
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