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Resumo

Neste trabalho pretende-se fazer um estudo sobre a aplicacdo do método dos elementos
finitos a diversos problemas de reacao-difusao com fronteiras livres. Para se obter estimativas
do erro e simulacoes representativas é necessario obter alguns resultados teoricos sobre regu-
laridade e algumas propriedades fisicas das solucdes. Neste sentido, o outro objetivo deste
trabalho é o estabelecimento de resultados tedricos relativos a problemas em aberto.

O primeiro problema a ser estudado é a equacéo parabdlica seguinte:

uy = div(Ju]"®YVu) + f(x,t), xeQcR? te0,T).

Como o problema pode ser degenerado, utiliza-se um problema aproximado, regularizado atra-
vés da introducdo de um parametro . Demonstra-se, sob algumas condicdes em v e f que
a solucao fraca do problema aproximado converge para a solucao fraca do problema inicial,
quando o parametro ¢ tende para zero. Sao calculadas solucdes discretas utilizando o método
dos elementos finitos continuo no espaco e descontinuo no tempo e é provada a convergéncia
destas solucdes para a solucao fraca do problema inicial.

Estuda-se também a aplicacdo do método da malha mével a esta equacao considerando-a
num dominio livre em R2. E desenvolvido um conjunto de subrotinas em Matlab que permitem
calcular e representar graficamente solucdes aproximadas de varios problemas de reaccao-difu-
sdo com fronteiras livres. A discretizacao espacial é definida por uma particado do dominio em
triangulos. Em cada elemento finito, a solucao é aproximada por uma fungao seccionalmente
polinomial de grau r > 1 utilizando polindmios interpoladores de Lagrange em coordenadas de
area. Os vértices dos triangulos podem mover-se segundo um sistema de equacdes diferenciais
parciais que € adicionado ao problema. Posteriormente, deduz-se uma equacdo para mover os
vértices da fronteira. O sistema resultante € convertido num sistema de equacgdes diferenciais
ordinarias no tempo, que é resolvido utilizando um integrador apropriado. Os integrais que
surgem sao calculados utilizando a quadratura de Gauss. Finalmente, sao apresentados alguns
resultados de aplicacao.

0 outro problema estudado é o sistema nao linear da forma

up = a1 (I (u), l2(v))Au + A |[uP~%u + f1(x,1)

) ,x € QCRY €0, T,
vy = az(l1(u),la(v))Av + Aa|v|P~2v + fo(x,t)

onde a; € a, sdo funcodes positivas e Lipschitz-continuas, /; e I, sdo formas lineares continuas,
A1, A2 > 0 ep > 2. Prova-se a existéncia e unicidade de solucdes fortes, assim como, algumas
propriedades de localizacdo, nomeadamente a existéncia de tempo de espera e a localizacao
estavel. Demonstra-se, impondo algumas condicoes em p e f;, que as solucdes deste sistema
podem decair de forma exponencial ou polinomial ou até extinguirem-se em tempo finito. O
sistema é discretizado utilizando o método dos elementos finitos de Galerkin no espaco e um
método de Euler linearizado no tempo. Prova-se a convergéncia das solucdes discretas e obtém-
-se a ordem de convergéncia em funcao dos parametros da discretizacdo. No final, o método é
implementado em ambiente Matlab e sdo apresentados alguns resultados numéricos.

Palavras-chave

Método dos elementos finitos, equacao de meios porosos, expoente variavel, malha mavel,
fronteira livre, termo difusivo ndo local, efeitos de localizacao, comportamento assintotico.
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Abstract

The aim of this work is to study the application of the finite element method to various
reaction-diffusion problems with free boundaries. To obtain error estimates and representative
simulations, it is necessary to obtain some theoretical results on regularity and some physical
properties of the solutions. In this sense, the other goal of this work is to establish theoretical
results concerning open problems.

The first problem to be studied is the following parabolic equation:

uy = div(ju| "D Vu) + f(x,t), x€Qc R te)0,T]

Since the problem may be of degenerate type, an approximate problem is used, regularized by
introducing a parameter . It is proved, under certain conditions on + and f, that the weak
solution of the approximate problem converges to the weak solution of the initial problem,
when the parameter ¢ tends to zero. Discrete solutions are built using the continuous in space
and discontinuous in time finite element method, and the convergence of these to the weak
solution of the initial problem is proved.

The application of the moving mesh method to this problem, considering it a free boundary
problem is also studied. A set of subroutines in Matlab, that can calculate and graphically
represent approximate solutions of various reaction-diffusion problems with free boundaries, is
developed. The spatial discretization is defined by a triangulation of the domain. In each finite
element, the solution is approximated by a piecewise polynomial function of degree » > 1,
using Lagrange interpolating polynomials in area coordinates. The vertices of the triangles
move according to a system of differential equations which is added to the equations of the
problem. The resulting system is converted into a system of ordinary differential equations in
time variable, which is solved using a suitable integrator. The integrals that arise in the system
of ordinary differential equations are calculated using the Gaussian quadrature. Finally, some
numerical results of application are presented.

The other problem to be studied is the nonlinear nonlocal reaction-diffusion coupled system

,x€QCRY t€)0,T],

up = a1 (I (u), l2(v))Au + A |[uP~%u + f1(x,1)
v = as(l1(u),l2(v))Av + Xo|v[P =20 + fo(x,1)

where a; and a, are Lipschitz-continuous positive functions, /; and Il are continuous linear
forms, A\, A2 > 0 and p > 2. The existence and uniqueness of weak and strong solutions to
these systems and localization properties of the solutions, including the waiting time effect
and stable localization, are proved. Moreover, important results on polynomial and exponential
decay and the vanishing of the solutions in finite time, are also presented. The convergence
of a linearized Euler-Galerkin finite element method is proved, and the optimal order of con-
vergence is obtained. Finally, the presented method is implemented and simulated in Matlab
environment.

Keywords

Finite element method, porous media equation, variable exponent, moving mesh, free boun-
dary, non local diffusion term, localization effects, asymptotic behavior.
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Capitulo 1

Introducao

Nas Ultimas décadas, foram utilizadas varias equacdes para descrever alguns sistemas fisicos,
quimicos, bioldgicos e ecologicos. Uma das mais bem sucedidas e cruciais é a equacdo de
reacao-difusdo que € uma equacao diferencial parcial parabdlica do tipo:

%—div(aVu)—sz, (1.1)
onde f e a sao funcdes possivelmente nao lineares e dependentes de u chamadas termo de
reacao e difusao, respetivamente.

As equagdes diferenciais sao extremamente Uteis em muitas areas da ciéncia, mas a maioria
dos problemas reais envolve mais de uma funcao incognita. Neste caso, tem-se o sistema de
reacao-difusao

0
a—‘t‘ — div(aVu) — f =0, (1.2)
onde u = (uq,...,us.) € 0 vetor das incégnitas, f uma funcao vetorial e a uma matriz ne x ne

de funcoes.
Em grande parte dos processos de difusdo, é usual admitir que o fluxo, 7, num dado ponto,
x, € dada pela lei de Fick (ou lei de Darcy),

J = —aVu(x),

onde u é, por exemplo, a temperatura ou a densidade da populacao e a € uma constante
dependente do meio onde o processo ocorre. A suposicdo de a ser constante € obviamente uma
aproximacao da realidade, pois se as constantes sao caracteristicas do meio, € natural que elas
dependam do seu estado. Este trabalho debruca-se sobre alguns casos particulares onde a ndo
€ constante.

Um dos objetivos deste trabalho € estudar a aplicacdo do método dos elementos finitos,
tanto em dominio fixo como em dominio livre, a diversos problemas de reacdo-difusdao com
fronteiras livres. As estimativas do erro para aproximacdes discretas geralmente dependem
da regularidade das solucdes exatas. Assim, outro objetivo é o estabelecimento destes resul-
tados teoricos relativos a problemas em aberto. Para se obter simulacdes representativas, é
necessario conhecer algumas propriedades fisicas das solucdes.

0 método dos elementos finitos de Galerkin (MEFG) é mais dificil de programar que os mé-
todos das diferencas finitas, mas, em alguns casos, obtém melhores resultados com menos
esforco computacional. Outra vantagem do método de Galerkin é a forma como os dados finais
sdo devolvidos. Na maior parte dos casos, a solucdo obtida € uma funcao regular polinomial
por partes. Isto resulta numa facil representacao dos dados e também permite integrar e deri-
var os resultados analiticamente. O MEFG aproxima o problema por outro problema, chamado
problema discreto, definido num espaco de dimensao finita. Obtém-se entdao uma aproximacao
discreta u(x,t) ~ U(x,t). Se o problema é do tipo parabolico, a obtencdo de U implica a reso-
lucdo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias. Para resolver este sistema, existem
numerosos integradores. O mais simples € o método de Euler que calcula U em alguns instantes
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t, €]0,T]. A solucao final obtida pode entao ser U, (x) = U(x,t,) ou a interpolacao linear
definida, em cada intervalo de tempo Jt, 1, t,], por U(x,t) = ;—2=U,(x) — 52Uy 1 (x).
No caso mais simples, todos os intervalos tém a mesma amplitude 5. Se a solucao exata tiver
pouca regularidade em ¢, um método viavel para integrar no tempo é o método dos elementos
finitos descontinuo que aproxima a solucdo em cada intervalo de tempo por um polindmio, mas
nado obriga a que a solucdo seja continua nos instantes ¢, €]0,7]. Para problemas mais difi-
ceis recorre-se frequentemente a integradores mais eficientes. Geralmente, estes integradores
utilizam diversas formulas e intervalos de amplitude variavel, para poderem controlar o erro
das estimativas, em cada instante ¢,,. Um exemplo deste tipo de integradores é o “ode15s”,

implementado em ambiente Matlab.

O primeiro problema de fronteira livre a tratar neste trabalho surge ao estudar o movi-
mento de um gas ideal barotropico num meio poroso. Se se supuser que a pressdo p depende
explicitamente da densidade u e da temperatura ¢ da forma

p= p(u7 9) — I’%|U|’?(0(x,t>),

entdo, pela lei da conservacao da massa e pela lei de Darcy, obtém-se uma equacédo do tipo
(1.1) com um termo de difusao

a = k|u|v(x7t).

Seja Q C R¢ um dominio com fronteira 92 Lipschitz-continua e Qr = Qx]0, T] um cilindro
de altura T" < co. Considere-se o seguinte problema de Cauchy: encontrar a funcao u que
satisfaca as condicées:

9 div(ju"*PDVu) = f(x,t,u) em Qr
u(x,t) =0 em T'r=00x]0,T] , (1.3)
u(x,0) = ug(x) em

onde v é uma funcao limitada definida em Q7, tal que:
— 1<y <y(x,t) <7t < oo, V(x,t) € Q2x]0,T], (1.4)

com ~~ e v constantes conhecidas. O problema (1.3) € um problema de Cauchy para uma
equacao diferencial parabolica ndo linear e degenerada com expoente de nao linearidade de-
pendente de x e t.

O comportamento das equacdes da forma (1.3) pode ser bem diferente do caso nao degene-
rado do tipo
% = div(a(x,t,u)Vu) + f(x,t,u) em Qr
u(x,t) =0 em I'p , (1.5)
u(x,0) = ug(x) em Q
com
0<a <a<a® < oo,

da af _
- < .
8u‘+‘8u <C, V(x,t)eNx]0,T], YuelR

Se os dados iniciais forem suficientemente regulares, entdo o problema (1.5) admite solucoes
fracas Unicas e estas mantém-se regulares (ver [52]). E conhecido que dados iniciais em L, ou
distribuicoes produzem solucoes regulares.

Aplicando o MEFG a problemas do tipo (1.5) conseguem-se erros de ordem 6tima. Em [72],
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exigindo u € H2(Q2) N HE(Q), u; € La2() e usando 0 esquema numérico

1
S(Un - Un—le) =+ (a(Un)VUm VX) = (.fna X)7 X € Sh

prova-se que:
||Un—u(tn)||L2(Q) S C(h2+(5>, nZ 1.

(u,v) denota o produto interno em L (Q2) definido por (u,v) = [, uv dz.

Se v é constante em (1.3) e se apenas se procuram solucdes nao negativas, entao temos o

problema de Cauchy para a equacao em meios porosos classica, da forma

% =cA(u™)+ f em Qr

u(x,t) =0 em I'r , (1.6)

u(x,0) =up(x) >0 em
com

c= ﬁ e m=~vy+1

0 coeficiente ¢ ndo é essencial e, sem perda de generalidade, pode considerar-se ¢ = 1. Se se
considerar f = f(x,t), o problema (1.6), em geral, ndo admite solucdes classicas. A existén-
cia e unicidade de solucdes fracas para este tipo de problemas foi demonstrada em dimensao
um por Oleinik, Kalasinkov e CZou ([61]) e para dimensdes superiores a um, por Lions ([55]).
Lions provou que se f € LmTH(QT) e uyp € Ly(Q), entdo existe uma Unica solucdo do pro-
blema (1.6) pertencente a L..(0,T;L2(2)). Provou ainda que |u|“= u € L(0,T; HL(Q)) e
U € L (0,7 WL (Q)).

Uma diferenca deste tipo de equacgdes para as nao degeneradas € que solucdes iniciais
suaves, ou até mesmo analiticas, nao produzem necessariamente solucdes suaves. Foi demons-
trado em [46] que, para m > 2, dados iniciais suaves e com suporte compacto nunca produzem
solucées em C'. A derivada espacial torna-se descontinua em algum instante finito.

Aronson ([6]) provou que se u{'~' é Lipschitz-continua em z, entdo "' também é Lips-
chitz-continua e u Hélder-continua em x com expoente min{l, —1<} e em ¢t com expoente
min{3, 5 }. Provou ainda que (u™), existe e é continua em z e se 1 < m < 2, entéo u,
também existe e é continua em z.

Oleinik, Kalasinkov e CZou provaram também que se u, tem suporte compacto, entdo « tem
suporte compacto para qualquer tempo positivo. Esta propriedade é usualmente denotada por
propagacao com velocidade finita (“ finite speed of propagation ”). KalasSinkov [46] estudou
entdo o caso em que ug satisfaz as condicoes:

ug > 0 em ]al,a2[7 ug =0 em ]R\]al,agL
e provou que para m > 0 0 conjunto
Q(t) = {(z,t) € Qr : u(z,t) > 0}

€ limitado por duas curvas x = I';(t) e z = I'5(t), onde I’y (¢) € continua, monotona nao crescente
e contém o ponto (ag, 0) e I'y(¢) € continua, mono6tona ndo decrescente e contém o ponto (a2, 0).
As curvas Ty (t) e I'y(t), geralmente, chamamos interfaces ou fronteiras livres.

As questdes interessantes sobre a regularidade aparecem junto a interface que é melhor
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descrita em termos da funcao

viz,t)=—
Oleinik, Kalasinkov e CZzou provaram que:
|u] "ty € Loo(0,T; Loo(2)).
Em 1970, Aronson ([7]) demonstrou que:
[u|™ My € Loo(0,T; Loo(S2)).

Mais tarde, Knerr ([49]) provou que I'; e I'; sao de Lipschitz e que a derivada lateral de T;
existe e satisfaz
Li(t) = —va(Ti(t), 1), t€0,T]. (1.7)

A equacao (1.7) deve ser entendida como o limite quando = — T';(¢). Knerr provou também que
se vg(z) > (ag —z)®, paraas —e <z <ascoml<e<lew<2, entdov(az,t) >0,t>0e
que se vy(r) < (z —az)?, para as — € < = < as € € > 0, entdo existe uma constante ¢, tal que
I5(t) = ag, para 0 < t < t,. Este resultado ficou conhecido por tempo de espera (“ waiting time
effect ”) e, grosso modo, indica que a interface pode comecar instantaneamente a mover-se
ou pode haver um intervalo de tempo finito [0,,] no qual a fronteira permanece estacionaria
e passado esse tempo comeca a mover-se com velocidade finita.

Em 1987, Aronson e Vazquez ([8]) provaram que T'; € uma curva C* no intervalo |¢,,, +oo.
No caso t,, = 0, a interface é C>°(R™). Se t,, > 0, esta regularidade s6 nao é verificada em
t = tw, POis T';(t) = a;, t € [0, ty).

Angenant ([2]) melhorou estes resultados mostrando que no intervalo ¢, +oo[, T'; € uma
funcao analitica.

Para dimensoes superiores a um, Caffarelli e Friedman ([14]) provaram que a superficie
I'(t) = 9Q(t) é Holder-continua e Caffarelli e Wolanski ([15]) provaram que, impondo algumas
condicdes em v, existe 0 < x < 1 tal que I'(¢) é de classe C'*.

Daskalopoulos e Hamilton ([23]) provaram que existe um intervalo ]0,7'[ no qual I é uma
superficie de classe C>°, mas as condicdes sao: vy, Dvy € dD?vy se puderem estender conti-
nuamente até a fronteira por funcdes Holder-continuas de classe C*, k > 0, Dvg #0em I e
v > 0. d denota a distancia a fronteira do dominio. A condicdo Dvg # 0 em T garante que a
interface comeca a mover-se em ¢t = 0.

Ko ([51]) estendeu este resultado para ¢ > T no caso de a solucao ter simetria radial.

Para f = f(u) e v constante os casos em que f(u) = —uP sao 0s mais usuais, obtendo-se o
problema:

% =cA(u™)—u? em Qp
u(x,t) =0 em I'r . (1.8)
u(x,0) =up(x) >0 em

Kalasinkov ([47]) provou que existe solucao fraca e que é Unica se p > 1 e u}* é Lipschitz-conti-
nua e que (u™ 1), é limitada para ¢t > 0. Destes resultados, conclui-se que u é Holder-continua
em Qr relativamente a x com expoente % e, consequentemente, relativamente a ¢ com expo-
ente ﬁﬂ Tal como no caso da PME, a solucao tem as derivadas u;, u; € u,., limitadas no
conjunto Q(t), e as questdes principais de regularidade surgem na fronteira desse conjunto.
Em [47], provou-se que no caso p > 1 a solucao possui a propriedade de propagacao com

velocidade finita. Se 1 < p < m, entdo Q(¢) é limitado para ¢ > 0 e no caso p > m, Q(t) expande
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infinitamente.

Knerr ([50]) provou que €(t) é um intervalo JT'i(¢),T2(t)[ € que Ty(t) € C°([0,+oo]) N
C%1(]0, +o0[), no caso m > 1 e p > 1. Com base nestes resultados, Herrero e Vazquez ([42])
deram condigdes para a existéncia de tempo de espera t,, € provaram que I';(t) € C(Jt,,, +00[).
Demonstraram também que T';(¢) satisfaz a equacao (1.7), no caso p > m. Shmarev e Vazquez
([69]) provaram que a equacao (1.7) também é valida para 1 < p < m.

Se 0 < p < 1, a equacdo (1.7) deixa de ser valida, pois o suporte da solucdao encolhe com
o tempo e a solucao extingue-se num intervalo de tempo finito, ou seja, existe ¢, > 0 tal que
Q) #0,t <t.e Q) =0,t>t.. Aestapropriedade chamamos extincdo em tempo finito
(“finite time extinction”). Em ([38]), provou-se que para p < 1 e m + p > 2, I';(¢) satisfaz (1.7)
qguando o dominio expande e satisfaz a equacéao:

/ _ 1 —p
O RO (1.9)

quando o dominio contrai. Provou-se também que T'; é Lipschitz-continua.

No caso limite m + p = 2, em ([40]) provou-se que T'; satisfaz a equacao:

1—p

(ut=P)e (Ti(2), 1)

e que o dominio expande até um determinado instante e depois contrai até se extinguir num
tempo finito. Neste caso, provou-se que a fronteira é analitica.

Li(t) = —vp (Ti(t), 1) +

O caso mais curioso surge quandom > 1,0 <p < 1e 0 < m+p < 2 onde se prova ([39]) que
a fronteira segue a equacao:

010 = = (0w =272),)9) ) (.0,

(WD), (Ti(t),1) = a

com as constantes

m—p (m — p)? < mp)z"‘mpp goizm=p
O= ——— kK= a : =
V2m(m + p) 2m(1 —p)(m+p+2) 2m m—p

Para dimensodes superiores a um, Shmarev ([67, 68]) provouquesem > 1,p>0em+p > 2,
a velocidade da fronteira I'(¢) é dada por

v=T'(t) = lim (—mVum_l + VT) ,

x—TI m—l

onde T é solucdo do problema eliptico seguinte, com ¢ como parametro:
div(uVY) =u?, T=0emT

e provou que u e I' sdo fungbes analiticas em ¢ e preservam a regularidade inicial nas variaveis
espaciais. A regularidade de v em relacao as variaveis espaciais € melhor que no instante
inicial.

A procura de solugdes na forma explicita € uma area importante no estudo de equagdes
diferenciais. Em 1952, Barenblat ([13]) deduziu e estudou uma solucao de (1.6), comc=1e
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f =0, que simula a libertacao de calor partindo de um ponto. A solucao tem a forma

1

u(x, t) =t~ |C — kx| 22| ",
+
onde as constantes sao:
d a(m—1)

CTAdm -1 +2" " 2md

|| -|| denota a norma euclidiana de R¢ e [-]; a parte positiva. Esta solucao é usualmente rotulada
de “ solucao do tipo fonte ” ( “source-type solution”) pelo facto de utilizar como dados iniciais
a funcao de Dirac. O estudo desta funcao mostra muitas das propriedades de que temos estado
a falar. A solucao tem suporte compacto em cada instante fixo. A fronteira é analitica, dada
implicitamente pela equacao:

t = clfx 10D+

e move-se com velocidade finita.

Se fizermos uma transformacdo adequada no tempo e no espaco em u, a nova funcao,
também denotada por u, ainda é solucao do problema [73]. Deste modo, obtém-se uma solucao
da forma

1
m—1

u(e,t) = (7= 1)~ [+ wlx|*( =) 5] "

com propriedades diferentes. Esta solucdo nao é limitada, tende para infinito quando ¢t — 7.
Para o problema (1.8) em dimensao um, Kersner ([48]) encontrou uma solucao explicita para
m>1,0<p<1lem+p=2daforma:

1

o m-1 2 1242 _ 42 m_l'
Sm(m 1) [C’t T — (m+1)%t .T:|+)

m—1

) =

Para dimensodes superiores a um, e no caso m = 2, p = 1, € possivel obter solucdes explicitas
para o problema (1.8) da forma:

u(x,t) = |2 (6(62t — 1)et)7% — 7HXH2 ’ .
’ 3(e*t —=1) ],
Um problema do tipo (1.3) foi primeiro estudado por Antontsev e Shmarev [4], para v depen-
dente das variaveis espaciais e do tempo. Nesse artigo foi tratado o problema com f = f(x,t)
e —1 <~y <~y(x,t) <% < oo. Provaram que se

T
nwmﬁm+/ 1l ) dt < o0,
0

entdo o problema (1.3) tem pelo menos uma solucao pertencente a L., (0,7T; L (f2)) tal que
[ul2Vu € Ly(0,T; La(R)) € uy € Lo(0,T; Hy ' (R2)). No caso vy~ > 0, os autores conseguiram
provar que se sup,.g |[Vy| € L2(]0,7]), entdo a solucdo € Unica e no caso 4+ < 0, tem-se que
Vul| L, ) < C. Antontsev e Shmarev estudaram também as propriedade fisicas das solucbes
deste tipo de problemas. Concluiram que se v é continuo e positivo, entdo u possui a propri-
edade de propagacao com velocidade finita. Estabeleceram ainda condicdes a impor a ug e f
suficientes para que exista tempo de espera. Eles provaram que se 4+ < 0, entdo u tem a
propriedade de extincao em tempo finito. Mais tarde, em [5], Antontsev e Shmarev demons-
traram a existéncia e unicidade de solucéo fraca para um problema mais geral considerando
f = blu@EN/2Vy — c|ul”@D =2y + d.
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Em 2006, Henriques e Urbano ([41]) provaram que as solucoes de (1.3), com v~ > 0, sao lo-
calmente continuas demonstrando que é possivel definir uma sequéncia de cilindros encaixados
Q., € uma sequéncia w,, convergente para zero tais que:

essSsup u — ess infu < Wn,,
Qn Qn

o que implica a continuidade local.

Tomando por base o trabalho de Antontsev e Shmarev [4], Lian, Gao, Cao e Yuan ([54])
estudaram o problema (1.3) com f = g(x,t) — [u[7®D "y, —1 < 4~ < y(x,t) < 4H < o €
0<o” <o(x,t) <o' < ooeprovaram que, neste caso, se mantém os resultados de existéncia,
unicidade e regularidade das solucdes fracas obtidos em [4], mas s6 demonstraram a unicidade
no caso o~ > 1. Concluiram também que se 0™ < 1, g = 0, up > 0 e supg,, |[Vy| < C, entdo as
solucdes tém a propriedade de extincdo em tempo finito.

Para as equacdes do tipo degenerado, muitas das técnicas dos elementos finitos existentes
nao funcionam bem. As estimativas do erro e da ordem de convergéncia sdao geralmente inferi-
ores ao 6timo e, muitas vezes, a ordem de convergéncia tende para zero para alguns valores de
certos parametros ( por exemplo m — oo). Além disso, ha discrepancias entre a regularidade
exigida para se obter os majorantes e a regularidade maxima conhecida para os respectivos
dados iniciais.

A primeira estimativa do erro, para um esquema completamente discreto aplicado a PME
ug = div(|u|"Vu), m>1,

foi obtida por Rose ([64]) que utilizou um esquema regularizado, substituindo o coeficiente de
difusao |u|™ por um novo coeficiente da forma a.(u) que satisfaz as condicées:

as(a) € C{R), ¢ €]0,1]
as(o) = |a|™, a>e
as(a) > ¢€/2, a>0
al(a) >0, a>0
a(—a) =a.(a), a€R

Rose aplicou, ao problema regularizado, o método dos elementos finitos de Galerkin continuo

com aproximacoes lineares no espago e o método de Euler regressivo no tempo. Escolhendo
2 . N .

0 < ¢ < Chm+7, conseguiu provar uma estimativa da forma

1
m+2
m 1 - K 2
;:i(m) < CET -+ (In(1/h) T A,

(52 ”u(tn) - Un|

para dimensdes 1, 2 e 3, supondo que u; € Lm+2(0,T; Lmt2()) € que a triangulacdo é quase
m41 m+1
uniforme. Para dimensao 1, x = 0, para dimensao 2 e 3, x = 1.

Nochetto e Verdi ([59]) estudaram a equacao:
u=Av, u€ k)= v

e utilizaram um esquema regularizado totalmente discreto da forma

1
S(Un* n—17X)+(VVn7vX):O XESha nZl,
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min(s/e, k(s)), s>0
U, = Hhke(vn)a ks(s) = 0, s=0
mazx(s/e, k(s)), s<0

4m 2m—2 . .
Para 6 = Ch3~-T e ¢ = Ch3~-1 provaram a estimativa:

i = Ullpnyp0p) < CRTD G,

Lom+2(

que € uma melhoria em relacao ao trabalho de Rose.

A equacao:
up = Av + f, uek(v)zv#

foi estudada em [65], por Rulla e Walkington, onde se utilizou o esquema:

(Un = Un—1,x) + (VV,, Vx) = (fn/QaX) X € Sh,

SRS

Un =pke(Vs), n>1

Nesse artigo, provou-se a estimativa:

lu—=Ullr. o012 + v = VL, 0m1L.0)) < C6 + (In(1/h))*h).

Esta estimativa € 6tima em relacdo a §, mas a regularidade exigida € u ser Lipschitz-continua.

Utilizando o mesmo esquema que Nochetto e Verdi e usando uma propriedade de nao dege-
nerescéncia na fronteira, Ebmeyer [34] provou uma estimativa do tipo

m 2 +6m+8

Hu — UHLQ(O,T;LQ(Q)) < C'h emZ+am ,

1

sm24am—1
escolhendo § < Ch™ smZ+m
ao contrario das anteriores que tendiam para zero quando m tendia para infinito.

. E de salientar que esta estimativa ¢ limitada inferiormente por %,

Em [75], Wei e Lefton utilizaram o esquema totalmente discreto:

1
(Un - Un717X) + E(qunrn_lUn)a VX) = (fnaX) X € Sh7 n 2 17

| =

para aproximar as solucdes da equacao
u = div(|u|™ " 'Vu) + f, m >0

e provaram para dominios espaciais de dimensao d, a estimativa:

1
m—+1

1 1 (gm—1
||u — U||Lm+1(0-,T;Lm+1(Q)) < C (52 +h+hm (d2m+2+1)) ,

quando m > 1.

Mais recentemente, Ebmeyer e Liu ([35]) definiram uma nova seminorma e utilizaram o
esquema:

(Un - Un—le) + (VV;L;VX) =0 X € Sh7 n>1.

S
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Fazendo uso de novos resultados sobre a regularidade, provaram que:
1
T 2 T
</ /|u—U||v—V|dﬂcdt> + / v—V dt
0 Q 0

onde v = |u|™ tu.

Contudo, ainda nao se fez um estudo sobre a convergéncia, analise do erro e efeitos nu-
méricos para o método dos elementos finitos, quando aplicado a equacdes do tipo (1.3) com
expoente variavel.

< C(d+h),
HY(2)

Antontsev e Shmarev [4] provaram que as solucdes do problema (1.3) tém a propriedade de
propagacao com velocidade finita. Se a solucao inicial tiver suporte compacto, entao origina-se
uma fronteira livre que delimita o suporte da solucao. Assim, podemos tratar o problema como
um problema de fronteira livre. Surge entdo o problema de calcular o dominio Q(t) e a funcao
U.

Para abordar o problema em dominio livre é necessario mover a fronteira de um modo
adequado. Desta forma, € particularmente Gtil utilizar um método onde a malha se possa
mover com a fronteira, mas também que se adapte a solucao obtida no interior.

0 Método dos Elementos Finitos com malha adaptativa é amplamente utilizado para resolver
equacoes diferenciais, em dominios fixos, que tém solucées com grandes variagcdes no dominio.
Ficou ja evidente que podem ser obtidos resultados mais precisos se a malha concentrar pontos
em regides onde a solucao precisa de maior definicao. Se houver a garantia de que o niUmero de
elementos finitos é suficiente para descrever bem as variacées da solucdo e o movimento dos
nos é adequado, entao obtém-se um método extremamente eficiente. A principal dificuldade
reside na escolha do movimento dos nds de modo a que ndo ocorram singularidades.

0 Método dos Elementos Finitos Moveis (MEFM) de Miller e Miller [58] é uma extens&o natural
do método das linhas para malhas fixas. O método foi aplicado a equacdes do tipo:

up = L(u),
com L um operador onde apenas surgem as derivadas espaciais. A solucdo procurada é da forma

U=U(z(t),t) = Z Uj (t); ((t)),

onde xz(t) é o interpolador linear da posicao dos nés da malha {X;(¢)} e ¢; € a funcao basica de
Lagrange de grau um associada ao n6 X;. A solucdo e a posicao dos nds sao obtidos através da
minimizacdo da norma L, () do residuo

A=U, — L(U).

ot

0X;

51> resultam as

Apos aplicar a regra da cadeia e da minimizacdo em relacao a

equacoes:
ou  0X
/qu; (at ~ -VU) dx_/ﬂw,-,L(U) dz

U 0X
/Q(WU) <8t — o VU> da = /Qz/;NU L(U) dx.

e

Estas equagdes formam um sistema de equagdes diferenciais ordinarias que tem de ser inte-
grado no tempo considerando como valores iniciais U(0) e a posicao inicial da malha. Obtemos,

9
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deste modo, em cada instante, a solucao do problema e a posicao da malha. Em principio, este
método é 6timo na norma L4, pois minimiza o residuo. No entanto, o problema pode tornar-se
degenerado se alguma das componentes de VU for continua em algum né e também é possivel
que a malha mude de topologia, pois a medida de algum dos elementos finitos pode tornar-se
zero ou negativa. Para evitar isto, é necessario adicionar um termo de penalizacdo que vai
tornar o sistema de equacdes diferenciais ordinarias bastante rigido (“stiff”) e obrigar ao uso
de um integrador mais robusto para manter a eficiéncia.
Mais tarde, Carlson e Miller ([16, 17]) introduziram uma funcao peso da forma

1
W_1+|VU|2’

as equacoes do sistema diferencial ordinario, ficando

ou 0X

ou  9X
/Q(WU) (& ik VU> W dx = /QWU LU)W dz,

tornando o método mais robusto e versatil.

Em 2007, Wacher e Sobey ([74]) generalizaram este método para sistemas de equacdes
diferenciais parciais do tipo parabédlico e denominaram-no “string gradient weighted”.

Outra variante deste método foi estudada por Coimbra, Sereno e Rodrigues ([26]) onde uti-
lizaram funcdes base de grau superior a um. Mais tarde, esta variante foi aplicada a problemas
com fronteiras moveis por Robalo, Coimbra e Rodrigues ([63]).

Cada uma das técnicas anteriores lida com a degenerescéncia através de uma penalizacado
diferente.

Em dimensdo um, o método &, geralmente, eficiente devolvendo solucées numéricas preci-
sas, mas em dimensbes maiores, o custo computacional pode retirar alguma eficiéncia.

O principio de equidistributividade introduzido por de Boor [24] ja demonstrou ser um bom
meio para deduzir equacdes para o movimento da malha. Este principio implica selecionar os
pontos da malha de modo que uma determinada funcao, dependente da solucao ( geralmente
uma medida do erro), seja igualmente distribuida por todos os elementos finitos.

0 método da Malha Mével para equacdes diferenciais parciais (WMPDE) deduzido por Huang,
Ren e Russell [43] utiliza este principio para deduzir varios métodos, introduzindo uma funcao
monitor para definir o movimento da malha em dominios com fronteira fixa. Destes, destaca-se
0 MMPDE5, onde o movimento da malha é calculado resolvendo a equacéo:

ox 190 ox
5 e (mac) (119

com condicdes iniciais e na fronteira adequadas. 7 é um parametro positivo e m uma matriz
definida positiva ou escalar positivo, geralmente dependente de u (chamada matriz ou funcao
monitor). Em 1999, Huang e Russel ([44]) estenderam o método a duas dimensoes. Para isso,
utilizaram as equacdes de descida maxima resultantes da minimizacdo do funcional

1
F(x) = 5/9 ValmVz + Vy ' mVy d¢

e consideram x como uma aplicacao entre dois dominios. Os autores provaram que a solucao
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existe e é regular desde que os dados iniciais e a fronteira sejam regulares. A aplicacao é nao
singular, mas a malha pode tornar-se bastante distorcida (“skewed”). A solucao do problema
inicial e a posicdo dos nos sao calculados separadamente em cada intervalo J¢,,_; — t,,]. Foram
simulados diversos problemas com diferentes funcdes monitor, mas revelou-se dificil encontrar
uma funcao, no caso geral, que satisfaca todas as necessidade de adaptacao.

0 método de Baines, Hubbard e Jimack ([11, 10, 12]) utiliza a lei da conservacao geomé-
trica, na sua forma integral, para calcular as velocidades. A malha é acoplada com a solucao
e é movida, em cada instante, de forma a procurar conservar no tempo o integral de uma
funcao monitor igualmente distribuido pelos elementos finitos. A equacéo diferencial parcial é
utilizada com a versao euleriana da equacao da conservacao para gerar o campo de velocida-
des, que depois é usado para mover a malha na versao lagrangeana. Nos casos mais simples,
a solucdo da equacéo diferencial parcial pode ser reconstruida, a posteriori, através da ver-
sao lagrangeana da lei de conservacdo. Nos casos mais complexos, pode-se utilizar a versao
lagrangeana da equacao diferencial parcial. Este método foi aplicado com sucesso a equacgoes
com fronteiras moveis e livres obtendo-se resultados precisos tanto para a solucdo como para
a posicao da fronteira. Recentemente, Marlow, Hubbard e Jimack ([57]) aplicaram o método
a problemas com fronteira mdvel e utilizaram, para mover os pontos na fronteira, uma funcao
monitor que podia ser diferente da funcao monitor utilizada para mover os pontos interiores.

Neste trabalho, estendem-se os resultados de Rose para o caso do expoente depender das
variaveis espaciais e os resultados de Baines, Hubbard e Jimack para o caso de problemas em
dominios com fronteira livre.

O segundo problema com fronteira livre a ser estudado aqui surge da biologia. Pretende-se
estudar a difusdao de uma populacdo (por exemplo de bactérias). Neste caso, € razoavel supor
que a mobilidade no meio depende do quanto populoso ele esta. Este problema pode ser
modelado pela equacéo (1.1) onde a depende do total da populacao nesse dominio €, isto é,

a=a(l(u)), com [(u) = / u(x,t) dx,
Ja
ou da populacdo numa regido especifica Q' c Q. Ou seja, os movimentos sdo guiados conside-
rando o estado global do meio. O problema é néo local, no sentido em que o termo de difusao
€ determinado por uma quantidade global.

Considere-se um sistema nao linear do tipo reacao-difusdo, num dominio limitado e com
termos de difusao nao lineares aplicados a funcionais lineares /;, da forma

(1.11)

g — a1 (1 (u), l2(v))Au + A |ulP~%u = f1(x,t) em Qx]0,T]
v — az(lh(u),l2(v))Av + Xo|v|P72v = fo(x,t)  em Qx]0,T]

Neste caso, u e v podem descrever a densidade de duas populacdes que interagem através das
funcoes a; e ap. Supde-se que a taxa de mortalidade na espécie u é proporcional a |u|P~?u com
o factor \; > 0 e, na espécie v, é proporcional a [v|P~2v com o fator A\, > 0. E assumido que
p>1. f1 e f, representam as influéncias por fontes externas.

Este tipo de termo de difusao foi proposto por Chipot e Rodrigues em 1992 [20] para pro-
blemas elipticos. Nesse trabalho os autores provaram a existéncia de solucoes fracas e que a
unicidade nao se verifica no caso geral.

Mais tarde, Chipot e Lovat [18, 19] estudaram a existéncia e unicidade de solucdes para

11
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problemas nao locais da forma

up —a(l(u))Au = f(x,t) em Qp
u(x,t) =0 em TI'r , (1.12)
u(x,0) = ug(x) em Q

onde Q é um subconjunto, aberto e limitado, de R?, d > 1, com fronteira suave 9; T é um
instante de tempo arbitrario e ¢ € uma funcao de R em ]0, +oco[. No problema (1.12), a e f sdo
funcdes continuas, [ : L?(2) — R é uma forma linear continua e a é Lipschitz-continua. Chipot
e Lovat estudaram também o comportamento assintotico das solucoes.

Em 2004, Corréa, Menezes e Ferreira [22] estenderam os resultados obtidos por Chipot e
Lovat, considerando a = a(l(u)) € f = f(x,u) funcdes continuas. De facto, em [22], os autores
melhoraram os resultados dos trabalhos [20, 18, 19] considerando tanto o caso estacionario
como o caso evolutivo onde a nao linearidade aparece, nao sé no operador u — a(l(u))Au, mas
também na funcao nao linear f do segundo membro.

No caso dos sistemas, a maioria dos autores assume que a matriz a de difusao é diagonal,
ficando o acoplamento entre as equacoes apenas no termo reativo f. No entanto, a difusao
cruzada pode existir, veja-se por exemplo Oliveira [25] e as respectivas referéncias. Oliveira
considerou um sistema de reacao-difusao onde a € uma matriz real ne x ne nao diagonizavel e
f : R"® — R™® é uma funcao de classe C?.

Raposo et al. [62], em 2008, estudaram o sistema de reacao-difusao da forma

)

{ u —a(l(w)Au+ f(u—v) =alu—v) em Qx]0,T]
ve —a(l(W)Av — flu—v) =alv—u) em Qx]0,T]

com a(l) > 0, f fungdes Lipschitz-continuas, ! uma forma linear continua e o uma constante
positiva e provaram a existéncia, unicidade e decaimento exponencial das solucoes fracas.

Recentemente, Simsen e Ferreira [71] estudaram o problema de reacao-difusao da forma

ug — a(l(u)Au+ [ulP~2u = f(u) em 2x]0,T)
u(z,t) =0 em 900x]0,T] ,
u(z,0) = up(x) em Q

com p > 2. Os autores investigaram a existéncia, unicidade e continuidade em relacao aos dados
iniciais das solucdes fracas e provaram a estabilidade exponencial, a continuidade conjunta
das solucdes fracas e apresentaram um importante resultado sobre a existéncia de um atrator
global.

Ha poucos estudos sobre a aproximacao numérica de problemas nao locais e os que existem
sao bastante restritos a condicées de fronteira nao locais ou termos de reacao nao locais.

Yin e Xu [76] aplicaram o método dos volumes finitos para aproximar solucdées de um pro-
blema nao local em escoamentos reativos em meios porosos e deduziram ordens de convergén-
cia 6timas na norma L.

Sidi Ammi e Torres [70] propuseram a aplicacdo do método dos elementos finitos no espaco
e os métodos de Euler ou Crank-Nickolson no tempo para uma discretizacdo completa de um
problema nao local resultante do estudo da temperatura num termistor. Os autores provaram
ordens de convergéncia 6timas na norma L.

12
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Em 2000, Ackleh e Ke [1] estudaram o problema:

uy = ————=Au+ f(u) em Qx]0,T]
a(fQ w dz)

u(z,t) =0 em 00x]0,T]

u(z,0) = up(x) em Q

com a(l) > 0 para todo [ # 0, a(0) > 0 e f Lipschitz-continua satisfazendo f(0) = 0 e provaram
a existéncia e unicidade de solucdes fracas. Deram também condicdes em ug para a extingao
em tempo finito ou persisténcia no tempo e propuseram um esquema de diferencas finitas para
estudarem o comportamento das solucdes.

Em [62], os autores também realizaram simulacées numéricas para comparar o comporta-
mento das solucdes do problema com coeficiente de difusao constante, com o comportamento
das solucdes do problema nao local, e este Ultimo com o de Ackleh e Ke [1]. Utilizaram um es-
guema implicito de diferencas finitas em dimensao um e de volumes finitos ([37]) em dimensao
dois, nas variaveis espaciais.

Até a data ainda nao foi feito um estudo da convergéncia do método dos elementos finitos
de Euler-Galerkin quando aplicado ao sistema (1.11). Uma vez que o problema ainda nao foi es-
tudado por outros autores, também nao foram provadas a existéncia, unicidade e propriedades
fisicas das solucdes globais deste tipo de sistemas.

Os resultados apresentados neste trabalho estendem os de Chipot e Lovart, Corréa, Menezes
e Ferreira, Raposo et al. e Simsen e Ferreira para sistemas nao locais e provam novos resultados
sobre as propriedades das solucoes.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 2, sdo definidos alguns con-
ceitos basicos e notacdes e enunciados alguns resultados conhecidos que irao ser utilizados nos
capitulos seguintes. E também relembrado o método dos elementos finitos de Galerkin e as suas
principais propriedades. No capitulo 3, estuda-se a equacao em meios porosos com expoente
variavel. Em dominio fixo, define-se um problema regularizado introduzindo um parametro ¢.
Demonstram-se estimativas para a solucao do problema regularizado em funcao de ¢ e prova-se
a convergéncia deste para o problema inicial quando ¢ tende para zero. Neste capitulo, tam-
bém é deduzida a ordem de convergéncia do método dos elementos finitos de Galerkin quando
aplicado ao problema regularizado. Sao ainda apresentados exemplos de implementacao, em
Matlab, do método. No dominio livre, o problema é abordado numa nova formulacdo onde
se deduz uma equacao para o movimento da fronteira. Para a malha evoluir com o dominio,
constrdi-se uma malha adaptavel e discretizam-se a equacdo do problema e a equacao do mo-
vimento da fronteira nessa malha. Para testar o método, sdo apresentados exemplos da sua
aplicacao a problemas concretos. O sistema nédo linear com termo de difusdo nédo local é tra-
tado no capitulo 4 onde se formula o problema e as hipdteses sobre os dados do problema; se
prova a existéncia e unicidade de solugdes fortes globais no tempo; se estudam também as pro-
priedades de localizacdo e comportamento assintotico das solucdes; se discretiza o problema
no espaco e tempo e se provam estimativas do erro e ordem de convergéncia para as solucoes
discretas. O capitulo termina com a apresentacao de exemplos de implementacao do método
em Matlab.

Alguns dos resultados obtidos, no estudo feito para a elaboracao desta tese, foram apre-
sentados pelo autor em varios seminarios e workshops na Universidade da Beira Interior e no
Centro de Matematica e Aplicacdées Fundamentais da Universidade de Lisboa. O autor partici-
pou também nos congressos internacionais: “International Conference on Engineering UBI2011”
que teve lugar na Covilha, Portugal, em 2011; “6th Workshop on Statistics, Mathematics and
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Computation” realizado na Covilha, Portugal, em 2012 e “ 5th International Conference on ap-
proximation Methods and Numerical Modeling in Environment and Natural Resources” realizado
em Granada, Espanha, em 2013, onde fez apresentac¢des orais, que posteriormente foram publi-
cadas nos respectivos livros de resumos [27, 28, 31]. Foram ainda submetidos para publicacao
em revistas da area as pré-publicacdes [30, 29, 32, 33], sendo que [29] ja foi aceite, apds
revisao, e aguarda publicacao na revista SIAM Journal on Numerical Analysis.
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Capitulo 2

Definic6es e Teoremas Fundamentais

Neste capitulo introduzem-se as no¢des matematicas e as notacdes usadas ao longo do traba-
lho. Sao incluidos resultados classicos bem conhecidos da Analise. No entanto, ao enuncia-los
aqui, torna a leitura do trabalho mais confortavel. Os resultados sdo apenas enunciados, pois as
demonstracdes estao em grande parte dos manuais de Analise Matematica e Analise Funcional
(ver resumos em [36] e [60], por exemplo).

Apresentam-se, também, alguns dos aspetos mais relevantes do MEF e sua aplicacao a uma
EDP colocada na formulacao fraca sobre um espaco S. O MEF aproxima o problema por outro
problema, chamado problema discreto, definido num espaco de dimensao finita S35 C S. Neste
capitulo, constrdi-se o espaco S e deduzem-se algumas propriedades dos elementos que o
compdem (ver [21] e [72] para mais detalhes).

Para finalizar, relembra-se a quadratura de Gauss-Legendre para triangulos, que vai ser
utilizada para calcular os integrais que surgem na implementacao dos métodos.

2.1 Desigualdades elementares

De seguida, apresentam-se algumas desigualdades fundamentais que sao muitas vezes usadas
nas demonstracoes. Ao longo deste trabalho, denotam-se as constantes simplesmente por C,
independentemente do seu valor.

Lema 2.1 (Cauchy) Sejam a,b > 0 e ¢ > 0 numeros reais, ent@o
b < ea? n b2
a —_— —.
- 2 2¢

Lema 2.2 (Young) Sejama,b >0, 1 < p,p’ < +0o0 e € > 0 nimeros reais, entdo

ca’?  Ppr 1 1
ab < — +
p D

Lema 2.3 Sejam a,b € R, a #ben >0, entdo

‘a|na _ ‘b|nb

> C _ b n
a—>b Z Cla "
onde C' depende apenas de n.
Demonstracao
Suponha-se que a > b, entéo
a—b n a—b
n n ¢ n 2 a + b 2 n
al*a=p["6 = (n+1) [ le["dE=(m+1) |t dnz(n+D) [ ol dn=

a—b

:2(n+1)/0 Sl dn = 2(n + 1)

—b["a—b 1
. ‘ O b (e b).
2 2 2n

15



Método dos Elementos Finitos para problemas com Fronteiras Livres

Para o caso b > a obtém-se

n+1

277,

la|™a — |b]"b < la —b]" (a —b).

Em ambos os casos, obtém-se o pretendido dividindo ambos os membros da desigualdade
pora—>b. W

Lema 2.4 Sejam a,b € R e p > 2, entdo existe uma constante C > 0, apenas dependente de p,
tal que
_2 -2 -2
|2["™" 2 — |y[" "y < C(J2] + [y))P " |z —yl.

Demonstracao
Para p > 2, a funcdo g(z) = |2|P~2z é continua e diferencidvel em R, com ¢'(z) = (p —
1)|z|P=2. Pelo teorema do valor médio de Lagrange, existe ¥ entre a e b tal que

9(x) = g(y) = g )z —y) & |2[Pz — [yPy = (p— DI (z — y). (2.1)
Se se escrever 9 = x + e(y — x) com ¢ € [0, 1], entdo
[P~ < (Ja| + ely — )P~ < 207%(Ja| + [y))P~2.

Substituindo esta desigualdade no médulo de (2.1), obtém-se a estimativa desejada com
C=@p-1)2r?2>0. ®

2.2 Definicdes e conceitos basicos

Se A e B sado dois conjuntos e f € uma funcao definida em A, com valores em B, entao
escreve-se f: A — B. Se M C A, fj) denota a restricao de f em M. A composicao de funcdes
é representada por f o g e definida por (f o g)(z) = f(g(z)).

Definicdo 2.5 (Conjunto limitado) Um conjunto M C X é limitado se existirem x € X er > 0
tais que M C B,(x)

Definicdo 2.6 (Sucessdo limitada) Uma sucessdo {x,,}>2; C X é limitada se existir K > 0 tal
que ||z,|| < K,Vn e N

Definicdo 2.7 (Interior) Um ponto a € M é ponto interior se existir r > 0 tal que B,.(a) C M.
O conjunto dos pontos interiores de M diz-se o interior de M e denota-se por int(M).
O conjunto M é aberto se M = int(M).

Definicao 2.8 (Convergéncia forte) Uma sucessdo {z;};>, C X converge ( fortemente ) para
x € X, quando k tende para co, se

lim ||z — z||x = 0.
k—oo

Neste caso, escreve-se
lim x; = x, ou simplesmente x;, — x.

k—oo
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Definicdo 2.9 (Fecho) O fecho do conjunto M C X é o conjunto M definido por:
M = {z € X : existe uma sucessdo {x;} C M tal que = — z}.

O conjunto M é fechado se M = M.

Definicédo 2.10 (Fronteira) O conjunto

OM=Mn(X\M)

é chamado a fronteira de M.

Definicdo 2.11 (Conjunto conexo) Um conjunto aberto Q) € R¢ é dito conexo se dois quaisquer
pontos de Q) poderem ser unidos por uma linha poligonal totalmente contida em ().

Definicdo 2.12 (Dominio) Um dominio é um conjunto aberto e conexo.

Definicdo 2.13 (Continuidade forte) Uma funcéo f : X — Y é continua em a € X se para
qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0, tal que:

[z —alx <d=|[f(z) - fla)lly <e.

Definicdo 2.14 (Holder-continuidade, Lipschitz-continuidade) Uma funcdo f : X — Y, é Hél-
der-continua com expoente 1, €]0, 1] se existir uma constante C, tal que:

I f(a) = f)ly <Clla—-bl|s, abeX.

Se = 1 diz-se que f é Lipschitz-continua.
Se () C RY é aberto, entdo C*+(Q) denota o conjunto das funcées de C*(Q) cuja derivada
de ordem k é Hblder-continua em (2, com expoente ..

Definicdo 2.15 (Derivada forte (classica)) Seja f : R™ — R uma func¢do continua em z, entdo
define-se derivada parcial de f em relacdo a coordenada i:

O () — i L+ he) — (@)

h—0 h

Definicdo 2.16 (C*(Q)) Parak € N e c R", C*(Q) representa o conjunto de todas as funcées
definidas em ) e que tém todas as derivadas até a ordem k continuas em ().

Definicdo 2.17 (Conjunto convexo) O conjunto M é dito convexo se dois quaisquer pontos do
conjunto poderem ser unidos por um segmento totalmente contido no conjunto, ou seja,

a,b € M, €[0,1] = da+ (1 — A)be M.

Definicdo 2.18 (Funcao convexa) Seja 2 um conjunto convexo, uma funcéo f definida em Q) é
dita convexa se

fla+7(b—a)) < fla)+7(f(b) — f(a)), Va,beQ, T €][0,1]
e diz-se estritamente convexa se
fla+7(b—a)) < fla)+7(f(b) — f(a)), Va,beQ,Tel0,1].
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Um funcional linear continuo definido num espaco linear normado X é uma aplicacao linear
continua f : X — X. Para denotar o valor de f em u € X utiliza-se a notacdo f(u) ou (f,u).

Definicdo 2.19 (Dual) O conjunto de todos os funcionais lineares continuos em X é chamado
dual de X e denotado por X*.

Proposicao 2.20 O conjunto X*, com a horma

1 llxe = sup W90 e
uex [lullx

é um espaco de Banach.

Definicdo 2.21 (Espaco reflexivo) Um espaco de Banach X diz-se reflexivo se (X*)* = X.
Definicdo 2.22 (Convergéncia fraca) Seja X um espaco linear normado e {u,} € X, diz-se
que {u,} converge fracamente para u € X se

lim f(u,) = f(u), VfeX*

n—oo
Neste caso, escreve-se u,, — u.
Teorema 2.23 Se u,, — u em X, entdo u,, — u em X.

Teorema 2.24 Se X é um espaco de Banach e {u,} € X converge fracamente para u € X,
entdo {u,} é limitada.

Definicdo 2.25 (Operador compacto) Um operador linear limitado A : X — Y é dito compacto
se para cada sucessdo limitada {u, };>, € X existe uma subsucess@o {u,,}?°, € {u,}5>, € X,
tal que {A(uy,, )} converge fortemente emY .

Observacao 2.26 Um operador compacto também pode ser denominado operador linear com-
pletamente continuo.

Definicdo 2.27 (Convergéncia fraca *) Seja X um espaco linear normado, X* o dual de X e
{fn}S>, C X*. Diz-se que f,, converge fracamente-*, e escreve-se f, Xf, se

lim f,(u) = f(u), VueX.

n—oo
Definicdo 2.28 (Fronteira Lipschitz-continua) Seja Q ¢ R? um dominio limitado. A fronteira
de Q, 9 é dita Lipschitz-continua se existirem constantes o > 0, 3 > 0, um numero finito de
sistemas de coordenadas locais x%, ..., z% e fungdes Lipschitz-continuas

ge s My = {2" = (25,... . 0g) e R #%] <o} =R, k=1,... K

tais que:

o0 = UE_ Ay,

Ap = {(af,2%) : 2} = gr(2%), 12" < o},

{(2¥,2%) : gr(@®) < 2¥ < g (@®) + 6, |3 | <} cQ k=1,..., K,
{(zF,2%) : gr(@") — B < 2 < gr(2¥), |&¥]| < o} cRINQ, k=1,..., K.

Observacao 2.29 Por vezes, refere-se um dominio com fronteira Lipschitz-continua apenas
por dominio Lipschitz.
Se g, € C”, para todo k = 1,. ..k, entdo diz-se que 92 € C”.
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2.3 Distribuicoes

Seja Q um dominio de R<.
Definigdo 2.30 (C5°(R2)) Define-se por C§°(Q) o espaco linear das fungbes v € C>(Q2) cujo

suporte
supp v ={z:v(z) # 0}

é um conjunto compacto de .
Denota-se por D'(2) o dual de D(Q2) = C§° ().

Definicao 2.31 (Distribuicdo) Os elementos de D’'(Q2) sGo chamados funcées generalizadas ou

distribuicoes.

Seja a= (a1, ...,q,) € N", considera-se |a| = > | ;.

Definicdo 2.32 (Derivada distributiva) Uma distribuicdo D> f € D'(Q) é dita derivada distri-
butiva ( ou generalizada ) de ordem « da distribuicdo f € D'(Q) se
(D¥f,v) = (=1)°l(f, D), Vv € D(Q).

Observacao 2.33 Toda a distribuicdo tem derivada de qualquer ordem.

Observacdo 2.34 As derivadas distributivas, até a ordem k, de uma funcdo f € C*(Q) s@o
iguais as derivadas cldssicas de f, por isso denotar-se-d por

oledl ¢
ort . .ap’

tanto a derivada distributiva como a derivada cldssica.

O estudo costuma ser feito num conjunto Q(¢) e num intervalo de tempo |¢o, 7], T > to. A

funcao u esta entdo definida em
Qr = {(x, t)]x € Q(t),t €]to, T]} € R,

(se 2(t) = Q é independente do tempo, ¢, entdo Qr = Qx]tg, T')).
Considere-se a funcao v = u(x,t) definida no conjunto Q, entado as derivadas parciais ( no
Se du Ou_

i s cei ; a = ou o Ou _
sentido classico ou generalizado) de 12 ordem sao denotadas por Je © Bp = Ut Dot Do
sdo as derivadas parciais em relacdo as variaveis espaciais entdo, denota-se por

ou ou
VU7(87$*17787$(1)

o vetor gradiente e por
vo (92 9
o 8x1 R al'd
o operador gradiente.
d
0% f
Au= ox?
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denota o laplaciano de f, onde / é a derivada de segunda ordem de f em relacéo a z;.
Sef=(f1,...,f4), entdo o dlvergente de f é definido por

div f = Z gf

2.4 Espacos de Lebesgue

Seja A C R? um conjunto mensuravel a Lebesgue. Denota-se por |A| = meas(A) a medida
de Lebesgue de A.

Diz-se que duas funcoes, f; e f», mensuraveis definidas em A, sao equivalentes se diferirem
num conjunto de medida nula. Neste caso, escreve-se f; = f> qtp ( quase em toda a parte ) em
Aou fi(x) = fo(x) pqt (para quase todo) x € A.

Definicdo 2.35 (Espago L,) Parap € [1,+cc[, L,(A) € o espaco linear de todas as ( classes de
equivaléncia das ) funcées w mensurdveis em A para as quais

/ [ul? dx < .
A

Proposicéo 2.36 O espaco L,(A) equipado com a norma

el ) = (/ Ju(e |pdx) C 1<p<oo,

é um espaco de Banach.

Definicao 2.37 (Espaco L) L..(A) é o espaco linear de todas as (classes de equivaléncia das)
funcées v, mensurdveis em A para as quais:

esssup(u) = inf{ sup |u(z)|: Z C A, meas(Z) =0} < oco.
r€A\Z

Proposicao 2.38 O espaco L..(A), equipado com a norma:

lull 1.4y = esssup(u),
é um espaco de Banach.

Proposicéo 2.39 Os espacos L,(X) tém as seguintes propriedades:
1. Se Q C X é um dominio, entdo C§°(Q2) é denso em L,(f), 1 < p < 0.

2. (Desigualdade de Minkowski)

lu+vll,x0) < lullp,x) + v, Yu,v e Ly(X), 1 <p < +oo.
3. (Desigualdade de Holder)
, 11
|U z)| dz < |lullr,x)lvlle, ), 1< p,p" < +oo, ];Jr]? =1, Vu € Ly(X),v € Ly (X).
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4. O espaco Ls(X) é um espaco de Hilbert com o produto escalar
(u,v) :/ uv dx, u,v € Ly(X).
X

5. Se meas(X) <ooel<p<g<oo,entdo Ly(X)CLy(X)e

11
[ullz, x) < (meas(X))» ™ |lullL,x),  Vu € Ly(X).

6. Sejam 1 <p<r<g<ooes =f+ 58 0<a <] euc LX)N LX) entdo
uelL.(X)e
llullz,(x) < ||UH(LXP(X)||UH},;(QX)'

Definicao 2.40 Diz-se que u € Li,OC(X) se uj4 € L,(A) para todo o conjunto limitado A C X,
tal que A C X.

Teorema 2.41 Seja 1l < p < co. Se u,, — u em L,(X), entdo existe uma subsucessGo {u, }7° ,
tal que u,, — upqt z € X.

Lema 2.42 Seja A um aberto limitado de R, g, e g fungbes de L,(A), 1 < q < oo tais que:

lorllL,ca) <C, gr—g, Qqtpem A,

entdo g, — g em Ly(A).

2.5 Espacos de Sobolev

Definicdo 2.43 (W*?(Q)) Seja k > 0 um inteiro e 1 < p < co. Denota-se por W*»(Q) o espaco
de todas as funcbes u € L,(12), tais que as suas derivadas distributivas até a ordem k sdo
também elementos de L,(2), ou seja,

WhEP(Q) = {u: D*u € Ly(Q), |a|=0,...,k}.

0 espaco W*P(Q) pode ser equipado com a norma

p

k
lullwer@ = | > [1D%ullf )| > Paral<p<oo

|| =0

k

[ullwrc () = esssup|D*ul.
|a|=0

Define-se também em W*?(()) a seminorma

p

ulwrss@) = | > ID%ull} )| »Paral<p<oco, e0<j<k.

la|=5
Proposicdo 2.44 Os espacos W"? tém as seguintes propriedades:
1. Para1 < p < oo, WkP(Q) é um espaco de Banach.
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2. O espaco H*(Q2) = WH2(Q) é um espaco de Hilbert com o produto escalar

k

(u,v) :/ Z D*uD%v dx.
Q

|a|=0

3. Para1 < p < oo, C*(Q2) é denso em WFr(Q).

Definigdo 2.45 (W2 (Q))
WEP(Q) = C5° () em WFP(Q).

Neste trabalho, interpreta-se Wé“”’(Q) como o conjunto das funcdes u € WHP(Q) tais que
D%y = 0 em 95 para todo |a| < k — 1. Denota-se também HEY(Q) = Wé“’Q(Q)

Observacao 2.46 |.|y«.r.x o) € Uma norma em WJP(€). Em particular, denota-se

%
ol sy = ( [ 1 dx) .

Ly(Q) = WOP(Q) D WHP(Q) D WHP(Q) D ...

Observacao 2.47

Definicdo 2.48 (W —%+'(Q2)) Se 1 < p < oo, denota-se por W' () o espaco dual de W}*(2),
L+ =1, epor Hy"() o dual de H"(12).

2.6 Imersoes

Definicdo 2.49 Sejam X C Y dois espacos lineares normados, com as normas || - ||x e | - ||y
respetivamente. Define-se o operador identidade por:

I:X — Y

u — I(u)=u

Definicdo 2.50 (Imersdo continua) Se I é continuo, entdo diz-se que é uma imersdo continua
de X emY e escreve-se X — Y.

Proposicao 2.51 A continuidade da imersdo I é equivalente a existéncia de uma constante
C > 0 tal que:
ully < C|lullx,Vu e X.

Definicdo 2.52 (Imersdo compacta) Se I é completamente continuo, entéo diz-se que I é uma
imers@o compacta e escreve-se X —— Y.

Teorema 2.53 Sejam X e Y dois espacos lineares normados, entéo

X—=Y=Y"— X*

XY =YY" X*.
Teorema 2.54 Sejam k > 0, 1 < p < co e Q um dominio de Lipschitz e limitado.
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Se k < 4, entdo W"P(Q) — L,(2), onde £ = 1 — &.

1
p
Se k=4, entdo W"P(Q) — Ly() Vg € [1, 00].
Se d <k <441, entdo WHP(Q) — COF=4/r(Q)),
Se k =4 + 1, entdo W"P(Q) — C**(Q) Ve €]0, 1[.
Se k> ¢ 41, entdo Whr(Q) — C}(Q).
Teorema 2.55 Sejam k > 0, 1 < p < co e Q um dominio de Lipschitz e limitado.
Se k < 4, entdo WHP(Q) < Ly(Q) Vg € [1,p*], onde - = 1 — &.
Se k = 4, entdo WhP(Q) < Ly(Q) Vg € [1,00].
Se k> 4, entdo WHr(Q) —— C°(Q).

Teorema 2.56 (Desigualdade de Poincaré) Se u € H{ (), entdo

[ull o) < ClIVUll Ly,

onde C depende apenas de ().

2.7 Espacos de Bochner

As funcdes que descrevem problemas evolutivos sao, geralmente, da forma u = u(x,t),
onde t >ty é o tempo e x = (x1,...,24) € R? é 0 espaco. Por vezes, é conveniente separar
as variaveis considerando « uma funcdo que depende do tempo e tem valores num espaco de
Banach. Entao, se u = u(x,t), considere-se a funcao u(t) = u(-,t) que a cada t faz corresponder
o valor u(t) que é uma funcdo de = que pertence a um determinado espaco de funcodes.

Defini¢do 2.57 (L,(a,b; X)) Seja X um espaco de Banach. Paral < p < co define-se L,(a,b; X)
como sendo o espaco das funcées v : [a,b] — X, tais que:

=

b
ullz, (abix) = (/ lu(®)I% dt) <ooparal <p<oo

]| 2 (a,ix) = esssup [[u(t)]|x < oo

€la,b]

Proposicéo 2.58 O espaco L,(a,b; X) é um espago de Banach.

Definicao 2.59 Sejam a,b € R, a < b e X um espaco de Banach com norma || - || x. Diz-se que a
funcdo v : [a,b] — X é continua num ponto t, € [a,b] se

lim [u(t) — u(to)l|x = 0.
tG[a,(;)]

Denota-se por C°([a,b], X) o conjunto de todas as funcées continuas no intervalo [a,b] e com
valores em X.
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Proposicao 2.60 O espaco C°([a,b]; X), equipado com a norma

||U||CO([a,b];x) = m

t
mac [u(t) -

€ um espaco de Banach.

Definicdo 2.61 Diz-se que a funcdo u : [a,b] — X é diferencidvel no ponto t, € [a, b] se existir
w € X tal que:
lim ” u(to + h) — ’U,(to)
h—0 h

—’LU”X =0.

Neste caso, %(to) = u(to) € chamada derivada forte de u em t,.

Definicdo 2.62 Uma funcdo f € L1(a,b; X) tem derivada generalizada se existir uma funcdo
g € Li(a,b, X) tal que:

b b
/a %f(t)f(t) dt = */a o(t)g(t) dt,Ye € D(a,b).

Neste caso, escreve-se & = f, = g.

Definicdo 2.63 (W*?(a,b; X)) Seja X um espaco de Banach. Para k = 1,2,... e p € [1,00],
define-se _
7
WkP(a,b; X) = {f € Ly(a,b; X) : % €Ly(a,b;X), j=1,...,k}.

Em W*?(a,b; X) pode definir-se a norma:

1
k . P
. &if
Hf||Wk=P(a,b;X) = (Zl |dtj||zl),p(a,b;X)> .
j=

Estes espacos tém as mesmas propriedades que foram enunciadas para os espacos L,,.
De uma forma semelhante, podem definir-se os espacos C*([a, b]; X) das funcdes continuas
e diferenciaveis, em ¢, até a ordem k, no intervalo [a, b] € com valores em X.

Definicéo 2.64

C*([a,b]; X) = {f € C°([a,b]; X) : % € C%[a,b); X),j=1,...,k}.

Teorema 2.65 Se u € Ly(0,T; HE(Q)) e uy, € La(0,T; H-1(2)) entdo u € CO([0,T]; L2(12)).

2.8 Teoremas fundamentais

Nesta seccao enunciam-se alguns teoremas que sao necessarios nas demonstracdes, mas nao
se enquadram nas seccdes anteriores.

Teorema 2.66 (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-se que a
sucessdo {u,}52, € X é limitada. Entdo existe uma subsucess@o {u,, }3>, € {u,}52, € X e
u € X tais que:

— U.

unk
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Teorema 2.67 (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-se que a
sucess@o {f,}>2, € X* é limitada. Entdo existe uma subsucess@o {f,, }7>, € {fn}i2, € X* e
f € X* tais que:

fo = T

Teorema 2.68 (Brouwer) Se f : RY — R? é continua na bola fechada B,(x) e f(B,(x)) C
B,(x), entdo existe x* € B,(x) tal que: f(x*) = x*.

Corolario 2.69 (Brouwer) Seja f : B,(x) — R¢ continua e (f(x),x) > 0 Vx € 0B,(x). Entdo,
f tem um zero.

0 teorema seguinte é uma generalizacdo do teorema de Brouwer.

Teorema 2.70 (Schauder) Seja X um espaco de Banach, M C X um conjunto néo vazio, limi-
tado, fechado e convexo e seja F : M — M um operador compacto. Entdo existe, pelo menos,
um ponto fixo u € M de F.

Teorema 2.71 (Green) Seja Q2 um conjunto conexo limitado com fronteira Lipschitz-continua
e sejam u,v € C%(Q). Entdo

/vAudxz/ vVu-nds— [ Vv-Vudz,
Q Q Q

onde n é o vetor normal unitdrio exterior a fronteira de ).

Teorema 2.72 (Gronwall) O teorema tem duas formas de ser apresentado.

Forma diferencial Suponha-se que h e r sdo integrdveis em ]a,b| e ndo negativas qtp em ]a, b|.
Sey e C(la,b]), y« € Li(Ja, b]) e a desigualdade seguinte é satisfeita:

yi(t) < h(t) +r()y(t) pat t €la, b,

entdo:

t
y(t) < (y(a) +/ h(s)e™Ja () dr ds) elar(®) ds,

a

Forma integral Suponha-se que h é continua em [a,b], r integrdvel em |a,b[ € h,7 > 0 q.t.p.
em Ja,b[. Se y é uma funcdo continua em [a, b] e satisfaz a inequagdo:

y(t) < h(t) + / r(s)y(s) ds, t € [ab],

a

entdo .
y() < ht) + / h(s)r(s)els 70 ¥ ds, 1 € [a,b].

Lema 2.73 (Aubin-Lions) Sejam By, B e B trés espacos de Banach tais que By e B, sdo refle-
xivos de modo que By —< B — Bj. Seja

W ={w:w € Ly, (0,T; By) € wy € Ly, (0,T; By))}
o0 espaco de Banach equipado com a norma
|w]| = ||w||Lp0(O,T:,BO) + ||wt||L,,1 (0,T;B1)
Se po,p1 < o0, entGo W —— L, (0,T; B).
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2.9 Discretizacao espacial

O primeiro aspeto a abordar é a construcdo da malha 7;, sobre o conjunto Q@ Cc RR?, ou
seja, o conjunto  é dividido num ndmero finito de subconjuntos T}, k = 1,...,nt, chamados
elementos finitos, de tal modo que as condicdes seguintes sejam satisfeitas:

o O =UM Ty

o int(Ty) # 0,VTy € Tp;

o int(T;) Nint(T;) = O,VT;,T; € Ty, j # s

e cada lado de T}, ou pertence a fronteira de Q) ou é lado de outro T} € 7Ty;

e cada T}, tem fronteira Lipchitz-continua .

Neste trabalho, utilizam-se malhas triangulares, ou seja, cada T}, € um triangulo.
Suponha-se que se tem uma malha 7, sobre o conjunto Q. Considere-se h; = diam(Ty) =
max  d(x1,X2) = comprimento do maior lado de T}, e

x1,%2€T

h = max{hg,k =1,... nt}.

Seja qr = sup{diam(B), B é uma bola contida em T} }.

Definicdo 2.74 Uma familia 7, é dita regular se forem satisfeitas simultaneamente as duas
condicées:

1. existir uma constante o tal que Z—; <o,Vk>1,
2. h—0.

Uma vez estabelecida a malha 7;, define-se o espaco dos elementos finitos Sy,;..
Primeiro, define-se um espaco linear de dimensao finita @, da forma

Qrr = {vnlT, : vn € Spr}-

Neste trabalho, considera-se @, o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a »r em z e
y e exige-se que v, seja continua em Q e se anule na fronteira de Q. Resumindo, define-se

Spr = {w = wy,(x) € CY(Q)|wp 7, € um polindmio de grau r VT}, € T}

Teorema 2.75 Se Q. C H'(T}), VI € T, € Si, C C°(Q), entdo
Shr C Hy ().

Este teorema permite que, na resolucao dos problemas, se possa considerar Sy.., pois Sy, C S.
A inclusado anterior nao é verificada no caso da fronteira de 2 ser uma curva que ndo pode ser
exatamente descrita por triangulos.

Finalmente, tem de se de encontrar um conjunto X, de condicoes linearmente independen-
tes que permitam determinar, de forma univoca, cada elemento de @;,.. Um polinomio de grau
menor ou igual a r em « e y fica perfeitamente definido pelos valores em nk = (r + 1)(r + 2)/2
pontos distintos. Sejam ay, ..., a,, pontos distintos igualmente espacados em T}, entdo pode-se
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definir p, € Qy, pelos valores p,.(a;),i = 1,...,n,. De forma simbodlica escreve-se:
Yir = {pr(a;),i=1,...,nk}.

0 espaco S, descrito desta forma tem uma base candnica ¢, . .., ¢, definida por ¢;(a;) = d;j,
sendo ¢;; a funcao delta de Kronecker. Assim, cada elemento finito é definido pelo terno

(T, Qrers Zkr)-
Suponha-se que (Ty, Qkr, L) € um elemento finito onde T}, € um triangulo de vértices ay,
as € ag e seja T}, um outro tridngulo de vértices a;, a» e as. Existe uma Unica aplicacao afim:

(I)kij—’k — Tk

T — x= Bpz+ by,

tal que B, é uma matriz 2 x 2 invertivel, b, um vetor de R? e ®,(a;) = a;,. Pode entao
construir-se:

Qi ={pr : Tk = R| pr = pr o @11, By € Q).

Como @, é afim, Q;, = Qk-. Em particular, apos, se necessario, uma renumeracao, as fungdes
base satisfazem
~ —1 .
Qpi:(pio@k, Z:]_,...,nk.

Definicdo 2.76 Dois elementos finitos (Ty, Qkr, Xk:) € (TAk,ri,ikr) dizem-se afim-equivalen-
tes se existir uma aplicac@o afim invertivel ®,, tal que:

T = ®(Tx) (2.2)
Qrr = {pr' : Ty — R| pr =pro Cplzlvﬁ’r' € le} (2.3)

Uma familia 7;, de elementos finitos é dita familia afim se todos os elementos finitos que
a constituem sao afim-equivalentes a um Unico elemento finito, que se ira chamar elemento
finito de referéncia (Tr, Qrr, X rr)-

Proposicao 2.77 Qualquer elemento de uma familia afim 7;,, ou da sua imagem por uma apli-
cacdo afim invertivel, pode ser escolhido como elemento de referéncia.

Pela proposicao, pode verificar-se que Tk nao tem de pertencer a familia e que até pode
ser escolhido de uma forma bastante livre. Neste trabalho, considera-se

Tr={(z,y) eR* |z +y<1Az>0Ay>0}

Seja Ilp, (1, 0 operador interpolador que a cada fungao v definida em T}, faz corresponder o
polindmio, p,, interpolador de Lagrange, de grau menor ou igual a r, que interpola v nos pontos
a;, i = 1,...,nk. E Obvio que p. € Qi € pela definicao da base ¢, ..., v, pode definir-se

Up, (1) por
nk

Op, (1,)(v) = Y _ eiv(as).
1=1

Sejam P}, e £, o conjunto dos vértices e dos lados dos triangulos, respetivamente. Retirando
as repeticoes e introduzindo uma ordenacao em P, e &, fica-se com P, = {Py,...,P,,} e
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En=Ae1,...,en}.
Se e, € 992, denota-se por i, 0 vetor normal exterior a e.

Definicdo 2.78 Seja v € L»(Q?). © € Sy, € a projecdo ortogonal de v sobre S;,. denotado por
v =Ilg, v se satisfaz a condicdo

/ﬁxdx:/vxdx, Vx € Shr.
Q Q

Lema 2.79 Se v € W"t1P(Q), entdo
s, 0 = vl () < CH " ulrsnn (),
1 1 _
paraogmgre;+?_l.

O resultado anterior também é valido para IIp, .

Definicdo 2.80 (Ordem de convergéncia) Suponha-se que lim,,_,o+ v, = v. Diz-se que a ordem
de convergéncia é p > 0 se
lop, —v]|x < CRhP, Vh >0, (2.5)

onde C' é uma constante positiva que ndo depende de h. No caso de lim,,_.o, v,, = v, diz-se que
a ordem de convergéncia é p > 0 se

lvn, —v||lx < Cn7P, ¥n >0, (2.6)
onde C' é uma constante positiva que ndo depende de n.

Quanto maior for p, maior é a velocidade com que a aproximacao converge para o valor exato.
Aplicando o logaritmo em (2.5), obtém-se

log([[vn —vllx) < log(C) + plog(h),

o que significa que se se representa graficamente log(||v;, — v||x) em funcao de log(h), o gréfico
devera estar abaixo da reta que passa por (0,log(C)) e tem declive p. Este processo revela-se
atil na estimacdo numérica da ordem de convergéncia. Para (2.6) o raciocinio € o mesmo.

Teorema 2.81 Se v, € Sy,,., entdo
[VorllLo) < Ch™Hlonll o),
onde C ndo depende de h e r.

Definicdo 2.82 No espaco Sj,, define-se o laplaciano discreto Ay, : Sp,. — Sp, da forma
/(Ahu)x dx = —/ Vu-Vyxdx, Yu,x € Sp.
JQ Q

Definicdo 2.83 (Projecao de Ritz com peso) A projecdGo de Ritz com peso p, = Rnp € Sh, €
definida por

/ AVpp - Vx dx = / AVp-Vx dx, Yx € Shr.
Q Q
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Lema 2.84 Se p € H*(Q) N HY(Q), 1 <k <r+ 1, entdo

[Rrp = pll o) + PIV(RRp = p)l| o) < CR*|lpll ik (q)-

2.10 Discretizacdao temporal

Para discretizar a equacao no tempo existem numerosos métodos chamados de integradores.
0 mais simples é o método de Euler que aproxima a derivada temporal u;(x, t,) em cada instante
t,, por uma diferenca finita. Por exemplo, o método de Euler regressivo aproxima a derivada

ug(x,t,) por
~ w(X,tn) — u(X, th-1)

ou(x,t,) = 5 , lp=tp_1+0.
A solucao final obtida pode entao ser U, (x) = U(x,t,) ou a interpolacao linear definida, em
cada intervalo de tempo Jt,, 1, ], por U(x,t) = ;—#=-U,(x) — =f2—U,_1(x). Para simplifi-

car, pode considerar-se que todos os intervalos tém a mesma amplitude 5. Por vezes, ao valor
§ chama-se passo do método. Considere-se § > 0 e a particao

ni—1

10T = |J In,  In =ltn,tns1], tngr = tn + 0.
n=0

No caso da solucdo exata ter pouca regularidade em ¢, um método mais adequado é o método
dos elementos finitos descontinuo que aproxima a solucdo em cada intervalo de tempo por um
polindbmio. Para isso, define-se o espaco das fungdes seccionalmente polinomiais em relacdo ao
tempo com coeficientes em Sj,,. como sendo

SO ={# [0, +o0[— H|#[1, = > t/x;, x; € H}.
j=0

As funcées de S°° podem ser descontinuas nos instantes t,, mas sdo continuas a esquerda de
tn. Denota-se #,, = # (t,) e ¥, = lim, .+ W (t).

Para deduzir estimativas de erros, utilizam-se algumas projecées. Define-se a projecao no
tempo Ilgs.. ¥ = IIgssv € obtido pelas condicoes:

i}(tn—kl) :lU(tn+1)7 n=0,...,ni—1,

/(G—v,”//)dt:(), V# e 8%l n=0,...,ni—1.
I,

Para provar que esta bem definido, ver [72] na pagina 207. No caso H = S}, obtém-se o espaco
S(Ss

hr*

Define-se também a projecao no espaco e tempo Hs;sﬁ. V= Hs;sﬁv € solucéo de

/f/xdx:/ﬁxdx, Vx € Shr, Vt € I,
Q Q

ou seja, V = Ils,, (Ilgs: ) = Ils,,, 0.
Pela forma como esta definida a projecao Hsfsl, pode deduzir-se imediatamente que:

/(V_U,W)dt:/ @, W) — (o, #) dt =0, VW €55

I, I,
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(V(tn) —v(tn), x) = (0(tn), x) — (v(tn),x) =0, VX € Shr.

Teorema 2.85 Sejav € Wst5®(I,,; L,(Q)) e © a projecdo de v em S°°, entdo

||U(t) - /D(t)HLz(Q) < C(Ss—l—l|'U|Ws+1,oo(1n;L2(Sz)), vVt € In

|U(t) — ﬁ(t)|Hl(Q) < 058+1|’U|Ws+1,oo(1n;H1(Q)), vVt e I,,.

Demonstracao

Pelo teorema 12.1 em [72], tem-se que

[o(t) = 5(t) 3 () < C525+1/ WD (@) F g dt, k=0,1.

n

Utilizando a desigualdade
[ D@y e < Blofnn ety

obtém-se o pretendido.
|

Teorema 2.86 Seja v € Lo (I,,; H™tH () N WstLo(1,,: Ly () e V a projecdo de v em S5,
entdo:
Hv(t) - V(t)||L2(Q) S Chr+1|U|LOO([n;H7‘+1(Q)) + 058+1"U|WS+1,0¢(I";L2(Q)).

Demonstracao

Pela desigualdade triangular, obtém-se
[v(t) = V)l a0y < ll0(8) = s, v(B)]| + s, 0(t) — s, 3(¢)]
< O™ ol gy + [lo(t) = 9(1)]

S CH ol (1m0 ) + OO ol wetioo (1,000 B

Para problemas mais complicados, existem integradores mais robustos, por exemplo, o
odelbs [66] que € uma subrotina do Matlab e que aproxima numericamente a solucao de equa-
cbes e sistemas EDO da forma M (¢,y)y’ = F(t,y). Este integrador utiliza um método de ordem
variavel (de 1 a 5) baseado nas formulas de diferenciacdo numérica (NDFs). Opcionalmente,
utiliza o método de Gear (BDFs). Comeca no instante inicial e calcula a aproximacao no instante
seguinte, usando um determinado passo. Se o erro da aproximacao satisfizer a tolerancia dese-
jada, entdo é considerado um sucesso e passa para o instante seguinte, com o mesmo passo. Se
nao satisfizer a tolerancia, é considerado um passo falhado e é calculada uma nova estimativa
com o tamanho do passo reduzido a metade. Este processo continua desta forma até conseguir
um sucesso ou o tamanho do passo ser muito pequeno.
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2.11 Calculo das func¢des interpoladoras
Nesta seccao, calculam-se explicitamente as funcoes ¢1,..., .. Uma vez que as apro-
ximacoes pretendidas sdo polinomios de grau superior a 1 e os vértices do triangulos podem
mover-se, é vantajoso definir as funcdes ¢ em cada T}, utilizando coordenadas triangulares.
Para se obter um polindmio interpolador de grau » em cada triangulo, é necessario definir

nk pontos nesse triangulo. Segundo [9], estes pontos sao definidos criando uma malha uniforme
como mostra a figura 2.1. Seja T € 7 um elemento qualquer. Considere-se que as coordenadas

(1,0

2,0

(r-2,,

(r-1,0,

2 Pes o P P, R iq

(r,0,0) (r-1,1,0) (r-2,2,0) (2,r-2,0)  (1,r-1,0) (0,r,0)

Figura 2.1: Elemento finito de referéncia e numeracéo local dos nos.

dos vértices de T}, sdo (X1,Y1), (X2,Ys) e (X3,Y3). As funcdes interpoladoras de Lagrange de
grau 1 associadas a estes pontos sao, respetivamente,

_ XoV3 — X3V + (Y2 —Y3)z + (X3 — Xo)y

1/)1(3%?!) YN )

ol y) = X3Y1 — XqYs + (Y3 — Yi)o + (X1 — Xs)y,
2\

ol y) = XY, - XoV1 4+ (Y1 —Yo)z 4+ (Xo — Xl)y,
2\

onde

X1(Ya = Y3) + Xo(Y3 — V1) + X3(Y1 — Ya)
5 .

Por vezes, as funcdes ¢» chamam-se funcdes piramide, pois ¢; € linear e toma valor 1 em
(X;,Y;) e zero nos outros pontos. Para a aproximagao com polindmios de grau r, o polinomio
interpolador associado ao ponto P; é construido a custa das funcdes interpoladoras de Lagrange
de grau 1 da forma:

A:

@i(xﬂy) = fa(wl(xvy))fb(w2(x7y))f_c(w3(xa y))7
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onde
Pl
Folo) = H;rwj—i—l—l), 1<k<r
7/, =1
1 k=0

)

e os indices sao da forma como mostra a figura 2.1.
E necessario também calcular as derivadas destas funcdes. As derivadas de ¢; sdo:

% afa 8¢1 %% 8fc 6¢3
Opi  Ofa O dfy Onpa Ofe 37/)3
ay (91/1 (9 .fb.fc faa¢ ch fafbaw a
an J an’
aY] - w] 8y)
com
k k
T 1
, oIl 0w —i+1), 2<k<r
% _ m=1 m 7';1 ¢
8¢j r k=1

e
OPr  Yo—Y3 O Yz3—Y) OyYs Yi—Y,

B 28 ox 20N dx 20
W _ Xs—Xp Oy _X1-Xy O _ Xa—X,
gy 28 T 9y 28N T 09y 2/

2.12 Calculo dos integrais

Embora os integrais envolvendo apenas as funcoes interpoladoras possam ser calculados exa-
tamente, nao é pratico o calculo exato dos integrais que envolvem outras funcdes do problema,
possivelmente nao lineares.

Neste trabalho, todos os integrais sao calculados numericamente utilizando a quadratura
de Gauss-Legendre [56]. Os pontos e os pesos de quadratura sdo calculados num triangulo de
referéncia Ty e considera-se ®, : T — T} onde cada elemento T, da particdao é imagem
do triangulo de referéncia Tx. Sejam («, 3) as coordenadas locais no triangulo T} e (x,y) as
coordenadas locais do triangulo T, entdo

T= [ ha,p)dads= [ (ho®)(z,y)lls,|de dy.
Tk Tr

Se se considerar T o tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1), entdo pretende-se calcular
1 1—x
I=| flzy) dx dy:/ / fz,y) dy da.
Tr 0 0

Fazendo a mudanca de variavel z = (1+¢€)/2, y = (1—¢&)(1—n)/4, passa-se para o quadrado
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[~1,1]? e obtém-se:

I:/ll/llf<1_££’(1_5)4(1_77)> (1;€> de dn.

Aplicando a quadratura de Gauss-Legendre fica:

I%ZZ<18§i>wiwjf<1;§ia (1§i)fnj)>,

i=1 j=1

onde &, = n, € wi, k= 1,...,ni SA0 0s NOs e os respetivos pesos da quadratura de Gauss-Legen-
dre no intervalo [-1,1]. Se T} tem os vértices (X1,Y7), (X, Ys) e (X3,Y3), entdo &, pode ser

representado na forma matricial por

« o XQ—Xl Xg—Xl x + X1
ﬂ Yg—Yl Yg—Yl Yy Yl
Logo,
Xo—X; X3-—X
Jo, = | 2000 TR e g, | =24,
Yo-Y1 Y:3-Y;

1-&

Sejam Wax; = (1;&) Wi, Wyj = Wy, C’xij = e Cyij = (1_&)4&, ,j=1...m, entao

7= Z Z sz Wyl (h o (I)k)(CIij, Cyi,j) 2A.

i=1 j=1

33
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Capitulo 3

Equacdao Em Meios Porosos Com Expoente Variavel

3.1 Problema em dominio fixo

Nesta seccao, faz-se um estudo teorico da convergéncia do Método dos Elementos Finitos
(MEF) quando aplicado a um caso particular do problema (1.3), onde o expoente v nao depende
do tempo. Uma vez que o problema pode ser degenerado, utiliza-se um problema aproximado
regularizado, introduzindo um parametro ¢. Demonstram-se alguns teoremas sobre a influéncia
de ¢ na regularidade das solucoes do problema regularizado. Prova-se, sobre algumas condicoes
em v e f, que a solucao fraca do problema aproximado converge para a solucao fraca do
problema inicial, quando o parametro ¢ tende para zero. Sao construidas solucdes discretas
utilizando o MEF e prova-se a convergéncia destas para a solucao fraca do problema aproximado
e consequentemente para o problema original. No final, sao apresentados alguns resultados
numéricos da implementacao, em Matlab, do método.

Considere-se entao o problema de encontrar a funcao u que satisfaca as condicoes:

%—1; —div(ju"®Vu) = f(x,t) em Qr
u=0 em TIp , 3.1)
u(x,0) = ug(x) em

onde v é uma funcao limitada definida em Q, tal que:
1<y <79(x)<y" <00, ¥xeQ, (3.2)

com v~ e vT constantes conhecidas.
Antes de mais, tem de se definir o que se entende como solucao fraca do problema.

Definicao 3.1 (Solugdo fraca) Uma funcdo u(x,t) é dita solucdo fraca do problema (3.1) se
(i) w € Loo(0,T; Loo(Q)), |u|2Vu € Ly(0,T; La(Q)), us € La(0,T; W—12(Q)),
(ii) u=0emI'r,

(iii) para qualquer funcdo de teste ((x,t) que satisfaz as condicoes

¢ € La(0,T; Hy(2)) N Loo (0, T Lo (), {4 € La(0,T; Ly ()

e para 0 < t; <ty < T a seguinte identidade é verdadeira

to to ta
/ /—u(t dxdt+/ /|u\"’Vu-VCdxdt—/ /f(dxdtz—/u(dx
t1 Q ty Q t1 Q Q

(iv) e u(x,0) = up(x) em Q.

ta

b)
ty

Em [4], Antontsev e Shmarev provaram que o problema (3.1) tem solucao fraca segundo a
definicao 3.1.
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3.1.1 Regularizacao do problema

Uma das principais dificuldades em obter estimativas de erro para problemas parabdlicos
degenerados reside na regularidade das solucdes. Para se obter um problema parabédlico com
solucao regular deve perturbar-se ligeiramente o problema (3.1). Esta regularizacao pode ser
feita de diversas formas. Neste trabalho, considera-se um problema da forma

vy — div(as(x,0)Vv) = f em Qr
v=20 em I'r , (3.3)
v(x,0) = up(x) em Q.

onde o termo difusivo é aproximado por

(%)

e < a:(x,0) = (V2 +e¥)77, 0<e<l. (3.4)

A definicdo de solucao fraca deste problema é semelhante a do problema inicial.
Definicao 3.2 (Solucao fraca) Uma funcdo v(x,t) é dita solucdo fraca do problema (3.3) se
(1) v € Loo(0,T; Loo(K2)), ac(x,v)2Vv € Ly(0,T; La(Q)), v € La(0,T; W12(Q)),
(ii) v=0em I'p,
(iii) para qualquer funcdo de teste ((x,t) que satisfaz as condicoes

¢ € Ly(0,T; Hy () N Loo(0,T; Lo (), & € La(0,T; La(€2))

e para 0 < t; <ty < T a seguinte equacdo é verdadeira

rto to to p
/ /—v(tdxdt+/ /ag(x,v)VwVCdxdtf/ /f(dxdt:f/v(dx
t1 JQ t1 JQ t1 JQ JQ

(iv) e v(x,0) = ug(x) em Q.

ta

)
ty

Segundo a teoria classica, para cada £ > 0, o problema (3.3) tem solucao fraca que satisfaz
esta definicao e o sistema (3.3). Além disso, se Vv € Ly(Qr), entdo v;, Av € Ly(Qr).
Uma vez que a influéncia do parametro ¢ na regularidade das solucdes do problema regularizado
nao é evidente, demonstram-se alguns resultados sobre a regularidade das solugoes.
Comeca-se por obter estimativas para as solucées do problema aproximado.

Teorema 3.3 Seja v uma funcdo mensurdvel em Q que satisfaz a condicédo (3.2). Se

T
oz oy + / 1]l dt < C, (3.5)
0

entdo a solucdo v do problema (3.3) satisfaz

T
[0 Dl e () < Nluo ()| a (@) +/ 1F G| ey dE < €, VE€]0,T]. (3.6)
0

Demonstracao
Multiplicando (3.3) por v**~! e integrando em £, obtém-se

/vtv%_l dx—l—/ div(a-(x,v)Vv)v?~1 clx:/fv%_1 dx.
Q Q Q
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O que resulta em

ld 2k 2k—2 2 2k—1
ﬁ%”v”L%(Q) + (2k — 1)/9” a:(x,v)|Vo|” do < Hf”sz(Q)HU”LQk(Q)'

apos aplicar o teorema de Green e a desigualdade de Hélder. Se se ignorar o termo do meio,
pois é ndo negativo, e se se simplificar o fator Hv||2L’Z;(1Q), obtém-se

d
iz < IfllLa-

Integrando em t fica

T
[0 Dl Lo (@) < N[0, 0)] Loy (e +/O £l o) dt-

Se se fizer k — oo, obtém-se o pretendido. R
No resto deste capitulo, supde-se que a condigao (3.5) é satisfeita com C independente de

Lema 3.4 Se v satisfaz (3.2) e a é definido por (3.4) com v solucdo de (3.3), entdo
Qe (Xa U) S Oa
onde C ndo depende de «.

Demonstracao
Segue imediatamente de (3.4) e de (3.6). &

Teorema 3.5 Suponha-se que v é solugdo de (3.3), com v € H'(Q) e a condicdo (3.5) é vdlida,

entdo .
/ / IVo|? dxdt < Ce™",
0 Q

onde C' ndo depende de c.

Demonstracao
Da mesma forma como a demonstracdo anterior, multiplicando (3.3) por v e integrando em
Q, obtém-se

/vtv dx—l—/div(ag(x,v)Vv)v dx:/fv dx.
Q Q Q

O que resulta em

1d
s lolte + [ adx oIV dx < |l lolzaco
Q

apos aplicar o teorema de Green e a desigualdade de Hélder. Integrando em ordem a t, obtém-
-se

1 T 1 T
§HU(X’ T)H%Q(Q) +/0 /Qa'e(xa v)|Vo|? dxdt < §||U(Xa O)HQLQ(Q) +/0 I fll oy lvl o) dt.

Por (3.6), conclui-se que

T
/ / a:(x,v)|Vo|? dxdt < C.
o Ja
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T
/ / |Vo|? dxdt < ce "
0o Ja

Lema 3.6 Se v € H(Q) satisfaz (3.2) e a é definido por (3.4) com v solucdo de (3.3), entdo

Atendendo a (3.4), fica

_at
IVae(x,0)l[L,) < Ce™,

onde C' ndo depende de c.

Demonstracao
Segue imediatamente do teorema anterior, de (3.6) e de

J_ ad

Va(x,v) = yo(v? +£2)271Vo + (v +£2)2 %ln(v2 +£%).
]

Teorema 3.7 Suponha-se que uq € H'(Q2), v € H?(2) e a condigdo (3.5) é vdlida. Se v é solugdo

de (3.3), entdo
T
/ /(Av)2 dxdt < 05787+,
0o Ja

onde C' ndo depende de c.

Demonstracao
Considere-se a seguinte funcdo:

v(x.t) 2 9, 2(x) v
w(x,t):/ (¢C+¢e%) 2 dcz/ as(x,¢) ds,
0 0
entdo w; = a.(x,v)v; €

Vuw = (v? + %)V +/ ?( 24697 (¢ 4 €2) ds = a.(x,v) Vv +/ Va.(x,5) ds,
0 0

ou seja,
1

as(x,v)

V¢ =

wy €  as(x,v)Vv=VYVw 7/ Vae(x,¢) ds.
0
Logo w satisfaz a equacéo

1
a’€ (x7 ,U)

wy = div(Vw —/ Vae(x,¢) ds) + f,
0

ou de forma equivalente,

wy = ae (X, 0)Aw — as(x,v)g1,

com
vV
1

VA
91 = (Vac(x,6)|c=y) - VU +/ %aa(x,c) ln(ﬁ2 + 52) ds —|—/ aes(x,5) 1112(<2 + 52) ds — f.
0 0

Multiplicando por Aw e integrando em 2, obtém-se

/thw dx:/aé-(xm)(Aw)2 dx—/ag(x,v)glAw dx.
Q Q Q
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Aplicando o teorema de Green no primeiro termo, fica-se com

/ Vuw; - Vw dx—|—/ as(x,v)(Aw)? dx = / as(x,v)g1 Aw dx.
Q Q Q

Note-se que o primeiro termo é uma derivada entdo integrando em t, obtém-se
1 2 2 1 2
- | |Vw(x,T)|* dx + as(x,v)(Aw)* dxdt = = | |[Vw(x,0)|* dx + as(x,v)g1 Aw dxdt.
2 Q QT 2 Q QT
Aplicando a desigualdade de Hélder, fica-se com
/ |Vw(x, T)|? dx—!—/ as(x,v)(Aw)? dxdt < / |Vw(x,0)[? dx—|—/ as(x,v)g; dxdt.
Q QT Q QT

Atendendo as estimativas de v e Vv obtidas nos Teoremas 3.3 e 3.5, chega-se a

/ |Vw(x, T)|? dx—!—/ as(x,v)(Aw)? dxdt < Cy + Cre™" < e,
o Qr

Em particular,

Vw(x,T)?dx < Ce™" e / (Aw)? dxdt < Ce= 21"

Q Qp

Por outro lado ([53], lema 4.5, pdg. 63) tem-se que:

/ |Vw|* dxdt < C esssup \w|2/ (Aw)? dxdt < ce=2"
Qr (x,t)EQr Qr

Volte-se agora a funcé@o v. Como
as(x,v)Vv = Vw — / Va.(x,5) ds,
JO

entdo
IVo| < Ce™ (V| + 1).

Também derivando w, obtém-se

x
2

Aw = a.(x,v)Av + a.(x,v) In(v? + £2)Vry - Vo 4+ y(v? 4+ &%) 2 71| Vo] + ga,

onde,
v A v v 2
92 :/ %ae(x,c)ln(<2+52) d<+/ | Z| ac(x,¢) In*(¢* + £2) ds.
0 0
Finalmente,

/ Vol dxdt < Ce=67"
Qr

N 2
/ (ac(x,v)Av)? dxdt < / (Aw)? dxdt +/ (7(112 + 52)5_1U|V1}|2) dxdt+
QT QT

Qr

+/ a2(x,v) In*(v? + €2)(Vy - Vo)? dxdt +/ g5 dxdt
QT QT

<Ce " 4o Lo o< e,
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Logo,
/ (Av)? dxdt < Ce8"
Qr

Teorema 3.8 Suponha-se que v € H?(2), ug € H'(Q2), v é solucdo de (3.3) e a condicdo (3.5) é

vdlida, entdo
T
/ / v2 dxdt < Ce™ 21"
0 Q

onde C' ndo depende de ¢.

Demonstracao
Da mesma forma que o teorema 3.7 seja

w=/ as(x,s) ds,
0

entdo "
Vw = a.(x,v)Vv + / Vae(x,) ds
0

wy = (X, 0)v;.

Multiplicando (3.3) por w; e integrando em (), obtém-se

/ vowy dx + [ VwVwy dx = | fwy dx +/ / Va.(x,¢) dsVw; dx,
Q Q Q aJo

ou seja,

1 v
/ (we)? dx +/ VwVw; dx = / wy f dx —|—/ / Vae(x,¢) dsVw; dx.
0 a:(x,0) Q Q QJo

Integrando por partes o ultimo termo, tem-se que

1
/ (w)? dx + [ VwVw, dx = | fw, dx — / wi(Vae(x,¢)|c=y) - Vv dx — / wg dx,
¢ o Q Q

2 ae(X,v) Q

onde: v A v [2
g:/ %“e(x,c) In(¢? + &%) dg*/ %ae(xx) In*(¢? + %) ds.
0 0

Integrando esta equacdo em t resulta

1 1 1
/ (w0)? dxdt + f/ Vaw(x, T2 dx = f/ Vuw(x, 0)[2 dx-+
Q 2 Ja 2 Ja

» (X, )

+ fwy dxdt — /

wy(Vaes(x,¢)|c=v) - Vv dxdt — / wig dxdt.
Qr Qr

Qr

Aplicando a desigualdade de Cauchy verifica-se que

1 1 1 1
5 /QT o (x.0) (wy)? dxdt + §/Q|Vw(x,T)|2 dx < §/Q|Vw(x,0)|2 derC/QT ac(x,v) f? dxdt+

+C ac(%,0)|(Vae (x,6)|c=y) - Vo|? dxdt + C ac(x,v)g? dxdt.
QT QT
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Atendendo as estimativas de v e Vv, chega-se a desigualdade:

1
/ (wy)? dxdt + / Va(x, T)[2 dxdt < Co+ Cre?" < 0"
Qr ae(x,0) Q

Como

for = — vy
V| = —— |W
t GE(X,U) tls

segue-se que

1
/ (v,)? dxdt < et / (wy)? dxdt < 2"
Qr Qr Qe (X7 U)

e o resultado estd provado. B

Lema 3.9 Se v satisfaz (3.2) e a é definido por (3.4) com v solucdo de (3.3), entdo
[(ac(x,0))tll L, (0) < Cafw,

onde C ndo depende de «.

Demonstracao
Segue imediatamente do teorema anterior e de:

(ac(x,0)); = Yo (v* + %) 271

3.1.2 Convergéncia do problema regularizado

Antes de se construir as soluces discretas, prova-se que as solucées do problema aproximado
convergem, num determinado sentido, para as solu¢cdes do problema inicial, quando ¢ tende
para zero. Antes de mais, precisa-se do lema seguinte.

Lema 3.10 Se v satisfaz (3.2) e v é limitado, entdo para 0 < ¢ < 1 a desigualdade seguinte é
valida:
o709 — (0% +£2) ™57 | < Ct,

onde C' ndo depende de c.

Demonstracao
Aplica-se o teorema do valor médio de Lagrange a funcdo ¢(y) = (v? + y*)* no intervalo
[0, €] e conclui-se que, para cada x € ), existe c € [0,¢] C [0,1], tal que:

2 y-1
2

g(e) = g9(0) = ve(v* + )2 e <y + )7 g,

logo

|0]7®) — (02 4 €2)5% | < Ce.

|

Para demonstrar a convergéncia, seguem-se as ideias da demonstracdo do teorema de unici-
dade em [4] e suas referéncias. Primeiro, prova-se que a diferenca entre as solucoes dos dois
problemas satisfaz um determinado problema de Cauchy. De seguida, obtém-se estimativas
para as solucdes do problema auxiliar. Finalmente, estas estimativas sao usadas para concluir a
estimativa pretendida.
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Lema 3.11 Seja u solucéo fraca de (3.1) e v solucdo fraca de (3.3). A func@o w = u — v satisfaz
a equacdo

/ w(—C; — AN + BVC) dxdt — / (Flo] = F.[o])AC + (Glv] = G[o])VC dxdt (3.7
Qr Qp
com
€€ La(0,T5 Hy(2)) N Loo (0, T5 Lo (Q)), G € La(0,T5 La(Q)),  ((x,T) =0,
1 ulu|? = vfu]?
oy +1 U —v
% ulu|Yin(u?) — vjv|Yin(v?)
2W+4)< u—v )’

B = AVin(y+1) - D, (3.8)

?

ufu|”
v+1

F(x,1) = Flu(x,1)] =

)

v

FE(X7t)=FE[v(X,t)]:/O (% +£2)F dq,

Demonstracao

As funcées F e F. satisfazem

2 1
VF = |u|"Vu + ul|u|” vy (ln(u ) _ >
v+1 2 v+1
e »
(02 22\2 Vy o, 232 2, .2
VF. =@ +e%)2Vu+ 7( +e7)2in(¢” +¢7) ds.
0
Logo,
2
' Vu = VFL] w2 (l”(; b1 1) — VF[u] - Gl
e

(W® +£2)3Vo = VF. - / %(8 + )3 in(s? +£2) ds = VE.[o] — Gufo].
0

Assim, pode reescrever-se as equacées das definicoes:

T
—/ e dxdt—|—/ |u|"Vu - V¢ dxdt — f¢ dxdt = —/ u( dx ,
Qr Qr Qr Q t=0
T
—/ e dxdt—l—/ as(x,v)Vu - V({ dxdt —/ fC dxdt = —/ v( dx
QT QT QT Q t=0
da forma
T
—/ uly dxdt + VF[u]V(¢ dxdt — Glu]V¢ dxdt — fC dxdt = —/ uC dx ,
Qr Qr Qr Qr Q t=0
T

—/ v(y dxdt + VFE [v]V( dxdt — G [v|V( dxdt — f¢ dxdt = —/ v( dx
Qr Qr Qr Q

Qr t=0
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Como u = v =0 em 0L, entdo Flu| = F.[v] = 0 em 0. Aplicando o teorema de Green na
29 parcela do 19 membro, obtém-se

T
—/ uly dxdt —/ Flu]A¢ dxdt — Glu|V{¢ dxdt — fC dxdt = —/ uC dx ,
Qr Qr Qr Qrpr Q t=0
T
—/ v(y dxdt — F.[v]AC dxdt — G[v]V¢ dxdt — fC dxdt = —/ v( dx
Qr Qr Qr Qr Q t=0

Uma vez que ((x,T) = 0, w = u — v satisfaz a equagdo

//w(jtdxdt // V) AC dxdt = // W)VC dxdt.  (3.9)

Considere-se

Pode escrever-se Fu] — F[v] = Aw e G[u] — G[v] = —Bw, com A e B definidos em (3.8). Entdo,
a equacdo (3.9) pode ser reescrita da forma (3.7), como pretendido. R

Lema 3.12 Seja n(x,t) a solucdo do seguinte problema parabélico:

—(A+e)An+BVn=¢ em Qr
n(x,0) =0 em Q (3.10)
n(x,t) =0 em Tr

onde € > 0 é um parGmetro pequeno, ¢ € Lo(Qr) uma funcdo arbitrdria e A e B estdo definidas
em (3.8). Se

L (3.11)
A+te 7
entdo .
/ |Vn|? dx + / /(A+e)(An)2 dxdt < C.
Q Jo Ja
Demonstracao

Demonstra-se facilmente que

\3\2

0<A<C, [D[<C, |B[<C, <C,

com C dependente simplesmente de v~, V-, esssupu € esssup v.

Segundo [52], para qualquer ¢ > 0 e ¢ € Ly(2r) o problema tem uma unica solucédo forte
continua n tal que n;, An € Ly(Qr).

De seguida, encontram-se estimativas para n e respetivas derivadas.

Multiplicando (3.10) por An e integrando em (2, obtém-se

/ neAn dx — / (A4 €)(An)? dx = —/ BVnAn dx —|—/ PAn dx.
Q Q Q Q

Se se aplicar o teorema de Green no primeiro termo e se se multiplicar por —1, conclui-se
que

/Vntvn dX+/(A+e)(A77)2 dX:/BVnAn dx—/gbAn dx =11 + 1.
Q Q Q Q
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Tem-se que

1 |BI?
<l 2
\zl|74/9(,4+e)mn) czx+/QA+6

|Zo| < %/Q(A—I—e)(An)2 dx+/

dx.
QA+€ x

Juntando as estimativas calculadas, obtém-se

B[ ¢?
2 A A 2 </ | 2 .
331 L1V x5 [ (v oan? xs [ Bl ixr [ 2 x

Jad se provou que

[BI* _|BI
A+e~ A
Pela hipdtese (3.11) e pelo teorema de Gronwall, obtém-se o pretendido. R

<ClVHP <.

Teorema 3.13 Seja u solucdo fraca de (3.1) e v solucdo fraca de (3.3). Se

0<7*§7(X)§7+emﬂe sup|V’y|§C<OOa
x€Q

entdo
.
+1

jo i
— 2 < C
Hu UHL%+1(QT)_ g2,

N

onde C' ndo depende de ¢.

Demonstracao
Seja w = u — v, entdo satisfaz a equacdo (3.7). Escolhendo ((x,t) = n(x,T —t) solucdo de
(3.10) vem que

/ we dxdt = / (w Ay + (F[o] — Fo[o])Aq + (Glo] — G.[v]) V) dxdt =
Qr Qr

=13 +1Zs+1s.
Tem-se que
vv’y v v v 5 v
Flo] - Fufo) = 24 */<<2+62>% d<:/ I<|Wd<*/<§2+62>fd<:/ o] = (427 d,
B y+1 Jo 0 0 0
entao
|Fv] — F:[v]| < Csup |v|e

e
Glo] = Gelo] = ulul"

Vv [In(u?)
v+1 2

v+1
\% 1
/ [<["VAin([s]) ds / (2 +eHzin(s? +£2) ds
0

= [ 1sroainis) -
logo
|Gv] — Ge[v]| < C'sup|vle.
Pela desigualdade de Schwarz e pelas estimativas calculadas no lema anterior, demonstra-se
que

1

|Z5| < Sup(|w\)e% Tmeas(2) (/ e(An)? dxdt) < Ce?,
Q

T

1 1

|Z4| < sup(|F[v] — F[v]|)e™ 2 /T meas(Q) (/Q e(An)? dxdt) i < Cee™ 2
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1

|Z5] < sup(|Glv] — Ge[v]|)v/ Tmeas(€2) (/Q (Vn)? dxdt) i < Ce.

T

Logo,

/ we dxdt‘ < C’(e% tee? +e).
Qr

Se se considerar ¢ = ¢, entéo

/ we dxdt’ < Cez.
Qr

Ao considerar ¢ = |w|"sign(w), com x uma constante positiva, pode deduzir-se que
w5+ < Ce?, ou seja, ||lu — vt} oot

Lit1(Qr) — Lit1(2r) —

De facto, se ¢ = |u — v|"sign(u — v), entdo (3.11) é verdadeira, pois

2 2 2K
¢ o

A - A ulu[Y—vlv]7 =
te G (a—v)

desde que v < 2k.
Considerando x = %, obtém-se o pretendido. R

3.1.3 Aproximacao discreta

Nesta seccao, segue-se [72] e aplica-se o0 método de Galerkin, continuo no espaco e descon-
tinuo no tempo, para obter solucdes aproximadas do problema regularizado. Sempre que nao
houver perigo de confusao, deixar-se-a de explicitar a dependéncia de « em relagao a x.

Seja h > 0, 75, uma particao de Q) e Sy, 0 espaco de elementos finitos

Shr = {x = x(x) € C3(Q)|x7, € um polinémio de grau r VT}, € 7, }.

Considere-se ¢ > 0, a particao |0, 7] = U ', , I, =]tn, tni1]s tne1 = tn + 0 € O €SPACO
S
Sps =AW = Whs : [0,+00[—= S | #]1, = > t"Xn(X), Xn € Shr}-
n=0

Nao se exige que # € SJ° seja continua nos pontos ¢,, apenas que seja continua a esquerda.
Denote-se por #;, e por #, o valor de # e do limite de # a direita em ¢,,, respetivamente. O
salto de # em t,, sera definido por [#], = #, — #,.

Procura-se uma aproximagao discreta v ~ V € S5 que satisfaca a definicao de solucéo
fraca. Entao,

T
/ V¢ dxdt +/ as(x,V)VV - V(¢ dxdt = fCdxdt— [ Vidx| ,
Qr Qr Qr Q 0
ou seja,
ni—1 ni—1 ni—1 T
Z/ /—V(t dxdt+2/ /ag(X7V)VV~VC dxdt = Z/ /fg dxdt—/VCdx
n=0 I, JQ n=0 I, JQ n=0 In JQ Q 0
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Aplicando a integracao por partes no primeiro termo, utilizando a continuidade de ¢ no
tempo e supondo ¢(x,T) = 0, obtém-se

ni—1

tni1
+ Z/ /as(xy)vv.vg dxdt =
tF I, JQ

n=0

ni—1 ni—1

;}/I”/dexdt—y;/Qvgdx

:?_::/n/ﬂfg dxdt—l—/QVJCoan

onde V; é o polinomio de grau s — 1 que interpola %—‘t’ em I, et} representa o limite quando ¢
tende para ¢,, por valores superiores. Considerando [V],, = V,;t — V,,, conclui-se que

ni—1 ni—1 ni—1 ni—1

nz_%/z/gm dth+7;/Q[V]n< dx+;/ln/ﬂaa(x,vwvv< dxdt = ;/j [ f¢ axit.

Escolhendo 59 para espago das fungoes teste, obtém-se

ni—1 ni—1 ni—1

Z/ /VW dxdt + Z/Mn% dx + Z/ /as(x,V)VV~V7/ dxdt =
I, JQ o1 /9 I, JQ

n=0 n=0
ni—1

-y /1 /Q £V dxdt. (3.12)

n=0

Defini¢do 3.14 Uma fungdo V € S{3 é dita solugdo discreta do problema regularizado (3.3) se
V =0 em 99 e satisfizer a equagdo (3.12) para todo # € S5.

Como ¥ pode nao ser continuo nos t;, i = 0,...,ni pode escolher-se # de modo que se
anule forade I,,, n =0,...,ni— 1. Neste caso, a equacao (3.12) transforma-se em ni equacoes,
uma para cada I,,. Assim, o problema discreto pode ser encontrar V € S¢¢ de modo que

/ /Vﬂ/ dxdt—|—/Vn+_17/n+_1 dx+/ /aE(X,V)VV-VW dxdt =
1, Ja Q 1, Jo

:/ /wa dxdtJr/QVn_antldx, (3.13)
I,

v € S5, Wn € {0,..., ni}.

Tem agora de se provar que este problema tem solucdo Unica. Note-se que para demonstrar
a existéncia e unicidade de solucdo para o problema (3.12), é suficiente provar que, em cada
intervalo I,, e com o valor de V,,_; fixo, existe uma Unica solucao para a equacao (3.13).

Teorema 3.15 Se V,,_;, € L2(Q) e f € Ly(Q x I,,), entdo o problema (3.13) tem uma solucéo V.

Demonstracao
Sejan > 1 fixo. Para cada h,§ > 0, define-se a aplicagdo continua F : S35 — S9% da forma

/ /F(V)V/dxdt:/ /Vﬂ/ dxdt+/vn+_17//nt1 dx+
I, JQ I, JQ Q

+/ /ae(x,V)VV-VW dxdt—/ /f%/ dxdt—/V,,,_antldx, VY € S
I, JQ I, JQ Q

escolhendo W =V,
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/ /F(V)dedt:/ /VtV dxdt+/(V,:Zl)2 dx+
I, JQ I, JQ Q

+/ /ag(x,V)|VV|2 dxdt—/ /fV dxdt—/ Vo1 VE dx.
I, JQ I, JQ Q

Utilizando a majoracdo inferior de a e aplicando a desigualdade de Hélder, obtém-se

1 d 2 + 2
[Pz 5 [ GV a1V e

.
e / IVV2, ) dt — / 1 sVl o) dE — Vi s Vi1l acen-

Integrando o primeiro termo em t e utilizando as desigualdades de Cauchy e Poincaré, che-
ga-se a

1
/ / F(V)V dxdt > 5 |[Val2, ) +
I, JQ 2

) 1
+Ce" /1 IVIIZ.@ dt’/, 1712 IV llaey dt = S1Va1lZ, -

Aplicando de novo a desigualdade de Cauchy, conclui-se que

1
/ / F(V)V dxdt > S||Vall7, ) +
1, Jo 2

cert 1 1
: /I||VH%2(Q) dt_W/, 17112 @) dt = 5 VaillZ (o)

SeV pertenceraB = {# € S} : | # || ryax1,) < €€ > &%\\Vn,lHLZ(Q)+m||fn||L2(QX1")},

entdo fQ F(V)V dx >0, VV € dB. O coroldrio do teorema de ponto fixo de Brouwer implica a
existéncia de um V, € B tal que F(V,) = 0. O teorema estd provado comV =V,. R

+

Se se utilizarem aproximacdes no tempo e grau zero, entao a definicdo de B nao depende
de e.

Prova-se de seguida que a solucao é Unica.

Teorema 3.16 Se V,,_1 € L»(Q) e f € Ly(Q x I,,), entdo o problema (3.13) tem uma unica
solucédo V.

Demonstracao
Sejam V,,_, e f duas funcbes conhecidas e V; e V, duas solucbes de (3.13), entdo, para

W € S):, tem-se que

/ /(vl)tw dxdt+/(vl);,1%tl dx+/ /ag(x,vl)vvl.vw dxdt =
I, JQ Q JI, JQ

:/ /fV/ dxdt—i—/Vn,l”fﬂrf_ldx
I’Vl Q Q

/ /(Vg)t”‘// dxdt—l—/(Vg);lentl dx+/ /aE(XJ/'Q)VVQ-VV/ dxdt =
I, JQ Q I, Jo

— [ [ 17wt [ Vit ax
ITL Q Q
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Subtraindo estas duas igualdades e considerando V = V; — V5, obtém-se
/1 /QVW dxdt+ i Ve dx+/l /Q(ag(x, VI)VVI —ac(x, Vo) VVa)-V# dxdt = 0. (3.14)
Escrevendo

1
d
as(x,V1)VV1 — ac(x, Vo) V'V, = / d—g(as(x,ng + (1 =)V2)V(sVi + (1 —¢)Va)) ds =
0

:/ ag(X7§Vl+(l—§)V2)VVd§+/ Y((Vi+(1=¢)Va)?4e2) 2 (Vi +(1=¢) Vo) (s VVi4+(1—¢) Vi)V dg
0 0

= AVV + BV,

com 1
A= / as(x,sV1 + (1 — &) Vs) dg
0

B = /1 y((sVi+ (1 - §)V2)2 + 52)%—1(§V1 + (1 =)W (VW + (1 —¢)VVz) ds,
0

a igualdade (3.14) transforma-se em

/ /V}V// dxdt+/ Ll 2 dx+/ /(AVV+BV)~V7/ dxdt = 0.
I'n Q Q In Q

Integrando por partes o primeiro termo da Gltima igualdade, fica-se com
- / VH; dxdt+/ Vi, dx+/ /(AVV + BV) - V¥ dxdt = 0. (3.15)
I, JQ Q I, JQ

Seja W (x,t) = n(x,tn—1 + t, — t), com n a solucdo discreta do problema

ne — div(AVn)+ BVn=¢ em Q xint(I,)
(X, tn—1) =0 em , (3.16)
n(x,t) =0 em 00 xint(I,)

Neste problema ¢ é uma funcdo arbitrdria de L,(Q x int(I,,)). Uma vez que ev’ <A<Ce
|B| < Ce"", o problema tem uma solucdo fraca em S9s. Entdo a equacdo (3.15) transforma-se

em
/n/QVQS dxdt =0, (3.17)

pois #,, = W (x,tn) = N(x,t,—1) = 0. Como (3.17) é vdlida para qualquer ¢ € Lo(Q2 x int(l,)),
conclui-se que V = (0 e, consequentemente, a solucdo é unica. R

O resto desta seccao é dedicada a demonstracdo de uma estimativa do erro em termos
dos parametros da discretizacao para a solucdo totalmente discreta do problema (3.12). Esta
demonstracdo € muito semelhante a demonstracdo do teorema 3.13 e esta também repartida
em dois lemas e um teorema.

Lema 3.17 Seja v solucdo fraca do problema aproximado e V a solucdo discreta, entéo a
fungdo e = V — v satisfaz, para todo W € S3:, a equagdo

ni—1
//(—e%—l—AVoV”/ﬂ—&—eB-VW) dxdt = Z / en|?n dx—/ em“//mdx,V”I/GSZi (3.18)
1JQ Q Q

n=1
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com L
A:/ 0 (%, 5V + (1 - E)v) ds
0

B= /1 VSV + (1= )2 + )21V + (1 — ) (sVV + (1 — ¢) Vo) de.
0

Demonstracao
A equacéo (3.12) pode ser reescrita da forma

ni—1 ni—1 ni—1

—Z/ /V% dxdt — Z/Vn[W]n dx + Z/ /aE(X,V)VV-VV/ dxdt =
n=0 7 In JQ ne1 /0 o /I J0

ni—1

=y / / W dxdt — / Vi Wi dx.
0 /In JQ Q

Somando

ni—1

_//V% dxdt—Z/Vn[V/]n dx—i—//as(x,V)VV.VW dxdt://fW dxdt—/ Vi Wnidx.
1Ja — Ja 1Ja 1Ja Q

A solucéo fraca do problema satisfaz esta equacdo, ou seja,

ni—1

_//v% dxdt—Z/vn[W}n dx—&—//ag(xm)Vv.VW dxdt://f”‘// dxdt—/ Vs Wi dX.
1Ja — Ja 1Ja 1Ja Q

Subtraindo estas duas equacées, obtém-se

ni—1

—//e% dxdt—Z/e”[V/}n dx—!—//(ag(x,V)VV—ag(x,v)Vv)-VW dxdt+/ eniWnidx =0,
1Jo — Ja 1Jo o

ondee=V —v éoerrodeV. Pode escrever-se

'da
as(x,VI)VV — a.(x,v)Vv = /o d—g(ag(x,qv + (1 =9)v)VV + (1 —¢)v)) ds =

= /1 as(x,sV+(1—¢)v)Ve dg—i—/l (VA (1=¢)v)2+e2) 2 1V +(1—)0) (s VV +(1—<)Vv)e ds
0 0
= AVe + Be.

Entéo,
ni—1
_//e% dxdt—Z/en[W}n dx—l—//AVe.V”// dxdt—l—//eB'VW dxdt—i—/ eniWnidx = 0.
1JQ Q 1Ja 1Ja Q

n=1

Reorganizando os termos, obtém-se o pretendido. R

Lema 3.18 Seja n(x,t) solucdo do problema parabélico seguinte:

n —div(AVn)+ BVn=¢ em Qr
n(x,0) =0 em Q (3.19)
n(x,t) =0 em I'rp
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com .
A=/n%&£V+%1—Owd9
0
€ 1
B = / YV + (1 =¢)w) + 52)%71(§V +(1=¢)v)(cVV + (1 —¢)Vv) ds.
0
Se e
Y < .2
1S C, (3.20)
entdo .
|Vn|? dx+/ A(An)? dxdt < C. (3.21)
Q 0o JQ
Demonstracao

Tem-se que et <A<Ce |B| < ce’, logo pela teoria cldssica [52], para qualquer £ > 0
e ¢ € Ly(Q2r) este problema tem uma Unica solucdo fraca continua n tal que n,, An € Ly(Qr).

A seguir encontram-se estimativas para n e respetivas derivadas.

Multiplicando (3.19) por An e integrando, obtém-se

/ neAn dx — / A(An)? dx = 7/ BVnAn dXJr/ PAn dx,
Q Q Q Q
com

B= /1 %as(x, SV + (1= 9u)In((SV + (1 = <)v)* + %) de.
0

Se se aplicar o teorema de Green no primeiro termo e se se multiplicar por —1, chega-se d
igualdade

/ Vi,V dx +/ A(An)? dx = / BVnAn dx — / dAn dx =T, + T.
Q Q Q Q
Tem-se que 3
1 2 B o 2
| <~ [ A(An)® dx + [Vn|* dx
4 Jo o A

1 9 (;52
Tl < = A(A X 7 dx.

Juntando as estimativas calculadas, obtém-se

2dt/\V77|2dx—|— /AAn dx</‘ |Vn|? dx —|—/de

E fdcil verificar que

32<04W%X<V+uo>nwV+aow%s%mf
A~ fol as(x, sV + (1 = <)v) ds

<

C (fol ac(x,sV + (1 = <)v) d§)2

S
Jo as(x,sV 4+ (1 —¢)v) ds

<C.

Pela hipdtese (3.20) e pelo teorema de Gronwall, obtém-se a estimativa pretendida. R
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Teorema 3.19 Seja v solucdo fraca do problema aproximado e V' a solucgéo discreta, entédo

+
I-+1 —~t e s s
HV - U||L2w+ (Qr) <Ce™? (h +1HU||LOO(I,HT+1(Q)) +9 +1|U( +1)‘Ws+1,oc(I,L2(Q)))7
- t1

onde C' ndo depende de ¢, h, r,  nem de s.

Demonstracao
Primeiro, define-se V € S$° em cada I,, por

/f/xdx:/ﬂxdx, vt € I,, X € Shr,
Q Q

onde

/ /UW dxdt:/ /w// dxdt, V¥ €Syt
I, JQ I,JQ

Para verificar que V estd bem definido, pode consultar-se [72].
Pode entdo escrever-se e =0 +p,onde 6 =V —V ep=V —u.
Pelo teorema 2.86, obtém-se as estimativas seguintes:

HpHLQ(Q) S C(hTJrlHUHLM(I”;HT-H(Q)) + 5S+1|’1)‘WS+1,QC(I”;L2(Q)))7 Vit €}0,T].

Falta majorar 6. Para qualquer % € S{ a igualdade seguinte é verdadeira.
ni—1
—// 0, dxdt—z / On[ |n dx—// AVO-NW dxdt+// OB-NW dxdt+/ Oni Wridx =
1Ja g 9) 1Ja 1Ja Q
ni—1

://p% dxdt+2/pn[7//]n dx+//AVp~V”//dxdt+//pB~V”/ﬂdxdt+/ Pri WmidX.
1Ja — /o 1Ja 1Ja Q

Seja # a solucdo discreta do problema 3.19. A demonstracéo da existéncia desta solucdo é
semelhante a demonstracdo do teorema 3.15. Entdo,

//9¢dxdt://AVp~V7/dxdt—//pB-Vdedtle+Ig,
1Ja 1Jo 1Jo

pois, devido a definicdo de V,

ni—1

//p% dxdt =0, Z/pn[W]n dx=0 e /pnﬂ/m-dx:().
1Ja Q Q

n=1

Pelas estimativas calculadas e pelas propriedades de R;, e A, tem-se

|Z1] = ‘// AV Ryp - VW dxdt‘

1JQ
//AthAhW dth‘
1JQ

< (/I/Q(th)2 dxdt)% (/I/Q(AA;LV/)Q dxdt)é
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1
—~t T S 2
< Ce™ (h +1Hv||Loo(]";Hr+1(Q)) +9 +1"U|WS+1,3¢(I";L2(Q))) <//QA(A}LW)2 dth)
I
At s
< O™ (W0l (rsmr () + 8 olweriio (1,209

e

3 3
|Z,| < (// p° dxdt) (//(B-VW)2 dxdt)
I1JQ I1JQ
%
S
< O ol e 1yt @) + 0" olwress o 1) )OE™ ( | [ny dxdt)
I

—~t gy s
< Ce™ (W0l o (1 +1(@)) + 8T vlwettoo (1, L0(2))-

Considerando ¢ = |07 /2sign(6), obtém-se o resultado pretendido. W
No caso de s = 0, as modificacdes sao evidentes.

Juntando este teorema com o teorema 3.13 e as estimativas para as derivadas de v, pode-se
estimar o erro entre u e V da forma

+

X +1
IV =l
2

() S O T4 O 5T 4 Oh
+1

Escolhendo de forma adequada r, s, h e §, pode concluir-se que o erro se anula quando ¢
tende para zero. Por exemplo, parar =1 e s = 0, tem-se a estimativa

Eas
lu— VHL:jl @) = Cle? + h2%e 27" 467377,
3 t1

+ + .
Escolhendo h = ci+27" e § =c3+37" | obtém-se

ﬂ—‘rl 1
-V ,? < Ce2.
Hu ||L%+1(QT) >~ 13

3.1.4 Aproximacao numérica

Devido as limitacoes de regularidade da solucdo, considera-se apenas polinémios de grau
zero no tempo. Neste caso, V; =0, Vj_l =V,e Vﬂj_l = #,,. Obtém-se entado a equacao

/ Vo Hy, dx + 6/ as(x,Vp)VV,, - V#, dxdt = / / fdt#y, dx—|—/ V1 Wy dx, (3.22)
Q Q QJr, Q

V¥, € S0, n€{0,...,ni}. Denote-se g,(x) = [, fdt.

A equacao (3.22) traduz-se num sistema nao linear de equacdes algébricas que tem de
ser resolvido em cada intervalo de tempo. Existem varios métodos possiveis de aplicar neste
problema, por exemplo, os métodos de Newton e de Newton linearizados mas, neste trabalho,
escolheu-se o método do ponto fixo, devido a sua eficiéncia e facilidade de implementacao e

analise. Descreve-se seguidamente a forma de calcular V,, dado V,,_;.

Algoritmo 3.20 Dados V,,_; € S?° e tol > 0, define-se k =0e #y = V,_1.

hr
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1) Para k > 1, % € Sp° é calculado de modo que para todo # € S3°

/ W W dx+6 | ac(x, Wp_1)VH) - VW dxz/ganX—i- Wo W dx, YW € Sh,.
Q Q Q Q
(3.23)

2) Se
7 — Wh—1llL, ) > tol,

avanca-se para o k seguinte voltando para 1).

3) Se
||7/k - %71”@(9) < tol,

define-se V,, = #}. e termina.
Prova-se, antes de mais, que todas as estimativas obtidas pelo algoritmo sao limitadas.

Lema 3.21 Supondo que ||V, _1]/1,(0) < C, onde C ndo depende de n e que g, € L»(Q2), entdo
existe 0 < C' < oo tal que
175l o) < €', VE >0,

onde C' ndo depende de k ou n.

Demonstracao
Seja W = ¥} em (3.23), entdo

/ %2 dx+5/ as(x,%,l)(V%)z dx = / Gn Whe dx+/ Wo Wy dx,
Q Q Q Q
ou seja,
1407 +5/Q(7ﬂ,3,1 +e)2VH, - Ve dx = /an% dx—i—/g%% dx.
Como § [,(#2 1 + e2)2V#,, - V#,, dx é ndo negativo,
AT / o Vi dx+/ Wo W dx.
Q Q
Aplicando a desigualdade de Hélder, obtém-se

171700 < N9nll o) 170 o) + 1170l o) 1#4]| Lo (-

Simplificando
[kl Lo < lgnllza@) + [1#6ll L)

O que prova o pretendido. R
De seguida, ha que provar que o algoritmo converge.

Teorema 3.22 Seja tol > 0. Existe C > 0 tal que: § <
k* € N de modo que

1 . . . A .
St e implica a existéncia de

|71 = Wi—1llLo@) < tol,  VEk > k™.
Demonstracao
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Para provar a convergéncia, demonstra-se que
% — W1l < Cill#h—1 — Wh—2|lLo0), C1 <1, VE2>2.

Aplicando (3.23) para k e k — 1, obtém-se

/ %V/dx—&—é/ ae(X, W)W - NHW dx:/gnV/ dx+/ oW dx (3.24)
Q Q Q Q
e
/ W1 W dx + 6/ ae (X, Wi—2)VW—1 - V¥ dx = / gn W dx+/ Wo W dx. (3.25)
Q Q Q Q
Subtraindo (3.25) a (3.24) fica
[0~ x5 [ (aulx H) Vi = e ) Vi) - VH dx =
Q Q
Considere-se
Ey=Wy—Wy_1€S,eW = E,
entéo

Ef dx+0 | (ac(X, 1)V W — ac(x, Wie—o)VW#i_1) - VE; dx = 0.
Q Q

Escreve-se
as(X> 7/1@—1)V7/k - as(X, %—Q)V%—l =
= (X, W)V W1 — ac (X, W1 )V W1 + ac(X, W1 )V W — (X, Wh—2 )V W2+
+a- (X, Wi—2)VWi—2 — ac(X, Ws—2)VWj_1 =
= a. (X, W—1)VEk + a- (X, W1 )V W1 — ae(X, Wi—2)V Ep_1 — ae (X, Wi—2)VWj_2.

Logo,

/E,% dx+§/ ac (X, Wie1)|VE|? dx+6/(ag(x,%,l)v%,l—ag(x,%,Q)V%ﬂ).VEk dx =
Q Q Q

= 5/ ac (X, #i—2)VEx_1 - VE} dx.
Q
Volta a escrever-se
CLE(X, Wk—l)v%—l - as(x, %—Q)V%—2 = AVEk—l + BEk—la

com |
A= / ae(X, sW—1 + (1 = )W —2) ds
0

e
! X
B = / V(W1 + (L= )Whe2)? + %) ( W1 + (1= ) Wi2) (VW1 + (1 = <) VWi—2) ds.
0
Tem-seques’ < A<Ce |B| < C=7". Entdo,

/E,f dx+5/ ac(x, Wi—1)|VEy|? dx+6/ AVE)_1-VEy dx+(5/ BEj_1-VEy dx =
Q Q Q Q

54



Método dos Elementos Finitos para problemas com Fronteiras Livres

= 5/ ac (X, Wi—2)VEy_1 - VE dx,
Q

ou seja,

/E,% dx+5/ ac (%, Wi 1)|VEy|* dx = 6/
Ja Ja

(as(x, %_2)7A)VE]€_1~VE]€ dx—0 / BEk_yVEk dx.
Q .

Q

Pode entéo concluir-se que

/E,% dx+5/57+|VEk|2 dx <
Q Q

- +

+ +
€ e’ e’
IVEL-1ll7,) + THVE/CH%Q(Q)) + 5(07||VE1€—1||2LQ(Q) + 7||VEICH%2(Q))‘

6*7
2
Simplificando,

<s(C

Ccsert
2

Coe="
/ E} dx < 5 IVEr-1l7,0) +
Q

1Ex—1ll7, )
Atendendo a desigualdade inversa ||V Ey_1|/1,) < Chl|Ex_1l|L,(q), obtém-se
IBxl1Z,0) < CO(2e™" +&7 )| il
e aplicando a raiz quadrada, fica
Bl o < (O™ 47 )2 | Bimal ooy

Se
1

o< ,
C(h=2e=7" +e7%)

entdo obtém-se o pretendido, considerando C, = (Cé(h—25‘7+ + €7+))% <1. n

3.1.5 Resultados numéricos
3.1.5.1 Segundo membro artificial

Para testar o método, considera-se primeiro um problema com o segundo membro calculado
de modo que o problema tenha solucao exata.
Seja Qr =] — 1,1[>x]0, T] e considere-se o problema (3.1), onde

- T\ 2 Y\ 2
1=2-(3) - (3)
e as funcoes f e uy sao calculadas de modo que
u(z,y,t) = [(t+0.1)? — 22 — %4

seja solucao do problema. Utilizou-se uma malha estruturada como mostra a figura 3.1.

A tolerancia usada foi tol = 10~1°. Para aproximar a solucdo, foram utilizados polindmios de
Lagrange de grau 1.

A figura 3.2, mostra a evolucao da solucdo obtida com ¢ = 1078, § = 1073 e h = 0.1, em
alguns valores de t. Observa-se que o comportamento € idéntico ao da solucado exata.
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0.5

-1 -0.5

o

0.5 1

Figura 3.1: Malha espacial para h = 0.1 usada no problema com o segundo membro artificial.

=0 t=0.2 t=0.4
0.8 0.8 0.8
- 06 __ 06 06
> 04 > 04 > 04
k3 k3 k3
> >

0.8 0.8
0.6 0.6

> 04 2 2 0.4
> 02 : > 02

-0.2
-1

Figura 3.2: Evolucao no tempo da aproximacao obtida no problema com o segundo membro artificial.

Com vista a analisar a convergéncia, fizeram-se varias simulacdes para diversas combinacdes
de ¢, h e . Na primeira imagem da figura 3.3, apresenta-se o logaritmo do erro da aproximacao,
na norma de L,(f2), em funcdo do logaritmo de h para alguns valores de §. Conclui-se que o
erro diminui ao reduzir-se h e § e que a ordem de convergéncia de h é aproximadamente 2.

A segunda imagem da figura 3.3 tem representado o logaritmo do erro da aproximacao, na
norma de L,(2), em funcdo do logaritmo de ¢ para alguns valores de h. Pode observar-se que
o erro diminui ao reduzir-se h e § e que a ordem de convergéncia de § é aproximadamente 1.

A figura 3.4 tem representado o logaritmo do erro da aproximacao, na norma de Ly(2), em
funcao do logaritmo de ¢ para alguns valores de h e com § = 10~3. O grafico evidencia que o
erro diminui ao reduzir-se ¢ e que a ordem de convergéncia é aproximadamente 1, melhor do
que é demonstrado no teorema 3.13.
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or -1
—<—8=1e-2, e=1e-8 c —<+—h=0.1, e=1e-8
o5l TO 013, e=1e8 ‘ —6— h=0.05, e=1e-8
Fl| —8—5=1e-4, e=1e-8 15|| —F h=0.025 e=1e-8
e deClive 2 “I9T e declive 1
At /
— — 2+
] L N
5 -1.5 5
S 8
8 2 3 25
25¢
3t
-3t
3.5 ; : ; ) -35 : :
2 15 -1 0.5 0 -4 -3 2 -1
log(h) log(8)

Figura 3.3: Erro da aproximacao obtida no problema com o segundo membro artificial em funcao de h e
de 6.

—<— h=0.2, 5=1e-3
1.4t —©—h=0.1, 5=1e-3
—8— h=0.05, 6=1e-3

.................. i 1
16H declive 1 /
<

log({lerroll,)

log(e)

Figura 3.4: Erro da aproximacao obtida no problema com o segundo membro artificial em funcao de .

3.1.5.2 Suporte ndo convexo

Considere-se agora um problema onde a solucdo inicial tem um buraco no suporte. Seja
Qr =] — 1.5,1.5[>%]0,T] e um problema do tipo (3.1) com

- (@)

A funcao f é considerada nula e u, € definida por

—sen(2 my/x2 +y2), 05<y/22+y2<1

Upg = ;.
0 ,  restante dominio

Utilizou-se o mesmo tipo de malha estruturada que no exemplo anterior.
Na figura 3.5, mostra-se a evolucao da solucao obtida no tempo. O buraco do suporte
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desaparece ao fim de um instante de tempo finito t* > 0. Apds esse instante, o suporte torna-se
compacto e a solucdo comporta-se de um modo semelhante as solucdes de Barenblat.

t=0.2

t=0.1

Figura 3.5: Evolucao no tempo da aproximacao obtida no problema com suporte nao convexo.

3.1.5.3 Problema com absorcao
Para terminar, simula-se um problema com um termo de absorcao com expoente variavel da

forma
% — Qip(u V) —u”>D  em  Qp
em I'r

ot
u=20
em €

u(x,0) = ug(x)
Nao foi provada a convergéncia para este tipo de problemas, mas as modificacées nao sao
muito significativas. Considere-se entao os expoentes como sendo

2 2
_ Tty 2.2 —t

Os valores iniciais considerados sao

cos(2 /22 +y?%), a?+y?2<05
0 ,  restante dominio

O dominio escolhido foi Q =] — 1,1[? e usou-se uma malha estruturada composta por 3600

triangulos, como mostra a figura 3.6. A solucao foi aproximada por polinémios de grau 1 no
Na figura 3.7, esta

Up =

espaco e grau zero no tempo. Terminou-se a simulacao em 7' = 0.1.
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Figura 3.6: Malha espacial para h = 1/15 usada no problema com absorcao.

representada a evolucao no tempo da solucao obtida.

t=0 t=0.05 t=0.1
0.8 0.8 0.8
06 06 06
% 0.4 ‘ i 0.4 i 0.4
> 02 > 02 > 02
0 0 0
-o.g -0.3 -0.3
) 1 ) 1 ) 1
0 0 0 0 0 0
L1 y L1 y L1 v

Figura 3.7: Evolucao no tempo da aproximacao obtida no problema com absorcao.

3.2 Problema em dominio livre

O objetivo desta seccao € implementar, em Matlab, um método que permita encontrar so-
lucdes aproximadas para o problema (3.1), em dominios espaciais livres de duas dimensodes. A
técnica utiliza o método dos elementos finitos com uma malha movel e aproximacoes de grau
maior que um. O uso de funcdes base seccionalmente polinomiais de grau r» > 1 vai permitir
a reducao do nimero de elementos finitos mantendo a precisdo. E aplicado um sistema de
EDP parabdlicas que envolve a velocidade dos nos para mover a malha para certas regides do
dominio. As equacdes da malha e do problema fisico sao resolvidas simultaneamente.

3.2.1 Formulacao do problema

A abordagem do problema num dominio livre exige uma nova formulacdo que contemple o
movimento da fronteira. Nesta seccao formula-se, de um modo exato, o problema num dominio
livre de IR? e define-se o que se entende por solucao fraca neste contexto.

Seja Q(t) ¢ R? e ]0,7] um intervalo de tempo finito. Considere-se o seguinte problema:
encontrar a funcao « e o dominio () que satisfacam as condigoes

% — div(|u]"®YVu) = f(x,t,u) em  Q(t)x]0,T]
u(x,t) =0 em 9Q(t) x [0,7] , (3.26)
u(x,0) = ug(x) em Q)
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onde ~ é uma funcao limitada definida em Q(¢)x]0, T}, tal que:
0<y <~(xt) <y" <oo, V(x,t) € Qx]0,T]. (3.27)

Para o problema ficar bem definido, tem de se obter uma equacao para a velocidade da fron-

teira, v = (22, 9%).

Pela lei da conservacao da massa,

ou )
N + div(v - u) =0, (3.28)

e pela equacao (3.26), pode concluir-se que
v = —sign(u)u| " Vu. (3.29)

A equacao (3.29) indica a velocidade em cada x € €(¢t). Uma vez que a solucao tem a
propriedade de propagacao com velocidade finita, € plausivel assumir que lim,_.r v existe e é
finito. Mesmo assim, a equacao (3.29) nao se adequa muito ao calculo numérico da velocidade
da fronteira, pois na fronteira u = 0, logo, para que ela se mova, Vu deve ser infinito, o que nao
€ viavel em termos numéricos. Tem entdo de se procurar uma nova equacao para a velocidade
normal da fronteira que se possa utilizar com o método dos elementos finitos. Como

Viul” = sign(u)y|ul = Vu + [u] "V In(|u]),

entao Vv
u
p= 0 2T In(Jul).
Y Y

Na fronteira, u = 0. Se v > 1 e V~ é limitado em (2, entdo v — 0 implica que

\V4
7”|u\71n<|u|> — 0.

Logo, a velocidade na fronteira pode ser dada por v = —7V|u\7 e a velocidade normal por
Y
yy = Lol (3.30)
v On

Pelos mesmos argumentos, suponha-se que o limite existe e é finito.

Suponha-se que a fronteira de Q(¢t) = {x € R? : u(x,t) > 0} é definida pela condicao
¢(x,t) =0. O problema consiste em calcular a funcao u(x,t) > 0 e a posicao da fronteira
o(x,t) = 0 que satisfacam as condi¢des:

% = div(uYVu) em  Q(t)x]0,T]

w(x,t) = 0 em 90(t) x [0,T] (3.31)
u(x,0) = ug(x) >0 em Q0
Up = _%%’g em 89( ) [OaT]

Define-se agora o que se entende por solucao fraca para este problema. Seja ¢ uma funcao
teste. Se se multiplicar a equacao (3.31) por ¢ e se for integrada em Q(t), obtém-se

/ C dx = / div(uVu) ¢ dx.
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Pelo teorema de Green e assumindo regularidade suficiente em ¢, chega-se a

/ @CdXZ—/ u"’va.v{dx—l—/ uV@Cdx.
ORY Q(t) ooy On

Escolhendo ¢ de modo adequado, o Gltimo termo é nulo, pois na fronteira v = 0 e v é
limitada logo

/ Cu'syu.n dx:/ Cuv.n dx=0.
aQ(t)

a9(t)

Entdo, obtém-se

/ @Cdx:—/ u sy u .y ¢ dx. (3.32)
o) Ot Q)

Considere-se o seguinte subespaco:

H" = {¢(x,t) : ¢ € WH(R?), vt > 0}.

Definicdo 3.23 Uma funcéo u(x,t) é dita solucdo fraca do problema (3.31) se:
(i) w € Loo(0,T; Lo (1)), u? Vu € La(0,T; L2(A(1))), 5t € La(0, T; W= 12(Q(1))),
(i) uw=0em 9Q(t),
(iii) para qualquer funcdo de teste ( € H* e para todo 0 < t < T, a equagdo (3.32) é valida,

(iv) u(x,0) = up(x) em Q(0),

(V) vy = —%f')g;j em 00(t).

A condicao (v) ndo € comum na definicdo de solucéo fraca, pois surge implicitamente na equacao
(3.32), mas nédo existe nenhuma demonstracdo exata de que (3.29) é valido na fronteira. Por
essa razao, decidiu-se impor (v) como uma condicao na definicao.

3.2.2 Construcao da malha adaptavel

Nesta seccdo, vai criar-se uma malha que evolua com o dominio e que se adapte ao problema
concentrando-se em pontos onde a solucao necessita de mais precisao. Para este fim, escolheu-
-se 0 MMPDE [43], onde a adaptacdo da malha é vista como uma transformacao de coordenadas
entre dois conjuntos.

Seja Q ¢ R? o dominio onde o problema fisico esta definido e seja Q. C IR? um dominio arti-
ficial que é utilizado para calcular a malha, em 2, adaptada ao problema. De modo a distinguir
os dois dominios, denotam-se por 2y o dominio do problema fisico e 2. 0 dominio computacio-
nal. Considere-se x = (z,y) e £€= (£, n) as coordenadas locais de Q¢ e (). respetivamente.

Como se pretende que a malha se adapte com o tempo, para se definir a malha em ; basta
definirem-se as aplicacoes z(&,n,t) e y(&, n,t) de . para Q. Desta forma, a malha em 7, em
cada instante, € a imagem por estas aplicacdes de uma malha fixa em Q..

A transformacao de coordenadas, x, é determinada como sendo o minimizante de um fun-
cional .#(x). Diferentes métodos, em geral, utilizam funcionais diferentes. Neste trabalho,
considera-se o funcional da forma

1
F(x) = 5/9 ValmVz + Vy  mVy dg,
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onde m é uma matriz quadrada ou um escalar que sera chamada funcdo monitor que, geral-
mente, depende de u e que sera definida mais a frente.

As direcoes de descida maxima de .# sao dadas pelos simétricos das derivadas parciais,
entao pode definir-se
Ox 0F Oy OF
o o ot oy
Na pratica, por vezes, é preferivel utilizar direcoes descendentes diferentes da mais rapida, mas
que permitam ajustar a descida. Entdo, utilizar-se-a uma modificacdo das equacdes anteriores

dr _ 10E 9y  10E

ot rtox ot 1oy’
com 7 > 0 (um parametro a definir pelo utilizador), que permite ajustar a velocidade com que
a malha se ajusta. Desta forma, as aplicacoes z(§,7,t) e y(§,n,t) de Q. para 2y sao calculadas
resolvendo as equacoes
or 1 0 1
8—? = ;div(sz), a—g = ;dz’v(mVy).
Para m adequado é possivel adicionar condicées iniciais e na fronteira de modo a que exista

solucao Unica.

Assim, obtém-se x = (z(,n,t),y(&, n,t)) resolvendo o problema

Jdr 1

5_;dw(mv‘r) em Q:x]0,T]

oy 1

i ;dw(mVy) em Q.x]0,7] , (3.33)

X(€7 0) = XO(E) em Qc
x(&,t) = f*(§,t) em 0Q,

onde f*(¢,t) esta relacionada com o movimento da fronteira. Se a fronteira é fixa, entao
FX(€,t) = x0(€). Se a fronteira € movel, entdo f*(&,t) é definida pela linha poligonal obtida
pela solucao do sistema formado pelas equacodes (3.40) e (3.41). 7 é um parametro positivo e
m é a funcao monitor. Para o problema (3.33) ser do tipo parabolico, m deve ser uma funcao
escalar positiva ou matriz de funcées definida positiva. Foram realizadas diferentes simulacoes
com diferentes funcées monitor e escolheu-se

ou\ ou\ 2
m=4/14100( — 100 ( =— ) ,
\/ i <8$> i (8y)
pois é conhecida por concentrar pontos onde o gradiente de u é elevado e por saber-se que o
gradiente da solucao é maximo proximo da fronteira, onde se quer mais definicdo. Para que a

transformacao x seja aplicavel a geracdo da malha, tém de garantir-se algumas propriedades.
A existéncia, unicidade e invertibilidade sao as indispensaveis, além disso, deve garantir-se
adaptabilidade e suavidade.

Adicionando condicoes de Dirichlet adequadas, x define uma aplicacao harmonica de Q. —
Q. Existéncia, unicidade e invertibilidade da aplicagdo harmonica séo garantidas desde que a
fronteira de ; seja convexa [44]. A adaptabilidade depende da escolha de m e a suavidade
depende de 7.

Seja ¢ uma funcao de teste. Multiplicando por ¢ e integrando em (2. a primeira equacao de
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(3.33), obtém-se
ox 1 .

QC

Aplicando o teorema de Green e supondo que ¢ se anula na fronteira e tem regularidade
suficiente, obtém-se

@gdgz—l/ mVaz - VC de.
315 T Qe

Qe
Para y a construcao é semelhante, chegando a definicao seguinte.
Definicdo 3.24 Uma funcéo x = (z(&,n,t),y(&,n,t)) é dita solucdo fraca do problema (3.33) se
(i) 2,y € Loo (0, T; WH2(Q,)), vmVa, V/imVy € Ly(0,T; La(R,)), 22, %% € Ly(0,T; W~12(Q,)),
(ii) x = f* em 09,

(iii) para 0 <t <T as seguintes equacbes sdo satisfeitas

%gdsz—lf mVa - V¢ dE, V¢ e HE (3.34)
Q. Ot T Ja.

8y 1 X
- gdg:—;/g mVy - VCd¢, V¢ e HE, (3.35)

(iV) X(ga O) = 1170(6), em Q(:)

HE = {¢(&,n,t) : ¢ € WH(Qe), ¥t > 0, (re = 0},

3.2.3 Discretizacao espacial

Seja h > 0, 7; uma particao em triangulos de €., denota-se na mesma por 7, a corres-
pondente particao de ;. Para permitir maior definicdo na solucdo, é necessario definir dois
espacos de elementos finitos, um para a solucdo constituido por polindmios de grau r e outro
para o movimento da malha formado por polinomios de grau 1,

Sk = {un € C§()|up7,, € um polinémio de grau r VT}, € 7}

Sk = {xn, € C§(Q)|zn|1,, é um polinémio de grau 1T}, € Ty}

Como os vértices dos triangulos podem mover-se, considera-se a aproximacao discreta U e
as funcdes teste pertencendo a S}, da forma

np np

um U= Uilte, =Y G
j=1

i=1

com Yy = (Pj(x, Y, Xl(t)v s 7X7L’U(t)a Yl(f)7 S 7)/’fbv(t))7

onde (Xj,Y:) = Py sao as coordenadas do vértice k. Alguns valores de U, sao utilizados para
satisfazer as condicdes da fronteira e os restantes valores sao as incognitas a determinar. Os
valores de y; sdo conhecidos ( arbitrarios ).

Calculando a derivada em relacéo a t e aplicando a regra da cadeia obtemos, obtém-se
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oU aU Op; OXk dp; aYk
at*jzl UZ@X ot JZ@Y 8t
np nv

Z at 90] 8¢J Z Yk—F— an J 85?; Z wk 8Yk

onde 1, é o polindmio interpolador de Lagrange de grau 1 associado ao ponto k. A Ultima

igualdade foi provada em [45].
Substituindo na equacao (3.32), pode deduzir-se que

np
/ Z ( - 05 — 59% Zd)k% _ a@j ZlbkaYk) ZQQDZ dx =

np np

/Q Y D UGV - Ve dx.

() j=14=1

Uma vez que ¢; sao conhecidos ( arbitrarios ), tem -se que
np .

an 0% 6Xk 8% 8Yk

- Yr—p — Vr)pi dx =
Zl/ﬂ(t)(at] Jawz ]8]/2 99

np
Z—Z/ U'U;jVe; - Veidx, i=1,...,np.
Q(2)

Escrevendo de outra forma,

nv 8Yk

np nv
00Xy,
oyps dx 00 / O ity dx ok / ax Sk =
jz_;/n(t) ’ Z p e 7 Z o 0y o

np
z—Z/ UV -V dxU;, i=1,...,np. (3.36)
Q(t)

De um modo semelhante, consideram-se as aproximacoes discretas X, Y e as funcdes teste
pertencentes ao espaco S7 da forma

nv nv

o X = DX R Y = Ve, = >t
j=1

Substituindo nas equacées (3.34), (3.35) e procedendo de modo analogo, obtém-se

TL’U

/%%dg_—fZX/ mVep; - Vb dé, i=1,...,nv (3.37)
Q

8Y/ Vi dgf”ZY/Q mVi; - Vi d€, i=1,...,nv. (3.38)

Juntando as equacgdes (3.36), (3.37) e (3.38), tem-se o sistema ODE final com as incognitas

i, 9Xs @ OY:_ Este sistema pode ser escrito da forma matricial com

ou
Mll M12 M13 S Fl
X —
0 M2 0 =1 (3.39)
0o 0 M o~ F3

onde

64



Método dos Elementos Finitos para problemas com Fronteiras Livres

nt
M =/ pip; dx = Z/ Pip; dx,
Q; = Jry

nt np

np
o
a == [ o3 Pvax==3 [ o
! Qs =1 Ox k=1"T¢ =1
np 8(,01 nt np a‘ﬁl
M} = —/ pithy ) 5, U dx = —Z/*%%Zaj(” ax,
Qs I=1 k=1"T¢ 1=1

nt
M = [ iy de = [ e,
Qe k=1 T

¢y
aixUl dX,

nt
Mij - /Qc 77[}711% dE - 2/7}, %1/13 dé;

np np
F!=— Z Uj/ (Z Uipr)'Vo; -V dx+ | fo; dx =,
j=1 Q=1 Qs

nt n

P np
> —Z/ O _Ui)'Ve; - Vi dxU; +/ foidx |,
k=1 j=17T¢ Ty

=1

nt nv

1 1
Ff:—;Z/Q WV Vi dEX; =——> | > | mVi; - Vi dEX; |,
g=1""

k=1 \j=1"Tk

nv
1

nt nv
1
F= 2> [ wves vedey;= <23 (Y [ wvus v aey;
T iz T =1 \j=1 /T

De forma a satisfazer as condicoes especificas do problema, alguns destes elementos devem
ser alterados. O sistema (3.39) vai ser resolvido utilizando o integrador ode15s [66], no intervalo
10, 77.

3.2.4 Movimento da fronteira

Para aplicar o método dos elementos finitos € necessario discretizar a equacao (3.30). A
fronteira é aproximada por uma linha poligonal. E necessario entdo calcular-se as derivadas
parciais de «” e o vetor normal a curva ¢(z,y,t) = 0 em cada ponto da malha que pertenca
a fronteira movel. Para obter as aproximagdes vf ~ 1% e v/ ~ 194’ primeiro obtém-se o

> ) v Oz h vy Oy
polinémio interpolador, Z;,, de u” no espaco Sy,. Entdo, pode escrever-se

np
Zp = Z Zip;
=1

O valor das derivadas parciais espaciais em cada ponto vértice é o resultado da média
aritmética das derivadas em cada triangulo que contém este ponto, isto €,

%(pm) 1 9¢;

ox 1 Ox
ﬁ m iejm T

(Prm),

Jm = { indices dos triangulos que tém P,, como vértice}.

Finalmente,
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O vetor normal em cada ponto da fronteira é a soma normalizada dos dois vectores normais
aos dois segmentos que concorrem nesse ponto, como mostra a figura 3.8.
Suponha-se que no ponto P,,, pertencente a fronteira mével, o vetor normal é n = (n*,nY),

Figura 3.8: Calculo do vetor normal

entao a equacao para a velocidade da fronteira em (3.31) pode ser discretizada da forma

T 0X m y 7] Kn,
n
ot ot

= vp (P )n® 4 v} (Py,)nY. (3.40)

Esta equacao é adicionada as equacdes (3.36), (3.37) e (3.38) substituindo a equacao relativa
ao ponto X,,.

Como é preciso mais uma equacao para o movimento da fronteira, impde-se que os pontos
fronteiros se movam segundo retas que passam na origem. Para o ponto P,, se mover segundo
uma recta que passa na origem tem de satisfazer a equacao

0Xm, oY,

Y=gy ~Xm 7y

— 0. (3.41)

Esta equacdo também ¢ adicionada as equacgoes (3.36), (3.37) e (3.38) substituindo a equacao
relativa ao ponto Y,,.

3.2.5 Resultados numéricos
3.2.5.1 Expoente constante

Para testar o novo método, simula-se primeiro o caso em que ~ é constante. Neste caso, sao
conhecidas solucdes exatas, o que permite medir o erro. No caso v = 2 e f = 0 a solucao do

problema (3.1) é
1 x2—|—y2 27 2
u(mvyﬂt)_w[1_< 9019 ) )

+
£\? 2
Qo
o={(—), to=2.
(t0> 76

Iniciou-se a simulacao com o raio inicial gg = 0.5 e definiu-se o tempo ¢ =t — .

onde

O dominio computacional é o suporte da solucdo inicial, ou seja, Q. = Q(0) = supp(ug) =
circulo de centro na origem e raio 0.5. Utilizaram-se aproximacdes de u de grau 3 e de x de
grau 1. O parametro de suavizacao foi 7 = 0.1 A malha inicial € uma malha estruturada com
512 triangulos, como mostra a figura 3.9.
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-0.5
-0.5 0 0.5

Figura 3.9: Dominio computacional e malha inicial usados no problema com expoente constante.

Na figura 3.10, esta representada a solucdo obtida, para alguns valores de ¢. Pode observar-
-se que evolui da mesma forma que a solucao exata.

t=0 t=0.5 t=1.0

(xy.1)
(xy.h

o
o
uxy.t)
o
o

Figura 3.10: Evolucao no tempo da aproximacao obtida no problema com expoente constante.

A figura 3.11 tem representada a malha em alguns instantes. A tracejado tem-se a posicao
exata da fronteira no respetivo instante. Verifica-se que a malha se adapta ao movimento da
fronteira.

t=0 t=0.5 t=1.0

1 1 1
0.5 0.5 0.5
> 0 > 0 > 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

X X X

Figura 3.11: Evolucao no tempo da malha obtida no problema com expoente constante.

Foram realizadas varias simulagdes para malhas iniciais diferentes. Em cada simulacao, o
numero de triangulos foi dividido por quatro. Foi medido o erro da solucdo na norma L,(Q2) e o
erro da fronteira na norma L. Os resultados estao apresentados na figura 3.12.

A figura tem representado o logaritmo do erro em funcédo do logaritmo do nimero de trian-
gulos. Pode observar-se que tanto a solugdo como a fronteira convergem, mas a convergéncia
é lenta.
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—<— solugao
—&— fronteira
e declive -0.25

log(erro)
>
(9]

3.5

log(nt)

Figura 3.12: Erro das aproximacoes da solucao e da fronteira, obtidas no problema com expoente
constante, em funcao do nimero de triangulos.

3.2.5.2 Problema com suporte ndo convexo

Este exemplo é o mesmo do segundo exemplo simulado para a malha fixa, ou seja, com

SERIORS

A funcao f é considerada nula e uy é definida por

{ —sin(2 my/x?2 +y?), 05<a?+y?<1
Uug =

0 ,  restante dominio

Neste caso, o dominio computacional é Q. = Q(0) = supp(ug) = coroa circular de raios 0.5 e 1.
Utilizaram-se aproximacoes de u de grau 2 e de x de grau 1. O parametro de suavizacao € o
mesmo do exemplo anterior.
A malha inicial foi calculada utilizando o programa initmesh do Matlab, que utiliza a trian-
gulacao de Delaunay e esta representa na figura 3.13. A malha é composta por 212 triangulos.

Figura 3.13: Dominio computacional e malha inicial usados no problema com suporte ndo convexo.

Na figura 3.14, pode observar-se que a solucao obtida evolui da mesma forma que a solucao
obtida no caso de malha fixa. Nao é possivel simular a solucao apos o desaparecimento do
buraco interior, pois, neste caso, todos os pontos da fronteira interior convergem para um
ponto e o método torna-se degenerado. Para evitar que isso aconteca, para-se o algoritmo
quando os pontos da fronteira estao muito proximos.

Na figura 3.15, esta representada a evolucdo da malha. Nota-se que se adapta bem ao
movimento da fronteira da solucao obtida.
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t=0 t=0.1 t=0.2

u(x.y.t)

t=0 t=0.1 t=0.2
2 2 2
VAV s
1 1 SR ! SNV
4v\‘\“>(‘7)‘%; av 0 VoD
\V aval AV (Pavay
>0 >0 RS= 2250 >0 Re==— s ==y
= S AN,
1 1 X 1 ‘49 R
- - - avavavi b
2 2 2
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
X X X

Figura 3.15: Evolucao no tempo da malha obtida no problema com suporte nao convexo.

3.2.5.3 Problema com absor¢ao e expoente constante

Agora, simulam-se dois casos de problemas de equacées em meios porosos mas com absor-
cao.
Considere-se, entao, o problema

9 = div(uw*IVu) —u™)  em  Qp
u=>0 em I'r
u(x,0) = ug(x) em Q

No caso de expoentes constantes, sao conhecidas explicitamente algumas solucoes exatas o
que permite analisar o erro. No caso limite de v = 2, ¢ = 1, uma solucao deste problema é

1
2 2 13
-2 T +y

u(z,y,t) = [2(6(e* —1)e") ° — -1,
+

Para estes valores dos expoentes, a velocidade da fronteira é conhecida e a expressao coincide
com a expressao para o caso sem absorcao. Iniciou-se a simulacao em ¢ty = 0.01 e normalizou-se
o tempo da forma t = ¢t — tq. O dominio computacional é o suporte da solucao inicial, isto &,
Q. = Q(0) = supp(up) = circulo centrado na origem de raio 0.7.

Utilizou-se aproximacdes de U de grau 4 no espaco e grau zero no tempo. A malha compu-
tacional usada foi uma malha estruturada como mostra a figura 3.11.

Na figura 3.16, mostra-se a evolucado da solucdo obtida com uma malha de 512 triangulos.
Pode observar-se que o comportamento da solucao aproximada é semelhante ao comportamento
da solucao exata.

Na figura 3.17, estao representadas as malhas obtidas em alguns instantes. A posicao exata
da fronteira é indicada por uma linha a tracejado. Observa-se que, mais uma vez, a malha se
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t=0 =0.05 t=0.1

e A -
15 T\ —— 05 1 . 1 _
x 45 a4 05 0 ’

y

Figura 3.16: Evolucao no tempo da aproximacao obtida no problema com absorcao e expoente constante.

adapta bem ao movimento da fronteira.

=0 t=0.05
15

Y AYAYAN S P “‘“‘g\m
05 05 ,ﬁ‘t%'égiﬁ 05 éﬂ%&gﬁg
SVAVAVAVAAV,Y; [ VAVAVAYAAV,Y,:
- - o ﬁgAVAVAVAVAVAWAgg& -~ 0 NNN/N NN
 STAVAVAS:, CAAVAVAYN
¥ 4 B i

S SVawavir” ‘?gg%v‘ﬂgg?‘

A A == ol

Figura 3.17: Evolucao no tempo da malha obtida no problema com absorcao e expoente constante.

O problema foi simulado para diferentes malhas com diferente nimero de triangulos e cal-
culou-se o erro da solucao e da fronteira em cada simulacao. Os resultados obtidos do erro
na norma L,(2) para a solucao e na norma L., (f2) na fronteira foram representados na figura
3.18. Para analisar a ordem de convergéncia, representou-se o logaritmo do erro em funcao do

logaritmo do niimero de triangulos. Os resultados indicam que existe convergéncia tanto para
solucdo como para a fronteira, mas essa convergéncia é lenta.

—<— solugéo
—=&— fronteira
- declive -0.5

log(erro)
>

22 23 24 25 26 27 28
log(nt)

Figura 3.18: Erro das aproximacoes da solucao e da fronteira, obtidas no problema com absorcao e
expoente constante, em funcao do nimero de triangulos.

3.2.5.4 Problema com absorcao e expoente variavel

Por fim, simula-se um problema com absorcdo onde ambos os expoentes sao variaveis. Neste
caso, nao existe nenhum resultado tedrico que indique o movimento da fronteira. Para expo-
entes constantes e para ¢ > 1 em dimensdo um, o movimento da fronteira é dado pela mesma
equacao que o problema sem absorcao. Em dimensdes superiores a um, surge um termo que
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pensa-se nao ter muita influéncia para estes valores de o e que pode ser desprezado. Neste
sentido, supde-se que a mesma equacao € valida para expoentes variaveis e dominios em IR?.
Para se poder validar as suposicdes, testa-se o mesmo exemplo simulado para malha fixa, ou
seja, com os expoentes .

vz%eazﬁ—kf—kl%—e*t
e valores iniciais uq definidos por

cos(2 my/x2 +y2), a2+y?<05

0 ,  restante dominio

)

Uug =

Como sempre, o dominio computacional é o suporte da solucéao inicial, ou seja, Q. = Q(0) =
supp(ug) = circulo centrado na origem e raio 0.5. Foram utilizadas aproximacdes de grau 2 e os
mesmos parametros de adaptacao que no exemplo anterior. A malha inicial esta representada
na figura 3.19 e é composta por 156 triangulos.

0.5

-0.5

Figura 3.19: Dominio computacional e malha inicial usados no problema com absorcao e expoente
variavel.

Na figura 3.20, pode observar-se que a solucao evolui da mesma forma que a solucao obtida
em malha fixa.

t=0 t=0.1
t=0.05

1 1
08 . 08
0.8

0.6 06
06

04

u(x,y,t)
o
IS
u(x,y,t)

0.4

u(xy.t)

Figura 3.20: Evolucdo no tempo da aproximacao obtida no problema com absorcao e expoente variavel.

Na figura 3.21, esta representada a evolucdao da malha. Note-se que ela se comporta da
mesma forma que a malha obtida para o caso de expoentes constantes.
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t=0 t=0.5 t=1.0
1 1 1
0.5 0.5 0.5
> 0 > 0 > 0 ‘
OVAVAYAY
05 05 050 Rk V}%
SSu
1 1 1 S
1 05 0 05 1 T 05 0 05 1 1 05 0 05 1
X X X

Figura 3.21: Evolucao no tempo da malha obtida no problema com absorcédo e expoente variavel.
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Capitulo 4

Sistema Nao Linear Com Termo De Difusao Nao
Local

Neste capitulo, estuda-se um sistema de equacdes parabdlicas do tipo reacdo-difusao num
dominio fixo com os termos de difusdo ndo locais atuando em formas lineares [;. Considere-se
entao o sistema

{ up — ay (L (u), la(v)) Au+ M |ulP"?u = fi(x,t) em Qx]0,T] (4.1)

v — ag(l1(u),l2(v))Av + Xo|v[P~20 = fo(x,t) em  Qx]0,T]

As funcoes u e v podem descrever as densidades de duas populagdes que interagem através das
funcoes a; e as.

Este capitulo, diz respeito a prova da existéncia, unicidade e propriedades fisicas das so-
lucdes globais regulares do sistema (4.1). O outro objetivo é provar a convergéncia de uma
solucao totalmente discreta com o método dos elementos finitos de Euler-Galerkin.

Na seccao 1, formula-se o problema e as hipoteses sobre os dados. Na seccao 2, prova-se a
existéncia e unicidade de solucdes globais fortes. Na seccdo 3, investigam-se as propriedades de
localizacao de solucGes locais. Na seccao 4, apresenta-se um resultado sobre o comportamento
assintdtico da solucdo global do sistema. Na seccao 5, discretiza-se o problema no espaco e
prova-se a convergéncia da solucdao semidiscreta. A seccao 6 é dedicada a discretizacao no
tempo e a prova de convergéncia da solucdo totalmente discreta. Por fim, apresentam-se al-
guns exemplos da aplicacao desta teoria, na seccao 7.

4.1 Formulacao do problema

De uma forma exata, seja 2 um dominio de R¢ com fronteira regular 952. Considere-se o
seguinte problema: encontrar o par (u,v) que satisfaz as seguintes condicoes:

ug — ar (I (u), lo(v))Au + A |ulP~2u = f1(x,t) em Qx]0,T]
v — as(l1(u),l2(v))Av + Xo|v[P~20 = fo(x,t)  em  Qx]0,T]
u(x,t) = v(x,t) =0 em 90x]0,T]
u(x,0) = ug(x), v(x,0) = vo(x) em Q

, (4.2)

onde A\, > sao constantes nao negativas e p > 1.
Durante este capitulo, supde-se que se verificam as seguintes hipoteses:

H1: Vo, Uy € LQ(Q),
H2: a; : R? — R é limitada com 0 < a~ < a;(l1,l) < at, l1,l, €R,i=1,2,

H3: a; : R? — R é Lipschitz-continua com |a;(s1,71) — a;(s2,72)| < Ails1 — so| + Bi|r1 — ral,

81,82,T1,T2 € R) 1=1,2,
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H4: I; : L,() — R € uma forma linear continua, isto &, existe g; € L(Q), tal que:

Liu) =g, (u) = / gi(x)u(x)dx, para todo u € Ly(Q2), i =1,2,
Q

H5: fi, f2 € L2(0, T La(92)).
Definicdo 4.1 (Solucdo Fraca) Diz-se que o par (u,v) € uma solucéo fraca do problema (4.2) se
(i) u,v € La(0,T; H () N Ly(Q)) NC([0,T]; L2(L2)), ug, v € La(0,T; H1(2)),

(ii) para todo ¢ € H}(Q), as seguintes igualdades em D'(0, T') sdo verdadeiras:

% QuC dx—f—al(ll(u),lg(v))/QVu.VC dx+>\1/9|u|p_2uc dx:/gflg dx, (4.3)

%/ﬂvé‘ dx+a2(l1(u),lz(v))/ﬂw.v< dx+A2/Q|u|p*2vg dx:/Qf2< dx, (4.4)

(iii) u(x,t) = v(x,t) =0 em 90x]0,T],

(iv) u(x,0) = up(x), v(x,0) = vo(x) em Q.

4.2 Existéncia e unicidade de solucées fortes

Esta seccdo é dedicada a prova da existéncia e unicidade de solucoes fortes para o problema
(4.2). Deve destacar-se que as principais ferramentas para provar a existéncia e a unicidade de
solucao para este sistema sao o conhecido Método de Faedo-Galerkin e o Lema de Aubin-Lions.

Teorema 4.2 (Existéncia) Sejap > 1e 0 < T < +oo. Se as hipoteses H1-H5 forem satisfeitas,
entdo existe uma solugdo fraca (u,v) do sistema (4.2) no sentido da definicdo 4.1.

Demonstracao

Sejam {xn(x)}nen a base Hilbertiana de Hi(Q)) e S, o espaco gerado por xi X2, ..., Xn,
n=12,....

Considere-se

n n

Un(%,8) = Y Uin(t)xi(x) @ vn(x,8) = > Vi (t)xi(x),

i=1 i=1
as solucgbes fracas do sistema aproximado correspondente a (4.2), onde U, (t) e V;,(t) sdo as
solucgées do sistema ODE, néo linear, na varidvel t, seguinte:

/ (o dxtar (1 (), o (vn)) / Vit Ty dx+Ar / ful? 2 ux dx = / fixdx VX € Sn, (4.5)
Q Q Q Q

/(Un)tx dX+a2(ll(Un),lz(Un))/VUn~VX dx+)\2/ |'U‘p_2'UX dx:/f2X dx VXES”, (4°6)
Q Q Q Q

com as condicbes iniciais

un(0) = uop = Z UoinXi — ug €m Lo(§2), (4.7)

=1
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vn(0) = von, = Z VoinXi — vo €m Lo(9). (4.8)

i=1
Como é bem sabido, o sistema (4.5)-(4.8) tem uma solucdo local (u,(t),v,(t)) em algum

intervalo [0,t,[, 0 < t,, < T. Para provar que essa solucdo pode ser estendida a todo o intervalo
10, T, para qualquer T > 0, usa-se a primeira estimativa a priori calculada abaixo.

Fazendo x = u,(x,t) em (4.5), obtém-se

1d
5%”“71”%2(9) + al(ll(un)vlZ(Un))HunH?{g(gz) + )‘IHUnHip(Q) = /Qflun dx. (4.9)

Utilizando as desigualdades de Poincaré e Holder, transforma-se o segundo membro para

[ 151l i < CUAIE 0 + G hual g
Pela H2, pode escrever-se a inequacéo (4.9) da forma
5 ol + ey e + Ml 0 < IR,
Entéo, tem-se que
d 9 _ 2 2
%HunHLQ(Q) ta H“nHHg(Q) + 2)‘1||“n||12p(9) < C”leLz(Q)' (4.10)

Integrando (4.10) em [0, t] e usando o facto de u,,(0) — uo fortemente em L((2), obtém-se

t t t
o™ [ gy dt-+20 [ Nl oy @t < i Oy +C [ Wil dt < C.
(4.11)
onde C' é uma constante que ndo depende de t e n.

Da mesma forma, fazendo x = v, (x,t) em (4.6), tem-se

t t t
ol +0 [ Tonlligian di+2%a [ loull ) @t < ou .0l o+ [ 1ol at < C.

com C uma constante que ndo depende de t e n. 1
Por (4.11) e (4.12), conclui-se que

(un,) e (vy,) sdo limitadas em L., (0,T; L(2)), (4.13)

(u,) e (v,) sdo limitadas em Ly(0,T; H3(Q)), (4.14)

(un) € (vy) sdo limitadas em L,(0,T; L,(2)). (4.15)

Entdo, pode estender-se a solucdo ao intervalo |0, T]. De seguida, passa-se ao limite quando
n — oo. Tem-se que

(n)e = a1 (la(un), o (vn)) Atin = Ay [un "% up + fr € HH(Q).
Note-se que —ay (11 (un), l2(v,))Au, define um elemento de H=1(S2), dado por
(—a1(li(un), l2(vn)) Aun, ¢) = a1(11(un),lz(vn))/ Vauy, - V(dx, ¥¢ € Hy ().
Q
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Entéo,
(un): € (vy,); s@o limitadas em Lo(0,T; H™(Q)). (4.16)

Devido ao coroldrio do teorema de Banach-Alouglu, de (4.13), (4.14) e (4.16) podem ex-
trair-se subsucessdes (que sGo denotadas pelo mesmo simbolo) u,,;, = u,, € vy, = v, tais

que
Up — U, Uy — v em Lo (0,T; Lo (), (4.17)

Uy — U, v, — v em Ly(0,T; Hi(Q)), (4.18)

(un)t — ug, (vn)e — ve €m Lo (0, T; H™H(Q)). (4.19)

Por outro lado, H}(Q) << Ly(Q) — H~1(Q). Juntando as convergéncias (4.18) e (4.19) e
o lema de compacidade de Aubin-Lions, obtém-se

u, — u fortemente em Ly(0,T; Lo (2)), (4.20)
logo, passando, se necessdrio a uma subsucessdo, ainda denotada por (u,,), tem-se

u, — u qtp em Qx]0,T].

Uma vez que z — |z|"~? z é uma funcdo continua, deduz-se

[unl? ™2 up — |ulP "% u qtp em Qx]0,T). (4.21)

De (4.15) e observando que p’ = p%l > 1 é o conjugado de p > 1 conclui-se que

(|un\”’2 uy,) € limitada em L,,(0,T; L,,(9)). (4.22)
Além disso, de (4.21) e (4.22), infere-se que
[P = ulP "% w em Ly, (0,T; Ly (Q)),

o que implica que
T T
/ / |t [P 72w x dxdt — / / lulP~% ux dxdt, Vx € Ly(0,T; L,(2)).
0o Jo 0o Ja

Para concluir a demonstracdo sé falta provar que

T T
/ a1 (11 (un), lQ('Un))/ Vu, . Vx dxdt — / al(ll(u),lz(v))/ Vu.Vy dxdt.
0 Q 0 Q
Para isso, é suficiente provar que

ai (ll(un), ZQ(Un)) — al(ll(u),lg(v)) em LQ(O,T)

Como a é continua, mostra-se apenas que
ll(un) — ll(u) em L2(07T)
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De facto, tem-se que

T , T , T )
/0 |11 (wn) — {1 (u)] dt:/o |1 (up, — u)| c1lzf§C'/0 [un = ull7, @) dt.

Este ultimo resultado é consequéncia da convergéncia (4.20).
Para a segunda equacdo, procede-se de modo idéntico.
Seguidamente verificam-se os dados iniciais. De facto, utilizando o resultado de regulari-

dade do teorema 2.65, tem-se que

u € C°([0,T]; Lo (Q)).

Deste modo, faz sentido calcular u(0). Seja ¥ € C*(0,T;R), com ¥9(0) = 1 e J(T) = 0.
Devido a convergéncia (4.19) tem-se que

/ o C)ddt — / OOdt, ¢ € La(9). (4.23)
Integrando por partes (4.23), resulta
T T
~(0(0.0) = [ (Ot ~((0).0) ~ [ (w0 (4.24)
0 0

Utilizando a convergéncia (4.18) em (4.24), obtém-se que (u,(0),¢) — (u(0),¢), para todo
¢ € H} (). Mas u,,(0) converge fortemente para u, em L»()), consequentemente, fracamente
em Ly(2). Além disso, (u,(0),() — (uo,(), para todo ¢ € H}(Q). Pela unicidade do limite,
tem-se que (u(0),¢() — (ug,(), para todo ¢ € Hg(2). Logo u(0) = ug. Da mesma forma,
conclui-se que v(0) = vy. Entdo, o problema (4.2) tem uma solucdo. W

Neste momento, prova-se que a solucao obtida é Unica.

Teorema 4.3 (Unicidade) Sejap > 1e0 < T < +oo. Se as hipoteses H1-H5 forem satisfeitas,
entdo o problema (4.2) tem, no mdximo, uma solucé@o.

Demonstracao

Sejam (uy,v1) e (ug,ve2) duas solucées fracas do sistema (4.2), entdo

d

= u1C dx + ay (I (uy),la(v1) / Vu1.V( dx + )\1/ lur [P uy € dx = / f1¢ dx
— U1C dx—|—a2(l1(u1),l2(vl)) Vvl.VC dx + /\2/ |U1|p_ 1}14 dx = / fQC dx
dt Jo Q Q Q

d p—

T uQC dx + ay(l1(uz2),l2(v2)) Vuz V(¢ dx + A\ |u2| uQC dx = f1C dx
dt UQC dX+ ag(ll(u2) 12 7)2 / V'UQ VC dX+ )\2/ |’U2|p 'UQC dX = / f2< dX
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Subtraindo e escolhendo (; = w; — us na primeira equacéo e (» = vy — vy na segunda,
obtém-se

LEIGU3, ) + ar (), Lo (o) 162 ) + A (lua~2ur = Jua P ~2ug, ur — uz) <

)

< Ja1(l1(u2), l2(v2)) — a1 (1 (u1), l2(v1))] [ Vuz - V1 dx

a2l ) + az(la(ua), o (i))lIGall3p o) + A2 (fva P01 = JvalP~2va, 01 — v2) <
(

< laz(l1(u2), l2(v2)) — az(l1(ur), l2(v1))] [ Vva - Vo dx

Usou-se o facto de
al(ll(ul),lg(vl))/ Vuy - V) dx — al(ll(ug),lg(vg))/ Vi - V¢ dx =
Q Q
= a1(l1(ul), 12(111)) o VU1 . VC1 dx — Cl1(l1(U2), ZQ(UQ)) o VUQ . VCI dX+
+a1(l1 (U1),l2(1}1)) o VUQ . VCl dx — al(ll (Ul),lg(vl)) o VUQ . VC1 dx =
= a1(11(ul), ZQ(Ul)) o VCl . V<1 dX — (al(ll(’b@), lg(’Ug)) — al(ll(U1),l2(U1))) /Q VUQ . V<1 dX.

Somando e usando o facto de (|u1|P~2u; — |ua|P~2usg, u1 — us) > 0 e (|v1|P~2vy — |ve|P~2v9,v1 — v2) > 0,
deduz-se que

1d
5 77 IGIE o) + 161, ) + ar(h(wn), L) [l o) + a2l (), L)) IC 7 o) <

< Ja (1 (uz),s o (v2)) — a (1 (), La(on)] /Q Vs - V¢ dxt

an(ly (u2), 12 (v2)) — az(la (ur), Ia(or) / Yoy - Vs dx.

Pelas propriedades de a; e [; tem-se que

1d
5 (1 sy + 16l a@) + ™ (161 g @) + 1oy ) <

< (Ailli(u2) = bi(w)] + Billa(v2) — la(vn) llwzll gz o) 16l 2 )+
+(Azlli(u2) — li(wa)] + Balla(v2) — la(v1)[|v2| 2 (o) 12| 12 (02)
< (A1)l (u2 —w)| + Balla(v2 — vi))luzll g2 o) 1€l 2 )+
+(Az2|l1(u2 — u1)| + Balla(va — vi))|v2ll a2 o)1l Hp o)
< Ci(lluz —willzy0) + [lv2 = vill o @) w2l e o) 160 1 2 (@) +

+Co([luz — wil[z, ) + lv2 — villy@) V2l 2 () 1C2 12 (02)-

Logo,

1d - M(t)

5 dt(”Cl”L2 @ 1 ||<2HL2(Q)) (”ClH?{[%(Q) + ||CQ||%I3(Q)) < (H<1||L2(Q) + I, @)
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com
Ct 2 C3 2
M(t) = Ta- lluzll7 @) + Ta— 102573 () € L2(0,T).

Definindo =(t) = (||¢1l17, () + IC2Il7,(q)), tem-se que

Logo z(t) = 0 e, consequentemente, u; = us € v; = vy. B
A regularidade da solucao (u,v) pode ser melhorada se se considerarem dados mais regula-
res.

Teorema 4.4 Se up,v9 € Loo(Q2) € fot | fllz.( dt < C, entdo a solugdo fraca (u,v) do sistema
(4.2) satisfaz
U,V € Loo(0,T; Lo (2)).

Demonstracao
Seja k > 0, se se multiplicar a primeira equacdo do sistema (4.2) por v**~! e se for integrada
em (), obtém-se

1 d

——/u% dx+(2k—1)a1(11(u),12(u))/ R dx+)\1/ | |PH2h=2 dx:/flu%—l dx.

Entdo,
2k 2k—1

1d
%aHUHL%(Q) < ||fHL2k(Q)||uHL2k(Q)?
ou, de modo equivalente,

4 d _
ol oy 2 Nl ) < 1 o N2

Simplificando o fator H“HQL]ZZ(lQ) e integrando em t, vem

t
el ey < ol ety + / 1 2e )

Fazendo k — oo obtém-se a estimativa pretendida para v. Com o mesmo processo, prova-se
a estimativa para v. B

Na verdade, se as condicdes do Ultimo teorema forem validas, entao a solucdo € uma solucdo
forte, no sentido de w;, Au € L2(0,T; L2(2)).

Teorema 4.5 Suponha-se que ug,vo € L (2) N H () e fOT | fllL. (o dt < C, entdo o sistema
(4.2) admite uma solucdo forte (u,v).

Demonstracao
Multiplicando a primeira equacdo do sistema (4.2) por Au e integrando em (, resulta

/ uAu dx — / a1 (l1(u), l2(v))(Au)? dx + )\1/ lulP?ulu dx = / fiAu dx.
Q Q Q Q
Aplicando o teorema de Green no primeiro e ultimo termos do primeiro membro, obtém-se

/Vut-Vu dx+/ ay(ly(u), 12(v)) (Au)? dx—i—)\l(p—l)/ [uP~2|Vu|? dx = —/ filAu dx,
Q Q Q Q
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por isso,

1
,i/ |Vul? dx—l—/al(ll(u),lg(v))(Au)2 dx+)\1(p—1)/ [ulP~2|Vu|? dx:—/ f1Au dx.
2dt Jq ) Q 0

A integracédo em [0, T) leva a

1 ) T ,
§/Q|VU(X,T)\ dX+/O /Qa1(l1(u),l2(v))(Au) dxdt+

T T
+A1(p—1)/ /|u|1’*2|vu|2 dxdtzl/ | Vg |? dxf/ /flAu dxdt.
o Jo 2 Jo 0o Ja

Pela desigualdade do Cauchy e pelo limite inferior de a,, conclui-se que

1 T T
7/ Vu(x, T)|2 dx + a*/ /(M)? dxct + M (p — 1)/ / luP=2|Vuf? dxdt <
2 Ja 0o Jo o Jo

1 T a= T
< 7/ | Vg |? dx+C/ /ff dxdt+—/ /(Au)2 dxdt.
2 Ja 0o Ja 2 Jo Ja

Simplificando

T T
/ |Vu(x, T)|? dx+a’/ /(Au)2 dxdt < C (/ |Vug)? dx+/ / 13 dxdt) ‘
JQ 0 Q JQ 0o JQ

Com os mesmos argumentos, mas aplicados a segunda equacdo, obtém-se

T T
/ |Vo(x, T)|? dx—i—a*/ /(Av)2 dxdt < C / |Vol? dx+/ /f22 dxdt | .
Q 0 Q Q 0 Q

Utilizando a hipétese do teorema, prova-se que Au, Av € Ly(0,T; L2(2)). Relembrando as
duas primeiras equacées de (4.2), deduz-se que

wy = a1 (I (u), lo(v))Au — M\ |ulP2u + fi € Lo(0,T; Lo(S2))

Ve = az(ll(u)7 ZQ(U))AU — )\2\v|p_2v + f2 S LQ(O, T, LQ(Q))

4.3 Propriedades de localizagcao

De seguida, estudam-se alguns efeitos de localizacao das solucdes deste tipo de sistemas.
No decorrer desta seccdo, supde-se sempre que as hipdteses dos teoremas de existéncia e
unicidade sao satisfeitas. Sejam zy € Q e gy €]0, dist(xg, 9)], entdo define-se

B,=B,(x0)={xeR*:[x—x¢| <0} CQ, e
FQ = FQ(XQ) = 8B£,(x0).
A primeira propriedade que se quer estudar é a localizacao estavel (“stable localization”).
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Assume-se que
u(x,0) =0ev(x,0) =0 qtpem B,,. (4.25)

Definicao 4.6 ([3],119) A funcdo o(t) : [0,¢*[— [0,+o0], 0(0) < 09, € dita uma taxa no ponto
Xq Se
Vt € [0,t], u(x,t) = 0 gtp em By (x0) = {x: [x — x¢| < o(t)} C Q.

Definicao 4.7 ([3],120) Diz-se que a func@o u(x, t) possui a propriedade de localizagéo estavel
se para algum x, € (2, existe uma taxa estritamente positiva o(t), no ponto xq, definida no
conjunto [0, co[ de tal modo que

lim inf o(¢) > 0.

t—oo

Introduzem-se as funcdes de energia locais para v da forma

bu(o,t) = Hu('7t)||%2(Bg)v Bu(g) = OEUET bu(0,6),
<c<

t
mmw=//|wwwm Eulo) = sup Eulo)s),
0o JB, 0<e<T

t
Du(g,t):// |ul’ dxds, € D,(0) = sup Dy(o,5).
o /B, 0<c<T

As funcoes de energia locais para v sdo definidas de forma analoga. Por sup pretende dizer-se
ess sup.
Define-se
b=b,+b,, E=E,+FE, e D=D,+D,.

Sem perda de generalidade, assume-se sempre que

bu(0) + Eu(0) + Du(0) + by(0) + Ev(0) + Dy(0) < C, 0 < 0o, t <T. (4.26)

Por (4.11) e (4.12) a constante C em (4.26) s6 depende de v, vy, f1 € f» € pode ser calculada
de uma forma construtiva. Alguns dos passos das demonstracdes sao semelhantes para ambas as
funcdes. Nesses casos, e se nao houver perigo de confusao, apresenta-se apenas a teoria para
a funcao u e omite-se o indice u nas funcdes de energia. Uma vez que F e D sdao monotonas
nao decrescentes em g e t, as seguintes derivadas existem no sentido fraco:

Ey(0.t) = [y Jp, IVul? dsds,  Dy(o,t) = [y J ul” dsds,
Et(@a t) = -[BL, |Vu\2 dx, Dt(@at) = fBg |u|p dx,
Eu(o,t) = frg |Vul? ds, Dyi(p,t) = frg [ul? ds.

Teorema 4.8 (Localizagdo estavel) Seja (u, v) solucdo fraca de (4.2) com 1 < p < 2em B, x]0,T],
(B,, C ) e suponha-se que
u(x,0) =0, v(x,0) =0, fi(x,0) =0, fa(x,t) =0, (x,t) € By, x[0,7T]. (4.27)

Entado,
u(x,t) =0ewv(x,t) =0 qgtpem (x,t) € B, x RT,

onde o é definido pela equacdo (4.32).
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Demonstracao

Se se multiplicar a primeira equacdo de (4.2) por u e se se integrar em B, para ¢ < gy,

obtém-se
1d

—— u? dx+/ a1|Vaul|® 4+ i |ul? dx=/ aruVu-n ds.
2dt Jg,

e e

Integrando em [0,t] e como se assume (4.25), pode concluir-se que

1 ¢ ¢ ¢
f/ u? dx+/ / a1 |Vul? dxds —|—/ / Arlul? dxds = / / aruVu - n dsds.
2 JB, o /B, 0 /B, o Jr,

Mudando a notacdo, tem-se que

£b(0) +a” E(o.1) + M D(e.1) < T. (4.28)

Agora, avalia-se Z da seguinte forma

¢
Izl < a+// [Vu||u| dsds
o Jr,
¢ 3 ¢ 3
< a* (// [Vu)? d8d§> (// |ul® dsdg)
0 Jr, o Jr,
1 t %
< at(B,)? <// ul? dsdg) . (4.29)
o Jr,

Depois, aplica-se a seguinte desigualdade multiplicativa

— = 9 1-9
lull Lo,y < C (IVullys,) + 0 Cllull,®e,) % (lule,ms,) (4.30)
com d(2—q) + 2
—q q —q
9= TV TE g w=—(14+429q),
d(2—q) +2q 1 “ ( 29 )

e usa-se o facto de

2(g—p p(2—q _
) <Vl ol = el e p < 0 = 1 <2
Na nossa notacdo, tem-se
lullz, e, < b Df.
e (4.30) fica da forma
1 o 1\ Y o 1\ 19
lular, < © (Bf+o7=0*% DF) " (5 D7) . (4.31)
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Voltando a (4.29) tem-se sucessivamente que
1
t 2
(// ul? dsdc)
0 Jr,
¢ 1 L, 1N\ 20 1N\ 2(1-9) 2
C(E,)? (/ (E5+Q—Wb27 DE) (v DE) d<>
0

¢ B
=, 2=pa=9) —
()" ( | Eey? (D) dc)

0

Nl

Izl < o' (E)

IN

[N

< 97w0K1 (Ey)

1
t 2
L - (2opa-v)
< Q—wﬁK1 (Eg)2 (b) 2-p)(1 (/ (Et"" Dt) dC)
0
1 -, (2-p)a-9) 1
< oKL (B)* (b)) (B+ D)
_ 1 — %_t,_w
< 0 'K (E,)? (b+E+ D) ,

(2—p)9

com K1 = Cmax(1,(b) 2 (o)) max(1, oF”). Substituindo a ultima desigualdade em (4.28),
obtém-se

2-p)(1-9)
%4,1”#

(b+E + D) ;

[

B'f’ E+E < Q_WﬂKl (Eg)
ou, de forma equivalente,

@=p)(a=19)
i

N

(b+E+D)* <o ="K, (B,)

Se se definir
(2-p)(1—17)

<1,
2

p:

entéo tem-se que
(E)'"9 <o **K{E,,

ou, numa notacdo mais completa,
(EU)l_KJ < Q_QWﬁK%(Eu)Q'

De modo semelhante,

(Ev)l_p < 9_21m9K22(Ev)g~
Somando estas duas desigualdades, obtém-se

(Eu +Ev)1ip S QiQWﬁKi%(Eu +Ev)g = (E)l*@ S Q72W19KEQ~
Integrando esta desigualdade em ]o, o[ chega-se a

05 — 0¥ < Y ((E(00))® — (E(0))®) , w = 1 + 2.

Logo, (E())® = 0 se a funcdo o(t) satisfizer

o“(t) = ot — %(E@o))@. 4.32)

Este resultado implica que se a energia global

(bu(00) + Eu(00) + Dul00) + bul(00) + Eu(00) + Duloo))
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ndo for muito elevada, entdo o(t) > 0 e existe um cilindro B, x Rt onde u e v s@o nulas qtp.
[ |

Seguidamente, investiga-se o efeito de tempo de espera no sentido da definicao seguinte.

Definicdo 4.9 ([3],120) Dado x, € (2, seja

00 =sup{o > 0:u(x,0) =0 qtp em B,(x¢) C Q}.

Diz-se que u(x, t) possui a propriedade de tempo de espera generalizada se para algum t,, > 0,
a fungdo o(t) = oo é uma taxa no ponto x, no intervalo [0, t,,].

Assume-se que

0]

/B uo|? dx = 0, /B lwo|*dx = 0, fi(x,1) =0, fo(x,t) =0, (x,t) € By, x [0,T],  (4.33)

0 < oo < R e ainda que

T _p_ T _r_ 1
(/ \u0|2dx+ / |v0|2dx+/ / |f1\P71 dxd<+/ / |f2|pi1 dXd§> <elo—o00l},
B, JB, 0 JB, 0 JB,

onde p é definido como no teorema anterior.

(4.34)
Suponha-se que

T
<sup / |u|2+|v|2dx+/ / IVul® 4+ |Vo]? + ul? + |v]? dxdt) <Cr<oo  (4.35)
t€[0,T] /JBgr 0 Br

e os parametros Cg, p, R , 0o satisfazem

C = __e_ 1
G=Cgr—C5s (5) (R—00) 7% —Cse(R—p0)* =0, (4.36)
onde C5 = C5(b(R)) e Cs(p,d) € a constante do teorema de imersao.

Teorema 4.10 (Efeito de tempo de espera) Seja (u,v) solucdo fraca de 4.2 com1 <p <2 em
Brx]0,T]. Se (4.33)-(4.36) sdo satisfeitas entdo

u(x,t) =0ewv(x,t) =0, (x,t) € B,, x[0,T]. (4.37)
Demonstracao

Repetindo os primeiros passos da demonstracdo do teorema 4.8 para g, < ¢ < R chega-se
as desigualdades

bu + Eu(@7 t) + Du(Q7 t) S Ol(Eu)

1

o 7+ Caelo— 00 (4.38)

— 1 1
bv + Ev(@a t) + Dv(@v t) < C'B(Ejv)917p + 046 [Q - QOHi .

(4.39)
Somando estas duas desigualdades, obtém-se

— _1 1
b+ E(o,t) + D(0,t) < C5E; ° + Cge [0 — 00] 5 -

(4.40)
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Utilizando as propriedades

t
E, < ¥, \IJ:E+D:/O/B (|Vu?] + |Vo*| + [ul” + |v]") dxds,

t
ap 2 0,(0,6) = s (/ / (!W!+\Vv2!+|up+|v|”)dsd<):
o Jr,

s€[0,t] do c€[0,t]

T
- (/ / (|Vu?| + | Vo] + [u]” + [v]") dsdt) = 9 ( sup ‘I’(g,g)) ,
0o JT, 9o \ e,

pode rescrever-se (4.40) na forma (4.41)
E(0) < C5H1 ° + Cselo— 00) ¥ (4.41)
onde,

E(o) = sup V(o t / / |Vu? |+ |Vo?| + [ul” + |vf” dxds.
te[0,T]

Considere-se o problema:

1

#(0) = Cs0, v +Cselo—00]5, 00 <0< R. (4.42)

Este problema tem uma solucdo na forma

1

$(0) = Cr(R—00) "% (0— 00)% , (4.43)

se os pardmetros Cg, p, R, oo satisfizerem

T =

Cr\ ¥
G = C’R—O5<;> (R—00)" 1‘“—066(3 0)° = 0.

Para Cgr, ¢, 0o fixos, basta escolher R suficientemente grande e ¢ suficientemente pequeno.
E fdcil verificar que ¢(0) é um majorante de Z(p). Como ¢(0y) = 0 e devido a monotonia
em o de =, o teorema estd provado. R

4.4 Comportamento assintotico

Nesta seccao, estuda-se o comportamento assintético das solucdes quando ¢ tende para
infinito. Introduz-se a funcao de energia global

b(t) = 1/ u? +v? dx,
2 Jo
com (u,v) solucao de (4.2)

Teorema 4.11 (Decaimento exponencial) Se fi = fo = 0 e Ay = Ay = 0, entdo a funcéo b
satisfaz
b(t) < b(0)e ",

com ¥ uma constante positiva, que apenas depende de o~ e Q.
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Demonstracao
Suponha-se que f; = fo = 0 e \; = Ay = 0. Multiplicando a primeira equacéo do sistema
(4.2) por u, a segunda por v e integrando em (), obtém-se
1d 9
u dx+ | a1(l1i(u),l2(v)|Vul|* dx =0
2.dt Q

1d

5% v dx+/§2a2(l1(u),lg(v))|Vv|2 dx = 0.

Adicionando estas duas equacées, resulta

jtb( t) + /Qal(ll(u),lg(v))|Vu|2 dx + /Q ax(11(u), Iz (v)|Vv]? dx = 0.

Utilizando o limite inferior de a; e aplicando a desigualdade de Poincaré, conclui-se que

d
2
T b(t) +2Ca™b(t) <
b(t) < b(0)e 2C L,
Logo, o teorema estd provado com ¥ = 2Ca~ > 0. B

Teorema 4.12 (Extincdo em tempo finito) Suponha-se que 1 < p < 2 e (u,v) é solucdo de
(4.2).

i) Se f; =0, i=1,2, entdo (u,v) extingue-se num tempo finito, ou seja,
u(x,t) =0ev(x,t) =0em Qparat > t.,

onde t. depende apenas de ||uol1,(), ||vollz.0)> P € Q2.

ii) Se f1 20 ou fy # 0, entéo existem e > 0et' > t., tais que

2p—1
3-2%2p

t
i < 1—— , 1=1,2,
Il < e[1= ]
comty; >, p definidos por (4.45) e 0 < € < €, implica que (u,v) extingue-se num tempo
finito.
Demonstracao
Multiplicando a primeira equacdo de (4.2) por u e integrando em (), obtém-se

1
Ld u? dx+/a1(ll(u),lg(v))|Vu|2 dx—l—)\l/ |ulP dx:/flu dx,
2dt Jq Q ) Q

ou, de forma equivalente,

1d

oy u dX+C/ |Vl + |ul? dx—/flu dx. (4.44)

Pela desigualdade multiplicativa:

2(1-9)

/Qu2dx§</QVu|2dx> (/ |u|pdx> "<
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2(1—9)

94209
< (/ |Vul? + |ul? dx) , U €]0,1],
Q

2
/ |Vu|® + |ulP dx > (/ u? dx) ,
Q Q

B P
e T )

pode concluir-se que

onde,
<1. (4.45)

Substituindo esta ultima desigualdade em (4.44), obtém-se

1d 9
Sd Qu dx + C (/ U dx) / fiu dx. (4.46)
Da mesma forma, pode provar-se que
1d @
v dx +C / v° dx / fov dx. (4.47)
2 dt Q

Se f; =0, i = 1,2, e somando estas duas desigualdades, chega-se a seguinte desigualdade
diferencial para b,
b+ Cb® <0.

Integrando em t, obtém-se

b7 < Ct(p—1) + b(0)'
Logo,

b(0)1—%
C(1-p)

b=0parat>t, = < 00

e 0 mesmo acontece para u € v.
Suponha-se agora que f; # 0 ou f2 £ 0. Neste caso, escreve-se (4.46) e (4.47) da forma

;i/guzdx—i—C(/u dx) (/ f2 dx) (/u dx)2 (4.48)
e 1

;i v d’”c(/” dx) (/fz dX> </v dx>2. (4.49)

Somando (4.48) e (4.49), obtém-se a uma nova inequacdo diferencial para b,

b+ C1b° < Cy(t)b3,

1

onde Cy(t) = Cmax{| fi|r,), | f2llL.)}- Introduzindo a fungdo g(t) = bz, pode escrever-se

esta desigualdade da forma

Cl 20—1 t 2 20
< 1-—— .
o+ 50 Ga(t) < 5 i),

Considere-se agora a seguinte equacdo diferencial ordindria:

Crpro-1 _ € [1 - t] - (4.50)

b +
2 2 trl.,
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As solucbes desta equacdo sd@o majorantes das funcées g. Verifica-se facilmente que se 4(0), €
e t; satisfazem

ﬁb(0)2p—1 _ f)(O)

> .
5 >0, (4.51)

entdo as funcoes

sdo solucgé@o de (4.50).
Para cada (0) dada, podem sempre escolher-se ¢ e t; tais que (4.51) é verificado. Logo, o
teorema estd provado. H

Teorema 4.13 (Decaimento polinomial) Suponha-se agora que p > 2 e (u,v) é solucdo do pro-
blema (4.2). Se f1 £ 0 ou f» # 0, entdo existem K > 0 e B > 0, dependentes de d, p e (2, tais
que:

1fillzae) € —— e, =12, (4.52)

(Bt+41)2-D
implica que b satisfaca
by < —0
(Bt+1)%—1

Demonstracao
Multiplicando a primeira equacdo de (4.2) por u, e integrando em (), obtém-se

1d
i )" dx+/ﬂa1(ll( u), lz(v))|Vul? dx+)\1/ |ul? dxf/flu dx. (4.53)

Pelo teorema de imersdo, vem

/quXSC’(/ |u|pdx>p
Q Q

/u|pdx>C(/u dx) )
onde p =5 > 1.

Substituindo esta desigualdade em (4.53) e ignorando o segundo termo resulta

Entéo,

1d

3 / u® dx+ C </ U dx) /flu dx| . (4.54)
Com o mesmo raciocinio, conclui-se que

1d dx+C d f d (4.55)

2 dt v X v X 2V dX .

Agora, aplica-se a desigualdade de Holder e escreve-se (4.54) e (4.55) da forma (4.56) e
(4.57), respetivamente.

Sdr u dx +C (/Q u? dx) < (/ﬂ f2 dx> </Q u? dx) (4.56)
1d 3
i )., dx+C(/Q x) g(/ f2 dx) </Qv2 dx> ) (4.57)
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Somando (4.56) e (4.57), obtém-se a inequacdo diferencial para b,
b’ + C16° < Co(t)b?,

com Co(t) = Cmax{| fil z,): | f2llLo() -

Considerando mais uma vez a func@o g(t) = bz e utilizando a hipétese (4.52), pode escre-
ver-se a ultima inequacgdo da forma

Cy o K
g + 79% <
(Bt + 1)2e=D
De seguida, estuda-se a equacdo diferencial ordindria

a
2

K

b2g.771 _
201 *
(Bt +1)7-1

b + (4.58)

Se as constantes satisfazem

2p—1 2p—1

K < Cb(0)* 5", B=(b(0)"3

entdo )
b

(Bt +1)7-D

sdo solucdes desta equacdo e sGo majorantes das funcées g. Voltando a funcéo b, conclui-se a
estimativa desejada. B

4.5 Solucao semidiscreta

Nesta seccdo, discretiza-se o problema no espaco e obtém-se estimativas do erro para essa
discretizacdo. Neste problema, considera-se apenas polinémios de grau 1. Entao, S}, ira denotar
o conjunto das funcées continuas em 2 que se anulam na fronteira 99 e que sao polindmio de
grau 1, em cada triangulo, ou seja,

Sp = {x € CY(Q)|x|r,, € um polindmio de grau 1 VT}, € T, }.

Seja {P;}2, o conjunto dos vértices interiores de 7;,, entao qualquer funcao de Sj, € unica-

mente definida pelos seu valor em cada ponto P;. Seja ); € S, a fun¢do pirdmide que toma
valor 1 no ponto P; e que se anula em todos os outros vertices. {1; }?ﬁl forma uma base de S,
entao pode representar-se cada funcao x € S;, da forma

np
X=X
=1

O problema semidiscreto, baseado na definicao 4.1, consiste em calcular as funcoes uy, vy,
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pertencentes a S;, para t > 0, tais que:

/(uh)tx dx+a1(l1(uh),l2(vh))/Vuh~VX dx+)\1/ |uh|p*2uhx dx:/f1X dx, Vx €Sy
Q Q Q Q

/(Uh)tx dx + 02(l1(uh)712(7}h))/ Vup - Vx dx + )\2/ lun|P 2o dx = / fox dx, VxeS,
o Q Q Q

up(x,0) = 1Ilp, (s, u0, vr(x,0) =1Ip,(s,)v0
(4.59)

Utilizando a base {%; };ﬁl, o problema semidiscreto também pode ser formulado da seguinte

forma: calcular os coeficientes «;(t), 3;(t) em

un(x,1) =Y o (t)i;(x) @ vn(x,1) = D B (84 (),
j=1 j=1

tais que:

np np np np

Za}(t)/ VYithy dx + Zal(h(z Oék’l/)k),lg(z ﬁ/ﬂﬁk))/ Vi - Vb dx o =
Jj=1 Q j=1 k=1 k=1 Q

np np

np
= —)qZ/ |Zajwj|p722aj¢jwi dX = / L/)ifl dX, 1= 1,...,TLp
j=1"% j=1 j=1 @

e e L e . (4.60)
S0 [ ity dxt Y- aaltl(Y o ann) oY G [ V- Vo dx =
j=1 2 j=1 k=1 k=1 Q

np np np
= x> [ 1Bl Y gt dx = [wifadx, =L
j=178 j=1 j=1 Q

OZJ(O):OZ?ZUO(PJ), 6J(O):5§):’U()(PJ), jzl,,np

O sistema (4.60) pode ser escrito na forma matricial como

Mo+ Aw)w = F(w), w(0) = wy, (4.61)
comw = (1, .-, Onp, B1,- -5 Bnp)s wo:(a?,...,a?lp,ﬁ?,...,ﬂgp),

M 0
M:[ 0 M]’ M = [M], MijZ/Q%%d&

A ar (L (2R awthr), 12 (3232 Bribe)) A 0
0 as(lL (30l anthr) 12300 E ) Brvw))A

Y

Aij = / V’(/Jl . ij dX,
Q

np

np
F=(F"F"), F=-M / > g PEY gy s dx + / bif dx,
€ j=1 j=1 Q

np np
FP = )\ /Q | Z/ijj‘p_2 Zgjz/;j )y dx—i—/@%‘fz dx.

j=1 =1
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(4.61) € um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. A demonstracao de
existéncia de solucao para este sistema resulta do teorema de Carathéodory. A demonstracao
da unicidade é semelhante a demonstracao do teorema 4.3.

Teorema 4.14 Seja p > 2. Se (u,v) é solucdo do problema (4.2) e (un,vy) € solucdo do pro-
blema (4.59), supondo que u e v sd@o suficientemente regulares, entdo

lun = ull?, @) + lon = vl7, ) < Ch*, t€]0,T],

onde C ndo depende de h.

Demonstracao

Antes de mais, saliente-se que a solucdo (u,v) de (4.2) também satisfaz (4.59).

Escrevendo up, —u =up — Rpu+ Rpu—u=60+nevy—v=v,—Ryw+Rpv—v=p+pue
pelo lema 2.84, pode concluir-se que

10l L2 < Ch?|ulmrzi0) € ||l o) < CR [0 20

Entdo, so é preciso estimar 6 e p.
Por simplicidade, denota-se a1, = a1 (l1(up),l2(vs)) € a1 = a1 (ly(u),l2(v)).
Tem-se que

O:x dr +ayp, | VO-Vyx dx =
Q Q

= /(uh)tx dx + alh/ Vup - Vx dx — / (Rpu)ex dx — alh/ VRyu-Vyx dx =
Q Q Q Q
= —/\1/ |uh|p_2uhX dx+/ xf1 dx — / 5% dx—al/ VRyu-Vy dx — / nex dx+
Q Q Q Q Q
+(a1 — ap) / VRpu-Vy dx =
Q
= —/\1/ un P~ 2un x dx+/ xf1 dx — / 5% dx—al/ Vu-Vy dx — / nex dx+
Q Q Q Q Q
+(a1 — ain) / VRpu-Vyx dx =
JQ
=\ / (Jun|P~2up, — |ulP~?u)x dx — / nex dx + (a1 — a1h)/ VRyu-Vy dx.
Q Q Q

Se se considerar x = 0, se utilizar o lema 2.4 e o facto de u e u;, serem limitadas, entao

1d

5 100+ 00, oy <€ [ Ju—ul 8]t [ ] 18] s —ann] | [V Bnul V6] dx
Q Q Q

< CU017, () Iz, ) +CIOIZ, @) +CllmellLu )+ ClONZ, @)+

+C(1017, @) + 19117, ) F 127, @) + 1217 ,0) +a~ [IVOI7, q)-
Na ultima desigualdade, usam-se os resultados
IVRwullL () < ClpllullL0), I =max{1,log(1/h)}

e
ar — aip| < Ag|ly(u) — 1y (un)| + Billa(v) — la(vn)| = Axlli(u — up)| + Bi|la(v — vp)|
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< Cillu — un| £y 0) + Collv — vall Lo )-

Simplificando, obtém-se
d 2 2 2 2 2 2
%HHHLZ(Q) < CUION7, ) + 1017, + 1mel7, ) + o170 @) + 17, 0))-
Utilizando os mesmos argumentos para p, pode concluir-se que
d 2 2 2 2 2 2
aelPl o) = CUlPIL, @) + lullz, @) + 1l Zy@) + 101200 + InlZ,@)-
Somando estas duas desigualdades, vem que
d 2 2 2 2 2 2 2 2
%(HQHM(Q) + ol @) < CUONT, ) + o7, + 101700 + 117, @) + el 2, 0) + el 7, 0))-

Integrando em ¢ no intervalo [0,T], obtém-se

||9(X7T)||%2(Q) + [lp(x, T)||2LQ(Q) <

T
<1100, 0)l[7, ) + llp(x, 07,0 +C/O 1712, ) + IellZo ) + 10ellZ, 0y + kel Ty o) dt.

Pelo Lema 2.79, tem-se que [|0(x,0)||.,0) < Ch?|uo|m2(q) € [|p(%,0)|| L, < Ch*|voluz()-
Recordando as estimativas de 1) e ;1 e como |1 1,) = s, us — el 1, 0) < Ch?|ue|p2 (o) €
el o) = [[Rhve — vel| o) < Ch?|vi| g2, pode inferir-se que

”0”%2(52) + HPH%Q(Q) < Cht,

0 que termina a demonstracdo. B

4.6 Solucao totalmente discreta

Para finalizar o estudo teorico do problema, discretiza-se o mesmo também no tempo e
procuram-se estimativas do erro para essa discretizacao.

Como se considera que ndo ha possibilidade de confusao, para simplificar a notacao, omi-
te-se a dependéncia de h nesta seccdo. Seja 6 > 0 e considere-se a particdo 0,7] = U, 1,,,
I, =|tn—1,tn], cOMt, = t,_1+4. Adiscretizacdo no tempo é feita utilizando o método de Euler
regressivo. Neste método, a derivada temporal, u;(x,t,), € aproximada em cada instante ¢,
pela diferenca finita

Bu(x,1,) = U] —UBO )

Sejam U, (x) a aproximacao de u(x,t,) e V,,(x) a aproximacao de v(x,t,), no espago Sy.
Entdo, o problema totalmente discreto sera, neste caso, calcular as funcoes U,, e V,,, perten-
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centes a Sy, tais que se anulem na fronteira de () e satisfacam

/ AU, x dx + a1(11(Uy), 12 (Vi) / VU, - Vy dx + \ / |Un|P~2U, x dx =
Q Q Q
= / filx,ty)x dx, Vx€Sh, n=1,...,ni
Q
/ IViux dx + as(L(Un), 1s(Vi)) / YV, - Vy dx + A / Valr 2V dx= - (4.62)
Q Q Q

:/fz(x,tn)xdx, Vx €S, n=1,...,ni
Q

Up = p,(s,,)u0, Vo =1p,(s,)v0

Utilizando outra vez a base {¢,}7?, e definindo U, = Y7 a%v; e V,, = 3702, 874, 0

sistema (4.62) pode ser escrito em forma matricial como
Muwy, + §A(wn)wpn, = 0F (wn) + Mwp—1, n=1,...,ni, (4.63)

com wy, = (af, ..., an,, 81, Brp)y n=10,...,ni.

0 sistema de equacodes algébricas (4.63) € nao linear e tem de ser resolvido em cada passo
no tempo. A nao linearidade esta na presenca de w,, nos termos A(w,,) € F(w,). Para se evitar
a aplicacao de um método iterativo, e consequente aumento do custo computacional e do erro,
considera-se uma linearizacao do sistema substituindo w,, por w, _1, nesses dois termos. Entao,

o problema totalmente discreto é calcular U,, e V,,, tais que:

/5UnX dX+al(ll(Unfl),lg(anl))/ VUnVX dX-’-Al/ |Un,1|p_2Un,1X dX:
Q Q Q
:/fl(x,tn)xdx, Vx €Sy, n=1,...,ni
Q
/5an dX+ag(ll(Un_l),lg(Vn_l))/an'vx dX—i—)\g/ ‘Vn_l‘p_QVn_lx dx = >
Q Q Q

= fQ(X;tn)X dX7 \V/XES}M n=1,...,ni
Q

Up = Up, (s, %0, Vo =1p,(s,)v0

(4.64)

0 que é equivalente a calcular o vetor w, = (af,..., Qs BT, - Bryp) solucao do seguinte sis-
tema linear:

M+ 6A(wp—1))wn = 6F (Wn-1) + Mwp_1, n=1,...,ni. (4.65)

Este sistema possui sempre solucdo, uma vez que M + 6 A(w,_1) € definida positiva. Esta
seccao termina com a estimativa do erro para a aproximacao totalmente discreta da solucao do
problema inicial.

Teorema 4.15 Seja p > 2. Se (u,v) é solucdo do problema (4.2) e (U,,V,,) solucdo de (4.64),
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supondo que u e v s@o suficientemente regulares, entdo
1Un (@) = u(z, ta)l1Z, ) + Valz) = v(z,ta)]12, ) < C(* +68)%, n=1,... ni,

onde C' ndo depende de h nem de §.

Demonstracao
Denote-se por u,, = u(x,t,) e v, = v(x,t,). Da mesma forma como anteriormente, escreve-
-se
U, —u, = (Un — Rhun) + (Rhun - un) =0, + 1,

Vi —vp = (‘/n - thn) + (thn - Un) = Pn + Un-

De seguida, estima-se 0,, e p,,.
Aplicando as propriedades de R;,, tem-se sucessivamente

A 00, x dx + ay(1(Up—1),l2(V_1)) A Vb, - Vyx dx =
= /QgUn x dx+ a1(l1(Un-1),12(Vio1)) /Q VU, - Vx dx—
— /Q ORpuy x dx —ay (11 (Up—1),l2(Vii_1)) /Q VRpun - Vx dx =
=-\ /Q |Up_1|P72U—1 x dx + /Q fi(x,tn)x dx — a1 (li(un), la(vn)) /Q VRpuy, - Vx dx—
—/Q(un)t X dx 4 (a1 (1 (Un—1), I2(Va1)) — al(ll(un),lg(vn)))/QVRhun VU dx—
— /Q(éRhun — (un)t) x dx =
M [ (a2 = 0P 200) xdx = [ B = [ (@ = (un)e) x it
Q Q Q
+(ar(li(Un-1),12(Va-1)) — ar(li(un), l2(vn))) /Q YV Rpu, - Vy dx.
Fazendo x = 6,, e usando o lema 2.4, obtém-se
30100+ a7 IV0u ) < € [ Ut =l ] i+ COWUns = a1+
Va1 = vl L) /Q (V0| dx + ([[0m0]] Lo () + [10un = (wn)tll Lo @) 100l Lo (2
< C(10n-1llLa0) + 1mm=1llzo00) + 0l10unll o) + lon-1llL2) + ln—1llL2(0) + 010val Ly0)+
19l Lo (9) + 10un = (wn)ill Lo@) IV O Lo -

Na desigualdade acima, usa-se a desigualdade de Poincaré |0, ||, o) < C|IVO,|L,«) € as duas
desigualdades seguintes:

1Un-1 = tnllzy2) < CUlOn-1llLo) + 1Mn-1llo(0) + 610unl L)),

1Vie1t = vnllLo9) < Clllpn-1llLo@) + ltn—1ll o) + 0l10vnll Ly (0)-
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Entéo, apds simplificar o termo a~ ||V9nH%2(Q) com a desigualdade de Cauchy, chega-se a
0nll7 () < CllOn-1l7, 0y + CUlmn-1llzo() + 810unll o) + lon-1llLo(0) + ltn—1ll o)+
+6||5UTLHL2(Q) + ||57]7L||L2(Q) + ||5un - (u’rb)tHLg(Q))2-

Utilizando o lema 2.79, conclui-se que |0, ]|1,) < C(w)h? e ||un|lr.) < C(v)h?. Tem-se
também que

tj
oo = |07 [ s < Cm?
ti-1 La(Q)
e
- "t
[0mnllio = |57 [ i de| < o
ti-1 La(Q)
Por outro lado,
tj
[0un — (un)ell o) = 5’1/ (5 —tj—1)us(s) ds < C(u)d
ti-1 La(9)
e
t;
10vn — (vn)tll o) = 5_1/ (s = tj—1)vu(s) ds < C(v)d
tj—l LQ(Q)

Entdo, obtém-se
007,y < CllOn-1l7, ) + C(h? +6)>.

Da mesma forma, pode provar-se que

5||PnH%2(Q) < C”pn*1”%2(9) +C(h* +6)%
Somando os resultados, vem

O10n 17, () + lonll7,0) < CUOn-1l7, () + lon-1lZ,()) + C(A* + )%
Mostrou-se que
10201700y + lPnll7 ) < L+ CO 1001117, + IPn-1]7,0)) + C(R* + ).
Iterando sucessivamente, chega-se a
10n]17, 0y + I1Pnll700) < CUI00N1Z, () + llpollZ ) + C(h* +8)*.

Pelo Lema 2.79, conclui-se que

102117 ) + 2l ,0) < Clu, 0)(h* +6)2.

Adicionado as estimativas de ||n,(|1,) € ||tn| L. (o), termina-se a demonstracdo. B
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4.7 Resultados numéricos

Para exemplificar e confirmar a teoria exposta anteriormente, apresentam-se exemplos da
implementacao, em Matlab, da solucao do problema totalmente discreto. Uma vez que nao
conhecemos solucdes explicitas para o problema em estudo, nao é possivel fazer um estudo
numeérico da convergéncia.

4.7.0.5 Localizacdo da solucao

Para testar o algoritmo numérico, simula-se um exemplo em que a solucdo inicial esta
localizada apenas em parte do dominio. Considere-se o sistema (4.2) em Q =]0,1[>comp =3 e

ay(li,l2) =3+ sen(ly) + cos(lz), az2(ly,l2) =5+ sen(la) — cos(ly).

A hipotese H2 é satisfeita com e~ = 1 e a™ = 7 e a hipotese H3 também é valida. Como
antes, considera-se [;(w) = la(w) = [, w dz. As condicées iniciais sao

up = 20(0.1 — (z — 0.2)*> — (y — 0.2)?) e vg = 20(0.1 — (x — 0.8)* — (y — 0.8)?).

Os coeficientes \; e A\, sao ambos iguais a um. As fontes externas sao dadas por

fi(z,y,t) =0.1 ( 1 10) e "V e fo(r,y,t) = 0.1(x —y) <17) :

(t+1) (t+1)

Os parametros do método dos elementos finitos sdo » = 0.05, § = 1072 e a malha esta
representada na figura 4.3.

Na figura 4.1, mostra-se a evolucao no tempo para estimativa de « obtida e, na figura 4.2,
mostra-se a evolucao no tempo para a estimativa de v. A solucdo expande-se a todo o dominio
e tende para zero. O decaimento é mais evidente na figura 4.4 onde se representa a funcao

b(t).
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u(x,y,0) u(x,y,0.0005)

X X
u(x,y,0.002) u(x,y,0.005)

29 24 24

1.5 1.5 154

s 14 s 14 s 14

0.5+

Figura 4.1: Evolucao no tempo da aproximacao de  obtida no problema d

u(x,y,0.001)

X
u(x,y,0.01)

1
0.5

0.5 0
1 y

X

a localizacao da solucao.
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v(x,y,0) v(x,y,0.0005) v(x,y,0.001)

v(x,y,0.002) v(x,;0.00S) v(x,xy,0.01)
24 2~ 24
1.5 1.5 1.5
> 149 > 14 > 14

0.5+

1
0> 05
0

0.5 0
1 y

X

Figura 4.2: Evolucao no tempo da aproximacao de v obtida no problema da localizacao da solucao.

1 0.4
0.35

0.8
0.3
0.6 0.25
> O 02
0.4 0.15
0.1

0.2
0.05
0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.005 0.01
X t

Figura 4.3: Malha espacial para h = 0.05 usada no Figura 4.4: Funcao de energia b(¢) no problema da
problema da localizacao da solucao. localizacao da solucao.
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4.7.0.6 Extincdo em tempo finito e decaimento polinomial

Numa seccdo anterior, foi demonstrado que as solucdes do sistema (4.2) com 1 < p < 2 tém
a propriedade da extincao em tempo finito se as funcdes f; satisfizerem algumas condicoes e
tém a propriedade de decaimento polinomial se p > 2 e f; decairem de forma adequada. No
sentido de estudar estas propriedades, simula-se um exemplo com p = 1.6 e depois com p = 3
mantendo iguais todos os outros parametros. Embora ndo tenha sido provada a convergéncia
para p = 1.6, os resultados estao de acordo com a teoria.

Considere-se o sistema (4.2) em Q =0, 1[* com

ay(li,l2) =3+ sen(ly) + cos(l2), az2(l1,l2) =5 +sen(la) — cos(ly).

A hipotese H2 é satisfeita com ¢~ = 1 e ¢ = 7. H3 é valida para A;, B; > 2. Considere-se
li(w) = ly(w) = [, w dx que satisfaz H4 com g; = 1. As condicdes iniciais s&o

ug =2(z —1)(y — 1)zy € vo = 0.5(x — 1)(y — 1)zy.

Entado, H1 também esta satisfeita.
Os coeficientes A\; e A\, sdao ambos iguais a um. As fontes externas sao dadas por

fi=0.01n(z +y+1)[0.1 — ] e fo = 0.01sen(zy)[0.1 — ¢]%.

Os parametros do método dos elementos finitos sdao § = 107° e h = 0.025. O dominio é
discretizado usando uma malha estruturada como mostra a figura 4.7.

u(x,y,0) u(x,y,0.01) u(x,y,0.065)
0.15+ 0.15+ 0.15 4
0.14 0.14
- - =
0.05 0.05
1 1
0.5 %7 0.5
0.5 0 0.5 0
1 y 1 y
X X

Figura 4.5: Evolucao no tempo da aproximacao de u obtida no problema com extincao em tempo finito e
decaimento polinomial.

Na figura 4.5, mostra-se a evolucao no tempo para a estimativa de « e na figura 4.6 mostra-se
a evolucao no tempo para a estimativa de v obtidas para p = 1.6. Como era de esperar, as
funcdes u e v sao zero para ¢t > 0.065. O comportamento da solucdo para p = 3 € semelhante ao
comportamento da solucao com p = 1.6, excepto o facto de o valor de u e v ser pequeno para
t > 0.065, mas nao ser zero.

De forma a verificar o comportamento assintotico, representou-se na figura 4.8 a funcao
de energia b, com uma escala logaritmica no eixo das ordenadas. Pela observacao da figura
torna-se evidente que b se extingue em ¢ ~ 0.065 para p = 1.6 e, no caso p = 3, b tende para
zero mas nao se extingue.
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v(x,y,0) Vv(x,y,0.01) Vv(x,y,0.065)
0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1
> > >
0.05 4 0.05 0.05 4
1 1 1
0 05 0~ 05 07 0.5
0 05 10 0 05 10 0 05 10
y y y
X X X

Figura 4.6: Evolucao no tempo da aproximacao de v obtida no problema com extincao em tempo finito e
decaimento polinomial.

0 0.05 0.1
Figura 4.7: Malha espacial para h = 0.025 no Figura 4.8: Funcao de energia b(¢) no problema com

problema com extincao em tempo finito e extincao em tempo finito e decaimento polinomial.
decaimento polinomial.
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4.7.0.7 Fontes externas ilimitadas

Para ultimo exemplo, considere-se o sistema (4.2) em Q =] — 1,1[2 com p = 3, mas, neste
caso, os termos de difusao sao da forma

1 1 2 1

lh,lo) =24+ —— — —— h,b) =3+ ——5 — —.
a1(1a2) +1+l% 1+l%7 a2(1)2) +1+l% 1+l§

A hipotese H2 é satisfeita coma™ = 1 e a™ = 5 e a hipotese H3 também é valida. Conside-
ra-se da mesma forma [, (w) = lz(w) = [, w dz. As condicdes iniciais sao

up = 2(z? — 1)(y* — 1) e vo = 3(0.04 — (z — 0.5)* — (y — 0.5)?) 1.

Entdo, a hipotese H1 também é satisfeita. Os coeficientes \; e X\, sdo 0.5 e 2, respetiva-
mente.
Neste exemplo, consideram-se fontes externas da forma

filz,y,t) =2+ > +te fo(z,y,t) = (@ +1)2 + (y+ 1) + 5t.

Estas funcbes nao satisfazem as condicoes dos teoremas, mas € interessante ver o comporta-
mento das solucdes. Os parametros do método dos elementos finitos e malha sao os mesmos do
exemplo anterior.

Da mesma forma e como no exemplo anterior, na figura 4.9, mostra-se a evolucao, no
tempo, da estimativa obtida para u e, na figura 4.10, mostra-se a evolu¢ao da estimativa
obtida para v nos mesmos instantes. Verifica-se que a solucao u decresce e, uma vez que ja
estava inicialmente definida em todo o dominio, nao se verifica nenhuma expansao. A solucao v
tem um comportamento completamente diferente. Inicialmente, expande-se a todo o dominio
e decresce, mas, a partir de certo instante, comeca a crescer indefinidamente. Este facto
pode ser justificado pela expressao de f, que é crescente no tempo e o seu efeito comeca ser
dominante a partir de certo instante.
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u(x,y,0) u(x,y,0.002) u(x,y,0.008)

u(x,y,0.05) u(x,y,0.1)
2 24
1.5 1.5+
s 1 s 14

Figura 4.9: Evolucao no tempo da aproximacao de u obtida no problema com fontes externas ilimitadas.
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v(x,y,0) v(x,y,0.002) v(x,y,0.008)
0.2+ 0.2+ 0.2
0.15 0.15 0.15
> 0.1 > 0.1 > 014
0.05 0.05 0.05
1 1 1
0> 0 0~ 0 0> 0
-1 -1 -1
0 -1 0 -1 0 -1
L y L y ! y
X X X
v(x,y,0.05) v(x,y,0.1)
0.2 0.2+
0.15 0.154

> 0.1+

Figura 4.10: Evolucao no tempo da aproximacao de v obtida no problema com fontes externas ilimitadas.
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Capitulo 5

Conclusao e Trabalho Futuro

Com este trabalho, foi demonstrada a convergéncia do método de elementos finitos de
Galerkin para a equacao de meios porosos com expoente v dependente da variavel espacial num
dominio fixo. Os resultados numéricos apresentados estdo em linha com a exposicao tedrica.
Ainda estao em estudo, os casos em que v também depende do tempo e onde v é inferior a 1.

Foi também apresentado um método dos elementos finitos para resolver o problema, com
~ dependente da variavel espacial e temporal, num dominio com fronteiras livres. O programa
resultante da implementacdo deste método, em Matlab, foi testado em alguns problemas.
O estudo efetuado evidencia que o método permite estimar eficientemente a fronteira e a
solucdo. O aumento do grau do polindmio interpolador permite obter melhores estimativas
utilizando menos elementos finitos.

Nos exemplos simulados, o movimento da fronteira esteve de acordo com as suposicoes
feitas nas deducdes das respetivas equacdes. A demonstracdo exata dessas equacoes parece
ser um problema aliciante para estudos futuros. Outro problema interessante de estudar, em
trabalho futuro, é a obtencdo de estimativas do erro e de ordens de convergéncia para as
aproximacoes obtidas em dominios com fronteira livre.

No trabalho, demonstrou-se ainda a existéncia e unicidade de solucdes fortes para um sis-
tema de reacao-difusao com coeficiente de difusao nao local. Estabeleceram-se condicoes para
a existéncia de tempo de espera e localizacao estavel das solucdes. Estudou-se o comporta-
mento assintdtico das solugdes fracas obtendo-se condicbes para a extincdo em tempo finito
e decaimento polinomial ou exponencial. Provou-se a ordem de convergéncia 6tima para um
método de elementos finitos de Euler-Galerkin linearizado. Os resultados da implementacao,
em Matlab, do método estdao em linha com os resultados teodricos.

A aplicacao do método dos elementos finitos em dominios com fronteiras livres para o sis-
tema nao local estd em fase de conclusdao. Esta também em estudo um sistema nao local
degenerado, considerando o caso em que uma das espécies se extingue tornando o termo difu-
sivo nulo. Um problema de bastante interesse € o estudo numérico de equacdes e sistemas nao
locais onde o termo difusivo depende do integral do gradiente da solucao.
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indice de notacées

Geral

n denota o vetor normal unitario exterior a fronteira

— denota uma imersao continua

—< denota uma imersao compacta

— indica uma convergéncia

— denota uma convergéncia fraca

X denota uma convergéncia fraca estrela

[9]+ = max{g,0} representa a parte positiva de g

lim g¢(t)— lim ¢(¢) denota o salto de g em ¢,

t—ty 1>, t—tp <t

esssup(u) = inf{ sup |u(z)|:Z C A, meas(Z) =0}

z€A

z€EA\Z

supp v = {x : v(x) # 0} é o suporte de v

/

p' = ;25 € o conjugado de p > 1

o] =30 | o, para a= (aq,...,q,) € N”

sign(a) denota o sinal de a (sign(a) =1, se a > 0 e sign(a) = —1, se a < 0).
Acrénimos

UBI Universidade da Beira Interior

MEF Método dos Elementos Finitos

MEFG Método dos Elementos Finitos de Galerkin

MMPDE Método da Malha Movel para Equacao Diferencial Parcial

EDO Equacao Diferencial Ordinaria
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EDP Equacao Diferencial com Derivadas Parciais
PME Equacao de Meios Porosos
Conjuntos

| = meas(Q?) = medida de Lebesgue de Q2

#A indica o nUmero de elementos do conjunto A

Tr={(z,y) eR? |z +y<1Az>0Ay>0}éo tridngulo de referéncia

int(§)) denota o interior de

Q) denota o fecho de Q

Qr = QX}O,T]

I = 09 denota a fronteira de Q

Iy =89 % [0, 7]

B,(x0) = {x:|x —x0| < o(t)} é a bola de centro x, e raio o

g|a denota a restricao de g ao conjunto A

Operadores

114

D2y denota a derivada fraca de ordem o de «

divu = Z guZ ¢ o divergente de u
7

Vu= %, cee ou denota o vetor gradiente de u
0x1 0xy

4 9
Au=>" oo é o laplaciano de u
=1 2

Apu denota o laplaciano discreto de u

_ou

ot

Ut

denota a derivada ( fraca ou forte ) de u em relacdo a variavel temporal
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dlely
Oxi'...xp"

u(x, ty) — u(xX,tp—1)
5

denota a derivada forte de ordem o de «

ou(x,t,) = € a derivada temporal discreta

Ryu é a projecao de Ritz de u
IIsu denota a projecao ortogonal de u sobre S

(f,u) aplicacdo do funcional f a funcéo u
Normas e seminormas

|z| denota o médulo de z € R

|x|| denota a norma euclidiana de x € R¢
1
[ull, ) = (Jolux)Pdx)?, 1<p<oo

lull .. ) = esssup |u]
e

1
P
lullwro@) = D ID%ul] )| - paral<p<oo
|a|=0
k

[ullwrey = Y esssup|D¥ul
|ae|=0

[ulwesi(q) = Z ||D°‘u||’£p(m ,para 1 <p<ooce0<j<k.

lee|=4

lullco(fa,p),x) = Joax llu(t)l x

1
HUHLP(a,b;X) = (j lu(®))% dt) " < o0, paral <p< oo

[l 2. (a i) = esssup [[u(t)]|lx < oo
te(a,b]

=

HUHWM(abX ZH dti ||L (a,b;X)
Espacos de funcoes

L,(Q) = {u: Q — R|u é mensuravel e [, |ul” dx < oo}
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Loo(Q) = {u: Q2 — R|u é mensuravel eesssup |u| < oo}
WFrP(Q) ={u:Q— R|D* € L,(), 0 < a <k}
H*(Q) = Wk2(Q)
Wy (Q) = G5 ()
HE(Q) = Wy (@)
Ck(Q) = {u: Q — R|u é k-vezes continuamente diferenciavel}
Chr(Q) = {u: Q — R| u e C*(Q) e D*u é Holder continua com expoente 1}
Cs°(Q) = {v € C>=(Q)| supp v € um conjunto compacto}
Ly(a,b; X) = {u:]a,b[— X|u é mensuravel e [ ||ul% dt < oo}
Wk (a,b; X) = {u € WFP(Q)|u é mensuravel e f; [l dt < oo}
C*([a,b]; X) = {u : [a,b] — X|u é k-vezes continuamente diferenciavel}
W—k7'(Q) é o espaco dual de W}*(Q)
D(2) = Cg° ()
Sp = {w € CY(Q)|w)r, é um polinémio de grau 1 VT}, € 7;,}

Spr = {w € C§(Q)|wr,, € um polinémio de grau r VT, € 7,,}

Sps = {# + [0, +00[— Shr | #[1, = thx.j» Xj € Spr}
7=0

P, é o conjunto dos polindomios de grau menor ou igual a r.
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indice Remissivo

convergéncia

forte, 16

fraca, 18

fraca estrela, 18
corolario

Brouwer, 25

desigualdade
Cauchy, 15
Gronwall, 25
Holder, 20
inversa, 55
Minkowski, 20
multiplicativa, 82, 86
Poincaré, 23
Young, 15

dominio, 17

equacao
em meios porosos, 3
reacao-difusao, 1
espaco
de Bochner, 23

de elementos finitos, 26, 45, 63

de Lebesgue, 20
de Sobolev, 21
dual, 18

fronteira
Lipschitz-continua, 18
livre, 3

funcao
de energia global, 85
de energia local, 81
Hoélder-continua, 17
Lipschitz-continua, 17
monitor, 62

integrador, 29
interface, 3

laplaciano, 20
discreto, 28
lema
Aubin-Lions, 25

método

dos elementos finitos de Galerkin, 1
elementos finitos descontinuo, 29

Euler, 29

Euler regressivo, 92

Faedo-Galerkin, 74

ponto fixo, 52
malha, 26

regular, 26

ordem de convergéncia, 28

projecao
de Ritz, 28
no espaco e tempo, 29
no tempo, 29
ortogonal, 28
propriedade

de extincao em tempo finito, 5
de localizacéo estavel, 81

de propagacao com velocidade finita, 3

de tempo de espera, 4

sistema
nao local, 11
reacao-difusao, 1
solucao
forte, 79

fraca, 35, 36, 61, 63, 74

semidiscreta, 89

totalmente discreta, 46, 92

taxa, 81

teorema
Banach-Alaoglu, 24
Brouwer, 25
do valor médio, 41
Green, 25
Gronwall, 25

velocidade
normal, 60
vetor normal, 28
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