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Introducao

Este trabalho iniciou-se com um estudo prévio de pontos notaveis associados a trés
circunferéncias ([6], ver anexo) a partir de um lema de incidéncia no plano projectivo
([6], Lema 1). Particularizando ao caso das trés circunferéncias estarem ex-inscritas
a um triangulo, este lema parece estabelecer uma caracterizacao geométrica unifi-
cadora de muitos centros de Kimberling.!

Querendo explorar mais profundamente a riqueza geométrica destas configura-
¢oes, acreditamos que, para tal, seria interessante estabelecer uma generalizagao
do Teorema de Ceva. Ora, a geometria de Laguerre sera talvez o contexto tedrico
adequado a esta generalizacao. De facto, nesta geometria, pontos e circunferéncias
sao tratados como objectos matematicos equivalentes. Por outro lado, em traba-
lhos recentes [2, 5], tem sido colocada em evidéncia a possibilidade de utilizar esta
geometria, no ambito do seu modelo de Minkowski, para o estudo de problemas
classicos em geometria euclidiana.

Neste trabalho procuramos apresentar de forma completa e detalhada as ideias
e resultados principais que estao presentes em [2]. Em particular, comegamos por
definir, de acordo com as principios de Félix Klein e do seu Programa de Erlangen,
as geometrias de Lie, Laguerre e Mobius. De seguida, descrevemos o modelo de
Minkowski para a geometria de Laguerre. Este ¢ um modelo que ¢ facil de manipular

e que evidencia de forma clara que o espago subjacente a geometria de Laguerre é um

!Clark Kimberling elaborou uma lista [4] exaustiva de pontos notaveis associados a um triangulo,
catologando-os de acordo com as suas propriedades conhecidas. Por exemplo, o primeiro ponto é
precisamente o incentro, denotado por X (1). Os pontos ai presentes passaram a ser conhecidos

por centros de Kimberling.



espac¢o homogéneo. Por fim, enunciamos e provamos um resultado que generaliza o
classico Teorema de Pitdgoras. Em trabalho futuro, procuraremos aplicar algumas

destas ideias na perspectiva de encontrar uma generalizacao adequada do Teorema

de Ceva.



Capitulo 1

Geometria de Laguerre

1.1 As geometrias de Lie, Laguerre e Mobius

Em 1872, Felix Klein publica um texto onde desenvolve uma forma inovadora e
clara de classificar e caracterizar diferentes geometrias [1]: uma geometria consiste
num espaco de objectos e de um grupo de transformagoes que sobre ele actua; as
propriedades relevantes dessa geometria sao propriedades invariantes para a acgao
do grupo que lhe subjaz. Por exemplo, o conceito de paralelismo que é preservado
na geometria afim, deixa de ser significativo na geometria projectiva, dai que as
transformacoes que preservam o paralelismo sejam importantes para a classificacao
da geometria afim, mas nao para a geometria projectiva. Estas ideias de Klein, ao
estabelecerem as bases de um projecto de investigagao abrangente, conhecido por
Programa de Erlangen, que promovia uma visao unificadora da geometria, marcaram
decisivamente os desenvolvimentos desta area da matemaética ao longo das décadas
seguintes. Nesta sec¢ao procuraremos definir a geometria de Lie e as sub-geometrias
de Laguerre e Mobius de acordo com os principios gerais do Programa de Erlangen.

Um ponto do plano euclidiano é chamado ponto-finito. Acrescentando um novo
ponto no infinito, distinto de todos os outros no plano euclidiano, designado por
ponto-ideal, obtemos o plano inversivo. Pontos no plano inversivo sao chamados

de pontos-ciclo. Uma circunferéncia orientada é um ciclo-proprio. O sinal do raio



de um ciclo-préprio define a sua orientagao: caso o sinal do raio seja positivo a
orientacao ¢ no sentido anti-horario; caso o sinal do raio seja negativo a orientacao ¢é
no sentido horario. Um ciclo-ponto nao tem orientagao: o seu raio é zero. O termo
ciclo de Laguerre refere-se a ciclos-préprios (circunferéncias orientadas) ou a pontos-
finitos (pontos no plano Euclidiano); o termo ciclo de Lie refere-se a ciclos-préprios,
a pontos-ciclo ou a rectas orientadas. Estamos agora em condigoes de definir as

geometrias acima referidas:

e Geometria de Lie. Nesta geometria os objectos sao os ciclos de Lie. As
transformacaoes de Lie transformam ciclos de Lie em ciclos de Lie e preservam
as relagoes de incidéncia. Assim, em geral, os pontos-ciclo nao sao preservados
por transformacoes Lie. Foi Sophus Lie que no século XIX desenvolveu esta

geometria.

e Geometria de Laguerre. Os objectos desta geometria sao precisamente os
ciclos de Laguerre. As transformagoes de Laguerre sao transformacoes de Lie
que fixam o ponto-ideal. Em particular, estas transformagoes transformam
rectas orientadas em rectas orientadas. A geometria de Laguerre é uma sub-
geometria de Lie e foi formulada axiomaticamente por Van Warden e Smid em

1935.

e Geometria de Mobius - Na geometria de Mobius, desenvolvida por August
Ferdinand Md&bius (1790-1868), os objectos sao todos os pontos-ciclo. As trans-
formacoes de Mobius sao transformacoes de Lie que transformam pontos-ciclo

em pontos-ciclo.

1.2 Tangéncia entre ciclos

De seguida vamos expor as defini¢gdes de tangéncia (ou toque) entre ciclos. Deve-se
ter em atencao que, entre ciclos, a nocao de tangéncia é um pouco mais forte que a

usual: aqui é necesséario ter em conta a existéncia de orientagoes.



Definigao 1. a) Um ciclo-préprio (circunferéncia orientada) e uma recta orientada
tocam-se se a circunferéncia e a recta subjacentes forem tangentes e, no ponto de

contacto, as suas orientagoes coincidirem.

Figura 1.

Tangéncia entre circunferéncia e recta orientada

b) Um ponto-ciclo (ponto no plano inversivo) e uma recta orientada tocam-se
quando o ponto pertence a recta.

c¢) Dois ciclos-préprios tocam-se se as circunferéncias subjacentes forem tangen-
tes e, no ponto contacto, as suas orientacoes coincidirem (isto é, se partilharem

exactamente uma recta orientada).

Figura 2.

As duas circunferéncias orientadas tocam-se.



Figura 3.

As duas circunferéncias orientadas nfao se tocam, pois partilham duas rectas orientadas.

d) No plano inversivo todas as rectas se intersectam no ponto-ideal, situado no
infinito. Por isso, duas rectas orientadas tocam-se se forem paralelas e se tiverem a

mesma orientacao.

1.3 Espaco de Minkowski

O espaco de Minkowski esta presente no estudo das propriedades do espago-tempo
da Relatividade Geral de Einstein. O seu nome é uma referéncia ao matematico
alemao Hermann Minkowski (1864-1909) que curiosamente foi professor de ma-

tematica de Einstein em Zurique.

Vamos fixar em R3 o produto interno

—

T Y = T1%2 + Y1Y2 — 2122,

onde T = (71,91,21) € ¥ = (Z2,¥2, 22) sdo dois vectores arbitrarios de R3. Este

produto interno satisfaz as seguintes propriedades fundamentais:

e Simetria

e Bilinearidade
(@+0b)-¢=a-é+b-¢ VabceR®

Va, b € R VA€ R



Definicao 2. Se - ¥ < 0, ¥ diz-se um vector tipo-tempo. Se - & > 0, ¥ diz-se um

vector tipo-espaco. Se ¥ - ¥ = 0, T diz-se um vector tipo-luz.

O produto interno que fixdmos tem assinatura (+,+,—), no sentido em que
existe uma base de R?® formada por dois vectores do tipo-espaco e um vector do
tipo-tempo. O espaco de Minkowski M? é o espaco R® munido de um produto

interno de assinatura (+,+, —).

Definigao 3. O cone luz com vértice em A € M3 é o conjunto dos pontos X € M3

—
para os quais X A é um vector do tipo-luz.

Observagao 1. a) A equagao do cone luz com vértice em A = (a,b,c) é dada

por:

Figura 4.

Os vectores 4, U e W sdo do tipo-espago, luz e tempo, respectivamente.

b) Os vectores do tipo-tempo apontam para o interior do cone luz; os vectores
do tipo-luz estao sobre o cone luz; os vectores do tipo-espaco apontam para o

exterior do cone luz (ver Figura 4).

Definicao 4. a) Um plano diz-se euclidiano se for ortogonal a um vector do

tipo-tempo (ver Figura 5).



Figura 5.

Plano Euclidiano

b) Um plano diz-se de Lorentz se for ortogonal a um vector do tipo-espago (ver

Figura 6).

Figura 6.

Plano de Lorentz

¢) Um plano diz-se singular se for ortogonal a um vector do tipo-luz; estes planos

sdo tangentes ao cone luz (ver Figura 7).



Figura 7.

Plano Singular

Observagao 2. a) Um plano euclidiano admite uma base formada por dois vec-

tores do tipo espago: tem assinatura (+,+).

b) Um plano de lorentz admite uma base formada por um vector do tipo-espago

e outro do tipo-tempo: tem assinatura (4, —).

¢) Um plano singular admite uma base formada por um vector do tipo-espago e

outro do tipo-luz: tem assinatura (+,0).

Lema 1. Consideremos uma recta do tipo-tempo ou do tipo-espaco. Suponha-se que
esta recta intersecta o cone luz com vértice em A nos pontos P e (), ndo necessari-

amente distintos (ver Figura 8). Seja Z um ponto qualquer da recta. Entao

—_— — e

ZP-7ZQ =ZA-ZA.

—
Demonstra¢ao. Sejam § = %PQ e M o ponto médio do segmento P(). Uma vez que

—_— — L = —_— .
AP =AM — §e AQ = AM + § sao vectores do tipo-luz, vamos ter

(AM —38) - (AM —5) =0 (1.1)
(AM +8) - (AM +3) = 0. (1.2)



Pela bilinearidade e simetria do produto interno, (1.1) e (1.2) sdo equivalentes,

respectivamente, a

AM - AM —2AM -5+ 5-5=0 (1.3)

AM - AM +2AM -5+ 5-5=10 (1.4)
_ —
Somando (1.3) a (1.4) resulta que AM - AM +§-5=0. Assim,

— — ——
P-ZQ=(ZM -5 - (ZM+8 =ZM-ZM — 5§

N

—ZM - ZM + AM - AM. (1.5)

Por outro lado, subtraindo (1.3) a (1.4) obtemos AM -5 = 0, ou seja, as rectas

AM e ZM sao perpendiculares. Assim,

_— —
ZA.-ZA=(ZM + MA) - (ZM + MA) = ZM - ZM + AM - AM. (1.6)

—_— — —_— —
Finalmente, de (1.5) e (1.6) concluimos que ZP - ZQ = ZA - Z A. O

Para provar o préximo teorema vamos necessitar da definicao de homotetia, re-

cordemos que:

Definicao 5. Uma homotetia com centro no ponto Z e razao A # 0 é a trans-

—
formacao em M3 que envia o ponto A para o ponto A’ de modo que ZA" = AZA.

Estas transformagoes enviam rectas, planos e cones luz para rectas, planos e
cones luz, respectivamente, preservando o tipo. Se Z, A, e A’ sdo pontos sobre uma

recta em M3, entdo existe uma tinica homotetia de centro em Z que envia A para

A

Teorema 2. Consideremos uma recta do tipo-espaco ou tipo-tempo que passa pelos
pontos Z, A e A" em M3. Qualquer outra recta do tipo-espaco ou tipo-tempo que
passe por Z intersecta o cone luz com vértice em A nos pontos P e () (ndo necessa-
riamente distintos). Essa recta intersecta o cone luz com vértice em A’ e os pontos
P e QQ sao transformados por wma homotetia nos pontos P’ e @', respectivamente.

Entao:

PP .QQ = AA'- AA.

10



Figura 8.
—_— — —_— —
PP -QQ = AA - AA

Demonstracao. Consideremos a homotetia de razao A e centro em Z que envia A
—_— — —_—

para A’. Para qualquer ponto X temos que XX' = XZ 4+ ZX’' sendo X' a sua
—

imagem. Assim, pela definicdo de homotetia: X X' = (A — 1)Z—)>( Entao:

PP = (A= 1)ZP, QQ =(\—1)Z(

Sendo assim,
—

PP -QQ = (\—1)*ZP - Z0. (1.7)

—_— — —_— —
Pelo Lema 1, sabemos que: ZP - Z(Q) = ZA-ZA, logo

— —

(A—172ZP-ZQ = (\—1)2ZA-ZA = (A—1)ZA) - (A—1)ZA) = AA - AA". (18)

—_— = _— —

Finalmente, de (1.7) e (1.8) concluimos que ZP - ZQ) = AA’ - AA'. O

1.4 Modelo de Minkowski para a geometria de
Laguerre

A utilizacao do modelo de Minkowski no estudo da geometria de Laguerre apresenta
duas grandes vantagens: por um lado, torna possivel efectuar cédlculos analiticos,
uma vez que se fixa um produto interno; por outro lado, torna evidente que o
espago dos ciclos de Laguerre na geometria de Laguerre ¢ um espago homogéneo,

isto é, se considerarmos dois objectos distintos no espaco, temos a garantia de que

11



todas as propriedades que se verificam na vizinhanca de um dos objectos também
se verificam na vizinhanca do outro.

No modelo de Minkowski para a geometria de Laguerre os ciclos sao represen-
tados por pontos e as rectas orientadas por planos singulares. Fixando um plano
euclidiano, um ponto A € M? representa um ciclo de Laguerre no mesmo plano,

como mostra o seguinte teorema.

Teorema 3. A interseccao do cone luz com vértice no ponto A com um plano
euclidiano 114 € uma circunferéncia orientada de centro Ao, o pé da perpendicular

por A a 11%. O raio da circunferéncia é dado por

onde U € o vector unitdrio ortogonal ao plano euclidiano tal que 4 - €, < 0, com

& = (0,0,1).

Figura 9.

Circunferéncia orientada de centro Ag.

—_—
Demonstracao. O que se pretende provar é que, pondo r = —u - AgA, vamos ter
9 —_— — . N
r® = AgP - AgP para qualquer ponto P na interseccao do cone luz com o plano
euclidiano fixado.

Fixemos uma base ortonormada de M3 com assinatura (+,+, —) formada por
U1, U3 € u. Entao:

_— = —

AP = —(AP - @)ii + AP, (1.9)



— — —

onde APL = (AP -v1)v1 + (AP - 03)v3 é a projecgao ortogonal de AP sobre o plano

—_—
I1%. Como @ e AyP sao perpendiculares, vamos ter:

— —_ — — —
AP i = (AAg+ AgP) - i = AAy - U = —ApA - . (1.10)
—
Por outro lado, como AgA e u sao paralelos,
AoA - AgA = (= (AgA - w)ii) - (= (AgA - W)0) = —(AgA - @) (1.11)

— —_— —
Tendo ainda em conta que AP é um vector do tipo-luz, de onde AP - AP =0, e que

ApA - AP* = 0, resulta de (1.9), (1.10) e (1.11) que:

AP AP = (AgA + AP) - (AgA + AP)

—_— —

— AgA- AgA+2(AA- AP) + AP - AP

— —

_— _— N2

T A 2 T A 2 T A 2
como queriamos demonstrar. 0

Observagao 3. a) Quando aqui nos referimos a circunferéncia de raio r no plano
euclidiano TT%, estamos a considerar a distancia induzida pela restricao do
produto interno em M? a I1%, que nio coincide, em geral, com a distancia
induzida pela restricio do produto interno usual em R3. Em relacio a esta

ultima, a interseccao do plano com o cone resulta obviamente numa elipse.

b) Para definir a orientagao dos ciclos hé que ter em consideragao se o ponto A se
encontra, relativamente ao sentido positivo definido por €, = (0,0,1), acima
ou abaixo do plano euclidiano. Quando o ponto esta acima do plano, entao a
orientacao do ciclo é no sentido anti-horario; se o ponto esta abaixo do plano,

entao a orientacao é no sentido horario.

Sejam A e A’ dois pontos de M3, um situado acima do plano euclidiano I1%

e outro abaixo, e consideremos os respectivos cones luz. Suponha-se que ¢ é uma

13



recta comum aos dois cones luz. Neste caso, os pontos A e A" vao gerar dois ciclos
tangentes, com orientacoes opostas, de acordo com o que vimos na Observacao 3.
Por outro lado, a intersecgao do plano singular IT% que contém a recta £ e é tangente
aos dois cones luz com o plano euclidiano origina a tnica recta orientada que toca
ambos os ciclos. A orientagao da recta ¢ definida de acordo com a Figura 2 da
Definicao 1. A orientacao desta recta nao depende obviamente do par de cones luz
escolhido tangente ao plano singular I1%. Vemos assim como um plano singular no

espaco de Minkowski representa uma recta orientada no plano euclidiano.

Figura 10.

Ciclos Tangentes

1.5 Separacao

Consideremos duas circunferéncias A e A’, com centros em Cre Cy, respectivamente,
no plano euclidiano. Seja Z um centro de similitude [3] de A e A’; tracemos por Z

uma recta ¢ que intersecta A em P e (), como mostra a figura seguinte, e A" em P’

e Q.

14



Figura 11.

Separagao e distancia tangencial

A homotetia que transforma A em A’ transforma também a recta PCY na recta
P'Cy. Assim, as rectas PC; e P'Cy sao paralelas, uma vez que qualquer homotetia
transforma rectas em rectas paralelas. Do mesmo modo, as rectas QC; e Q'Cy sao
também paralelas. Recordemos [3] ainda que o produto ZP - Z(Q) nao depende da
secante escolhida (para cada par de pontos X e Y, XY denota a distancia orientada

de X aY). Este produto é precisamente a poténcia de Z relativamente a A:
P(Z;A)=ZP-ZQ.

Dois ciclos proprios tem exactamente um centro de similitude. Caso os raios

sejam iguais, o ponto de similitude é o ponto-ideal (ponto no infinito).

Teorema 4. Relativamente a Figura 11, o produto PP'- Q@' ndo depende da recta

¢ escolhida. Essa quantidade é chamada de separacao entre A e A'.

Demonstracao. Observemos a Figura 11 e reparemos que, pelo Teorema de Tales,

obtemos as seguintes relagoes:

PPI . 0102 QQ/ . CY1612
7P~ 70, ¢ 70 T 70y,

/ C1Cy / ! CiCy /
PP = ZP = Q.
(Z(JQ) ¢ QO (Zc) @

Daqui,

15



Logo,

2 2
PP QQ = (C;c%) ZP'-7Q = (C;C(j;?) P(Z,Cy)

O

Consideremos uma tangente comum aos ciclos A e A’. Sejam T; e Ty os respec-
tivos pontos de tangéncia (ver Figura 11). Entao |717»| é designada por distancia
tangencial entre os dois ciclos. Repare-se que a separagao s é precisamente o qua-
drado da distancia tangencial t. De facto, aplicando o Teorema de Tales, obtemos

as seguintes relagoes:

PP T\Ts

= 1.12
Z P! 2Ty ( )
QY _ T, (1.13)
70 " 7T, :

Multiplicando (1.12) a (1.13) temos que:

PP -QQ  (iTy)’
7P 2Q  (ZTh)?

Assim,

P 2Q

s = PP'- QQ, = (TlTQ) (ZT2)2

Observagao 4. Sejam A e A’ os vértices dos cones-luz que representam A e A’

. —_ —
respectivamente. Como s = t? e t? = T\, - T1T5, pelo Teorema 2 vamos ter:
—_— —
s=AA"- AA
Teorema 5. A separacio s entre dois ciclos é dada por: s = (CyC1)? — (rg — 1r1)?.

Demonstracdao. Pelo critério de semelhanca AA, os triangulos AZT|Cy e AZT5,Cy

sao semelhantes e portanto
ZT2 . T9 . ZCQ

Z—T‘l_’l"l—ZCH.

Assim,

2
.
(TVTy)? = (ZTy — ZT)? = (ZT})? - (72 - 1)
1
1

(C1Ch)2 = (ZCy — ZCh)2 = (ZCh)? - (T_? - 1)2

16



Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo AZT;C, obtemos
(ZTh)? = (Z2Ch)* — 3.

Logo:

(VD)2 = (ZT)? - (Q - 1)2 = (2Cy)?- (Q - 1)2 —r2. <r

1 ™

= (0201)2 - (7’2 - 7”1)2,

como queriamos demonstrar, tendo em atencao que s = t2.

17



Capitulo 2

Teorema de Pitagoras-Laguerre

Neste capitulo vamos apresentar uma generalizacao do classico Teorema de Pitagoras
a uma configuracao de trées circunferéncias orientadas. Com este exemplo, pretende-
mos ilustrar a possibilidade de usar a geometria de Laguerre em problemas classicos
de geometria euclidiana.

Convém recordar que, quando usamos o termo ponto, nos referimos a um deter-
minado ponto P do espago de Minkowski. Fixado um plano euclidiano, esse mesmo
ponto representa, no quadro da geometria de Laguerre, um ciclo, que também de-

notamos por P. Apenas o contexto nos permite distinguir os dois casos.

Teorema 6 (Pitdgoras-Laguerre). Sejam A, R, B, S ciclos de modo que R e S
tenham orientagoes opostas e cada um toque o sequinte, com o0s quatro pontos de
tangéncia colineares. Se C' for um ciclo que toque R e S, entao o quadrado da
distancia tangencial entre A e B é a soma dos quadrados das distancias tangenciais

entre B e C e entre C e A (ver Figura 12).

Demonstracdao. A figura geométrica associada a este teorema é, no ambito da Geo-
metria de Laguerre, equivalente a um triangulo rectangulo, como de seguida passa-

mos a explicar em detalhe.
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Z

Figura 12.

~ L 7 2
Transformacao de Laguerre para o Teorema de Pitdgoras no plano II%

Consideremos um plano euclidiano I1% em M? onde fixamos o produto interno
obtido por restricio do produto interno de Minkowski. Sejam Z, Z') Y e Y’ os
pontos de contacto entre os ciclos A e R, Ae S, Be R, B e S, respectivamente.
Ora, de acordo com o modelo de Minkoski, cada ciclo é gerado pela interseccao de
um cone luz com o plano euclidiano I1%. Aos ciclos em questao correspondem entao

cones-luz com vértices em A, B, C', R e S, repectivamente.

Figura 13.

Teorema de Pitagoras-Laguerre
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Os pontos A, B, C, Z e Y pertencem ao cone luz R. Os pontos Z' e Y’ pertencem
ao cone luz S. Consideremos o plano definido pelos pontos R, A e B. Este plano
contém ainda a recta ZY. Por outro lado, o plano definido pelos pontos S, A e
B contém a recta Z'Y’, que, por hipétese, coincide com ZY. Logo os dois planos
também coincidem, ou seja, os pontos A, B, R e S sao complanares.

Designemos por 11?2 o plano euclidiano que contém os pontos A, B e C. A
interseccao do cone-luz com vértice em R com o plano I1? é uma circunferéncia C,
de acordo com o Teorema 3. Esta circunferéncia contém obviamente os pontos A,
B e C. O préximo passo é provar que o centro dessa circunferéncia pertence ao
segmento AB. Deste modo, o triangulo AABC é rectangulo em C, pois ZACB ¢
um angulo inscrito numa semi-circunferéncia.

Como vimos, os pontos A, B, R e S sao complanares. As rectas AR e BR sao
do tipo-luz, uma vez que estao contidas no cone luz com vértice em R. Do mesmo
modo, as rectas AS e BS, contidas no cone-luz com vértice em .S, sdao também do
tipo luz. Sendo assim, as rectas AR e BS sao paralelas, tal como as rectas AS e

BR. Logo, RASB é um paralelogramo:

s

Figura 14.
RASB é um paralelogramo

O centro da circunferéncia C que passa por A, B e C' é o ponto de interseccao

— —_— — —
do segmento AB e RS. De facto, como RB = AS e AR = —RA, vamos ter

AB-RS = (AR + RB) - (RA + AS)
— AR-AS+RB-RA=AR-AS — AS- AR = 0.



Logo, o ponto de interseccao do segmento AB e RS é o pé da perpendicular por
R ao plano II2. Logo, pelo Teorema 3, este ponto é o centro da circunferéncia C.
Assim, o triangulo AABC' é rectangulo em C, de onde resulta, pelo Teorema de
Pitagoras, que:

—_— —
AB-AB=AC-AC+(CB-CB.

O teorema ¢ agora consequéncia imediata da Observacao 4.
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