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Resumo

Neste relatorio de estagio pedagogico desenvolvemos material didatico que auxilie o processo

de ensino e aprendizagem da matematica no 3° ciclo do ensino basico e no ensino secundario.

Para a sua realizacdo utilizamos o programa de matematica dinamica, GeoGebra. Este

relatorio encontra-se dividido em cinco capitulos.

Encontramos, em anexo, actividades propostas pelo professor direccionadas ao aluno,
algumas delas originais. Outras, retiradas de manuais escolares, foram melhoradas. Existem
também actividades das professoras Helena France e Teresa Dias (da Escola Secundaria de
Viriato), quando frequentei com a minha Orientadora a sessao pratica sobre o GeoGebra no

Encontro Regional de Professores de Matematica - ViseuMat2010.

No primeiro capitulo é feita uma abordagem inicial ao software GeoGebra; o segundo capitulo
inclui algumas definicdes basicas do 3° ciclo do ensino basico sobre angulos e suas relagoes. A
abordagem aos lugares geométricos no plano é feita no terceiro capitulo. O conceito de
funcao é introduzido de forma muito breve no capitulo quatro, com o objectivo de estudar a
funcao afim (funcao do tipo y = ax + b, com a € R\{0} e b € R) e estudar a funcao quadratica
(funcédo do tipo y = ax? + bx + ¢, com a € R\{0} e b, ¢ € R). No ultimo capitulo, exploramos

a nocao de triangulo e referimos duas demonstracdes do Teorema de Pitagoras.

Palavras-chave

Geometria, funcao, GeoGebra, auto-aprendizagem.
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Abstract

In this internship educational report, we developed didactic material which helps the
teaching and learning process of mathematics in the 3rd cycle of basic education and

secondary education.

For its implementation we used the math dynamic program GeoGebra. This report is divided

into five chapters.

We found, in attach, activities proposed by the teacher directed to the student, some of
them original. Others had been extracted from textbooks and improved. There are also
activities of the teachers Helena France and Teresa Dias (Viriato Secondary School) when |
attended with my supervisor the practical session on the GeoGebra Regional Meeting of
Mathematics Teachers - ViseuMat2010.

In the first chapter is made an initial approach to the software GeoGebra; the second chapter
includes some basic definitions of the 3 cycle of basic education about angles and their
relationships. The approach to the geometric places in the plan is made in the third chapter.
The concept of function is introduced very briefly in chapter four, with the aim of studying
the affine function (function of type y = ax + b, with a € R\{0} and b € R) and studying the
quadratic function (function of type y = ax? + bx + ¢, with a € R\{0} and a, b € R). In the
last chapter, we explore the notion of triangle and refer two proofs of the Pythagoras’s

Theorem.

Keywords

Geometry, function, GeoGebra, self learning.
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Introducao

Nos actuais programas de Matematica do 3° ciclo do ensino basico e do ensino secundario
destacamos a introducdo no ensino/aprendizagem de software de Matematica Dinamica. Entre
muitos existentes, Geometer’s Sketchpad, Cabri-Geométre, Cinderella, optamos pelo
GeoGebra, por ser um programa gratuito (pode ser obtido no site http://www.geogebra.org).
Este software foi desenvolvido pelo Professor Doutor Markus Hohenwarter da Florida Atlantic
University e pela sua equipa de programadores em 2001, com o objectivo de poder ser utilizado
tanto por professores como por alunos de todo o mundo. A traducao para portugués foi feita
pelo professor de matematica Jorge Geraldes. Alguns manuais actuais ja tém paginas dedicadas
a exploracao do GeoGebra na sala de aula.

O GeoGebra combina, de forma interactiva, diversas areas da matematica tais como
geometria, algebra e estatistica. Usa tabelas, graficos e calculo numa dnica aplicacdo. Permite
uma melhor compreensdo dos conceitos e relagdes geométricas, bem como a manipulacao
grafica associada a representacao algébrica (por exemplo, qualquer expressao introduzida na
janela de algebra corresponde a um objecto na janela de geometria e vice-versa). Também
permite a producdo das aplicacdes interactivas em paginas WEB. Estas sdao algumas das
caracteristicas que o distinguem de outros softwares em geometria dinamica.

Os programas de Matematica prevéem ainda o uso de calculadoras graficas, ndo s6 como
instrumento de calculo mas com objectivo semelhante ao do GeoGebra, ou seja, um
instrumento de trabalho e de incentivo a pesquisa. As calculadoras graficas permitem a
resolucao de problemas reais, contribuem para um melhor entendimento das funcdes e
proporcionam, ao mesmo tempo, um maior envolvimento dos alunos na descoberta de solucoes
para os problemas propostos. No entanto, apresentam algumas limitacdes sobretudo no que diz
respeito a representacao grafica. Nem sempre é possivel captar com clareza certas
caracteristicas das funcdes. A sua ma utilizacdo pode levar a obter resultados errados e os
erros cometidos pelas mesmas podem ser aproveitados, tanto pelo professor como pelo aluno,
como motivacao para o ensino/aprendizagem dos aspectos matematicos envolvidos.

Por exemplo, uma vantagem muito boa do GeoGebra em relacao as calculadoras graficas é
que permite estudar directamente uma familia de funcdes com os parametros a variar (como
veremos no capitulo cinco). Comparando-o novamente com as calculadoras graficas,
verificamos que € mais rapido na representacao de um mesmo objecto matematico e facilita a
exploracao algébrica e grafica em simultaneo (o que ajuda o aluno a entender melhor os
conceitos matematicos envolvidos).

O aluno necessita de ter acesso a um computador, a maioria dos alunos hoje em dia possui
um, e quem nao possui também dificilmente possui uma calculadora grafica devido ao preco. O
professor necessita de ter uma sala com computadores na escola.

O GeoGebra facilita a construcao do conhecimento do aluno, com a elaboracao de
actividades por parte do professor e/ou manual. Nao pretende substituir o professor nem os

manuais escolares, nem o lapis e papel, nem o quadro, é uma ferramenta que permite ao aluno
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aprender Matematica. A partir da observacédo, reflexao, experimentacao e debate de ideias
com colegas e/ou professor, ao longo da realizacao das actividades. Pretendemos que o aluno
entenda e perceba o que esta por detras das construgdes, estimulando-o a novas construcdes,
queremos que ele conjecture com base em figuras/construcées, que tire conclusdes e
justifique algumas propriedades. O professor tera de criar diversas actividades, com o auxilio
deste software, para que o aluno, sob a orientacao do professor, possa explorar, manipular e
visualizar propriedades geométricas e algébricas. Sao varias as ferramentas de construcao que
0 GeoGebra coloca a disposicao de quem o utiliza. Outra funcionalidade para o professor, é que
este pode usar actividades no GeoGebra para as aulas expositivas.

Este relatorio é composto por cinco capitulos.

O primeiro capitulo faz uma abordagem inicial ao GeoGebra com referéncia as trés areas
onde os objectos matematicos podem ser representados (zona grafica, zona algébrica e folha
de calculo) e descreve trés das onze janelas opcionais que constituem a barra de ferramentas
(mais precisamente a terceira, a oitava e a décima janelas, para mais tarde serem usadas nos
conteldos abordados do 3° ciclo do ensino basico). O manual oficial do GeoGebra pode ser
obtido no site http://www.geogebra.org/help/docupt_PT.pdf (usamos neste trabalho a versao
3.2).

O conteudo do capitulo dois integra-se no 3° ciclo do ensino basico, com alguns conceitos
basicos adquiridos no 2° ciclo do ensino basico: nocao de angulos adjacentes, complementares,
suplementares e verticalmente opostos; angulos de lados paralelos e suas relacbes; angulos
internos e externos de um triangulo. Apresentamos alguns resultados teoricos.

O capitulo trés contém assuntos incluidos no programa do 3° ciclo do ensino basico: nocao
de lugar geométrico (circunferéncia, circulo, mediatriz de um segmento de recta, bissectriz de
um angulo), sua identificacdo e descricao.

O capitulo quatro aborda conteudos do 3° ciclo do ensino basico, alguns deles adquiridos
no ciclo de estudos anterior. Uma nocao importante € de triangulo rectangulo (reconhecendo a
hipotenusa e os catetos). Apresentaremos a demonstracdo do Teorema de Pitagoras e do seu
reciproco.

No ultimo capitulo o aluno necessita de conceitos adquiridos no 3° ciclo do ensino basico,
tais como nocéo de funcdo, dominio, conjunto de chegada, contradominio, funcdo afim (funcao
de proporcionalidade directa e funcdo constante). E estudado um conteido do ensino
secundario: a funcao quadratica e suas propriedades.

Ao longo da exposicdo dos conceitos iremos apresentar algumas actividades (que se
encontram em anexo), exploradas com o Geogebra e que complementam o estudo. Nessas
actividades, o aluno com a ajuda do professor, constrdi o seu proprio conhecimento, testando
hipoteses, reflectindo, formulando conjecturas (raciocinio indutivo), demonstrando conjecturas
(raciocinio dedutivo) e até mesmo a errar, produzindo desta forma a esséncia do que é

realmente estar a fazer Matematica (em contexto escolar).
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Capitulo 1

GeoGebra, uma abordagem inicial

A figura apresentada mostra o ecra que aparece apos a primeira execucao do programa:

£ GeoGebra lilglg

Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

A . Mmr
E ] o ®v ] hd | ! Arraste um objecto seleccionado (Esc) =3
X

| Objectos livres
|, Objectos dependentes

@ Entrada 2 ~|la v Comando .. -

O GeoGebra relaciona as areas de geometria, algebra e calculo. O ecra abaixo tem as trés
possiveis representacdes dos objectos matematicos: a zona grafica, a zona algébrica ou

numérica e a folha de calculo (ver figura abaixo).

. WE=E =

gsimeiro Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda |
‘%’ Mover
| Arraste um objecto seleccionado (Esc) fLd

Barra de

— “

Y | o TTEE
|. Objectos dependentes 1 -
ot z |
3 IE
Barra de 4
Ferramentas 5 |
= i I
- :
|
‘ ‘ - Folha de Cilculo

Zona Algébrica Zona Grifica - —
12 il
13
14 || I i1

Entrada de 19
Comandos 20

el s
@ N

< [ f

® Entrada: | - ¥ @ v Comando.. -
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A zona algébrica e a folha de calculo podem ou nao ser exibidas no ecra’.

A zona grdfica mostra a representacao grafica de objectos matematicos tais como angulos,

pontos, vectores, segmentos, poligonos, curvas, seccoes conicas, grafico de funcdes (com ou

sem referencial cartesiano, com ou sem quadricula)?, etc.

Na zona algébrica aparece a lista das expressdes algébricas introduzidas na entrada de

comandos (tais como equacdes, coordenadas de pontos, etc.). A medida que cada entrada é

introduzida, o programa representa-a na zona grafica. Por exemplo:

¥ GeoGebra - Grafico.ggh
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AlLAR o)) <

.
[
«

(F=11 ol =<1

Mover
Arraste um ohjecto seleccionado (Esc)

xR

a=2
]

N

L e
|| Ohjectos livres X
|| Objectos dependentes

@ Entrada: ];r=x’

J‘ :J ]E‘ ‘Comando

¥ GeoGebra - Grafico.ggb

==

-3 Ciy=%
|| Objectos dependentes

Ficheiro Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
A LI (U o)) ‘/j‘_ X -2 Mover
\ e { a 2
hd _E /7‘/’7 L i \'/7 | [* NG T ‘-}’7 Arraste um objecto seleccionado (Esc)
[ onjectos ves x

'i!' Entrada: |

= ﬂ ’E‘ |Cumand0

' Na barra de menus, na opcéo Exibir.

2 Na barra de menus, na opcao Exibir podemos escolher Eixos coordenados e/ou Quadriculado.
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Na folha de cdlculo cada célula tem um nome proprio que a permite identificar. Por
exemplo, a célula na linha 1 coluna A é denotada por A1 e assim sucessivamente. A principal
utilidade é o armazenamento de dados matematicos obtidos nas outras zonas, o equivalente,

por exemplo, a uma tabela de dados obtidos no decorrer de uma determinada actividade.

A barra de ferramentas é constituida por 11 janelas opcionais:

£y GeoGebra = | B

Ficheiro Editar Exibir Opg¢ies Ferramentas Janela Ajuda

[ 2 BY N (o] s 2] DN I3 Y 3
¥ " b ) o= | 5| Arraste um objecto seleccionade (Esc) »

De seguida, mostraremos as funcionalidades de algumas dessas janelas.
Para visualizar as ferramentas de cada janela clicamos em V, no canto inferior direito do

icone da janela. Vejamos na seguinte figura as opcdes da primeira janela:

3 GeoGebra SRIC X

BN

Ficheiro Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda

L~ olcll<

e/
wnl i

Mover D

Arraste um objecto seleccionado (Esc)

.

e

[
L

a=l
Ml

ar

i

|

)

% Maver *

% Rodar em torno de um ponto
L]

36
f; % Gravar para a folha de caculo

Cada opcao da janela tem o seu respectivo icone e o nome refere-se a funcido da
ferramenta. Apds clicar na opcao escolhida, aparece na parte direita da barra de ferramentas

uma breve descricao do modo como “operar” com a op¢ao.

€ GeoGebra =)
Ficheiro Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda
A . [N . ) 4 Y as2 Rodar em torno de um ponto =2
i- %E hd »l/ =3 || .'[ OJ | JLe =S ‘}' Seleccione o centro de rotacio e depois mova o objecto ~
Objectos livres x

Objectos dependentes

Entre as diversas janelas existentes podemos descrever, por exemplo, a terceira, a oitava
e a décima janelas devido ao facto, de que mais tarde as usaremos nos contetidos do 3° ciclo

do ensino basico.
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Janela 3

{} GeolGebra =] (]
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m ol A.‘v
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| Objectos livre : .
| Objectos dep / Recta definida por dois pontos

Segmento definido por dois pontos
Segmento dados um ponto e o comprimento

Semirecta definida por dois pontos

Vector definido por dois pontos

Wector aplicado num ponto
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/,/'/ Recta definida por dois pontos
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Segmento definido por dois pontos

Segmento dados um ponto e o comprimento o s . .
g e . Recta definida por dois pontos - ao seleccionar

Semirecta definida por dois pontos dois pontos quaisquer, automaticamente se traca a

recta que passa pelos mesmos.
Vector definido por dois pontos

Vector aplicado num ponto

Recta definida por dois pontos

Segmento definido por dois pontos L. . .
Segmento definido por dois pontos - ao seleccionar

Segmento dados um ponto & o comprimento dois pontos quaisquer, automaticamente é tracado o
Semirecta definida por dois pontos segmento definido por esses dois pontos; na zona

algébrica aparece o comprimento do segmento.
Vector definido por dois pontos

Vector aplicado num ponto
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Recta definida por dois pontos
Segmento definido por dois pontos
Segmento dados um ponto e 0 comprimento

Semirecta definida por dois pontos

Vector definido por dois pontos

Vector aplicado num ponto

Recta definida por dois pontos
Segmento definido por dois pontos
Segmento dados um ponto e o comprimento

Semirecta definida por dois pontos

Vector definido por dois pontos

Wector aplicado num ponto

/,/'/ Recta definida por dois pontos
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Segmento definido por dois pontos
Segmento dados um ponto e o comprimento

Semirecta definida por dois pontos

Vector definido por dois pontos

Yector aplicado num ponto
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Segmento dados um ponto e o comprimento -
seleciona-se um ponto (extremo inicial do segmento)
na janela de dialogo que ira aparecer, escreve-se o

comprimento pretendido e clica-se em OK.

Semirecta definida por dois pontos - seleccionando
dois pontos, o primeiro ponto é a origem da
semirecta e o segundo ponto determina a direccao
da semirecta; na zona algébrica aparece a equacdo

da recta que lhe esta associada.

Vector definido por dois pontos - seleccionamos o

ponto inicial e, a seguir, o ponto final

(extremidade) do vector; na zona algébrica surgem

as coordenadas do vector.



=

/ Recta definida por dois pontos
Segmento definido por dois pontos
Segmento dados um ponto & o comprimento

Semirecta definida por dois pontos

Vector definido por dois pontos

Vector aplicado num ponto

NN ININTN

Escolhendo agora outra janela:
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Vector aplicado num ponto - seleccionando um
ponto (origem do novo vector) e um vector
previamente criado obtém-se um novo vector; as

suas coordenadas sao visiveis na zona algébrica.

Janela 8

£y GeoGebra

5] |-
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| Objectos livres x
. Objectos dependentes

‘Q{u‘ Angulo
L

Q7 Angulo com amplitude fixa

= Distancia, comprimento ou perimetro

Ficheiro Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

I .
; 1 —*
,{: Angulo

<

‘%. Angulo
5 Seleccione trés pontos ou duas rectas

Y63

Angulo com amplitude fixa

Distancia, comprimento ou perimetro

Angulo - Cria um angulo de varias formas:
seleccionando trés pontos cujo vértice é o
segundo ponto selecionado; selecionando duas
rectas nao paralelas ou dois vectores ou dois
segmentos de recta (util para poligonos). A
orientacao na seleccao dos objectos tem de ser
tomada em consideracao. Com a orientacao anti--
horaria, esta ferramenta indica a amplitude do
menor angulo formado. Caso contrario, indica a

amplitude do maior angulo.
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Nota: E necessdrio que o utilizador trace as semirectas que correspondem aos lados do dngulo,

visto que o GeoGebra apenas marca os pontos quando se opta por marcar um dngulo a custa de

trés pontos.

N

-

cm?

=

Angulo

.ingulo com amplitude fixa

Distancia, comprimento ou perimetro

Area

/ Declive

Nota: E necessdrio que o utilizador trace as semirectas que correspondem aos lados do dngulo,

Angulo com amplitude fixa - Cria um angulo
seleccionando dois pontos (sendo o segundo ponto
sera o vértice do angulo) e indicando depois, na
janela de dialogo que o programa abrira, a medida

pretendida para a amplitude do angulo.

visto que o GeoGebra apenas marca os pontos.

>

.= ®

1
!

o
El
ha

N

Angulo

.-\ingulo com amplitude fixa

Distancia, comprimento ou perimetro
Area

Declive

Distancia, comprimento ou perimetro - da-nos o
valor da distancia entre dois pontos, ou entre um
ponto e uma recta e ao mesmo apresenta tempo na
zona grafica aparece texto dindmico com a
informacdo da distancia. Determina, também, o
comprimento de um segmento e o perimetro (de um

poligono, de uma circunferéncia, ...).



|

1| Angulo
L . .
wa | Angulo com amplitude fixa
5
M - . - . . -
. Distancia, comprimento ou perimetro
ome .
Area
/ Declive

Angulo

Al .ﬁxngulu com amplitude fixa

= Distancia, comprimento ou perimetro

Area

/ Declive
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Area - determina o valor numérico da area de um
poligono, de um circulo ou de uma elipse e ao
mesmo tempo apresenta na zona grafica aparece

texto dindmico.

Declive - apresenta o valor do declive de uma
recta e na zona grafica aparece desenhado um

tridngulo rectangulo’.

A (ltima janela a descrever é a décima janela, que possui funcionalidades importantes

para este trabalho, com principal destaque para a ferramenta selector®.

3 Se a recta for construida a partir de dois pontos, o GeoGebra mostrard um triangulo rectangulo cuja

hipotenusa estara sobre a recta e com vértice num dos pontos. Se a recta for construida a partir de uma

equacao na entrada de comandos, o triangulo rectangulo aparecera com vértice no eixo xx ou no eixo dos

yy.

4 A ferramenta selector é o equivalente a um pardmetro, com a vantagem de que num clique se pode

variar o valor do parametro.

10
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Janela 10
'ﬁ} GeoGebra SRIC X
Ficheiro Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
A h * e o X =2 Selector: Cligue na zona grafica para especificar a
%v e | /’/.; 7 ;’\”v @7 | 'i; LN J ‘{*v posicio do selector
. Objectos livres x o=
. Objectos dependentes —‘i SR
J Caixa para exibir / esconder objectos
ABC Inserir texto
"l'ip .
i Inseririmagem
az p| Relacdo entre dois objectos
Selector - Apos a escolha, clicamos na zona grafica
para que o programa abra uma janela de dialogo e
2=2| Salactor crie um parametro (uma incégnita matematica que

varia num intervalo escolhido). Podemos indicar a

““, Caixa para exibir / esconder objectos . ~ ~ . .~
- designacao do parametro, o intervalo de variacao e o

incremento. Depois de Aplicar aparece na zona
ABC  Inserir texto

grafica um segmento pequeno sobre o qual um ponto

LT - N
'3 Inseririmagem se desloca (esse deslocamento corresponde a
L

modificacdo do valor do parametro com a opcdo
a = b R Mover da primeira janela).

3=2  Selector

"‘j Caixa para exibir / esconder objectos

Caixa para exibir/esconder objectos - esta

ABC  Inserir texto . o .
ferramenta permite exibir ou esconder um ou mais

Inseririmagem objectos, na zona grafica e/ou na zona algébrica.

a=p Relacdo entre dois objectos

11




2=2| Selector

% Caixa para exibir / esconder objectos

ABC|  Inserir texto

3 Inserir imagem

b Relacio entre dois objectos

=z
8 Selector

“ Caixa para exibir / esconder objectos

ABC| Inserirtexto

o Inseririmagem

a=h Relacio entre dois objectos

a=2  Selector

“| Caixa para exibir / esconder objectos

ABC|  Inserir texto

4 Inseririmagem

b Relacio entre dois objectos

GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

Inserir texto - Apds a escolha desta opcao, temos
de clicar na zona grafica ou num ponto para que o
programa abra uma janela de didlogo onde
podemos escrever textos estdticos, textos

dindmicos, textos mistos e até formulas em Latex.

Inserir imagem - permite inserir imagens/figuras

na zona grafica ou anexa-las.

Relacdao entre dois objectos - seleccionando dois
objectos da mesma “familia”® obtém-se a
informacao da relacao existente entre eles abrindo-

se uma janela de dialogo na zona grafica.

> Por exemplo, ndo podemos comparar uma recta com um vector.

12
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Terminamos este capitulo sem fazer referéncia a todas as janelas e suas ferramentas,
porque tornaria muito extensa a exposicao deste trabalho. Para um estudo mais profundo sobre

o programa Geogebra recomendamos, por exemplo, a leitura do manual.

13
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Capitulo 2

Algumas definicdes basicas

No ano 300 a.C., no livro | dos Elementos de Euclides, define-se ponto como “aquilo que
ndo tem parte”. Esta definicao, para os Gregos, estava ligada ao conceito de atomo (particulas
indivisiveis que constituiam a matéria). Embora isto contrarie a nocdo de atomo que hoje
conhecemos (onde o atomo é constituido por protdes, neutrdes e electroes).

Em geometria, nao é importante a definicao de ponto, recta ou plano, mas sim o estudo
destes objectos no modo como se relacionam entre si.

Este trabalho envolve apenas o estudo de geometria no plano. O plano euclidiano é um
conjunto onde os seus elementos se designam por pontos. As rectas sao, por exemplo,
subconjuntos do plano euclidiano.

As definicbes e axiomas apresentados nesta parte do trabalho foram retirados de varias
fontes incluindo [1,2,3,12,13,14,15].

No plano euclidiano sao validos os seguintes axiomas:
Axioma 1: Por cada par de pontos distintos passa uma e uma soé recta.
Axioma 2: Cada recta contém pelo menos dois pontos.

Axioma 3: Existem pelo menos trés pontos ndo colineares®.

Como consequéncia dos axiomas, podemos concluir:
l. Duas rectas distintas sdo concorrentes se tiverem um ponto em comum. O axioma 1

garante que este ponto é unico.
Dizemos que duas rectas distintas sdo paralelas se ndo tém nenhum ponto em comum.

Il. Para cada recta | € € existe pelo menos um ponto de & exterior a | (isto é, um ponto
que ndo pertence a l).

lil. Para cada P € € existe pelo menos uma recta de & que ndo passa por P.

Iv. Por cada ponto P € £ passam pelo menos duas rectas distintas.

V. Existem pelo menos trés rectas ndo concorrentes (isto é, tais que ndo hd nenhum

ponto comum a todas elas).

¢ 0s pontos que pertencem a uma mesma recta dizem-se colineares.

15
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De seguida, vamos introduzir algumas definicdes basicas necessarias para as actividades

que iremos elaborar com o auxilio do software Geogebra.

Dados dois pontos distintos, P e Q, dizemos que PQ é uma semirecta com origem

no ponto P e que contém o ponto Q.

Angulo é a figura formada pela reunido de duas semirectas distintas, ndo colineares,

com a mesma origem; a origem comum dessas semi-rectas chamamos vértice do dngulo.

Na construcao da figura abaixo denotamos o angulo por £4ABC, sendo o ponto B a origem
comum as duas semirectas, o ponto A (diferente de B) pertencente a uma semirecta e o ponto
C (diferente de A e de B) pertencente a outra semirecta. As semirectas BA e BC designam-se

por lados do dngulo.

%% GeoGebra - Angulo.ggb =R
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
|| I A »jf' b‘ @ ‘{{‘:V \tv as2 ‘%’ Mover: Arraste um objecto @
L ] (il .
% v "/{v B 4] ®v o b ol .| seleccionado (Esc) P
C
40

B ® 4

A
@ Entrada: I I= Ll Iu v||Comandu Ll

Pela observacao da figura, concluimos que também podemos definir um angulo através de

trés pontos nao colineares.

16
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Amplitude de um dngulo é a “abertura” definida pelas duas semirectas que formam

os seus lados.

A unidade de medida para a amplitude do angulo, neste ciclo de estudos, é o grau.

Observacao: O programa GeoGebra permite deslocar qualquer ponto, na opcao Mover da

primeira janela. Deste modo, o angulo 44BC varia de amplitude.

Os seguintes angulos devem ser conhecidos dos alunos:
> Angulo recto: amplitude de 90°
> Angulo raso: amplitude de 180
> Angulo giro: amplitude de 360

Dados trés pontos nao colineares, a interseccao dos trés planos cujas origens sao as

rectas definidas por esses pontos, dois a dois, e que contém o outro ponto designa-se por

triangulo.

£ GeoGebra - Tringulo.ggb == =S

Ficheiro Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela  Ajuda
A J( @ " a=2 Mover: Arraste um objecto y
|| % L Il /v il bv ®v & e 3 ‘%’v seleccionado (Esc) ]

C
A B

®) Entrada: I I= LI Iu V”Comando LI
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Na figura anterior, os pontos A, B e C sdo ndo colineares e a interseccao dos trés planos
ABC, ACB e BCA esta limitada pelos trés segmentos de recta [AB], [AC] e [BC]. Estes
segmentos de recta sao os lados do tridngulo e o triangulo é denotado por A[ABC]. Os pontos
A, B e C sao os veértices. Os angulos 4BAC, 4ABC e 4BCA sao os angulos internos do

triangulo.

b% Actividade 1 (pag. 52)

Resultado teorico:

A soma das amplitudes dos angulos internos de tridngulo qualquer é igual a 180°.

Dem.:
Consideremos um triangulo A[ABC], qualquer.
Tracemos uma recta r paralela ao lado AB e que passe pelo vértice € do triangulo, como

mostra a seguinte figura.

£} GealGebra - Soma dos Angulos Internos de um Tridngulo.ggb = | E ||

Ficheire Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A . [ ) ’:{'_ k asz Mover D
Ei ‘_, * = ‘%’7 Arraste um objecto seleccionade (Esc)

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM TRIANGULO

s

Soma dos angulos =88.19°+51.31°+40.5°=180°

'@'Eﬂtrada = «| @ - Comando.. -

Verifica-se, entao, que:
v' 4a = 4e, porque sao angulos agudos de lados paralelos.
v'  4b = 4d, porque sao angulos agudos de lados paralelos.

v 4e + #c+ 4d =180, porque os angulos e, 4c € £d formam

um angulo raso.
Assim, £a + 4c+ £b =180, ou seja, a soma das amplitudes dos angulos internos de um

triangulo qualquer é igual a 180".

(c.q.m.)

18
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Durante a demonstracdo expositiva, o professor pode mover os vértices no seu ficheiro

(figura anterior) e automaticamente aparece no ecra a expressao Soma dos angulos.

Angulos Adjacentes sao aqueles que tém o vértice e um lado comum estando cada

um dos outros lados situados nos semi-planos opostos cuja origem € a recta a que pertence
o lado comum.

¥ GeoGebra - Angulos Adjacentes.ggh (=1 ECE =)
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

)
. A jr O d‘:v \Ov a=2 Mover: Arraste um objecio
e ) ’/v K b.v ®v ] L | “PV seleccionado (Esc) &
@ Entrada: I I= LI [ IComando . LI

Na construcdo apresentada anteriormente, os angulos 44A0B e ABOC sao angulos
adjacentes, visto que tém o vértice 0 e o lado OB comuns e os lados 04 e OC situam-se nos
semi-planos opostos OBA e OBC, respectivamente. Ja os angulos 440B e 4A0C tém ambos o
vértice 0 e o lado 0A comum, mas nao sao adjacentes porque os lados OB e OC encontram-se

situados simultaneamente ou no semi-plano OAB ou no semi-plano OAC. Temos, ainda, que:
4A0C = 4A0B + 4BOC.

Angulo Externo de um Tridngulo é o angulo limitado pelo prolongamento de um

dos lados com a semi-recta que contém o lado consecutivo, isto €, é aquele que é formado

por um lado do triangulo e pelo prolongamento de outro.

19
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&% GeoGebra - Soma dos Angulos Externas de um Tridngulo.ggb E@I&J
Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
.
. ==

DREN N EENE

ard ard ard ard
. Objectos livres
----- 3 A=(-1.06,-0.97)
----- 2 B=(5-1)
----- 9 C=(2,3)
. Objectos dependentes
----- @ D=1(0.97,4.38)
----- @ E=(-1.83,1.97)
----- @ F=(7.02,-1.01)
----- 2 a:0.03x + 6.06y = -5.
..... 3 8,=
----- 2 b:0.03x +6.06y=18
..... 3 b, =501

Mover

Arraste um objecto seleccionado (Esc) ~»

'

LA

i

ard

A
L ]
)

----- & d:0.03x + 6.06y = -5
----- O oerdx+3y=17

----- @ 1:3.97x - 3.06y = 1.2
----- & poligono1 =12.07
----- @ a=T74.46"°

4 [ |

@Entrada: = * |o w | Comando.. -

Observando a figura acima, temos a verde os angulos internos e a vermelho os angulos

externos do triangulo A[ABC].

Actividade 2 (pag. 54)

-
= e ——

Resultado teodrico:
Em qualquer triangulo, a amplitude de um angulo externo é igual a soma das

amplitudes dos angulos internos nao adjacentes.

Dem.:

Consideremos um triangulo A[ABC] qualquer, como mostra a seguinte figura.

£ GeoGebra - Angulos Externos de um Triangulo.ggb [E=Ene)|

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

o[BI

Mover L)
[

Arraste um objecto seleccionado (Esc)

s

® Entrada: i - @ -|cComando.. -
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Queremos provar que a amplitude do angulo externo £DCA é igual a soma das amplitudes
dos angulos internos nao adjacentes, que sao 4BAC e 4CBA.
Verifica-se que:

v 4ECA = £BAC, porque sao angulos agudos de lados paralelos’.
v' ADCE = 4CBA, porque sao angulos de lados paralelos.
v

4DCA = 4ECA + 4DCE, porque a amplitude do angulo externo £DCA é

igual a soma das amplitudes dos angulos 4ECA e 4DCE.
Como os angulos 4ACD e £DCA sao angulos suplementares,

4ACD + 4DCA = 180" < ADCA = 180 — £ACD

Por outro lado, pelo teorema 4, ABAC + ACBA + 4ACD = 180 & ABAC + 4CBA = 180 —
AACD .

Mas, como #DCA =180 — 4ACD e ABAC + 4CBA = 180 — 4ACD, logo #DCA = £BAC +
4CBA.

(c.q.m.)

De seguida, vamos apresentar mais alguns conceitos envolvendo angulos:

Angulos _complementares sao aqueles cuja soma das suas amplitudes é igual a
amplitude de um angulo recto.

€] - Angulos C b E=1 B x|
Ficheira Editar Ewibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

A . @ 4 . Mover: Arraste um objecto @
L J] '/v| /\,’7 b'v @J il av . AECV %’7 seleccionado (Esc) »

27

A

ZADB+ xBOC=27"+63"=90"

@ Entrada: I I= LI lE”Cnmandn ll

Na figura anterior, os angulos 44A0B e A£BOC sao angulos complementares porque a soma

das suas amplitudes é igual a 90°. Neste caso particular, também os angulos 440B e £BOC s&o
adjacentes.

" Este conceito é introduzido na pagina 24 deste trabalho.
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Angulos _suplementares sao aqueles cuja soma das suas amplitudes é igual a

amplitude de um angulo raso.

—
¥ Geo a - Angulos Suplementares.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Auda
o 12 B8 1= o 2 %t N et 2
L]
o "/’v o i ®v 4 L | | Arraste um ohjecto seleccionado (Esc) =4
B
a7e 13
[+ 0 A
2A0B+£BOC=113"+67"=180"
® Entrada I I= LI [ IComando LI

Na construgdo anterior, os angulos 44A0B e ABOC sao suplementares e também

adjacentes.

Note-se que: um angulo interno de um triangulo é adjacente e é suplementar ao angulo

externo que lhe esta associado.

Dois angulos dizem-se verticalmente opostos se tém o vértice em comum e os lados

de um estao no prolongamento dos lados do outro.

€3 GeoGebra - Angulos Verticalmente Opastos ggh (= ]E |

[Ficheiro Editar Exibit Opgdes Ferramentas Janela Ajuda |

E4N

| .
Araste um objecto seleccionado (Esc)

DREEECE

Py r— [ « 3+ comanao.. -
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Os angulos 440B e 4C0D, da figura, tém o vértice 0 em comum e os lados de cada um
estdao no prolongamento dos lados do outro. Por isso, eles sdo verticalmente opostos. Também

os angulos 4 AOD e 4BOC sao verticalmente opostos.

b% Actividade 3 (pag. 56)

Resultado teérico:

Dois angulos verticalmente opostos sao iguais, ou seja, tém a mesma amplitude.

Podemos estabelecer, tendo em conta a actividade 3, que duas rectas que se intersectam

num ponto, formam sempre dois pares de angulos verticalmente opostos.

Para abordarmos outro conceito, comecemos por observar a seguinte construcao:

.|

£ GeoGebra - ﬁngulos de Lados Paraleles.gghb =RICIEL X
Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
% A / . ~ @ 9 Y— 2 Mover D
d o Lt * ol | Arraste um objecto seleccionado (Esc)
;
s D
E

'@ Entrada: s ~ a v | Comando .. -

Temos duas rectas r e s estritamente paralelas® e uma recta t secante’ a elas. Suponha
que apenas um dos angulos é conhecido. E possivel indicar a amplitude dos outros angulos, mas

para isso necessitamos das seguintes nocoes:

8 Duas rectas dizem-se paralelas quando, situadas no mesmo plano, ndo té&m nenhum ponto comum. Usa-
se o simbolo || para dizer que duas rectas sao paralelas.

° Em Geometria, uma recta diz-se secante ou concorrente a outra quando se intersectam num sé ponto.

23
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%+ Os angulos 440B e 4FGO (e os angulos 4C0G e ADGE) sao designados por

dngulos agudos de lados paralelos e tém a mesma amplitude.

% Os angulos 4BOC e 40GD (e os angulos 5G0A e AEGF) sdao designados por

dngulos obtusos de lados paralelos e tém a mesma amplitude.

Os angulos alternos internos tém diferentes vértices, estao em lados diferentes da

recta que intersecta as duas rectas estritamente paralelas e situam-se na regiao

compreendida entre essas mesmas rectas.

Por exemplo, na construcao anterior, os angulos 4C0G e A0GF e os angulos £GOA e

£0GD sao angulos alternos' internos''.

Resultado teérico:
Se duas rectas r e s sao paralelas, entdao os angulos alternos internos determinados

por uma recta secante t sao iguais.

Seja u uma recta tal que 4/EF = #b. .
Suponhamos que as rectas u € s sao

paralelas (u |l s) .

Entdo, a recta u coincide com a recta r,
porque por um ponto exterior a uma recta é possivel
fazer passar uma recta paralela e s6 uma.
Logo, AIEF = 4a, 4a = 4b € 4¢c = 4d. s
(c.qg.m.)

1% Alternos porque estao um de cada lado da secante.

" Internos porque parte dos angulos é interior ao espaco limitado pelas rectas r e s.
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Propriedades:

» Em qualquer triangulo, a lados iguais (congruentes) opdem-se angulos iguais
(congruentes).

» Em qualquer triangulo, a angulos iguais (congruentes) opdem-se lados iguais
(congruentes).

> Em qualquer triangulo, ao maior lado opde-se o maior angulo.

» Em qualquer triangulo, ao maior angulo opde-se o maior lado.

> Em qualquer triangulo, ao menor lado opde-se o menor angulo.

> Em qualquer triangulo, ao menor angulo opde-se o menor lado.

25
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Capitulo 3

Lugares Geomeétricos

De acordo com o que o Matematico Apolonio de Perga escreveu (262 — 190 a.c.) na sua
obra, sobre lugares planos, podemos salientar: «o lugar dos pontos, cuja diferenca dos
quadrados das distdncias a dois pontos fixos é constante, é uma recta perpendicular a recta
que une os dois pontos. »

Neste capitulo, vamos apresentar a definicdo de alguns lugares geométricos:
circunferéncia, circulo, mediatriz de um segmento de recta e bissectriz de um angulo. O
objectivo é identificar alguns lugares geométricos no plano e descrevé-los.

As definicdes, teoremas e propriedades aqui apresentadas foram retiradas de varias fontes
incluindo [1,2,3,4,5,6,8,16,17,18,19].

Comecemos por definir lugar geométrico:

Lugar Geométrico é uma figura formada por um conjunto de pontos, e so eles, tém
em comum uma determinada propriedade.

Um dos primeiros lugares geométricos que os alunos conhecem é a circunferéncia.

Circunferéncia é o lugar geométrico, uma linha fechada, de todos os pontos do plano

equidistantes de um ponto fixo.

Ao ponto fixo chama-se centro (na figura corresponde ao ponto C). O raio da
circunferéncia é o comprimento do segmento de recta definida pelo centro e por um ponto

pertencente a circunferéncia (por exemplo, na figura [CA] € um raio).

3 GeoGebra - Circunferénciaggb =] B [Fs

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Femamentas Janela Ajuda

1 |0 8 2 o] [ P N S Y e
3 3 o i) . o - Amaste um objecto seleccionada (Esc) J

@ Entrada: = v @ v Comando -
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Prolongando o segmento [CA] de modo a obter o ponto P (ver figura abaixo):

¥ GeoGebra - Circunferéncia.ggh = | (5] [

Mover D

K Arraste um objecto seleccionado (Esc)

Ficheiro Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

'@ Entrada & ~ |a = Comando -

Obtivemos o segmento de recta [PA] cujo o seu comprimento é chamado o diametro da
circunferéncia. Ou seja, € o comprimento de um segmento de recta cujos extremos pertencem

a circunferéncia e que passa pelo centro.

Uma importante propriedade (consequéncia dbvia da definicao) € que todos os pontos da

circunferéncia se encontrarem a mesma distancia do centro.

Resultado teorico:

Todos os pontos de uma circunferéncia estdo a uma distancia do centro igual ao raio.

Consequéncia do resultado teorico:
Qualquer ponto exterior a circunferéncia esta a uma distancia do centro maior do que o

raio e qualquer ponto interior esta a uma distancia do centro menor do que o raio.

b% Actividade 4, parte 1 (pag. 57)
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De acordo com a actividade, podemos deixar registada a conclusdo. Uma circunferéncia

divide o plano em duas partes: uma parte contendo os pontos interiores a circunferéncia (a

qual se designa por interior da circunferéncia) e uma outra parte contendo os pontos

exteriores a circunferéncia (a qual se designa por exterior da circunferéncia).

€3 GeoGebra - Interior da Circunferénciaggh
Ficheiro Editar Exidir Opebes Femamentas Janela Ajuda

b BED EOERANS

3 | Mover
o Amaste um abjecto seleccionada (Esc)

(= [ ]

o L

£ GeoGebra - Exterior da Circunferénciaggb

[SEr—>=

[Ficheiro Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
A hi 'olite ] a2 Mover
L ,-’1 ) ® \e); [4’.‘, [—v "}'u Amaste um objecto seleccionada (Esc)

.
-
b

N

)

)
”

@ Entrada: +/'a = Comando

#) Envaga:

> & > Comande.

Ao objecto da primeira figura apresentada anteriormente chamamos circulo.

Circulo é o lugar geométrico constituido pelos pontos pertencentes a circunferéncia

e por todos os pontos interiores a ela.

Propriedades:

> Duas circunferéncias ou dois circulos sao iguais se tém raios iguais e reciprocamente.

> 0O diametro de uma circunferéncia ou de um circulo é igual ao dobro do raio.

> 0 diametro divide a circunferéncia ou o circulo em duas partes iguais. A circunferéncia

divide-a em duas semicircunferéncias e o circulo divide-o em dois semicirculos.

> Um ponto exterior a uma circunferéncia ou a um circulo esta a uma distancia do centro

maior do que o raio.

> Um ponto interior a uma distancia menor que o raio e reciprocamente.

Podemos ampliar o estudo tendo como base a circunferéncia.

@ Actividade 4, parte 2 (pag. 59)
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Vamos, de seguida, abordar um outro lugar geométrico. Mas desta vez, o GeoGebra vai

apoiar o professor numa aula expositiva para introduzir a nocao de mediatriz de um segmento

de recta.

@ Actividade 5, parte 1 (pag. 62)

Mediatriz de um segmento de recta é o lugar geométrico constituido pelos pontos

do plano equidistantes dos extremos do segmento.

€ GeoGebra - Mediatriz.ggh =5 ESR|F%=
Ficheiro Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
[R]| o~ 7] <) () @ )] [l N b [ o 2
° ;
o o il il i hd " | Araste um objecto seleccionado (Esc) =3
) Ertrada: I LI Ic( V”Comando . :I

A recta r é perpendicular ao segmento de recta [AB] e, além disso, divide ao meio o
mesmo segmento de recta passando pelo seu ponto médio, M. Por outro lado, a recta r é eixo

de simetria do segmento de recta [AB]. A recta r chama-se Mediatriz.

Assim, qualquer ponto que pertenca a mediatriz esta a mesma distancia dos extremos do

segmento [AB].

Por curiosidade, o professor propoe aos alunos a seguinte actividade:

@ Actividade 5, parte 2 (pag. 64)
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Para terminar este capitulo, vamos introduzir o ultimo lugar geométrico escolhido para

este trabalho.

Considere um angulo arbitrario. Designemo-lo por £4BC (como na figura abaixo).

=)

¥ GeoGebra - Angulo.ggb

I
V] E

Ficheiro Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda
o sl =) vl s =) vl av)

"I" Mover
| Arraste um objecto seleccionado (Esc)

43.78°

[}

- ] [l! hd HCOITIE.HGO

@ Entrada ‘

A bissectriz de um dngulo é a semirecta que divide o angulo em dois angulos

geometricamente iguais, ou seja, tém a mesma amplitude.

i}
(@
VB

%% GeoGebra - Bissectrizggb

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
( : L]
¥| ) ) ) anl ) ) anl

Mover
| Arraste um objecto seleccionado (Esc)

%ABC=64"

£ABP+xPBC=32"+32"=64"

l= '“ﬂ ']lCOITIE.I’IdO...

@ Entrada: |

Note-se que, qualquer ponto pertencente a bissectriz encontra-se a mesma distancia dos

lados do angulo.
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Na figura anterior, a semirecta BP designa-se por bissectriz do angulo #4BC.

Como a aplicacao das nocoes deste capitulo, podemos fazer mais uma actividade.
0 software que escolhemos traca directamente a bissectriz de um angulo dado (opcao

bissectriz da janela quatro).

@ Actividade 6 (pag. 65)
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Capitulo 4

Teorema de Pitagoras

Existem varias demonstracées do Teorema de Pitagoras onde se usam areas de diferentes
poligonos regulares.

Teorema de Pitagoras

Dado um triangulo rectangulo. Entdo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos.

Euclides, segundo a sua interpretacao ao teorema, diz que:

A area do quadrado cujo lado é a hipotenusa é a soma das areas dos quadrados cujos
lados sdo os catetos.

Neste capitulo apresentamos uma demonstracdo deste teorema, com recurso ao
GeoGebra.

Os conteldos apresentados neste capitulo do trabalho foram retirados de varias fontes
incluindo [1,2,3,16,17,18,19].

Observe a seguinte construcao:

¥ GeoGebra - Teorema de Pitdgoras.ggb = |/ ] S

Mover D
.| Arraste um objecto seleccionado (Esc)

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

@ Entrada: - |a -+ Comando ..

Recorde que um triangulo diz-se tridngulo rectangulo se um dos seus angulos internos for

um angulo recto. Neste caso, o lado maior (lado que se opde ao angulo recto) designa-se por
hipotenusa e os outros dois lados designam-se por catetos.

33



GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

O triangulo A[ABC] apresentado é rectangulo em A e, como a soma das amplitudes dos
angulos internos de um triangulo é 180, conclui-se que os outros dois angulos sao angulos
agudos cuja soma € 90 . No tridngulo da figura vamos designar por letras minisculas a, b e c 0s

comprimentos dos lados que se opdem aos vértices com a respectiva letra.

Historicamente, Pitagoras, observando os mosaicos do chdo de um templo, descobriu uma
curiosa relacdo entre as areas dos quadrados construidos sobre os lados de um triangulo

rectangulo.

Actividade 7 (pag. 69)

£ GeoGebra - Teorema de Pitigoras.ggb = [ E [t

Ficheiro Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

Mover []
| Arraste um DDJEC[D seleccionado (ESC) v-:>
H A B
1 o
2 |Area do Peligono 1 10.16 ‘E
3 |Area do Poligono 2 268 | |
4 |Area do Poligono 3 12.84
5
| 6 |Soma das Areas dos Poligonos 1 e 2 |Soma[B6]=12.84
7
8

B4 = 1284

@ Entrada: = ~|a ~|Comando... -

Observando as tabelas obtidas pelos alunos (esta um exemplo de uma tabela na figura
anterior, na folha de calculo), verifica-se que a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas dos outros quadrados construidos sobre os catetos.

Assim, conclui-se que:

a? =b?+c?

Desta relacao, surge o Teorema de Pitagoras.
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Teorema de Pitagoras

Dado um triangulo rectangulo. Entdo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos.

Dem.:

Considere-se um triangulo rectangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a.

Com quatro triangulos rectangulos iguais constroem-se dois quadrados, um de lado igual
ao comprimento da hipotenusa (a) do triangulo rectangulo e outro de lado igual a soma dos

comprimentos dos dois catetos (b + ¢) do triangulo rectangulo dado, como mostra a seguinte
figura.

¥ GeoGebra - Demenstragio do Teorema de Pitigoras.ggb |E@Iéj

Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
$ Mover u
| Arraste um objecto seleccionado (Esc)

)88 1Si[o] [+ FAN 2

(S ]

§0° a0°

[L]

!

@ Entrada

~ a v Comando -

Queremos provar que a? = b? + c2.

Observe-se que, no quadrilatero [CBGH] todos os seus lados tém o mesmo comprimento
por corresponderem aos comprimentos das hipotenusas (a) dos quatro triangulos rectangulos
iguais.

Por outro lado, os seus angulos internos tém de amplitude 90, porque:

4CBG + ¢+ (=180
E, como € + { = 90, entao:
4CBG +90 =180 < £CBG =180 —90 & 4CBG =90

Portanto, o quadrilatero [CBGH] é um quadrado.

Vamos, agora, calcular a area do quadrado [ADEF].

Repare-se que a area do quadrado [ADEF] é igual a area do quadrado [CBGH] mais a
area dos quatro triangulos rectangulos iguais (A[ABC], A[DGB], A[EHG], A[FCH]).

Ou seja,

AQuadrado [ADEF] = AQuadrado [cBGH] T 4 X AA[ABC]
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bXc
(b+c)>=a’+4x S biP+2xbXc+c?=a’+2xbxceb?+c?=a®>oa’?=>b%+c?

(c.q.m.)

Também ¢é verdadeiro o reciproco do Teorema de Pitagoras:

Se num triangulo o quadrado de um lado ¢ igual a soma dos quadrados dos outros dois,

entdo o triangulo € um triangulo rectangulo.

Dem.:
Considere-se o triangulo A[ABC] tal que a? = b? + ¢2.
Queremos provar que o triangulo A[ABC] é rectangulo.
Construa-se um triangulo A[MNP] rectangulo no ponto M e cujos seus catetos MP e MN

sejam iguais a AC e AB, respectivamente.

" M
o

~,

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se:

m? = n? + p?

Como o lado MP = AC e MN = AB, tem-se:

m? = b? + c?

Por outro lado, por hipotese, como a? = b? + c2, obtém-se:

m?=a’em=ya?eom=a
Logo, o triangulo A[ABC] é igual ao triangulo A[MNP] e, consequentemente, o triangulo

A[ABC] é rectangulo (porque, o triangulo A[MNP] é rectangulo e A[MNP] = A[ABC]).
(c.q.m.)

Através do Teorema de Pitagoras, é sempre possivel determinar a medida de um lado de

um triangulo rectangulo conhecendo a medida dos outros dois lados do mesmo triangulo.
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Curiosidade: Investigue que relacao poderia estabelecer se construisse, sobre cada lado de um
triangulo rectangulo, outros poligonos regulares ou ndo (por exemplo, triangulos equilateros ou

semicircunferéncias). A relacdo entre as areas mantém-se?
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Capitulo 5
5.1. Funcodes: breve introducao

Um dos conceitos mais importantes da Matematica é o conceito de funcao.

Ao longo dos tempos, o conceito de funcao evoluiu muito e Grandes contributos foram
dados, no decorrer da sua evolucdo, por alguns Matematicos, tais como, Newton (1642 —
1727, Leibniz 1646-1716, Euler 1707-1783 e Decartes 1596-1650. Dando-se sentido ao calculo

algébrico e ao conceito de funcdo, bem como revolucionando o simbolismo algébrico.

As definicoes apresentadas nesta seccao foram retiradas de varias fontes incluindo
[3,4,16,17,18,19, 20,21, 22,23, 24, 25, 26].

Chama-se fun¢do a uma correspondéncia univoca de um conjunto A num conjunto B
(isto é, a cada elemento do conjunto A faz corresponder um e um s6 elemento do conjunto

B). Para uma funcao f escrevemos f: 4 - B.

Pela definicao de funcao, a cada elemento x do dominio ou conjunto de partida
corresponde um e um s6 elemento y do conjunto de chegada ao qual se chama imagem do
objecto x por meio da funcdo f. Representa-se por f(x) (ou seja, y = f(x)). Caracterizamos
uma funcao f do seguinte modo:

f:A-B
x—y=f(x)
onde f(x) é a expressao designatoria da funcao.

Ao conjunto de todas as imagens chama-se contradominio da funcdo f e denota-se por

f(4), sendo A o dominio de f. Temos
fA) ={yeB:y=f(x),comx € A}

Quando A e B forem ambos subconjuntos de R diz-se que a funcédo f € uma funcdo real de

variavel real.
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5.2.Funcao afim

Chama-se funcdo afim a toda a funcao de dominio R e que tem expressao analitica
f(x)=ax+b (ouy=ax+b), comaeR\{0} e b €R.

Os casos particulares da funcao afim, sao:
» y=ax, coma € R\{0}
» y=b,combeR

@ Actividade 8, parte 1 (pag. 71)

O professor com o seu programa do GeoGebra (previamente elaborado) abaixo indicado,
faz variar o parametro a.

€3 Geoliebra - FungBa de Proporcionalidade Directaggh
|Ficheiro Editar Exioir Opgbes Femamentas Janela Amda

DEEN o AN Do W 0 D% o AND

€ Geolebra - Fungda de Proporcionalidade Duectaggh

e =)

o] v @
Arraste um objecto seleccionado (Esc) [d

3
a=1
—_—

a

 Evaa o= comando

) Envada

- .0 -"cm

Estando de acordo ou rectificando as respostas a questdo da actividade 8, parte 1, o
professor conclui que cada elemento da familia de funcdes do tipo f(x) = ax, com a € R\{0}

tem o seu grafico constituido por pontos que se situam sobre uma recta contendo a origem do
referencial cartesiano.

A cada elemento da familia anterior chamamos funcao de proporcionalidade directa.

Ao valor da constante a chamamos constante de proporcionalidade.

@ Actividade 8, parte 2 (pag. 74)
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O professor com o seu programa do GeoGebra (previamente elaborado) abaixo indicado,
faz variar o parametro b.

= —— - == €3 GeoGebra - Fungho Constante.ggb [E=IET—)
Geotiebra - onstantego =

Ficheiro Eotar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
o | Mo @l
Amasts um obiacto selccionada (EC) -

Elcl®EN

[ —
L

B el AN S 5| B

as2

s
3

® Entcn

Tl =  ervace D cla <] oo 2

Estando de acordo ou rectificando as respostas a questdo da actividade 8, parte 2, o
professor conclui que cada elemento da familia de funcdes do tipo f(x) = b, com b € R, tem o

seu grafico constituido por pontos que se situam sobre uma recta paralela ao eixo das abcissas
(ou eixo dos xx).

A cada elemento da familia anterior chamamos fun¢ao constante.

Ao valor de b chamamos ordenada na origem.

@ Actividade 8, parte 3 (pag. 76)

O professor com o seu programa do GeoGebra (previamente elaborado) abaixo indicado,
faz variar o parametro a e o parametro b.

€3 Geoebea - Fungho Afimagh =@

ElAdilelelialN

0 Geoebna - Fungho Afimggh [ESET=)

s .EM Exibis Opghes Fm-n.-\hs Janeta Auda
)] | I I P ¥ 1S (o] [ [P N

"
L

a3, | Mover &
‘Amaste um obiecto seleccionado (Esc) -

. asa
L -

a1
—_—

N b=1 N b=3

2

) Entrada =)o = comanao - ) Envada
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€9 Geolebra - ungho Afmagb =
gmm:';:";:“x . e — Ficheira Ediar Exibr Opcles Fenamenias Janela Auda

2 [ A i . Mover &

L ol e e, 8| (BN S emses 8

B a3 . as3
S .
b=1
ust o
s
2
.
,..1/..234.57.9'0 *""“/‘“
+
0 e Fi— e e = 0 e 2 o~ oo
B ==
. . ‘Geolebra - Fungia Almagh =

L GeaGebra - Funglo Afimggb ol o fﬂ\m E;. Exibir Opgoes Femamentas Jancla Ajuda
Ficheiro Editar Exibwr Opgdes Ferramentas Janela Ajuda —‘ T - U

— - A ) IR 3
L e 8 DLl e e 8

i 3 o Sl DAV e | Amaste um objecio seleceionado (Esc)
s b=t b=3
—_—
‘ 2
> - ] 3 A 3 2 3 [] \l z B ) ] T T B B o
q | .

) Entrada: - -'a ~| comana - ® ewaca E = |0z Comantc - =
€ Geoliebra - Fungéo Afimggh = ==) Ig&ﬂﬁﬂ‘!n'iun(inhﬁm@ =y )|
Ficheiro Edilar Exibir Opgdes Femamentas Janeta Ajuda | bt Secafoloniof s o arvewtamt e st Soum— &

: : _ - n iSRS ‘ o ‘ Morver 3)
B[REN R CEPAN E DR R E N B - rem— &
aza
, az "
) bes
b=t —_—
'
9 - 2 ] . 1 2 a
N CHE R S B e Sy S e S \
1 6 Enwaca: P */ o v Comando
9 Enrada i = @ = Comando z L

Estando de acordo ou rectificando as respostas a questao da actividade 8, parte 3, o
professor conclui que cada elemento da familia de funcdes do tipo y = ax + b, com a € R\{0} e
b € R, tem o seu grafico constituido por pontos que se situam estdao sobre uma recta obliqua
que intersecta o eixo das ordenadas (ou eixo dos yy) no ponto (0,b). Concluimos também que
quando a > 0 a funcao é crescente, quando a < 0 a funcdo é decrescente e quando a =0 o
grafico da funcdo é uma recta paralela ao eixo das abcissas (eixo dos xx) (ou seja, a funcéo é
constante).

A inclinacdo de uma recta no referencial cartesiano é o angulo definido entre a recta

e o eixo das abcissas (eixo dos xx).
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Este parametro esta directamente relacionado com a inclinacdo da recta relativamente ao

eixo das abcissas (ou eixo dos xx).
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5.3. Funcdo quadratica

Chama-se fun¢do quadratica a toda a funcao de dominio R de equacao f(x) =
ax?>+bx +c (ouy = ax?+ bx +c), coma € R\{0}, bER ec€ER.

Como veremos mais adiante, este tipo de funcdes tem como grafico uma parabola, que é
uma curva que surge em muitas situacoes da vida corrente: uma bola que bate no chao e salta,

um jacto de agua que sai de uma mangueira ou de uma fonte, uma pedra arremessada.
Vamos de seguida estudar as caracteristicas e propriedades desta familia de funcoes.
Os casos particulares da fungao quadratica, sao:
>  f(x) = ax?, com a € R\{0}

> f(x)=alx—h)?, comaeR\{0}eheR
> f(x)=ax?+k,comaeR\{0}ek€eR

@ Actividade 9, parte 1 (pag. 78)

O professor com o seu programa do GeoGebra (previamente elaborado) abaixo indicado,

faz variar o parametro a.

P re——, [EEr==)

[Ficheiro_Edtar Exoir Opghes Fermamentas Jansla Auda

B A RN ] e aeonses 3
_ s

L GeoGebra - Fungho Quadrdtica.ggo [= [ el
Ficheiro Edtar Exor Opgdes Femamentas Jansia Aca

%) 58 13 (o] [ 74 N |57 ) [~ T

—_—

— S J .
° = P o

Estando de acordo ou rectificando as respostas a questdao da actividade 9 parte 1, o
professor conclui que cada elemento da familia de funcdes do tipo f(x) = ax?, com a € R\{0},
tém o seu grafico constituido por pontos que se situam sobre uma parabola de vértice em (0, 0)
e cujo o seu eixo de simetria é a recta de equacdo x = 0. Relativamente ao coeficiente a da

expressao analitica da funcao, este influencia o sentido da concavidade da parabola.
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Concluimos também que se a > 0 a parabola tem a concavidade voltada para cima; se

a <0 a parabola tem a concavidade voltada para baixo. O seu valor absoluto influencia a
abertura da parabola, ou seja, quanto maior € o valor absoluto do coeficiente a, menor é a
abertura da parabola e vice-versa.

Podemos, ainda observar, que se |a| > 1, a parabola é “mais estreita”, ou seja, tem os

seus ramos mais proximos do eixo de simetria; se 0 < |a|] < 1, a parabola é “mais larga”, ou

seja, tem os seus ramos mais afastados do seu eixo de simetria.

% Actividade 9, parte 2 (pag. 81)

O professor com o programa do GeoGebra abaixo indicado, faz variar os parametros a e h.

= |

= 15 €3 GeoGebea - Fungio Quadratica.ggh
Fichelro Edtar Exbir Opgdes Femamenias Janela Auda

Mover
Airaste um objecta seleccionado (Esc)

¥ GeoGebra - Fungio Quadriticaggb
Fichero EcMar Exibir Opghes Feramentas Janela Ajuda
" Mover I all Al e . oy 1IN0
0.4 (- 3

Iy Al Bl (32 S| ez
3

az6
Il
2 =3
R

{ 1
= - a - Comando

REETIHA
¥ |a v Comando ) Enraca

& Eniraca

Conclui-se que a familia de funcbes do tipo f(x) = a(x —h)? (ou y = a(x — h)?), com
a € R\{0} e h € R, sdo parabolas que sofrem uma translagdo, sobre o eixo das abcissas (isto &,

eixo dos xx), associada ao vector (h; 0) e cujo eixo de simetria é a recta de equagédo x = h.

b% Actividade 9, parte 3 (pag. 84)

O professor com o programa do GeoGebra abaixo indicado, faz variar os parametros a e h
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£ GeoGebra - Fungio Quadriticageb

(= €2 GeoGebra - Fungio Quadratics.gg

Ficheiro Editar Exivir Opgles Femamentas Janela Amda S Ficheiro Editar Enlnr Opgbes Fermamentas Janela Ajuda =
REYEFoRRENEEEN B 0[RS R ENE
D21 N

B = a=o2
[ —

6]

.{. Movel
| Araste um objecto seleccionado (Esc) »

¥ |a ¥ GComando -

@ Envaca

) Emraca: ~ a > Comanco -

Conclui-se que a familia de funcbes do tipo f(x) =ax?+k (ou y =ax?®+k), com a€
R\{0} e k € R, sao parabolas que sofrem uma translacdo, sobre o eixo das ordenadas (isto &,

eixo dos yy), associada ao vector (0; k) e cujo eixo de simetria é a recta de equacao x = 0.

Com a actividade 10, os alunos podem observar e conjecturar a influéncia dos valores dos
parametros a, h e k nos diferentes tipos de graficos da funcao quadratica.

Toda a funcdo da familia de funcées y = a(x — h)> + k, com a € R\{0}, heR e

k € R, tem por grafico uma parabola de vértice V(h, k).

O grafico de qualquer funcéo desta familia de funcées pode ser obtido do grafico y = ax?
pela translacdao associada ao vector u,(h; 0), seguida da translacdo associada ao vector
74(0; k), o que equivale a uma Unica translacao associada ao vector de coordenadas (h; k).
Assim, com a funcao quadratica definida desta forma se determina o vértice da parabola e se
indica o grafico desta funcdo a custa da parabola de equacao y = x2.

Por exemplo, para se obter o grafico da funcao definida por y = —2(x — 4)? — 1 a partir do
grafico de y = x2, comeca-se por multiplicar a ordenada de cada ponto por 2 e obtém-se o
grafico y = 2x2. A seguir, a parabola de equacdo y = 2x?2 sofre uma translacdo associada ao
vector de coordenadas (4; 0). Seguida de outra translacao associada ao vector (0; 1). Por fim,

o grafico de y = —2(x — 4)? — 1 é simétrico em relacao ao eixo Ox do grafico y = 2(x — 4)? + 1.
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> Funcdes do tipo y = ax®> + bx + ¢, coma € R\{0}, be Re c € R

E, se a funcdo for definida pela expressao do segundo grau, y = ax?+ bx +c, com
a € R\{0}, h € R e k € R ? Quais serdo as coordenadas do vértice da parabola? Qual é o seu eixo

de simetria?
Para responder a estas perguntas, basta resolver apenas o seguinte sistema de equacoes:

2
y=ax“+bx+c c=ax?+bx+c c—c=ax?+bx 0=ax?+bx 0=x(ax+b) x(ax+b)=0 x=0V ax+b=0
y=c = {y=c < {y=c And {y=c And {y=c And {y=c And {y=c

X=0V—=—— X=0VX=——

Solucdes do sistema de equacgoes:

(:0.(-2:0)

. s . , o b . ,
A abcissa do vertice € o valor medio entre 0 e - isto é:

Assim, as coordenadas do vértice da parabola, sdo:

(-5 (-2))

. . . , , ~ b
E, o eixo de simetria da parabola é a recta de equacao x = ~a

K%% Actividade 10, (pag. 88)
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Conclusao

Sendo a Matematica uma das ciéncias mais antigas e a mais antiga de todas as disciplinas
escolares a sua aprendizagem deve decorrer do trabalho realizado pelo aluno e o mesmo
estruturado, por actividades criadas pelo professor proporcionando desta forma diversos tipos
de experiéncias matematicas através da resolucao de algumas actividades de investigacao.

Por outro lado, o professor deve realizar diferentes actividades para apoiar os alunos na
sua resolucao e aprendizagem.

Mas nao so, também o ensino-aprendizagem da Matematica deve prever a discussao de
estratégias e promover o raciocinio e a comunicacao matematica.

Assim, ao longo deste relatorio de estagio pedagogico foram criadas diferentes actividades
com o software de Geometria Dinamica, Geogebra, por ser um programa gratuito e acessivel
aos alunos do 3° ciclo do ensino basico e ensino secundario, as quais permitem ao aluno
raciocinar indutivamente procurando generalizar propriedades encontradas nessas mesmas
actividades.

Este relatdrio exigiu-me muitas horas de trabalho tanto na recolha como na seleccéo e
organizacao, permitindo alargar e consolidar os meus conhecimentos na area da Geometria. No
entanto, tenho pena nao poder aplicar estas actividades criadas aos alunos.

Espero, que ao longo deste relatorio, ter despertado alguma curiosidade em relacao a

utilidade do GeoGebra no ensino-aprendizagem da Matematica.
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Anexos

As actividades que a seguir sdao apresentadas, tém como objectivo o estudo por parte do
aluno, com o auxilio do GeoGebra, permitindo o enriquecimento do estudo de alguns conteldos
de Matematica do 3.° ciclo do ensino basico e do ensino secundario, através da manipulacao
das construcdes e visualizando os efeitos dessas mesmas construcoes. Mas também fazer
exploracées no ambito da Geometria, da Algebra e do Calculo. Em algumas destas actividades
estard presente o raciocinio indutivo (isto é, formulacdo de conjecturas a partir dos dados

obtidos) e o raciocinio dedutivo (isto €, demonstracao dessa conjectura).

A actividade 1 tem como objectivo que o aluno conjecture sobre o valor da soma das

amplitudes dos angulos internos de um triangulo arbitrario.

Actividade 1

Soma dos angulos internos de um triangulo

Parte 1

Passo 1: Construa um triangulo (o GeoGebra vai designa-lo por A[ABC]).

7 GealGebra - Actividede Logh (= & ] €} Geolebra - Actividade 1agh (= E il
Ficheiro Editar Exibit Opgdes Ferramentas Janela Ajuca Ficheiro Editar Exiowr Opgbes Ferramentas Janela Amda
| Al -l s o3l e aca | [ g | oioono: ssecuane ocos s nces » Al A s [l o[ e | o
w310 gl B (R AN == novaments ovérlce nicial i f| o7 e A e | s | ] Aaste um objecto sateccionado (Esc)
I Poligona
- .
ol Poligono regular A,
e ———
) Entrada: ’ * |a + Comando - ) Entrada . + a ~ Comando

Passo 2: Meca a amplitude de cada angulo interno do triangulo e registe-os na tabela.

X - Acti =S
€ GeaGebra - Actividade 1.ggb. = =) - € GeoGebra - Actividade 1ggb "
Ficheiro Editar Exbir Opgdes Feamentas Janela Ajuda |Ficheiro Editar Entir Opchies Femamentas Janela Amda

Anguto Al Al sl el S ez Hover
R Jllle 8| satcrone s pore o asasrcas - M | P O ] ] S b oo setecsonscn s
21
& dnguio
a8 c
< Angulo com amplitude fia A
<™ «| Disténgia, compamento ou perimetro /
B Area / \
/| beane 5274 ey
fe— adl ) AN
) Entrada 2 ~ @ v Comando - ) Entrada g + @ = Comando
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Amplitudes dos Angulos Internos do
Triangulo Soma de todas as
Amplitudes

4ABC 4BCA 4CAB

Passo 3: Arraste um dos vértices do triangulo construido anteriormente e obtenha um novo

triangulo.

Passo 4: Repita todos os passos anteriores, até completar a tabela.

Questao 1: Qual o valor da soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo?

Resposta: 180

Questao 2: 0 valor obtido para a soma das amplitudes dos angulos internos depende do tipo

de triangulo'? que temos?

Resposta: Nao.

Questao 3: 0 que podemos concluir?
Resposta: Concluimos que a soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo

arbitrario é igual a 180 .

12 Recorde que: podemos classificar os tridngulos quanto aos lados (Equilateros - quando tém os trés
lados iguais; Isésceles - quando tém dois lados iguais. [Os lados iguais do triangulo isésceles chamam-se
bragos do tridngulo e o outro é a base]; Escalenos - quando tém os trés lados desiguais.) e quanto aos
angulos (Rectangulos - se tém um angulo recto. [0 lado oposto ao angulo recto de um triangulo
rectangulo tem o nome de hipotenusa e os outros dois sdo os catetos]; Acutangulos - se tém todos os

angulos agudos; Obtusangulos - se tém um angulo obtuso).
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Parte 2

Para mostrar que a conjectura anterior é verdadeira, segue cuidadosamente os seguintes
passos:

Passo 1: Constréi um triangulo qualquer, por exemplo A[ABC], e mede a amplitude de cada um
dos trés angulos internos.

Passo 2: Trace a recta que passa pelo vértice C e é paralela ao lado AB."

Passo 3: Determine as amplitudes dos angulos formados com a recta e os lados do triangulo.
Passo 4: Relacione as amplitudes anteriores com os angulos internos do triangulo.

Sugestao: Use a nocado de angulos alternos internos.

A seguinte actividade tem como objectivo que o aluno aplique o seu conhecimento sobre
relacoes entre angulos de lados paralelos e rectas paralelas. Justifique o seu raciocinio a partir
da informacao obtida das suas conjecturas. No fim da actividade, o aluno deve se capaz de

relacionar angulos internos e externos de um triangulo.

Actividade 2

Amplitude de um angulo externo

Passo 1: Construa um triangulo (o GeoGebra vai designa-lo por A[ABC]).

€ Geotisbra - Actvdade Lgb [ o]
) GeaGebra - Actividade 1ggb | ]

Ficheiro Edilar Exbir Opgdes Ferramentas Janela Amida
Ficheiro. Editar Edbir Dpghes Femamentas Janela Ajuda

AT . wl @ el e e g | orer
[ P P ‘_E-.‘ ) [P I Poligono: Seleccione 10003 o8 véilces & sl | " | e Lo |t 5 SIS )] Arasts um obiecto selecoionado Esc)

novamente o vérlice Inicial

 Polignno

» Poligona regular

@ Entaa: + a =+ Comando..
8 Entrada ~ |a | comando .

Passo 2: Trace a recta construida sobre um dos lados do triangulo (por exemplo, sobre o lado

[AB]).

'3 Podera fixar outro vértice e considerar o lado formado pelos outros dois vértices.
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£ Geolebra - Actividade 2.ggb (=& il
Ficheiro Editar Exibis Opcdes Femamentas Janela Auda

NEP N ENEE
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Passo 3: Meca as amplitudes de todos os angulos internos.

Passo 4:

Meca a amplitude de um angulo externo, escolhido tendo em conta a recta anterior

(por exemplo, o angulo 4DAC; para isto é necessario marcar um ponto qualquer da recta que
esteja fora do lado do triangulo escolhido).
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Passo 5: Complete a tabela abaixo.
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4DAC

Soma: ABC+4ACB

Passo 6: Arraste um dos vértices do triangulo construido anteriormente de modo a obter um

novo triangulo.

Passo 7: Repita algumas vezes todos os passos anteriores.
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QUESTAO: Que relacio existe entre um angulo externo do tridngulo e o valor da soma das

amplitudes dos angulos internos nao adjacentes do triangulo?

Resposta: Podemos observar que a amplitude de um angulo externo de um triangulo arbitrario

€ igual a soma das amplitudes dos angulos internos nao adjacentes.

A proxima actividade é muito simples porque apenas exige ao aluno que meca amplitudes

e conjecture.

Passo 1: Construa um angulo 44BC (tracando também os seus lados).

Actividade 3

Amplitude de angulos verticalmente opostos
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Passo 2: Construa o angulo verticalmente oposto ao angulo construido (ver definicao).

Sugestao: Prolongue os lados do angulo construido usando a opcao no GeoGebra de

rectas definidas por dois pontos.
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Passo 3: Meca o angulo mais pequeno, daqueles que obteve com a recta construida.
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QUESTAO: Que relacdo existe entre a amplitude dos dois angulos medidos anteriormente?
Resposta: As amplitudes sao iguais.

Passo 4: Repita todos os passos anteriores, varias vezes.

A actividade 4 tem como objectivo resolver geometricamente problemas que envolvam a
nocao de distancia entre dois pontos, identificar o conjunto de pontos do plano ou do espaco que
estdo a uma distancia d (ou a uma distancia menor que d ou maior que d) de um ponto dado,
reconhecer que o conjunto de pontos do plano equidistantes dos extremos de um segmento de recta

€ a recta perpendicular ao meio do segmento, bem com descrever e justificar o processo usado na
resolucao de um problema.

Actividade 4

Lugares Geométricos: Circunferéncia, Circulo e Coroa Circular

Parte 1

Passo 1: Comeca por construir uma circunferéncia de centro num ponto a escolha e raio a sua
escolha.
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Passo 2: Marque varios pontos cuja distancia ao centro é menor que o raio escolhido.
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QUESTAO: Quantos pontos pode marcar respeitando o pedido do passo anterior?

Resposta: Podemos marcar infinitos pontos, dentro da circunferéncia.

Agora o professor tera de auxiliar os alunos, com o GeoGebra, de modo a assinalarem todo

o interior da circunferéncia e a excluirem a circunferéncia.

Como a distancia de qualquer ponto ao centro € menor que o raio escolhido, a linha que

define a circunferéncia tem de ser uma linha a tracejado, ou seja, os pontos que a formam nao

pertencem.

O menu apresentado no meio da figura abaixo surge ao clicar no botao direito do rato

sobre a linha da circunferéncia. Pretendemos que o estilo da linha seja a tracejado.
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¢ GeoGebrs - Lugar Geomnétrica Lggh
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Os alunos tém de tracar varios raios (segmentos de recta), com uma outra cor, de modo a

obter uma figura cuja circunferéncia esta colorida no seu interior (sera mais colorida quanto

mais raios forem tracados). Ndo é possivel no GeoGebra colorir directamente o interior da

circunferéncia.
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Parte 2

Passo 1: Constroi duas circunferéncias com o mesmo centro e raios distintos a sua escolha.

£F GeoGebra - Lugar Geométrico 2.9gb
Ficnairo Eotar Entir Opgies Femamentas Janela Aluda

@

g

Circunferéncia dacos o centro e o rain
Selectione o centro e digite a medida do aio

:
[als
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0 envans: |
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Passo 2: Marque varios pontos cuja distancia ao centro é maior ou igual do que o raio de menor

valor escolhido e € menor ou igual do que o raio de maior valor escolhido.
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QUESTAO: Quantos pontos pode marcar respeitando o pedido do passo anterior?

Resposta: Podemos marcar infinitos pontos, entre as circunferéncias.

Agora o professor tera de auxiliar os alunos, com o GeoGebra, de modo a assinalarem o
interior da circunferéncia com menor raio e o exterior da circunferéncia com maior raio. Aqui
interessam-nos as duas circunferéncias.

Os alunos tém de tracar varios raios (segmentos de recta), de modo analogo ao

apresentado:
£ GeoGebra - Lugar Geométrico Zggh (=)l e
Ficheiro Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
A . 0 ./‘GL X a2 Segmento definido por dois pontos A
kv . v. ) b‘v @ @v WCAN el “I_’v Seleccione dois pantas F
B
@ Entraca: | [ [ +][comando ~]|

0 segmento que interessa colorir é do tipo [CB]:

[E=RECE )
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| ‘ A ol |b* | 2l e i i e g J
&l e ———— 'J"| Ll " P! I AW | Chiave no oblect pars sleccionio ¢
L Propriedades
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%% GeoGebra - Lugar Geométrico 2.ggb [o = =S
Ficheirao  Editar  Esibir ngﬁES Ferramentas  Janela  Ajuda
A . . 9 3 K 2=z Maver E
® | /: ) o")v @v Lo '{'; s ‘%’V Arraste um objecto seleccionado (Esc) &
B
(@ Entrada: | |= j v ‘Cnmandn j
O processo anterior permite obter a seguinte figura:
©¥ GeoGebra - Lugar Geométrico 2.ggh (===
Ficheiro Editar Exibir Op¢des Feramentas Janela Ajuda
A . . 9 ] X -2 Mover
| /v ) 0")7 ®v ‘\‘./7 'éLv LI _a‘_v “PV Arraste urn objecto seleccionado (Esc) P
@ Entrada; ‘ " ﬂ [ |Camanuo. ﬂ

Os alunos com o auxilio do professor recordam que este tipo de circunferéncias se

designam por circunferéncias concéntricas.

A actividade 5 vai auxiliar o professor na exposicao do conceito mediatriz de um segmento

de recta. Esta actividade envolve o conhecimento que os alunos tém sobre distancia entre dois

pontos. Pretendemos que o aluno reconheca que o conjunto de pontos do plano equidistantes

dos extremos de um segmento de recta € uma recta perpendicular ao segmento e que passa

pelo seu ponto médio. Descrever e justificar o processo usado na resolucao do problema que ira

ser exposto pelo professor.
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Actividade 5

Mediatriz de um segmento de recta

Parte 1

O professor abre seu ficheiro “Plantagéo da terceira drvore” do programa de GeoGebra

(que previamente elaborou), cujo resultado final € a figura que se apresenta em baixo.

£ GeolGebra - Plantagdo da terceira arvores.ggb | [E] -

Ficheiro Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
Mover
| Arraste um objecto seleccionado (Esc) »

[l )

) Entrada = ~ @ - Comando . -

QUESTAO 1: Imagine que hum campo estdo plantadas duas arvores: designadas por A e

por V, como mostra a figura anterior. Onde deve ser plantada uma terceira arvore de modo que

a mesma fique a igual distancia das duas arvores ja plantadas?

Neste momento, o professor pode ouvir a sugestdao dos alunos. Espera-se que nas
sugestoes dos alunos existam as hipoteses de ligar as arvores com um segmento de recta e a
marcacao de um ponto ao meio do segmento de recta.

Continuando com a exposicao do professor, os alunos vao tracar o segmento de recta
definido pelos pontos Ae V.

€% GeaGebra - Plantacdo da terceira drvores.ggh o (5  |

Ficheiro Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

Cl AR [o]e

Mover
[
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@Emrada - | a w | Comando A
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De seguida, pede para marcarem o ponto médio do segmento de recta e para tracem uma

recta perpendicular ao segmento de recta e que passe nesse ponto médio (opcao existente no
GeoGebra).

— 5 i =@
O Goobra - Pantagio t Arvoresagh Sle O Gectobra - Pantagho dehrvoresage o @ il
Ficheito Editar Exbi Opgdes Ferramentas Janela Auda Ficheiro Editar Exibwr Opcdes Femamentas Janela Auda

- = ~ Il 2 e [ Al _~ , e 1 ) [ Recta perpendicular Seleccone um ponto @
Il & . Bl @) o N2z o3 | ponto méio ou centro - R Il o il ,_ PIONEIN LM Nzt < |

uma recta (semirecta. segmanto, vector) »

| @ ervasa ~a + comando - Otna +](a. ] [comanco %

Para finalizar os alunos devem marcar pontos na nova recta e medir as distancias de cada
um desses pontosaAealV.

QUESTAO 2: 0 que podemos concluir?

Resposta: Concluimos que a distancia de cada um dos pontos escolhidos da recta perpendicular
aAealVéigual.

. 1
£ GeoGebra - Plantagio de Arvores.ggb \Ei_@.]ﬁ

Fichgiro Eqitar Exibir 0p§ﬁe§ Ferrrglmerrnasr.'ranela Ajurda
41_, Mover
| Arraste um objecto seleccionado (Esc) P

@ Entrada: 2

v | @ v Comando.. >

QUESTAO 3: 0 que podemos concluir relativamente ao local onde plantar a terceira arvore?

Resposta: Concluimos que a terceira arvore pode ser plantada em qualquer ponto da recta

perpendicular ao segmento de recta formado pelas duas arvores iniciais e que passa no ponto
médio do segmento.
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Parte 2

GeoGebra, algumas aplicacbes ao Ensino da Matematica

O professor abre o ficheiro “Plantacdo de drvores” do programa de Geomatria Dinamica

GeoGebra (que previamente elaborou), cujo

resultado final é a figura que se apresenta em

baixo.
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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|

Passo 1: Comeca por tracar os segmentos de recta definidos pelos trés pontos, por exemplo,

AV e RV.
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Passo 2: De seguida, traca as mediatrizes dos seg
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£ GeolGebra - Plantaio de Arvores.ggb.
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Passo 3: Observa que o ponto de interseccdo das duas mediatrizes tracadas anteriormente é o
centro de uma circunferéncia que contém os pontos A, R e V, visto que OV = OR e OV = 04, o
que implica OR = 0A.
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A actividade 6 tem como objectivo a utilizacdo das nocoes do capitulo trés por parte

do aluno e a auxiliar o professor na introducdo de outros™ conceitos “dentro” dos lugares

geométricos. Ao mesmo tempo avalia os alunos sobre o se conhecimento relativamente a

bissectriz de um angulo, mediatriz de um segmento de recta a distancia entre dois pontos.

Actividade 6

Circuncentro, Incentro, Baricentro e Ortocentro de um Tridngulo

Parte 1

Circuncentro ou centro da circunferéncia circunscrita.

Passo 1: Construa um triangulo.

14 \Vamos apresentar o circuncentro e o incentro. Deixaremos por abordar o baricentro e o ortocentro de um

tridngulo (que estavam inicialmente previstos).
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£ Geolebra - Circuncentro.ggh
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Passo 2: Trace as mediatrizes do triangulo.

7 Geoliebea - Circuncentrc.gab [E=3Fon ("= Oﬁeode c'.nmmggh ==y~

Ficheiro Editar Edbir Opgles Ferramentas Janela Ajuda litar ~ Exit

M oA | (‘_| \-‘ +| J perpendicular Seleccions um ponto &

O o e
.
% Recta pemendicular

% Recta paralela

L pissecte /\ \‘
N
/) Tangentes N\
O ) \
() Recta potar ou diametral Ne

+*% Recta de regressio

2 ons

3

e

@ Entrac: |

F ] o =] [comanes.

D Entraia: |

=] [o=][comane

Passo 3: Assinala o ponto de interseccdo das mediatrizes do triangulo (opgao directa no
GeoGebra). Ponto esse que esta a mesma distancia de cada um dos vértices do triangulo

fﬂm-cumuw

Ficheiro Editar Exibe Opgdes Femamentas Janela Ajuda

JTJJ 2ol «tl\MJ

[=le

o

NOVO parito: N3 2013 Grifica, clique numa drea
livra ou num linha (rects, cdnica, arific, efe)

 Envada |

P =] [r~] [comanto

€3 GeoGebra - Circuncentroggh

Ficheiro Editar Exioir ooqhs Femamentas Janela Auda

El o<l \]

/\

# Entraca:

L2l = —

=]E e

®
[

v a v Comando..

Passo 4: Mede a distancia desse ponto a cada um dos vértices do triangulo
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€3 GeoGebra - Circuncentro.ggh SRRENC X
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QUESTAO: Com o passo anterior o que conclui?

Resposta: O ponto de interseccao das mediatrizes estd a mesma distancia de cada um dos

vértices do triangulo.

Com o centro nesse ponto de interseccdo das medianas e com os raios GC, GB e GA

conseguimos construir uma circunferéncia.

centro da circunferéncia circunscrita.

Ao ponto de encontro das trés mediatrizes de um triangulo chama-se circuncentro ou

Parte 2

Incentro ou centro da circunferéncia inscrita.

Passo 1: Construa um triangulo qualquer.
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Passo 2: Trace as bissectrizes do triangulo.

GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

L GeoGebra - Incentro.ggh
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Passo 3: Assinala o ponto de interseccdo das bissectrizes do triangulo (opcdo directa no

GeoGebra).
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Passo 4: Mede a distancia desse ponto a cada um dos lados dos vértices do triangulo.

¥ GeoGebra - Incentro.ggb.
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QUESTAO: Com o passo anterior o que conclui?

Resposta: O ponto de interseccao das bissectrizes esta a mesma distancia a cada um dos lados

dos vértices do triangulo.

Com o centro nesse ponto de interseccao das bissectrizes e com os raios ED, FD e GD

conseguimos construir uma circunferéncia.
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¥ GeoGebra - Incentro.ggh
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Ao ponto de encontro das bissectrizes de um triangulo chama-se incentro ou centro da

circunferéncia inscrita.

A actividade 7 tem como objectivo raciocinar indutivamente (ou seja, formulando uma

conjectura a partir dos dados obtidos) e dedutivamente (isto é, demonstrando essa

conjectura). Os alunos, vao ter de tracar triangulos rectangulos e quadrados, calcular areas

com o auxilio do GeoGebra.

Actividade 7

Teorema de Pitagoras

Passo 1: Construa um triangulo rectangulo.

Sugestao: Para ajudar, pode utilizar a quadricula para marcar os trés pontos que

formam o triangulo rectangulo.
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Passo 2: Trace, em cada lado do triangulo rectangulo, o quadrado respectivo (o lado de cada

quadrado ¢é igual ao lado do triangulo respectivo).

O Geoetns - Teorama de PRGOS o0 = o e T R P ===
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Passo 3: Determine o valor da area de cada um dos trés quadrados construidos sobre os lados
do triangulo rectangulo e anote-os numa tabela (ou na folha de calculo do GeoGebra).
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Passo 4: Repita, algumas vezes, todos os passos anteriores, construindo novos tridngulos
rectangulos distintos. Ou também, com o GeoGebra (na opcao Mover da janela 1), arrastar um

ou mais vértices do triangulo para obter outro triangulo rectangulo.
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QUESTAO: Que relacio pode estabelecer, em cada tridngulo rectangulo que construiu, entre
as areas desses quadrados?
Resposta: Num triangulo rectangulo, a area do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual

a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos.

Actividade 8

Funcao Afim

Parte 1

Considere a funcao do tipo f(x) = ax, com a € R\{0}.

Escolha varios valores de a (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de a escolhido, complete uma tabela da seguinte forma (pode

usar a folha de calculo do GeoGebra):

Ponto
a= x y=f(x) =ax x,y)

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos
aparecem na zona algébrica e grafica. Esboce o grafico ligando todos os pontos.
Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcdo (ou seja, para cada

valor de a escolhido).
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€ GeoGebra - Fungio Afimaggh [= & il €3 GeoGebra - Fungdo Afimagh =IE]
Ficheiro Editar Exibir Opobu anam-mu Janela Mnﬂ: Ficheiro Eaitar Exbir Opgdes Femamentas Janels Ajuda _:
. _"_ )r) J :::Bumum.msshmmadu&m : :::n'e um objedto seleccionado [Esc) I;‘
J. Obijectos ires 4. Objectos Iivres X|
I Chioctns topasdories 4 :B:1H
vt dupenderes || :
) Entrada: (0, 0) i :' v: o - :melm | @ Entrada +|'a + Comando .
a=1 a=1
Observe que na zona algébrica aparece a equacao que define a sua funcdo. Compare-a
com a expressdo analitica da sua fungao.
[ ¥ GeoGebra - Fungio Afim.ggb (= [ E ]
Ficheiro Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda
Mover
| Amraste um objecto seleccionado (Esc)
k Dmectoshvres a
@ ax-y=0 b
| Objectos dependentes
2]
1_
0
8 |-5 4 3 2 1 o | 1 2 3 | 4 | 5 ]
4]
2]
N
a
@ Entrada: | H‘ v”u '“Comando... -
Passo 2: Repita o passo 1 com outro valor de a, mas mantenha o mesmo referencial cartesiano
para todos os valores de a.
£ GeoGebra - Funglo Alimggh == [ GeoGebra - Fungio Afmaogh =E]
Ficheiro Eotar Exbir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Fichewo Editar Exbir Opgdes Ferramentas Janela Auda
L | 3
HTT I [c) )74 NN =5 [ - | Y | | ,\ S (o] B 172 DN - O,
J. Objecios Ivres. i Obiectos livres
) Objedios dudh ’D““
PE=
i unndnsnlnmqmm
o sl
1, .0
¥

& Entrada: |0, 0) * a v | Comando..

) Enraga

v @ v Comanda_
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£ GeoGebra - Fungdo Afim.ggb E@Q
Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
Iy A / . D. @ @ . *ezz ||| || Mover
l® . o= o o . — | Amaste um objecto seleccionado (Esc) -
.. Objectos livres x a 3
@ ark+y=0 |
. Objectos dependentes
2,
1
= = i — — i - — '3 — — ~
1]
2|
3
@ Entrada: = ~/|a ~ | Comando .. -

No final, obtemos algo analogo a seguinte figura:
'ﬂ GeoGebra - Fungdo Afim.ggb = | [= ﬂ.

Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
[
.
3

L~ IOl

= 7 = &)
. Objectos livres x ]
@ bix+y=0

. Objectos dependentes

X
—

7]

A

a=z2
L

Mover
[

Arraste um objecto seleccionado (Esc)

L

) 7|

@Entrada: = ~ o ¥ | Comando .. -

QUESTAO: 0 que pode dizer relativamente a todas as funcdes que considerou e aos seus

respectivos graficos?

73



Parte 2
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Considere a funcao do tipo f(x) = b, com b € R.

Escolha varios valores de b (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de b escolhido, complete uma tabela da seguinte forma (pode

usar a folha de calculo do GeoGebra):

b = X

Ponto

y=fx)=»b )

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos

introduzidos aparecem na zona algébrica e grafica. Esboce o grafico ligando todos os pontos.

Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcao (ou seja, para cada

valor de b escolhido).

€3 GeoGebra - Fungdo Afimagh |l ) ] £ GeoGebra - Funglo Afimagb (o] E
Fieneir Editar Exibr Opgdes Femamentss Janela Ajuda Ficheiro Edtar Exbir Opgoes Fenamentas Janela Ajuda
Al [y ol g S e Mover al s eyl ™ S ez || gy | Mover [
‘ AN LN E [ a2 L) Arasts um ovsectssetecconaca sy Y ||l % O [ ZABN -2 )| Krase um ooco setecconado escr
Objectos Inres Objectos Infes x
Objectos dependentes A=(0,1)
N 2 B=(1,1)
3 Cm1,1)
Objectos dependentes
B
o
= = = 3 R v 3 ) = c s = n 3 3 o
@ Entrada: (0, 1) v g v Comando.. # Envaga = a v Comando -

Observe que na zona algébrica aparece a equacao que define a sua funcdo. Comparando-a

com a expressao analitica da sua funcao.

£ GeoGebra - Fungio Afimggb

Ficheiro Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

g

Mover
.| Amaste um objecto seleccionado (Esc)

Objectos Ivres
LD A=(0,1)
3 B=(1,1)
@ c=1)

9 ay=1

Objectos dependentes

@ Entraga

v |@ = Comando -
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Passo 2: Repita o passo 1 com outro valor de b, mas mantenha o mesmo referencial cartesiano

para todos os valores de b.

+ a = Comando_ -

€ GeoGebra - Funglo Afimggh e=eTE] € GeoGebea - Funglio Afimaggb =B
Fichewo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Ficheiro Erar EiDir Opies Femamentas Janela Ajuda
A v [ el . Mover: - | = 5]
I . - a iyl =T el Mover
. u._‘/{, Al © L) _'éc., \Aﬁ L '*'., Arrasie um objecto seleccionada (Esc) o |m‘ . . (e O, [ "{., \ = ‘*’, Arraste um abjecto seleccionado (E5c) »
Oncloslwss % B o ¥ . - - ==
Otieclos depsndantes 3 D=(0,1)
4 GE=(1,1)
3 -1, .
J: Obisctos depandantes
s
'
o
PR PR e 2 3 s s
0
T
o
T 5 4 = T e T T 3 a4 s e 2
1\
3
7 - '
&) Entrada: (0,.1) ) Envaca = |a * | Comando -

No final, obtemos algo analogo a seguinte figura:

£ Geoliebra - Fungho Afimaggh =
Fichero Editar Ewsir Opples Femamentas lanela Suda |
A L ] . i o o - Mirenr e}
- o "-/.d | lL*" .._, ":j_? "?-"__, "i_. :\\_, o Amaste um sbjedo seleccionade (Esc) -
E |
=]
T L] 2 - & ] -2 1 [-] 2 3 4 a L] r L ]
¥
) Eraca - - & v Comam . -

QUESTAO: 0 que pode

respectivos graficos?

dizer

relativamente a todas as funcdes que considerou e aos seus

75




GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

Parte 3
Considere a funcao do tipo f(x) = ax + b, com a € R\{0} e b € R.

Escolha varios valores para a e para b (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de a e cada valor de b escolhido, complete uma tabela da
seguinte forma (pode usar a folha de calculo do GeoGebra):

Ponto
b= x y=f(x)=ax+b xy)

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos
introduzidos aparecem na zona algébrica e grafica. Esboce o grafico ligando todos os pontos.

Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcao (ou seja, para cada
valor de a e cada valor de b escolhidos).

£ GeoGebra - Fungdo Afimggh - | ) il £} GeoGebra - Fungio Afmaggh = ©
Ficheif EGtar Exbir Cpgdes Fenamentas Janela Auda

NI RS R e
A | PO [l N2 L2 ] Arasts um obieco staccionaco e

Objectos Ivies
Objectos dependsntss

Ficheiro Editar Exibir Opgles Feamentas Janela Auda

o | moer
| Araste um objecte seleccionado (Esc)

=
[

. 3 B=(05,4) .
Objectos dependentes .

@ Entrada: [10,3) + o =] comando = @ Entrada

+ |a = Comando

a=2eb=3 a=2eb=3

Passo 2: Repita o0 passo 1 com outro valor de a e outro valor de b, mas mantenha o mesmo

referencial cartesiano para todos.
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£ GeoGebra - Fungdo Afimggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
A Mover
LA /: Arraste um objecto seleccionado (Esc)

1. Objectos livies x

O A
P

ay=2x+3

). Objectos dependentes
3
2
1
o

9 5 n 3 2 1 o 1 2 3 3 5 o

1

@ Entrada: ‘ [= -Hn v]lcomanuo =

Por exemplo, considerandoa =2 e b = —1.

¥ GeoGebra - Fungie Afimggh ¥ GeoGebra - Fungdo Afimagh
Ficheiro Ediar Exiois Opgdes Femamenias Janela Ajuda

Ficheiro Edtar Exibir Opglies Femamentas Janela Auda
5 5 8% 15 (o) (5] PN ][]

I Objectos Ivres. |
J. Dbjecios dependentes @ E

=l

B % D=(05,0
). Objectos dependentes

@ Envaca o’ B

) Entrada

» o v Comanda._ -

£¥ GeoGebra - Fungio Afimggb

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
Mover
Arraste um objecto seleccionado (Esc)
1. Objectos livres %
@ c=(0,-1)
@ D=(05,0) 4
9 ay=2x-1

Objectos dependentes

@ Entrada |

[ —pe— =
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No final obtemos algo analogo a seguinte forma:

3 GeoGebra - Fungio Afim.ggb

| (B |
Ficheiro Editar Exioir Opghes Feramentas Janela Ajuda

[% A / . @ "’ "Q(:'._ X Mover D
- e/ N Arraste um abjecto seleccionado (Esc) =3
. Objectos livres X AR a
@ ary=2x-1 14
<@ by

@ ciy=-2x-3
@ diy=-2x+1
| Objectos dependentes

1

| o + Comando.

'@' Enirada

QUESTAO: 0 que pode dizer relativamente a todas as funcdes que considerou e aos seus
respectivos graficos?

Actividade 9

Funcao Quadratica
Parte 1

Considere a funcéo do tipo f(x) = ax?, com a € R\{0}.

Escolha varios valores de a (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de a escolhido, complete uma tabela da seguinte forma (pode
usar a folha de calculo do GeoGebra):

Ponto
y = f(x) = ax? e

78



GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos
aparecem na zona algébrica e grafica, respectivamente. Esboce o grafico ligando todos os
pontos'.

Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcao (ou seja, para cada valor de
a escolhido).

0 Gectetes - Funio Quadritcaggls © i
Ficheiro Edar Exibir Opcles Femamentas Janela Ajuda

e

Objectos Ires.
Obieclos dependentes

£ GeoGebra - Funglo Quadriticaggb e =

Fichewo Edilar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Auda

e DIRENN G
o Arraste um objecto seleccionado (Esc) d z L , [’ | | g

Obiectos Ivras
A 0)
2E=01,7) | . 1
3 6=(1,1) M +
H=(2,4)

N #1224
Oblectos dependentes

2l (o3
U\

w2 ||| g || Mover
3 | Amaste um abjects selecaionado (Esc)

&) Entrada |(0,0) ® - a =+ Comando - ) Entraca ~ |a v Comanda -

Ao contrario do que aconteceu na funcao afim, os alunos nao reconhecem de imediato

a forma do grafico. Quanto maior o nimero de pontos, mais certeza tém que é uma forma
parabdlica.

Passo 2: Introduza a expressao da sua funcao (na figura abaixo usamos y = x?)

£ Geoebrs - Fungio Quadraticaggh = | E ] £ GeoGebra - Fungdo Quadriticagg o | (o) bt

Ficheiro Editar Exiir Opghes Feramentas Janela Ajuda

Ficheiro Editar Evibir Opgdes Femamentzs Jansia ajuda

A 2 A =l ol hover [l m Al =1 sl T s U s Hover [
L % B S AN \/:. O e _'{'. Arraste um objecto seleccionado (Ese) [ ‘ I T 0% e -S|SO 1SSV [N & a

Artaste um objecto seleccionado (E5c)

Opjectos Ires Objecos lvres e 1 i
A= 0,00 3 A-(0,0) \
FF=[1,1) | " H @ F=(1,1) Y A
2 G=(1,1 * * 3 G=(1,1) \
¥ H=(2,4) 3 H=(24)
g e . ot \
Objectos dependentes dey=x
Onjectos dspendentes
G F G
. 1 . k.
ot 0
n s 3 o ] s . = = = 9 ] a ' E] [ ] a
| K
D Entrada yex* v o v Comando.. - ) Entrada:

v @ v Comando. -

Passo 3: Repita os passos anteriores com outro valor de a.

> pPode ocorrer que a escolha dos pontos por parte do aluno nao dé para obter a forma de uma
parabola. O professor tem de ir supervisionando o trabalho dos alunos na sala de
computadores.
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. 1
Por exemplo, considerando a = e

GeoGebra, algumas aplicacbes ao Ensino da Matematica

_ ) GeoGebea - Fungdo Quadraticaggh | SR ==)
TS =
© Forsi Ot [Fichero Ectar Exioir Opgbes Famamanias lansia Auda
Ficheiro EGtar Exbir Opedes Femramentas Janela Auda . [ J " } ” - “ ” j
AN O : DR EREEEEN
. &* ‘ | Amaste um asjecto seleccionado (Esc) | = G
i Dhl clos livies.
) Opjectos Invres -10,0)
L. Objectos dependent l'$ J B ,0.25)
@ C={1,0.25)
@ 0-2,1)
PE-(21)
2 ). Otiectos dependenies
2
IE 1 .D
o
N s
0 FREEFE O T =
A
) Entrada (0,0 ~ a ~ Comande.. T 3
- ) Entrada * @ v Comando.. -
€ GeaGebra - Funcho Quadritica.ggh === ¥ GeoGebra - Fungla Quadratica.agh =] = e
Fichewo Ediar Exbir Opgoes Femamenias Jansla Auda (P Edtar G Opghes Famamentas Janela Ausa
B l=lelcl< & / Sicl® 2
| o et oo seleccimneda 5 » Pt T -
Obiecios Ires E Objectos Imres
.0) 3 A-(0,0)
2 8-1,025) 4 3 B=(1,025
@ C=(4.025) 3 C- (1,029
@ D=1 @ D=(21)
P E-12,1) 3 E-12,1)
)i Objsctos depandsnies 3 ey=0250
Ji Objectas dependentes
2
E 2 3 E
C B C
* _olp * olt
T s 4 s = =« o 1 1 3 a5 e e s = = = = Is =
A )
’/
@ Envaga: y-t1ape o =] comando @ Entrace: | «|[a_= [Comando... -

No final, obtemos algo analogo a seguinte figura.

€3 GeoGebra - Fungio Quadraticaggb E@g
Ficheiro Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
2 [P e 1 o s 2 N [
° o o n b o g . 0 - Arraste um objecto seleccionado (Esc) |
T T T T T T T
3 7 ] 5 g 7 8
14
@ Entrada: | H‘ v”u v”Comando... -

QUESTAO: 0 que pode dizer relativamente a todas as funcées que considerou e

respectivos graficos?
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Parte 2

GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

Considere a funcéo do tipo f(x) = a(x — h)?, com a € R\{0} e h € R.

Escolha varios valores para a e para h (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de a e cada valor de h escolhido, complete uma tabela da
seguinte forma (pode usar a folha de calculo do GeoGebra):

y = f@) = a(x - h)?

Ponto

xy)

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos

aparecem na zona algébrica e grafica, respectivamente. Esboce o grafico ligando todos os

pontos.

Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcao (ou seja, para cada valor de
a e cada valor de h escolhido).

€ GeoGebra - FungBo Quadriticaggb

Ficheiro Edtar Exibir Opchies Femamentas Janela Ajuda

RN N E RN B

Arraste um objecto selectionado (Esc)

:

€ GeoGebra - Fungio Quadraticagab

Ficheiro Editar Exibir Opghes Feramentas Jansia Ajuda

el IS . ~iirc R

Onjecios wes

3 A=10,0)

3 F=i1,1)

3 G=(11) M
4 H=(2.4)

) Entrada (0,0)

Camanda

Lage || gy | aover

Arrasts um objecto selsccionads (Esc)

H
.

e

) Entrada

leh

Il
o

Ao contrario do que

aconteceu na funcao afim, os alunos nao reconhecem de imediato

a forma do grafico. Quanto maior o nimero de pontos, mais certeza tém que é uma forma

parabdlica.

Passo 2: Introduza a expressao da sua funcao (na figura abaixo usamos y = x?)
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€ GeoGebes - Funglo Quadibtica.ggb =] E - ) GeoGebra - Funglo Quadritica ggh JESEE==)
Ficheira Eatar Exoir anﬂ.s Femmamentas Janela Ajuda Fichewo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda
a)
D[ B3 [o) )] PN = [ - | | Y ([ \flljll IS [ 5 [23 AN [ - e
i om a0s s X ). Otjectos Ivres
=0.0) @ A=(0,0)
Jl nn H @ F=(1,1) |
61,1 * @611
P H=2.4 @ H=(2,4)
@ 1=(2.4 N F1-124) N
J. Objecios dependentes y=x
4. Ovjecios dependentes
. .
o G o1
ol A
.
) Entrada y=x' - n-mmn, ) Enraca - :n -:cnmanm,
Passo 3: Repita os passos anteriores com outro valor de a e h.
Por exemplo, considerando a =1eh = 2.
) GeoGebra - Fungio Quadsiticaggh [E=E) €Y GeoGebra - Fun3o Quaditicaggh =1
Ficheiro Editar Exibir Ouwﬂ Femmamentas Janela Auda Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Auda 1
B | ] Q=
0 1Y 8% 1 [o) [ P N 2 - e
. Objectos Inves 4. Objectos livres x
. Objectos Nﬂnﬂﬂlu @ A=(20
@ B=(1,1) 40 E
@C=1) *
@ D=(0.4)
@ E=(4,4)
4. Ongectos aependentes
a .(.
o A
.
® Entrada: (2,0 - a v Comando_. @ Enrada: ~ o+ comanda._. -
0 Geofictra - Fungho Quadkiticaggh [ESE==) 3 Geobebra - Funglo Quadriticaggh —
Ficheira Editar Exibir Opghes Femamentas Janela Ajuda Fichewo Editar Exiir ﬂw-r- Femamentas Janela Auda m
e . )| BN [ - (B S (o] 5] |[2 IN - A
A Objectos ivwes . Omjectos nres
@ A=(2,0) @ A=20
S b ‘ S et o
@ C=EN . @c=(31)
@ D=(0,4) @ 0=10,4
PE-4,4) P E=(4.4
). Objectos dependentes

) Entraga y-ix-21°

- la «| comanao

Docyma-dned
)i Otjectos dependentes

&) Entrada
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. 3
Por exemplo, considerando a = —5e h = 4.

GeoGebra, algumas aplicacbes ao Ensino da Matematica

£ GeoGebra - Funio Quadraticaggh (=5 i € Geotebra - Fungdo Quadraticagge (= & el
Ficheiro Editar Exibir Opghies Femamentss Janela Amda Ficheiro Etar Enbir Opgles Fermamentas Janéla Ajuda
M1 A e ) 3 ol ez Mover ) 1 A f . . 5 3 0l Mover @)
L e || ®,, (-’,/9 ‘{\, . : — <P | Amasis um ovect selscconago (E50) - m . ,r/y || O, f'), ‘{\, == 'i',, Atraste um oBjecto seleccionado (Esc) -
1. Objectos Inres | | Objecios res x B G
. Objectos depencentes S E-@0) T |e T s e s e 7 s e
. 3 Ga26)
@ H=(5,5)
J. Objectos dependentes
:
2
2
2
"
TR R PR TR PR PERCERCERERD 5
- IG lH
4
) Envrada; (4,00 * @ v Comando. - ® Entraga: = a =| Comando.. -
©3 GeoGebra - Fungio Quadriticaggh [E=ES) €3 GenGebra - Fungo Quadsiticaggh (= o |

Ficheiro Editar Exibit Opgies Ferramentas Janela Ajuda

=0

[Ficneirs Edftar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda

)i Objectas dependentes

2

3

a

n BNk over |.' A ERlR I e I e Mover

59 82102 (0 [5) PN 12 [0 - 0 PR3 (0) ) | P AN 3 - T

1. Oblectos Ihres B o F 11 Objecios lres s G
@ F=14,0) 2 ] ] 1 2 a 3 5 a 7 ® @ 10 9 F=i0 2 £l o 1 2 2 s o T e . o
36-2-6 3 6-(2,6)
@ H=(6,-6) ' @ H={6,6) )

3 ey =15 12 2
)i ‘Objectos dependentes

) Envada y-(32Hx-AF

i Entrada:

No final, obtemos algo analogo a seguinte figura.

€7 GeoGebra - Fungio Quadritica.ggb @E‘g
Ficheire Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
[ e B [ o) [ [ N T [ s
1 L & o | & o o L _'_v 5| Arraste um objecto seleccionado (Esc) |£|
T T T T T T T T T T T T T
-8 7 -8 -5 -4 -3 0 1 2 3 5 8 7 El
-1 /
/ ery=-15¢+12x- 24
2|
/ \
{ \
@ Entrada: | ’= v”u v"Comando -

QUESTAO: 0 que pode dizer relativamente a todas as funcdes que considerou e aos seus

respectivos graficos?
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Parte 3

Considere a funcéo do tipo f(x) = ax? + k, com a € R\{0} e k € R.

Escolha varios valores para a e para k (positivos, nulo, negativos).

Passo 1: Para cada valor de a e cada valor de k escolhido, complete uma tabela da

seguinte forma (pode usar a folha de calculo do GeoGebra):

K = x y=f(x)=ax*+k

Ponto

xy)

“Marque” os pontos (x,y) obtidos introduzindo-os na entrada de comandos. Os pontos

aparecem na zona algébrica e grafica, respectivamente. Esboce o grafico ligando todos os

pontos.

Sugestao: Use uma cor diferente na zona grafica, para cada funcao (ou seja, para cada valor de

a e cada valor de k escolhido).

€ GeoGebra - FungBo Quadriticaggb 5

i

€ GeoGebra - Fungio Quadraticagab
Ficheiro Ecar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

Objectos limes

3 A-(0.0)
2 F=011)
4 G6=11.1)
3 W=z
- )
Objectos depandantes

Ficheiro Editar Exibir Opghes Feramentas Jansia Ajuda

Alll ol s ry (-= 5 g || Mover m all <l % e
Y7t ) |22 (LA (RS [N ! | Amaste um objecto selectionado (Esc) LA i v | (Eand’ WSl [L

L] o

H
.

Arrasts um objecto selsccionads (Esc)

e

) Entada (0,0) + |a + Comando ) Entrada

a=1lek

Il
o

Ao contrario do que aconteceu na funcao afim, os alunos ndo reconhecem de imediato

a forma do grafico. Quanto maior o nimero de pontos, mais certeza tém que € uma forma

parabdlica.

Passo 2: Introduza a expressao da sua funcao (na figura abaixo usamos y = x?)
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Passo 3: Repita os passos anteriores com outro valor de a e h
Por exemplo, considerando a =1¢ek = 2.
€ GeoGebra - Fungio Quadrética.ggh == €3 GeoGebra - Funglo Quadriticaggb ==
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Por exemplo, considerando a = —-2¢k = 2.

GeoGebra, algumas aplicacbes ao Ensino da Matematica
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No final, obtemos algo analogo a seguinte figura.
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% GeolGebra - Fungdo Quadratica.ggb
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QUESTAO: 0 que pode dizer relativamente a todas as funcées que considerou e aos seus

respectivos graficos?
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GeoGebra, algumas aplicacdes ao Ensino da Matematica

Nota: Como os alunos a que se destina este conteido sdo do ensino secundario (10° Ano), o
professor pode orienta-los com a ferramenta selector.

No GeoGebra crie trés parametros dinamicos que permitem observar a variacao da funcéao,

usando trés selectores que consistem num pequeno segmento de recta sobre o qual se desloca
um ponto e ao qual lhe corresponde um valor.

© GeoGebra - Fungdo Quadraticaggd [=E) €3 GeoGebra - Fungio Quadriticaggb [=EI)
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A A s, P ) \ ‘ Selector. Clique na zona grafica para especifcar | | A A s z‘ G | Selactor: Cligue i zona grific par espedicar ()
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. R . .
1% Caira para exbir/ esconder objectos a=t gn=1 gk
3
ABC nserirtento
9% wserimagem :
aZp Relaglo ente dols objectos
o 1
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+
© Envada v la v Comando - &) Entvada ~ @ - Comando -

Passo 2: Introduza, na entrada de comandos, a expressdo y = a * (x — h)? + k."®

o — € GeolGebra - Funghio Quadréticaggh == ]
L R P T Ficheito Edtar Exbir Opghes Ferramentas Janela Auga
all I s el sl Tl e | e Ty l=l@lollel= wover @
'
0
wasd gusi ‘F' ‘}1:1 ’x| 4
)
2
v o
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Ao deslocar cada um dos pontos dos selectores, eles mudam de valor e observe a variacao que
ocorre no grafico.

€3 GeoGebra - Fungdo Quadsiticaggh

= | ] L GeoGebra - Funglo Quadraticaggh

Ficheiro Editar Exibir Opgles Femamantas Jansla Ajuds

@ A

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Femamentas Janela Ajuda

o) B[N B RENRTERNE R

|l B

) Entrada * @ v Comando -

~ @ | Comando =

8 Enirada

16 Os selectores tém de ter a designacéo a, h e k e tomar valores positivos, nulo e negativos.
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===

€ Geolebra - Fungho Quadritica.ggb
Ficheio Ediar Exibw Opgdes Ferramentas Janela Auda
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* 4 = Comando
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Actividade 10

Problema Histoérico do Filésofo e Matematico francés René Decartes (1596 - 1650)
Dado um rectdangulo como construir um quadrado de igual drea?

Passo 1: Abre o Software de Geometria Dinamica, GeoGebra, e comece por construir um

rectangulo [ABCD], partindo de um segmento de recta [AB] e tracando rectas perpendiculares

e paralelas.

[ Gectontns - Pt & G oms = T Reeeh (=) €3 GeaGebra - Rectingulo ¢ Quadrado com 2 mesma Areaggb =l=
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-
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] &

O Loous

- 8 - Comanca =  Enveca <] =] Comando.

) Envrasa:
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Passo 2: A seguir, sobre a recta perpendicular a AB e que passa pelo ponto A, considere um

C.

ponto que seja vértice do rectangulo (por exemplo D). Do mesmo modo, identifique o vértice

{3 GeoGebra - Rectangula e Quadrado cam a mesma Areaggh To @ £ GeoGebra - Rectingulo € Quadrado com a mesma Area.ggh: (=l E =
Ficheiro Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Auda Ficheiro Editar Exibir DD§DEE Ferramentas Janela Ajuda
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LI o= e, J mmumomemsmemnnauu:zs:s -~
D, C

a d

4 d A 5
&) Entrada: * 4 | Comando.. @ Entrada:

v @ ~| Comando

Passo 3: Para a construcao nao ficar muito confusa esconda as rectas e, de seguida, construa o
poligono, que neste caso é o rectangulo [ABCD].

L GeoGebra - Rectingulo & Quadrado com » mesma Area.ggb

[= & il ) GeoGebra - Rectingulo & Quadrado com a mesma Area.ggb [E=E =)
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Poligono. Seleccione 1ados os virtices ¢ @) | A il @lbe @
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C C
]
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) Entrada ~ & =|Comando - #) Entraca: ~ g ~|comanao

Passo 4: A seguir, determine o ponto E. Trace uma semi-recta com origem no ponto A e que

passa pelo ponto B e, depois, trace a circunferéncia de centro no ponto B e com raio BC.

o g Areaggi

(=] el

Ficheiro Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda

DE P EOERRDC

Recta definida por dois pontos
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o Vector definido par dais pontos.

2 Vector aplicada num ponto

) Entada

€7 Geolebra - Rectinguie « Quadrada com a mesma Areaggh
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3 GeoGebra - Rectingulo = Quadrado com s mesma Area.ggb [= | & il ) GeoGebra - Rectingulo « Quadrada com a mesma Areaggb | E=E )
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4| ou cliqus anectamente na intersecglo

) Entrada

Passo 5: Esconde, agora, a circunferéncia tracada anteriormente e define o arco de
circunferéncia de centro no ponto B e que passa pelo ponto E e pelo ponto C

£ GeoGebra - Rectingulo e Quadrado com a mesma Area.ggb
Ficheno Editar Exibir Opgdes Fenamentas Janela Auda

e

DA ESES o [5)
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m

[

1 Geolebra - Rectingulo & Quadrado com & mesma Arca.ggb
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DB SRS » & FNED
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(= @ kil

2
L

) Entrada

Passo 6: Define o segmento [AE] e determine o seu ponto médio, obtendo-se, assim, o ponto

M. Esconde a semi-recta com origem no ponto A e que passa pelo ponto B, definida
anteriormente, para a construcao nao se tornar muito confusa
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o Segmento definido por dois pontos
" Seamento dados um ponta ¢ o comprimento

o~ Semirecta dekinida por dois pontos

o Vector definida por dois pontos

% Vedtor apicaco num ponto
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Passo 7: Trace uma circunferéncia de centro no ponto M e de raio MA. Seja esse ponto, P, o

ponto de interseccdo entre a circunferéncia e o lado [BC] do rectangulo [ABCD].

¥ GeoGebra - Rectingulo & Quadrado com a mesma Areaggb
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2 GroGebra - Rectngula e Quadrade com a mesma Area.ggh
Ficheiro Editar Exidit oma Ferramentas Janela Ada
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¥ GeoGebra - Rectingulo e Quadrado com a mesma Area.ggb.
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Passo 8: Considere o segmento [BP] um dos lados do quadrado pretendido. Trace, agora, uma

circunferéncia de centro no ponto B e de raio BP. Seja esse ponto, Q, o ponto de interseccao

entre a circunferéncia e o lado [BE] do rectangulo [ABCD].

I T e e
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(=3 compasso
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2
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Passo 9: Trace uma recta perpendicular ao segmento de recta [BQ] e que passe pelo ponto Q.

L GeoGebra - Rectingulo & Quadrado com a mesma Area.ggb

S

£ Geoloebra - Rectangula « Quadrada com a mesma Areaggh

[BIET==)

Ficheiro Editar Exibir Opedes Femamentas Janela Auda

Ficheiro Edfar Exibin Opches Femamentas Janela Auda

_. I Recta perpendicular. Selecciane um poato & (3] / r p’\ e \ a2 || o4 || Rectaparmendicular. Seleccione um pont ¢ )
oy —~ | umarecta (semirects, ssgmenta, vector) , — ;| uma redta (semirecta, segmento, vector) )
7'_, Recla perpendicular
" Rectaparalela
N " PR c
o Megiatiz - -
£ Bissean =
/D Tangentes
) Reca potar ou camena
J47 Rectaderegresstio
5 M o Je A Gl o I
O Locus
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Passo 10: De seguida, trace uma recta paralela ao segmento de recta [BQ] e que passe pelo

ponto P.

¥ GeoGebra - Rectangulo & Quadrado com a mesma Areaggh
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A
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() Entrada * o v Comando.

Passo 11: Determine o ponto de interseccao entre as duas rectas tracadas anteriormente.

esse ponto de interseccao, o ponto H.

Seja

©) GeoGebra - Rectingulo « Quadrado com a mesra Areaggb
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\G \\G
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@ Entrada: v @ v Comando - @ Entrada: P =/ a v Comanda -

Passo 12: Considere, agora, os segmentos [PH],

pretendido, que neste caso € o quadrado [QHPB].

[H

Q] e [0B],

os outros lados do poligono
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£ GeoGebra - Rectingulo e Quadrado com a mesma Area.ggb
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Passo 13: De seguida, constrdi o poligono regular, o quadrado [QHPB], e esconde as rectas e as

circunferéncias uma de centro no ponto B e raio BC e outra de centro no ponto M e raio MA,
respectivamente, para a construcao nao ficar confusa.

3 GeoGebra - Rectingula e Quadrado com & mesma Areaggb (= [ ] £ Geolebra - Rectingula ¢ Quadrads com a mesma Areaggh
Ficheiro Edtar Exoir Opgles Feramentas Janela Auda

Ficheiro Ediar Exibit Opcbes Feamentas Janela Ajuda
AN == §| (ML ANE s =}

digite 0 nimera de

(=@ il

#) Entrada;

) Entrada:

Passo 14: Determine a area do rectangulo [ABCD] e do quadrado [QHPB].

o A

(o 5 il 3 GeoGebra - Rectingulo  Quadrado com a mesma Areaggh [=]E -
Ficheiro Ecilar Eubir Opgbes Femamentas Janela Auda Ficheiro Eamar Exipir OpgBes Femamentas Janela Ajuda
[ ’ e g™ | Anguio @ ¥
D[ F RS (13 (C) ()] = BN 0 e 5% 5%

s el = | as Area: Selecciane um poligeno, um eirculo ou D
ESclm 2 BN E R e .

o dnguio

| Angulo com ampiuds fxa

2" Distincia, comprimenta ou perimeto

omd
A Area L

/ Declive Area ABCD=12

() Entradz:
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Passo 15: Para ajudar a demonstrar que a area do rectangulo [ABCD] e do quadrado [QHPB]
construidos sdo iguais, constroi o triangulo [AEP], com as suas linhas a tracejado, como

elemento de partida para demonstrar que as areas dos dois poligonos sao iguais.

£ Geolebra - Rectingulo & Quadrado com & mesma Areaggb. (=1 E ] '3 GeoGebra - Rectingulo e Quadrado com a mesma Areaggh (=] s
.F\me!m Editar Exioir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
~ 0 m =iks ) \-_ . Poligona: Selsccione tadas o5 véraces & ) Al Al el e \ et Poligono: Seleccions todos os virtices ¢ @
R, ‘ . ,‘ /{_ A . e 'd., DN 'f', novaments o vérlice inicial 3 RJ L ’/ L ey ‘5.; DN ! "I‘J novamente o vértice inicial P
= poligono
::- Poligona regular
3 H P H
Area ABCDI=12 AreaQHPB =12 AreaABCD =12 ArgaaHPE=12
Al B M () ]E Al B W a ]r
) Entrada i * o v Comando._. . @ Entrada: P v o * Comando... -

£ GeoGebra - Rectangulo e Quadrado com a mesma Area.ggh [E=TEn ==

Ficheiro Editar Exibir Opgiies Femamentas Janela Ajuda
Mover
5 Amaste um objecto seleccionado (Esc)

e

Arsa ABCD=12 AreaQHPB=12

@ Entrada:

* a = Comando -

Sugestao: Considere os triangulos rectangulos A[ABP], A[BPE] e A[APE].

Nota:
(AP)? + (PE)* = (4B + BE)?
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