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Paralelismo de rectas e de planos

Vo




QUESTOES

1- O que séo rectas paralelas?

2 - Quando é que uma recta € paralela a um plano?
3 — Quando € que um plano € paralelo a uma recta?
4 - Quando € que dois planos s&o paralelos?

9 - Rectas obliquas paralelas ao B , 4t€m as suas projecgdes paralelas entre si?
Justifica.

6 - Quando € que uma recta € paralela ao B 4 3?

Exercicio |: PARALELISMO DE RECTAS E DE PLANOS

Recta paralelaa um plano

Sdo dados um plano de rampa p e um ponto P (2;4). Os tragos
horizontal e frontal de p tém, respectivamente, 5 cm de afastamento e
3 cm de cota.

Desenhe as projecgoes de uma recta r, paralela a p, sabendo que r
passa por P e sua projec¢io frontal faz um angulo de 30° (a.d.) com o
eixo X.
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Exercicio |

Representaram-se o plano p, pelos seus tragos, e o ponto B, pelas suas projecg¢des, em

funcdo dos dados.

~N

Desenhou-se a projecgdo frontal da recta r — r2 — passando por P2 e fazendo, com o eixo

X, o dngulo pedido.

Para a recta r ser paralela ao plano p, tera de ser paralela a uma recta do plano. Para tal,

w

recorreu-se a uma recta auxiliar s, pertencente ao plano e garantindo que s seja paralela a
recta r — s2 é paralela a r2. A recta s estd definida pelos seus tragos (condi¢do para que

uma recta pertenga a um plano).

4. Conduziu-se, por Pl, a projec¢do horizontal da recta r (rl), paralela a sl. A recta r é

paralela ao plano p, pois é paralela a uma recta do plano (a recta s).




Exercicio 2: PARALELISMO DE RECTAS E DE PLANOS

Plano paralelo a uma recta

E dada uma recta obliqua m, que passa por M (3;3:4) e cujas
projeccoes fazem angulos de 60° (a.e.) e 50° (a.d.) com o eixo X,
respectivamente a projecgao horizontal e a projecgao frontal.

E dado, também,um ponto A (-3;3;2).

Determine os tragos de um plano o, paralelo a m e passando por A,
sabendo que o trago horizontal de a faz um angulo de 45° (a.d.) com
o eixo X.
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Exercicio 2

Representaram-se a recta m (ponto M) e o ponto A, pelas respectivas projecgdes, em fungio dos

dados.

2. Para que o plano pedido contenha o ponto A, o ponto A tem de pertencer a uma recta do plano.
Por outro lado, para que o plano a seja paralelo a recta m, tem de conter uma recta paralela a
recta m. Assim, ha que conduzir, por A, uma recta paralela a recta m, que serd uma recta do plano

d—arectar.

Determinaram-se os tragos da recta r, pois os tragos da recta tém de estar sobre os tragos

homonimos do plano (condi¢do para que uma recta pertenga a um plano).

4. Pelo trago horizontal de r conduziu-se ha, com o dngulo pretendido (ha estd definido por um
ponto e uma direccdo) — fa é concorrente com hd sobre o eixo X e contém F, o trago frontal de
r (fa esta definido por dois pontos). O plano a é paralelo a reca m, pois contém uma recta
paralela a m (a recta r). O plano a contém o ponto A, pois A pertence a uma recta do plano (a

rectar).

Exercicio 3: PARALELISMO ENTRE PLANOS

E dado um plano @, vertical, que corta o eixo X num ponto com -3 de
abcissa e faz, com o Plano Frontal de Projeccao, um diedro de 60°

(a-e.).
E dado, também,um ponto P (4;2;5).

Determine os tragos de um plano y, paraleloa d e passando por P.
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I, Representaram-se o plano a, pelos seus tragos, e o ponto F pelas suas projec¢des, em

fun¢do dos dados.

2. Para que o plano y seja paralelo ao plano @, o plano y tem de ter os seus tragos paralelos

aos tragos homénimos do plano a.

3. Uma vez que se trata de planos projectantes horizontais, para que o plano y contenha o
ponto P, basta que hy passe por Pl — um plano projectante horizontal projecta todas as

suas rectas e pontos no seu trago horizontal,e o plano y é projectante horizontal.

4. Por Pl conduziu-se hy, paralelo a ha — fy é vertical (é paralelo a fa) e é concorrente com

hy no eixo X.




Perpendicularidade de rectas e de planos

7 - O que séo rectas perpendiculares?

8 — Quando € que uma recta é perpendicular a um plano?
9 - Quando & que um plano é perpendicular a uma recta?
10 - Quando € que dois planos s&o perpendiculares?

11 - Quais s&o os planos perpendiculares a B4 3 ?




Exercicio 4: PERPENDICULARIDADE DE RECTAS E DE PLANOS

Recta perpendiculara um plano

E dado um plano @, obliquo, definido pelos seus tragos que fazem com
o eixo do X, angulos de 45° (a.e.) e 60° (a.e.), respectivamente o trago
horizontal e o trago frontal. O plano O corta o eixo do X num ponto
com -3 de abcissa. E dado, também,um ponto P(0;3;4).

a) Determine as projecgdes da recta p, perpendicular ao plano e que
passa por P.

b) Determine as projecgdes do ponto de intersecgao da recta p com
o plano a.

RESOLUCAO .+ passoapasso
Exercicio 4

a) Em primeiro lugar representaram-se o plano @, pelos seus tracos, e o ponto P, pelas suas projecgdes,
em funcdo dos dados. Determinagao das projeccoes da recta p (*);

(*) Em primeiro lugar representaram-se o plano @, pelos seus tracos, e o ponto P, pelas suas projec¢des, em
fun¢do dos dados. Uma recta ortogonal a um plano tem de ser ortogonal a duas rectas concorrentes desse plano.
Os tracos do plano O sdo duas rectas concorrentes do plano — assim, basta fazer com que a recta p seja
simultaneamente ortogonal aos tragos do plano, para garantir que a recta p seja ortogonal ao plano. O trago
horizontal do plano, ha, é uma recta horizontal (de nivel) do plano, pelo que a ortogonalidade é directa em
projeccdao horizontal — por Pl conduziu-se pl, perpendicular a ha. O trago frontal do plano, fa, é uma recta
frontal (de frente) do plano, pelo que a ortogonalidade é directa em projeccdo frontal — por P2 conduziu-se p2,
perpendicular a fa. A recta p é ortogonal ao plano, pois é ortogonal a duas rectas concorrentes do plano — os
tracos do plano. Note que as projec¢oes da recta p sdo perpendiculares aos tragos homaénimos do plano, o que
se verificou igualmente nas situacoes anteriores.

b) Para determinar o ponto de intersecgdo da recta p com o plano @, e uma vez que nem a recta nem o
plano sio projectantes,hd que recorrerao método geral da interseccao de rectas com planos.

Assim, tem-se:

|. por p conduziu-se um plano auxiliar (o plano y, que é um plano vertical — é o plano projectante
horizontal da recta p);

2. determinou-se a recta i, a recta de interseccio dos dois planos (a recta i estd definida pelos seus
tragos, pois trata-se do caso geral da intersec¢ao entre planos);

3.0 ponto de concorréncia da recta i com a recta p (o ponto |) é o ponto de intersec¢do da recta p com
o plano a.
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Exercicio 5:PERPENDICULARIDADE DE RECTAS E DE PLANOS

Plano perpendiculara uma recta

E dada uma recta obliqua r e um ponto P (-1;3;3).Determine os
tragos de um plano @, perpendicular a r, sabendo que:

- a recta r contém o ponto A (0;4;2);
- a recta r é passante e a sua projecgao horizontal faz um angulo de

45° (a..d) com o eixo X;

- o plano 0 contém o ponto P.
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Em primeiro lugar representaram-se a recta r e o ponto P, pelas suas projeccoes, em fungdo dos dados.

Em seguida, para que o plano a seja ortogonal i recta r, o plano a tem de conter duas rectas
concorrentes ortogonais a recta r (duas «familias» de rectas ortogonais a recta r) — essas rectas podem
ser os seus tragos. Por outro lado, para que o plano a contenha o ponto P, P terd de pertencer a uma
recta do plano a.

Assim, por P conduziu-se uma recta h, horizontal (de nivel), pertencente ao plano a — h é ortogonal a
recta r, pois hl é perpendicular a rl (a perpendicularidade é directa em projeccio horizontal). J4 temos
uma «familia» de rectas do plano a que é ortogonal a recta r (o trago horizontal do plano é também
uma recta horizontal, que é paralela a recta h).

Necessitamos de uma outra, que tera de ser a «familia» das rectas frontais (de frente) de a.

Por F, o trago frontal da recta h, conduziu-se fa, perpendicular a r2 — fa é uma recta frontal (de frente)
do plano a e é ortogonal a recta r, pois a ortogonalidade verifica-se directamente em projec¢ao frontal.

Em seguida, desenhou-se ha, que é concorrente com fa num ponto do eixo X e é paralelo a hl (e
perpendicular a rl).

O plano a é ortogonal a recta r (contém duas rectas concorrentes ortogonais a recta r) e passa pelo
ponto P, pois P pertence a uma recta do plano o (a recta h).

Note que se tem que os tragos do plano a sdo perpendiculares as projeccdes homodnimas da recta r.




Exercicio 6: PERPENDICULARIDADE DE RECTAS E DE PLANOS

Planos perpendiculares

Determine as projecgoes da recta i, a recta de intersecgido de dois
planos d e P, sendo dados:

- O é obliquo,é perpendiculara B , 4e o seu trago frontal faz um
angulo de 60° (a.d.) com o eixo X;

- p é de rampa, é perpendiculara | ; e o seu trago horizontal tem
4cm de afastamento.
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I. Representaram-se os planos a e p, pelos respectivos tragos, em fungdo dos dados.

N

O plano a é ortogonal ao 2/4, pelo que tem os seus tragos coincidentes.

w

O plano p é ortogonal ao B1/3, pelo que tem os seus tragos simétricos em relagdo ao eixo

X —fp tem 4 cm de cota.

4. Determinaram-se as projecgdes da recta i, a recta de intersecgdo dos dois planos — a recta
i fica definida por dois pontos, que sdo os seus tragos nos planos de projecgdo (trata-se do

caso geral da intersecgdo entre planos).




