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Resumo

O presente relatério de estagio tem como objetivo a conclusdao do 2° ciclo de estudos:

Mestrado em Ensino de Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario.

Este relatorio incide sobre aspetos cientifico-didaticos na area da docéncia. Assim elaboramos
um trabalho cientifico onde abordamos duas formas de representacdo dos nimeros reais: A

representacao decimal e em fragdes continuas.

Na parte pedagogica apresentamos as planificacbes efetuadas para a unidade “Funcdes
Polinomiais. Polindmios”, incluida no Tema 2 da disciplina de Matematica A do 10° ano dos
Cursos Gerais de Ciéncias Naturais, Ciéncias e Tecnologias e Ciéncias Socio-Econdmicas. Estas
planificacbes sdo parte do trabalho desenvolvido durante a PES (Pratica de Ensino
Supervisionada) na Escola Secundaria do Fundao. Tivemos sempre presente a preocupacao de
contribuir para que se desenvolvesse um verdadeiro processo de ensino-aprendizagem,
através do estabelecimento de objetivos e da selecdo de estratégias, que permitam aos
alunos a aquisicao e aplicacdo de conhecimentos e de competéncias matematicas. Foram
tidas em conta todas as orientacfes expressas no programa da disciplina elaborado pelo

Ministério da Educacao.
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Abstract

This report aims to conclude the 2nd cycle of studies: Master in Mathematics Teaching in the

3rd Cycle of Basic Education and Secondary Education.

The report focuses on scientific and educational aspects in the area of teaching. So we
developed a scientific work where we discuss two forms of representation of the real

numbers: The decimal representation and continued fractions representation.

In the pedagogical part we present the lesson plans made for the unit "Polynomial Functions.
Polynomials”, included in Item 2 of Mathematics of the 10th year of the General Course of
Natural Sciences, Science and Technology and Socio-Economic Sciences. These lesson plans
are part of the work developed during the “Supervised Teaching Practice” at the Secondary
School of Fundao. We were always concerned with developing a process of teaching and
learning setting goals and selecting strategies that would enable the students to acquire and
apply knowledge and mathematical skills. All the guidelines are expressed in the syllabus of

the discipline prepared by the Ministry of Education were taken into account.

Keywords

Decimal representation; Continued fractions; Planning; Polynomial Functions. Polynomials.
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Introducao

Na representacao decimal dos nimeros reais comecamos por estudar a representacao decimal
dos nUmeros inteiros. Como um ndmero negativo pode ser representado na forma decimal,
usando a representacdo decimal do seu simétrico, comecamos por analisar a representacao
decimal dos nimeros naturais, estendendo em seguida esse estudo para os nimeros inteiros.
De seguida generalizamos estes resultados a todos os nimeros reais dando especial atencao a
representacao decimal dos nUmeros racionais. Por fim, mostramos que além do sistema

decimal muitos outros sistemas numéricos podem ser usados para representar numeros reais.

Na seccao seguinte iremos fazer o estudo da representacdo dos nimeros reais em fragoes
continuas mostrando que a representacdo decimal ou noutra base numérica nao se assume
como a Unica representacao possivel para os nimeros reais. Aqui analisamos as condicées em
que uma fracdo continua representa um nimero real e verificamos ainda que os numeros

racionais se podem representar através de fracoes continuas finitas.

A parte pedagogica visa focar parte do trabalho desenvolvido durante a PES (Pratica de Ensino
Supervisionada) na Escola Secundaria do Fundao. Apresentamos as planificacdes efetuadas
para a unidade “Func¢des Polinomiais. Polinémios”, incluida no Tema 2: Funcdes e Graficos -
Generalidades. Funcdes Polinomiais. Funcao Modulo” da disciplina de Matematica A do 10°
ano dos Cursos Gerais de Ciéncias Naturais, Ciéncias e Tecnologias e Ciéncias Socio-

Econdmicas.

De acordo com as orientagdes constantes no programa da disciplina no que diz respeito ao
estudo de funcoes procuramos desenvolver um verdadeiro processo de ensino-aprendizagem,
através do estabelecimento de objetivos e da selecdo de estratégias, que permitam aos

alunos a aquisicao e aplicacao de conhecimentos e de competéncias matematicas.

No estudo da unidade “funcao Polinomial. Polinomios” foram trabalhados os polinomios de
grau n, n € N, nomeadamente a decomposicao de um polindmio em fatores em casos simples,
por divisdo dos polindmios e recorrendo a regra de Ruffini. Também foi feito o estudo das
propriedades das funcdes polinomiais e dos seus graficos no que diz respeito a algumas
familias de fungdes «cubicas: y=ax%a#0, y=alx—p)3 y=alx—p(x—a)?
y=alx—Bx—-—a)x—2A);a#0,y=alx—a)(x?>+k);a#0ek>0. Procedeu-se também a
resolucao de problemas envolvendo funcdes polinomiais (com incidéncia nos graus 2, 3 e 4).
Foram consideradas a resolucao analitica, grafica e numérica de inequagdes de grau superior
az2.






Capitulo 1 - Parte Cientifica

Os numeros reais: Representacao decimal e em
fracao continua

1.1. Introducao

A nocéo de representacao nao é exclusiva da matematica, pois o processo de representacao é
adotado por muitas outras ciéncias. Podemos olhar para os sistemas linguisticos como um
exemplo elementar de representacao, onde as letras do alfabeto sao utilizadas para expressar
as palavras da lingua. Por exemplo, cada palavra do idioma Portugués pode ser representada
por uma sucessao de algumas das 26 letras do alfabeto latino. E claro que neste caso, o
procedimento inverso, nao tem sentido, uma vez que uma série de letras ao acaso nao

corresponde necessariamente a uma palavra aceitavel.

A escrita dos nUmeros passou por diferentes fases, que podem ser classificadas em trés

categorias principais:

A primeira categoria abarca a gravacao de marcas nas pedras ou na madeira, a elaboracao de
nos em cordas, talhes em ossos, desenhos nas cavernas, ou outro tipo de marcacao. Esta
“escrita” comecou com o desenvolvimento das atividades humanas, quando o Homem foi
deixando de ser mero coletor de alimentos, para garantir a sua sobrevivéncia, e comecou a

fixar-se no solo, surgindo a necessidade de contar.

Com o passar do tempo, as quantidades foram representadas por expressoes, gestos, palavras
e simbolos, sendo que cada civilizacdo como a egipcia, a babilonica, a romana, a grega, entre
outras tinha a sua maneira de representacao. Aqui encontramos os hierdglifos egipcios ou a

numeracao romana que formam a segunda categoria.

Mas estas representacbes ndao eram adequadas para os calculos, especialmente quando
estavam envolvidos grandes nUumeros. Esta inadequacado levou a sistemas de notacao (ou
valor) posicional, ou seja, sistemas onde cada algarismo tem um determinado valor, de
acordo com a posicdo relativa que ele ocupa na representacdo do nimero. O sistema

babildnico, o sistema maia ou os nimeros arabes, situam-se nesta terceira categoria.

A importancia de utilizar diversas representacdes de um numero esta demonstrada no que diz
Dedeking, salientando a natureza e o significado dos nUmeros: “Os nimeros sdo criacoes livres

da mente humana, eles servem como um meio de aprender mais facilmente e de forma mais



acentuada a diferenca das coisas”. Por conseguinte, € necessario ter a capacidade de
descrever teoricamente, e simbolizar, os nimeros da forma mais exata. Sdo utilizados na
Matematica Moderna muitos sistemas numéricos, tais como o sistema binario, o ternario,

vigesimal e o sexagesimal, mas, sem dlvida, o sistema decimal é o predominante.

A notacédo decimal nado foi amplamente utilizada até que o belga Simon Stevin a usou no seu
livro De Thiende publicado em holandés em 1585 (mais conhecido na sua traducao francesa
sob o titulo La Disme). Mas a moderna notacao decimal é devida ao matematico escocés John

Napier, que também inventou os logaritmos.

Na moderna notacao decimal usamos os algarismos {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} como sendo o
nosso alfabeto. Este “alfabeto” denomina-se alfabeto decimal indicando qual o sistema

numeérico utilizado.

No ambito do nosso trabalho iremos responder a duas questdes: Toda a sequéncia de
algarismos representa um numero real? Cada niimero real pode ser expresso de modo Unico

usando os 10 algarismos do sistema decimal?

A representacao de nUmeros reais pode também ser conseguida através de outros processos

nomeadamente as fracdes continuas também abordadas neste trabalho.

1.2. A representacdo decimal de numeros inteiros

No nosso estudo ndo consideramos o niumero “zero” como um numero natural e denotamos

por [x] a parte inteira de x (maior nimero inteiro que nao excede x).

Definicdo 1.1: Dizemos que um numero natural N tem uma representacdo decimal se
N = ¢, 10™ + €1 10™7 1 + ;10 + ¢
onde

(a) m é um numero inteiro maior ou igual a zero,
(8) c,, n=0,1,---,m, s@o inteiros com a propriedade 0 < c, <9, paran=20,1,---,m, e

cm * 0.

Se
Cm10™ + ¢ 110™ 1 4 -+ 10 + ¢



€ a representacao decimal de um ndmero natural N este nimero é abreviadamente denotado
por

N = cpCm_q - €1Cp -

Os numeros inteiros {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} sdo chamados de algarismos do sistema

decimal.

Teorema 1.2: Todo o numero natural admite uma unica representacéo decimal.

Prova: Comecemos por provar que qualquer ndmero natural tem pelo menos uma

representacao decimal.

Segundo o algoritmo da divisdao, existem os inteiros nao negativos N, e ¢, tais que
N = 10N; + ¢,. Dividindo N; por 10 obtemos o quociente N, e o resto ¢; e N; = 10N, + ¢,

onde ¢; =0 e N, = 0. Continuando este procedimento, é claro que os quocientes obtidos

. ~ ps ~ . N,
consecutivamente, sao positivos e vao sendo cada vez mais pequenos, porque Ny.; <7 .

Entdo existe k = 1 tal que N, = 0. Seja m o maior indice para o qual N,, # 0. O procedimento

termina no passo m + 1, e obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:

N = Co + 10N1
N1 =C + 10N2

Nm—l = Cm-1 + 10Nm

Nmsz,

onde ¢; =0, i=0,1,--,m, e 0<¢; <9, i=0,1,---,m, e ¢,, #0 . Assim, obtemos uma

representacao decimal de N,

N = ¢p10™ + ¢ 10™ 1+ o+ 10+ ¢ ©

Provemos agora que ha no maximo uma representacdo decimal, mostrando que, se
N =¢,10m+¢,,_,10™ 1 +...c;10 + ¢,, entdo os ndmeros m e ¢, i=0,1,---,m, sao

unicamente determinados por N. Sejan € {0,---,m — 1}. Entao

10 10m

N 0™+ 10™ 7 + o+, 10" + ¢, 10" + ¢, 10" 2 + o4 ¢y

Cn—1+Cn—2 . Co
10 102 10

= 10m ™ 4 ¢ 10m T 40 +



Cn—1  Cn—2 Co 9 9 9
0< e — < — e —
T R T T T T T R T ATV
Como,
9 N 9 et 9  9x10"'4+9X10" %+ +9x1
10 ' 102 10" 10n B
_9(10" 1 +10" 2 + -+ 1) (10— 1)(10" "+ 10" 2+ +1)
- 10n B 10n B
10"+ 10" 4+ 10" 2 4 410 — 10" = 10" 2 — =1
- 10" B
-ty <1
om 10m ’
vem

N
[W] = leom_n + cm_110m‘"‘1 + 4 Cn+110 +cp, .
Analogamente

N
[W] = leom_n_l +ot Cnyt

e entao

N N
= [1_0n - 10 [10n+1]’
logo c,, é unicamente determinado por N.
Do mesmo modo, dividindo N por 10™ obtemos

N cpl0™ +cp10™ " + -+ ¢ 10 +¢o
10m 10m -




Cm-1 (4] Co

T R T T
e como
Cm-1 c1 Co 9 9 9
0< +. 4 + <—+—+ b ——=
102 10m-1  10m ~ 10 102 10m-1
_10"1—1_1 1 -1
To10m 10m ’
obtemos
N
Cm:[lom

Além disso, como 0 <¢;<9,i=0,1,---,m e c¢,, # 0, temos

10m < N < 9(10™ + 10™ L + -+ 10 + 1) < 10™+1,

Assim m < log,,N < m + 1. Isso significa que m = [log,oN].

A fim de estender a definicdo 1.1 para todos os nimeros inteiros, € necessario observar que o
numero inteiro "zero" tem a Unica representacao decimal 0. Além disso, um nimero negativo
pode ser representado na forma decimal, usando a representacdo decimal do seu simétrico.
De facto, se m € um inteiro m < 0, entdo n = —m € um inteiro positivo ou seja um nimero

natural, que tem uma representacao decimal
n=a,10% + ap_; 101 + ... 4+ q,.
Logo, podemos escrever:
m = —[a,10% + ap_; 1071 + - + ay] = (—a,)10% + (—aj_1)10%" 1 + - + (—ay),
sendo m denotado por
m= —a,Qi_q " qp-

Ou seja, cada numero inteiro n tem uma Unica representacao decimal sob a ressalva de que

se n # 0, entao todos os coeficientes na representacao tém o mesmo sinal de n.



1.3. Arepresentacao decimal dos numeros reais

Nesta seccdo vamos generalizar a todos os nimeros reais os resultados obtidos na seccdo

anterior.

Definicdo 2.1: Um numero real ndo negativo x tem uma representacéo decimal se

x =A;10°+ A _1105—1+---+A110+A0+&+C—2+---
s s 10 102

onde
(a) s é um numero inteiro
B) A4, i=0,1,,s e ¢,, n=1,2,--- sGo algarismos do sistema decimal, com a
ressalva que no caso em que s = 1 entdo A, # 0.
(y) [x] = A;105 + Ag_1 1051 + -4+ 4,10 + A,.

Se a série Ag105 + A;_110571 + -+ A;10 + A4y + % + 1% + -+ é uma representacdo decimal de

um nUmero real nao negativo x, entdo x também é denotado por

X = ASAS—l "'Ao.C1C2 o

Teorema 2.2: Todo numero real ndo negativo tem uma representacdo decimal.

Prova: Seja x um nimero real com x > 0 e [x] a parte inteira de x. Assim x = [x] + x;, onde
x ERO0<x; <1.

Como [x] € um ndmero inteiro ndo negativo pelo Teorema 1.2,
[x] = Ag105 + A;_11057 1 + -+ A;10 + Ay,

onde s é um nUmero inteiro, 4;, i =0, 1, ..., s algarismos do sistema decimal, com a ressalva

de que no caso em que s > 1 entdo A, # 0.

Partindo de x;, construimos a seguinte sequéncia:

x; =x — [x], 0<x, <1
x, = 10x; — [10x,], 0<x,<1
X3 = 10X2 - [10x2], 0 S X3 < 1



ou equivalentemente

x; =x—[x], xp4, =10x, —[10x,] para n=1,2, -,

onde 0 <x, <1 paran=1,2,-. Para cada n=1,2,--- 0os inteiros nao negativos [10x,] sao

obviamente algarismos do sistema decimal e denotamo-los por c,, n = 1, 2,---. Entao,

X, = c1t+xy X, = Ccot+x3 _ CntXn41
1 10 ° 2 10 > "0 10

Assim,

c1t+xy
10

X2

x=[x]+x =[x]+ =[x]+%+E=

- a4 % 4.4y Xt
- [x]+10+102+ +10n+10n'

Xn+1 1 . . Xn+1 _ . :
Como 0 < x,4; <1, temos 0 < 1’:)n <15 assim llmn_>+w1':)—n = 0. Assim, obtemos a seguinte

série infinita que é uma representacao de x:

onde ¢;, i = 1,2, sao algarismos do sistema decimal.
Usando a notacao decimal de [x], concluimos que o nimero real x tem uma representacdo
deCimal, X = ASAS—]. "'Ao. 6162 AR

O

Neste momento surge a necessidade de nos interrogarmos se toda a sequéncia de algarismos
representa um numero real e se cada nimero real pode ser expresso de modo Unico usando os

10 algarismos do sistema decimal.

Proposicdo 2.3: Seja x um numero real ndo-negativo, com representacdo decimal

C1 (&)
PR I S
R TRETY

Entdo existe i € N tal que c; # 9.

Prova: Se ¢; =9 paratodo i =1,2,-, temos,



) et b —[]+Zg
=TT T 102 T10s T T '

i=0

~ 9 9 — 1
x=[x]+<zﬁ>—m=[x]+<9zﬁ>—9.

1
1

Como |i| <lvemx=[x]+9
10 1_1_0

)—9=[x]+10—9,

e entdo x = [x] + 1 que é impossivel.

Em seguida, enunciamos dois teoremas que nos esclarecem acerca da unicidade da
representacao decimal de nimeros reais. Eles indicam quais as condicdes em que um nimero
racional tem precisamente uma representacdo decimal ou quando admite duas
representacoes.

Notagao: Seja x um nimero real nao negativo com representacao decimal
X = ASAS—l "‘Ao. C]_CZ o

Denotamos por

To = [X],

€1
n=r+—
1 0 10’

01+C_2

r=1r+=
2 0% 10 " 102

10 102t T0n

i _ Cfn+1 Cn+2
Assim, x —n, = S5+ S5+ e

9 9 1
OSX—Tnﬁw‘FW‘F'“:W.

10



Teorema 2.4: Todo o numero racional que ndo é igual a uma fracdo irredutivel cujo

denominador é um produto de numeros primos cada um dos quais é um divisor de 10 tem

precisamente uma Unica representacéo decimal.

Prova: Seja x um nimero real com x = 0 e que nao seja um numero racional igual a uma

fracao irredutivel cujo denominador é um produto de nimeros primos cada um dos quais € um

divisor de 10, e seja

2

Ag10° + A 110571 + o+ A1 10 + Ag + =+ =5 + -

uma representacdao decimal de x. Sabemos que, usando a notacao

. 1
anteriormente, 0 <x—1, <—,n=1,2,--.
10m

1
~ 10™

Se existe ntal que x — r;, todos os algarismos c,,,; = €42 = = = 9.

Em seguida,

1 [x]10" +¢;10" " + -+ ¢ 10 + ¢, + 1

10m 10n ’

xX=1r+

logo 10™x € um ndmero inteiro o que é impossivel atendendo a hipotese. Assim,

apresentada

donde vem que 0 < 10™x — 10™r,, < 1. Como 10™7, é um numero inteiro para n=0,1,2, -

temos,

[10"x] = 10", e [10"1x] = 10" r,_;, paran=1,2,--.

Assim,

[10"x] — 10[10" 1x] = 10" (1, — 1p,_4) = 10" 2 =¢, paran=1,2,-

10m

Assim, todos os algarismos c,,, n = 1,2, sdo determinados de maneira Unica. Além disso, a

definicao de [x] (parte inteira de x), bem como o Teorema 1.2 (Todo o numero natural

admite uma unica representacdo decimal) garantem que o numero real x com x = 0 tem uma

Unica representacao decimal.

O

11



Teorema 2.5: Todo o numero racional igual a uma fracdo irredutivel cujo denominador é um
produto de numeros primos cada um dos quais é um divisor de 10 tem duas representacées

decimais.

Prova: Seja x como na hipdtese, e x = [x] + 2 4+ -2 4 ... uma representacdo decimal de x.

10 102
~ . , . . l ~ .

Entdo existem numeros naturais m, [ tais que x = o Usando a notacao anteriormente
s 1 , ~ s .
definida temos 0 < x — 1, < — logo 0 <! —10™r,, <1 e os numeros [ e 10™r, sdo inteiros.

10m

Assim, temos dois casos a analisar:

~ l .
Sel—-10™rn, =0, entao x = om = Tm> Que €

Assim, todos os algarismos c¢,,1,Cmez, -+ devem ser zero. Seja m, o menor nimero natural
com essa propriedade, assim cp, =cCmp,+1 = =0. Se, my=1 entdo x =[x] o que é
impossivel. Se m, > 1 entao c,,,_; # 0, assim ¢’ 1 = C;py—1 — 1 também & um algarismo do

sistema decimal. Consequentemente, o nimero x tem também a representacao

c c C'mg— 9 9
X =[]+ e + o

10  10? 10™0~1 10’”0-'-10’"0’r1

~ 1 , s
Se 1-10™r, =1, entdo x-—mn,=_— € possivel somente no caso em que
Cm+1 = Cmsz =+ =9. Seja my, o menor nimero natural tal que cp, = cp 41 = =9. Se,
my=1 entdéo x=[x]+1, que é impossivel. Entdo my>1 € cp—q #9. Assim

C'mg—1 = Cmy—1 + 1 também € um algarismo do sistema decimal, e concluimos,

Cmg—-1 0 0

- b4 2 4.
x = [x] + 10 + 102 oot 10mo-1 ' 10Mo0 ' 10Mo+1 +
— ‘1 C2 Cmg-1 9 9
= [x] + 10 + 102 teet 10Mo0-1 + 10™M0 + 10Mo+1 + e

Exemplo:

O nUmero racional

pode ser representado em notacao decimal como 0,5 ou como

, . 1 s ~ .
0,4999..., enquanto o numero racional 3 tem uma unica representacao decimal como

0,3333....
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Teorema 2.6: Um numero real ndo negativo x é racional se e somente se tem uma

representacdo decimal finita ou infinita periodica.

. , . ~ . . l .
Prova: Seja x um numero racional representado por uma fraccao irredutivel — e seja

C2

_ a
x—[x]+10+102

+ .-+ a sua representacao decimal. Sejam

x; = x — [x]
Xpeq = 10x, — [10x,], n =1,2,

0<x,<1 para n=12- e mx;=1l—m[x], onde mx; € um inteiro. Temos
Mx,4, = 10mx,, — m[10x,] para n = 1,2,---. Por inducao, é facil provar que todos os nimeros
mx,, sao nUmeros inteiros que satisfazem as desigualdades 0 < mx, <m paran=1,2,--.

Se para algum n, temos x,, = 0 entao x; = 0 para todo j = n. Assim

[10x1] | [10x,] [10xn-1] | 0O 0
0 T Tt g Tim T T

x = [x]+
e portanto x possui uma representacao finita.
Se x, # 0 para todo n =1,2,---, temos que 0 < mx,, <m para n = 1,2,---. Assim, os nimeros
mx,, mx,,..., mx, podem ter apenas m — 1 diferentes valores de 1, 2, ..., m — 1. Daqui resulta
que existem nimeros naturais h e s tais que h+s <m e mx, = mx,,;, O que prova que
Xn = Xp4s Para n > h e, portanto, ¢, = c,.s, para n = h. Assim, a representacao é infinita
periddica.
Reciprocamente, iremos provar que, se a sequéncia de digitos c;,c,, - € periddica, entao o

€1

numero x = [x] + 1—0+1%+ .-« @ racional. Na verdade, se existem numeros naturais s e h tais

que c¢,,s = ¢, quando n > h, temos,

C1 Ch Ch+1 Ch Ch+1
x=[x]+ 10 oot 10" + 10n+1 toet 10h+s T 1oh*s+1

logo, fazendo [x] = d, :-- d), vem

105+h_1x - 10h_1x = dl A dkC1C2 b Ch+S—1 - dl b dkC1C2 A Ch—l

e portanto

d1 dkC]_CZ o Chys—1 — d1 dkC]_CZ o Ch-1
10"1(10° — 1)

X =

donde concluimos que x é um nimero racional.
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1.4. Representac¢ao de sistemas com base n

Como ja mencionamos, além do sistema decimal muitos outros sistemas numéricos tém sido

usados em calculos aritméticos. Nas Ultimas décadas, alguns deles tém sido amplamente

difundidos devido a sua aplicagdo nas ciéncias da computacdo. Além disso, os sistemas

numéricos aparecem nos problemas tedricos de Teoria dos Niumeros e da Analise. Uma das

questdes que se podem colocar, que é respondida nas seccoes anteriores para o sistema

decimal, é se um sistema de nimeros é suficiente para representar os numeros reais. Iremos

ver que todos os resultados ja mencionados para o sistema decimal sdo validos em sistemas

com base n, sendo n um numero natural maior que 1. Nesta seccdo nao faremos nenhuma

demonstracdo dado que estas sdo analogas as demonstracoes ja apresentadas.

Definicdo 3.1: Seja g € N tal que g > 1. Dizemos que um numero natural N tem uma

representacdo na base de g se

N=cng™+cp1g™ 1+ 19 +cg

onde

(a) m é um numero inteiro maior ou igual a zero,
(8) c¢,, n=0,1,---,m, sdo inteiros com a propriedade 0<c,<g-1,

n=01--,m,ec, 0.

para

Se cada numero da sequéncia 0,1,2,---,g —1 é indicado por um simbolo especial, esses

simbolos sao chamados algarismos e N pode ser reescrito na forma

N = (Ym¥m-1"""Y1Y0)9>

onde ¥, € o algarismo que indica o nimero de c,,.

Exemplo:
Se g < 10, os simbolos 0, 1, 2, ..., 9 sdo usados como os algarismos na base g.
N = (10010), significa N =1x2*+0x23+0x224+1x24+0=18¢€
N = (5603), significa N =5x73+6x72+0x 7 +3 =2012.
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Teorema 3.2: Seja ¢ um dado numero natural maior que 1, e x um numero real ndo

negativo. Entdo,

(1) O numero x tem representac@o na base g.

(2) Em qualquer representacGo de x, na base g, é impossivel ter todos os c,,
n=1,2,-,iguaisa g — 1.

(3) Se x nGo é um numero racional, que é uma fraccdo irredutivel com um
denominador de tal forma que qualquer divisor primo dele divide g, entdo o
numero x tem precisamente uma representacdo na base g. Além disso, esta unica
representac@o é infinita e tem infinitamente muitos algarismos diferentes de
g-—1.

(4) Se x é um numero racional igual a uma fraccdo irredutivel cujo denominador é um
produto de nimeros primos cada um dos quais é um divisor de g, ent@o x tem duas
representacées na base g. Numa delas todos os c,,, n = 1,2,---, excepto um numero
finito s@o iguais a zero, no outro a partir de um certo n todos os c, sdo iguais a
g-—1.

(5) O numero x é racional se e somente se ele tem uma representacdo decimal finita

ou infinita periddica na base g.

1.5. As fracdes continuas como representacdao dos numeros

reais

A representacao decimal ndo se assume como a Unica representacao possivel para os nimeros

reais. Deste modo, apresentamos a representacao de nimeros reais em fragdes continuas.

Uma fracao continua é uma expressao da forma:

ag +

a; +

onde onde a,, e b,/; Sd0 nUmeros reais.

Assumimos que estas fracoes estao bem definidas, ou seja, nao ocorre nenhuma divisao por

Zero.

Por outro lado, se b,, = 0 para algum m, se n = m:
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Estamos na presenca de fracbes continuas finitas.

A fracdo continua é chamada simples se todos os bys sdo 1 e os ays s&o numeros inteiros

positivos para k = 1. Representando-se da seguinte forma:

ag +

Podemos também representar uma fracdo continua da seguinte forma:

b, b, bs by,

aO + [ cee
a+a; +az+ +ay
Cologuemos a seguinte questao:

Em que condicdes é que uma fracao continua representa um ndmero real?

Sejam (a,) e (b,), n=1,2,-, sequéncias de nimeros reais e defina-se a sequéncia (c,)nen,

por

by b, by by b bu

1
CO =a0 Cl :ao + — CZ :ao + — -, ", C :a0+_ e -
’ a,’ a +a, " a+a,+az+ +a,

Se o limite de (c,)nen, €Xiste, entao dizemos que a fraccao continua

by by b3

ou ap +— — e
ay + az + az +
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converge e usamos qualquer destas notacdes para indicar o valor de lim c¢,. Ou seja, a fracao

continua representa um nimero real que € o limite da sucessao (c,)nen,-
Verifiqguemos agora em que condigdes € que a sucessao (¢, )nen, € CONvergente.

No caso em que b,, =0, podemos definir a sucessao (c,)nen, de modo a que para n =m,

Cp = Cm—1. Portanto (c,),en, Constante a partir do m-ésimo termo, logo € convergente.

Teorema 4.1: Seja (ap)nen, € (bn)nen duas sucessées de numeros reais positivos e seja

o0
N - . a L -
(cn)nen, G sucessdo definida como anteriormente. Se Z”—”“e divergente, entdo a

n=l  “n+l

sucessdo (cp)nen, € Cconvergente.

Consideremos a fracdo continua simples: a, + " I
T
B az+ 1~
az+———
T ———

o0
Como (a,)nen, € UMa sucessao de numeros inteiros positivos e b, =1, logo Zanamlé
n=1

divergente. Assim, podemos afirmar:
Corolario: Toda a fracdo continua simples representa um ntumero real.
No caso de todos os b,, = 1 podemos usar a notacao:
lag; a1, az, a3, ]
Esta notacao é analoga a representacao decimal dos nimeros reais.
Sera que todo o nimero real pode ser representado por uma fracdo continua simples?

Todo numero real x é representado por um ponto na recta real, e esta entre dois inteiros

sucessivos, digamos ne n + 1:
n<x<n+1

O nimero u=x—n satisfaz 0 <u < 1. Assim, para um dado x real existe uma Unica
decomposicao,

x=n+u
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onde n é um nimero inteiro e u satisfaz 0 < u < 1.
Vamos utilizar um processo recursivo para representar os nimeros reais através de fracoes

continuas simples.
Seja x = n; + uy, onde n; € um nimero inteiroe 0 < u; < 1.

Se u; = 0, entdo o processo recursivo termina com este primeiro passo, logo x = n;.

~ 1 . . 1 ~
Se u; # 0, entao —, o inverso de u,, satisfaz — > 1. Entao temos:
1 1

1 . , . . .
—=nptuy, onde n, € um numero inteiro e u, satisfaz 0 < u, < 1.
1

. 1 1
Assim, x = = = = .
ssim, x =ny +uy =ny +—=ny + —

U

Se u, =0 temos a representacdao de um numero real em fraccao continua. Caso contrario,

repetimos o raciocinio.

Em geral, se u;, = 0, entao o processo recursivo termina com:

x=n;+

1
Ng—_1 + n_k

1 1 ,
No caso em que u; >0, podemos reescrever — COMO — =Ny + Uysy, ONAE Myyy € UM
k k

numero inteiro e satisfaz 0 < ;4 < 1.

Apos k + 1 etapas, podemos escrever o nimero real como:

x=ny+ 1
n, + 1

R S

Niy1 T Ups1

Entdo verificAmos que toda a funcao continua simples representa um nUmero real:

[ao; allaz’ ...’an’ ...]‘
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1.6. As fracdes continuas como representacdao dos numeros

racionais

Os numeros racionais sdo representados por dizimas finitas ou infinitas periodicas e os
numeros irracionais por dizimas infinitas nao periodicas. Nesta seccao iremos ver como se

caracteriza a representacao de um nimero racional através de uma fracao continua.

Teorema 5.1: Um numero real é racional se e somente se pode ser representado por uma

fracdo continua simples finita.
Prova: Seja x = %, com b > 0.

~ b . . R
Entao, % =n, +u,, onde u; = 22 ou seja, u; = % onde r; é o resto da divisdo de a por b.

b

~ . , . . ~ 1 b
No caso de u; =0 entdo x € um numero inteiro. Se u; # 0, entao ==ty onde
1 1

b-nyry
U, = -
1

Assim, u, = :—2, onde , € o resto da divisao de b por r;. Logo,
1

a 4 1

—=Tl1 - .

b 2
n2+r1

Se r, =0 o processo termina e temos x representado por uma fraccdo continua finita. Se

r, > 0 repetimos o processo.

Como 1y,13,++ S&0 0s restos das sucessivas divisdes e r; > r, > -+ 0 processo termina apos um

numero finito de etapas com o aparecimento de um resto zero.

Assim, mostramos que, se x € racional, entdo a fraccao continua simples que o representa é

finita.

Reciprocamente, provamos por inducdo que se uma fracdo continua simples é finita, entao

representa um numero racional.

Seja x um nUmero real representado por uma fraccao continua simples finita,
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Se n =1, entdo x é um ndmero inteiro.

Seja n > 1 e suponhamos, por hipotese de inducdo, que o teorema é verdadeiro para os
numeros reais que podem ser escritos em fracao continua na forma y = [by; by, b,, -+, b,], onde

by € um nUumero inteiro e by, by, -+, b, € N. Seja x = [ay; as, az, -, Ay, Apsql-

Podemos reescrever esta expressao da seguinte forma: x=aq+ , onde

y =las;az,a3,+, @y, apyql.

1 pa;+q

Por hipdtese de inducédo y € um nimero racional e entdo, x = a; + % . Ou seja, x = ——.

Qg

Uma vez que a,, p € g sdo nameros inteiros, x € um nimero racional. Portanto, o teorema é
verdadeiro para n+ 1, e assim por inducdo, provamos que se uma fraccao continua de x é

finita entao x é racional.

1.7. Conclusao

0 estudo da representacao decimal e em fracdo continua dos nimeros reais contribuiu para a
aquisicao/consolidacdo/incorporacdao de competéncias cientificas necessarias ao exercicio da
funcdo docente no Ensino da Matematica, perspetivando uma formacao adequada, capaz de
responder aos diversos desafios da realidade escolar tal como definido nos objetivos deste

ciclo de estudos.

Entendemos que devera existir uma articulacdo entre o conhecimento cientifico, a formagao
pedagdgica e a pratica profissional. Ao querer encontrar uma ligacdo e uma aplicacao na
pratica profissional, para o conhecimento matematico adquirido/aprofundado com este
trabalho, podemos referir Delgado (2009) quando cita Mcintosh, Reys e Reys, (1992) “De uma
forma global, diria que o PMEB (Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico) assume, nos trés
ciclos, uma perspetiva de desenvolvimento do sentido de numero, que inclui, entre outros
aspetos, a compreensGo de multiplas representacées dos numeros, de regularidades dos
numeros, do efeito das operacées, das suas propriedades e das relacbées entre elas, e a
capacidade para relacionar o contexto e os cdlculos”, sendo esta afirmacdo consequéncia do

proposito principal de ensino do tema NUmeros e Operacdes, no terceiro ciclo do ensino
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basico. Podemos também mencionar que “as diferentes representacées dos niUmeros também
devem ser ligadas a resolucdo de problemas geométricos, em que a relacado com conceito de

medida tem um lugar privilegiado” (Brito, 2009).

Temos porém consciéncia que este estudo ndo esgotou, muito longe disso, tudo o que poderia
ser dito sobre a representacdo de nUmeros reais. Esperamos poder aprofundar este assunto

em futuros trabalhos.
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Capitulo 2 - Parte Pedagoégica

Planificacdo da unidade “Funcao Polinomial.
Polindbmios”

2.1. Introducao

A Pratica de Ensino Supervisionada (PES) inserida no Estagio Pedagogico teve lugar na Escola
Secundaria com 3° Ciclo do Fundao, no ano letivo de 2010/2011, sob a orientacdo da Dra.
Maria Dulce Costa Nascimento, docente da escola cooperante e do Prof. Doutor Henrique José
Freitas Cruz, docente da Universidade da Beira Interior. O trabalho foi realizado em duas das
turmas atribuidas a orientadora cooperante, uma do 8° ano e outra do 10° ano do curso de

Ciéncias e Tecnologias.

Da Pratica de Ensino Supervisionada fazem parte 12 sessoes letivas supervisionadas, como
estipulado no Regulamento Especifico da Iniciacdo a Prdtica Profissional do 2° Ciclo em
Ensino de Matemadtica no 3° Ciclo do Ensino Bdsico e no Ensino Secunddrio, assim distribuidas:
No 1° periodo, 4 aulas do 8° ano da Unidade 2 - Teorema de Pitdgoras. Decomposicdo de
Figuras e dreas. Semelhanca de Tridngulos tendo-se abordado os temas: Semelhanca de
Triangulos. Relacbes entre perimetros e areas de triangulos semelhantes. Teorema de
Pitagoras e semelhanca de triangulos. No 2° periodo, 6 aulas do 10° ano da disciplina de
Matematica A e relativas a unidade: “Funcdes Polinomiais. Polindmios”, incluida no Tema 2 -
Funcées e Grdficos - Generalidades. Funcées Polinomiais. Fun¢do Mddulo. No 3° periodo, 2
aulas do 10°ano da disciplina de Matematica A relativas a Unidade 3 - Estatistica: Medidas de

localizacao.

Neste capitulo apresentamos as planificacdes efetuadas para a unidade “Funcées Polinomiais.
Polindmios”, incluida no Tema 2 da disciplina de Matematica A do 10° ano dos Cursos Gerais
de Ciéncias Naturais, Ciéncias e Tecnologias e Ciéncias Socio-Econdmicas. Estas planificacoes
sao apenas parte do trabalho desenvolvido durante a PES, em virtude das limitacoes impostas
para este relatorio. Tivemos sempre presente a preocupacao de contribuir para que se
desenvolvesse um verdadeiro processo de ensino-aprendizagem, através do estabelecimento
de objetivos e da selecao de estratégias, que permitam aos alunos a aquisicao e aplicacao de
conhecimentos e de competéncias matematicas, pois consideramos que aprender matematica
€ também aprender a interpretar o que nos rodeia com um sentido matematico. Foram tidas
em conta todas as orientacdes expressas no programa da disciplina elaborado pelo Ministério

da Educacao.
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A planificacdo da unidade “Funcdes Polinomiais. Polinomios” é composta por 6 aulas. Na 12
aula iremos trabalhar as operacées com polinémios e utilizar o método dos coeficientes
indeterminados e a regra de Ruffini para determinar os coeficientes do polindomio quociente e
o resto da divisao inteira de polinomios. Na 22 aula iremos abordar o teorema do resto para
encontrar o resto da divisao inteira de um polindmio P(x) por um binémio (x —a), a
decomposicao de um polinomio em fatores, a identificacdo do nimero maximo de raizes de
um polindmio e o calculo da multiplicidade de uma raiz. Nas aulas n° 3 e n° 4 sera feito o
estudo das familias de funcbes clUbicas y = ax3;a# 0, y=alx— )3, y =alx — f)(x — a)?,
y=alx—Bx—-a)x—2A;a#0, y=alx—a)(x?+k);a+0 e k>0. Na 4* aula ainda
iremos resolver problemas envolvendo funcoes polinomiais. Na aula n° 5 realizaremos
exercicios de consolidacao de conhecimentos, nomeadamente a resolucdo de problemas
envolvendo funcdes polinomiais e a resolucdo analitica, grafica e numérica de inequagoes de
grau superior a 2. Na 62 aula iremos realizar exercicios de consolidacdo de conhecimentos

sobre a funcao polinomial.

Em todas as planificacbes apresentadas sdo considerados os seguintes topicos: contelidos
programdticos, pré-requisitos, objetivos, materiais e recursos necessdrios, sumdrio,

estratégias do docente, questdes a resolver na aula e avaliacéo dos alunos.
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2.2. Aula 1

Escola Secundaria
Com 3° Ciclo do Planificacao da Aula N° 1
Fundao

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 23 de Marco de 2011

Unidade Didatica: Estudo da Funcao Polinomial

2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

Polindmios. Operagdes com polindmios;

‘F

v

Método dos coeficientes indeterminados;

> Regra de Ruffini.

PRE-REQUISITOS:

= Saber calcular o perimetro, a area e o volume de um paralelepipedo;
» Identificar o coeficiente e a parte literal de um monomio.

» Identificar um polinémio e o seu grau.

» Verificar se um polindmio é completo e ordena-lo;

OBJECTIVOS:

» Efetuar adicbes, subtracoes e multiplicacdes de polinomios;
» Efetuar a divisdo inteira de polindmios;
» Efetuar a divisdo de polindmios utilizando o método dos coeficientes indeterminados e a

regra de Ruffini.

MATERIAIS E RECURSOS:

Quadro Interativo;
Projetor de Video;

Computador;

¥y ¥ ¥ ¥

Manual Adoptado:
Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10° Ano; Porto
Editora.

SUMARIO:

Polindmios. Operagdes com polinomios.
Método dos coeficientes indeterminados e Regra de Ruffini.

Resolucao de exercicios do manual.
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ESTRATEGIAS:

No inicio da aula apresento uma tarefa cuja exploracdo permite apresentar a definicao de
polindmio de grau n, partindo do calculo do perimetro, da area e do volume de um
paralelepipedo e apresentando-os sob a forma de polinomios de grau 1, 2 e 3 respetivamente

(exploracao de uma tarefa).

E dado algum tempo para os alunos explorarem a tarefa e responderem as questdes, depois
serao confrontadas e discutidas as respostas as questoes, assim como os processos utilizados

pelos alunos.

Relembro algumas definicoes relacionadas com os polinémios tais como: grau de um

polindmio, polindmio completo e incompleto, monoémio, bindmio e polinomio nulo.

Em seguida, explico através de exemplos que resolvo no quadro, as regras de adicao,
subtracdo, multiplicacao e divisdo inteira de polindmios e proponho a realizacao de exercicios

do manual para os alunos consolidarem os conhecimentos adquiridos.
Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a participarem na resolucdo dos exercicios.

A definicio de grau de polindomio resultante da multiplicacdo de dois polindmios é

apresentada a partir da resolucao do exemplo da multiplicacao de polinéomios.

As definicoes de divisdao exata, polinomio divisivel, polinomio multiplo e polinomio divisor

resultam e sao relembradas a partir do exemplo de divisao inteira de polinomios.

Apresento e explico o método dos coeficientes indeterminados para encontrar os polinémios
quociente e resto na divisao de polindmios e proponho a realizacdo de exercicios do manual

para os alunos consolidarem os conhecimentos adquiridos.

Em seguida, refiro que podemos aplicar um método denominado Regra de Ruffini para
determinar os coeficientes do polindbmio quociente e o resto da divisao quando queremos
efetuar a divisdo inteira de polindmios em que o divisor € um polindmio de grau 1. Explico a

sequéncia de etapas da Regra de Ruffini recorrendo a um exercicio pratico.

Proponho a realizacao de exercicios do manual para os alunos consolidarem os conhecimentos

adquiridos sobre a Regra de Ruffini.
Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a participarem na resolucdo dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

v" Inicio a aula ditando o sumario.
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v" Refiro que vamos relembrar alguns conceitos ja estudados sobre polindmios e efetuar
operacdes com polinomios.

v" Distribuo uma folha contendo o enunciado da tarefa a ser realizada pelos alunos, dando
tempo suficiente para a realizacdo da mesma.

v" Apo6s os alunos resolverem e explorarem a tarefa apresentada, irei resolver as questoes
da tarefa no quadro interativo, promovendo a discussdo das respostas as questdes, assim

como os processos utilizados pelos alunos.

Tarefa

A Ana costuma fazer os presentes que da a familia e aos amigos. Para o Dia da Mae, resolveu
construir uma caixa com a forma de um paralelepipedo de base quadrada. Para construir a
estrutura da caixa usou um arame colorido e depois construiu as faces em papel celofane. No

final, a altura da caixa media mais 5 cm do que a aresta da base.

1. Escreva a expressao da quantidade de arame gasto pela Ana.
R:
A quantidade de arame necessaria corresponde ao perimetro das duas bases, acrescido das
quatro alturas.
Designando por P a expressao que representa a quantidade de arame, em centimetros, temos
que:

P =2(4x) +4(x +5) © C(x) = 12x + 20

2. Qual é a expressao que da a quantidade de papel celofane gasto pela Ana?
R:
A quantidade de papel celofane corresponde a area total da caixa, que é a soma das areas
das duas bases e das quatro faces laterais.
A expressao x? corresponde a area de cada base e x(x + 5) a area de cada face lateral.
Seja A a expressdo que representa essa area total:
A=2x%+4x(x +5) @ A(x) = 6x% + 20x
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3. Qual é a expressao que da o volume da caixa que a Ana construiu?
R:
Designemos por V o volume da caixa:

V=x%(x+5) e V() =x3+5x?

v"  Refiro que as expressdoes anteriores sdao designadas por polinémios. E que P é um
polinomio do 1° grau completo, A € um polindmio do 2° grau incompleto (falta-lhe o
termo independente (grau zero)) e V é um polinémio do 3° grau incompleto (falta-lhe o
termo de grau um e o termo independente).

v" Apresento, no quadro, a definicao de polindmio e peco aos alunos para registar no

caderno o que for apresentado no quadro.

Um polinémio de grau n, em x, é toda a expressdo do tipo
g+ a;x™ 1+ a,x™ % + 4 a,1x + ay,

em que:

e x éavariavel real;

e ayaq,a, EReaqay#0;

. n eN;

Um polindémio com dois termos diz-se binémio.

Se um polindmio tem s6 um termo, diz-se monémio.

Um polinémio que apresenta todos os coeficientes iguais a zero diz-se polinémio nulo.

v" Refiro que vamos trabalhar agora as operacdes com polinémios:
v" Relembro que para adicionar dois polindmios associamos os termos semelhantes e

adicionamos as correspondentes partes literais. Exemplificando no quadro:

Considerando os polindmios:

P(x)=3x3+2x?2—x+1eQ(x)=x3+4x-3

Entao:

PX)+Q(x)=0Cx®+2x2 —x+ D+ (x3+4x—-3)=0CBx3+x)DN+2x2+ (—x+4x) + (1 —-3) =
=4x3+2x2+3x -2

v Relembro que para subtrair dois polindmios adiciona-se ao primeiro o simétrico do

segundo. Exemplificando no quadro:

Considerando os polinémios:
P(x)=3x3+2x?—x+1eQ(x)=x3+4x—-3

Entao:
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PX)—Q(x)=CBx3+2x2—x+1D) -3 +4x—-3)=Cx*+2x2—x+ 1D+ [-(x+4x—-3)] =
=0GBx3+2x?—x+ 1)+ (—x% —4x +3) = 2x3 + 2x% — 5x + 4x

v"  Refiro que para efetuar a multiplicacdo de dois polindmios poderemos aplicar a
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao algébrica ou aplicar o
algoritmo da multiplicacao. Exemplificando no quadro:

Considerando os polinomios:
P(x)=3x3+2x?2—x+1eQ(x)=x3+4x-3
Entao:
PxX)XxQx)=0CBx3+2x?—x+ 1D x(x3+4x—-3) =
=3x%+12x* —9x3 + 2x5 +8x% —6x% —x* —4x? +3x +x3+4x -3 =
=3x%+2x5 + 11x* — 10x2 + 7x — 3

ou:
+3x3 + 2x? —x +1
X +x3 + 4x -3
—9x3 — 6x2 + 3x -3
+12x* +8x3  —4x? + 4x
+3x° + 2x° —x* +x3
+3x° + 2x° + 11x* 0 —10x*> +7x -3
Assim,

P(x) X Q(x) = 3x® + 2x5 + 11x* — 10x?> + 7x — 3

v" Relembro e peco aos alunos para registarem no caderno o que for escrito no quadro:

Se os graus dos polinomios P e Q sao, respetivamente, m e n, entdo o grau do polindmio P x Q
éigualam +n.

v" Refiro que um dos processos para efetuar a divisdao inteira de polindmios assenta na
mesma estrutura do algoritmo da divisdo inteira de nimeros naturais. Relembro alguns

conceitos basicos e exemplifico no quadro:

Considerando D e d dois nUmeros inteiros, entao:

D d D - dividendo

-dgqg q d - divisor
r g - quociente
r - resto
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Aplicando o mesmo algoritmo aos polinomios efetuemos a divisdao inteira do polindmio
M(x) = 4x3 — 8x2 + 5x — 8 pelo polindmio N(x) = x + 4
Entao:

4x3 —8x?>+5x—8 | x+4

4x?

O primeiro termo do quociente tera de ser 4x2, pois 4x?xx =4x3. Em seguida,
multiplicamos 4x% por x+4 e subtraimos o produto ao polindmio dividendo, tal como

fazemos na divisao de niUmeros naturais:

4x3 —8x2+5x—8 | x+4

—4x3 — 16x? 4x?
0 — 24x?

Continuamos o algoritmo da mesma forma, até que o grau do resto seja inferior ao grau do

divisor, o que impossibilita continuar a divisao inteira:

4x3 —8x? +5x — 8 x+4
—4x3 — 16x? 4x? — 24x + 101
0 —24x?>+5x-—38
+24x?% + 96x
0 +101x-8
—101x — 404
0 —412

Podemos concluir que na divisdao de M(x) = 4x3 — 8x2 + 5x — 8 por N(x) = x + 4 o polindmio
quociente é Q(x) = 4x% — 24x + 101 e o polinémio resto é R(x) = —412, ou seja,
M(x)=Nx)xQ(x)+Rkx) &
& 4x3 —8x% + 5x — 8 = (4x? — 24x + 101)(x + 4) — 412

v" Para concluir, relembro pedindo aos alunos para registarem no caderno o que for escrito

no quadro:

No caso em que R(x) = 0, diz-se que a divisao é exata, ou ainda que:
0 polindmio M(x) é divisivel pelo polinomio N(x);
0 polinémio M(x) € multiplo do polindmio N(x);

O polinémio N(x) é divisor do polindmio M (x);

30




¥v" Proponho aos alunos a realizacdo dos exercicios 73, 75, 78.1 e 79.2 das paginas 69, 70 e
72 do manual.

v" Resolvo os exercicios propostos solicitando a participacdo dos alunos para escrever as
respostas no quadro.

v"  Indico que existem outros processos para calcular os polinomios quociente e resto de
uma divisdo inteira de polindmios, um desses processos € o método dos coeficientes

indeterminados. Exemplifico, no quadro, através de um exemplo.

Queremos efetuar a divisao inteira do polinémio M(x) = 2x3 — 3x% + 5x + 2 pelo polindbmio
NXx) =x+1.

Como os graus dos polindmios P e Q sao, respetivamente, m e n, entdo o grau do polindmio

P:Q (quociente) é igual am - n.

Logo, o grau do polindmio quociente, Q(x) é 2, ou seja, Q(x) = ax? + bx + ¢c. Como o grau do
resto tem de ser inferior ao grau do divisor, logo o grau do resto é 0, ou seja, R(x) =r.
Atendendo a que, M(x) = Q(x) X N(x) + R(x).
Logo, 2x3 —3x2+5x+2=(ax’+bx+ ) (x+ D +r e
©2x3—-3x2+5x+2=ax3+ax?+bx*+bx+cx+c+r=
=ax3+@+b)x*+(b+c)x+c+r

Assim,

a=2 a=2

a+b=-3 b=-5
=

b+c=5 c=10

c+r=2 r=-8

Entdo, Q(x) = 2x?—-5x+10 e R(x) = -8

v" Proponho aos alunos a realizacdo dos exercicios 82 e 83 da pagina 74 do manual.

v" Resolvo os exercicios propostos solicitando a participacdao dos alunos para escrever as
respostas no quadro.

¥v" Menciono que quando queremos efetuar a divisao inteira de polinomios em que o divisor
€ um polindmio de grau 1, em particular do tipo x —a, com a € R, podemos aplicar um
método denominado por Regra de Ruffini, que permite determinar os coeficientes do
polinémio quociente e o resto da divisdo (grau zero). Através de um exemplo, explico a
sequéncia de etapas da Regra de Ruffini recorrendo a projecdo da resolucdo do

exercicio.
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Recorrendo a regra de Ruffini obtemos o quociente e o resto da divisdo de x3 — 2x + 5 por

x — 3 da seguinte forma:

numero que coeficientes do dividendo
anula o

“Q“ 1 g =2 s Os coeficientes do dividendo sao escritos por ordem
3 decrescente do grau dos seus termos.
1 0 . s Escrever debaixo da linha o coeficiente do termo de mais
3 1 elevado grau do dividendo.
1
i & 5 5 Multiplicar 3 por 1 e colocar o produto, 3, na tabela
g e - imediatamente debaixo do coeficiente do 2° termo do dividendo.
T
[ g T & - Adicionar 0 com 3 e escrever a soma na Ultima linha da tabela.
s | 3
[ i 3
i Multiplicar 3 por 3 e escrever o produto, 9, por baixo do 3°
| © ¢ ~2 5 termo do dividendo.
i RE 3 = 9
1 NE) ,
Adicionar -2 com 9 e escrever a soma, 7, na ultima linha.
1 0 =2 5
1] 3 9>+
L # / Multiplicar 3 por 7 e escrever o produto, 21, por baixo do
6 T < Ultimo termo do dividendo.
3— 3 9 & 21
L By R . )
Calcular a soma de 5 com 21 e escrevé-la na ultima linha.
1 4] - 5
3 3 9 21 37
2 - 7 26 Separar os coeficientes do quociente do resto.
) SR . O grau do quociente é 2.
3 g o 5 Logo, Q(x)=x2+4+3x+7eR(x)=26
! 3 7 20

coeficientes do guociente resto

Desta forma, temos que x3 —2x +5=(x —3)(x2+3x+ 7) + 26

v" Marcar para trabalho de casa os exercicios 85.1, 86.1 e 87.3 das paginas 75 e 76 do

manual.

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 73 da pagina 69

Comenta a afirmacao: “Existe um valor a € R tal que

(a+ 1)x3 + ax? + (3a + 3)x + a € um polindmio completo do 2° grau.”.

R.:

A afirmacao é falsa, pois para que o polinémio seja do 2° grau tem-se a = —1.

Mas se a = —1, obtemos o polinémio incompleto —x2 — 1.
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Exercicio 75 da pagina 70

Considera os polinémios:
A(x) =3x% +x—1;

B(x) = x?>—-2;

C(x) = 10x* +3x* +x — 8.

Calcula apresentando o resultado na forma de polindmio reduzido e ordenado.

75.1.

A(x) + B(x)

R.:

AX)+Bx)=Gx?+x— 1)+ (x*2—2)=4x*>+x—3

75.2.

A(x) — C(x)

R.:

Ax) —C(x) = Bx?+x—1) — (10x* +3x* +x—8) =
=0GBx?2+x—-1)+[-(10x* +3x2+x—8)] =
=0GBx?2+x—-1)+(—10x*—3x2—x+8) = —10x* + 7

75.3.

A(x) X B(x)

R.:

A XB(x) =GBx?+x -1 x (x?—-2)=3x*—6x2+x3—-2x —x?>+2=
=3x*+x3—7x? —2x+2

75.4.

(B(x))? = C(x)

R.:

B2 —Ckx) = (x?>—-2)2—(10x*+3x?>+x—8) == (x* —4x?+4) — (10x* + 3x?2 + x — 8) =
=x*—4x?+4—-10x*—3x> —x+8=—-9x* - 7x? —x + 12

Exercicio 78.1 da pagina 72

Determina o polinomio que:

78.1.

Dividido por (x? + 3x — 1) tem como quociente (3x — 2) e resto (5x + 4)
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Px)=(x?+3x—1)xBx—2)+(GBx+4) = (Bx>—2x2+9x2—6x—3x+2)+ (5x + 4)
=3x3+7x>-4x+6

Exercicio 79.2 da pagina 72

Efetua as seguintes divisées, indicando o quociente e o resto:

79.2,
(x*—8):(x2+2)
R.:
x* 0x3 0x? 0x -8 x%2+2
—x* = 2x? Cx2-2
—2x? 0x? 0x -8
+2x? +4
+4 0x -8

Qx)=x*—-2 e R(x)=-4

Exercicio 82 da pagina 74

Na figura esta representado um rectangulo [ABCD].

e =)

A — B

A area do rectangulo é dada pela expressdo 3x3 + x? — 2x e AB = x? + x. Utiliza o método dos
coeficientes indeterminados para determinar a expressdo que representa BC.

R.:

Seja a area do rectangulo representada pelo polindmio A(x) = AB X BC.

Logo, BC = A(x): AB

Se BC é o quociente entre a area que é um polinomio do 3° grau e a expressao de AB que é
um polinémio do 2° grau entdao BC = ax + b

Temos entdo:

3x3+x?—2x=(ax+b)(x*+x) &

a=3
o33 +x?—2x=ax®+ax?+bx*+bx & a+b=1
b=-2
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Entdo BC =3x + b

Exercicio 83 da pagina 74

Usando o método dos coeficientes indeterminados, calcula o quociente e o resto da divisao de

2x3 — 4x? + 9 por 2x? — 4.

R.:

0 quociente é um polindmio do 1° grau e o resto sera no maximo do primeiro grau também:
Qx)=ax+beR(x)=cx+d

Aplicando a propriedade fundamental da divisao sera:

2x3 —4x?2+9=(2x> - 4d(ax+Db) + (cx +d)

& 2x3 —4x%+9 = Qax® + 2bx? —4ax —4b) + (cx + d) &

© 2x% —4x% + 9 = 2ax3 + 2bx? + (c — 4a)x + (d — 4b) ©

2a =2 a=1

2b =—4 b=-2
4 =

c—4a=0 c=4

d—4b =9 d=1

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos:

- Aplicacao de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3], [6], [10] e [11]
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2.3. Aula 2

Escola Secundaria

Com 3° Ciclo do Planificacdo da Aula N° 2
Fundao

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 25 de Marco de 2011

Unidade Didatica: Estudo da Funcao Polinomial

2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

‘F

Teorema do Resto;

L

Determinacao das raizes de um polindmio. Decomposicao em factores.

PRE-REQUISITOS:

» Saber identificar uma raiz ou um zero de um polinémio.
» Saber resolver uma equacao do 2° grau.

B Saber aplicar a Regra de Ruffini.

OBJECTIVOS:

» Aplicar o teorema do resto para encontrar o resto da divisao inteira de um polinémio
P(x) por um bindémio (x — a).

» Decompor um polindmio em fatores.

» ldentificar o nUmero maximo de raizes de um polinémio.

e Calcular a multiplicidade de uma raiz.

MATERIAIS E RECURSOS:

Quadro Interativo;
Projetor de Video;
Computador;

Calculadora grafica;

¥y ¥ ¥ v ¥

Manual Adoptado:

Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10° Ano; Porto
Editora.

SUMARIO:

Teorema do Resto.

Determinacao das raizes de um polindomio. Decomposicao em fatores.
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Resolucao de exercicios do manual.

ESTRATEGIAS:

No inicio da aula refiro a importancia do conhecimento do resto da divisao de dois polinomios

para saber, por exemplo, se um dado polinémio é divisivel por outro.

Através da resolucao, no quadro, de dois exercicios e analisando as respetivas respostas os
alunos sao levados a tirar conclusdoes que permitem construir o enunciado do Teorema do

Resto como um método simples para encontrar o resto da divisao inteira de polinémios.
Enuncio no quadro o Teorema do Resto, que os alunos passam para o caderno.

Proponho a realizacdo de exercicios do manual para os alunos consolidarem os conhecimentos

adquiridos sobre a aplicacao do Teorema do Resto.
Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a participarem na resolucdo dos exercicios.

Relembro que podemos decompor um polinémio de qualquer grau num produto de fatores, ou

seja, podemos fatorizar o polindmio a partir da determinacao das suas raizes.

Escrevo no quadro dois teoremas, um que descreve a forma como um polindmio pode ser
decomposto se conhecermos as suas raizes e o outro que define o nUmero maximo de zeros
que um polinomio de grau n pode admitir. Apresento também a definicao de raiz de

multiplicidade k.

Proponho a realizacao de exercicios do manual para os alunos consolidarem os conhecimentos

adquiridos na aula.
Os alunos irdo ser frequentemente solicitados a participarem na resolucdo dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

v" Inicio a aula ditando o sumario e resolvo, no quadro, os exercicios que foram marcados
para trabalho de casa.

v" Refiro que por vezes basta conhecermos o resto da divisdo para responder a certas
questbes como por exemplo saber se um dado polindmio é divisivel por outro. O Teorema
do Resto é um método simples para se encontrar o resto da divisao inteira de polinomios.

v" Chegaremos ao enunciado do teorema do resto através da resolucao de dois exercicios no

quadro interativo.
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e Queremos verificar se o polindmio A(x) = x* — 2x3 + x — 2 é divisivel por x — 2.
Sabemos que A(x) = (x — 2)Q(x) + R.

Em particular, se x = 2, tem-se:
AR)=0XxQ(x)+R = AR)=R o2 —-2%x22+2—-2=RoR=0

Como R = 0, entao A(x) é divisivel por (x — 2).

Também podemos concluir que 2 é um zero ou raiz do polindémio A(x), pois A(2) =0

e Verifiquemos agora se o polinomio B(x) = —2x3 + x2 — x + 1 é divisivel por x — 2.

Como vimos no exemplo anterior basta-nos entao calcular B(2) para conhecer o resto da
divisao inteira de B(x) por x — 2.

B(2)=-2x23+422-241=-13

Podemos entédo concluir que R = —13, logo B(x) nao é divisivel por x — 2.

Como B(2) # 0, entdo 2 nado é zero (ou nao é raiz) do polinomio B(x).

v Promovo a discussdao das respostas dos exercicios anteriores, levando a que os alunos
tirem conclusdes que permitam construir o enunciado do teorema do resto.
v" Escrevo, no quadro, o enunciado do teorema do resto, que os alunos passam para o

caderno.

e O resto da divisdo de um polinomio P(x) por x — a é igual a P(a).
e Se o divisor € um binémio do tipo ax — b, o resto é dado por P (S), poisax —b =a (x - S)

e O ndmero real a diz-se um zero ou raiz do polinémio P(x) se e so se P(a) =0

e aéraizde P(x) © P(a) =0 © x — a é divisor de P(x)

v" Proponho aos alunos a realizacdo dos exercicios 90 e 91 da pagina 78 do manual.

v"  Refiro que quando estudamos a funcdo quadratica vimos que, se esta tiver um ou dois
zeros, podemos decompor o polinémio do 2° grau que a representa num produto de
fatores de grau inferior a 2, ou seja, podemos fatorizar o polinomio. De igual modo,
podemos fatorizar um polinémio de qualquer grau a partir da determinacao das suas
raizes.

v Relembro, escrevendo no quadro, que:

Se a é uma raiz de um polindmio P(x), entdo este é divisivel por x —a, logo existe um
polinomio Q(x) tal que:
P(x) = (x —a)Q(x)
P(x) foi, assim, decomposto num produto de dois factores.
Se Q(x) tiver uma raiz b, existe um outro polindomio S(x) tal que:
Q(x) = (x = b)S(x)
P(x) = (x —a)(x —b)S(x)
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Podemos continuar a decomposicao enquanto o polindmio quociente tiver raizes reais

v" Peco aos alunos para passarem para o caderno os seguintes teoremas que escrevo no

quadro:

Teorema:
Dado um polindmio P(x) = agx™ + a;x™ ! + --- + a,, de grau n, com n raizes x;, x,,**, x,, P(x)
pode ser decomposto da seguinte forma:
P(x) = ag(x — x;)(x — x3) -+ (x — xp)
Teorema:

Um polinémio de grau n de coeficientes reais tem, no maximo, n raizes (zeros) reais.

v" Definir, no quadro, raiz de multiplicidade k, e pedir aos alunos que registem no caderno.

Diz-se que a é uma raiz de multiplicidade k do polindmio P(x) se o factor (x — a) aparece
exactamente k vezes na factorizagdo de P(x). Isto é:
P(x) = (x — )*Q(x)

e Q(x) nao é divisivel por (x — a).

v" Proponho aos alunos a realizacdo dos exercicios 98 e 100 das paginas 81 e 82 do manual.

RESOLUCAO DO TRABALHO DE CASA

Exercicio 85.1 da pagina 75

Utiliza a regra de Ruffini para efetuar as seguintes divisoes:

85.1. 2x3 —x?—-12x—7):x—3
R.:
Aplicando a regra de Ruffini:
2 -1 -12 -7

E daqui concluimos que Q(x) = 2x? + 5x + 3 e R(x) = 2
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Exercicio 86.1 da pagina 76

Recorrendo a regra de Ruffini, mostra que:

86.1. P(x) = x* + x3 — 4x? — 4x é divisivel por x — 2
R.:
P(x) = x* + x3 — 4x? — 4x é divisivel por x — 2 se e s6 se R(x) =0

Aplicando a regra de Ruffini:

Como R(x) = 0, logo P(x) é divisivel por x — 2.

Exercicio 87.3 da pagina 76

Utiliza a regra de Ruffini para efetuar as seguintes divisoes:

87.3. (4x®—8x2—1):(2x - 1)
R.:

(43 — 8x% — 1): (2x — 1) = (4x° — 8x% — 1): 2 (x — %)

Aplicando a regra de Ruffini:

4 -8 0 1
1/2 2 -3 -3/2
4 6 -3 5/2

2Q=4x2—6x—3=>Q=x2—3x—§ e R=—§

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 90 da pagina 78

Determina k € R de modo que a divisdo de 2x3 — 5x? + kx + 3 por x — 3 seja exacta.
R.:
2%x33-5x%x32+kx3+3=054—-45+3k+3=03k=-12ck=—4
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Exercicio 91 da pagina 78

Considera a familia de polindmios P(x) = x® —ax? —2x + b; a,b € R.

91.1. Determina uma relacdo entre a e b de modo que P(x) seja divisivel por x — 2.
R.:

Para que P(x) = x3 — ax? — 2x + b; a, b € R seja divisivel por x — 2,

PR =022 —-ax22-2x2+b=028—4a—4+b=0&
©4—-4a+b=0b=4a—-4

91.2. Determina a e b sabendo que P(x) é divisivel por x — 1 e dividido por x + 2 da resto 1.

R.:

Como P(x) = x3 —ax? — 2x + b;a,b € R é divisivel por x — 1, logo
P)=0e13-ax1?-2x1+b=01-a-2+bhb=0s
©-1—-a+b=0b=a+1

Também sabemos que P(x) = x3 — ax? — 2x + b; a, b € R dividido por x + 2 da resto 1, logo
P(-2)=1e(-22-ax(-2)?-2x(-2)+b=0¢

& -8—-4a+4+b=1—-4—-4a+b=1b=4a+5

Assim,
b=a+1 b=a+1 b=a+1 b=—§
< < 4 And 4
b=4a+5 a+1=4a+5 a=-—3 a=-3
Portanto,a:—i e h=—=
3 3

Exercicio 98 da pagina 81

Decompde em fatores os seguintes polinomios:

98.1. A(x) =x3 -1

R.:
Através da calculadora grafica
Y1=x"3-1 I J
/-l)r H-CAL
n=l V=0

verifica-se que 1 € um zero do polindmio A(x) = x3 — 1.
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Através da Regra de Ruffini:

Entao:
B-1=Gx-DxE*-x-1)

98.2. B(x) =x*—x%2-2

Sugestao: considera y = x2

R.:

B(x) = x* — x? — 2, fazendo y = x2, temos
B(y)=y*-y-2

1++v1+8
2
Assim, B(y) = (y — 2)(y + 1), como y = x%, vem

BOO = (2 = 20 + 1) = (x = V2)(x +V2) (% + 1)

98.3. C(x) = x3 + 3x% — 4x — 12, sabendo que C(x) é divisivel por x + 2.
R.:

Através da Regra de Ruffini:

Entao:

Clx) =x3+3x%2—4x—12=(x+ 2)(x*> + x — 6)
—-1+v1+24

x2+x—6=0®x=f=}x=—3vx=2

Logo, C(x) = (x +2)(x —2)(x + 3)

98.4. D(x) = 2x* + x® — 2x? — x, sabendo que D(1) = 0
R.:

Através da Regra de Ruffini:
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Entdo, D(x) = (x — 1)(2x3 + 3x% + x)
Recorrendo a calculadora grafica:

Y1=2uh " 3+3RE"2+R

gL
ff' n-LCAHL

n==1 =0

Verificamos que -1 é raiz do polinémio 2x3 + 3x? + x logo, aplicando a Regra de Ruffini:

- 0
2 1 0 0

Logo, D(x) = (x —D(x+1D(x?*+x) = (x —D(x+ Dx(x+ 1)

Exercicio 100 da pagina 82

Determina a multiplicidade da raiz -1 do polindmio P(x) = x* + 2x3 — 2x — 1 e decompée P(x)
em factores.
R.:

Como -1 € raiz do polinémio P(x) = x* + 2x3 — 2x — 1. Entao aplicando a regra de Ruffini:

1 2 0 -2 1
1 1 1 1 1
1 1 1 -1 0
1 1 0 1
1 0 0
1 -1 1
1 1 0
1 -1
1 -2

Verificamos que o resto é 0 nas trés primeiras vezes e diferente de zero na quarta vez, logo:

PxX)=x*+2x3-2x—1=(x+1)3x-1)
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Assim, a raiz -1 tem multiplicidade 3.

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas

propostos:
- Aplicacado de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3] e [11]
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2.4. Aula 3

Escola Secundaria

Com 3° Ciclo do Planificacdo da Aula N° 3
Fundao
iﬁﬁ' Ano: 10° Turma: CT1 Data: 29 de Marco de 2011
& W
2‘;5@“}; Unidade Didatica: Estudo da Funcao Polinomial
2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

-

Funcao Polinomial;

PRE-REQUISITOS:

» Identificar e relacionar objeto e imagem;

» Interpretar representacoes graficas e algébricas de funcdes afim e quadratica;

= Identificar os zeros de uma funcao a partir da sua representacao grafica e determinar os
zeros de uma funcao a partir da sua representacao algébrica;

» Identificar a multiplicidade de uma raiz, dada a expressao algébrica de uma funcao.

OBJECTIVOS:

» Fazer o estudo de uma funcdo polinomial de grau trés a partir das suas representacdes
algébrica e grafica;

» Identificar e analisar propriedades comuns entre uma funcdo clbica e as fungdes afim e
quadratica cujo produto de polindmios da origem a sua representacao algébrica;

» Identificar algumas familias de funcbes clbicas e analisar algumas propriedades,
nomeadamente os zeros;

# Saber identificar uma funcdo impar, a partir da sua representacdo grafica e da sua

expressao algébrica.

MATERIAIS E RECURSOS:

¥y ¥ ¥ ¥v ¥

Quadro Interativo;
Projetor de Video;
Computador;
Calculadora grafica;

Software: TI-SmartView e Geogebra;
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» Manual Adotado:
Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10° Ano; Porto
Editora.

SUMARIO:

Estudo de fungdes: funcao polinomial.

Resolucdo de uma tarefa e de exercicios do manual.

ESTRATEGIAS:

No inicio da aula apresento uma tarefa que permite relacionar as representacoes graficas e
algébricas de funcoes polinomiais de diferentes graus (funcdo afim, funcdo quadratica e

funcao cubica), partindo da analise de algumas propriedades.

Com a exploracdo desta tarefa pretende-se chegar a uma funcéo cubica, que é obtida a partir
do produto de uma funcdo Afim, definida algebricamente, por uma funcdo quadratica, dada

inicialmente por uma representacao grafica.

E dado algum tempo para os alunos explorarem a tarefa e responderem as questdes, depois
serao confrontadas e discutidas as respostas as questoes, assim como os processos utilizados

pelos alunos.

Em seguida, vamos analisar algumas familias de funcdes clbicas (utilizando o software

Geogebra) quanto aos zeros.

A definicao de funcdo impar é apresentada aquando da referéncia a familia y = ax3;a # 0,

pois os graficos das funcdes desta familia sdo simétricos em relacao a origem.

Proponho a realizacdo de exercicios do manual para os alunos consolidarem os conhecimentos
adquiridos na aula. Os alunos irao ser frequentemente solicitados a participarem na resolucao

dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

v"Inicio a aula ditando o sumario e refiro que vamos fazer o estudo da fungdo polinomial,
que € uma funcao real de variavel real, cuja expressdao analitica se pode escrever na
forma
fx) = apx™ + a;x™t + ax® 2 + -+ a, com ay,ay,...,a, € Ren € N,
v" Lembro aos alunos que ja foram estudadas algumas funcdes polinomiais, nomeadamente

as do tipo y = ax + b,a # 0, definidas por um polindmio do 1° grau (funcdo afim) cujo
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grafico é uma recta e as do tipo y = ax? + bx + ¢,a # 0, definidas por um polinémio do
2° grau (funcao quadratica) cujo grafico € uma parabola).

v" Distribuo uma folha contendo o enunciado da tarefa a ser realizada pelos alunos, dando
tempo suficiente para a realizacao da mesma.

v" Apos os alunos resolverem e explorarem a tarefa apresentada, irei resolver as questdes
da tarefa no quadro interativo, promovendo a discussdo das respostas as questdes, assim

como os processos utilizados pelos alunos.

Tarefa
Considere as funcoes:
e f(x) =x+ 3, uma funcao Afim (polinomial de grau um);
e ¢, uma funcao polinomial de grau dois, definida por uma expressao da forma
gx) =ax?>+bx+c (a,b,c € Rea # 0), representada graficamente.

e h, que resulta do produto dos polindmios que definem as funcoes f e g.

1. As funcdes f e g admitem as seguintes representacdes graficas, para certos valores de a ,b

ec:

\

\
\
\

A B

1.1. Mostre que g(x) = 2x? + 5x — 3.

R:

Fazendo uma observacdo cuidada da representacao grafica, indica-se alguns pontos
conhecidos: (-3,0), (0,-3) e (1,4). Ao estabelecer a relacao entre o objeto e a respetiva
imagem, e recorrendo a expressao algébrica g(x) = ax? + bx + ¢ podemos determinar os

valores correspondentes aos parametros a, b, e ¢, resolvendo o seguinte sistema:

a(-3)2+b(-3)+c=0 b=5
a(0)>+bx0+c=-3 <4c=-3
a()?+bxl+c=4 a=2

Logo, g(x) = 2x?+ 5x—3
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Nota: Deve-se realcar que sdo necessarios trés pares ordenados distintos e independentes
para definir a representacdao de uma funcdo quadratica, ndo bastando, mostrar que a funcao
definida por g(x) =2x%+ 5x—3 tem os mesmos zeros que a funcdo representada
graficamente, pois existe uma infinidade de funcdes quadraticas cujas representacoes

graficas sdo parabolas que tém os mesmos zeros.

1.2. Estude o sinal da funcao h.
R:
Como a funcao f assume valores negativos entre —oo e -3 e, neste intervalo a funcao g assume

valores positivos, h tera valores negativos.

De modo idéntico, como a funcao g assume valores negativos entre -3 e %, e neste intervalo a
funcao f assume valores positivos, h tera valores negativos.

Por fim, a funcdo g assume valores positivos entre % e +o , e neste intervalo a funcao f

continua a assumir valores positivos, h tera valores positivos.

Ou de outro modo:

Como h(x) = (2x? + 5x — 3)(x + 3) podemos construir uma tabela de sinais de cada uma das
funcbes fatores, recorrendo a representacao grafica e as propriedades das funcoes fe g, e

concluir quanto ao sinal da funcao produto:

Y —oe0 -3 l 4o
2
/() — o v [+ =+
g(x) + 0 = 0 T
h(x) == 0 = +

Assim,

1
h(x) <0 o x € ]—=—3[ U ]—3,5[
h(x) >0 o x€ E,+°°[

h(x) =0 o x € {—3,%}

1.3. Determine:

R(=3); h(5); h(0) ; R(=1) ; A(D) ; A(2).

R:

h(—3) = 0, uma vez que -3 é um zero das fungdes f e g.
1

.1 4 ~
h (E) = 0, pois - & um zero da funcao g.

h(2) = f(2)x g(2) =(G+3)(2x22+5x2—3)=5x15=75
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h(0) = f(0) x g(0) =3 x(-3)=-9
h(=1) = f(=1) x g(=1) = 2 x (=6) = —12
h(1) = f(1) xg(1) =4 x4 =16

1.4. Faca um esboco da representacao grafica da funcao h.
R:

Floti Flokz Flatz
SHARZREH1IHE+HL 2
®=a
“Ne=
sMa=

WIHDOW
Amin=-3
AnMax=2

wecl=1
Ymin=-135
Ymax=18
Ve l=2
Ares=1

2. Procure novos valores para os parametros a, b e ¢, de modo que:

2.1. a funcao h tenha apenas um zero real.

R:

Utilizando o software Geogebra vamos atribuir varios valores aos parametros a, b e ¢ da
representacao algébrica da funcdo g, de modo que h tenha o nimero de zeros pretendidos,
observando as alteracbes nas representacoes graficas relativamente a mudanca dos
parametros.

Assim, registamos que a funcéo f nao é alterada. Logo, para que a funcao h tenha apenas um
zero, a funcao g pode ser de dois tipos: i) ndo ter zeros, e entdo o zero da funcao h vai
corresponder ao zero da funcao f; e ii) ter apenas um zero coincidente com o zero da funcao
f.

i) Existe uma infinidade de solucées. Como se pretende que g ndo tenha zeros reais, podemos
escolher-se valores para a, b e ¢ de forma que b? — 4ac < 0. Considerando, por exemplo, a
=1, b=0e c =1, tem-se g(x) = x? + 1 e a funcdo h tem apenas um zero, que coincide com o
zero da funcao f.

ii) Para g ter apenas um zero coincidente com o zero da funcdo f , a expressao algébrica que
representa ¢ pode ser do tipo g(x) = k(x + 3)% k # 0, escolhendo, deste modo, as funcoes
quadraticas que tém um zero duplo para x = —3. Desenvolvendo o quadrado do bindmio,
vem: g(x) = k(x? + 6x + 9).

Entao, os valores para os parametros podem ser, por exemplo, a=1,b=6ec=9.

Podemos verificar o sinal da funcao:

X —co -3 400
f(x) ~ 0 ¥
g(x) + 0 +
h(x) - 0 +
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e observar a representacao grafica de h através da calculadora grafica:

Flotl Plotz Flots
S ECKEFEEF I IR
+32

2=

WIHDOW
Amin=-3
AMax=2
necl=1
VYmin=-7
VYmax=7
Yaol=2
#res=l

Verificamos que a representacao grafica da funcao h apresenta uma Unica interseccao com o

eixo das abcissas (como seria esperado, ja que h deveria ter um Unico zero real).

2.2. a funcao h tenha mais do que dois zeros reais e distintos.
R:
A funcao g tem que ter dois zeros e estes tém que ser diferentes do zero da funcéo f. Assim,
a expressao algébrica que representa g tem que ser do tipo g(x) = a(x — d)(x — e), com a #
0,sendod # -3 ee # —3.
Seja, por exemplo, g(x) = (x — 0)(x — (—4)), ou seja, g(x) =x(x +4). Desenvolvendo o
produto, temos g(x) = x% + 4x e, assim, temosa=1,b=4ec=0
A funcéo h é, neste caso, definida por:

h(x) = (x%2 + 4x)(x + 3),

Podemos verificar o sinal da funcao:

X . -4 -3 0 400
f) | - - - o + [+] +
g(x) | + Jo| - -] - Jof +
hi(x) - 0 + 0 - 0 +

e observar a representacao grafica de h através da calculadora grafica:

Flotl Flotz Flot:
;¥1l<H3+4H)*(K+S

U

WIHDOL
i o i i - Ymin=-5
Amax=2
necl=1
Ymin=-7
Ymax=y
Vacl=2
Ares=A
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Deste modo, confirma-se que a representacao grafica da funcado h apresenta trés interseccoes
com o eixo das abcissas (como seria esperado, ja que h deveria ter mais do que dois zeros

reais e, portanto, teria que ter obrigatoriamente trés, pois trata-se de uma funcao cubica).

ndumero de zeros de cada familia.

v" Apresento algumas familias de funcdes cubicas (utilizando o software Geogebra que
permite fazer a representacdo grafica e o estudo de fungdes) fazendo o estudo do

Vamos analisar algumas familias de fungées clUbicas, quanto aos zeros:
1.y=ax3a+0

\

Todas as fungoes desta familia tém um Unico zero > 0 (multiplicidade 3)
v

Saliento que quando a raiz tem multiplicidade impar a funcdo toma valores de sinal

contrario antes e depois do zero. Quando a raiz tem multiplicidade par a funcdo toma
valores com o mesmo sinal antes e depois do zero.

¥v" Chamo a atencao para o fato de os graficos das funcbes desta familia serem simétricos
dizem-se funcdes impares.

em relacao a origem, ou seja, y(—x) = —y(x). Funcbes que satisfacam esta condicao

v" Defino, no quadro, uma funcado impar e peco aos alunos que registem no caderno.

A funcéo f de dominio D é impar se, paratodo o x € D, f(—x) = —f(x)

Vx €D, f(—x) = —f(x)

Continuamos a analisar algumas familias de funcdes clUbicas, quanto aos zeros:
2.y=a(x—pB)3%a#0
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3(x+2y

[¥]

-3 (x- 2

|3 -2y
|

o

]

Todas as funcdes desta familia tém um Unico zero - B (multiplicidade 3)

v

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 101 da pagina 84

Proponho aos alunos a realizacao dos exercicios 101 e 104 da pagina 84 do manual

101.1 f(x) = x> + 2x

R.:
f(=x) = (—x)° + 2(—x) = —x° — 2x
—f(x) =—(x°+2x) = —x° — 2x

101.2 f(x) = —x3 + x?
R.:

—f(x) = —(—x3 +x%) = x3 — x?

101.3. f(x) = —x3+x+1

R.:

52

f=0) = (=(=2)° + (—0)? = ¥* + 22

f0) =P+ () +1=x3-x+1
—f)=—(—x3+x+1)=x3-x—-1

Seja f uma funcao polinomial. Verifica, em cada caso, se f € uma funcdo impar.

Como f(—x) = —f(x), podemos dizer que a funcao f € uma funcao impar.

Como f(—x) # —f(x), podemos dizer que a funcao f ndo é uma funcao impar.




Como f(—x) # —f(x), podemos dizer que a funcao f ndo é uma funcao impar.

101.4. f(x) = —x3+x

R.:

f(=x) = (=) + (%) =x* —x
—fl)=—(-x3+x)=x3—x

Como f(—x) = —f(x), podemos dizer que a funcao f é uma funcao impar.

Exercicio 104 da pagina 84

Considera a funcao polinomial do 3° grau definida por: f(x) = x> —3x2 +x — 3

104.1. Mostra que 3 é o seu Unico zero.
R.:

Calculemos o resto da divisao de f(x) por x — 3, aplicando a regra de Ruffini:

1 -3 1 -3

Concluimos que f(x) = (x —3)(x? + 1)
Calculemos, agora os zeros de x2 + 1
x?+1=0 & x? = —1 equacao impossivel.

Fica entao provado que 3 € o seu Unico zero.

104.2. Indica, justificando, o valor logico da afirmacdo: “Se uma funcao clbica tem apenas

uma raiz, ela é de multiplicidade trés.”
R.:

A afirmacao é falsa, pois como vimos no exercicio anterior a funcao f € uma funcado clbica e

tem um Unico zero mas um zero simples.

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:
- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas

propostos:

- Aplicacado de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3], [11] e [12]
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2.5. Aula 4

Escola Secundaria

Com 3° Ciclo do Planificacao da Aula N° 4
Fundao

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 30 de Marco de 2011

Unidade Didatica: Estudo da Funcao Polinomial

2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

Funcao Polinomial;

PRE-REQUISITOS:

¥y ¥ ¥ ¥ ¥

Identificar e relacionar objeto e imagem;

Identificar os zeros de uma funcéo a partir da sua representacao grafica;

Determinar os zeros de uma funcéo a partir da sua representacao algébrica;

Saber fatorizar um polindmio utilizando a regra de Ruffini;

Saber identificar uma funcao impar e uma funcdo par, a partir da sua representacao

grafica e da sua expressao algébrica.

OBJECTIVOS:

>

»

Identificar algumas familias de funcdes clbicas e analisar algumas propriedades,
nomeadamente os zeros;

Resolver problemas envolvendo funcdes polinomiais.

MATERIAIS E RECURSOS:

¥ ¥ ¥ v ¥v ¥
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Quadro Interativo;

Projetor de Video;

Computador;

Calculadora grafica;

Software: simulador da calculadora grafica fx9860;

Manual Adotado: Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10°
Ano; Porto Editora.




SUMARIO:

Estudo de fungdes: funcao polinomial.

Resolucao de exercicios.

ESTRATEGIAS:

Vamos continuar a analisar algumas familias de funcdes cUbicas quanto aos zeros.

Em seguida, proporei aos alunos a resolucdao de exercicios do manual, tendo estes como

objetivo rever os conhecimentos adquiridos na aula anterior sobre a funcao polinomial.

Os exercicios propostos abordam o estudo da paridade de uma funcdo polinomial e a

resolucao de problemas usando uma funcao polinomial.
E necessario o uso de calculadora grafica na resolucdo de alguns exercicios.

Os alunos irdo resolver individualmente os exercicios da ficha de trabalho, que

posteriormente irdo ser corrigidos no quadro interativo.

Na correcao dos exercicios a serem resolvidos com recurso a calculadora grafica, irei recorrer

ao software simulador, no computador, de uma calculadora fx9860.

Os alunos irao ser frequentemente solicitados a participarem oralmente ou no quadro na

correcao dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

v" Inicio a aula ditando o sumario e continuo a apresentar algumas familias de funcoes

cubicas fazendo o estudo do niUmero de zeros de cada familia.

Vamos continuar a analisar algumas familias de funcées clbicas, quanto aos zeros:

3.y=alx—B)(x—a)%,a+0
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-(X- 1) (x- 3) \

44 |

2(x+1) (x- 17

Todas as funcoes desta familia tém dois zeros:

B - zero simples (multiplicidade 1)

a - zero duplo (multiplicidade 2)

4. y=alx—-B)x—-—a)(x—A);a+0

&)
[

-+ 1) (x=-2) (X—S)\

XX+ 2)[x-1)
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Todas as funcoes desta familia tém trés zeros simples > a, B e A




5.y=alx—a)(x*+k);a+0ek>0

o]
S2(x-2) ¢+ 1) \ x+1) &+ 1)
Al

\

24 \

I|I|

0 \
2 0 3 P

|II

'|

2 I|

|

|

|

\

_4 ||

Todas as funcdes desta familia tém um Unico zero simples (multiplicidade 1) > a
v" De seguida, proponho a resolucdo dos exercicios 105 e 106 da pagina 85 e 108 da pagina
86.
v

Proponho a realizacao das tarefas 13 e 14 das paginas 88 e 89 do manual e irei corrigir os
exercicios, acompanhando o ritmo de trabalho dos alunos.

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 105 da pagina 85

Na figura estao representadas duas funcoes polinomiais do 3° grau designadas por f e g.

Mostra que:

105.1. f(x) =x3—x2—4x+ 4
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R.:
Pela representacao grafica da funcao f verificamos que a funcdo tem 3 zeros: -2, 1 e 2.

Assim, f(x) =(x—2)(x—Dx+2)=(x*—-x—-2x+2)(x+2) &
S f(x)=x3+2x?—x?—2x—2x? —4x+2x+4=x3—x?—4x+4

105.2. g(x) = x3 +3x%2 — 4
R.:

Pela representacao grafica da funcdo g verificamos que a funcdo tem 2 zeros:

(multiplicidade 2) e 1 (multiplicidade 1).
Assim, g(x) = (x—D(x+2)?=(x-1)x*+4x+4)
og)=x3+4x’+4x—x?—4x—4=x3+3x2—4

-2

Exercicio 106 da pagina 85

Na figura esta representada uma funcgao polinomial do 4° grau.

Sabe-se que: f(x) = a(x — b)(x — ¢)(x — d)?

Indica possiveis valores para a, b, c e d.

R.:

Pela representacao grafica da funcao f verificamos que a funcdo tem 3 zeros: -2, 1 e 3.
Assim, f(x) = a(x — 1)(x — 3)(x + 2)?

Pela representacao grafica da funcéo, f(0) =6 © a(-1)(-3) x4 =6

1

S12a=6a=—=—
a a 1 >

,b=1c=3ed=-2

N |-

Logo, a =
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Exercicio 108 da pagina 86

Na figura estdo representadas duas funcdes f e g, ambas de dominio [-2, 2], sendo f uma

funcao impar e g uma funcéo par.

Indica se sao falsas ou verdadeiras as seguintes afirmacoes.

108.1. f(—x) X f(x) <0,sex+#0

R.:

Como a funcéao f € uma funcédo impar f(—x) = —f(x)

Assim temos, f(—x) X f(x) <0 & —f(x) X f(x) <0, x#0

Logo a afirmacao é verdadeira

1 1
108.2. f(5) x g(—3) <0
R.:
1 1 . . ~ . . . 1 ~ ,
f(;) Xg(— 5) < 0 é uma afirmacao verdadeira, pois no ponto de abcissa > funcao f e

positiva e a funcao g é negativa, logo o produto de f por g é negativo.

108.3. g(v2) + g(—v2) > 0

R.:

Como a funcao g é uma funcao par g(—x) = g(x)

Assim temos, g(V2) + g(v/2) > 0 & 2 g(v/2) > 0 uma afirmacao falsa, pois a funcao g &

negativa, em todo o seu dominio, logo 2 g(v2) < 0.

Tarefa 13 da pagina 88

1. Considera a funcao polinomial h definida por h(x) = x3 — 14x% + 59x + 30. No referencial
da figura, esta representada uma figura metalica suportada por quatro colunas A, B, Ce D. O
contorno superior da estrutura coincide com parte da representacao grafica da funcao h.
Sabe-se que a unidade, no eixo das abcissas, € o metro e no eixo das ordenadas é o

decimetro.
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1.1. Atendendo aos dados da figura, determina as alturas das colunas A e D.
R.:

Altura da coluna A = h(0) = 30 dm

AlturadacolunaD=h(7) =73 —-14x 72 +59 x 7+ 30 = 100 dm

1.2. Sem recorrer a calculadora, determina as distancias entre as colunas B e C, sabendo que
tém a mesma altura da coluna D.

R.:

Como as colunas B e C tém a mesma altura da coluna D, entao:

x3—14x%2 +59x +30 =100 © x3 — 14x*> + 59x — 70 = 0

Se 7 é solucao da equacao x3 — 14x2 + 59x — 70 = 0 € porque o polindmio

x3 — 14x?% 4+ 59x — 70 é divisivel por x — 7, utilizando a regra de Ruffini:

1 -14 59 -70
7 7 -49 70

1 -7 10 0

Logo, x3 —14x2+59x—70=0 (x —7)(x>—=7x+10) =0

7 ++49 — 40
x—7=0Vx2—7x+10=0<:>x=7Vx=f<:>

x=7Vx=5vx=2
Assim, a distancia entre as colunasBeCé3m (5-2=3)

2. Considera a funcao quadratica f definida por f(x) = —%xz + 3x + 8. O ponto B pertence ao

grafico de f e abcissa b €]0,8[. Para cada valor de b é construido um triangulo [OAB],

retangulo em A, como é sugerido nas figuras:
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2.1. Seja g a funcdo que a cada valor de b faz corresponder a area do A[AOB]. Mostra que
g(b) = =2 +2p2 + 4.

4 2
R.:
O triangulo [OAB] tem base b e altura a ordenada do ponto do grafico de g que tem abcissa b,
ou seja,
f(b) = —>b?+3b +8.

Entao,

b(—1b2+3b+8) Lpsiapziay 1 3
2 =2 = b3 +b%+4b
2 2 2P 3

g(b) =

2.2. Sem recorrer a calculadora, determina todas as solucdes da equacao g(b) = 24, sabendo

que g(6) = 24.
R.:
p3 3 p® 3
gb) =24 & - +b*+4b =24 — b2 +4b-24 =0

g(b) =—b3+6b%2+16b—96=0
Como uma das solucoes desta equacao € 6 por ser g(b) = 24 vamos dividir
—b3+ 6b%+ 16b — 96 por b — 6

Entao:
—b34+6b24+16b—96=0 (b—6)(—b2+16) =0
©b=6V b =162b=6Vb=4Vh=—4

As solucodes sao {-4, 4, 6}
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Tarefa 14 da pagina 89
Dado um quadrado [ABCD] com 6 cm de lado, considera todos os quadrados [MNOP] nele

inscritos. A seguir, estao representados trés desses quadrados.

/\\
\ ;
/

) o X C
' P, N
\ \\ /
\ \ y f
\ /_5 N (ff' » .I |
— / | |
S ML o |
X —————y |
M B

\
b
\ X
\ //
M B A

\
A
B A X

—
=
_\—_-'__] N

oo
E

1. Indica o intervalo de variacao de x.

R.:
x pode tomar valores em [0, 6].

2. Mostra que a area do quadrado [MNOP] é dada, em funcao de x, pela expressao: A(x) =

2x% —12x + 36

R.:
Mostremos que a area do quadrado [MNOP] é dada em funcao de x pela expressao

A(x) = 2x? — 12x + 36.
0 lado do quadrado [MNOP] é a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos medem x

PO =.x2+(6—-x)2 = P0=+vVx2+36—12x + x2 © PO =V2x2 + 36 — 12x

e 6 —x. Assim,

E por isso a area pedida é A = (vV2x2 + 36 — 12x)2 o A=|2x? - 12x + 36| &

& A = 2x? — 12x + 36 pois o polindmio 2x2 — 12x + 36 € positivo em todo o dominio como se

constata ao observar o grafico.
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3. Para cada valor de x é construido um prisma recto, de altura x e cuja base é o quadrado

[MNOP], conforme é sugerido na figura abaixo.

/’/- __\--_\_"'——_

s
- -
b .0

s |

000

M B A M B

3.1. Mostra que o volume V do prisma é dado, em funcao de x, pela expressao:
V(x) =2x3—12x? + 36x

R.:

Mostremos que o volume do prisma é dado pela expressao V(x) = 2x3 — 12x2 + 36x

Ora, V(x) = 2x?> = 12x + 36) xx o V(x) = 2x3 — 12x% + 36x

3.2. Calcula as dimensodes do prisma quando a area da base é minima.

R.:

Calculemos as dimensbes do prisma quando a area da base é minima.

Do grafico da funcao e utilizando a calculadora calculamos o minimizante da area da base e

concluimos ser 3.

u
ML LT ey o : N

Podiamos ter encontrado este valor calculando a abcissa do vértice da parabola que
representa a area da base.

As dimensoes do prisma sao:

Aresta da base = V2 x 32— 12 x3 +36 =18 =3vV2Z cm

Altura do prisma = 3 cm

3.3. Calcula A(0), onde A representa a area da base do prisma recto, e V(0) dando uma
interpretacao geométrica aos resultados.

R.

A(0)=36eV(0)=0

Quando x = 0 o quadrado [MNOP] coincide com o quadrado [ABCD], pelo que a sua area é

36 = 6% e 0 volume é zero por ser a altura igual a zero.

63




3.4. Identifica o sélido que se obtém para x = 6 e calcula A(6) e V(6).

R.:

0 solido que se obtém para x = 6 € um cubo de aresta 6.

A(6) =2 X 62—12 X6+ 36 © A(6) = 36 (area do quadrado com 6 cm de lado) e
V(6) =2 x 63—12 x6%+36 x6 =216 (volume do cubo com 6 cm de aresta).

3.5. Determina para que valores de x a area da base é 20 cm” e calcula o(s) volume(s) do(s)
prisma(s) correspondente(s).

R.:

Determinemos os valores de x para os quais a area da base é 20 cm? e calculemos os volumes

dos prismas correspondentes.

B . o

E o —— E
I L
" W

nkerseckion
=z Y=z

nberseckion
=Y Y=z

V(2)=2%x8—-12%x44+36%x2=40eV(4) =2%x64—-12%x16+36%x4=280

3.6. Recorrendo a calculadora faz o estudo da variacdo da area da base e do volume do
prisma com a variacao de x.

R.:

Atendendo ao grafico podemos dizer que a area comeca por ser 36 e diminui até 18 quando
x = 3 voltando a aumentar até voltar a atingir o valor 36. O volume cresce sempre a medida

que x aumenta.

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos:

- Aplicacao de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3] e [11]
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2.6. Aula b

Escola Secundaria
Com 3° Ciclo do Planificacao da Aula N° 5

Ano: 10° Turma: CT1 Data: 1 de Abril de 2011

Unidade Didactica: Estudo da Func¢ao Polinomial

2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

>

>

Funcao Polinomial;

Resolucao de inequacdes de grau superior a 2.

PRE-REQUISITOS:

» Identificar e relacionar objeto e imagem;

# Identificar os zeros de uma funcao a partir da sua representacao grafica,

» Determinar os zeros de uma funcao a partir da sua representacao algébrica;

» Saber fatorizar um polinémio utilizando a regra de Ruffini;

» Saber identificar uma funcao impar e uma funcao par, a partir da sua representacao
grafica
Provar a paridade de uma funcao através da sua expressao algébrica.

» Resolver inequacdes do 2° grau.

OBJECTIVOS:

» Resolver problemas envolvendo funcées polinomiais.

» Resolver inequacdes de grau superior a 2.

MATERIAIS E RECURSOS:

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

Quadro Interativo;

Projetor de Video;

Computador;

Calculadora grafica;

Software: simulador da calculadora grafica fx9860;

Manual Adotado: Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10°

Ano; Porto Editora.

65




SUMARIO:

Continuacao do estudo de fungdes: funcao polinomial.
Resolucao de inequacdes de grau superior a 2.

Resolucao de exercicios.

ESTRATEGIAS:

No inicio da aula proponho aos alunos a resolucdo de uma tarefa do manual, tendo esta como

objetivo rever os conhecimentos adquiridos nas aulas anteriores sobre a funcao polinomial.
Os exercicios propostos abordam a resolucao de problemas usando uma fungao polinomial.

Apds a resolucao da tarefa do manual, proponho um exercicio que envolve a resolucdo de

inequacoes de grau superior a 2, que explicarei a medida que resolvo o exercicio.

Em seguida, proporei aos alunos a resolucdo de exercicios do manual. Tendo estes como

objetivo a resolucao de inequacdes de grau superior a 2.
E necessario o uso de calculadora grafica na resolucdo de alguns exercicios.

Os alunos irdo resolver individualmente os exercicios propostos, que posteriormente irdo ser

corrigidos no quadro interativo.

Na correcado dos exercicios a serem resolvidos com recurso a calculadora grafica, irei recorrer

ao software simulador, no computador, de uma calculadora fx9860.

Os alunos irao ser frequentemente solicitados a participarem oralmente ou no quadro na

correcao dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

v" Inicio a aula ditando o sumario e proponho a realizacdo da tarefa 15 da pagina 90 do
manual e irei corrigir os exercicios, acompanhando o ritmo de trabalho dos alunos.
v" Colocarei e resolvo no quadro o seguinte exercicio. Este exercicio envolve a resolucao de

inequacoes de grau superior a 2, que explicarei a medida que resolvo o exercicio.

Exercicio:

Seja f a funcdo de dominio R, definida por f(x) = —4x* + 33x% + 14x — 15

1. Sem efetuar a divisao inteira mostre que f(x) é divisivel por x + 1 e por x — 3.

2. Decomponha f(x) num produto de factores do menor grau possivel.
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3. Sem recorrer a calculadora, resolva a inequacéo f(x) < 0.
4, Utilizando a calculadora represente a funcao f numa janela adequada que lhe permita
concluir que o contradominio é da forma |—oo, k|. Determine o valor de k com aproximacao as

centésimas.

Resolucao:
1.

f()=—4x(-1)*+33x(-1)?+14x(-1)—15=—-4+33-14—15=0
f(3)=—-4x3*+33x324+14%x3—-15=-324+297+42—-15=0
Como o resto da divisao de f(x) por x + 1 € f(1) = 0 e o resto da divisdo de f(x) porx—3 é

f(3) =0, pelo Teorema do Resto concluimos que f(x) € divisivel por x — 1 e por x — 3.

2.

Comecemos por dividir f(x) por x + 1 e por x — 3.

4 0 33 14 -15
-1 4 -4 -29 15

4 4 29 -15 0

-4 4 29 -15
3 -12 -24 15

-4 -8 5 0

Ficamos entao com f(x) = (x + 1)(x — 3)(—4x%2 — 8x + 5)

Calculemos os zeros de —4x? — 8x + 5:

8+ V64 + 80 5
——— o x=—-Vx=

—_Ax2 — — _
4x 8x+5=0ex s > >

Concluimos entédo que f(x) = —4(x + 1)(x — 3) (x + g) (x - %)

S 1
— = 3 +=
= 2 1 2
s % +1 0 + + + + +

7@,7 4x% —8x+5 - 0 + + + )
i

fix) = 0 +* o] N 0 + 0
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Concluimos entdo que f(x) <0 < x € ]—oo,g[ U ]—1,%[ U3, +=[

4,
W I D0
amin=-4.7
BMmax=4.r7
macl=1
Ymin=-38
Ymax=35
gscl= Haximum
ares=1 B=Z, 125?53!1 Y=@2. zuzusn

0 valor de k com aproximacao as centésimas € k = 82,20

¥v" Proponho a realizacdo do exercicio 113.5 da pagina 91 do manual.

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Tarefa 15 da pagina 90

Considera uma piramide quadrangular regular de altura 10 cm em que a
aresta da base mede 6 cm.

Com o vértice em O, centro da base da piramide, considera outras
piramides em que as bases sao paralelas a base da piramide dada,

como ¢é sugerido nas figuras seguintes.

A écm ) B

O ponto P é movel, deslocando-se de O para R. Para cada posicao do ponto P, tem-se OP = x,

que representa a altura da piramide de vértice O.

1. Mostra que o lado [ da base dessa piramide é dado, em funcdo ~  R______.________.
de x, por: l(x) = 2(10 —Xx)
Sugestdo: Recorre a semelhanca de triangulos e a figura ao lado.

R.:

Recorrendo a semelhanca de triangulos e a figura.

10 cm

b 3(10—x
o b =300
10—-x 10

Da figura resulta: % =

Assim, [(x) = 2b & 2x = (10 —x) & I(x) =2(10 — x)
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2. Designa por V o volume da piramide de vértice O. Mostra que V é dado, em funcao de x,

~ 3 12 . . . ~
pela expressao: V(x) = Ex3 — ?xz + 12x. Indica o intervalo de variacao de x.
R.:
e A . ;. 1 ,
O volume de uma piramide é igual a S X area da base x altura.

Pelo que, neste caso, temos:

V()—1 3(10 )2>< <:>V()—1>< 9(100 20 +x) xx ©
x—35 X X x—3 25 X T X X

3 ) 3 3 3 12 )
@V(x)=g(100x—20x + x3) @V(x)=gx -z +12x

O dominio de V é [0, 10]

3. Recorrendo a calculadora, determina para que valores de x o volume é maximo.

R.:

W THOO
Aamin=Aa
amax=1a
nacl=1
Ymin=A
Vrmax=28

Haxirup wacl=1

H=3 233347 LY=17 77770 . ares=1

O volume é maximo para x = 3,33 (aproximacao as centésimas)

4. Seja S a funcao que a cada x faz corresponder o volume limitado pelas superficies das duas

piramides.

4.1. Mostra que S(x) = 120 — V(x).
R.:

O volume limitado pelas superficies das duas piramides é igual ao volume da piramide de

vértice R menos o volume da piramide de vértice O. Ora o volume da piramide de vértice R é

€(60) =§ x 62 x 10 = 120.
Logo S(x) = 120 — V(x)
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4.2. Explica como podes obter o grafico da funcao S a partir do grafico da funcao V.
R.:
0 grafico da funcdo S pode obter-se do de V por uma simetria em relacao ao eixo das abcissas

seguida de uma translacao vertical associada ao vector de coordenadas (0,120).

Exercicio 113.5 da pagina 91

Resolve a seguinte inequacao:
x3-8)(2-x)<0

R.:

Calculemos os zeros:
x*-8)(2-x)=0ox*-8=0Vv2—x=0&

ox3=8v—x=-2ox=3V8vx=2ox=2Vvx=2

Assim:
! x3-8 - 0 +
)
\\“ 2—x + 0 -
ﬂ (x*—8)(2—x) - 0 -
x € R\ {2}

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspectos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos:

- Aplicacado de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3] e [11]
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2.7. Aula 6

Escola Secundaria
Com 3° Ciclo do Planificacao da Aula N° 6
Fundao
ifmi' Ano: 10° Turma: CT1 Data: 5 de Abril de 2011
lf_-'js ; Unidade Didatica: Estudo da Func¢édo Polinomial
2010/2011 Professora estagiaria: Maria Madalena Simao Duarte

CONTEUDOS PROGRAMATICOS:

>

>

Funcao Polinomial;

Resolucao de inequacdes de grau superior a 2.

PRE-REQUISITOS:

» Identificar e relacionar objeto e imagem;

» Identificar os zeros de uma funcao a partir da sua representacao grafica,

» Determinar os zeros de uma funcao a partir da sua representacao algébrica;

= Saber fatorizar um polinomio utilizando a regra de Ruffini;

» Saber identificar uma funcao impar e uma funcao par, a partir da sua representacao
grafica

B Provar a paridade de uma funcao através da sua expressao algébrica.
Resolver inequacoes do 2° grau.

OBJECTIVOS:

» Resolver problemas envolvendo funcoes polinomiais.

P Resolver inequacdes de grau superior a 2.

MATERIAIS E RECURSOS:

¥y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

Quadro Interativo;

Projetor de Video;

Computador;

Calculadora grafica;

Software: simulador da calculadora grafica fx9860;

Manual Adotado: Costa, Belmiro; Rodrigues, Ermelinda; Novo Espaco - Matematica A 10°

Ano; Porto Editora.
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SUMARIO:

Resolucao de inequacdes de grau superior a 2.

Resolucao de exercicios do manual.

ESTRATEGIAS:

No inicio da aula proponho aos alunos a resolucao de exercicios do manual, tendo estes como
objetivo rever os conhecimentos adquiridos nas aulas anteriores sobre a funcao polinomial e a

resolucao de inequacdes de grau superior a 2.
E necessario o uso de calculadora grafica na resolucdo de alguns exercicios.

Os alunos irdo resolver individualmente os exercicios propostos, que posteriormente irdo ser

corrigidos no quadro interativo.

Na correcédo dos exercicios a serem resolvidos com recurso a calculadora grafica, irei recorrer

ao software simulador, no computador, de uma calculadora fx9860.

Os alunos irao ser frequentemente solicitados a participarem oralmente ou no quadro na

correcao dos exercicios.

DESENVOLVIMENTO DA AULA:

¥v"Inicio a aula ditando o sumario e proponho a realizacao do exercicio 113.9 da pagina 91
e dos exercicios 114 e 115 da pagina 92 do manual.

v" Proponho a resolucao das propostas 60 da pagina 129 e 63 da pagina 131.

QUESTOES A RESOLVER NA AULA

Exercicio 113.9 da pagina 91

Resolve a seguinte inequacao:
(x—D*(x+2)?°<0

R.:

Calculemos os zeros:

x—D*(x+2=0@x-1D*'=0Vv x+2)°=0ox=1Vvx=-2
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Assim:

b
8

|
[
.I_
8

(x—1)* + + + 0 +

( (x+2)° w4 0 + + +

/ J (x—1D*(x+2)5 - 0 + 0 +

x € ]—= —2[

Exercicio 114 da pagina 92

Na figura estao representadas duas funcdes polinomiais f e g, respetivamente do 3° e do 2°

graus.

Indica o conjunto solucao das seguintes condicoes:

114.1 f(x) >0
R.:
x €]-2,1[ U ]2,+~[

114.2 g(x) <0
R.:
X € J==,—2] U [2,+=[
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114.3 f(x) < g(x)
R.:
x € |—=—2[ U ]0,2[

114.4 f(x) —g(x) =0
R.:
x € [-2,0] U [2,+=[

Exercicio 115 da pagina 92

Para resolver a inequacao

a Joana recorreu a calculadora grafica. Parte do processo que utilizou esta representado a

seguir.

1 . 4y >
2% X =T

Flokl Flekz Flobz
shEL SR A
Lis

T

-
e,

Conclui o processo e apresenta o conjunto-solucao na forma: [a, b] U [c, +=[.

Os valores de a, b e ¢ devem estar arredondados as décimas.

R.:

Bl Flotz Flot:
~VMiB. SR 3—dn
~NezBn
WWas
“Hy=
wNe=
~Ne=
wNe=

Fi]!!%l!ill!
sualue

2 Zero
E:mlh;mum

[n b= s
ST

i

A

7

f

InkeFsgckion
n="Z.28zEE7

Y=z AinisnEr

f

Intersection |
W=-.BeEHNBE |Y==. 14iE9:z"7
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N S
[N ]
my

L [
2 1g0z857 |Y=x4y4yic9:?

Logo,a=-2,3;b=-0,9;c=3,2

Proposta 60 da pagina 129

Um novo modelo de uma marca de automoveis fez testes para avaliar o consumo de gasolina.

Utilizando velocidades que variam entre os 40 km/h e os 120 km/h, o consumo C(x) é dado

em litros por cada 100 km percorridos a velocidade

modelo matematico:

C(x) = 0,0001x3 — 0,024x% + 1,83x — 36

Recorre a calculadora para responder as seguintes

questoes:

constante de x

km/h, pelo seguinte

1. Qual é o consumo se o teste for realizado a velocidade de 60 km/h?

R.:

O consumo se o teste for realizado a velocidade de 60 km/h é C(60) = 9 litros / 100 km.

2. Num dos testes, o consumo foi de 7 litros por cada 100 km. Determina os valores possiveis

da velocidade a que foi realizado o teste.

R.:

'8 ! 7
Inkerseckion Inkterseckion

BENEEOELGE: Y= EELL I LD T: | i
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Concluimos assim que o teste pode ter sido realizado a uma velocidade de aproximadamente
45,5 km/h ou 94,5 km/h ou a velocidade de 100 km/h.

3. Num itinerario em que a velocidade minima permitida & de 50 km/h, qual é a velocidade
que recomendas para que o consumo de gasolina seja o menor possivel?

R.:

Dado que a 50 km/h se consomem 8 litros/100 km vamos aconselhar aproximadamente 97

km/h onde o consumo sera de aproximadamente 7 litros / 100 km.

=000 3= 022+ 1 B2

u
=07 zz0NIP _Y=6.9607605 .

4. No referencial da figura esta uma representacdo grafica do modelo dado. Determina as
coordenadas do ponto A, assinalado na figura, ponto em que a funcdo atinge um maximo, e
indica o seu significado no contexto do problema. Apresenta os resultados arredondados as
centésimas.

R.:

Determinemos as coordenadas do ponto A, ponto em que a funcao atinge um maximo.

A (62,68; 9,04) com aproximacao as centésimas.

Haxirmum
WEBE.BFAYS =R E0E |

O seu significado é que a uma velocidade de aproximadamente 62,68 km/h se tera um
consumo de aproximadamente 9,04 litros / 100 km.
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5. Na tua opinidao, o modelo apresentado ajusta-se para outras velocidades fora do intervalo
[40, 120]? Justifica.

R.:

Na minha opinidao, o modelo apresentado nao se ajusta para outras velocidades fora do
intervalo [40, 120]. Para o perceber representamos a funcao num intervalo [0, 200].

A menos de 30 km / h o consumo seria negativo o que é absurdo. Igualmente seria absurdo o

consumo a mais de 120 km / h, por exemplo a 140 km / h o consumo ja seria de 24, 2 litros /

100 km.

W I HOO0
Amiln=H
Aamax=208
necl=1@
Ymin=-36
—

scl=
Hres=1 L

=000 E" -0+l B2

n=14a ¥=£h.co

Proposta 63 da pagina 131

Uma rampa de desportos radicais foi construida entre duas paredes A e B, distanciadas 8 m

entre si, como é sugerido na figura.

Considera a funcao h definida por h(x) = 0,2x?> — 1,6x + 5, em que h(x) representa a altura,

em metros, do ponto da rampa situado x metros a direita da parede A.
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1. Por processos exclusivamente analiticos, determina:

1.1 a altura maxima e minima da rampa

R.:

Os pontos que estdo a uma altura maxima sao os pontos de abcissa 0 ou 8, por isso vamos
calcular a ordenada desses pontos.

h(0)=02%x02—16%X0+5=5

h(8)=02%x82-16%x8+5=5

Logo, a altura maxima da rampa é 5 metros.

A altura minima é h(4) =0,2x4%2-1,6x4+5=1,8

1.2 a altura do ponto da rampa que dista 1,5 m da parede B
R.:

A altura do ponto da rampa que dista 1,5 m da parede B é:
h(8 —1,5) = h(6,5) = 0,2 x 6,52 — 1,6 X 6,5+ 5 = 3,05 metros

1.3 a distancia entre os pontos da rampa que estdo a 2 m de altura

R.:

Para determinar a distancia entre os pontos da rampa que estdo a 2 m de altura temos, em 1°
lugar de resolver a equacao h(x) = 2

h(x) =2©02x2-16x+5=2<02x*-16x+3=0¢c

1,6 i\/1,62 —4%x02x%x3 1,6 + V0,16 1,6 + 0,4
S X = SX=— = —
2x0,2 0,4 0,4

Assim, a distancia entre os pontos da rampa que estdo a 2 metros de altura é de

©Sx=5vx=3

5 — 3 = 2 metros.

2. Sob a rampa foram colocados dois painéis retangulares geometricamente iguais, como

mostra a figura seguinte.

2.1 Mostra que a area conjunta dos dois painéis, em metros quadrados, é dada em funcao de

x pela expressao A(x) = 0,4x3 — 3,2x% + 10x
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R.:
Os painéis sdo retangulares e geometricamente iguais, por isso,

A(x) =2 x x X h(x) = 2x(0,2x> — 1,6x + 5) = 0,4x3 — 3,2x% + 10x

2.2. Resolve a equacdo A(x) = 14,4. Para a solucdo encontrada, da uma interpretacao
geométrica para a posicao dos dois painéis.
R.:

Utilizando a calculadora para resolver a equagao A(x) = 14,4

Plotl Plotz Plot3 W IHD0L
SiB. 4R350 28E+ =min=a
18x Xmax=S
VzE14.4 ascl=1
Wa= Ymin=A
WWy= Ymax=2H0
Ne= Yscl=2
Wg= Ares=1

4

L4

Inkersection

= e =1I'|.I'| [ S|

A equacao tem apenas uma solucao x = 4.
Isso significa que os dois painéis ficam unidos formando um Unico painel com 8 metros de

comprimento (pois cada um tem 4 metros de comprimento) e 1,8 metros de largura.

AVALIACAO DOS ALUNOS:

A avaliacao dos alunos sera baseada nos seguintes aspetos:

- Interesse demonstrado durante a aula;

- Participacao na exposicao do tema;

- Colaboracdo com a professora e com os colegas na resolucdo dos exercicios/problemas
propostos:

- Aplicacado de conhecimentos matematicos adquiridos anteriormente;

APOIO BIBLIOGRAFICO: [3] e [11]

79




80



2.8. Conclusao

A Pratica de Ensino Supervisionada organizada em sessdes letivas supervisionadas, em
observagdes letivas (as aulas do orientador cooperante e de colegas estagiarios) e outras
colaboracdes na docéncia permitiu a mobilizacdo e aprofundamento de conhecimentos
cientificos da area da docéncia; o desenvolvimento de competéncias no dominio das
metodologias e estratégias relacionadas com os processos de ensino e de aprendizagem; a
aprendizagem de conhecimentos e o desenvolvimento da capacidade de reflexao sobre a
organizacao e o funcionamento da sala de aula, da escola e do sistema educativo e a
integracao progressiva e orientada no exercicio da pratica profissional docente e nas

atividades desenvolvidas na comunidade escolar.

Foi realcada a necessidade de se aplicarem diversas metodologias e estratégias de ensino
tendo em conta a heterogeneidade de uma turma e as singularidades de cada aluno. Nos
processos de ensino e de aprendizagem nao basta ao professor o conhecimento dos conteldos
e conceitos a serem lecionados, mas também o saber selecionar e aplicar a(s) metodologia(s)
adequadas que permitam a aprendizagem a todos e a cada aluno em particular. Deste modo,
a tarefa de planificacdo das aulas a lecionar € fundamental para a realizacdo de um bom
trabalho.

N&o podemos olhar para o plano de aula como algo estanque e que tem de ser seguido a risca,
mas sim como um elemento de apoio que permita ao professor, de uma forma flexivel, alterar
alguns elementos consoante as necessidades, sem no entanto perder o fio condutor da

planificacao.

Devido a importancia de que se reveste o plano de aula, foi sentida uma responsabilidade
acrescida na sua elaboracao, permitindo que se fizesse uma reflexao sobre a pratica docente
pois foi necessario escolher nao sé a metodologia a utilizar na sala de aula bem como o modo
de aplica-la para melhor ensinar os contetdos programaticos. Este “desafio” foi superado com
sucesso, adotando-se uma abordagem voltada para o uso das novas tecnologias e privilegiando
a modelacdo matematica como um contributo essencial para a motivacao dos alunos para a

matematica.

Os alunos de uma forma geral demonstraram interesse nas atividades e tarefas propostas,
interagindo  ativamente e assumindo um papel fundamental no processo
ensino/aprendizagem. No entanto, alguns alunos ainda nao conseguiram desenvolver atitudes
positivas face a matematica nem a capacidade de apreciar esta ciéncia, isto conjugado com a
falta de autonomia e de capacidade de iniciativa traduz-se num desafio maior para superar as
suas dificuldades. No trabalho em grupo, alguns alunos apresentaram dificuldades em

organizar-se e em desenvolver um trabalho corporativo que lhes permitisse obter melhores
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resultados. No entanto podemos dizer que perante os resultados obtidos pelos alunos na

avaliacao, o nosso contributo enquanto professora estagiaria foi proveitoso.
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