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Resumo

No ambito dos ntmeros complexos, reflete-se sobre duas modi-
ficacbes que se destacam na passagem do anterior para o atual Pro-
grama de Matematica A do Ensino Secundério. A luz do novo curriculo
e da investigacao em Didatica da Matematica, apresentam-se algumas
propostas de tarefas com ntimeros complexos para a sala de aula.

Na passagem do anterior Programa de Matematica A do Ensino Se-
cundério em [5] para o atual em [3], uma das continuidades é a presenca
dos Numeros Complexos. Anteriormente com a Trigonometria do 12.° ano
chamado de tema, atualmente designado por dominio de contetido no mesmo
ano de escolaridade, foi, aparentemente, o que menos alteracoes sofreu. Con-
tudo, ha duas modificacoes que se destacam.

A introdugao dos Numeros Complexos com abordagem histérica manteve-
se, mas passou a ser mais formal com o corpo dos nimeros complexos. Se-
gundo os autores, a construcao algébrica dos niimeros complexos visa “evi-
tar algumas das reticéncias evidenciadas geralmente pelos alunos quanto a
“verdadeira existéncia” dos nimeros imaginarios” [3, p. 22]. Em particular,
trata-se de encontrar um numero cujo quadrado € igual a -1.

A aplicacao das férmulas de De Moivre a primitivacao de fungoes, com o
estabelecimento de féormulas trigonométricas e a linearizacao de polinémios
trigonométricos, passou a constar como intencao no texto que precede os
conteudos mas nao surge explicitamente nos descritores. A mesma pressupoe
que o dominio de conteido Primitivas e Calculo Integral, excecionalmente
facultativo em 2017/2018 e 2018/2019 como consta em [9], seja considerado.

1 Estruturas Algébricas com Complexos

O problema de saber os valores de n para os quais se tém identidades
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onde z; = Z aijp%iyr com a; € C, (2)
k=1
foi proposto e resolvido (n = 1,2, 4,8) pelo matematico Adolf Hurwitz.
Dois pontos de vista equivalentes podem ser tomados: o formal e o
funcional, [8]. No formal, os z’s e y’s s@o indeterminadas e (1) é uma
relacao no anel! dos polinémios nessas indeterminadas sobre C. No fun-
cional consideram-se: C", o espaco vetorial complexo, de dimensao n, dos
n-uplos de niimeros complexos

= (x1,...,2T);

a forma quadratica, de C™ em C, dada por

x — Z r?;
i=1
a aplicacao bilinear, de C" x €™ em C", definida por
(x,y) — z onde z; é dado por (2)

em termos dos complexos fixos a;;,. Denotando z por zy obtém-se uma
n

algebra nao associativa. Note-se ainda que, denotando fo por n(z), (1)
i=1

da relagao funcional (1)-(2) assume a forma n(x)n(y) = n(xy) relacionada

com a definicao subsequente.

Sejam F' um corpo com car(F') # 2 e V uma algebra sobre F', com mul-
tiplicagdo denotada por justaposicao. A algebra V é uma algebra de com-
posicao se estd munida de uma forma quadrética nao degenerada (a norma)
n:V — F que é multiplicativa, isto é, para quaisquer z,y € V/,

n(zy) = n(z)n(y). (3)

Dizer que n é nao degenerada significa que a forma bilinear simétrica associ-

ada
1

5z +y) = n(z) —n(y))

n(z,y) = 5

1Para além da referéncia [8], cuja exposicao estd a ser seguida, os conceitos de Algebra
Linear e de Algebra Abstrata envolvidos podem ser consultados em [4] e [11].
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é nao degenerada. Se V' é uma élgebra de composi¢ao com identidade, entao
V' ¢é chamada &lgebra de Hurwitz. Neste sentido, o citado problema de
Hurwitz foi assim generalizado: quais sao as algebras de Hurwitz?

Uma resolucao do matematico Nathan Jacobson, conhecida como Teo-
rema de Hurwitz generalizado, encontra-se em [7]. Nesta referéncia prova-se
que, sobre um corpo de caracteristica diferente de dois, qualquer algebra
de Hurwitz é isomorfa a uma das seguintes algebras: o corpo base, de di-
mensao 1; uma extensao quadratica separavel do corpo base, de dimensao
2; uma algebra de quaternioes generalizada, de dimensao 4; uma &algebra
de octonioes generalizada, de dimensao 8. Em dimensao 2 trata-se de uma
generalizagao da classica algebra real C dos nimeros complexos cuja multi-
plicacao parece pouco natural, mas a razao reside nas estruturas algébricas
que se podem conferir a R?.

A adicao usual e a multiplicacio natural em R? sdao, para quaisquer
(x1,22), (y1,72) € R?, respetivamente dadas por

(z1,91) + (22,92) = (1 + 22,51 +92) € (21,91) X (@2, Y2) = (X122, Y1y2)-

Apesar da simplicidade, x perde interesse, pois, por exemplo, (0,1) x (1,0)
= (0,0). Esta constatagao invalida propriedades desejaveis, como a lei do
anulamento do produto, que podem ser recuperadas com a multiplicacao
menos natural mas adequada: para quaisquer (x1,%1), (72,92) € R?,

(x1,y1).(T2, Y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + TaY1).

Como + e . sa0 operagoes associativas e comutativas de R* x R? em R?, (0,0)
e (1,0) sdo respetivamente os elementos neutros de + e ., cada elemento de
R? tem oposto aditivo (simétrico), cada elemento de R? diferente de (0,0)
tem oposto multiplicativo (inverso) e . é distributiva em relacao a +, entao
(R?, +, .) ¢ um corpo — o dos ntimeros complexos, C. Para quaisquer a, ¢ € R,

(a,0) + (¢,0) = (a+¢,0) e (a,0).(c,0) = (ac,0),

pelo que pode identificar-se R com um subconjunto de C, associando a cada
x € R o par ordenado (z,0) € C. Assim, o complexo (z,0) pode ser repre-
sentado por x. Denotando o complexo (0, 1) por 7, tem-se 7> = —1, pois

(07 1)2 = (07 1)(07 1) = (_17 0)
Como um nimero complexo z é um par ordenado (a,b) € R? e
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0).(0, 1),

omitindo ., z pode ser representado por a + bi.



Esta construcao algébrica dos nimeros complexos, do matematico Wil-
liam Hamilton, constitui a forma construtiva de os definir no atual Programa
de Matematica do Ensino Secundério em [3]. Os complexos surgiam de forma
descritiva no anterior, em [5], pois nao se pretendia construir os nimeros com-
plexos nem estabelecer, por demonstracao, as suas propriedades, mas antes
postula-los numa descricao por axiomas. Em particular, incluem-se nestes:
a existéncia de um numero i tal que i> = —1; para cada elemento z € C, a
sua forma z+yi com x,y € R. Neste sentido, os manuais com as orientacoes
em [5] apresentam a definicdo de nimero complexo através destes axiomas,
eventualmente com a condigao relativa a unidade imaginaria substituida por
i = v/—1. Esta ultima notacao levanta questdes de ambiguidade e polisse-
mia, como sucede na discussdo sobre os reais em [6], por v/—1 denotar a raiz
principal i de —1 e, em simultaneo, as raizes quadradas (i e —i) de —1.

2 Conceitos Imagem nos Complexos

Na aprendizagem da Matematica, nao sendo os nimeros complexos uma
excecao, continuam a existir dificuldades, muitas fruto de concegoes erréneas.
Uma possivel justificagdo prende-se com duas designagoes em [12]: conceito
definicao e conceito imagem. Para uma certa nocao matematica, o primeiro
termo refere-se a uma forma com palavras que o especifica, enquanto que o
segundo termo descreve a estrutura cognitiva total (imagens mentais, propri-
edades relacionadas, processos) que lhe estd associada. Quando se considera
uma definicao para uma nocao matematica, embora as palavras possam ser
substituidas por outras com o mesmo significado, o conceito definicao é fixo.
O mesmo nao sucede com os conceitos imagem de um individuo para outro,
pois podem ser diferentes e, como se menciona em [12], sofrem modificagoes
por serem construidos ao longo dos anos através de diversas experiéncias.
Na citada referéncia sao reportadas varias investigacoes em Didatica da
Matematica, no ambito do tépico limites e continuidade, que indicam concei-
tos imagem individuais que diferem da teoria formal de onde vem um certo
conceito definicao e que contém fatores causadores de conflito cognitivo. A
discussao é precedida por uma interessante mencao em que se recorda que
um ndimero complexo x + yi pode ser definido como um par ordenado (x,y)
de nuimeros reais x e y. Em particular tem-se z 4 0i ou (z,0), estes podendo
ainda ser identificados com o niumero real x. Cada uma das expressoes é
utilizada quando conveniente, mas as mesmas constituem um potencial fa-
tor de conflito cognitivo quando evocadas em simultaneo, pois, em termos
de conjuntos, distingue-se o elemento x do par ordenado (z,0). Neste sen-
tido, num estudo referido pelos autores de [12], V2 e V2 + 0i foram vistos,



respetivamente, como real e complexo por muitos dos estudantes.

Uma variedade apreciavel de conceitos imagem associados ao conceito
defini¢ao de nimero complexo foi apresentada num estudo em [10]. Concre-
tamente, emergiram quatro categorias de conceito imagem: um artificio ma-
tematico; nimeros 2-dimensionais; uma extensao simbdlica da Matematica;
um mistério incompreensivel. Uma tarefa integrante dos instrumentos de
recolha de dados, designada teste de identificacao, consistia em decidir se
cada um dos ntimeros numa lista era ou nao complexo. As conclusoes indi-
cam uma tendéncia dos estudantes: relacionam os complexos com nimeros
2-dimensionais, com uma parte real e uma parte imaginaria, ou que, pelo
menos, tém a unidade imaginaria ¢ visivel. Assim, a grande maioria dos
participantes no estudo considerou que, por exemplo, cos7 + ¢sin7 e 7 sao
nimeros complexos, mas que —2, 5 e cos T+sin 7 nao sao nimeros complexos.

3 Propostas de Tarefas com Complexos

A primeira proposta de tarefa resulta da adaptacao do teste de identificacao
em [10] para a Matemadtica - 12.° Ano, unidade curricular do Curso Ano Zero
da Universidade da Beira Interior. Com o atual Programa de Matematica
A do Ensino Secundario, que nao estava a ser implementado no 12.° ano do
ano letivo 2016/2017, cis(r) poderia ser substituido por €.

O formato da tarefa torna-a particularmente ttil numa abordagem com
Aprendizagem pelos Pares, método de ensino-aprendizagem caracterizado
pelos tipicos eventos de votacao. Estes sao despoletados por questoes con-
ceptuais e implicam a indispenséavel discussao dos alunos com os seus pares.
Mais detalhes podem ser consultados em [2] e referéncias ai citadas.

Quais das expressoes

i; —2,5; cis(m); cosw+sinm
representam numeros complexos?
(A) s6 i e cis(m)
(B) s6 —2,5 e cosm+sinm
(C)
(

D) nenhuma

Proposta de tarefa com conceitos imagem nos nimeros complexos.

A segunda e a terceira propostas de tarefas tém a linearizacao de po-



linémios trigonométricos como fio condutor. Na segunda, preparatéria para
a terceira, pretende-se que os alunos experienciem atividades habituais para
um matematico: enunciacao de conjeturas através de um raciocinio indutivo
cujo ponto de partida sao casos particulares; teste de conjeturas mediante
exemplos e contraexemplos; decisao sobre a validade de conjeturas. Na ter-
ceira, através ainda das formulas de De Moivre, pretende-se que os alunos
linearizem um polinémio trigonométrico para o primitivarem.

1. Para alguns valores de 6 & sua escolha, determine cosf, € e
e .

2. Enuncie uma conjetura que relacione cosd, ¢ e e=%.

3. Decida sobre a validade da sua conjetura. Caso seja falsa, cons-
trua um contraexemplo. Caso seja verdadeira, apresente uma
demonstracao.

Proposta de tarefa com decisao sobre a validade de conjeturas.

Utilize a forma como exprimiu o cosseno em funcao da exponencial
complexa para:

1
1. mostrar que cos*z = S cos(4x) + 3 cos(2z) + ot

2. determinar [ cos*z du.

Proposta de tarefa com primitivacao de polinémio trigonométrico.
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