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Resumo

O presente relatorio pretende dar cumprimento as exigéncias consignadas no
Regulamento Especifico da Iniciacdo a Pratica Profissional do 2° Ciclo em Ensino de
Matematica no 3° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario, da Universidade da Beira
Interior.

0 trabalho a desenvolver divide-se em dois capitulos:

- O capitulo | incide sobre aspetos cientificos e didaticos na area da docéncia. Far-se-a
uma descricdo sumaria do estagio pedagdgico e do trabalho desenvolvido dentro e fora da
sala de aula. Apresenta-se a planificacao de 6 aulas de 90 minutos correspondente ao tema
GEOMETRIA NO PLANO E NO ESPACO, cujos subtemas sao vetores no plano e no espaco e
aplicacado do calculo vetorial a demonstracao de propriedades de poligonos, do programa de
Matematica A de 10° ano para os cursos de Ciéncias e Tecnologias.

- No capitulo Il discutimos a definicdo, propriedades, contextualizacdo nos programas
curriculares e aplicacées das médias geométrica, aritmética e harmoénica. Particular enfoque

sera dado a uma consequéncia da desigualdade fundamental entre as médias.

Palavras-chave: Geometria no plano e no espaco, vetores, planificacdo, média aritmética,
média geométrica, média harmonica, teorema da desigualdade entre a média aritmética,
geométrica e harmonica, teorema da desigualdade de Cauchy-Schwarz, programas

curriculares.



Abstract

The objective of this report is to fulfil the requirements in the specific Regulation of the
Introduction to the Professional Practice of the 2™ grade of the teaching of Mathematics in
the 3" grade of the Ensino Basico e Secundario (Basic and Secondary level) integrated in the

cycle of studies aiming at the Master in teaching, of University of Beira Interior.
The work | am about to develop is divided into 2 chapters:

Chapter one - deals with scientific and teaching issues. There will be a summary of the
teacher training period along with the work done inside and outside the classroom. There will
be a summary of the teacher training period along with the work done inside and outside the
classroom. There will also be six lesson plannings, each lasting 90 minutes, corresponding to
the topic of GEOMETRY IN PLAN AND SPACE - Vectors in plan and space, vector calculation
applied to the demonstration of properties of polygons, that belong to the school programme

of Mathematics of the 10™ form, in scientific and technological courses.

Chapter two - means are defined and examples of practical applications fully
integrated in the school programme will be displayed. There will be an approach of the

inequality of the means.

Keywords: Geometry in plan and space, vectors, plannings, arithmetic mean, geometric
mean, harmonic mean, Inequality between geometric, arithmetic and harmonious means

Theorem, Cauchy - Schwarz inequality Theorem, school programme.
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Introducao

No inicio do estagio, o Professor José Monteiro, Orientador Cooperante, apresentou a
Escola Secundaria Nuno Alvares em Castelo Branco. Desde o inicio do ano letivo foi sentida
uma boa recetividade por parte da Direcao, funcionarios e professores em geral.

A pratica profissional do professor envolve uma grande diversidade de aspetos, entre os
quais devemos destacar a pratica letiva de contacto com os alunos e os seus conhecimentos
cientificos. Deste modo, o trabalho encontra-se dividido em dois capitulos: no capitulo | é
descrita a pratica de ensino supervisionada e no capitulo Il é desenvolvido um trabalho
cientifico. No que concerne a vertente pedagogica, sdo apresentadas as planificacoes
correspondentes a um periodo de regéncia de uma subunidade didatica de 10.° ano, segundo
as orientacdes que constam no programa de Matematica A emanado do Ministério da
Educacéo e Ciéncia. No primeiro periodo foi lecionado o subtema VETORES LIVRES NO PLANO
E NO ESPACO correspondente a seis blocos de 90 minutos cada; no sentido de completar este
subtema, foi acordado com o Professor José Monteiro que seriam lecionados mais trés blocos
de 90 minutos cada no segundo periodo.

Da-se énfase a analise e reflexdo das tarefas propostas aos alunos, ao modo como os
recursos foram utilizados na sala de aula, nas estratégias utilizadas e na compreensao dos
conhecimentos e sua aplicacdo. Assim, no presente trabalho teve lugar uma reflexao critica
sobre as aulas correspondentes a um periodo de regéncia. Para tal, foram utilizados varios
recursos e estratégias, de modo a incentivar os alunos para a importancia da aprendizagem. O
recurso as Novas Tecnologias permitiu facilitar e melhorar a comunicacao entre o professor e
os alunos.

Atualmente espera-se muito da Escola e em particular dos professores, enquanto
transmissores do conhecimento. Nao basta ao professor apenas saber transmitir
conhecimentos/ensinar. E necessario que o professor tenha uma boa formacao cientifica,
adequada e atualizada. Neste sentido, foi elaborado com a colaboracdo do Orientador
Cientifico, Professor Rui Pacheco, um trabalho de investigacdo em torno das meédias
geométrica, aritmética e harmédnica. A escolha deste tema deve-se nao s6 ao facto de estar
inserido explicitamente em todos os programas curriculares do ensino basico e secundario,
mas também ao interesse das suas aplicacoes e da matematica que lhe subjaz. Numa primeira
fase, apresenta-se a definicdo de cada uma das médias, assim como exemplos de aplicacoes
destes conceitos em situacdes da vida real. Posteriormente foi feita a contextualizacao das
médias nos programas curriculares, recorrendo a exemplos retirados dos manuais escolares.
Numa segunda fase, que tem como base um capitulo do livro Proofs from THE BOOK,
provamos a desigualdade fundamental entre as trés médias e damos uma aplicacdo desta
desigualdade sobre a relacdo entre a area limitada pelo grafico de uma funcdo num dado
intervalo e o respetivo triangulo tangencial. Discutimos ainda uma aplicacdo da desigualdade

de Cauchy-Schwarz ao problema da localizacao dos zeros de polindmios.



Capitulo | - Pratica de Ensino
Supervisionada

Neste capitulo, para além de uma descricido sumaria do trabalho desenvolvido no
Estagio Pedagogico (seccao 1.1), apresentamos também a planificacdo detalhada de 6 aulas
de 90 minutos correspondentes a um periodo de regéncia (subseccdes 1.2.1 a 1.2.6), inseridas
no tema GEOMETRIA NO PLANO E NO ESPACO, contemplado no Programa de Matematica A do
10.° ano. ApoOs cada planificacdo fazemos uma analise e reflexdo critica da aula

correspondente.

1.1 Descricao sumaria do trabalho desenvolvido no Estagio
Pedagogico

Antes do inicio das aulas foi realizada uma reunido de Nlcleo de Estagio (constituido
pelo Orientador Cooperante, Professor José Monteiro, Orientador Cientifico, Professor Rui
Pacheco, Diretora de Curso, Professora Isabel Cunha e alunas estagiarias), que decorreu na
Covilha. Nesta reunido foi dado conhecimento do regulamento especifico da iniciacdo a
pratica profissional do 2° ciclo em Ensino de Matematica no 3° ciclo do Ensino Basico e no
Ensino Secundario, onde constam as orientacdes relativas a organizacdo geral da Pratica de
Ensino Supervisionada, nomeadamente o nimero minimo de aulas a lecionar por cada aluna
estagiaria, planificacdes de aulas e os respetivos prazos de entrega aos orientadores.

Posteriormente foram realizadas reunides informais com o Orientador Cooperante,
Professor José Monteiro, onde se procedeu a distribuicdo das turmas do Orientador pelas
alunas estagiarias durante o ano letivo 2012/2013 e dos conteldos programaticos a lecionar
nas respetivas turmas. Foi dada a conhecer a planificacao trimestral das aulas pelo
Orientador Cooperante. A referida planificacdo baseia-se no Programa emanado do Ministério
da Educacao e Ciéncia.

Foi estabelecido que as alunas estagiarias iriam planificar as suas aulas e seguidamente
estas iriam ser entregues (segundo o regulamento estipulado) aos orientadores, Orientador
Cientifico, Professor Rui Pacheco e Orientador Cooperante, Professor José Monteiro, para
posteriormente serem analisadas e discutidas. Coube-me lecionar a turma 10°B da disciplina
de Matematica A do curso de Ciéncias e Tecnologia e a turma 10°G do curso de Matematica
Aplicadas as Ciéncias Sociais - a planificacdo das aulas correspondentes a um periodo de
regéncia refere-se a turma 10°B.

Em todas as planificacbes segui as indicacdes metodoldgicas dos programas de
Matematica A e de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, tendo em conta o

desenvolvimento das competéncias transversais sugeridas no programa e o acompanhamento
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do manual escolar dos alunos. A analise dos manuais escolares adaptados pela Escola
Secundaria Nuno Alvares encontra-se em anexo (anexo 1).

Coube-me igualmente participar, na qualidade de observadora, em reunides da Escola,
nomeadamente, reunides de Conselho de Grupo, de Conselhos de Turma (avaliacao) e
sectoriais. A participacao nestas reunides contribuiu para compreender melhor o
funcionamento da Escola e conhecer atividades de aprendizagem que podem melhorar o
desenvolvimento e a aprendizagem dos alunos. Na reuniao do Conselho de Turma tive acesso
a documentos relativos a caraterizacao do percurso escolar dos alunos, o que permitiu um
melhor conhecimento dos mesmos.

Participei na correcao de testes de avaliacao (MACS), referentes aos alunos da turma
10°G e na elaboracao de exercicios para fichas de trabalho de ambas as turmas.

Através das aulas assistidas do Orientador Cooperante, Professor José Monteiro, sempre
que possivel, recorri as estratégias por ele utilizadas, com a finalidade de cativar os alunos e
transmitir conhecimentos. Segue-se uma breve descricao relativamente as 18 aulas previstas
na PES, lecionadas nas turmas 10°B e 10°G, anteriormente mencionadas:

No primeiro periodo lecionei o subtema VETORES LIVRES NO PLANO E NO ESPACO
correspondente a 6 blocos de 90 minutos cada a turma 10.°B. Na primeira aula, introduziram-
se as definicoes de vetor livre, representante de um vetor, vetor simétrico, norma de um
vetor e soma de um ponto com um vetor; com estas definicdes foram resolvidos exercicios de
forma a consolidar os conhecimentos adquiridos. Na segunda aula deu-se continuidade ao
trabalho desenvolvido na primeira aula e foram introduzidas as propriedades de operacdes
com vetores, nomeadamente, adicao de vetores, propriedades da adicao de vetores e
multiplicacdo de um vetor por um nUmero real no plano. No sentido de os alunos
compreenderem as nocdes dadas esta aula foi essencialmente pratica, com a resolucao de
exercicios relativos aos conteidos acima mencionados. Na terceira aula foi concluido o estudo
das propriedades dos vetores e introduzida a definicao de vetores colineares. Seguidamente
os alunos resolveram uma questdo-aula com a finalidade de uma prévia preparacao do
subtema APLICACAO DO CALCULO VETORIAL A DEMONSTRACAO DE PROPRIEDADES DE
POLIGONOS. Com esta questdo-aula pretendia-se que os alunos soubessem identificar o
quadrilatero em causa. No restante tempo da aula os alunos resolveram exercicios sobre os
conteldos dados nas aulas anteriores. Na quarta aula foram resolvidos exercicios sobre a
Aplicacao do calculo vetorial a demonstracao de propriedades de poligonos, pretendia-se que
os alunos deduzissem propriedades sobre a soma das diagonais de um paralelogramo; num
outro exercicio pretendia-se que ao analisar a figura geométrica os alunos conseguissem
provar que se tratava de um trapézio. Também foram resolvidos exercicios sobre as
propriedades dos vetores enunciadas anteriormente, tal como a propriedade distributiva da
multiplicacao relativamente a adicdo de vetores, norma de um vetor, propriedade associativa
da adicao de vetores, vetores colineares - foi importante o aluno ter percebido que quando os
vetores sao colineares sdo paralelos e tém a mesma direcdo. No final desta aula foram

distribuidas fichas de trabalho aos alunos para consolidar os conhecimentos adquiridos sobre
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vetores no plano e no espaco. A quinta aula teve inicio com a resolucao de exercicios
relacionados com a Aplicacdo do calculo vetorial a demonstracdo de propriedades de
poligonos, exemplificando com um exercicio que as diagonais de um paralelogramo se
bissetam. Posteriormente foi demonstrada no quadro uma propriedade para aplicacao do
calculo vetorial a demonstracao de propriedades de poligonos, pretendendo-se que o aluno
deduza propriedades de triangulos usando vetores. No primeiro periodo corrigi o teste de
avaliacao dos alunos numa aula de 90 minutos.

Ja no segundo periodo, a sétima aula deu continuidade a aplicacao do calculo vetorial a
demonstracdo de propriedades de poligonos, pretendendo-se desta vez que o aluno deduza
propriedades de quadrilateros usando vetores. Na oitava aula as mesmas definicdes aplicadas
aos vetores no plano foram aplicadas aos vetores relativamente ao espaco: componentes e
coordenadas de um vetor num referencial ortonormado, igualdade de vetores, soma de um
ponto com um vetor, adicdo de vetores, produto de um nUmero real por um vetor, ponto
médio de um segmento de reta e norma de um vetor. Por Ultimo, na nona aula, de modo a
consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a deduzir propriedades
de poligonos (triangulos e quadrilateros) foram resolvidos exercicios variados e dada aos
alunos uma ficha de trabalho.

No segundo periodo as 6 aulas de 90 minutos lecionadas a turma 10°G inseriram-se no
Tema Estatistica. Na primeira aula foi utilizado o computador para mostrar aos alunos
diapositivos elucidativos sobre distribuicdes bidimensionais, diagrama de dispersao, tipos de
correlacdo linear e exemplos. Ensinei os alunos a trabalhar com as maquinas de calcular
graficas para representar os diagramas de dispersao, de acordo com os exemplos descritos no
manual escolar. Na segunda aula consolidaram-se os conhecimentos adquiridos, através da
realizacdo de exercicios com recurso a maquina de calcular. Na aula seguinte referiram-se
exemplos de relacdes de causa-efeito e introduziu-se a definicdo de reta de regressao linear
com os objetivos de os alunos compreenderem a existéncia da relacao linear existente entre
duas variaveis e fazer previsdbes do valor de uma das variaveis, conhecendo o valor
correspondente da outra variavel. Associada a reta de regressao linear foi explicado aos
alunos o conceito de centro de gravidade de uma distribuicao bidimensional. Foram também
dadas instrucdes aos alunos para tracarem a reta de regressdo linear com a maquina de
calcular grafica. Na quarta aula foi dada a definicdo de coeficiente de correlacao linear e
foram exibidas através de diapositivos as propriedades do coeficiente de correlacdo. Foram
resolvidos exercicios sobre o coeficiente de correlacdo para averiguar a relacao causa-efeito
entre duas variaveis. Foram dadas instrucdes aos alunos para tracarem o centro de gravidade
na maquina de calcular grafica. Ja na quinta aula fez-se referéncia as limitacoes da reta de
regressao linear e do coeficiente de correlacao linear. Para consolidar estes conteldos, os
alunos resolveram varios exercicios do manual. Na Gltima aula deste bloco foram esclarecidas
as davidas que os alunos apresentavam relativas aos trabalhos de casa. Finalmente foram

representados graficamente dados bivariados, de tipo qualitativo, por meios de tabelas de
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contingéncia. Ainda houve tempo para resolver com os alunos uma ficha de trabalho sobre
todos os conteldos lecionados.

No terceiro periodo lecionei novamente a turma do 10°B quatro aulas de 90 minutos
inseridas no tema ESTATISTICA. Na primeira aula foi feita uma introducao a evolucéo historica
do conceito de Estatistica e a sua aplicacdo em situacdes da vida real. A aula foi
essencialmente teorica. Foi feita uma breve recapitulacdo de conteldos lecionados em anos
anteriores relativamente a conceitos que tém continuidade no 10° ano. No final da aula os
alunos resolveram exercicios sobre a selecdo de uma amostra aleatdria recorrendo a
calculadora. Na segunda aula foram relembrados e exemplificados os conceitos de variavel
quantitativa e variavel qualitativa. Depois os alunos resolveram exercicios sobre interpretacao
grafica de dados, no sentido de desenvolver a capacidade de interpretar e comunicar através
da exploracao de situacdes reais. Na terceira aula os alunos resolveram exercicios sobre a
construcao de tabelas de frequéncias, designadamente frequéncias absolutas, frequéncias
relativas, frequéncias absolutas acumuladas e frequéncias relativas acumuladas. Foi util a
visualizacdo de um CD-ROM para que os alunos compreendessem que a apresentacao grafica
das conclusdes de estudos estatisticos pode induzir a conclusdes que nao correspondem a
realidade. Na ultima aula os alunos resolveram exercicios e tarefas do manual sobre os

conteldos lecionados de modo a consolidar os conhecimentos adquiridos.

Atividades Extra Curriculares

Relativamente as atividades Extra Curriculares, coube-me participar na vigilancia das
Olimpiadas de Matematica [Categoria Jdnior - 6°/7° anos (12 Eliminatoria e 22 Eliminatoria);
Categoria A - 8°/9° anos (12 Eliminatoria e 2° Eliminatéria); Categoria B - 10°/12° anos (12
Eliminatoria e 22 Eliminatdria)] - (anexo 2). Acompanhei os alunos da turma 10°B a uma
Palestra sobre a pobreza que decorreu no dia 31 de Janeiro de 2013, na Biblioteca Municipal
de Castelo Branco.

O professor tem o dever de se manter atualizado em termos de conhecimento
profissional, cientifico, pedagogico e didatico inerente a Matematica, a fim de aprender boas
praticas educativas. Destacam-se iniciativas para adquirir e atualizar o conhecimento

profissional, frequentando varias sessoes de formacao:

1 - “Sessdo pratica e de discussao - Simetria e transformacdes geométricas”,
dinamizada pela Professora Rita Bastos, do Grupo de Trabalho de Geometria da APM e da
Escola Antonio Arroio, destinada a Professores de Matematica do 2° e 3° Ciclos do Ensino
Basico e do Ensino Secundario. Decorreu no dia 22 de Setembro de 2012, na Covilha (anexo 3 -
certificado);

2 - “Curso introdutério de Estatistica (Descritiva) com Excel”, dinamizado pela
Professora Maria Eugénia Graca Martins, do Departamento de Estatistica e Investigacao

Operacional da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, destinada a Professores de
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Matematica do 2° e 3° Ciclos do Ensino Basico e do Ensino Secundario - promovida pelo Nucleo

Regional da Covilhd da Associacao de Professores de Matematica, que decorreu na Escola

Secundaria Campos Melo - Covilha, no dia 27 de Outubro de 2012 (anexo 4 - certificado).

1.2 Planificacao do subtema VETORES NO PLANO E NO ESPACO

A tabela seguinte resume os contelidos, objetivos e metodologias para este subtema

Tabela 1: Planificacao do subtema vetores no plano e no espaco

N.° de
Conteudos Objetivos Metodologias ( 1a:ll‘?; -
90 min.)
-Nocao de vetor. -Determinar a soma de dois vectores | -Interpretar
aplicando a regra do paralelogramo | esquemas;
-Vetores no plano | ou a regra do triangulo.
€ no espaco. -Explorar diapositivos;
-Escrever um vetor como diferenca
-Operacées com | de dois pontos. -Pesquisar
vectores. informacao;
-Determinar a soma de um ponto
-Coordenadas e | com um vetor e a soma de dois -Justificar
componentes de | vectores. determinadas
um vetor no plano proposicdes por mais
€ no espaco. -Determinar o produto de um de um processo;
nimero real por um vetor.
-Norma de um - Explorar atividades
vetor. -Escrever as coordenadas e as relacionadas com 8
componentes de um vetor no plano imagens de modo a Aulas
-Vetores € no espaco. exprimir
colineares. corretamente o
-Determinar um vetor colinear com raciocinio;

-Ponto médio de
um segmento de
reta no plano e no
espaco.

-Aplicacoes do
calculo vetorial a
demonstracao de
propriedades de
poligonos.

outro.

-Resolver problemas envolvendo os
conceitos de norma e de
colinearidade entre vetores.

-Determinar o ponto médio de um
segmento de reta no plano e no
espaco.

-Resolver problemas usando a
geometria vetorial.

-Aproveitar as
analogias e as
diferencas no
tratamento analitico
do plano e do espaco;

-Resolver exercicios e
problemas do manual;

-Resolver atividades
de consolidacao.

Relembramos que a nogao de vetor ja consta nos programas curriculares de Matematica do 8°
ano e de Fisica e Quimica no 9° ano.
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1.2.1 Planificacao da aula n°1

Data: 29/11/2012 Hora: 10:15 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aula n°: 63 e 64

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:

Vetores no plano e no espaco: a Quadro, giz, manual adoptado [3] e
norma, soma de dois vetores, vetor computador.

simétrico e soma de um ponto comum

vetor.

Resolucao de exercicios.

Conteudos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a que o aluno deduza
propriedades de poligonos (triangulos e quadrilateros);
Exprimir e fundamentar opinioes.

Pré-requisitos

Nocao de segmento de reta orientado.

Estratégias

Recorrer a exemplos e exercicios do manual e respetivas analises e resolucoes;
Utilizar o computador para apresentar as definicdes;

Solicitar os alunos para a resolucdo de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questdes e/ou duvidas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

[3], [4].

Webgrafia

www.dgidc.min-edu.pt

Serao desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa

de Matematica do 10° ano e suas orientacdoes metodologicas:

- Comunicacao Matematica (presente na resolucao de exercicios e no trabalho de grupo
em pares);

- Tecnologia e Matematica (durante a apresentacao de definicdes com a utilizacdao do
computador);

- Logica e Raciocinio Matematico (na resolucao de exercicios);

- Aplicacoes e Modelacao Matematica (através da participacao dos alunos que o calculo
vetorial esta, ndo so relacionado com a Matematica, mas também esta relacionado com a

Fisica).

Desenvolvimento da aula

A aula tem inicio com uma breve introducdo sobre vetores e questionam-se os alunos

sobre algumas nocdes de vetores e a sua aplicacao em anos letivos anteriores.
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Seguidamente, e com a finalidade de introduzir a nocao de vetor, faz-se uma revisao da
definicao de segmento de reta orientado (referindo os conceitos: origem, extremidade,
direcdo, sentido e comprimento) - com a colaboracao dos alunos desenham-se no quadro
alguns segmentos de reta e depois segmentos de reta orientados.

Com a finalidade de explicar a nocao de direcao e sentido de um vetor ¢ analisada a

figura 1.

Figura 1: Direcao e sentido das viaturas A,B,C,D e E .

Seguidamente fala-se sobre translacées, afirmando que uma translacao fica
caracterizada se conhecermos a direcao, o sentido e o deslocamento (aqui, solicitam-se os
alunos para indicarem exemplos de translacoes).

Pede-se aos alunos para fazerem uma translacdo de um quadrado associado a um vetor
e a professora circula pela sala para observar os trabalhos dos alunos, esclarecendo eventuais

duvidas. Depois sera dada a definicdo de vetor, conforme o diapositivo:

Definicdo: Ao conjunto de todos os segmentos de reta orientados do plano ou do espaco que
tém a mesma direcdo, o mesmo sentido e o0 mesmo comprimento chama-se vetor livre ou

simplesmente vetor.

Para consolidar o que é dito, serdo propostos os seguintes exercicios - os alunos devem

resolver esses exercicios individualmente.

Exercicio n°1

Na figura 2 esta representado um quadrado [ABCD].

D C

Figura 2: Quadrado [ABCD].
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1. Indica, usando letras da figura:

1.1. Dois vetores com a mesma direcao;

1.2. Dois vetores com direces diferentes.

2. Quantos segmentos orientados sao definidos pelos quatro vértices do quadrado? E quantos

vetores?

Resolucéo:
1.1. Por exemplo, os vetores DC e AB tém a mesma direcéo.

1.2. Por exemplo, os vetores DC e CB tém direcoes diferentes.
2. Ha 12 segmentos de reta orientados: DC, CD, AB, BA, BC, CB, AD, DA, AC, CA, DE e
BD; ha 8 vetores: DC, CD, DA, AD, DB, BD, AC e CA.

Exercicio n°2
Observa a figura 3 onde estao representados seis paralelogramos geometricamente
iguais. Dos segmentos orientados representados na figura, identifica os que representam o

mesmo vetor.

We

Figura 3: Seis paralelogramos geometricamente iguais.

Resolucao:
Tem-se BA =ML, JG =FC e FM = 2 EH.

Serdo solicitados alunos para corrigir estes exercicios no quadro. Com a resolucdo
destes exercicios € importante referir na aula que “um vetor é caracterizado por uma
direcao, um sentido e um comprimento” e depois desenhar no quadro varios vetores para
identificar vetores representantes do mesmo vetor; também é importante referir que quando
dois vetores tém a mesma direcdo, entdo sao paralelos. Definir-se-a de seguida, vetor

simétrico, com recurso a outro diapositivo:

Definicdo: Ao vetor que tem a mesma direcao, o mesmo comprimento e sentido oposto

de 1 , chama-se vetor simétrico de u e representa-se por - 4 .

Com a finalidade de consolidar as definicées introduzidas, desenhar-se-&o no quadro

—_

dois pares de vetores simétricos com diferentes representacoes, por exemplo, U e -i, AB €
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BA (referindo que BA= - AB). Novamente definir-se-4 norma de um vetor, conforme o

diapositivo:

Definicdo: Chama-se norma de um vetor i a medida do seu comprimento e representa-

se por liull.

Sao feitas as seguintes consideracoes:

e Il é um nimero real nao negativo (lill € RY),

e lill = 0 se o vetor i for o vetor nulo (representa-se por 6).
Resolver-se-a o exercicio 3 para que os alunos calculem as normas de vetores. Durante

a resolucao deste exercicio a professora circula pela sala e observa as resolucoes dos alunos.

Exercicio n°3
Observa a figura 4 na qual estdo representados varios vetores.

Determina as normas dos vetores ¢, d, é, f , g € h, representados na figura.

Figura 4: Representacao grafica de vetores.

Resolucao:
Por aplicacdo do Teorema de Pitagoras,

IeIZ=22+22 < lcIP=4+4 & 121>P=8 < Iél=+/8 V Il =-+8
Logo,
Iéll = V8 = 2v2.
Analogamente,
Il = ldll = el = 2v/2.
IFl = 4, gl = 2.

Por aplicacdo do Teorema de Pitagoras,
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IRIZ=32+22< IhIP=9+4 & IhlI*=13 < lkl=+v13 V Ikl = - V13.
Logo,
IRl= V3.

Por ultimo, é introduzido o conceito soma de um ponto com um vetor:

Definicdo A soma do ponto A com o vetor i € a imagem do ponto A pela translacao

associada ao vetor u.

Deste modo, tem-se:
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Exercicio n°4

Na figura 5 esta representado o hexagono regular [HEXAGO].

G _ A

Figura 5: Hexagono regular [HEXAGO].

Completa as seguintes igualdades:

41. A+OH-=..;

4.2. ..+X0=0;

4.3. H+..=A

4.4, .. +XA=0.
Resolucao:

41. A+0H=X;
4.2. X+X0-=0;
4.3. H+HA=A
44, H+XA=0.

Analise e reflexao da aula

Sendo esta a primeira aula sobre a introducao do conceito de vetor, pretende-se que o
aluno reveja os seus conhecimentos sobre vetores. A escolha dos exercicios n°1 e n°2 permite
dar a conhecer as varias representacoes que um vetor pode ter, assim como compreender
conceitos, tais como, direcdo e sentido. Ja o exercicio n°3 permite efetuar o calculo da
norma de um vetor. Com o exercicio n°4 pretende-se compreender o conceito soma de um
ponto com um vetor, reconhecendo que a soma de um ponto com um vetor € um ponto.
Sendo este um conteldo de dificil compreensao por parte dos alunos, este exercicio facilitou

o objetivo pretendido porque permite a compreensao dos conteidos programaticos, ajudando
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os alunos no processo de ensino/aprendizagem. Todos os exercicios apresentados sao
considerados bons exemplos, os quais permitem o desenvolvimento do calculo mental, do
raciocinio e da aplicacdao de conhecimentos matematicos a novas situacdes (por exemplo, a
aplicacdo do Teorema de Pitagoras). Houve, no entanto, alguma dificuldade por parte dos
alunos, na compreensao deste tema.

A apresentacdo em Powerpoint favoreceu a exposicdo de varias definicoes, por
exemplo, a definicdo de vetor, vetor simétrico e norma de vetor, ajudando os alunos na
compreensao deste tema (anexo8-diapositivos sobre o conceito e propriedades de vetores).

A planificacao da aula terminou em tempo previsto.
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1.2.2 Planificacao da aula n°2

Data: 03/12/2012 Hora: 11:55 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aula n°: 65 e 66

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:

Operacoes com vetores: adicao de vetores. Quadro, giz e manual adoptado [3].
Propriedades da adicao de vetores.
Multiplicacdao de um vetor por um nimero real.
Resolucao de exercicios.

Conteudos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a que o aluno deduza
propriedades de poligonos (triangulos e quadrilateros);
Exprimir e fundamentar opinioes.

Pré-requisitos

Nocao de vetor;
Soma de um ponto com um vetor.

Estratégias

Recorrer a exercicios do manual e respetivas analises e resolucoes;
Solicitar os alunos para a resolucdo de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questbes e/ou dlvidas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

[3]

Webgrafia

www.dgidc.min-edu.pt

Serao desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa

de Matematica do 10° ano e suas orientacdes metodologicas:

- Comunicacdo Matematica (presente na resolucdo de exercicios e na discussao dos
conteudos lecionados;
- Tecnologia e Matematica (durante a apresentacao de definicoes com a utilizacao do
computador);
- Resolucao de Problemas e Atividades Investigativas (presente na resolucao de

exercicios).

Desenvolvimento da aula

No inicio da aula faz-se uma recapitulacdo da aula anterior, no sentido de recordar as
definicoes dadas: nocao de vetor, vetor simétrico, norma de um vetor e soma de um ponto
com um vetor. De seguida explicar-se-a como calcular a soma de dois vetores U e v, através

de dois processos:
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> Processo 1: na extremidade do vetor representante de i coloca-se a origem de um
representante de ¥ - regra do triangulo;

—

» Processo 2: os vetores i e v estao aplicados no mesmo ponto - regra do
paralelogramo.

Sao registadas no quadro as propriedades da adicao de vetores: propriedade

comutativa, propriedade associativa, existéncia de elemento neutro, existéncia de elemento

simétrico e diferenca entre vetores, tal como o manual refere.

Propriedades da adicao de vetores

A adicao de vetores goza das propriedades:

Comutativa
u+v

= , quaisquer que sejam os
vetores U

VvV +
ev.

Associativa

(U+V)+wW=U+ (V+Ww), quaisquer que
sejam os vetores U, Ve w.

Existéncia de elemento neutro
O vetor nulo é o elemento neutro da adicao de vetores.

T+0=0+u=0, qualquer que seja o vetor U .

Existéncia de elemento simétrico =
U+ (-U)=(-u)+u=0, qualquer que seja o vetor 7. —

Diferenca entre vetores

Para determinar U —V, basta adicionara U o simétrico de V.

Ou seja:

Posteriormente serao resolvidos pelos alunos os seguintes exercicios.

Exercicio n°5

Na figura 6 esta representado um paralelogramo [ABCD].

Figura 6: Paralelogramo [ABCD].
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Utiliza as letras da figura para indicar um representante de:

5.1. -1u; 5.2. - ¥; 5.3. U + 7

Resolucao:

5.1. OT, por exemplo;

5.4. OB, por exemplo;

Exercicio n°6

5.4. U - v

5.2. OP, por exemplo;

5.5. 0D, por exemplo;

5.5. ¥ - u;

5.3. 0C , por exemplo;

5.6. 04 , por exemplo.

N

Observa a figura 7 onde estao representados nove paralelogramos geometricamente

iguais.

>
(o)
1)

Figura 7: Paralelogramos geometricamente iguais.

Completa as seguintes igualdades:

6.1. B+BD =..;
6.2. ..+JP =M
6.3. ..- NP=F;
6.4. B+..=M;
6.5. ﬁf+5])= ;
6.6. AH +Li-= ..;
Resolucdo:

6.1. B+BD=D;
6.2. G+JP=M;
6.3. H- NP=F;
6.4. B+BM =M;
6.5. BC +GJ = BF;
6.6. AH + LI = AF;

P
> M,

H
D
6.7. HF -1j=..;
6.8. PG -..=PO;
6.9. ﬁf+6}3+§6=...+§6=.u;
6.10.m+ﬁ+ﬁ=m+...=m;
6.11.10 + GP = ...;
6.12. FQ + ... = 0.
6.7. HF -Lj= HG;
6.8. PG-0G =PO;
6.9. ﬁ+ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ;

6.10. Nj + BD + HE = Nj +BA = NI;
6.11. 10 + GP =A0;

6.12. FQ + QF = 0.
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De modo a que os alunos saibam aplicar conhecimentos sdo indicados os exercicios

6.10, 6.11 e 6.12 para trabalho de casa.
No final da aula, da-se inicio ao conteido Multiplicacdo de um numero real por um

vetor, tal como o manual refere.

Vetores colineares
Os vetores representados na figura 8 tém todos a mesma direcao.

— | e

Figura 8: Multiplicacao de um nimero real por um vetor.

=Uu+u=2u
151 = 124l = 2 Il = 2

Sendo ¥ = 2ii, conclui-se que o vetor ¥ tem a mesma direcao e sentido do vetor % e II¥ll

<[

=2 llll.

Definicao Dois vetores nao nulos % e ¥ sdo colineares se e so6 se existe um nimero real k # 0,

tal que v = k u.

Multiplicacao de um nimero real por um vetor
Seii+0ek=# 0, entao, acerca do vetor ki pode afirmar-se que:
e tem a mesma direcao de u;
e tem o mesmo sentido de i, se k>0 e sentido oposto ao de 1, se k<0;

o llkuill=| k| Izl

Cumpridos os objetivos pretendidos, nas aulas seguintes sera possivel continuar com a

realizacao de exercicios.

Analise e reflexao da aula

Os varios exercicios de aplicacdo resolvidos durante a aula tiveram como finalidade a

consolidacao de conhecimentos adquiridos por parte dos alunos.
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Com os exercicios n°5 e n°6, cujo objetivo era o calculo da soma de vetores e aplicacao
das propriedades da adicao de vetores, notou-se que alguns alunos tiveram dificuldade na sua
resolucao. Face a esta situacdo, houve necessidade de elaborar exercicios diversificados, no

sentido de que os alunos consigam interligar os temas, refletir e consolidar as aprendizagens.
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1.2.3 Planificacao da aula n°3

Data: 04/12/2012 Hora: 13:30 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aula n°: 67 e 68

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:

Continuacao do sumario da licdao anterior. Quadro, giz e manual adoptado [3].
Aplicacao do calculo vetorial a demonstracao de
propriedades de poligonos. Resolucao de exercicios.

Conteudos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a deduzir propriedades de
poligonos (triangulos e quadrilateros);

Resolver problemas;

Desenvolver o raciocinio matematico; Exprimir e fundamentar opinioes.

Pré-requisitos

Nocao de vetor.

Estratégias

Recorrer a exercicios do manual e respetivas analises e resolugdes;
Solicitar os alunos para a resolucdo de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questdes e/ou dividas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

[3]

Webgrafia

www.dgidc.min-edu.pt

Serao desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa

de Matematica do 10° ano e suas orientacdes metodologicas:

- Comunicacdo Matematica (presente na resolucao de exercicios e no trabalho de grupo
em pares);

- Resolucao de Problemas e Atividades Investigativas (presente na resolucao de
problemas);

- Logica e Raciocinio Matematico (presente na resolucdo de exercicios e/ou problemas

e nas demonstracoes que esses exercicios pressupdem).

Desenvolvimento da aula

A aula tem inicio com o registo das resolucoes dos alunos relativas aos exercicios

propostos para trabalho de casa.
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No sentido de consolidar os conhecimentos dados na aula anterior, solicita-se um aluno
para ler no manual as propriedades da multiplicacdo de um nimero real por um vetor.

No prosseguimento da aula é pedido aos alunos para resolver individualmente o
exercicio n°7, com marcacdo de tempo. As resolucoes deste exercicio serdo recolhidas a fim

de serem corrigidas.

Exercicio n°7
Considere trés pontos, A, B e C, nao alinhados. Marcaram-se os pontos D e E, tais que:

AD = BA e AE = CA

1_
e

-. :;t-

=
O

7.1. Justifica que BC =ED.

7.2. Como classificas o quadrilatero [BEDC]?

Resolucéo:
7.1.
BC = BA + AC = AD + EA (BA = AD e AC = FA)
= EA + AD = ED.
Logo,
BC = ED.
7.2. O quadrilatero [BEDC] é um paralelogramo, pois os lados [BC] e [ED] sao paralelos e

geometricamente iguais, assim como os lados [EB] e [DC] sao paralelos e
geometricamente iguais. Para isso, é necessario mostrar que BC = ED e EB = DC.

A igualdade BC = ED foi anteriormente demonstrada (7.1).

Por outro lado:
EB = EA +AB = AC + DA (EA = AC ¢ AB = DA) = DA + AC
= DC, logo, EB = DC.
Deste modo concluiu-se que o quadrilatero [BEDC] é um paralelogramo, como se queria

provar.
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De seguida pretende-se que os alunos trabalhem aos pares na resolucdao do exercicio
que se segue:

Exercicio n°8

Observa a figura 9.

Figura 9: Triangulo [ABC].

8.1. Calcula:

8.1.1. AB + BC + CA; 8.1.2. DE + - BC; 8.1.3. 3CD + AE; 8.1.4.AE + - BC;
8.2. Determina os nimeros a e b de modo que:

8.2.1. BE=aBC+ bBA; 8.2.2. BD = a BC + b BA; 8.2.3. DE = a BC + b BA.
Resolucao:

8.1.1. AB+ BC + CA = AC + CA = 0;
8.1.2. ﬁg’+§§é=ﬁ§;

8.1.3. 3CD + AE = CE;

8.1.4. AE + - BC = AD;

8.2.1. BE= 1BC + gﬁ(logo, a:bzé);
8.2.2. a=§eb=§;

8.2.3. a=-§eb=o.

N&ao sendo possivel resolver os exercicios 8.2.2. e 8.2.3. no tempo previsto marca-se o

trabalho de casa para a proxima aula.

Analise e reflexao da aula

No sentido de cativar a atencao dos alunos para a melhoria das suas aprendizagens e
consolidar os conhecimentos previamente adquiridos, foram resolvidos nesta aula exercicios
diversificados. Por sua vez, a resolucdo destes exercicios foi util para detetar as dificuldades

dos alunos. A escolha do exercicio n°7 deve-se, essencialmente, a diversidade de caminhos e
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conhecimentos matematicos que ela desenvolve nos alunos no sentido de descobrir, explorar,
investigar, pensar...; por outro lado, o exercicio n°8 permitiu uma aprendizagem de conteldos
adquiridos nas aulas anteriores tais como as propriedades da adicao de vetores (comutativa,
associativa, existéncia de elemento neutro, existéncia de elemento simétrico e diferenca
entre vetores). Concluindo, estes exercicios serviram para desenvolver nos alunos um
raciocinio espacial, capacidade para explorar conjeturas, raciocinar logicamente, usar e
aplicar a Matematica, formular e resolver problemas abstratos.

Notou-se, porém, alguma dificuldade na resolucao do exercicio n°7, pois a generalidade
dos alunos ndo conseguiu articular o calculo vetorial com a deducao de propriedades da figura

geométrica em causa.

30



1.2.4 Planificacao da aula n°4

Data: 06/12/2012 Hora: 10:15 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aula n®: 69 e 70

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:
Correcao do trabalho de casa. Quadro, giz, manual adoptado e ficha
Aplicacéo do calculo vetorial a de trabalho.

demonstracao de propriedades de
poligonos. Resolucao de exercicios.

Conteudos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a deduzir propriedades de
poligonos (triangulos e quadrilateros);

Resolver problemas;

Desenvolver o raciocinio matematico;

Exprimir e fundamentar opinides.

Pré-requisitos

Nocao de vetor.

Estratégias

Recorrer a exercicios do manual e respetivas analises e resolucdes;
Solicitar os alunos para a resolucao de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questdes e/ou dividas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

(3], [11]

Webgrafia

www.dgidc.min-edu.pt

Serdo desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa
de Matematica do 10° ano e suas orientacdes metodologicas:

- Comunicacdo Matematica (presente na resolucao de exercicios e no trabalho de grupo
e em pares);

- Resolucao de Problemas e Atividades Investigativas (presente na resolucao de
problemas);

- Logica e Raciocinio Matematico (durante a resolucao de exercicios e/ou problemas e

nas demonstracoes que esses exercicios pressupoem).

Desenvolvimento da aula

No inicio da aula faz-se uma apreciacao global das resolucoes feitas pelos alunos,

relativas ao exercicio n°7, resolvido na aula anterior.
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http://www.dgidc.min-edu.pt/

Exercicio n°9

Considere um paralelogramo [PQRS], representado na figura 10.
S o R

Figura 10: Paralelogramo [PQRS].

9.1.  Mostre que PR + SQ =2 PQ.
Seguidamente sao resolvidos os seguintes exercicios:
Exercicio n°10

Na figura 11 esta representado um triangulo equilatero [ACF] decomposto em quatro

triangulos equilateros geometricamente iguais.

Figura 11: Triangulo equilatero [ACF].

10.1. Recorrendo a letras da figura, identifica o vetor representado por:
10.1.1. CD + (BA + EF);
10.1.2. BA -2 DE;
10.13. (EA+4B) - (DC + CB).

10.2. Da exemplos de trés vetores nao colineares cuja soma seja o vetor nulo.

Resolucao:
10.1.1. CD + (BA+EF) =CD + BE =CD + DF = CF;
10.1.2. BA- 2 DE = BA + 2 AB = 4B;
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10.1.3. (EA+4B) - (DC + CB) = EB - DB = EB + BD = ED.

10.2. Por exemplo, os vetores 4B, BE e DE.

Exercicio n°11

Utilizando vetores representados no quadrilatero da figura 12 completa os espacos:

Figura 12: Representacao grafica de vetores.

111 d=.75; 11.2 Iwl =2 I...1; 13 .=—-7

N R

-

11.4 Z=..¢ 11.5 ¥ =... Z; 11.6 ISl = ... Il

Exercicio n°12

Na figura 13 esta representado um octaedro regular.

E

Figura 13: Octaedro regular.

Recorrendo a letras da figura, identifica o vetor representado por:
12.1. 4B + BE;
12.2. BD - B4;
12.3. EB + (4D +CD).
Resolucéo:
12.1. AB + BE = AE;
122. BD-BA=BD +AB=BD +DC = BG;
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123. EB+(AD +CD) =EB + BD =ED.

Sera analisada a propriedade distributiva da multiplicacao relativamente a adicao de

- 15

, o . 1, — 1 . .
vetores. Para tal, € utilizado o seguinte exemplo: > U+v)= > U+ -V, quaisquer que sejam os

vetores U e V.

A aula termina com a resolucdo do exercicio n°13:

Exercicio n°13

Observe a figura 14. Sabe-se que OP = % 0OAe 0Q =-0B.

W=

0

P Q

Figura 14: Triangulo [AOB].

13.1 Prove que [ABQP] é um trapézio.

Resolucao:

Para mostrar que [ABQP] é um trapézio, temos que provar que tem dois lados paralelos
([QP] e [AB]).
Assim, basta provar que os vetores PQ e 4B sao paralelos.
Deste modo, temos:
Y Y S Y. A T LN T A N v T2 1
PQ = PO +0Q=7; A0 + - 0B=1 (A0+OB)—§ AB.

—_—

Sendo P_Q> = % AB, isto significa que PQ e AB sao colineares e portanto sao paralelos,

donde [ABQP] € um trapézio, como se pretende provar.

Finalmente serao distribuidas aos alunos uma ficha de trabalho com exercicios variados

sobre vetores no plano e no espaco.
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Ficha de trabalho - Matematica A
5 06/12/12 - 10° ANO

Nome: N° Turma:

1. Considere o paralelogramo [ABCD] dividido em nove paralelogramos geometricamente
iguais:

1.1.  Usando as letras da figura indique dois vetores cuja soma seja o vetor:

a) NA; b) MK; c) OF; d) DM; e) AL; f) IB.

1.2.  Copie e complete:

a) AB+HO=; b)JI+0L="; ¢)AN+PG=--;d) MH+FK =; e) ... + MG = NE; f)
NI + - = FG.

2. 0 sélido da figura é composto por dois cubos com uma face comum. A partir dos pontos
indicados na figura calcule:

L K
‘e ey,
; } ‘ ;
JREE ‘ |G
| |
3 ‘D > C
ATSL S 1 N E
2.1. EF + BG; 2.2.AJ+HD; 2.3.HF-Li,  2.4.AB+-DL; 25. -IA-

CE.
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3. Assinala a alternativa correta:

3.1. Afigura é formada por varios triangulos equilateros.

1] — — D
(A) EAF=FJ'; K
— P
(8) G+ DJ=H; Pt
A
(C) F—CH=K; P N o
e T e— o] B~ I
(D) AC=CE +EA . \/,\//
Ptk
B
3.2,
O ponto F divide [DC] narazaode 1:3.
DC=X e DA=7.
Entdo, A_.—F é igual a: - %f .
(A) E+% ; (B) 2(x+Y);
X+y . (T
(@) 7 (D) ZX—)" A E B
3.3.
[ABC] é um tridngulo qualquer. P, Q e R sdo os pontos médios de [AB], C
[BC] e [AC], respetivamente. £
R/ﬁ/ : \Cf
2) BR= RC- 4B ; 2) BP- QP = AP; et ML R
A P B
<) CA+ PB=BQ; D) BR= RC= AB..
3.4,
Considere o retingulo [ABCD] dividido em quatro retdngulos geometricamente A F B
iguais.
E—Ai——¢
A) DH+ HC=CD ; DI-IG= DE; M c
¢) AI+IC=DC; EF+FB=BE .
3.5. D c
L ///
Sabe-se que [ABCD] é um quadrado. \\ L
AB=BC; AB+AD =BD; /
T P, oy, s . ek : \
CA-DA=BA; AC+BD=0. A'/ \B
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4. Copie para o seu caderno a seguinte figura e assinale os pontos de C a P tais que:

OE=1 - 2v; OD=2i+7;
OC=2u-7; OH=-1-27; v/
0G=-1; OF =—20+7; O 1z
Ol =21 - 2V; OY=-T+7;
OK=-T-7 OM=-1-37;
ON =L1i-av; oP=3@-7)
2 2
5. A figura seguinte representa um hexagono regular de centro O, [ABCDEF]:
OA=3 e OB=b
5.1. Escreva AB e EC usando os vetores 3 e b.
5.2, Copie a figura e represente os pontos Y, K e L, sabendo que:
OY =3+ b; OK=b-23 e OL =3 - 2b.
5.3. Escreva LK usando os vetores 3 e b.
5.4, Classifique o quadrilatero [ABKL] e justifique a sua resposta.
5.5. Sabendo que o perimetro do hexagono [ABCDEF] é igual a 12v/3 cm, determine

a area do quadrilatero [ABKL].

Resolucao:
1.1

a) Por exemplo, os vetores Nj e JA (NJ +JA = NA).

b) Por exemplo, os vetores MO e OK (MO + OK = MK).
c) Por exemplo, os vetores OH e HF (OH + HF = OF).
d) Por exemplo, os vetores DP e PM (DP + PM = DM).
e) Por exemplo, os vetores AN e NL (AN + NL = AL).
f) Por exemplo, os vetores IG e GB (IG + GB = IB).
1.2

a) AB +HO = AB+ BK = AK;

b) JI +OL = Ji + IE = JE;
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c) AN + PG = AN + NF = AF;
d) MH + FK = MH + HC = MC;
e) OM + MG = NE;

f) NI + FL = FG

2.

2.1 EF+BG = EF+FK = EK;

[op)

2.2 Aj+HD = Aj + JF = AF;
2.3 HF — Li = HF 4+ FG = HG;
2.4 E+%E=A_B'+ BF = AF;

2.5 1A— CB = T6+ B = TH.

3.1 Opcao (C); 3.2 Opcao (D); 3.3 Opcao (A); 3.4 Opcao (B);

4.

%//

5.3 LK = 3b — 33.

3.5 Opcao (C).

5.4 O quadrilatero [ABKL] é um trapézio isosceles: [AB] / / [KL] e |[BK|| = ||AL]||.

5.5 Area do trapézio [ABKL] = B—+b xh = X 6 = 24+/3 cm?.

B: Base maior do trapézio: 6+/3 cm; b: Base menor do trapézio: 2v/3 cm; h: Altura do trapézio:

6 (=2x3) cm
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Analise e reflexao da aula

A resolucao de problemas contribui fundamentalmente para desenvolver a capacidade
dos alunos de raciocinar matematicamente, justificar processos de resolucao, confirmar
conjeturas e de as justificar. Neste sentido e tendo em vista a possibilidade de resolver
problemas de Geometria no Plano, poder-se-a praticar o raciocinio dedutivo e desenvolver a
capacidade de visualizar - intrinseco ao Programa de Matematica do Ensino Secundario. Para
tal foram escolhidos os exercicios n°9 e n°13, nos quais se pretende que o aluno deduza
propriedades de figuras geométricas (usando triangulos e quadrilateros) usando vetores e
explorando a ligacdo do calculo vetorial.

A resolucao do exercicio n°13 permitiu aos alunos depararem-se com formas diferentes
de resolucdo de exercicios, o que contribuiu para aprofundar os conceitos. A realizacao dos
exercicios n°10, n°11 e n°12 foi feita com a colaboracdo dos alunos - nao surgiram grandes
dificuldades na resolucdo destes exercicios. O trabalho de grupo e em pares por parte dos

alunos também favoreceu a comunicacao matematica.
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1.2.5 Planificacao da aula n°5

Data: 10/12/2012 Hora: 11:55 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aulan®:71e72

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:

Aplicacao do calculo vetorial a Quadro, giz, manual adoptado.
demonstracao de propriedades de

poligonos.

Resolucao de exercicios.

Conteudos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a deduzir propriedades de
poligonos (triangulos e quadrilateros);

Resolver problemas;

Desenvolver o raciocinio matematico;

Exprimir e fundamentar opinides.

Pré-requisitos

Nocao de vetor.

Estratégias

Resolver exercicios dados em aulas anteriores;

Recorrer a exercicios do manual e respetivas analises e resolucoes;

Solicitar os alunos para a resolucao de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questdes e/ou dlvidas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

(31, [11]

Serao desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa

de Matematica do 10° ano e suas orientacdes metodologicas:

- Comunicacdo Matematica (presente na resolucdao de exercicios e na discussdao da
matéria a lecionar);

- Resolucao de Problemas e Atividades Investigativas (presente na resolucao de
problemas);

- Logica e Raciocinio Matematico (durante a resolucao de exercicios e/ou problemas e

nas demonstracoes que esses exercicios pressupoem).
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Desenvolvimento da aula

Dada a necessidade de explicar a resolucdo do exercicio n°9, analisado na aula

anterior, de forma correta e inequivoca, este exercicio € novamente resolvido no quadro pela

professora estagiaria.
Exercicio n°9

Considere um paralelogramo [PQRS], representado na figura 15.
S R

Figura 15: Paralelogramo [PQRS].
9.1.Mostre que PR + S_Q) =2 Wj

Resolucao:
Calculos auxiliares:

PR =PQ + QR; SQ = SP + PQ; QR = - SP = PS.

Tem-se:
PR+50 =PQ + QR +5P +P( =2P0 + QR + 5P =
=2PQ+PS+SP=2P¢+PP=2PQ+ 0=2PQ.
Logo,

PR +5Q =2 PQ,

como se pretende provar.o

Seguidamente é resolvido o exercicio n°14:
Exercicio n°14

Prove que as diagonais de um paralelogramo se bissetam.

5 R

Figura 16: Paralelogramo [PQRS].

Sugestdo: Prove que se M é ponto médio da diagonal [PR], entdo QM = MS, isto é, M também

€ o ponto médio da diagonal [SQ].
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Demonstracao:

Suponhamos que PM = MR; entdo QM = QP + PM = RS + MR ([PQRS] é um paralelogramo
e PM = MR = MR + RS (Propriedade comutativa da adicdo de vetores) = MS.

Daqui decorre a igualdade QM = MS, ou seja, M é o ponto médio da diagonal [SQ].

Seguidamente sdo entregues as resolucdes do exercicio n°7 aos alunos, dado em aulas
anteriores, e feitas as respetivas correcoes pela professora com a colaboracao dos alunos.
Uma vez que é pedido para classificar o quadrilatero [BEDC] e a generalidade dos alunos nao
respondeu corretamente, ha necessidade de rever o conceito de paralelogramo e outras
figuras geométricas relacionadas com o paralelogramo (por exemplo, o retangulo e o
quadrado).

Posteriormente é demonstrada no quadro pela professora estagiaria uma propriedade
para aplicacdo do calculo vetorial a demonstracdao de propriedades de poligonos, como se

exemplifica:

PROPRIEDADE 1
Seja [ABC] um triangulo em que M e N sao os pontos médios dos lados [AC] e [B(C],

respetivamente.

Figura 17: Triangulo [ABC].

Entao:
[MN] é paralelo a [AB];

N =~ 4B.
2

Demonstracao:
Para provar que [MN] é paralelo a [AB] basta provar que os vetores MN e AB sao

colineares.

— 11— ——

Mas MC = %AC eCN = % CB. Entao, substituindo em (1), tem-se % AC + > CB = MN.
CB = . (AC+ CB) = L AB.
2 2

Entdao, MN = iAB.

Os vetores MN e AB sao colineares.
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Logo, pode concluir-se que [MN] e [AB] sao paralelos. Como MN = %AB, conclui-se
que:
IMN] =|); AB|| < [[MN]| =  [|AB]|
Daqui resulta que MN = éﬁ

Nos restantes minutos da aula sao entregues aos alunos os testes de avaliacao.

Analise e reflexao da aula

Com esta aula pretendeu-se que os alunos desenvolvam o raciocinio e o pensamento
cientifico, exercitem e desenvolvam esquemas e estruturas de pensamento e conhecimento
mais elevado. A escolha dos problemas, assim como a demonstracao da propriedade foi uma
forma para incentivar os alunos a descobrir relacées entre conceitos de Matematica
(destacam-se os problemas sobre paralelogramos), validar conjeturas e fazer raciocinios
demonstrativos.

Nos temas de Geometria, tal como o Programa de Matematica A de 10° ano refere,
“procura-se um equilibrio entre a Geometria por via intuitiva e a Geometria Analitica, de
modo a desenvolver tanto o raciocinio geométrico direto como a resolucdo de problemas de
geometria por via algébrica, sem esquecer o desenvolvimento de capacidades de visualizacao
geométrica”; deste modo, a escolha dos exercicios referidos foi importante, na medida em
que ajudou os alunos a fazerem a ligacdo da visualizacdo geométrica com o raciocino
analitico.

Apesar de verificar que os alunos manifestavam grandes dificuldades na compreensao
destes temas, solicitei-os para fazerem um esforco no sentido de os interligar, de modo a

refletir e a consolidar as aprendizagens.
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1.2.6 Planificacao da aula n°6

Data: 03/01/2013 Hora: 10:15 Sala: 7
Ano: 10° Turma: B Aulan®:75e
76

Unidade didatica

Geometria analitica.

Sumario: Material:
Aplicacdes do calculo vetorial a Quadro, giz, ficha de trabalho e manual
demonstracao de propriedades de adoptado.
poligonos.
Conteludos

Vetores livres no plano e no espaco.

Conhecimentos e Capacidades Especificas (o aluno deve ser capaz de)

Consolidar o estudo dos vetores livres no plano e no espaco de forma a deduzir propriedades
de poligonos (triangulos e quadrilateros);

Resolver problemas;

Desenvolver o raciocinio matematico;

Exprimir e fundamentar opinioes.

Pré-requisitos

Nocao de vetor.

Estratégias

Resolver exercicios dados em aulas anteriores;

Recorrer a exercicios do manual e respetivas analises e resolucoes;

Solicitar os alunos para a resolucdo de exercicios no quadro e também para participar;
Esclarecer questdes e/ou duvidas, colocadas pelos alunos.

Referéncias

[3]

Serao desenvolvidas as seguintes competéncias transversais, de acordo com o programa

de Matematica do 10° ano e suas orientacdes metodologicas:

- Comunicacdao Matematica (presente na resolucdo de exercicios e na discussdao da
matéria a lecionar);

- Resolucao de Problemas e Atividades Investigativas (presente na resolucao de
problemas);

- Logica e Raciocinio Matematico (durante a resolucao de exercicios e/ou problemas e

nas demonstracoes que esses exercicios pressupoem).
Nota: No dia 11 de Dezembro fiz a correcao do teste de avaliacao aos alunos. Como tal,

a continuacao do estudo dos vetores no plano e no espaco foi feita na primeira aula do

segundo periodo.

44




Desenvolvimento da aula

A propriedade 1, demonstrada em aulas anteriores, € novamente relembrada.

De seguida, é resolvido no quadro pela professora estagiaria o exercicio n°15.

Exercicio n°15:

Condicoes da figura:

e [ABCD] é um paralelogramo;
e M é o ponto médio de [AD];
e N é o ponto médio de [BC].

o

N

Figura 18: Paralelogramo [ABCD].

15.1 Mostra que [MBND] é um paralelogramo.

Resolucao:
O quadrilatero [MBND] é um paralelogramo se os lados [MB] e [DN] sao paralelos e

geometricamente iguais, assim como os lados [NB] e [DM] sao paralelos e geometricamente
iguais. Para isso, é necessario mostrar que:
MB=DN e NB=DM.
Tem-se:

MB = MA + AB=CN + DC=DC + CN = DN.

Por outro lado:

Logo,
NB=DM.

Deste modo concluiu-se que [MBND] é um paralelogramo.
Depois da resolucao deste exercicio é distribuida aos alunos uma ficha de trabalho para

resolverem individualmente o exercicio n°16. As resolucdes deste exercicio serao recolhidas a

fim de serem corrigidas.
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Exercicio n°16:
Observa a figura 19 onde se verificam as seguintes condicoes:
e D é o ponto médio de [AC]
e E é o ponto médio de [BC]
e DE=EF

Figura 19: Figura geométrica representada pelos pontos A, B, C, D, Ee F.

16.1. Mostra que [ABFD] é um paralelogramo.

[ABFD] é um paralelogramo se os lados [DF] e [AB] sao paralelos e geometricamente iguais,

assim como os lados [DA] e [BF] sdao paralelos e geometricamente iguais. Para isso, é

necessario mostrar que DF=AB e DA=FB.

Resolucéao 1:
Como D é o ponto médio de [AC] e E é o ponto médio de [BC], tem-se:
DE = = AB.
2
Sendo DE=EF, entdo:
DF =2 DE =2 (; AB) = AE.
2
Logo,
DF=4B.
Por outro lado,
DA =CD,
Mas,
CD=CE+ED=EB + FE = FE + EB=FB.
Sendo
DA=CD,CD=FB
Resulta

DA =FB.
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Resolucéo 2:

Ao provar a igualdade DA = FE na resolucao anterior, poder-se-a provar a igualdade DF
= AB, sem recorrer a propriedade 1.

Deste modo,

DF = DA + AF < DF - DA = 4AF.
Por outro lado,
AB = AF + FB = DF - DA + FB = DF + BF + FB = DF + 0 = DF.
Daqui resulta
AB = DF.
Quer a resolucao 1, quer a resolucao 2, mostram que:
DA =FB , 4B = DF

e portanto que [ABFD] é um paralelogramo.

Depois da resolucao deste exercicio sera demonstrada outra propriedade (Propriedade
2), fundamental na aplicacdo do calculo vetorial a demonstracdo de propriedades de

poligonos.

PROPRIEDADE 2
Seja [ABCD] um quadrilatero convexo, em que M, N, S e T sdo pontos médios dos seus

lados.

Figura 20: Quadrilatero convexo [ABCD].

Entao, o quadrilatero [MNST] é um paralelogramo.

Demonstracao:
Para provar que [MNST] é um paralelogramo, basta provar que:

ST=NMeSN =TM.
Ao tracar a diagonal [AC], o quadrilatero [ABCD] fica dividido nos triangulos [ACD] e
[ABC].
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Figura 21: Quadrilatero [ABCD].

Recorrendo a propriedade 1 sabe-se que:

|

=2CAeNM == CA.
2 2
Daqui resulta
ST = NM.
Para provar que SN = TM, recorre-se a um raciocinio analogo ao anterior.

Ao tracar a diagonal [DB], o quadrilatero fica dividido nos triangulos [BCD] e [BDA].
Recorrendo de novo a propriedade 1 sabe-se que:

SN - 1 DB e 77 - 1 BB,
Daqui resulta
SN =TM.
D
T /_,/f\\
A —r \
/"" _ ~
\L ; \
\\\ | \,_\S\
X | s
\. | __— — "C‘
\\J,»-""'— —— N
B

Figura 22: Quadrilatero [ABCD].

Sendo
ST =NM e SN =TM
Entao [MNST] é um paralelogramo.
Ao enunciar a propriedade 2 é explicado aos alunos a definicao de poligono convexo
para perceberem a nocao de quadrilatero convexo.

Para sintetizar é resolvido o seguinte exercicio:
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Exercicio n°® 17

[ABCD] é um paralelogramo;
[AC] é uma diagonal do paralelogramo;
AM=CN.

C

N

M

Figura 23: Paralelogramo [ABCD].

17.1.  Mostre que [MBND] é um paralelogramo.

Resolucao:

Para provar que [MBND] é um paralelogramo, basta provar que MB = DN e DM = NB.

MB =MA + 4B =-NC - CD =- (NC + CD) = - ND = DN.
W=ﬂ+m=-3_d-ﬁv’=-(3_c’+ﬁv’)=-ﬁ=7v73’.
Logo,
MB = DN e DM = NB.
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Analise e reflexao da aula

Esta aula foi uma aula conclusiva do estudo dos vetores no plano.

A demonstracao da propriedade 2 foi importante, na medida em que a sua
compreensao ajuda o aluno a deduzir propriedades de figuras geométricas (usando triangulos
e quadrilateros), evidenciadas no exercicio n°17.

Para consolidar estes conhecimentos foi escolhido o problema n°16, que os alunos
resolveram individualmente. Pude constatar, pela generalidade das respostas, que os alunos
apresentavam dificuldades em justificar processos de demonstracdo, encadear raciocinios e
justificar conjeturas. No entanto, alguns alunos conseguiram desenvolver o raciocinio
matematico, exprimir e fundamentar as suas opinides, o que esta evidenciado pela resolucao
do problema, feita por um aluno.

! QUESTAO-AULA
NA

Figura

b

e

& = [ 8FD"
- =

Figura 24: Resolucao do problema n°16 por um aluno.
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1.3 Reflexdo acerca do trabalho realizado na Pratica de Ensino
Supervisionada

Refletindo globalmente sobre toda a atividade desenvolvida no Estagio Pedagdgico,
gostaria de focar alguns pontos que considero fundamentais. As atividades letivas mostram-se
planificadas e preparadas cuidadosamente de acordo com a especificidade de cada turma.
Todas as tarefas aplicadas tiveram em conta o cumprimento da planificacao anual. Sempre
que necessario, foram realizados ajustamentos as planificacdes, de acordo com as
necessidades e o ritmo de aprendizagem dos alunos. Nas turmas lecionadas mostra-se
privilegiado o rigor cientifico e o cumprimento programatico.

Houve a preocupacdo de incluir em todas as aulas lecionadas as competéncias
transversais inerentes ao programa de Matematica A do 10° ano e da Matematica Aplicada as
Ciéncias Sociais do 10° ano. Faco referéncia a Historia da Matematica, quando ¢é referida a
evolucado historica da Estatistica na turma 10°G e Tecnologia e Matematica. Em ambas as
turmas, recorri a utilizacdo do computador e maquinas de calcular; nesse sentido, foi dada a
explicacao aos alunos de como utilizar as calculadoras para, por exemplo, representar
graficamente diagramas de dispersao e tracar a reta de regressao linear aos alunos da turma
10°G e construir tabelas de frequéncias aos alunos da turma 10°B, entre outras
funcionalidades. No entanto, foi fundamental a realizacdo de fichas de trabalho, realizacao
dos trabalhos de casa e a utilizacao do manual escolar dos alunos e outros manuais. As
atividades extra-curriculares em que participei com os alunos contribuiram para uma maior
empatia.

A relacao pedagogica também esta inerente a disponibilidade para atendimento e apoio
aos alunos. Esta relacao fortalece se os alunos sentirem que as suas ddvidas sdo esclarecidas,
quer pessoalmente, ou entao electronicamente (e-mail). Ao longo do ano letivo, sendo
solicitada varias vezes, tive o cuidado de nao deixar nenhum aluno sem resposta.

Relativamente as principais dificuldades dos alunos da turma 10°B, para a qual sao
descritas 6 aulas correspondentes a um periodo de regéncia, consistiram em compreender o
significado da direcdo e sentido de um vetor; calcular a norma de um vetor através da
representacao grafica de vetores (muitos alunos nao aplicavam o Teorema de Pitagoras);
calcular a soma de dois vetores através dos processos descritos (regra do triangulo e regra do
paralelogramo); identificar representantes de um mesmo vetor; interpretar a nomenclatura
de um vetor (a titulo de exemplo, inicialmente, varios alunos indicavam E:A—B);
demonstrar propriedades de figuras geométricas (triangulos e quadrilateros usando o calculo
vetorial) e consequentemente, justificar processos de demonstracoes, encadear raciocinios e
justificar conjeturas. As primeiras dificuldades foram superadas, pois os alunos ja conseguiam
uma melhor prestacdo escrita; porém, a dificuldade na demonstracao mantém-se. Espera-se
que a adaptacdo as tarefas por parte dos alunos se reflita na superacdo. A implementacao de
tarefas bastante diversificadas, assim como a prestacao individual e de grupo dos alunos

permitiram melhorar as suas aprendizagens. Ao longo desta fase de aplicacao das tarefas, as
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principais dificuldades consistiram em dosear o grau de ajuda e definir a duracao aceitavel

para a realizacao das tarefas.

Procedendo a um balanco final, considero que os objectivos inerentes as tarefas foram

alcancados, na maioria dos alunos, conforme registo de questdes aula e trabalhos realizados

em casa.

A tabela 2 analisa, qualitativamente, os trabalhos escritos produzidos pelos alunos.

Tabela 2: Registo qualitativo dos trabalhos escritos desenvolvidos pelos alunos.

Legenda: V - realizou; X - nao realizou; v - entregou a resolucao no dia seguinte.
Questao-aula
T.P.C.1 6.10, 6.11, 6.12 T.P.C._Facultativo FT (04/12/2012)
X Satisfaz
X X X Satisfaz razoavelmente
X X Satisfaz
X Satisfaz
X X Satisfaz
X Satisfaz
X X X Satisfaz
X Satisfaz
X Satisfaz
Satisfaz
Satisfaz
X Muito boa
X X Satisfaz
X X Satisfaz
X X X Muito Insuficiente
X Satisfaz
X X X Satisfaz
X X X X Satisfaz
X X X Muito Insuficiente
Satisfaz
X X X Satisfaz
X X Muito boa
X X X X Satisfaz
X Satisfaz
X X Satisfaz
X X Nao satisfaz
X X X Excelente
X X Satisfaz

Apesar de nao haver aspetos negativos a acrescentar espero que a escola seja um

espaco de aprendizagem de partilha e de criacao... .
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Capitulo Il - As medias geomeétrica,
aritmetica e harmonica.

Apresenta-se a definicdo de cada uma das médias geométrica, aritmética e harmonica,
assim como exemplos de aplicacbes destes conceitos em situacoes da vida real.
Posteriormente foi feita a contextualizacdo das médias nos programas curriculares,
recorrendo a exemplos retirados dos manuais escolares. Tendo como base um capitulo do
livro [1], provamos a desigualdade fundamental entre as trés médias e damos uma aplicacao
desta desigualdade sobre a relacdo entre a area limitada pelo grafico de uma funcdo num
dado intervalo e o respetivo triangulo tangencial. Por Gltimo, discutimos ainda uma aplicacao

da desigualdade de Cauchy-Schwarz ao problema da localizacao dos zeros de polinomios.

2.1 Teoria das proporc¢oes nas artes visuais
Situando-nos no Renascimento, periodo da Historia da Europa que teve inicio em ltalia

e que assinalou o final da Idade Média e o inicio da Idade Moderna, introduziram-se mudancas
significativas na cultura, sociedade, economia, politica e religido, mas sobretudo nas artes,
filosofia e ciéncias.

A redescoberta e a revalorizacdo das referéncias culturais da antiguidade classica
conduziram as mudancas deste periodo em direcdo a um ideal humanista e naturalista. Na
altura colocavam-se questdes filosoficas como, “Podem, por si s6 as relacbes puramente
formais do desigh da construcdo de edificios dar prazer?”. Havia, por outro lado, quem
discordasse.... Porém, se as formas do mundo exterior eram facilmente captadas pela
observacao, a propor¢cao na arquitetura, a qual era baseada no uso dessas formas, gerava
dificuldade. A Matematica inerente a estes fendmenos estava ainda por explorar! Contudo,
individuos possuidores de grandes conhecimentos cientificos, nomeadamente, gregos, nao
deixaram vestigios de como descreviam o sistema de proporcdes usados na sua arquitetura.
Outrora, (século | a.C.) Vitravio, arquiteto e engenheiro romano, destacou-se com padroes de
proporcoes e principios conceptuais: "utilitas" (utilidade), "venustas" (beleza) e “firmitas"
(solidez), que serviram de inspiracao para a arquitetura classica, a partir do Renascimento.
Por outro lado, o matematico italiano Cardano, no século XVI, atribuiu a Vitruvius a teoria da
proporcao baseada na musica. Também durante o Renascimento, o arquiteto e humanista

€«

italiano, Alberti, escreveu nos Dez livros de Arquitetura: “.. e eu estou absolutamente
convicto, dia apds dia, da veracidade de Pitagoras, quando diz que a Natureza atua de forma
consistente e com uma constante analogia em todas as operacdes: donde eu concluo que os
mesmos nimeros através dos quais a concordancia dos sons que atingem os nossos ouvidos
com encanto, sao os mesmos que satisfazem os nossos olhos e a mente.” Com efeito, Alberti

usou a proporcao fundamentada pela musica para relacionar as trés dimensodes, altura,
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comprimento e largura. Um século depois, Palladio, notavel arquiteto italiano, continuador
de Vitruvius e Alberti, contrariamente a Vitruvius, apoia-se nas medidas que as construcoes
classicas da altura envolviam, evitando, por outro lado, a componente musical e outras ideias
de Alberti, a excecao do uso da média aritmética, geométrica e harmonica, quando surgiu a

necessidade de determinar a altura de quartos com abobadas [13].

2.2 Média geométrica

Definicdo 2.2.1 A média geométrica de um conjunto de n nimeros reais positivos, X, X, ...,

Xn, € a raiz de indice n do produto desses valores: Y/x;%; ...x, , h € IN.

Exemplo 2.2.2 A média geométrica dos nimeros 9 e 4 é a raiz quadrada do produto desses

nimeros, V36 = 6.

Caracterizacdo geométrica. Considere-se um retangulo cujos lados tém medidas de
comprimento A e B. O quadrado que tem area igual a do retangulo dado é aquele cujo lado
mede x = v/AB. Dados dois segmentos de comprimentos A e B, para construir com régua nao
graduada e compasso um segmento de comprimento x = vVAB podemos proceder do seguinte
modo. Comecamos por construir um segmento de comprimento A+B. De seguida tragcamos um
semicirculo com diametro igual a A+B e raio R = (A+B)/2, de acordo com a figura.

—— — —

//’F\ TN
"
v \ \
/ \
X & \ b
/ b § \R A
\ \
{ \ \
! \ \
N L - iy |
- A i B i
A=R-S B=R+S

Figura 25: Construcao de um quadrado e retangulo de igual area.

Recorrendo ao teorema de Pitagoras, vemos que
X2=R2-S?o X*=(R-S) (R+S) & X?=A.B o X =VAB.
Tendo em conta que o angulo num ponto que subtende o diametro é recto, concluimos
ainda que a média geométrica das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa de um triangulo

recto € igual a altura relativa a hipotenusa.
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Mais geralmente, dado um paralelepipedo retangulo cujas arestas medem ¢, d e e, 0

cubo que tem volume igual a do paralelepipedo é aquele cuja aresta mede y = Vc.d.e.

Aplicacoes da média geométrica

1 - Estrutura do corpo humano

Albrecht Diirer, além de matematico, gedmetra, gravador e tedrico de arte alemao, foi
0 mais famoso artista do Renascimento nordico (século XVI), tornando-se um grande pintor,
chegando a afirmar: “A nova arte devera basear-se na Ciéncia, em particular na Matematica,
como a mais exata, ldgica e impressionante construtiva das Ciéncias”; escreveu quatro livros
sobre as proporcdes no corpo humano - relacionava a média geométrica com as proporcoes no

corpo humano estabelecendo a igualdade:

(distancia do pescoco a anca) (distancia do joelho ao tornozelo) = (distancia da anca ao joelho)?,
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2 - Matematica financeira

Exemplo 2.2.3 Se um investimento durante dois meses rende 2% no primeiro més e 3% no
segundo més, qual é o rendimento médio mensal desse investimento?
0 rendimento médio pode ser calculado utilizando a média geométrica dos fatores de

crescimento, neste caso:

V1,02 x 1,03 ~ /1,051 ~ 1,025.
Dessa forma, a taxa mensal de rendimento médio é de aproximadamente:
1,025 - 1 = 0,025 ao més (ou equivalentemente, 2,5% ao més).
Notas:

e No calculo do valor de uma quantia aumentada de 2% pode-se multiplicar a quantia
por 1,02.

e Analogamente, no calculo do valor de uma quantia aumentada de 3% pode-se
multiplicar a quantia por 1,03.

e Para saber o quanto a quantia aumentou, basta subtrair o valor da quantia, isto é,
basta subtrair 1 do fator de correcdo. O resultado corresponde ao acréscimo.

Exemplo 2.2.4 Se um investimento rende 5% no primeiro més, 3% no segundo més e 7% no
terceiro més, qual é o rendimento médio mensal desse investimento?
Da mesma maneira que no exemplo anterior, o rendimento médio sera dado pela média

geométrica dos fatores de crescimento, ou seja, 1,05, 1,03 e 1,07. Logo, o rendimento médio

sera: /1,05 x 1,03 x 1,07 - 1 = \/1,157 - 1 = 1,049 - 1 = 0,049 ao més, o que significa que o

rendimento do investimento equivale a 4,9% ao més.

Explicacdo para estes factos:

Sejam Q o dinheiro que foi depositado no banco, ry e r,, as taxas de rendimento ao fim
do primeiro e segundo més, respectivamente. No fim do primeiro més tem-se Q + r;Q. No fim
do segundo més, ter-se-a

Q+rQ+nQ+rQ)=Q+rQ+rQ+rrQ=Q1 +ri+r+rr)=Q(1+ry) (1+ry).

Seja r uma taxa fixa. No fim do primeiro més tem-se Q + rQ; no fim do segundo més,

ter-se-a:
Q+rQ+r(Q+rQ) = Q+rQ+rQ+r’Q=Q(1 +2r+r’) = Q(1+r)%
Entao, se
Q(1+r)* = Q1 +1y) (1 +12),
obtém-se
1or =T+ 1) +1p),
donde,

r=Jy@+r)A+ry) -1,

€ a taxa de rendimento média do investimento dos dois meses; analogamente

r= \/(1 +r)(A+r)A+r3)-1

€ a taxa de rendimento média do investimentos de trés meses.
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Programas curriculares

Exemplo 2.2.5 O seguinte exemplo foi retirado do manual adotado pela escola [8].

Uma escola de Artes vai expor e vender 15 trabalhos elaborados pelos seus alunos dos 10.°,
11.° e 12.° anos. O nimero de trabalhos a serem expostos, de cada ano, sera calculado com
base no nimero total de trabalhos elaborados em cada ano:

Tabela 3: Dados para a exposicao dos 15 trabalhos realizados pelos alunos.

Ano | Trabalhos realizados
10.° 340
11.° 280
12.° 130

Aplicando o Método de Huntington-Hill, quantos trabalhos de cada ano serdo expostos?
Resolucao:

{b Usando uma folha de célculo, obtemos os seguintes resultados:
www.macs10.te.pt

® Links: Simulag&o do

Método de Huntington-Hill [y ———
k-3 . - TE o~ - @ A [ - R RS 5
s v v NS = s VLN G < DA,
< v hAZ -
) : st 2 3 E $
Trabalhos Quota Média Quota Quota | Quota
Ano Realizados  Padrio ] ada | Mod. Arred.
10° 34 6.800) ® 6481 7} ® 6.538) 7
e 280 5,600 5471 6 5,385/ 5
12° 13 2.600| 2.449 3 2.500)
¥
Trabalhos a escolher 15
+ Divisor Padrio 50
+ Divisor Modificado 52
"
Se o somatério das Quotas ) I
Arredondadas for: A média geométrica obtém-se fazendo =RAIZQ(INT(C2)*(INT(C2)+1)) Fazer =SE(C2<D2;INT(C2);
* maior do que o nimero e copiando para as células abaixo. INT(C2)+1) e arrastar para
de lugares a atribuir, Dado un a funcd@o INT() devolve a parte inteira de um ng‘nmero‘ as icélulas abaixo.
expressdes INT() e INT()+1l correspondem neste caso as Quotas
DM > DP Inferiores e Superiores, respectivamente. Este nimero é superior a 15.
* menor do que o nimero —
de lugares a atribuir,
DM < DP Serdo expostos sete trabalhos do 10.° ano, cinco do 11.° ano e trés do 12.° ano.

Figura 26: Aplicacao da média geométrica, recorrendo ao Método de Huntington-Hill.

2.3 Média aritmética

Definicao 2.3.1 A média aritmética de um conjunto de n nimeros reais, X, Xz,..., X, € O
quociente da soma desses nimeros por n (denota-se por X):

_  Xq+Xpt+o+Xn Vb X
X = =
n n

Exemplo 2.3.2 A média aritmética dos niUmeros 10, 41 e 55 é:

10441455 _ 106 _ 35 (3,

3 3

X =
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Aplicacoes da média aritmética

1- Estatistica
A média aritmética é uma das principais medidas de tendéncia central ou de
localizacdo (parametros estatisticos que nos indicam os valores mais representativos de um
conjunto de dados).
A média aritmética de um conjunto de dados obtém-se dividindo a soma dos dados
observados pelo nimero total dos mesmos.
> Se os dados surgem numa tabela com as suas frequéncias absolutas f;, multiplica-
se cada dado x; pela sua frequéncia e somam-se os resultados obtidos. Este
resultado divide-se pelo nimero total de dados N.

x1f1+X2f2+X3f3++xnfn _ 2] xifj
N N

X =
> Se os dados surgem agrupados em intervalos com as suas frequéncias absolutas f;,

multiplica-se a marca da classe do intervalo pela sua frequéncia, somam-se os

resultados obtidos e divide-se este total pelo nimero de dados.
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2- Programas curriculares

Exemplo 2.3.3 O seguinte exemplo é retirado do manual [2].

A altura de 24 alunos do 3° ciclo medida em cm é:

160, 168, 164, 170, 162, 166, 172, 168, 164, 162, 160, 168, 170, 160, 162, 164, 160, 170, 160,

164, 168, 162, 160, 160.

Qual é a altura média do grupo?

Tabela 4: Dados relativos as alturas dos 24 alunos.

Dados x; Frequéncia absoluta (f;) X;. fi
160 7 1120
162 4 648
164 4 656
166 1 166
168 4 672
170 3 510
172 1 172
%= 1120+64—8+656+;i6+672+510+172 ox = % o Xa 164,33 (cm)

Exemplo 2.3.4 O seguinte exemplo é retirado do manual [2].

Os dados referentes ao numero de livros lidos por ano, num conjunto de estudantes de 9° ano,

refletem-se na seguinte tabela.

Tabela 5: Dados relativos ao nimero de livros lidos por ano.

=h

fi X;
0
3
10
24
32
15
12
7

NOUNWN = O|X
A N WOooU WN

Vamos calcular a média aritmética:

~

N 32
significa que os estudantes léem em média, 3 livros.

—  xXqf1+xf+x3f3+ - +xpf, — 103
g = XalitXala¥X3ls nln o —

3,22
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Exemplo 2.3.5 O seguinte exemplo é retirado do manual [8].

No Externato «Os Traquinas» verificou-se o tempo (em minutos) de sono na sesta da

tarde, das criancas da classe dos trés anos. Obtiveram-se os seguintes resultados:

60
65
64

90 85
72 83
76 102

73
89
86

82 91 63 75
70 62 78 95
92 94 100 61

Considerando os dados agrupados em classes (tabela que se segue) vamos calcular a

média aritmética:

Tabela 6: Dados agrupados em classes, relativos ao tempo de sono (em minutos).

Classes [60;68,5] [68,5;77] [77; 85,5 [85,5;94[ [94;102,5]
Marca da classe (m;) 64,25 72,75 81,25 89,75 98,25
f; 6 5 4 5 4

A média aritmética é dada por:

YPmifi 664,25+ 5x 72,75 + 4 x 81,25 + 5 X 89,75 + 4 X 98,25
n 24

e portanto, X = % ~ 79,8(3).

IR

X

Atendendo a situacdo, significa que o tempo médio (em minutos) de sono é de

aproximadamente 79,8 minutos.

Exemplo 2.3.6 Considere-se o seguinte exemplo, e respetiva resolucao, que se refere ao
calculo da média aritmética, no 6° ano de escolaridade, retirado de um livro escolar [10]:

0 grupo de trabalho da Joana é formado por quatro alunos do 6° D.

No dia em que estudavam a média do nimero de lapis que cada um tinha em cima da
mesa. Calcula a média do conjunto de dados.

0 2 2 3

RObSerVa§go
Epar,
— ‘mé}} a}quea
e Jhdchmme o
e

®

i SEr Um nimer,
g d@c)'mal Mesme
\ & quando 05 dados
) 530 Nlimerpg
= = Ihteiregs,
S—
Resolucao
= 0+2+42+3 o | =
X= Z : X= % x='1,75

Resposta: A média é 1,75 lapis.
Figura 27: Proposta de resolucdo da média do nimero de lapis que cada aluno tem em cima da mesa.
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2.4 Média harmonica

Definicdo 2.4.1 A média harmodnica de um conjunto de n nUmeros reais positivos, Xq, Xz, ...,Xn,

€ 0 quociente entre o nimero n desses valores e a soma dos inversos dos X;’s,

11 1
X1’ x2° 7 xp
n .
T, T, 1 n €IN (] [S {1,2,...,”}).

X1 X2 Xn
Exemplo 2.4.2 Pretende-se calcular a velocidade v, no trajeto ida e volta da cidade A para a
cidade B, sabendo que da cidade A para a cidade B foi percorrido o espaco AB com uma
velocidade média constante v; e da cidade B para a cidade A foi percorrido o espaco BA com

uma velocidade média constante v,, conforme ilustra a figura:

A B A B

\4 V2

Figura 28: Dados para determinar a velocidade média no trajeto ida e volta.

o AB BA ,, . e ,
Da definicao, tem-se v, = - evi=— (t; € o tempo gasto no espaco percorrido AB e t; é
1 2

— AB BA
o tempo gasto no espaco percorrido BA ), donde t; = —ety=—.
1 2
2AB
Por outro lado, v = — sendo t = t; + t,.
Deste modo,
2AB 2AB 2AB 2AB 2
V="— &V= = PV Ee———e PV = —xr,
t1+ty AB +E E(i_'_i) (i_'_i)
Viq V2 Vi V2 Vi V2

Daqui se conclui que a velocidade média no trajeto ida e volta da cidade A para a

cidade B é a média harmonica das velocidades v, e v, anteriormente definidas.

Exemplo 2.4.3 Consideremos a seguinte situacao:
Uma torneira T; enche um tanque de volume V em t; horas e a torneira T, enche o
mesmo tanque em t; horas. Em quanto tempo as duas torneiras enchem o tanque?

Vejamos a solucao algebricamente:

. . . \% .
Seja Qq o caudal da torneira T4, ou seja, Q; = - Analogamente para a torneira T,, Q, =
1
\% . . . ,
o Abrindo ao mesmo tempo as duas torneiras, segue-se que Q, o caudal das duas torneiras, é
2

. vV Vv \% . 1 .
dado por Q = Q; + Qy, ou seja, Tt D daqui resulta t = —— , ou seja, o tempo que as duas
1 2

1 t2

torneiras enchem o tanque é metade da média harmonica dos tempos t; e t, anteriormente

definidos. Em particular, para t; = 12h e t, = 6h, temos t = % = 4h. Este problema pode ser

12 6

resolvido geometricamente:
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12 h

Figura 29: Representacao grafica para calcular o tempo que as duas torneiras enchem o tanque.

Analiticamente, esta situacao € interpretada da seguinte forma:

Sendo b=|AB| e a=|CD|, considerem-se as retas representadas pelas cores azul e
verde, dadas pelas respetivas equacdes; o eixo dos YY é orientado pelo vetor AB e o eixo dos
XX é orientado pelo vetor AC:

y=-ax+aey=bx.
Procure-se o ponto de intersecao das retas:

y=-ax+aAy=bxe -ax+a=bx o bx+ax=a o x(b+a)=a@x=ﬁ.

Substituindo o valor de x em y, obtém-se:

ab 1

Y bra LT
a

=2

Isto significa que |FE| é metade da média harmonica entre os comprimentos |AB| e

|CDJ.

Médias paradoxais...

Ha, por vezes, a tendéncia para calcular médias sem pensar se o esta a fazer
corretamente. De seguida, € dado um exemplo de um mau uso da média, que pode levar a
situacdes paradoxais.

Imaginemos que temos cinco quadrados de lados 1,2,3,4 e 5 cm. Se calcularmos a
média dos seus lados, chegamos a conclusdo de que o lado do quadrado médio é 3 cm
(=(1+2+3+4+5)/5). Consideremos agora as areas desses quadrados. Se calcularmos a sua
média, ou seja, a area do quadrado médio, o resultado é 11 cm? = (1+4+9+16+25)/5. Ou seja,
o quadrado médio tem um lado de 3 cm e uma area de 11 cm?.

Nota: Ao realizar médias de valores, deve-se comecar por raciocinar antes de as

calcular.
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2.5 Contextualizacao nos atuais programas curriculares

No programa de Matematica do 2° Ciclo e 3°Ciclo a média aritmética insere-se no tema
ORGANIZACAO E TRATAMENTO DE DADOS; por sua vez, é um dos tdpicos, cujo objetivo
especifico é: compreender e determinar a média aritmética de um conjunto de dados e
indicar a sua adequacao da sua utilizacao num dado contexto.

E referido também que a média aritmética s6 pode ser calculada para dados
quantitativos.

Relativamente ao programa de Matematica no ensino secundario (Matematica A e
Matematica B) a média aritmética insere-se no tema Estatistica. Nas Indicacoes
metodoldgicas pode ler-se o seguinte: “ A titulo de exemplo referimos o facto de nao ter
qualquer sentido calcular a média para dados de tipo qualitativo, mesmo que as diferentes
categorias assumidas pela variavel em estudo estejam representadas por nimeros”, tal como
se verificava no 2° Ciclo e 3°Ciclo.

Ainda no mesmo tema (Estatistica) a média aritmética surge como sendo uma medida
de localizacao de uma amostra; por outro lado, nas distribuicées bidimensionais (abordagem
grafica e intuitiva) a média aritmética é intrinseca ao calculo da determinacdo do centro de
gravidade de um conjunto finito de pontos.

Relativamente ao 11° ano, as médias aritmética, geométrica e harmonica estao
enquadradas no tema Sucessoes Reais: estas médias definem-se a partir das progressoes

aritméticas e geomeétricas.

Definicdo 2.5.1 Um conjunto de numeros reais, Xi,X;, X3, ..., diz-se que € uma progressao
aritmética se verifica a seguinte propriedade: a diferenca entre qualquer nimero e o seu

sucessor € constante, isto &, X; - Xy =X3- Xz =X4 - X3 = ... .

Consequentemente X; + X3 = 2 X3, X; + X4 = 2 X3, ... assim sucessivamente, cada nimero
no conjunto é a média aritmética do seu sucessor e do seu antecessor. Assim, um termo de
uma progressao aritmética é sempre a média aritmética do termo que o antecede e do termo
que o sucede. Mais geralmente, para n € IN, a média aritmética de um conjunto de n nimeros

reais, Xi, Xa,..., Xn, € 0 quociente da soma desses nuUmeros por n (denota-se por X):
g = x1+X2+-~-+Xn.

n
Definicao 2.5.2 Um conjunto de nUmeros reais, yi,Y2, VY3, ..., diz-se que € uma progressao
geométrica se verifica a seguinte propriedade: a razao entre qualquer nimero e o seu

antecessor € constante, isto &, y, /y1=y3/ Y, =Y4/ Y3 = ...

Consequentemente, yi.y3 = y3, Y¥2.Y4 = y2, ...e assim sucessivamente. Assim, um termo

de uma progressao geométrica é sempre a média geométrica do termo que o antecede e do
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termo que o sucede. Mais geralmente, para n € IN, a média geométrica de um conjunto de n

nUmeros reais, Y1, Y2,..., Yn € a raiz de indice n do produto desses valores: %/y,y, ...y, , h € IN.

Definicdo 2.5.3 O conjunto de ndmeros reais positivos a;,a;, as, .. diz-se que é uma
~ ;. . . 1 1 1 ~
progressao harmonica se o conjunto dos seus inversos, e I R for uma progressao
1 2 n
aritmética.

Deste modo, um termo de uma progressao harmonica é sempre a média harmonica do termo
gue o antecede e do termo que o sucede. Mais geralmente, para n € IN, a média harmonica
de um conjunto de n nimeros reais positivos, a;, ay, ..., a,, € 0 quociente entre o nimero n

desses valores e a soma dos inversos dos a;’s:

——,n €IN@{€{1,2,..,n}).
arta tan

No 12.° ano de escolaridade, a média aritmética esta enquadrada no tema Distribuicoes
de Probabilidade, sendo neste contexto, uma estatistica que se calcula a partir de uma

amostra.

2.6 Desigualdade entre as médias

Teorema 2.6.1 Sejam x4, Xy, ... ,X, nUmeros reais positivos. Entao:

n X1+ Xy + o+ Xy

T 1 < "X1Xp Xy < =

AT

Da-se a igualdade em ambos os lados, se e s6 se todos os x; s forem iguais, para cada i € N.

Demonstracao:

A demonstracao, feita por inducao, € atribuida a Cauchy. Sejam x4,X,, ..., X, nimeros
reais positivos. Seja P(n) uma expressao verdadeira para certo n € N:

n
P(n): ;X5 ...Xy < (M) .

n

Para n=2, P(n) é verdadeira:
X1+X2 2 x12+x22+2x1x2 2 2
XXy < (T) & XXy < — & 4x1Xy < X7+ X% + 2X1X, &

0 < x,2+x%,2-2x%, 9 (x, — %, )% > 0.

Provem-se as seguintes condicdes, que provam o resultado:
(1) P(n) =>P(n-1);
(2) P(n) A P(2) => P(2n).

Para provar (1), seja:
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— Xk
A= ZE:I 1

Entao:
(oixoA < (BEined)’ o (GDas)™_ pn
n n
Consequentemente,
n-1 no1 _ (Ehgha\" T
i At = ()

Para provar (2):

x\ P e\ ?
Tem-se T2, xi= (TTioy %) (M) < (B0 ) (BR040 ) =

n 2n n 2n Xk 2n 2
n 2K 2n n
Xk z : Xk < Y n _ Dke1 Xk
n n - 2 2n )
k=1 k=n+1

Para provar a desigualdade

n
—1 < VYX1X5 .. X
ESE R 1%2 - Xn,
X1 X2 Xn
. 1 1 1
considerem-se —,—, ...,—.
X1 X Xn

Entdo, pela desigualdade anteriormente provada, resulta:

1 1 1 1 1 1
Hooet

e p— b eep—
nf1l1 1 X1 Xp Xn 1 X1 X2 Xn n n
T e T S <:> n S <:> 1 1 1 S X1X2 "'XII'
X1 Xz  Xp n VX1X7..Xn n ot e

A igualdade em ambos os lados verifica-se facilmente.o

A desigualdade entre as médias pode ainda ser vista como uma consequéncia do
seguinte resultado.
Teorema 2.6.2 Dados numeros positivos X;,X,..,Xp,P1, P2 - Pn € RY, com YL p; =1,
temos

X1P1X,P2 Xy PP < piXy + P2Xogo 4 PrXn:

Demonstracdo: Denote-se a expressao x,P1x,Pz ...x,Pn por G e a expressao p;X; + p2Xz4..+PnXn
por A.

Suponhamos que x; < -+ < x,. Tem-se x; < G < x, € por isso existe k € N, tal que:

Xk £ G < Xpyq-

Segue-se que:

?:1 Pi fx(f (l - %) dt + Yili+1 Pi f:l (é - %) dt = 0.

t

Reescrevendo esta desigualdade obtém-se:

il il
Lipify cde= Xk py fo cdt. (1)

t

Tem-se:
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i=1

Por outro lado, tem-se:

n Xj 1 n n n
Z Pi f Ldt= Z pi (logx; — logG) = Z p; logx; — Z pilogG =
=1 ¢ i=1 i=1 i=1

n n n
= Z logx;Pi — logGZ p; = logl_[xipi —logG = logG — logG = 0.
i=1 i=1 i=1

Reescrevendo (1) obtém-se:

n n

Xi Xi
fldt> fldt<:>A 1 >0 A>G
. Pi G = Pi t G = = L
i=1 G i=1 G
Sendo,
G Xj
Yonf G2, n ] (G)a=o
i=1pl t G i=k+1pl G t B
Xj G
entao os integrais sao todos nulos e consequentemente x; =x, = =G, coOmo se

pretende mostrar. O

De facto, ao considerar p,-=% na desigualdade;

X1P1%,P2 Xy PP < piXy + PoXate.t PnXn

obtém-se a desigualdade entre a média geométrica e a média aritmética.

Vejamos agora uma aplicacdo da desigualdade das médias. Como ponto de partida, o
conhecimento das propriedades elementares da parabola de equacéo f(x) = 1 - x? vai permitir
compreender o teorema relativo a integracao de funcdes polinomiais que posteriormente se
ira enunciar. Considere-se a parabola de equacao f(x) = 1 - x2, no intervalo [-1,1]. Associa-se

a f(x) o triangulo tangente e o retangulo tangente, como mostra a figura 30:

(0,2)

Figura 30: Tridngulo tangente e retangulo tangente a f(x) no intervalo [-1,1].

A area limitada pela parabola no intervalo [-1,1] vem dada por
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A== 3] = (1-9)- () m2-d=g-ie 0

As areas T e R do triangulo e retangulo, respetivamente, sdo ambas iguais a 2.

Consequentemente,

R T 2 3 3,
—=—-= = 2 X —-= =
A A 3 4 2

Paul Erdos e Tibor Gallai, matematicos hungaros, indagaram-se sobre o que aconteceria

quando f(x) € um polinomio real de grau n, com f(x)>0, para x € (-1,1) e f(-1) = f(1) = 0.

Considere-se a area A = f_ll f(x)dx. Supondo que f(x) assume em (-1,1) o seu valor maximo em

b, entao R=2f(b).

O tridngulo tangente

A area T do triangulo é precisamente y,, onde (xo,Yo) € 0 ponto de intersecao das
tangentes. A equacéo destas tangentes é y =f (-1)(x+ 1) ey=f ()(x— 1),

) +f(=1)
EFD (=)

f(1)+f (-1) . f(+f(-1) f@)-f(-1) 2f (DF (-1).,
) = o (B - ) -

e portanto y, =f (1) (f’(l)—f’(—l) FOTFD D) = FfeD

R
Em geral, S e

> 14

nao sao majorados ou minorados. Considere-se a seguinte funcao f(x),

parax € (-1,1):

f(x) =1 —x*1;
entao
T=2n,A= f_ll(l — x?M)dx = [x - Zznﬂ]l =
n+1l_q
_{)2n+1
=(1 B 2n1+1) B (_1 - zlr)1+1 ) =2- 2n2+1 = 2:21'
Tem-se,

T _ 2n _ 2n(2n+1) _ 4n2+2n S

T AT 4 4n
2n+1

(T é a area do triangulo tangente a f em (-1,1))
Por outro lado, R=2 (R é a area do retangulo tangente a f em (-1,1)).

Analogamente,

R 2 202n+1) _ 4n+2

N T 4 4n
2n+1

— 1 (n— o).

Entretanto, Erdds e Gallai mostraram que, para polinomios f(x) que apenas tém raizes

. T R - . . eps .
reais, — e - sao majoradas ou minoradas, sendo f(x)>0, x € (-1,1) e verificando-se a igualdade

= f(1) = 0; em 1940, o matematico hingaro, George Polya, explicou como a primeira

desigualdade do teorema que se segue pode ser provada pela desigualdade entre a média

aritmética e a média geométrica.
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Teorema 2.6.3 Seja f(x) um polindmio de variavel real de grau =2 com apenas raizes reais,
tal que f(x)>0 para x € (-1,1) e f(-1) = f(1) = 0. Entao:

%TsAs § R.

Da-se a igualdade em ambos os casos apenas para n=2.

Demonstracéo (%TSA):
Dado que f(x) tem apenas raizes reais e nenhuma delas esta no intervalo (-1,1), f(x)

pode ser escrito na forma:
f(x)=(1-x?) [Ti(a; — x) T1;(B; + x) com a; =1, B; >1.

Consequentemente

1
A= [2,(1=x®)Tias —x) IT(B; + x) dx.
Fazendo uma mudanca de variavel x — - x, a igualdade anterior pode ser reescrita na

forma:

A= 1 =) (a0 TT(B; - ) dx.

Por aplicacdo da desigualdade da média aritmética e a média geométrica resulta:

A= jl %I(sz) n(ai —X) H(Bj +X) + (1-x2) n(ai +Xx) H(Bj - x)‘ dx
-t i j i j
> Jl (1-x2)\/1_[(c1,~2 - x2) H(sz —x2) dx
> jl (1-x2)\/1_[(a,~2 - 1)1_[(3].2 —1)dx > gﬂ_[(aiz —1 H(sz —1).
-1 i j i j

Ao calcular f'(1) e f'(—1)(supondo que f' (1), f'(—=1) # 0, sendo T=0 e a desigualdade
%TsA seria trivial) obtém-se:
£(1) = —2TTi(a; — DT(B; + 1) e £(=1) = 2Ti(ay + D [T;(B; — 1).
Da desigualdade anterior, resulta
A ZFOT D)
Aplicando a desigualdade entre a média harmoénica e a média geométrica a —f (1) e a

f'(—=1), obtém-se:

2 2 4 f(DFf(-1)
A== T T =

D

2
=3ty ET’ como se pretende mostrar.o

Exemplo 2.6.3.1 Um exemplo de funcdo nao polinomial que verifica a desigualdade do
teorema é a funcao g(x)=(1-x?) cosx, cujo dominio € o intervalo [-1,1]. De facto:

> g(x)>0 para x € (-1,1) e g(-1)=g(1)=0; g" (x) = -2xcos x-(1-x?) sinx.
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> g(1)~-1,08eg(-1) = 1,08;

2x(-1,08)1,08

2
> T = e = L08 ®3T=0,72;
> A= f_ll (1-x2) cosxdx = [3sinx — (x? sinX + 2xcosx)]1_1 ~ 0,602337 + 0,602337 ~
1,205.

» R=2(=2x1), em que 1 é o maximo da funcao h no intervalo (-1,1).

Logo, s T<A<2R, pois, 0,72<1,205<1,3.

Exemplo 2.6.3.2 Outro exemplo de funcao nao polinomial que verifica a desigualdade do
teorema é a funcdo h(x)=(1-x2)e*, cujo dominio €é o intervalo [-1,1]. Tem-se:

> h(x)>0 para x € (-1,1) e h(-1)=h(1)=0; h” (x) = -2xe*+(1-x2)e* = e*(1-x? — 2x).

> h'(1)=-2eeh'(-1) =2e";

_4e'1 2_8e'1_81~ 2
> T ) & ET_ Joel = 3o ” 0,4173 & ET =~ 0,4173.
1 2 - A
> [ (1-x®)ekdx = [—eX(x-1) ]_1 =2~ 147151,
> R=~2x1,254~2,508 em que 1,254 é o maximo da funcao h no intervalo (-1,1).

Logo, s T<A<2R, pois 0,4173<1,47151<1,672.

2.7 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Outra desigualdade que desempenha um papel determinante em qualquer nivel da

Analise Matematica é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.7.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (3, B) um produto interno num
espaco vetorial real V (munido da norma |3]%:= (d, 3)). Entéo, 3,b)? < |5|2|B|2, vi,b €V; a
jgualdade da-se se e sO se 3 e b sdo linearmente dependentes.
Demonstracao:
Sejam V um espaco vetorial real e d e beV.
Considere-se a fungdo quadratica |xd + b |2= x?[3|%+ 2 x(3, b) + |l_>)|2 na variavel x € R.
Suponhamos que 3 # 0 e seja b = A3, com um certo A € R, isto é 3 e b sdo linearmente

dependentes.

Entdo (3,b)? = (3,4) = (3,48).(3,43) = (@,3).(4@,48) = [312[p|", isto & (&,b)? =
— 2

FHEE
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Por outro lado, se d e b sdo linearmente independentes, entao
— 2
|x5+b| >0,VxER.
(@,b)

ElR

Em particular, considerando x = — e substituindo na expressao anterior, obtém-se:

o o\ 2 - N 5.2 = T2 = B2 -2
(-E2) @ - 282 @ By + 5] > 0 e G20 2S00 4 5" > 000

ElR EIL ElR Elf

(3 b)?
312

—,2 - T2 S22 2
+[b|" >0 © @&,b)% < [72[b]
Logo,
como se pretende provar. o
E particularmente importante o teorema que em seguida se demonstra, na medida em
que nos da ideia da localizacao dos zeros de polinomios. Na demonstracao do teorema esta

presente a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 2.7.2 Suponhamos que as raizes do polinémio x" +a,.x""+...+ay sdo reais. Entdo as

raizes pertencem ao intervalo cujos extremos sao:

an—1 n-1 2 2n an—1 n-1 2 2n
e —’a_ ———ap— € — —— |Ap-1° — ——Aap-2.
n + n n-1 n—1 ¢n-2 n n n-1 n—1 9n-2

Demonstracao:
Sejamy, Vi, V2, -, Vo1 S raizes do polinémio x" +a,.(x""+...+ag.
Entdo, o polindmio pode escrever-se na forma:
(X-Y)(X-¥1).-.(X-yn_1). Usando o método dos coeficientes indeterminados tem-se:
—ay_1 =Y+ Y1+ Yotet Yno1 € Anz = Y(y1 + Y2 + o+ Yno1) + Zici ViV

Por outro lado,

an_1® —2ap_, —y*= X'y
Aplicando a desigualdade de Cauchy aos (n-1)-uplos (y;, v, ..., ¥n-1) € (1, ... ,1), obtém-

se:

(@1 + Y2 =1 +y2 + -+ yn-)? S G2 +y22 + oy D). (-1 =

= -1D@n1*—2a,2—-y?)
isto é,
(-1 +Y)? < (M= D@py® =225, —yH®
an_2+2a,_1y+y?<na,_,%2—-2na,_, —ny?—a,;2+2a,_,+y*®
y2+(m—-1y?*+2a,_,y+2n—1a,_, +a,,2—(m—1)a,_ ;2 <0
ny?+2a,_;y+2n—Da,_,+(1—-n+1a, ;<0

2a,_ 2(n—1) n—2
2 n-1 _ 220
y + n y+ n an—2 n an—l —=
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Consequentemente 0s zeros y;, y,, ..,yn_1 Pertencem ao intervalo cujos extremos sao

2(n—1) n-2 2 _ A
dn-2 _Tan—l =0:

an—1 n-1 2 2n an—1 n-1 2 2n
- —’a_ — ——adp- - ——— |dp-1° — ——dp-
n + n n-1 n—1n 2 € n n n-1 n—1n 2y

como se pretende mostrar. O

s ~ 2ap—
as raizes da equagéo y* + =2ty +

Exemplo 2.7.2.1 O polinémio f(x) = x>-13x*+56x-80 tem os zeros 4 (de multiplicidade 2) e 5

11

no intervalo [ 3

,5]. (O zero de multiplicidade 1 é o extremo do intervalo.)

Exemplo 2.7.2.2 O polindmio g(x) = x*-6x+8 tem os zeros 2 e 4 no intervalo [2,4]. (Para o
grau n=2, os zeros coincidem com os extremos do intervalo e sdo obtidos pela féormula

resolvente.)
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Anexos

Anexo 1 - Analise dos manuais escolares adoptados na escola

Da analise feita aos manuais adotados:

Belmiro Costa, Ermelinda Rodrigues, Novo Espaco Matematica A, décimo ano, Parte 1,
Porto Editora; 12 edicao (2® Reimpressao - 2012)

Belmiro Costa, Ermelinda Rodrigues, Novo Espaco Matematica A, décimo ano, Parte 2,
Porto Editora; 12 edicao (2% Reimpressao - 2012)

Ha a referir o seguinte:

1. Rigor linguistico, cientifico e conceptual

a) Quanto ao rigor linguistico - utilizam corretamente a Lingua Portuguesa, utilizam o
vocabulario apropriado e uma linguagem adequada e inteligivel;

b) Quanto ao rigor cientifico - transmitem a informacdo correta, atualizada, sem
erros, confusdes ou situacoes que induzam a erros e confusoes.

¢) Quanto ao rigor conceptual - nao empregam terminologias erradas ou que nao sejam
de uso corrente das disciplinas, nao usam conceitos incorretos, imprecisos € em contexto
inadequado;

d) Produtos multimédia.

2. Conformidade com os programas e orientacées curriculares

e) Apresentam informacado correspondente aos conteldos nucleares dos programas em
vigor, bem como varias propostas de atividades didaticas e de avaliacdo das aprendizagens,
podendo incluir orientagdes de trabalho para o professor;

f) Proporciona a integracao transversal da educacao para a cidadania, no que se refere
a: resolucdo de problemas e atividades investigativas, comunicacdo Matematica, Historia da
Matematica e Tecnologia e Matematica.

3. Qualidade cientifica e didatico-pedagogica.

g) Facultar a informacao adequada e em linguagem adaptada ao nivel etario dos alunos
a que se destina;

h) Apresentam uma organizacao coerente;

i) Apresentam figuras, ilustracdes necessarias e adequadas, sem erros ou sem
situacdes que induzam ao erro.

Por tudo isto considera-se que os manuais estao bem elaborados, constituindo,
deste modo, um instrumento adequado, de apoio ao ensino, a aprendizagem e a

promocao do sucesso educativo.
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Anexo 2 Enunciados referentes as Olimpiadas de Matematica

OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXI OPM - 1° Eliminatéria - 7.11.2012 - Categoria Janior - 6°/7° anos | Duragao: 2 horas
Questdo 1:
Na questdo 1 escolhe, em cada alinea, a opgdo correta. cada opgao coreta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas ds questoes 2, 3 e 4. cada opgdo erada: -1 ponto
Na&o é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. Na ditima semana de aulas, a Escola Divertida organizou diversas atividades para os alunos.

(a) Na corrida de obstaculos, o corredor que chegou 1rés lugares & frente do penditimo, chegou dois lugares
& frente do sétimo. Quantos corredores participaram?

A8 B9 )10 D)11 E)12

(b) No torneio de xadrez, em cada ronda, cada participanie jogava contra outro e quem perdia o jogo era
eliminado. Se houvesse um nimero impar de jogadores numa ronda, escolhia-se & sorte o jogador que
passava diretamente & ronda seguinte. No torneio houve 100 jogos. Quantos jogadores participaram?

A 50 B) 51 ©)99 D) 100 E) 101

() Um quebra-cabecas com aforma de paralelepipedo era formado por 3 pecas com 4
cubinhos cada uma, como se representa na figura. Qual é a forma da pec¢a branca?

A)ﬁ B)@ C)@ Dl Bl

(d) Na figura apresenta-se a forma de um puzzle geométrico. Os alunos calcu-
laram a soma dos perimetros de todas as pecas e obtiveram 126 cm. Qual é
a érea, em cm?, do quadrado original?

A 81 B) 100 C) 126 D) 144 E) 196

2. A Raquel langou dardos a um alvo dividido em 3 partes. Acertar na parte vermelha vale 10 pontos, na cor de
laranja 8 e na amarela 5. Todos os langcamentos da Raquel atingiram o alvo, tendo acertado tantas vezes na
regi@o vermelha como na regid@o laranja. A Raquel obteve um total de 99 pontos. Quantos langamentos fez?

3. No seu aniversario, o Jodo recebeu um tangram especial e construiu uma nave, representada na figura seguinte.
Depois de construida a nave, o Jodo reparou que [ABC D] é um retangulo, [GC D] um triéngulo equilétero e
AD = DFE. Qual & a amplitude dos angulos internos dos triingulos que fazem parte do tangram do Jodo?

: 4@
G
D

A

E
4. A escola da Isabela fem um mostrador de trés algarismos indicando os dias que faltam para o fim das obras.
Esse mostrador tem um defeito e por vezes alguns algarismos apagam-se. Hoje a Isabela reparou que, entre os
trés nimeros que se formam quando se apaga um algarismo, apenas um & impar; entre os frés nimeros que se
formam quando se apagam dois algarismos, apenas um &€ par. A Isabela escreveu por ordem crescente todos
0s nimeros de trés algarismos com essas propriedades. Reparou entdo que o nimero de dias que faltam para
o fim das obras fica no centro desta lista, com tantos nimeros acima como abaixo dele. Quantos dias falfam

para o fim das obras?
spm
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OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXI OPM - 2¢ Eliminatéria - 09.01.2013 - Categoria Junior - 6°/7° anos Duragdo: 2 horas
Questdo 1:
Na questao 1 escolhe, em cada dlinea, a opgdo correta. cada opgdo correta: 4 pontos
Justifica convenientemente as tuas respostas as questoes 2, 3 e 4. cada opgdo errada: -1 ponto
Naéo é permitido o uso de calculadoras. Questdes 2, 3, 4: 8 pontos cada

1. (@) A Laura tinha 100 rebucados, numerados de 1 a 100. A Laura deu ao Pedro todos os rebugados cujo
numero & multiplo de 5 e de seguida distribuiu pela familia todos os rebucados restantes cujo nimero era
par. Com quantos rebug¢ados ficou a Laura?

A) 10 B) 20 ©) 30 D) 40 B) 50

(b) A Laura fem sete palitos diferentes de 2,4,6,7,8,9 e 10 cm de comprimento. De todos os retGngulos
que ela pode formar usando os sete palitos, qual & a maior édrea, em cm?, que ela pode obter?

A) 102 B) 126 C) 130 D) 140 E) 152

(¢) O Pedro e a Laura foram jantar a uma pizzaria com os amigos. Vieram para a
mesa cinco pizzas iguais e as primeiras cinco fatias foram corfadas, com cinco
cortes unindo os centros das pizzas, da forma indicada na figura. As fatias
indicadas correspondem, no total, a quantas pizzas?

A 1,25 B 1,5 O 1,75 D)2 E)2,25
(d) A Laura construiu um dado e colocou pintas nas faces, de — — -
modo que estas ficaram numeradas de 1 a 6. Na figura . = - ‘ ~ - =
apresentam-se 1rés imagens desse dado. Que numeros estdo 1! ® v oS 1
nas faces opostas ao 1 e ao 4, respetivamente? ° e o °
Abeld B)6e3 C)3eb D)2eb E)be2

2. O José tinha guardados no sétéo 10 caixotes, cada um com 20 livros. Um dia reparou que alguns dos caixotes
se estavam a estragar e decidiu reciclé-los, distribuindo os livios que estavam neles, de forma igual, por cada
um dos caixotes restantes. No final sobraram 4 livros. Quantos caixotes o José decidiu reciclar?

3. A Helena estd a brincar com trés pegas de um puzzle. Duas tém a forma de
um triéngulo reténgulo, e a terceira fem a forma de um reténgulo. A Helena

repara que, com as rés pegas, consegue formar as figuras ao lado. A pega
friangular menor fem a mesma area do reténgulo e a pega triangular maior

tem 3 cm? de érea. Qual é a Grea do retangulo?

NO N NE
4. As ruas da cidade Ponto Verde tém dez mil candeeiros solares

numerados a partir do ceniro da cidade. Cada candeeiro &

disposto num de oito sentidos diferentes: norte, sul, este, oeste,
nordeste, noroeste, sudeste e sudoeste, como indicado na figura.

Assim, por exemplo, o candeeiro 21 estd no sentido sudoeste, o -
o candeeiro 22 estd no sentido sul € o candeeiro 23 no sentido

sudeste. Em que sentido esta disposto 0 candeeiro com o nimero

20137

SO S SE
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OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
4 ” http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXI OPM - 1° Eliminatoéria - 7.11.2012 - Categoria A - 8°/9° anos 1

Duragéo: 2 horas

iCodc quest@o vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. O Francisco quer fazer um bolo usando apenas leite, aglcar e farinha, segundo a seguinte receita: o peso da
farinha deve ser o dobro do peso do leite e o peso do aclicar deve ser um terco do peso da farinha. Para que
amassa do bolo pese 1100 g, qual a quantidade de leite, em gramas, que o Francisco deve usar?

2. A Raqguel lancou dardos a um alvo dividido em 3 partes. Acertar na parfe vermelha vale 10 pontos, na cor de
laranja 8 e na amarela 5. A Raguel falhou o alvo um quarto das vezes gue lancou, fendo acerfado tantas vezes
na regid@io vermelha como na regido laranja. A Raguel obteve um fotal de 200 pontos. Quantos lancamentos
fez a Raguel?

3. Nafigura seguinte, ossegmentos de reta [AB] e [C' D] so paralelos, tendo-se AD = CD = BC e AC = AB.
Determina a amplitude de £LADC.

D C

A B

:

4. Numa carruagem de um comboio estavam seis pessoas: o Amilcar, a Beatriz, a Cataring, o Daniel, o Eduardo
e a Femanda. Durante a viagem repararam que cada um deles tinha o mesmo namero de amigos nessa
carruagem. De quantas formas pode isto acontecer? -

spm
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OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
4 ” http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXI OPM - 1° Eliminatoéria - 7.11.2012 - Categoria A - 8°/9° anos 1

Duragéo: 2 horas

iCodc quest@o vale 10 pontos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. O Francisco quer fazer um bolo usando apenas leite, aglcar e farinha, segundo a seguinte receita: o peso da
farinha deve ser o dobro do peso do leite e o peso do aclicar deve ser um terco do peso da farinha. Para que
amassa do bolo pese 1100 g, qual a quantidade de leite, em gramas, que o Francisco deve usar?

2. A Raqguel lancou dardos a um alvo dividido em 3 partes. Acertar na parfe vermelha vale 10 pontos, na cor de
laranja 8 e na amarela 5. A Raguel falhou o alvo um quarto das vezes gue lancou, fendo acerfado tantas vezes
na regid@io vermelha como na regido laranja. A Raguel obteve um fotal de 200 pontos. Quantos lancamentos
fez a Raguel?

3. Nafigura seguinte, ossegmentos de reta [AB] e [C' D] so paralelos, tendo-se AD = CD = BC e AC = AB.
Determina a amplitude de £LADC.

D C

A B

:

4. Numa carruagem de um comboio estavam seis pessoas: o Amilcar, a Beatriz, a Cataring, o Daniel, o Eduardo
e a Femanda. Durante a viagem repararam que cada um deles tinha o mesmo namero de amigos nessa
carruagem. De quantas formas pode isto acontecer? -

spm
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OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas —— —

XXXI OPM - 2° Eliminatéria - 09.01.2013 - Categoria A - 8°/9° anos Duragdo: 2 horas

Cada questdo vale 10 pontos |

Justifica convenientemente as fuas respostas e indica os principais cdlculos.
Né&o é permitido o uso de calculadoras.

1. O José tinha guardados no sotdo 26 caixotes, cada um com 36 livros. Um dia reparou que alguns dos caixotes
se estavam a estragar e decidiu recicla-los, distribuindo os livios que estavam neles, de forma igual, por cada
um dos caixotes restantes. No final sobraram 8 livios. Quantos caixotes o José decidiu reciclar?

2. O Alexandre e o César combinaram jogar, em cada dia de uma semana, uma partida de ténis de mesa. Uma
vitéria no primeiro dia vale um ponto, uma vitéria no segundo dia vale dois pontos, uma vitéria no terceiro dia
vale trés pontos, e assim sucessivamente, até ao sétimo dia, no qual uma vitéria vale sete pontos. Cada derrota
vale sempre zero pontos e nunca hd empates. Uma forma de o César obter mais pontos do que o Alexandre
&, por exemplo, ganhar no segundo, sexto e sétimo dias. De quantas formas pode o César obter mais pontos
do que o Alexandre?

3. A espada do rei Artur tem a lémina decorada por um hexagono e um pentdgono regulares, como mostra a
figura. Qual & a amplitude do dngulo da ponta da espada do rei Artur?

i1

4. Numa caixa, 3/5 dos objetos sdo feios e 3/7 sdo indteis. Deitaram-se fora todos os objetos simultaneamente feios
e inGteis e juntaram-se alguns objetos simulfaneamente bonitos e Gteis. Depois disto, apenas 1/4 dos objetos
eram feios e 1/9 eram inGteis. Qual a razdo entre o nimero final € o nimero inicial de objetos simultaneamente
bonitos e Gteis?

spm
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OLIMPIiADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA

XXX OPM - 1° Eliminatéria - 7.11.2012 - Categoria B - 10°/12° anos

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao é permitido o uso de calculadoras.

1. Qual é asoma de fodos os inteiros positivos 1 que tém resto 15 ao dividir 141 por n?

Duracao: 2 horas

Cada questdo vale 10 pontos

http://www.spm.pt/olimpiadas ~—;|
|
|
I
|

2. Numa carruagem de um combolo estavam seis pessoas: o Amilcar, a Beatriz, a Catarina, o Daniel, o Eduardo
e a Fernanda. Durante a viagem repararam que cada um deles tinha o mesmo ndmero de amigos nessa

carruagem. De quantas formas pode isto acontecer?

3. Na figura seguinte, os friangulos [ABC] e [DEF] sao equilateros, AD = 1 e CE = 2. Determina a érea de

[DEF].

c F

4. A volta de uma lampada foram dispostas outras 2012 Idmpadas, numa circunferéncia. Em cada uma das
lGmpadas da circunferéncia foi colocado um interruptor que altera o estado (de acesa para apagada ou
de apagada para acesa) dessa ldmpada, das duas ldmpadas adjacentes, e ainda da lGmpada central.
Inicialmente todas as Idmpadas estavam apagadas, exceto uma das ldmpadas da circunferéncia. Pretende-
-se, carregando numa sequéncia de interruptores, apagar a lampada inicialmente acesa e acender apenas

uma das outras Idmpadas. Para que ldmpadas é possivel fazer isto?
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OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA

http://www.spm.pt/olimpiadas ———

XXXI OPM - 2¢ Eliminatéria - 09.01.2013 - Categoria B- 10°/12° anos Duragdo: 2 horas

Cada questao vale 10 pontos

Justifica convenientemente as fuas resposias e indica os principais cdlculos.
Néo é permitido o uso de calculadoras.

1. Na figura seguinte o reténgulo tem 6 cm de comprimento e contém seis circunferéncias com o mesmo raio,
tangentes entre si e aos lados do reté@ngulo. Qual & a drea da regido assinalada?

2. Numa caixa, 3/5 dos objetos sdo feios e 3/7 sGo indteis. Deitaram-se fora todos os objetos simulfaneamente feios
e inGfeis e juntaram-se alguns objetos simultaneamente bonitos e Gteis. Depois disto, apenas 1 / 4 dos objetos
eram felos e 1/9 eram inGteis. Qual a raz&o entre o nimero final e 0 nimero inicial de objetos simultaneamente
bonitos e Gteis?

3. Quantas circunferéncias distintas passam por pelo menos trés vértices do quadriculado seguinie?

4. No Parlamento do Viracasaquistdo, 2013 deputados reinem-se numa mesa circular. Para votar uma lei, na
primeira ronda, cada deputado apresenta o seu sentido de voto. Em cada ronda subsequente, cada deputado
muda o seu sentido de voto se, na ronda anterior, o sentido de voto de ambos os seus vizinhos foi contrdrio
o seu; caso contrdrio, mantém-no. Uma decisdo final serd fomada quando o sentido de voto de todos
os deputados for igual ao da ronda anterior. Qual € o nimero mdximo de rondas necessdrias para que os
deputados tomem a decisdo final?
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Anexo 3 Certificado de frequéncia da sessao de formacao “Simetria

e transformacoes geométricas”

de

A\

Niucleo Regional da Covilha

Sessdo pratica e de discussdo
Simetria e transformagdes geométricas

Certificado de Participagio
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Anexo 4 Certificado de frequéncia da sessao de formacao “Curso
introdutdrio de Estatistica (Descritiva) com Excel”

A Associacao de Professores de Matematica
Niicleo Regional da Covilha

Curso Introdutério de Estatistica (Descritiva) com Excel

Certificado de Participagdo

Declara-se que (ﬂqiia. M(ch\&no. do Fenseca 'a/lbclﬂw participou no

, realizada na Escola Secunddria Campos Melo da Covilh&, no dia 27 de Outubro de

» Curso Introdutério de Estatistica (Descritiva) com Excel”

2012, e dinamizada por Maria Eugénia Graga Martins.

Covilhd, 27 de Outubro de 2012

P’la Comissdo Coon‘ﬁé‘ﬁ?‘d*
BV 4 %
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