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CONTROLO OPTIMO ROBUSTO DE OSCILADORES CAOTICOS

Resumo: O presente trabalho dedica-se ao estudo do comportamento e controlo de sis-
temas com caracteristicas cadticas. A contribuicio deste passa pelo tratamento do controlo
duma forma robusta com a projec¢do de controladores que eliminem ou que procurem es-
tabilizar o sistema quando sujeitos as indesejdveis perturbacdes, incertezas ou ruidos a que
muitos componentes estdo expostos. A dedicacio a este tema leva a que na actualidade haja
um progresso na modelagcdo de sinais em componentes com um comportamento cadtico.
Para a realizac@o deste estudo foi considerado o oscilador cadtico de Chua-Matsumoto para
gerar de modo activo sinais de ondas portadoras. O controlo é moldado duma forma ro-
busta usando-se as técnicas de linearizacdo Optima, de controlo quadratico robusto e tendo
a no¢do de estabilizacdo linear de sistemas ndo lineares, de modo a obter controladores
capazes de suportar o problema de instabilidade nos movimentos oscilatdrios presentes nas
ondas que ddo entrada nos modelos cadticos. E desenvolvida uma abordagem sobre o sis-
tema em malha fechada em busca de uma garantia de estabilidade e desempenho robusto
deste mesmo. Os controladores desenvolvidos foram simulados e testados revelando um
desempenho 6ptimo das técnicas implementadas.

Palavras-chave: controlo robusto, linearizagdo éptima, osciladores cadticos, decao-
tizagdo.
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ROBUST OPTIMAL CONTROL OF CHAOTIC OSCILLATORS

Abstract: This work is dedicated to the study of behavior and control of systems with
chaotic characteristics. The contribution is the treatment of robust control with the de-
sign of controllers to deal with the system in case of disturbances and model uncertainties
that many components are exposed to. The dedication to this issue leads to an improve-
ment in timeliness by the modeling of signals with chaotic dynamics. In this study, Chua-
Matsumoto’s oscillator was considered for the active generation of carrier signals using
optimal robust control methods based on optimal linearization of the oscillator model. We
developed an approach to the closed loop system in search of a guarantee of stability and
robust performance of the system. The developed controllers were simulated and tested
showing optimal performance of the implemented methods.

Keywords: robust control, optimal linearization, chaotic oscillators, dechaotization.
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CAPITULO 1

Introducao

Actualmente, o estudo do comportamento de sistemas com caracteristicas cadticas tem
vindo a merecer uma maior aten¢do das comunidades cientificas e tecnoldgicas. A inves-
tigacdo nesta drea ndo se deve apenas aos desafios tedricos que provéem destes estudos,
prende-se também pelas aplicagdes que podem ter na prética.

Mas o porqué da andlise do controlo éptimo para sistemas com um design de controlo
robusto? Quais as suas aplicagdes praticas? As primeiras aplicagdes foram em torno do
amortecimento robusto para a estabilidade de sistemas que apresentavam algum ruido ou
vibracdo. S@o muitos os exemplos que se podem dar neste ambito, desde a construcdo de
edificios, de estruturas com alguma flexibilidade, veiculos e condi¢des em que operam,
componentes eléctricos e electronicos. Considerando o caso das aeronaves, as suas apli-
cacdes podem passar pelos sistemas de controlo integrantes dos aviénicos, cujos resultados
podem ser melhorados e por conseguinte tornar os aparelhos mais estaveis no seu desem-
penho. Em todos estes exemplos é importante saber chegar a um método que reduza estas
vibragdes para alcangar o seu controlo e equilibrio.

Tém vindo a ser desenvolvidos muitos trabalhos em torno do controlo de sistemas
com caracteristicas cadticas, as vastas aplicacdes justificam o estudo de optimizacgdo para
melhores desempenhos. Na industria, ainda € usual o uso de técnicas de controlo cléssico,
mas como alternativa ja sdo estudadas técnicas que visam obter sistemas mais estdveis num
dominio de estabilizag¢@o qualitativamente mais alargado, nomeadamente com uso da linea-
rizagdo 6ptima, tal como foi analisado por Bousson e Quintides [1], usando, neste caso, o
método de densificagdo de dominios [2] desenvolvido por Bousson e Correia. Contudo,
Kihas e Marquez [3], haviam lancado propostas quantitativas para a obtencdo da distan-
cia existente entre um modelo ndo linear e uma aproximacao linear, usando-se a norma
quadratica no espago de fun¢des (chamada de norma L5), mas a sua aplicagdo requer ainda
um aperfeicoamento do método sobretudo no que diz respeito a sua aplicacdo em sistemas
sujeitos a incertezas. Portanto, para uma aplicacdo préatica, € necessdria a projeccio de
controladores robustos que garantam as especificacdes de estabilidade e desempenho dos
sistemas, mesmo quando estio expostos a condi¢des muito adversas.

No que se refere a aplicacdo de controlo robusto, autores como Van der Schaft [4]
efectuaram estudos sobre a andlise de Lo de sistemas ndo lineares e o estado ndo linear de
realimentagdo do controlo H,. Zames [5] desenvolveu uma técnica de cdlculo conhecida
como ganho pequeno (small gain) que nos permite analisar a robustez de um sistema,
particularmente quando este se encontra num espaco H .

Este trabalho tem como objectivo o controlo activo e robusto de um oscilador caético,
de forma a garantir o controlo, estabilidade, estabilizagdo e desempenho robusto deste,
apesar de distdrbios, ruidos e incertezas que o sinal possa ter na sua de modelagem. Desta
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forma, pretende-se obter uma melhoria do desempenho de sistemas portadores de sinais
como o de Chua-Matsumoto. O interesse em estudar este oscilador passa pela simplicidade
da sua configuracdo e pelas aplicagdes que estes tem nos sistemas aviénicos, nomeada-
mente em componentes como 0s VOR (Very Omnidirectional Range), ILS (Instrument
Landing System), DME (Distance Measuring Equipment), entre outros. Os osciladores sdo
uma base de funcionamento de variados sistemas electrénicos, com o avanco da tecnolo-
gia é conveniente que estes sejam eficientes, que resistam a elevados periodos de tempo
de funcionamento e de preferéncia sem aquecerem dificultando o seu funcionamento, para
isso, um oscilador que seja facilmente estabilizado ndo necessita de sincronizag¢do ou de
acoplamentos de outros circuitos para o conseguir.

Atendendo ao objectivo do estudo, e apds esta primeira introducao, o trabalho é orga-
nizado por diversos capitulos que explicam com base tedrica os conceitos que nos levam
até a sua aplicacio.

O capitulo 2 aborda numa primeira instancia a teoria de controlo, desde o seu apare-
cimento até a medida que se sentiu necessidade de analisar e tentar encontrar métodos de
controlo para estabilizar variadissimos sistemas que por si s6 ndo se estabilizam sem uma
andlise mais precisa. Sao analisados sucessivamente o método de Kharitonov, o método de
H, e o método de Lin [6].

No capitulo 3 apresenta-se um método de controlo 6ptimo robusto que se baseia na
linearizac@o 6ptima e numa modificagdo do método de regulador linear quadratico (LQR).

Na seccdo 4 ¢é feita uma abordagem em torno de sistemas designados como cadticos,
nomeadamente os osciladores. E apresentada uma aplicacdo de todos os conceitos tedricos
anteriormente descritos. Para o efeito € considerado um modelo simples, o oscilador de
Chua-Matsumoto [7]. Com a ajuda de simulacdes sio estudados os comportamentos deste
oscilador e desenvolvida uma andlise robusta do controlo e da sua estabilizacdo.

As conclusdes e propostas futuras de trabalho ddo lugar ao capitulo 5.



CAPITULO 2

Controlo Robusto

Quando € considerada a teoria de controlo existem diversos ramos ligados a esta drea, cujo
propdsito passa pela andlise de estabilidade de sistemas sujeitos as mais variadas condicdes.
Facto que nos leva a uma procura de fundamentos para o seu controlo, que por sua vez sao
proporcionados pela teoria cldssica de controlo.

Existe uma diversidade de sistemas que necessitam de controlo, estes dependem da
configuragcdo e objectividade de cada um para realizar as suas funcgdes, podem existir
parametros que variam e consequentemente a modelagdo dos sinais também tém de variar
para corrigir tendéncias menos desejadas.

Neste capitulo pretende-se equacionar e definir as no¢des matemadticas primordiais usa-
das numa anélise 6ptima e/ou robusta, bem como compreender em que medida é que se
pode afirmar que estamos na presenca de um controlador ou controlo robusto.

Existem diversas classes de sistemas a serem analisados, os métodos mais usuais €
apresentados neste trabalho tratam de sistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output).

Considere-se um sistema dindmico descritos pela Equagdo 2.1,

T = f(t,x,u), 2.1

onde f : [0,7] x R® x U — R" é uma fungo de continua e de Lipschitz [8] ' que simula
a dindmica interna do sistema considerado. Atendendo que ¢t € R, z € R"™ € um vector de
estados e u € R™ é o vector de controlo do sistema.

A teoria de controlo tem um ponto de vista diferente do cldssico, note-se que a teoria
classica procura desfrutar de teoremas que aplicados a equagdes diferenciais visam estudar
a dependéncia das solucdes para equacdes como a 2.1 relativamente ao parametro de con-
trolo u, sdo sistemas com um modelo linear SISO (Single Input Single Output) possuidores
de uma arquitectura simplificada, usando como principal ferramenta de trabalho as trans-
formadas de Laplace. Para a teoria de controlo, primeiro ¢ estabelecido um objectivo que
a equacdo diferencial deverd cumprir tendo em conta um determinado controlo u e, com
esse propdsito, € seguido até ser alcangado ou até encontrar um controlo que nos permita
realizar tal fim. Esta procura pode ser desenvolvida por, pelo menos, dois modos distintos

de resolucgdo [9]:

1. Controlo em circuito aberto: Onde se procura um controlo v como fung¢ado do tempo
u(t) = [0,7] — R™, isto é, o controlo depende apenas do tempo ¢ e ndo do estado
z;

"Por defini¢io diz-se que uma fungéo é de Lipschitz se: AL > 0 : YV, y || f(x) — f(y)|| < L ||z — y||. Por
caracterizagio, fungdes pertencentes a classes C* e com ||V f(x)|| < M, Vx, temos deste modo uma funcio
de Lipschitz. Para as fungdes pertencentes a classes C2, a funcio é de Lipschitz.
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2. Controlo em circuito fechado (realimentacdo ou feedback): Onde se procura um
controlo u em fungdo do estado, ou seja, u = u(x) : R™ — R'. Neste caso, embora
também se tenha de conservar a existéncia de unicidade das solucdes, isto &, para
cada condigdo inicial do tipo 2(0) = x a funcéo de controlo devera ser pelo menos
localmente integravel e limitada, diferenciando-se neste caso que estard ainda sujeito
a restri¢des do tipo de controlo de classe C*.

Do ponto de vista pratico, os sistemas com realimentacéo sdo os mais interessantes. No
caso dos sistemas de malha aberta estes estdo sujeitos ao controlo inicial ndo permitindo
ao utilizador correcgdes ou intervengdes em caso de perturbagdes do sistema que por vezes
sdo imprevistas ou até mesmo quando as aplicagdes ndo sdo como as esperadas pelo mo-
delo de aplicagdo tedrico. Assim, a realimentagdo permite ao sistema ter uma regulacdo
automadtica, corrigindo os seus parametros de entrada de modo a atingir o objectivo inicial-
mente tracado.

Uma aeronave é considerada como um sendo um sistema multivaridvel, ou seja, um
sistema que possui diversas varidveis de entrada e saida.

A pilotagem duma aeronave desenvolve-se por meio de um conjunto de ac¢des, par-
ticularmente na conjugacdo de movimentos de lemes, flaps, entre outros sistemas, com a
funcionalidade de guiar a aeronave de um ponto inicial até ao seu destino, atendendo sem-
pre as condi¢des onde esta opera. O controlo de voo, pode ser definido como sendo a ac¢do
de pilotar uma acronave de modo a seguir uma determinada trajectéria de voo, ou mesmo
de minimizar a discrepancia existente entre os valores de referéncia e uma determinada var-
idvel de voo, tornando-o 0 mais seguro e econdémico possivel. Relativamente a um sistema
de controlo auténomo de voo, este € um sistema que podera controlar a trajectéria de voo
sem a completa dependéncia do Homem. Actualmente, as aeronaves sdo automatizadas,
apesar de néo o serem a 100%, ha sempre a ajuda do piloto para introduzir as referéncias de
voo, tal como a velocidade, rumo, entre outras varidveis de entrada. Considere-se o caso de
um UAV (Unmanned Aerial Vehicle), a sua trajectéria tem diversos waypoints a percorretr,
mas para chegar a estes é necessdrio especificar algumas varidveis assim como a orien-
tagdo do ponto de chegada que deverd alcancgar. Para facilitar ao piloto esta conjugacdo
de movimentos, que posteriormente resultam na direc¢do e seguimento da aeronave numa
determinada rota, sdo tidos em conta os diagramas de blocos dos diversos subsistemas que
compdem o sistema global que € o da aeronave, Figura 2.1.

O sistema representado na Figura 2.1 pode ser descrito por,

— $:f(t7$7u)+77(a?,u,t)
> { y=h(t,z,u) + &(z,u,t) ’ (2.2)

onde 7(-) e £(+) sdo vectores aleatdrios. 7)(-) representa as incertezas no modelo préximo
do préprio sistema fisico e £(-) caracteriza as incertezas nas medidas efectuadas sobre o
sistema. O sistema X é dado pelo modelo de estado & e pelo modelo, ou vector de saida, de
observagdo y, a dependéncia das funcgdes deste sistema vem a cargo dos vectores de estado
x e de controlo u. Todos sabemos que na realidade os sistemas ndo sdo ideais, isto é, todos
contém incertezas, por mais que estas sejam pequenas ao ponto de serem despreziveis,
deste modo podemos representar o nosso modelo como se segue,
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Figura 2.1: Diagrama de Blocos de um Sistema Auténomo de Voo

v | i=f) ,com:z € R", u € R" y € R" 2.3)
y = h(z,u)

Tendo em conta as incertezas reais a que os sistemas estdo sujeitos temos uma area
que lida com este tipo de problemas, para além das garantias dadas pela teoria de controlo
optimo relativamente a estabilidade, este garante ainda que o sistema pode ser controlado
mesmo quando estd sujeito a pequenas variacdes na sua modelagdo de sinais, podendo dar
origem a grandes mudancas na sua estabilidade, ou seja, estamos na presenca da andlise do
controlo robusto.

Podemos definir o controlo robusto como sendo um ramo da teoria de controlo que lida
as incertezas entre o modelo real e o modelo nominal usados para o projecto de sistemas
de controlo. Considere-se a Figura 2.2, imagine-se que esta corresponde a simulagdo da
trajectéria de uma aeronave na ac¢do de subida até que esta chegue a um ponto de voo
de cruzeiro como indica Ty cferencia, aSSUMa-se que no momento de ascensdo ndo sofre
qualquer perturbagdo. Até um instante t* a aeronave consegue controlar o seu movimento,
mas nesse instante, por alguma razdo, o sistema sofre uma perturbagdo. Dizemos que o
sistema estd sobre o efeito de controlo robusto se este cumprir com as condic¢des:

1. Se o sistema resistir as perturba¢des impostas a trajectéria que tinha inicialmente
estipulada;

2. Se o controlo estabiliza o sistema mesmo em caso de perturbacdes;

3. Considerando um sistema dado por & = Ax + Bu, mas por algum motivo passamos
a ter um sistema i = Az + Bu, onde HA — /IH <me HB — BH < 1m2. Diz-se
que existe um controlo robusto se este consegue controlar o sistema mesmo sem ter
o modelo exacto ou preciso do sistema. Isto €, mesmo que faltem parimetros ou
varidveis o sistema tem a capacidade de retomar o seu caminho.

Ou seja, pela Figura 2.2, ap6s o instante ¢* em que foi perturbado, a traco cheio esta rep-
resentado o sistema sobre a ac¢io de um controlo robusto. A tracejado temos uma aeronave
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que nio consegue repor o seu objectivo e estabiliza num momento qualquer diferente do
estipulado inicialmente.

x 4 ——  Controlo Robusto

———- Controlo Nao Robusto

X referéncia

X inicial

Figura 2.2: Trajectéria de Um Sistema Sob o Efeito de Controlo Robusto e Nao Robusto

A andlise de projectos de sistemas dindmicos sdo geralmente realizados segundo um
método cléssica (usando-se uma resposta frequencial) ou moderna (através das varidveis
de estado). Mas e se forem consideradas incertezas no modelo matematico ou fisico que as
representa? Esta é uma abordagem que nos pode levar a ter maus desempenhos, ou levar-
nos mesmo a instabilidade como ¢ constatado no exemplo dado. Dentro deste panorama,
o controlo robusto apresenta um conjunto de ferramentas matemadticas capazes de tratar
as incertezas desse modelo, possibilitando ao projectista obter sistemas de controlo que
garantem uma estabilidade e desempenho satisfatérios face a essa problemaética. Os méto-
dos de controlo robusto que serao abordados neste capitulo sdo, o Método de Kharitonov, o
Método de Controlo I, e o Controlo Robusto de Lin, sendo este um método que considera
os conceitos de controlo éptimo.

2.1 Método de Kharitonov

O método de Kharitonov foi desenvolvido em 1979, este ¢ um método excelente para de-
senvolver uma andlise robusta de sistemas de controlo num dominio de funcdes tracadas
a partir de polindmios. O método fornece as condi¢cdes necessarias e suficientes para a
estabilidade de sistemas dados por polindmios com a caracteristica destes terem coefi-
cientes incertos, podendo ser aplicado para fazer a prova de estabilidade com apenas quatro
polinémios construidos a partir das incertezas que se queiram considerar.

Existem duas questdes importantes no que diz respeito a possivel aplicacdo do método,
(1) Dado um conjunto de intervalos com muitos paradmetros, podemos verificar se o sistema
¢ estavel para todos os pardmetros possiveis? (2) Caso se confirme essa possibilidade,
quantos valores desses pardmetros temos necessidade de verificar? [6].

Witold Pedrycz e Feng Lin [6], usaram o método de Kharitonov, considerando este
sistemas com polinémios caracteristicos, para dar resposta as questdes colocadas. A titulo
de exemplo, considere-se um polindmio qualquer,

f(a,b) =by+bia+ ...+ by_1a" 1 4+ bya", (2.4)
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onde b; € [b;, b;r], 1 =1,2,...,n sdo os coeficientes cujos valores sdo incertos, mas sabe-
se a partida quais os seus limites inferiores e superiores. Faz-se uma abordagem ingénua a
fim de verificar se num determinado conjunto de polinémios o sistema € estdvel para todos
0s pardmetros em que isso possa ser possivel,

¥ = {by + bia+ bya® + bga® : b; € [b; b}, i=0,1,2,...,n}. 2.5)

K

O conjunto descrito na equacdo 2.5 € finito e, como tal, ndo € possivel verificar os seus
elementos um a um. Usando o critério de Routh-Hurwitz, ndo hé a necessidade de verificar
elemento a elemento, pois sabemos a partida que os sistemas de terceira ordem sao estdveis
se e sd se os coeficientes do seu polindmio caracteristico satisfazem a seguinte condicao,

bo > 0, b1 > 0, by > 0, b3 > O,blbg > bgbs. (2.6)

Assim, todo o conjunto de polinémios ® ¢ estdvel, se e somente se, b, > 0,b] >
0,b5 > 0,b5 > 0,b7 by > bar b:}f, ou seja, por outras palavras, para verificar se para todos
os polindémios sdo estdveis em P, precisamos apenas de verificar a estabilidade dos dois
polinémios tal como os que se seguem,

{ fi =by +bya+bya®+b;a @7

fo=bf +bja+bya®+bja?

Neste caso em concreto sdo necessarios apenas dois polindmios para verificar e de-

terminar a estabilidade do sistema num conjunto finito de ®. Geralmente é necessario

determinar o nimero de polindmios necessarios para efectuar a validacdo. Neste caso em

particular temos dois polinémios que representam os dois vértices, ou pélos, relativos a

regido onde podem estar os possiveis valores dos pardmetros no espaco de parametros es-
pecificados.

Teorema 1.1 [6] Considere-se dois polinémios de igual grau, com partes impares
iguais e diferentes partes pares,

fi(s) = fi(s) + sf°(s)
fa(s) = f5(s) + 5f(s) ’

Destes polinémios, assuma-se que as partes reais satisfazem as seguintes condigoes,

fT(jw) < f§(jw), para todo ow € [0, 00),

Entdo para qualquer polinémio f(s) = f e(s) + sf°(s), que satisfaz a condicdo,

fi(w) < f9(jw) < f5(jw), paratodo ow € [0, 00),

temos um polinomio f(s) estdvel.

Existe uma questio fundamental como esséncia para o uso do Teorema de Kharitonov,
o conjunto de polinémios (s, b) qualquer, como é que se sabe que todos os polinémios
que o integram so estdveis? E deste modo que passamos a ter um problema para resolver,
mas niao um problema qualquer, passamos a ter um problema de estabilidade robusto.
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Note-se que o teorema de Kharitonov apresenta duas limitacdes bastante importantes:
ndo trata da dependéncia entre coeficientes incertos do polindmio caracteristico e, tendo
em conta a sua forma original, s6 é aplicdvel a casos continuos, assim sendo para a maioria
0s casos em que a sua aplicacdo € necessdria, o teorema de Kharitonov fornece apenas as
condigdes suficientes de aplicacdo [10]. Por essa razdo, como j4 foi referido, ndo se verifica
a estabilidade de polinémio em polindmio. Ha assim a necessidade de encontrar um modo
inteligente de resolver o problema tendo em conta um nimero finito de polinémios que
determine de forma vidvel a estabilidade de todo o conjunto, sendo este possivel ou ndo de
ser encontrado.

Considere-se o polindmio dado na Equacgao 2.4. Pretende-se saber se todos os polindmios
inseridos no conjunto sdo estaveis, ou seja, se o sistema é robustamente estavel. Por outras
palavras, considerando um vector de coeficientes incertos b = [b, ..., b,|, € um conjunto
de possiveis valores para b dado por P = [by,bg] % ... x [b,,, b;}]. Note-se que P nada tem
a ver com a matriz que se obtém com a aplicacdo da equacdo de Riccati. Pode-se definir o
conjunto de polinémios como um conjunto finito dado por,

¥(s,b) = ¢(s,b) : b€ P. (2.8)

Para verificar se (s, b) é estdvel para todo ¢(s,b) € ¥(s,b), tem-se de efectuar a
verificagdo dos quatro polinémios de Kharitonov,

=by +bys+0b3s?+bfs>+b;st+bss5+ ..
=by +bfs+0bys?+bysd+byst+bs5+ .

(s)

(5) | . 2.9)
k3(s) = b +bys+bys®+b3s3+bst+b5s"+ ...

(s)

Teorema 1.2 [6] O conjunto de polindmios 1)(s,b) tem como propriedade que cada
polinémio do designado conjunto é estdvel, se e so se os quatro polinomios de Kharitonov
forem estdveis.

2.2 Controlo H,,

A fim de desenvolver uma andlise robusta da linha de controlo, quando se estd na presenca
de um problema com realimentagao, considera-se para a sua andlise um controlo de H ..

O espago H, conhecido como espago de Hardy denota um espago de Banach (nor-
mado completo). Consiste em ter todas as fungdes analiticas com uma varidvel complexa
limitada no semi-plano complexo, composto por nimeros com partes reais positivas [11].

Define-se a norma de H,, como sendo uma norma de aplicagdo a matrizes de trans-
feréncia e, nesta medida, a sua no¢do ndo € generalizada directamente para sistemas nio
lineares. No entanto, quando traduzida para o dominio do tempo, a norma de H, é, nada
mais, do que a norma de £, induzida (a partir da entrada das fungdes-tempo ate as saidas
das funcdes-tempo para o estado inicial zero). Esta norma € também muito adequado para
sistemas ndo lineares, é de facto este comummente chamado de ganho £ do sistema nio
linear [4].
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O objectivo da aproximagio de H., € de minimizar a funcio de transferéncia com
norma H, [6], ou seja, dado um determinado sistema néo linear, o controlo H, néo linear
pretende estabilizar assimptéticamente o sistema em malha fechada e atenuar a influencia
das entradas externas u na varidvel controlada b. Existem problemas que sdo resolvidos
de uma forma robusta. Serd assim discutida nesta sec¢@o a forma de efectuar uma aproxi-
macdo para um controlo robusto, usando a essa norma H.

Na presente sec¢ao ¢ apresentada a teoria envolvente do controlo H, ndo linear, sdo
apresentadas as principais defini¢des, teoremas e coroldrios. Teoria esta que se baseia no
trabalho de A. J. Van der Schaft [4], cuja investigagdo teve lugar em 1992, com um trabalho
relacionado com a andlise do ganho L5 sistemas nio lineares e estados de realimentagio
como o da Figura 2.3 e controlo H, ndo lineares.

A 4

Sistema (%) —

uc z

Figura 2.3: Configuragdo Geral de um Sistema com Realimentagéo

Considere-se um sistema ndo linear simples pertencente a C'> [4], dado por,

&= f(x) + 3255 95(@)u;
, (2.10)
yj = hj(z)

onde v = (ug,....,um € R, j=1,...,pey = (y1,...,yp € RP. v = (21, ..., 2y,) sd0 as
coordenadas locais do espago de estados do nosso sistema, Assume-se a existéncia de um
ponto de equilibrio pertencente a M, ou seja, zg € M, podemos resumir a expressao 2.3.
Tendo em conta este facto passamos a ter f(xg) = 0 e h(xg) = 0, com estas simplificacdes
0 nosso sistema ¢ dado por,

{ &= f(zx) + g(z)u
y = h(z)

Note-se que qualquer sistema linear que seja perturbado com um determinado sinal
constante, apés um determinado periodo de tempo transiente, apresenta uma resposta com
a mesma frequéncia da entrada, mas com uma amplitude diferente e um ligeiro atraso na
sua fase [11].

Considerando entdo o sistema dado, para uma andlise robusta, tem-se de ter em conta
as perturbagdes a que este podera estar sujeito, assim, introduzindo as perturbagdes dadas

,com:u € R™ y € RP,x € M. (2.11)
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por d e considerando uma matriz n x ¢ dada por K (z) tem-se,

{ t=f@) Fg@utk@)d pm e me e Mode R (2.12)
y=hia) R

Aplicando uma determinada realimentac¢do ao sistema 2.3, tem-se o designado fecho
da malha,

u=1(x), l(xg) = 0. (2.13)

Pode-se considerar o sistema em malha fechada 2.12, e 2.13, considerando também o
seu ganho £ segundo as perturbacdes d para um determinado vector bloco de saidas, neste
caso observagdes, y = h(x) e entradas u = [(x), isto é, o ganho L5 de,

d sistema de Eiha fechada Y _ h (LL') ‘ (2 14)
u I(x)

Definicao 1.1 [4]. Através da realimentacdo de estados na entrada dos sistemas, pode-
se encontrar uma solucdo para problemas de controlo H o, ndo linear dptimo, Esta solugdo
é encontrada, se existir, um valor pequeno v* > 0 tal que para qualquer v > ~* exista

um estado de realimentagdo tal como em 2.12 para qualquer ganho Lo de d para [ Z ] é

inferior ou igual .

Note-se que a definigdo dada é apenas para controlo ndo linear, para casos de controlo
H_. lineares esta é diferente. E também requerido que o sistema seja estdvel de forma
assimptotica. Certamente que no caso ndo linear, também gostariamos de ter um sistema
como o considerado na Definigdo (1.1) de modo a que este fosse assimptoticamente estdvel.

Teorema 1.3 [4]. Considere-se o sistema ndo linear com algumas perturbagoes, tal
como estd descrito na equagdo 2.12. Sendo v > 0 e supondo que existe uma solucdo
V' > 0 para a equacdo de Hamilton-Jacobi,

2
Tl + 5 G | HOR @)~ g0 ()| G )+ T (e = 0. 215

Ou a inequagdo de Hamilton-Jacobi,

2
Wnt)+ 350 | B @)~ oa)g” @] GY @)+ 37 hGa) <0 2a16)

Ambas com V () = 0. Entdo o sistema de malha fechada para uma realimentagdo,

r( otv

x) o (z). (2.17)

u=—g
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Tem um ganho Lo (de d para [ Y ] ) € inferior ou igual .
u

A desigualdade de Hamilton-Jacobi aparece para os problemas de controlo H., nédo
linear, da mesma forma que a equagao de Riccati estd para os problemas de controlo 6ptimo
linear. Observe-se ainda que para sistemas nao lineares, a norma-2 induzida existe mas ndo
¢ igual a norma H ., isto porque ndo existe norma H, para operadores ndo lineares. Por
esta razdo e talvez pelo facto da interpretacdo no dominio do tempo ser o mesmo para
sistemas lineares, a extensao nao linear do problema de controlo H,, ou seja, o problema
de minimizagdo do ganho L9, costuma ser referido na literatura como sendo controlo H
ndo linear. Seria mais correcto dizer que se tem um ganho de £ induzido, mas no entanto
€ usada também a outra forma para o referir [11].

Corolario 1.1 [4]. Suponha-se que existe uma solucdo V> 0 para as equagdes 2.15
e 2.16 . Considere-se ainda o sistema dado na forma & = f(x) com a saida y = h(x),
sendo dado por u = —gT($)E)§—IV(:U) o estado inicial de observagdo. Entdo V > 0 para
x # x e o sistema de malha fechada dado por 2.12 e 2.13 (com d(t) = 0) é localmente
assimptoticamente estdvel. Assuma-se adicionalmente que V é adequado ao problema,
entdo dizemos que o sistema de malha fechada é globalmente assimptéticamente estdvel.

Linearizando-se o sistema dado pela equagdo 2.12 temos o modelo linearizado que se
seguem, considerando um ponto x,

T =F7+Gu+ Kd, (2.18)

onde F, G e H sdo definidos como sendo a primeira derivada num ponto xy no caso de I' e

H e g(x0) no caso de G, ou seja, F' = ?(mo), G=g(xg)e H= %(mo) respectivamente.

T

Relativamente a K este é dado por K = k(x).

Teorema 1.4 [4]. Assumindo que (H, F) é detectdvel. Sendo v > 0, entdo existe
realimentagdo linear para o sistema,

uc = Lz. (2.19)

Tal que o sistema de malha fechada 2.18 e 2.19 é, tendo como entrada d e as saidas
(9, 1), assimptéticamente estdvel e o ganho Lo é menor ou igual a vy se e s6 se existir uma
solucdo P > 0 para a equagdo algébrica de Riccati,

1
F'P+PF+P (2KKT — GGT> P+H"H =0. (2.20)
g

Além do mais, o ganho Lo é menor do que vy, se e s6 se existir uma solucdo P > 0
para a equacdo 2.20, que satisfaz,

o (F —GGTP + ;KKTP> cC. (2.21)

E, se P > 0 é uma solugdo para 2.20, entdo se escolhermos um L = —GT P o sistema
de malha fechado dado por 2.18 e 2.19 é assimptdticamente estdvel e um ganho Lo < vy
(respectivamente < vy se existir uma solu¢do P para as expressoes 2.20 e 2.21).
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Proposicao 1.1 [4] Tendo v > 0. Suponha-se que existe uma boa realimenta¢do v =
l(x),l(xo) = 0, para a equacdo 2.12 tal que o ganho Ly do sistema ndo linear com malha
fechada dado por,

y = h(z)

&= f(x)+ g(x)l(x) + k(z)d e { w = 1(x) (2.22)
E < (<)y. Entdo o sistema de realimentagdo linear v = L, com L = (%) (o),
para a expressdo dada em 2.18 resulta em um sistema linear de malha fechada com ganho

< (<)

A maior dificuldade encontra-se na determinacio de leis para sistemas de controlo H,
ndo linear, € a de encontrar a sua regifio de validade, ja é possivel resolver e obter solugcdes
para as equagdes de Hamilton-Jacobi e assim obter a distancia entre um modelo nfo linear
e a sua aproximacdo linear, no &mbito de uma aproximacio L» [3], mas no entanto validar
o seu dominio onde a estabilidade se mantém € ainda um caso em estudo. Assim, para
controlos do tipo H, sdo efectuados estudos de aplicacdo destes, mas validados localmente
segundo um dominio ou regido definidos. Entenda-se que quando se refere a regido de
validade de um controlador, significa que estamos a falar da regido do espaco de estados
onde se requer que sejam mantidas a estabilidade e o desempenho do sistema.

2.2.1 Espaco de Funcoes

Comecemos esta sec¢ao recordando algumas no¢des matematicas. A defini¢do de produto
interno de vectores é dado por,

€1 al
ey=| ---|. (2.23)

Ty Yn

8
I

No espago Euclidiano C™, é definido por,

n
(wy) =2"y=>_ Ty, (2.24)
i=1

onde Z representa o conjugado de x. O conceito de produto interno pode ser estendido para
o0 espaco vectorial infinito V' em torno de C" como serd mostrado. O produto interno sobre
V' é uma fungdo complexa: (.,.).V x V — C.

Satisfazendo as condigdes que se seguem paratodoo z,y,z € Vea,3 € C:

1. (x,ay + Bz) = a(zx,y) + 0 (x,y) (linearizado);
2. (z,y) = (z7y) (conjugado simétrico);

3. (z,x) > 0, sex # 0 (ndo negatividade).
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Note-se que (z,x) é real, porque pela simetria da condi¢do (2): (z,y) = (zy).
Dois vectores x,y no espago do produto interno V' sdo ortogonais, denotado por z Ly,
e (r,y) =0.

Um espago vectorial V' com um produto interno € chamado de espaco do produto in-
terno. O produto interno reduz-se a norma,

]| = v/ {z,x). (2.25)

O espaco do produto interno tem as propriedades que se seguem:
l. [{z,z)| = ||=| % ||y|| (desigualdade de Cauchy-Schwarz),

2 |z +yl® + llz =yl = 2|z + 2|1y )1*;

3. Nl +yll* = llz)* + ly]* e wLy).

Recorde-se que um espaco métrico M ¢ dito como completo, ou de Cauchy, se todas
as sequéncias, cujos elementos se tornam estreitos como progressdo da mesma sequéncia,
dos pontos em M tem um limite sendo este também em M. Intuitivamente, um espago
métrico M € considerado completo se este ndo tiver quaisquer buracos. Por exemplo, os
niimeros racionais nio sdo completos, isto porque, por exemplo, falha em /2 , embora que
com Cauchy podemos construir uma sequéncia de niimeros racionais que convergem para
esse valor em falha.

Com os conceitos basicos descritos, discuta-se agora os diversos espacos de fungdes
com valores complexos ao longo do tempo .

Considere-se o conjunto de todas as fungdes complexas f, num intervalo [a,b]. f :
[a,b] — C, cujo valor absoluto elevado a p-ésima poténcia tem um integragdo finita
Lebesgue, isto é, a p-norma definida abaixo, existe.

a 1/p
||f||p=(/b If(t)lpdt> < o0, (2.26)

Claramente, este espago € um espaco dimensional infinito de Banach, sendo denotado
como Lya,b]. Em particular temos Ls[a,b] é o conjunto de fungdes limitadas quase
sempre sobre [a, b] , cuja norma é dada por,

| flloe = limp—oo =inf{B >0:]|f(t)| < Bparatodoot € [a,b]} . (2.27)

Considere-se as fungdes complexas de frequéncias complexas s € C. Sendo D C C
um conjunto aberto, assim sop € D sendo este um ponto em D. Seja F' : D — C uma
funcdo complexa definida em D. Diz-se que F' € analitica em sq se este for diferencidvel
em sg € na sua vizinhanca. Por outro lado, diz-se que F' € analitica em D se esta for
analitica em todos os pontos de D. As fun¢des analiticas possuem as propriedades que se
seguem,

1. Se F’ ¢ analitica em s, entdo a sua derivada, em qualquer ordem, existe e € continua
em todo o sg;
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2. Se F' ¢ analitica em sg, entdo esta tem uma representagao em série de poténcias em
505
3. Se F' ¢ uma representagdo em séries de poténcias em Sg, entdo esta ¢ analitica em sg.
Por exemplo, uma fungio de transferéncia estavel € analitica na metade direita do plano
complexo.
Usa-se Lo (jR) para indicar o espaco de Banach para todas as fung¢des de valorizagdo

complexa F' : C — C, sendo estas limitadas pelo eixo imagindrio j R cuja norma é dada
por,

| Fllo = Supwer |F(jw)]. (2.28)

Utilizamos a notac¢do de H, que descrever o sub-espaco de L. (jR), onde a fungdo
I € analitica e limitada na metade do lado direito do plano complexo. Para as fungdes em
H, podemos mostrar o seguinte,

SupRe(s)ZO |F(S)| = SupwelR |F(]w)| = ||F||007 (2.29)

onde F' ¢é a transformacdo de Laplace de f : L[f(t)] = F(s). Para Lo (jR), substituindo
na equacio 2.28,

[Flloc = Supwera |F(jw)], (2.30)

onde 7 |F(jw)| = ma:r\//\(F(jw)T)F(jw) ¢ o maior valor singular de F'(jw), com A(+)
a denotar os valores préprios.
Para H, substituimos a equagdo 2.29 por,

Supre(s)200 (F(5)) = Supwera (F(s)) = [[F - (2.3D)

2.2.2 Calculo das Normas Infinitas

A forma de calcular a norma infinita H., € um pouco dificil, mas relativamente fécil de
verificar. Pois, para todo o v > 0, a veracidade de |G|, < ~y € definida pelo teorema que
se segue,

Teorema 1.5 [6] Seja G(s) = C(sI — A)"'B + D. Entdo |G| < v se e s6 se
(D) <« e se a matriz que se segue tiver os valores proprios no eixo imagindrio,

A+ BVIDTC BV-1BT

~-CT(1+Dpv—iDhC —(A+BV-iDTC)T |” (2.32)

onde V=~ — DTD

Algoritmo [0]
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Entrada: Uma matriz real e racional da fungdo de transferéncia G(s) e uma tolerdncia
de percentagem ).

Saida: Norma infinita dada por |G|, com um erro inferior a 0.

Passo 1. Encontrar uma realizacdo de G(s),

G(s):<é‘, g).

Passo 2. Escolher um limite superior % e um limite inferior v tal que 7 < |G|, <7
(por exemplo, podemos escolher um limite inferior zero e um superior que seja suficiente-
mente grande).

Passo 3. Se (7 — /7 < 26),
Entdo: ||G||,. = (¥ —7)/2 e pdra. Sendo v = (7 — v)/2 e passamos para o passo 4.
Passo 4. Procurar todos os valores proprios de,

A+ BVIDTC BV~IBT
~-CcT(I1+DVv-iD")C —(A+BV-IDTC)T |°

Passo 5. Se existirem valores préprios no eixo imagindrio,
Entdo: v = . Sendo: 7y = 7.

Passo 6. Volta ao passo 3.

2.2.3 Problema de Controlo Robusto para Problemas de Controlo

As leis de controlo que consideram incertezas sdo designadas como leis de controlo ro-
busto. Para formular e resolver estes problemas, segundo um método de resolug@o usando
o controlo H,, usamos o teorema do ganho pequeno (small gain). O método foi desen-
volvido por George Zames em 1996, com o intuito de analisar a estabilidade de sistema de
controlo MIMO, na presenga de perturbacdes destruturadas [5].

Considerando um sistema qualquer com incertezas. Suponha-se que podemos separar
a incerteza nominal do sistema numa realimentagdo, como € mostrado na Figura 2.4.

onde A(s) sdo as perturbagdes impostas ao sistema. Numa fase de projecto interessa
saber o quanto podemos perturbar o sistema, qual o limite maximo de perturbagcdo sem que
o sistema entre em instabilidade. Este € um problema que pode ser em parte resolvido pelo
Teorema do ganho pequeno.
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Figura 2.4: Incertezas - Teorema do Ganho Pequeno

Definicao 1.2 [5] Considere-se uma entrada m e uma saida n, num sistema com uma
de fungdo transferéncia de G(s) (dada por uma matriz n. x m). Sendo p = min(m,n).
Os valores singulares (SV s) de G(s) sdo definidos como,

0 [G(s)] = v/ N [G(s)TG(s)] com i=1k,p, (2.33)

onde \;[-| nos dd os valores préprios da matriz. Note que os valores prdprios sdo em
Sfungdo de s (uma varidvel da transformada de Laplace). Os valores singulares sdo sempre
ndo negativos e geralmente dispostos em ordem decrescente, ou seja, o1 > o9 > -+ >
op > 0.

Definicao 1.3 [5] Considere-se uma entrada m e uma saida n, num sistema com uma
de fungdo transferéncia de G(s) (dada por uma matriz n X m). A norma infinita de G(jw)
é dada por,

|G (jw)lloo =@ o1 [G(jw)], (2.34)

ou seja, a norma infinita da funcdo de transferéncia é igual ao maior valor singular da
fungdo de transferéncia assumindo todas as frequéncias.

Teorema 1.6 [6] Considerando o sistema dado pela Figura 2.4, podemos analisar a
robustez deste usando o teorema de Ganho Pequeno. Onde G(s) é uma fungdo de trans-
feréncia, assumida como sendo estdvel com ||G(s)||,, < 7 para qualquer v > 0. Entdo
o sistema perturbado (em malha fechada) é estdvel para qualquer que seja a perturbacdo
imposta, isto desde que ||A|| ., < 1/7.

Assim, considerando um espago de controlo H, diz-se que a funcdo de transferéncia
pertence a este espago se esta for estdvel (ou seja, tendo todos os seus polos com partes
reais negativas), continua, analitica e limitada em ct.
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2.3 Método de Lin

Considerando sistema de caricter ndo linear, € sabido que o estudo do controlo robusto para
este sistemas € mais complexo. Geralmente a abordagem de controlo robusto é aplicado
mais a sistemas com caracteristicas lineares, sendo em alguns casos de nao linearidade
quase impossivel a sua aplicagdo. No entanto, esse ndo € o caso quando se considera uma
aproximagdo de controlo éptimo. Na sequéncia do estudo do controlo para sistemas ndo
lineares, Lin [6] apresenta um método de controlo que visa ndo sé fazer uma andlise do
forro robusto deste como aproveita também os conceitos de controlo 6ptimo para melhorar
os seus resultados.

Para ilustrar o desenvolvimento do método utilizado por Lin, considere-se o sistema
ndo linear, com presenca de incertezas, dado na forma [6],

&= A(z) + B(z)u+ B(z) f(x), (2.35)

onde A(z) e B(x) sdo matrizes da fun¢do ndo linear, sendo z : A : R” — R" e
x : B : R™ — R" Serd assumido que o controlo v d4 entrada de forma linear no
sistema. Considere-se ainda o modelo de incertezas presente no sistema dindmico dado
por B(x)f(x). Adopte-se as seguintes hipéteses,

Hipotese 2.1 - A(0) = 0e f(0) = 0 entdo z = 0 é um ponto de equilibrio (que serd o
Unico equilibrio se o problema de controlo robusto tiver solucdo).

Hipotese 2.2 - A incerteza f(x) € delimitada; assim, existe uma fungdo ndo negativa

fmaz(2), tal que || f(2)] < finae(z).
O nosso objectivo € resolver o seguinte problema de controle robusto para estabilizar o
sistema sob a presenca de incertezas.

Problema 2.1 - Controlo Robusto
Procura-se uma lei de controlo v = ug(x) que realimente o sistema em malha fechada,
tal que,

&= A(z) + B(x)ug(z) + B(x) f(x). (2.36)

Sendo este globalmente e assimptSticamente estdvel para todas a incertezas f(x) e
satisfaca a Hipdtese 2.2. O problema de controlo robusto descrito serd resolvido indirecta-
mente, transformando-o num problema de controlo éptimo.

Problema 2.2 - Controlo Optimo
Considere-se o sistema nominal dado por,

& = A(z) + B(z)u. (2.37)

Tem-se de procurar uma lei de controlo de realimetagdo u = ug(x) que minimize a
seguinte fungdo de custo,
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/ h (fmaz(®)? + 272 4+ u'u) dt. (2.38)
0

A relagdo entre o problema de controlo robusto e o problema de controlo 6ptimo &
descrito no teorema que se segue,

Teorema 1.7 [6] Se existir uma solugcdo para o problema 2.2 de controlo dptimo, entdo
essa solugdo serd também solucdo do problema de controlo robusto 2.1.



CAPITULO 3
Controlo Optimo Robusto Baseado
na Linearizacao Optima

Neste capitulo vai-se considerar o projecto de controladores quadraticos robustos com base
em modelos optimamente linearizados.

3.1 Regulador Linear Quadratico (LQR)

Consideremos o sistema linear,

t=Ax+Bucomz € R",u e R™, AcR"™", Be R"™™. (3.1)

Num projecto de controlador quadratico, interessa escolher o vector de controlo u(t)
para que um critério de desempenho (.J,) seja minimizado, sabendo que este dltimo &
definido por,

J(u) = /OO L(x,u)dt, 3.2)
0

onde L(u,x) é uma fun¢do quadratica de z e u.
Nos reguladores lineares quadréticos interessa parametrizar o vector de controlo como
uma fungdo linear do vector de estado, isto &,

u=—Krz, (3.3)

onde K € uma matriz com m linhas e n colunas (com K € R™*™).

Portanto, o dimensionamento de um controlador resume-se em determinar os elemen-
tos de uma matriz K de modo a minimizar o critério de desempenho J, quando o controlo
for escolhido segundo a Equacao 3.3.

A expressdo L(z, u) na Equacdo 3.2 é supostamente quadratica em x e u. Portanto esta
expressdo pode ser escrita sob a seguinte forma,

K(z,u) = 27 Qz + v Bu, (3.4)

onde () é uma matriz simétrica e positivamente semi-definida, enquanto a matriz R € posi-
tivamente definida. Com a equagdo 3.4, a nova forma do critério de desempenho 3.2 €,

J(u) = / h T Qz + uT Rudt. (3.5)
0
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Substituindo a expressdo de u da Equacao 3.3 nas Equacdes 3.1 e 3.5, obtém-se respec-
tivamente

&t =Ax — BKu=(A—- BK)z, (3.6)

J(u) = /0 “T(Q + KTRK)) dt. 37

A Equagdo 3.6 é a equagdo do sistema de malha fechada. Interessa, a seguir, achar
uma fungdo de Lyapunov V para o sistema de malha fechada sob a forma V (z) = 27 Pz,
sendo P uma matriz simétrica positivamente definida. Neste caso, a derivada no tempo
desta funcéo de Lyapunov deve ser igual a oposta da funcdo a ser integrada na Equacgao 3.7,
isto é,

V(z) = %(J:TP;U) = —27(Q + KTRK)z. (3.8)
Mas tem-se,
%(xTPx) = i Pz + 2T Pi. (3.9)
Portanto,
2 [(A— BK)"'P+ P(A-BK)|z = —2" (Q+ K"RK) x. (3.10)

Para que esta equacdo diferencial seja estavel € preciso que a matriz K satisfaca a
seguinte equacdo (de Lyapunov),

(A— BK)TP+ P(A- BK) = —(Q + KTRK). (3.11)

A solucdo desta Equacdo é,
K =R 'BTP. (3.12)

Portanto, pela Equacido 3.3,

u=—-Kx=—-R'BTPx. (3.13)

Repare-se que neste caso, a matriz PP da equacdo anterior deve ser tal que satisfaca a
seguinte equacdo de Riccati,

ATP+PA—PBR'BTP+Q=0. (3.14)
O método resume-se entio a,
1. Achar P pela Equacdo de Riccati 3.14;

2. Substituir P na Equagdo 3.13 para achar o controlo 6ptimo que regule o sistema (e
que minimize a fung¢éo de custo na equagdo 3.2.
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O método classico de LQR acima apresentado permite controlar os sistemas para estabiliza-
los na origem (ponto de equilibro). No entanto para estabilizar um sistema numa referencia
Zref NAO necessariamente nula, ou para acompanhar uma trajectdria € preciso recorrer ao
método de LQR apresentado em [12] cuja extensdo da lugar a seguinte lei de controlo
robusto (chamado Método de Artstein),

u=—R'BT (P (x — e (t)) + 1), (3.15)

onde,

r=— (AT - PBR'BT) "' P2

S Y (3.16)

Pode constar neste controlador um sinal de entrada qualquer, ou seja, podemos gerar
um sinal de entrada qualquer e verificar que na saida temos um resultado controlado e
estabilizado.

3.2 Linearizacio Optima

3.2.1 Densificacdo de Dominios

Tendo em conta os problemas que os métodos de linearizagdo acarretam, houve a necessi-
dade de controlar o dominio desses problemas.

O método de densificagdo do dominio baseia-se num processo que nos permite contro-
lar o dominio do problema. O utilizador considera uma determinada ” catza” composta por
diversas curvas de densificacdo que a preenche na totalidade. O processo consiste em de-
terminar alguns pontos sobre as curvas estipuladas pelo usudrio, com o beneficio de reduzir
o mimero de pontos usando o método de linearizacdo 6ptima, sem que este prejudique os
resultados em termos de precisio [2].

Definicio 3.1 [2]. Considere-se uma caixa (ou um hiper-rectdngulo), dado por B =
[1;_,lai, bi] C R™ e um intervalo real J = [a,b]. Entdo, a fungdo h : J — B é dita como
sendo uma curva densa « em B, se,

Vre B,3te J:|h(t)—z| <a. (3.17)

Existem diversos métodos para a construcao destas curvas, sendo estas densas até uma
dada taxa o na caixa determinada pelo utilizador. Vamos considerar a funcdo h : J =
[0,1] — B =[]} [ai. b;], definida como,

VO € J,1(0) = (h(0), ha(0), ..., hn(0)), (3.18)

com,
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hy = (bl;fl)cos(aﬁ) + L;rbl)
bo—a az+b
he = (2722)005(@29) + (27;_2) e an,=p"" 12" (3.19)

hn — (bn;(ln)cos(ane) + (an;‘bn)

3.2.2 Linearizaciao

Assume-se que se pretende linearizar & = f(z, ) em torno do ponto de equilibrio (z., u.).
E entdo acham-se as matrizes A e B que minimizam,

N
J(a117 a12, ..., 0nn, b12,b22, . .. 7bnn) = Z ||f(37e + Zs, Ue + us) — Az, — BUSH2 s
S=1
(3.20)

Sendo, y = f(x¢ + x, uc + u para cada (z,u) € D, e onde S € um conjunto de pontos que
densifique um determinado domino D que contenha (., ue).

Na verdade, a linearizacdo 6ptima é um problema de aproximacao 6ptima, no sentido
em que € efectuada uma procura da melhor aproximagao linear de um modelo nio linear.
Aproximagdo essa que reine algumas caracteristicas, nomeadamente no facto da funcdo
poder ser descontinua e, por outro lado, o problema é estabelecido mais no espaco de
parametros de que num espaco de fungdes. Para resolver o problema, podemos o expor
segundo um problema de regressdo linear multipla', considerando um vector de entrada

dado por z = [ z },C: [ A B]eydadopor,

y=Cx. (3.21)

Assim, segundo a teoria da regressao linear multipla, obtemos a solu¢do baseada na
relacdo linear 3.21 dada por,

N N -1
C={D wzb || D z2b | (3.22)
S=1 S=1

onde Zg sdo vectores determinados pelo método de densificagdo acima descrito.

'Na regressdo linear miltipla assume-se que existe uma relacdo linear entre uma varidvel dependente Y
qualquer, as k varidveis independentes (ou regressoras) e xj (com j = 1,..., k), sendo esta relacdo dada por:
Y = 6o + i1 + P2x2 + ... + Brar + €. Onde os p = k + 1 pardmetros 3 com j = 0, 1,...,k sdo os
coeficientes parciais de regressdo e ¢ o erro aleatdrio



CAPITULO 4

Controlo Robusto do Oscilador de
Chua-Matsumoto

O Capitulo 4 apresenta na pratica uma aplicacdo de todos os conceitos tedricos anterior-
mente descritos. Para o efeito € considerado um modelo sistema simples mas com carac-
teristica de estado cadticas. A fim de resolver a problematica deste sistema, serd aplicado
um método de controlo andlogo a apresentada por Lin no Capitulo 3, onde para além de
ser efectuado um controlo robusto do sistema, este é desenvolvido considerando também
uma forma 6ptima de controlo. Assim, com a introducao de diferentes sinais de entrada do
bloco principal do sistema, sdo estudados os comportamentos do oscilador e desenvolvida
uma andlise robusta e 6ptima do controlo e da sua estabilizacio.

4.1 Sistemas Caoticos

O conceito de Caos estd associado a um comportamento incerto ou instavel de certos sis-
temas quando estes estdo sujeitos a determinadas leis deterministicas (bastantes usadas para
descrever alguns fenémenos da natureza quando estas sdo designadas como complexas na
sua evolucdo temporal).

A sua teoria entrou em voga a partir dos anos 80, mas foi nos anos 60 que o mete-
orologista do MIT (Massachusetts Institute of Technology) com Edward Lorenz lancou
algumas sementes com um estudo computacional dos padrées do tempo. Os fendmenos di-
tos " caticos” sdo aqueles onde ndo ha previsibilidade da sua ocorréncia. Tendo em conta
os parametros e varidveis de entrada num determinado sistema, os resultados deste podem
surgir duma forma instavel no que diz respeito a sua evolucao temporal, ou seja, a causa da
instabilidade pode dever-se a ac¢@o e/ou interac¢do de elementos que integram o sistema
duma forma praticamente aleatdria.

A ideia inicial para a teoria do caos passava pela idealizacdo de que com pequenas
variagdes nas condi¢des de um ponto de um sistema dindmico poderia ter consequéncias
de proporc¢des inimaginaveis,

"O bater de asas de uma borboleta em Toquio pode provocar um furacdo em Nova
lorque.”

Muitas das teorias tiveram de ser revistas mais tarde por serem alvo de incerteza relati-
vamente a sua veracidade. O método l6gico fez parte dessa andlise que a ciéncia usou para
chegar a verdades cientificas.
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Figura 4.1: Efeito Borboleta Teorizado por Edward Lorenz em 1963

Os célculos que envolvem a Teoria do Caos podem ser usados para compreender me-
lhor os fendmenos ligados a diversas areas, tais como a meteorologia, variagdes no mer-
cado financeiro, a queda das gotas e intimeras situagcdes que subsistem no nosso dia-a-dia,
sendo nesta evolucdo dos sistemas dindmicos cruciais as condi¢des iniciais a que estes se
sujeitam. Atendendo a dindmica cadtica que pode ser explorada para a implementacio de
sistemas de comunicacdo eficientes e simples, por outras palavras, através da comunicagdo
usando o sincronismo entre sistemas osciladores caéticos podemos transmitir informagdes
adequadamente codificadas dentro de um conjunto invariante cadtico [14].

Com o intuito de analisar a estabiliza¢do de um dado sistema portador de um fenémeno
de estado cadtico, consideramos circuitos com ligagdes aos sistemas de controlo de aero-
naves, deste modo efectuamos esta andlise de uma forma robusta relativamente ao sinal
de saida dos osciladores caéticos. Neste Capitulo sdo desenvolvidas simulacdes em torno
deste fendmeno utilizando o oscilador de Chua-Matsumoto.

4.2 Osciladores

Na electrénica, um oscilador é um circuito capaz de produzir um sinal repetitivo. Com o
uso deste, pretende-se obter sistemas de oscilagdo que sejam estdveis e periddicos, mantendo-
se uma frequéncia e uma forma de onda constantes. Os sinais mais comuns de serem pro-
duzidos por um oscilador sdo as ondas sinusoidais e as quadradas que se pretendem obter
sem que haja a necessidade de aplicar sinais externos para as produzir. O seu funciona-
mento baseia-se num circuito amplificador e numa malha de realimentagc@o positiva que
induz uma instabilidade de operacdo que resulta na oscilagdo.

As aplicagdes dos osciladores em componentes electrénicos sdo vastas. A nivel dos
avidnicos estes podem ser parte integrante de sistemas de controlo e computadores que
através de pulsos de relégio geram sinais essenciais para a obtencdo dos dados requeridos
ao sistema. Relativamente a ondas do forro material temos no caso das telecomunicacdes
que também sdo usadas em avidnicos para obter e reproduzir ondas sonoras, 0s seus sinais
possuem formas variadas que sao utilizadas como portadoras. Podem existir também casos
sem que se obtém sinais de ondas variadas que sdo usadas para testar e caracterizar circuitos
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electrénicos e alguns dispositivos, que € o caso dos equipamentos de teste e medida.

Existem diversos tipos de osciladores electrénicos, os designados LC ! sido dos mais
comuns, destes destacam-se alguns dos mais conhecidos como o de Armstrong, Clapp,
Chua-Matsumoto, Colpitts, Hartley, Pierce, Vackar, Seiler, ponte de Wien, entre outros.
Um dos mais utilizados na industria € o de Colpitts, sendo este um oscilador de alta fre-
quéncia que a saida devera obter um sinal com uma determinada frequéncia sem que exista
uma entrada. Hartley é também bastante conhecido por ser possuidor de harménicas bas-
tante ricas, o que obriga a uma filtragem um pouco mais cuidada do sinal para eliminar
algumas dessas harmonicas.

4.3 O Oscilador de Chua-Matsumoto

O oscilador de Chua-Matsumoto é um exemplo de um oscilador sinusoidal, simples, de-
tentor de caracteristicas ndo lineares, cuja dindmica pode ser modulado por um sistema de
equagdes diferenciais. Este circuito foi inventado em 1983 pelo Dr. Leon Chua.

Um oscilador sinusoidal pode ser considerado como sendo um conversor de poténcia
continua, fornecida por uma fonte de alimentacio, em poténcia alterna, ou seja, segundo
um sinal sinusoidal que ird excitar o circuito que o integra. As aplicacdes deste tipo de
osciladores sdo vastas. Atendendo ao sector aerondutico existem diversos componentes
que integra algumas das ligacdes que se servem dos osciladores sinusoidais. Os principios
de funcionamento deste tipo de osciladores, dividem-se em duas familias,

1. Oscilador de Realimentagdo, no caso dos osciladores com vdlvulas, amplificadores
operacionais, transistores de jun¢ao bipolar e de efeito campo em que a oscilagdes é
produzida por circuitos realimentados marginalmente estaveis;

2. Osciladores de Resisténcia Negativa, ou seja, quando a oscilacdo é provocada por
circuitos detentores de dispositivos de resisténcia negativa. Exemplo disso, sdo os
osciladores que apresentam resisténcia negativa em determinadas condi¢des de po-
larizacdo ou carga, como os diodos de tinel, os diodos de Gunn e os Impatt.

Sendo o circuito de Chua-Matsumoto, da Figura 4.2, portador de caracteristicas cadti-
cas, ¢ efectuada uma andlise robusta do comportamento do sistema. Analisa-se o sinal
de saida do oscilador fazendo-se variar os sinais de entrada, modulados por sinais com
diferentes tipos de onda. O circuito € constituido por uma bobine, dois condensadores e
trés resisténcias, sendo uma das resisténcias ndo linear. Podemos dividir o circuito em trés
partes [15]:

1. Uma bobine L (ligada em série com uma resisténcia), uma resisténcia R, dois con-
densadores C7 e Cy que o torna num circuito convencional de oscilag¢do linear. Re-
lativamente ao resto do circuito, em curto-circuito, pode dar-nos oscilagdes amorte-
cidas.

! Oscilador composto por um bobine que armazena a energia em forma de campo magnético, e um conden-
sador em paralelo que efectua o armazenamento da energia em forma de carga eléctrica. Sdo osciladores mais
sensiveis.
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Figura 4.2: Circuito de Chua-Matsumoto

2. A ampop associada as resisténcias tem um efeito de resisténcia negativa com um
tamanho — R;. Sendo este ainda um elemento do circuito linear, por si s6 ndo € este
elemento que vai dar origem ao caos, embora esta actue como uma fonte de energia
para a dindmica do sistema.

3. O diodo com a caracteristica par dd-nos a ndo linearidade do circuito. Os diodos
servem simplesmente para passar a corrente na resisténcia R em paralelo com a
resisténcia — Ry quando a tensao ficar maior do que a que passa na voltagem.

A combinacdo entre os efeitos descritos no ponto 2 e 3 sdo o que nos ddo, a nao linear
resisténcia negativa de valor —R; para V' < V.e —R1 Ry (ou Re — Ry)paraV > V.

E dificil prever o efeito de ndo linearidade de um sistema. No caso do circuito da Figura
4.2, hé questdes que se colocam relativas ao seu comportamento, Serd que a orbita persiste
com um comportamento periddico ou quebra-se quando na presenca do caos? Quais sio as
rotas do caos em que estas ocorrem? E por fim, qual é a natureza da dindmica cadtica do
sistema?

Algumas destas questdes sdo respondidas com os resultados praticos e optimizadas de
modo a eliminar o seu estado cadtico.

4.3.1 Descricao do Modelo

A dindmica do modelo revela-se pela modelacdo das Leis de Kirchoff, nomeadamente pelas
leis dos nés e das malhas, descrito através das equacdes de estado diferenciais de primeira
ordem. Para mostrar o caos do sistema, ou seja, para o identificar como sendo um sistema
cadtico, € necessdrio haver trés varidveis e respectivas equagdes e, como ¢ claro, deve haver
nao linearidade no seu estado [13],
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(A%, .
Ch d‘gfl = %(VCQ - VCl) - ZNR(VCH)
Czl% = %(VCl —Vo,) +iL . 4.1)
L% =—Ve,

As equagdes descritas envolvem equagdes para as tensdes V7 com Cp, Vo com Cs e a
corrente [ através da bobine L. As equac¢des devem preencher os requisitos,

1. A existéncia das trés equacdes ¢ dada pela inclusdo de trés elementos, nomeadamente
Cy,Cre L;

2. A nio linearidade no circuito vem na forma de resisténcia negativa, produzida pela
ampop, diodos ¢ as resisténcias associadas. Assim, a Unica ndo linearidade é dada
pelo fungédo f(vg).

A curva caracteristica do sistema € linear por partes, cuja forma € em tudo depende
do estado das condic¢des de funcionamento, tais como o valor das correntes e tensdes que
percorrem o circuito. Este considerado como sendo um circuito auténomo, visto possuir
apenas elementos electrénicos ndo varidveis no tempo e fontes de correntes constantes,
contendo apenas trés elementos energéticos.
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Figura 4.3: Curva Caracteristica do Circuito de Chua-Matsumoto

. . _ (RQ—Rl) _ i ~ ~ .
Com os respectivos declives mg = “RsR, €M1 = 7, temos a funcdo ndo linear

f(vr), é dada por,
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1
f(vR) =m0vR+§(m1 —mo){‘vR+UQ| — "UR—'UQ|}. 4.2)

Para os sinais DC (Digital Converter), os condensadores agem como circuitos aber-
tos e a bobine como um curto-circuito, de modo que o ponto de funcionamento Iy Vj é
dado por uma das duas intersec¢des da linha de carga —1/R (inclinagdo ou declive da
linha), com a ndo linear I-V caracteristica. Pode-se visualizar este ponto estaciondrio de
funcionamento se deixarmos passar no condensador Co um valor de 75n.F", por exemplo,
quando as oscilacdes decaem e se vao afastando gradualmente. Para valores adequados
de ', (5 e L estas solucdes estaciondrias, ou de pontos fixos, podem tornar-se instdveis
para as oscilacdes e, em seguida, dar origem a uma dindmica cadtica. Numa primeira cir-
culacdo, temos o exemplo o Iy e V[ estarem no ponto fixo, mas em seguida mudam para
a frente e para trds consoante os valores oscilantes que se encontram entre os pontos + I,
+V0 e —1I 0> —VO.

Pode-se generalizar o modelo, ou seja, transformar as equagdes de estado do circuito
de Chua em trés equagdes diferenciais escalares, obtemos assim uma solucio explicita
do problema. Podemos usar esta solucdo para efectuar simulacdes computacionais usadas
para verificar o comportamento do circuito através da trajectéria do circuito. Resulta nas
equacdes tal como se segue [7] [13],

71 = afrz — f(z))
To =21 —To+2x3 , “4.3)
73 = —f[x2

onde,

S—Z(:ﬁ — 2ac) , se x > 2ac

f(@) =< —bsinZE +d,se —2ac <z < 2ac , (4.4)
g—g(:c + 2ac) , se x < 2ac

d:{ 7, se n for impar @5)

0, se n for par

Observando o circuito fisico e simulando-o, verifica-se que a orbita periddica sofre
varias duplicacdes e bifurcacdes no seu periodo de simulagdo, sendo que em alguns casos
onde ndo ha equilibrio do sistema este se torna ruidoso. Inicialmente o ruido € fraco, como
o esperado para um periodo de duplicacio da rota para o caos, mas perturbando a oscilagdo
sobre V), como por exemplo alterando o valor dos parimetros fazendo-se aumentar a nao
linearidade, verificamos que a dindmica comeg¢a a mudar aleatoriamente, oscilando entre
os valores de Vy e — V5.

Analisando a Figura 4.4 da simula¢do do modelo de Chua verifica-se que ndo ha uma
progressdo periddica do pulso da onda das componente simuladas, estas propagam-se ao
longo do eixo mas sem repeticdo dos seus pulsos, possui uma oscilagdo espacial aleatoria.
Assim, ndo € possivel neste caso caracterizar o comprimento de onda existente, pois é
dificil localizar a distancia entre os dois pontos na mesma fase de vibragdo. Do ponto de
vista matematico, podia-se designar a funcdo de onda quando hd uma repeti¢do desta no
espago,
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Grafico de Simulagéo do Modelo de Chua-Matsumoto
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Figura 4.4: Simula¢do do Modelo Original

Grafico de Simulagéo do Modelo de Chua-Matsumoto - 3D
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Figura 4.5: Simulac@o do Modelo Original - 3D

y(x,t) =y(x+ \t) =ylx +2\t) =... . (4.6)

Relativamente a Figura 4.5 verifica-se que os sete rolos (scroll) impostos na simulagdo
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seguem uma determinada trajectdria mas ndo a repetem pelo mesmo caminho, apresenta
um grafico descoordenado. Neste caso, visto ndo haver repeticdo dos ciclos de onda néo é
possivel analisar os seus parametros, temos deste modo verificado o caos do sistema.

4.4 Projecto do Controlador

O modelo do oscilador € dado, na sua forma inicial, pelas equagdes diferenciais de primeira
ordem 4.1 obtidas pelas Leis de Kirchoff. Para desenvolver as simulacdes pretendidas, as
equacdes de estado diferenciais sdo transformadas em equacdes de estado escalares como
estd descrito em 4.3, sendo estas reveladoras da dinAmica do modelo. Note-se que sobre
estas ndo estd presente qualquer vector de controlo, ou seja, temos um sistema inicial sem
realimentag@o, com entradas e saidas directas do seu sinal. Esta ¢ uma das caracteristi-
cas de um oscilador, componente auténomo no seu funcionamento, sem necessidade de ter
incluido sistemas de controlo nas suas equagdes de dindmica do modelo. Com a implemen-
tagdo do controlo em duas das equacdes obtemos o modelo que serd usado nas simulagdes
de controlo e estabilizacdo com a metodologia de controlo consideradas, a importancia de
introduzir varidveis de controlo u; e ug no sistema ¢ a de perturbar de forma activa o seu
sinal de portadora e verificar o seu comportamento perante a perturbacao,

£y = a2 — f(z))
To=x1—To+x3+up . 4.7
T3 = —frg + uy

A fim de efectuar a simulagéo robusta e posterior controlo do comportamento caético
do oscilador de Chua-Matsumoto, considere-se as equacdes diferenciais dadas em 4.7 e os
valores que se seguem para os pardmetros especificados nas equacdes [7],

a=10814, =14, a =13, b=0.11, c=Ted = 0, (4.8)

A capacidade de estabilizagcdo do sistema perante uma determinada perturbagdo pode
ser verificada considerando-se o método de LQR. Contudo, dada a problemaética do sistema
em causa foi efectuada uma anélise robusta deste. O primeiro passo € linearizar o sistema
e de seguida forgar o sistema com perturbagdes sob o seu estado de equilibrio a fim de
observar o comportamento deste. O estado € composto por,

T = [ 1 X2 I3 ]T. (4.9)

As simulagdes sdo inicializadas considerando um ponto qualquer inicial (zg, yo, z0) =
(0.1,0.1,0.1), sendo este um ponto de partida para as simula¢des solicitadas. Note-se
que os parametros com os valores a e b nada tem a ver com os da fun¢do de custo para
determinagdo das curvas densificadoras. O método de controlo utilizado foi o LQR, mas
com algumas alteragdes em relagdo ao método geralmente utilizado como se pode verificar
pelo Capitulo 3. Para o método de linearizacdo considerado, tendo sido este aplicado ao
sistema original em torno das condic¢des de equilibrio assumidas, a obten¢do das matrizes
A e B pretendidas partiu do método de densificagdo de curvas. Através desta simulacdo
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verificamos que o sistema € controldvel, observavel e completamente observavel tendo em
conta a caracterizacdo de Kalman para cada um dos casos, note-se que ao verificarmos este
aspecto ajuda-nos a verificar também a viabilidade do método de linearizagao usado,

0.75003342509405  10.81037766623335  0.00007154526521
A= | 0.99999999999996  —0.99999999999931  0.99999999999595 | ,

—0.00000000000001  —13.99999999999977 —0.00000000000136
(4.10)

—0.00475534140749 —0.03295621862086
B = 1.00000000000867  0.00000000006126 | . 4.11)
0.00000000000292  1.00000000002060

Para projectar e estabilizar o sistema utilizamos o método dos reguladores lineares
quadrdticos mas de forma modificada. O designado método de mudanga dos pardmetros
de LQR ¢ foi desenvolvido por Artstein [12], cuja extensdo foi apresentado no Capitulo 3,
tendo especial atencdo as Equacdes 3.15 e 3.16 que nos permitem simular o modelo.

Pretende-se com este método encontrar uma matriz de ganho K = —R™'BT P, que
satisfaca a equacdo de Lyapunov, onde a matriz P € solugdo da equagdo de Riccati dada
em 3.14, e com a existéncia deste provamos que temos um controlador éptimo capaz de
regular o sistema.

Relativamente as matrizes () e R, estas foram assumidas como sendo iguais a matriz
identidade, respectivamente,

[ 1.2194 0.0766 0.0402 | .
K=1 00458 0.0002 0.0369 | x 107, (4.12)

4.1826 0.1418 0.1424
P = 0.1418 0.0083 0.0047 | x 10°, (4.13)
0.1424 0.0047 0.0084 |

—1.7621 + 0.0223:
e=| —1.7621 — 0.0223i | x 10°. 4.14)
—1.7897

Observando os valores préprios obtidos, pode-se retirar algumas conclusdes acerca
do sistema linearizado. Verifica-se que todos os valores proprios possuem partes reais
negativas, o que significa que temos uma matriz de Hurwitz?, logo podemos dizer que
temos um sistema linearizado 6ptimo. O método de LQR modificado mostrou-se bastante
atractivo, uma vez que foi encontrado um controlo éptimo que regula o sistema. O facto de
3.14 ter uma solugdo P implica que o sistema ¢ estabilizdvel.

20 critério de Hurwirz diz que os valores proprios de uma matriz quadrada Z possuem parte real negativa
se, s S ici inémi risti a itive i
e, e somente se, todos os coeficientes do polindmio caracteristico de Z sdo positivos e se os determinantes
Aj,j=1,...,nreferentes a matriz de Hurwitz so positivos.
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4.5 Estabilizacao do Oscilador de Chua-Matsumoto

Entenda-se como decaotizacdo o acto de eliminar o estado cadtico do modelo néo linear
inicial. A estabilizacdo do modelo considerado € desenvolvida segundo o método apresen-
tado no Capitulo 3, onde é considerada a forma de estabilizacdo linear para sistemas ndo
lineares. O modelo ndo considera apenas a sua forma empirica de estudo, considera tam-
bém uma determinada perturbagdo sobre este que esta utilizada para controlar (decaotizar)

o préprio sistema.

Ao em vez de se considerar o valor de controlo da extensdo ao método de Artstein,
consideramos que na entrada do sistema temos um controlo de v = —Kj4,.x. Sendo assim
apenas considerada a matriz de transferéncia de controlo que o método de LQR nos oferece.
Na decaotizag¢do ndo se tem qualquer sinal a ser projectado sobre a entrada do sistema, é
verificado com este processo o proprio sinal do sistema do qual é eliminado o seu estado
de caos como consta nas figuras 4.4 e 4.5.

Grafica da Decaotizagio do Sitema
T T L
B et . | —— Variavel x1 |{
—Variavel x2

Variavel 13

Varidvels x1 x2 e x3

Figura 4.6: Decaotizagdo do Sistema Nao Linear Original

O caos pode ser eliminado através de perturbagdes periddicas. Pelo que se visualiza na
Figura 4.6 que se obtém da simulacio, averigua-se que, para todas as varidveis do sistema, o
estado de caos é rapidamente suprimido. Podemos eliminar o caos através de perturbagdes
periddicas.
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4.6 Geracao de Sinais Sinusoidais com o Oscilador de Chua-
Matsumoto

4.6.1 Onda Sinusoidal Pura

Uma onda sinusoidal possui um movimento ondulatdrio e peridédico, propagando-se se-
gundo um sentido positivo do eixo. Quando se efectua um estudo de ondas sinusoidais
podemos ter uma possivel expressdo matematica como a que se segue,

y(z,t) = f(z — vt) = Appsin [2; (% - t)} : 4.15)

Neste caso, da expressdo 4.15, temos uma onda que se propaga da esquerda para a
direita com uma velocidade . Onde a amplitude da onda é dada por A,,,, permitindo-nos
deste modo determinar se a onda é grande ou pequena. A chamada frequéncia angular
¢ descrita através do periodo w = 2% Analogamente, o nimero de onda ¢ definido por
k= 27” Assim, em func¢ao destas quantidades podemos reescrever a nossa funcdo de onda
sinusoidal que também pode vir na forma da equacgdo 4.16 que se segue,

y(x,t) = Appsin (kr — wt + ). (4.16)

Note-se que o circuito possui elementos como os diodos, estes sdo elementos passivos
ndo lineares (ndo necessitam de ser alimentados) que sob o ponto de vista ideal comportam-
se como um circuito fechado quando polarizados directamente e como um circuito aberto
quando estdo inversamente polarizados. As caracteristicas ndo lineares dos diodos permite-
nos efectuar determinadas tarefas, tal como a rectificacdo de uma onda sinusoidal, o que
ndo ¢ possivel obter com os componentes lineares. Na pratica o diodo ideal ndo existe, na
realidade existe dissipagdo de energia enquanto idealmente esta ndo existe. Mas o que nos
interessa de momento é rectificagdo que poderd haver na onda gerada na entrada do sistema
a ser controlado.

Na primeira simulacao, foi gerada uma onda sinusoidal que da entrada no sistema se-
gundo o pardmetro x1, enquanto as outras componentes xo € x3 dao entrada a zero. Como
o interesse € de verificar o comportamento do oscilador com a geracdo de diferentes on-
das, serdo focados essencialmente os resultados de x; que é onde dara entrada a designada
geracdo. Portanto, temos na entrada a onda sinusoidal dada por 4.17,

y(x1,09,73) = [ sin(0.5t) 0 0]". @.17)

Na Figura 4.7 temos a representa¢io das ondas sinusoidais que dao entrada z1,..f (ref-
erente a onda dada pela Equacgéo 4.17) e saida z; no sistema, com o intuito de comparar
o sinal de ambas verifica-se que estas possuem uma amplitude unitria, e a onda apresenta
um movimento peridédico com repeti¢do de ciclos. Apura-se ainda que o erro existente en-
tre o sinal de entrada e o de saida € muito pequeno, sendo estes bastante préximos, significa
isto que o sistema controla bastante bem os sinais que nele dao entrada.

Com os resultados obtidos pode-se dizer que o sistema se comporta bem com a apli-
cacdo do método utilizado. Quanto ao estado de comportamento cadtico do sistema, passa
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Simulagéo da Onda Sinusoidal f(t)=[sin(0.5%) 0 0]
T T T
— Variavel x4

— Variavel X4

Variaveis X1 € Xy

Tempo

Figura 4.7: Simula¢do da Onda Sinusoidal

a ter um movimento controlado e com sobreposi¢do dos sete ciclos, ou rolos, imposto
inicialmente na simulacio.

4.6.2 Onda Periodica

Considere-se um outro exemplo de onda 4.18, esta pode ser englobada no grupo de si-
nusoidais para andlise do comportamento do oscilador. Neste caso a onda apresenta uma
progressao que se repete no espago € no tempo, ou seja, a onda avanca a distancia de um
comprimento de onda num intervalo de tempo igual ao periodo. A dependéncia espacio-
temporal duma onda advém do relacionando entre o pardmetro que caracterizam a repeti¢ao
no espago com o que caracteriza a oscilaco no tempo. Assim, procede-se a simulagdo onde
¢ gerada na entrada do sistema uma onda em 1, € observe-se o resultado obtido de 1,

. T
y(x1, 29, w5) = | st g 0] . (4.18)

Analisando a Figura 4.8, tem-se a representagdo de x1,.; (referente a onda dada pela
Equacdo 4.18) de referéncia, aquele que da entrada no bloco oscilatério, e o 1 de saida.
Nas representagdes verificamos que ambas geram uma repeticao periddica 1" da amplitude
Ap,p € comprimentos de onda A. Quanto as entradas que deram no sistema a zero, resultam
na saida numa aproximam também a zero, ou seja, existe uma boa estabilizagdo do sis-
tema, mesmo que este seja um sistema caracteristicamente cadtico nas saidas os sinais ndo
apresenta ruidos significativos e apura-se ainda que os sinais de entra e saida se aproximam

bastante.
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Simulagio da Onda Sinusoidal f(t)=[sin({t)*cos(2*)/(2+sin(t)) 0 0]
T T T

— Variavel x4
—-—= Variavel X4

Variaveis X1 € Xy

Figura 4.8: Simula¢do da Onda Periddica

4.7 Geracao de Sinais Quadrados com o Oscilador de Chua-
Matsumoto

Uma onda quadrada tem a caracteristica de variar de um valor minimo directamente para
o valor mdximo, sem passar por valores intermedidrios. Das ondas sinusoidais podemos
obter outros tipos de onda através das séries de Fourier,

1 2 2 2
y(z) = 5 + ;sm(m) + gsin(i’)m) + asin(Sx) +..., (4.19)

ou por outro lado, o primeiro periodo da onda pode ser descrito por como,

(4.20)

1,deOam
y(ﬂﬂ)={

0,dema2n

As ondas quadradas sdo bastante usuais no processamento de sinais ou na electrénica,
nomeadamente como referéncia de tempo nos chamados sinais de relégio. Esta aplicacdo
¢ usada devidos as suas transi¢cdes de sinais rdpidas, aplicdveis em triggers de circuitos
de légica sincrona para intervalos de tempo precisos. Estas contém uma grande faixa de
harmoénicas, podendo estas gerar alguma radiacao electromagnética ou pulsos de correntes
que dao origem a interferéncias nos circuitos mais préximos, podendo causar a estes ruidos
ou erros nas sua saidas de dados.

Num caso real € impossivel ter uma onda com uma mudancga de estado baixo para
cima, ou vice-versa, de modo limpo e instantineo, pois para isso era necessdrio ter larguras
de banda infinitas. Ou seja, sistemas que integrem sinais de onda quadrados apresenta
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algumas limitagdes fisicas relativamente a geracdo da forma da sua onda, nomeadamente
na passagem do sinal das ondas para os niveis superiores e inferiores, respectivamente.

Considere-se a Equacdo 4.21, onde se tem a onda quadrada que se pretende gerar. Deste
modo, designa-se como 1,y a onda que dd entrada no sistema, apds a sua passagem pelo
sistema tem-se a onda resultante x1,

y(x1, 22, 23) = [ square(0.57t) 0 0 ]T. (4.21)

Simulagéo da Onda Sinusoidal f(t)=[square(0.5*pi*t) 0 0]
T T T

— Variavel x4
——- Variavel X4

o
n
T

Variaveis X, € Xy
o
T

o
m
T

Tempo

Figura 4.9: Simulagdo da Onda Quadrada

Analisando os resultados, tal como nas ondas anteriores existe uma boa estabilizacdo
do sistema. Na entrada ¢ gerada um onda quadrada e apds a sua passagem pelo sistema
dito cadtico apresenta na saida com uma onda perfeitamente quadrada. Portanto, verifica-
se que o sistema consegue controlar com precisdo, sem ruido, a onda quadrada que foi
gerada. Conclui-se deste modo que temos um método de controlo robusto preciso, sendo
que este apresenta resultados éptimos de utilizagdo, controlando e aproximando bastante o

resultado do objectivo inicialmente tragado.



CAPITULO 5
Conclusoes, Discussoes e
Perspectivas Futuras

O trabalho apresentado dedicou-se a andlise do controlo éptimo robusto de sistemas com
caracteristicas cadticas. Os osciladores constituem a base de diversos sistemas electrénicos.
Considerando a engenharia dos sistemas avidnicos, podem-se encontrar osciladores em
diversos sistemas como por exemplo computadores, sistemas de controlo, nos componentes
de telecomunicacdo ou radiodifusao.

O interesse de controlar um oscilador advém do emprego que estes vao ter na prética, a
sua utilizacdo serve para gerar sinais que com diversas formas e frequéncias podem trans-
ferir os seus sinais através de ondas sonoras ou por campos electromagnéticos, como por
exemplo as ondas de radio, luz visivel ou outro tipo de onda, que estdo na base de fun-
cionamento de componentes como 0s VOR (Very Omnidirectional Range), ILS (Instrument
Landing System), DME (Distance Measuring Equipment), entre outros. A sua configuracio
pode ser apresentada de variadissimas formas consoante o resultado que se pretende do
componente. Para viabilizar o método em andlise foi considerado um oscilador de Chua-
Matsumoto, este foi escolhido por ser um oscilador de configuracéo simples, por exemplo,
este ndo possui nenhum amplificador, ou jung¢do de outros circuitos para gerar e mostrar o
resultado que dele se pretende.

No Capitulo 3 foi apresentada a metodologia desenvolvida neste projecto para o con-
trolo 6ptimo e robusto tendo como base a linearizagdo 6ptima. Para estabilizar o sistema
foi projectado um controlador LQR modificado que em conjunto com a linearizag¢do 6ptima
nos permitiu fazer uma andlise éptima e robusta do controlo do sistema.

O que caracteriza um sinal produzido por um oscilador ¢ a sua forma de onda, isto &,
o modo como ocorrem as suas variacdes. Atendendo a este aspecto, foram geradas ondas
sinusoidais e quadradas no desenvolvimento deste projecto.

As ondas sinusoidais sdo as que se encontram com mais frequéncia, sendo estas con-
sideradas como tendo uma forma de onda "natural", representativas de muitos corpos que
na maioria tende a ter esse tipo de vibracdo. A primeira aplicacdo passou por se gerar uma
onda sinusoidal, que para efeitos de simulagio deu entrada no sistema em forma de vector,
nomeadamente no lugar de x, relativamente aos outros pardmetros de xo e x3 deram en-
trada a zero. Aplicando-se a metodologia desenvolvida obtiveram-se resultados bastantes
satisfatérios, como se verificou na Figura 4.7, onde estdo representadas as ondas de entra
e saida, do sistemas verificamos que estas quase coincidem um com a outra. Ou seja, o
sistema € capaz de controlar o sinal que da entrada no sistema gerando uma aproximacgao
optima do seu sinal de saida. Relativamente as saidas de z e x3 estas sdo aproximada-
mente nulas tal como o sinal que no sistema deu entrada.
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Foi gerada uma outra onda periddica a fim de verificar se o sistema consegue repetir
e gerar uma onda oscilante, mantendo a sua amplitude e periodo de forma sistematica.
Este resultado verifica-se tal como foi apresentado pela Figura 4.8, para além do que as
ondas de entrada e saida do sistema apresentam um erro muito pequeno de aproximacao.
Considerando os trés parametros que caracterizam a dindmica do oscilador, passamos a ter
um sistema controlado

As onda rectangulares sdo produzidas por circuitos capazes de ligar e desligar rapida-
mente. analogamente aos resultados anteriores as ondas de entrada e saida sdo bastante
proximas na medida que sendo este um tipo de onda que obtém mudangas bruscas de sinal,
podia apresentar algum ruido junto a onda em causa, mas verifica-se que esta é gerada de
forma limpida e periodicamente estavel.

Com o intuito de procurar um controlador que estabiliza-se um sistema cadtico, conclui-
se que o objectivo foi cumprido e a metodologia desenvolvida apresenta excelentes resul-
tados quando aplicados ao oscilador de Chua-Matsumoto. Conseguiu-se eliminar o seu
estado cadtico e por mais rolos que se incrementem na simulacio, o sinal destes passam
sempre pelo mesmo caminho, com a mesma frequéncia, amplitude, periodo e com uma
aproximagao bastante boa do modelo de onda gerada na entrada do sistema.

Note-se que o facto de ter sido usado o oscilador de Chua-Matsumoto ndo significa
que o método foi elaborado em torno da dindmica que o caracteriza. Esta foi apenas uma
aplicacdo das muitas que se podem fazer a outros osciladores.

Outro tipo de ondas podem ser geradas futuramente com aplicagdo do método apre-
sentado, nomeadamente a geracdo de ondas moduladas, tendo estas especial interesse no
mundo da electrénica, sobretudo para as areas de inddstria aerondutica e aeroespacial no
que diz respeito aos sistemas de controlo que as integram, os avidnicos.

Sugere-se ainda a andlise quantitativa do erro presente na linearizagdo 6ptima aplicada,
fazendo-se uma andlise quantitativa entre o modelo nao linear original e a aproximagio
linear 6ptima que se obtém. E por conseguinte estimar também os erros associados ao
método neste trabalho desenvolvido.
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