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Resumo

Assistimos a um mundo em constante evolucio e mudanca. E exemplo disso o
desenvolvimento da Matematica, patente na sua historia, desde h4 milhoes de anos.
Particularmente, o ensino da Matemaética, através de investigagoes e experiéncias,
sofreu também, ao longo dos tempos, diversas transformacoes, refletindo-se nos pro-
gramas da disciplina. Em 2007 foi homologado o Programa de Mateméatica para o
Ensino Béasico atualmente em vigor, o qual veio promover o recurso a atividades de
exploragao, de investigacao e de resolucao de problemas em sala de aula.

Com os naturais desafios diarios e agora com novas indica¢oes metodologicas, o
professor é levado a refletir sobre a sua pratica profissional questionando-se sobre
diversos aspetos. Uma atitude assim reflexiva culmina, muitas vezes, através de
investigagoes, num desenvolvimento e conhecimento profissional significativo.

O presente estudo foi norteado pelas seguintes questoes de investigacao: (1)
Quais as dificuldades apresentadas pelos alunos na resolucao de tarefas que nao sao
exercicios, nomeadamente problemas, no tema Niumeros e Operacoes do 3.° Ciclo do
Ensino Basico?; (2) Com vista a ultrapassar essas dificuldades, o que posso melhorar
ao nivel da minha pratica profissional?.

A proposta pedagogica foi constituida por um conjunto de tarefas, aplicadas no
ano letivo 2011/2012, nos 7.° e 9.° anos de escolaridade. Para o estudo, seguiu-se
uma metodologia de investigacao qualitativa, usando a narracao multimodal como
instrumento de recolha de dados e de desenvolvimento profissional reflexivo.

Os alunos foram recetivos a tarefas que nao sao exercicios, mas revelaram difi-
culdades em estruturar um método de resolucao. Na discussao das resolucoes, os
alunos tiveram dificuldade em comunicar os seus raciocinios e, por vezes, 0 sucesso
de implementacao da tarefa ficou condicionado pela falta de conhecimentos prévios
que ja deviam estar consolidados.

No entanto, o professor nao se pode resignar quando as aulas nao correspondem
as suas expetativas. Cabe ao professor proporcionar aos alunos a experiéncia com
tarefas de varios tipos, no sentido de diferentes graus de dificuldade e abertura, e,
nomeadamente, com as que nao sao exercicios. Por outro lado, o mesmo deve pro-
mover uma metodologia de ensino-aprendizagem adequada para a resolucao dessas

tarefas, orientando os alunos para uma, cada vez maior, autonomia.

Palavras-Chave: Numeros, Operacoes, Resolucao de Tarefas, Narracao Multi-

modal, Desenvolvimento Profissional Reflexivo.






Abstract

We are witnessing a world in constant evolution and change. One example
is the development of Mathematics, evident in its history, from millions of years
ago. Particularly, the teaching of Mathematics through researches and experiments,
also suffered, over time, several transformations, reflected in the programs of the
discipline. In 2007 the current existing Mathematics for Basic Education Program
was approved, which came to promote the use of activities of exploration, research
and problem solving in the classroom.

With the natural daily challenges and now with recent methodological guide-
lines, the teacher is led to reflect on his professional practice questioning about
several aspects. Such well reflective attitude often culminates through research, in
a significant professional development and knowledge.

This study was guided by the following research questions: (1) What are the
difficulties faced by students in solving tasks that are not exercises, including pro-
blems, within the theme Numbers and Operations included in the third cycle of basic
education?; (2) In order to overcome these difficulties, what can I improve at the
level of my professional practice?.

The pedagogical proposal consisted of a group of tasks, implemented in the
academic year 2011/2012, at the 7th and 9th grades. For the study, we used a
qualitative approach, using multimodal narrative as a tool for gathering research
data and promoting a professional reflective development.

Students were receptive to tasks that are not exercises, but showed difficulties to
structure a solving method. In the discussion of the resolutions, the students found
it hard to express their logics and, sometimes, successful implementation of the
task was conditioned by the lack of prior knowledge that should have been already
consolidated.

However, the teacher cannot resign when classes do not meet his expectations.
The teacher has to provide students experience with different types of tasks, in order
to various degrees of difficulty and openness, and, in particular, with those that are
not exercises. On the other hand, it should promote a teaching-learning methodo-
logy suitable for the resolution of those tasks, guiding students for an increasing

autonomy.

Keywords: Numbers, Operations, Tasks Solving, Multimodal Narrative, Pro-

fessional Reflective Development.
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CAPITULO 1

Consideracoes Introdutérias

A resolucao de problemas, facilmente associada a Matematica, nem sempre ocu-
pou um lugar de destaque no ensino. Em Portugal, s6 a partir de 1988, em rutura
com o movimento da Matematica Moderna, foram dados passos significativos na
valorizacao da resolucao de problemas no curriculo de Matemética. Esta mudanca
deu origem a novos planos curriculares do Ensino Basico e do Ensino Secundario e
consequentemente, em 1991, a novos programas para a disciplina de Matemaética.

No caso particular do 3.° Ciclo do Ensino Basico, apesar do Programa de 1991
ter sido recebido com muito entusiasmo, levantou criticas nomeadamente no que diz
respeito a definicao das finalidades e dos objetivos. Ponte et al. referem que “O pro-
grama de Matemaética de 1991 contém uma formulagao pouco cuidada destes aspetos
[finalidades e objetivos| e tem pouca preocupagdo em explicitar a sua importancia e
o seu papel em rela¢ao com os diferentes topicos e orientagoes metodologicas.” ([62],
p. 199).

Vieram depois a ser tomadas medidas com vista a colmatar lacunas no programa
de Matematica do Ensino Bésico, como a publicacao do Curriculo Nacional do En-
sino Basico (CNEB), ja revogado em 2011, e a implementagdo do Plano de Acao
para a Matematica. Este tltimo resultou, em 2007, na homologacao de um novo pro-
grama, denominado de Programa de Matematica do Ensino Béasico (PMEB) neste
trabalho. No Programa de 1991 ja era dado destaque a resolucao de problemas,
mas o PMEB veio valorizar ainda mais esta vertente, atribuindo-lhe caracteristicas
investigativas e exploratorias.

Internacionalmente, a discussao em torno da resolucao de problemas comecou
mais cedo. Esta capacidade “(...) vem a ser a primeira das dez areas de aptidoes
bésicas propostas pelo National Council of Supervisors of Mathematics (1978) —
onde se assume que “aprender a resolver problemas é a principal razao para estudar
Matematica” (p. 148) (...)” e, na Agenda para a Agao, a National Council of

Teachers of Mathematics (NCTM), recomenda, em primeiro lugar, que “(...) A



CAPITULO 1. Consideracoes Introdutoérias

resolu¢ao de problemas seja o foco (focus) da Matematica escolar nos anos 80"
(NCTM, 1980, p. 1).” (NCTM, [33], p. 291 e 292).

Mas ja em 1945, George Polya, através do livro How to solve it, destacou-se na
abordagem a uma metodologia de resolucao de problemas, elaborada em torno de
quatro etapas: compreensao do problema, concecao de um plano, execucao do plano
e reflexao sobre toda a resolucao. Nesta metodologia, Polya também se refere ao
papel do professor na conducao de todo o processo nomeadamente, na orientacao
dos alunos.

Como ja referido, atualmente, no PMEB, a resolucao de problemas merece espe-
cial atengao, sendo uma das trés capacidades transversais ai definidas, “(...) vista
neste programa como uma capacidade matematica fundamental (...)"” (|23], p. 8).
Mas é também um objetivo geral e uma metodologia a ter em conta, pois “(...) nao
s6 ¢ um importante objetivo de aprendizagem em si mesmo, como constitui uma
atividade fundamental para a aprendizagem dos diversos conceitos, representacoes
e procedimentos matematicos.” (|23], p. 8).

Historicamente, foi na procura de solucoes de problemas colocados ao Homem,
na forma de necessidades e desafios que, gradualmente, se deu o desenvolvimento
da Matematica. Esta, na base de toda a evolucao cientifica e tecnologica que hoje
conhecemos, desenvolveu-se com maior ou menor rapidez consoante a evolugao das
sociedades, destacando-se neste trabalho povos como os egipcios, os babilénios, os
arabes e os europeus. Veja-se, por exemplo, a necessidade da criagao, por parte dos
egipcios, dos nimeros fracionarios para medicoes exatas dos terrenos nas margens
do Nilo.

A Matematica resultava entao como meio para solucionar problemas do dia a
dia. Neves compara as dificuldades muitas vezes sentidas pelos alunos com as di-
ficuldades sentidas pelos povos no passado. Concretamente, esta autora refere que
“(...) muitas das dificuldades que os estudantes sentem na aprendizagem de alguns
conceitos sao paralelas as que foram sentidas quando eles surgiram, e as reticéncias
que colocam relativamente a nogoes mais delicadas (. ..) sdo semelhantes as sentidas
ao longo da Historia.” ([46], p. 2).

A Historia da Matematica pode contribuir para o enriquecimento das aulas,
promovendo a compreensao dos factos, dos conceitos e provocando a curiosidade
nos alunos. O PMEB nao deixa esta questao de fora valorizando a Historia da

Matemaética no processo de ensino-aprendizagem. A sua abordagem é referida na



concretizagao das finalidades e dos objetivos ai definidos, considerando que “(...) a
Historia da Matematica pode evidenciar o desenvolvimento de determinadas ideias
matematicas, apresentando-a como uma ciéncia viva e em evolucao.” ([23], p. 6).

Cabe ao professor encontrar “(...) formas de introduzir a Historia da Matemé-
tica na sua aula, (...), facultando aos alunos a experimentacao da necessidade dos
novos conceitos, tal como foi experimentado ao longo dos tempos.” ([46], p. 2).
Na maioria das vezes, é o trabalho realizado em sala de aula que molda a atitude
dos alunos face & Matemaética, o que nos remete para a importancia das préticas
profissionais dos professores.

As praticas dos professores sao abrangentes e dai poderem ser divididas em
diferentes grupos, como fazem Ponte e Serrazina: “(...) (i) praticas letivas, (ii)
praticas profissionais na instituicao e (iii) praticas de formacao.” ([56], p. 51).
Mas no que a este trabalho diz respeito, importa destacar as praticas letivas, que
se dividem em trés outros grupos: “(...) (i) as tarefas propostas, (ii) os materiais
utilizados, (iii) a comunicac¢ao na sala de aula, (iv) as praticas de gestdo curricular
e (v) as praticas de avaliacao.” (|56], p. 52).

Ainda em [56] é referido o projeto Matemdtica 2001, de 1998, da Associagio
de Professores de Matematica (APM), sobre um inquérito realizado a professores.
Relativamente ao tipo de tarefas propostas pelos professores, os exercicios surgem
em primeiro lugar, em seguida os problemas e, no fim da lista, as “(...) situagoes
com um carater mais aberto e desafiante (...)” ([56], p. 52). A este proposito,
Ponte e Serrazina alertam para os diferentes significados que podem ser atribuidos
a esta variedade de tarefas, pois nem todos os professores distinguem da mesma
forma, por exemplo, um problema de um exercicio.

Ponte atribui quatro dimensoes as tarefas, “O seu grau de dificuldade, a sua
estrutura, o seu contexto referencial e o tempo requerido para a sua resolucao.”
(|54], p. 27). Atendendo as duas primeiras dimensées, resulta depois a divisao das
tarefas em exercicios, exploracoes, problemas e investigagoes. Daqui se conclui, por
exemplo, que um problema é uma tarefa fechada e dificil, e um exercicio é igualmente
fechado mas facil.

Outra tipificagdo pode ser feita tendo em conta as “(...) “referéncias” que vi-
sam levar os estudantes a produzirem significados para os conceitos e atividades
matematicas.” (|78|, p. 31). Para Skovsmose, em [78|, as tarefas, que denomina

de “questoes e atividades mateméticas”, dividem-se entre exercicios e cenario para
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investigagao, definido por “(...) ambiente que pode dar suporte a um trabalho de
investigacao” (|78], p. 27) e “(...) que convida os alunos a formularem questoes e
a procurarem explicagoes.”, (|78], p. 30). Estas tarefas sdo classificadas, segundo
o tipo de referéncias, ou seja, referéncias a Matematica pura, referéncias a semir-
realidade e referéncias a realidade. Nos cenérios de investigacao com referéncias a
semirrealidade, apesar de serem contextualizados em situagoes do dia a dia, “(...)
somente as quantidades mensuradas sao relevantes.” ([78], p. 32), onde o objetivo
final serd a resolucao da tarefa sem colocar em questao os aspetos qualificaveis.

O PMEB privilegia metodologias de ensino centradas no aluno, onde “(...) A
aprendizagem da Matematica decorre do trabalho realizado pelo aluno e este é es-
truturado, em grande medida, pelas tarefas propostas pelo professor. (...) Por
isso, o professor deve propor aos alunos a realizacao de diferentes tipos de tarefas
(...)” (|23], p- 8). Impde-se por isso um desafio aos professores na selegdo do tipo
de tarefas, na forma de as aplicar e como conduz todo o trabalho em sala de aula,
tendo em conta, para além dos documentos orientadores, como o programa e as
metas, todos os fatores que influenciam a definicao de estratégias, nomeadamente o
contexto escolar.

Nem sempre os resultados que um professor espera das suas aulas ou de ati-
vidades nelas desenvolvidas correspondem as suas expetativas. Muitas vezes esta
percecao obtém-se dos resultados na avaliacao dos alunos e, noutras, no interesse e
empenho por estes demonstrado. Tais situagoes levam o professor a interrogar-se
sobre as suas decisoes e o seu desempenho. Importa por isso uma atitude, por parte
destes profissionais, de “(...) exploragao constante da pratica e a sua permanente
avaliagdo e reformulagao.” ([53], p. 5). Ponte observa que esta anélise é feita, na
maioria das vezes, de forma intuitiva, sendo a investigacao “(...) um processo pri-
vilegiado de construcao do conhecimento. A investigacao sobre a sua pratica é, por
consequéncia, um processo fundamental de construcao do conhecimento sobre essa
mesma pratica e, portanto, uma atividade de grande valor para o desenvolvimento
profissional dos professores que nela se envolvem ativamente.” ([53], p. 6).

Com o enquadramento apresentado, no presente estudo procura-se identificar e
compreender as dificuldades que experimentam os alunos em tarefas nao simulta-
neamente faceis e fechadas. Reflete-se ainda sobre a possibilidade de melhorar a
pratica do professor com vista a superar essas dificuldades. Assim, neste trabalho

de investigacao pretende-se entao dar resposta as seguintes questoes:



(1) Quais as dificuldades apresentadas pelos alunos na resolucao de tarefas que
nao sao exercicios, nomeadamente problemas, no tema Numeros e Opera-
¢oes do 3.° Ciclo do Ensino Bésico?

(2) Com vista a ultrapassar essas dificuldades, o que posso melhorar ao nivel

da minha pratica profissional?

Tendo em conta a natureza desta investigacao, a metodologia investigativa ado-
tada, seguindo [13], é do tipo qualitativo e interpretativo, sendo a Narragao Multi-
modal o instrumento de recolha de dados. A escolha relaciona-se com a pretensao
de estudar um fenémeno no seu ambiente natural e em toda a sua complexidade. A
professora, também investigadora, formou parte do quotidiano das turmas em que
foram aplicadas as tarefas. Assim, ocorreu uma observagao participante. A selecao
das turmas e do tema Numeros e Operagoes prendeu-se exclusivamente com questoes
praticas, nomeadamente temporais, de conciliacao da atividade profissional com a
realizacao do trabalho.

Foram selecionadas duas turmas do 3.° Ciclo do Ensino Bésico — 7.° e 9.° anos
de escolaridade — onde foram aplicadas a cada uma trés tarefas com diferentes ti-
pologias, de acordo com o PMEB. A conducao do trabalho desenvolvido em sala de
aula, teve em conta as orientacoes do modelo de resolucao de problemas de Polya.
Trata-se de um importante instrumento de trabalho que atribui aos alunos o papel
central da aula, ajudando-os na aquisicao de novos conhecimentos, consolidacao de
outros e desenvolvimento de estratégias de resolugao.

A ferramenta de recolha de dados escolhida permite uma descricdo pormenori-
zada da mediagao do professor (modo como propoe tarefas, como organiza o trabalho
nas aulas, recursos utilizados, posturas, ...) na sala de aula, da participagao dos
alunos e, nalguns casos, dos resultados alcangados. Em consequéncia de “(...) uma
observacao mais profunda dos acontecimentos na sala de aula relativos as acoes do
professor enquanto mediador das aprendizagens dos alunos (...)" ([41], p. 24),
o professor com uma atitude reflexiva melhora as suas praticas letivas, levando-o
a “(...) responder perante novas situacoes de modo transformado e informado.”
(|41], p. 24). Consequentemente, evolui profissionalmente no sentido da melhoria
das aprendizagens dos alunos em ambiente de sala de aula.

Para além do enquadramento teérico, questoes investigativas e metodologia apre-
sentadas neste Capitulo 1, o trabalho é formado por mais quatro capitulos. Estes

ultimos focam os aspetos na sinopse seguinte de cada um.
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CAPITULO 1. Consideracoes Introdutoérias

Capitulo 2 — Os Numeros e as Operacoes ao longo dos Tempos
Breve resenha historica sobre a Matemaética desde a Pré-Historia até ao século
XX, com especial énfase para os niimeros e suas operacoes. Aqui sao referidos alguns

nomes incontornaveis pelo contributo que deram para a evolucao desta ciéncia.

Capitulo 3 — O Tema Numeros e Operagoes no 3.° Ciclo do Ensino Béasico

Neste capitulo analisa-se a evolucao do ensino da Mateméatica em Portugal, que
culminou com um novo programa para o Ensino Basico em 2007. Este programa
é aqui analisado em detalhe, com destaques particulares para o Tema Numeros e

Operacoes e resolugao de problemas.

Capitulo 4 — Praticas Letivas no Tema Niumeros e Operacoes

Apresentam-se narragoes multimodais de aulas de Matemética no 3.° Ciclo do
Ensino Bésico, nas quais o professor foi observador participante. Em cada uma das
aulas, foram propostas tarefas, de diferentes tipos e referéncias, no contexto do tema

Niumeros e Operagoes.

Capitulo 5 — Consideragoes Finais

A partir das narragoes multimodais do capitulo precedente, reflete-se sobre a
pratica letiva do professor com vista a uma melhor percecao da realidade das aulas.
Sao identificadas formas mais ou menos eficazes de promover as aprendizagens pre-
tendidas. Nomeadamente, resulta uma anéalise global & implementacao das tarefas

e também uma apreciacao, em particular, de cada uma delas.

Importa ainda referir que, neste trabalho, foi assegurado e respeitado o anoni-
mato e confidencialidade dos alunos. Por tultimo, todas as condigoes foram pre-
viamente acordadas com o Orgao de Gestao da escola, com os Encarregados de

Educacao e com os proprios alunos.



CAPITULO 2

Os Ntuimeros e as Operacgoes ao longo dos Tempos

Desde 1772, aquando da Reforma das universidades, o aspeto historico da Ma-
tematica tem estado presente no ensino da mesma em Portugal. Prova disso ¢ a
referéncia, considerada uma das primeiras no mundo, ao uso da Historia da Mate-
mética no ensino, no ano mencionado, nos Estatutos da Faculdade de Matematica
da Universidade de Coimbra. Como refere Carvalho e Silva, indica-se, a respeito
da cadeira de Algebra do segundo ano: “3 Para facilitar melhor a entrada nella, e
segurar o fruto das Li¢oes: Principiard o Professor pelos Prolegomenos respectivos:
Dando huma idéa circumstanciada do seu objecto, e dos meios, que applica para
conseguir o fim, que se propoe: Mostrando a sua origem, e progressos: E fazendo
hum Resumo da historia da mesma Algebra pelas Epocas mais notaveis della. 4 Em
particular mostrara a razao, por que os Antigos, sem embargo de terem conhecido as
Regras Fundamentaes da Analyse, e de serem dotados de tdo grande engenho, nao
tiraram della as vantagens prodigiosas, que decubriram os Modernos; faltando-lhes
o Instrumento da Analysis, que he a Algebra.” (Monteiro da Rocha, [17]).

Fauvel, em |28|, refere-se as muitas vozes que alertam para a importancia da
Historia no ensino da Matemaética, mas que ainda assim nao se refletem na pratica.
Uma das razoes apontadas pelo referido autor é a falta de formacao de base dos
professores sobre a Historia da Matematica e a metodologia a usar com os seus
alunos. Outras razoes podem ser apontadas, tais como a escassa informacao historica
nos manuais, ou as apresentagoes nos mesmos longe de serem rigorosas e envolventes,
e o facto da formacao continua dos professores nao privilegiar este tema.

O recurso a Historia da Matematica é considerado, cada vez mais, com maior
riqueza educativa no ensino da disciplina de Matematica. Destacam-se algumas ra-
zOes que justificam esta assercao: “Ajuda a aumentar a motivagao para aprender;
Humaniza a Matemaéatica; Muda a percecao que os alunos tém da Matemética; Pro-
porciona oportunidades para realizar investigagoes; (...); Encoraja os bons alunos
a ir mais longe (...).” ([28], p. 17).



CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

O atual Programa de Matematica do Ensino Basico é claro no que respeita a
necessidade de abordar a Histéria da Matematica em sala de aula. Pode-se ler que
“Os alunos devem ser capazes de apreciar a Matematica. Isto é, devem ser capazes
de (...) mostrar conhecimento da Histéria da Matematica e ter apreco pelo seu
contributo para a cultura e para o desenvolvimento da sociedade contemporanea.”
(|23], p. 6). O Curriculo Nacional do Ensino Basico, revogado em 2011, em [21],
refere que os alunos devem contactar com aspetos da Historia da Matemaética e
reconhecer o papel da Matematica no desenvolvimento cientifico.

Neste capitulo apresenta-se uma abordagem sucinta, como resultado de uma
revisao de livros e artigos, da Historia da Matematica. Trata-se de um trabalho de
pesquisa que permite a obtencao de uma visao global da Historia da Matematica,
com maior destaque no que respeita a evolucao dos nimeros, em particular dos
sistemas de numeracio, e da Algebra, no que se refere as operacoes e & resolucio de
equagoes. Das referéncias bibliograficas selecionadas, em especial de autores como
Carl Boyer, Victor Katz e Dirk Struik, resulta um percurso histérico desde a Idade
da Pedra até ao final do século XX. Neste destacam-se as contribuicoes de diversos

povos para o desenvolvimento da Matematica aliado a evolucao da sociedade.

1. Os Primordios

A nocao de nimero remete-nos para tempos longinquos como a Idade da Pedra,
h& mais de dois milhoes de anos. Nesta fase da Pré-Histéria, o Homem comeca
a construir o conceito de contagem e, consequentemente, de nimero, onde estava
implicita a operacao aritmética adicao. A Idade da Pedra divide-se principalmente
em dois periodos, o Paleolitico e o Neolitico.

No periodo Paleolitico, também conhecido por Idade da Pedra Lascada, a sobre-
vivéncia do Homem dependia apenas do que a Natureza oferecia, através da recolha
de frutos e raizes. A necessidade de contagem era reduzida e, sem sistema de escrita,
o registo limitava-se a marcas em varas de madeira e em ossos. O mais antigo exem-
plo destes registos é num osso de lobo (Fig. 1), encontrado em 1937 na Moravia,

gravado com 55 entalhes.
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FIGURA 1. Representacao de um osso com entalhes, [11].
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2. Egito

O periodo Neolitico, também designado por Idade da pedra Polida, caracteriza-
se, entre outros aspetos, pela transicao da recolha de alimentos para a sua producao.
Deu-se inicio a agricultura, & domesticacao de animais e & manufatura, em particular
na criacao de pecas em ceramica. O modo de vida do Homem alterou-se significa-
tivamente tendo este adotado um estilo sedentéario, fixando-se nas margens dos rios
e criando ai sociedades cada vez mais organizadas. A evolucao destas sociedades
implicou a intensificacao de transagoes comerciais e a criacao de 6rgaos de admi-
nistracao organizados. A Matemética primordial surge entao como facilitadora dos
calculos, desde a administracao das colheitas, transagoes comerciais, a gestao dos
impostos. Desenvolve-se assim a Aritmética e a medicao que deram posteriormente
origem a Algebra e a Geometria, respetivamente.

Destacam-se dois povos impulsionadores da evolucao matematica, sao eles os
egipcios e os babilonios, nos quais me vou centrar. Foi através de registos em papiros
e placas de barro que chegou até nos informacao sobre os mesmos. Depois destes
povos, desenvolveram-se e expandiram-se grandes impérios, como o Arabe e, mais
tarde, no contexto do dominio do continente europeu, o Romano. Também sera

abordado, ao longo do presente capitulo, o contributo da Grécia Antiga.

2. Egito

Os conhecimentos que temos sobre a Matematica egipcia provém de dois grandes
documentos: o papiro de Rhind e o papiro de Moscovo.

O papiro de Rhind, tem o nome do antiquario escocés Henry Rhind, que o
comprou numa cidade a beira do Nilo em 1858. Este é também designado por
papiro de Ahmes, o nome do escriba que o redigiu por volta de 1650 a.C. Trata-se
de um documento com oitenta problemas resolvidos, essencialmente do dia-a-dia,
tais como o preco do pao ou a alimentacao do gado. Refira-se ainda que este papiro
se encontra no British Museum em Londres.

O papiro de Moscovo, também conhecido como papiro Golenischev, foi escrito
por um escriba desconhecido por volta de 1890 a.C.. O referido papiro foi comprado
por Vladimir Golenischev no Egito, no ano de 1893. Este documento conserva-se
até hoje no Museu Pushkin em Moscovo, dai o seu nome. Saliente-se também que
o seu conteido nao difere muito do que se mencionou para o papiro de Rhind.

A escrita nestes papiros denomina-se hieratica, uma derivacao da escrita hiero-

glifica, mais simples e adaptada para escrever rapidamente com pena e tinta sobre
9



CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

folhas de papiro. No entanto, nomeadamente em documentos oficiais, a escrita
utilizada era a hieroglifica. Em particular, no sistema de numeracao hieroglifica
utilizava-se a base dez e recorria-se a repeticao.

Os egipcios repetiam um trago vertical para escrever os niimeros de 1 a 9 e tinham
simbolos especificos para as diferentes poténcias de 10, nomeadamente desde 10 até
10°. Todos os nimeros eram escritos por combinacao desses simbolos, mas de uma
forma nao posicional. Na tabela e figura que se seguem podem ser observados estes

simbolos e dois exemplos de um niimero em escrita hieroglifica.

HBles| 7| £1|9 [N
108 [ 10° | 10* | 10% | 102 |10 | 1

TABELA 1. Representagao de alguns nimeros em escrita hieroglifica.

Z7LELonnnnlll e MELLNNNNE 79

FIGURA 2. Numero 23145 representado em escrita hieroglifica e em

escrita hieroglifica alternativa, respetivamente.

A numeracao hieratica difere da hieroglifica pela introducao de simbolos especiais
para representar digitos e miltiplos de poténcias de base dez, como se observa na

Fig. 3. Desta forma evitavam a repeticao dos elementos.
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FIGURA 3. Representacao de nimeros em escrita hieratica, [26].
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2. Egito

As terras nas margens dos rios eram extremamente férteis, pelo que ai se de-
senvolveu a agricultura e se instalaram povoacoes. Por volta do ano 3.000 a.C., o
farad Sesostris mandou repartir as margens do rio Nilo entre os seus habitantes.
Dadas as frequentes cheias do rio, que ocorriam entre junho e novembro, as suas
margens ficavam inundadas, o que fazia com que se perdessem as marcacoes que
dividiam as parcelas de terreno. Sempre que tal acontecia, o farad mandava os seus
funcionarios, chamados de esticadores de corda, determinarem por medida a exten-
sao exata da perda verificada. Para tal usavam cordas nas quais assinalavam uma
determinada unidade de medida e, depois de esticadas, verificavam quantas vezes
aquela unidade de medida estava contida nos lados dos terrenos. Este método nem
sempre era eficaz, pois raramente cabia um ntmero inteiro de vezes dessa unidade
de medida num certo lado do terreno. Foi desta forma que os egipcios criaram a
nocao de nimero fracionario, surgindo as fragoes unitarias, isto é, do tipo % (com
n € N). Na escrita hieroglifica, a notagao para estas fra¢oes era uma forma oval

sobre um numero natural, tal como mostra a Fig. 4.

oy om T Ow oa
A fals 5

FIGURA 4. Fracgoes egipcias, [31].

As fracoes nao unitarias eram representadas por somas de fracoes unitarias, como
sucede no papiro de Rhind. Segundo Boyer, em [14], este documento comega com
uma tabela que apresenta cada fracao do tipo % (para n € N, impar, compreendido

entre 5 e 101) como a soma de fragdes unitarias.

EXEMPLO 2.1. Paran € {5,43,59}, % escreve-se como soma das fracoes unitd-

rias subsequentes.
2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1
573715 43 42 86 129 301" 59 36 ' 236 531
No que se refere as operacoes aritméticas, no Egito, a fundamental era a adigao.
Quanto & multiplicacao, esta operacao era feita por duplicagoes do nimero como se
exemplifica de seguida. O mesmo sucedia com a divisao (inteira), como se constata,

nomeadamente, em [14] e [46]. Abaixo encontra-se também um exemplo.
EXEMPLO 2.2. Multiplicacao de 71 por 19 pelo processo da duplicacao.

71+ 71 = 142 (2 vezes)
11



CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

142 + 142 = 284 (4 vezes)

284 4 284 = 568 (8 vezes)

568 + 568 = 1136 (16 vezes)

1136 + 142 + 71 = 1349 (16+2+1 = 19 vezes)

Logo, 71 x 19 = 1349.

EXEMPLO 2.3. Divisao de 185 por 5 pelo processo da duplicacao.

545 =10 (2 vezes)
104+ 10 = 20 (4 vezes)
20 + 20 = 40 (8 vezes)
40 + 40 = 80 (16 vezes)
80 + 80 = 160 (32 vezes)

Assim, 185 = 10082045 — 100 20 4 5 — 39 44 41 = 37.

Os babilénios também aplicavam a duplicacao, com regras e definicoes também
no dominio empirico, para multiplicar e dividir. Mais tarde, Leibniz referiria o
fundamento do procedimento, ou seja, todos os nimeros poderem ser escritos como
soma de poténcias de base 2. No artigo Ezplication de [’Arithmétique Binaire, de
1703, este matematico apresenta um estudo completo sobre o sistema de numeragao
bindrio. Neste, cada nimero ¢é representado por muitos algarismos, desvantagem

compensada pela velocidade de calculo numa méaquina (calculadora, computador).

3. Mesopotamia

Geograficamente, a civilizagao Mesopotamica ou Babilonica situava-se entre o rio
Tigre e o rio Eufrates, no chamado crescente fértil, atual Iraque e terras circundantes.
A referida civilizagao desenvolveu-se no mesmo periodo que a egipcia. Na época
nao havia infraestruturas de comunicacao entre os povos mais distantes, pelo que o
desenvolvimento destas civilizagoes deu-se em separado.

No século I1T a.C., os babilonios (também chamados de povos mesopotamicos)
j4 usavam um sistema de numeragao, o sistema posicional sexagesimal, baseado no
numero 60. De acordo com as fontes consultadas, as razoes que levaram os babilénios
a escolha do nimero 60 como base ndo estdo determinadas. Para Boyer, em [14],
uma das razoes pode-se prender com o facto de o ntimero 60 ter uma extensa lista

de divisores, propriedade facilitadora no trabalho de medicoes e célculo.
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3. Mesopotamia

O sistema numérico sexagesimal era escrito em placas de barro com o auxilio
de objetos em formato de cunha. Esta forma deu o nome de escrita cuneiforme ao
sistema de escrita babil6nico. Os babil6onios inventaram a notacao posicional e tal
permitiu-lhes usar apenas dois simbolos (com eventuais repeti¢oes) para representar
qualquer niimero natural. Utilizavam um simbolo para representar as unidades e
um outro para as dezenas, tal como ilustrado a seguir na Fig. 5.

O sistema posicional faz com que o valor numérico de um simbolo varie conso-
ante o lugar que ocupa. A notacao babilonica, com a diferenca da base e de nao
utilizar o nimero zero , é muito proxima da que atualmente usamos, embora com
ambiguidades. Os nimeros de 1 a 59 (Fig. 5) eram representados por agrupamento

simples, usando um sistema aditivo e, a partir do nimero 60, usavam a base 60 e o

sistema posicional (Fig. 6).
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FIGURA 5. Nameros de 1 a 59 representados em escrita cuneiforme, [48].
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FIGURA 6. Numero 424000 = 1 x 603 + 57 x 60% + 46 x 60 + 40

representado em escrita cuneiforme, [48].

Para além do sistema de numeracao mencionado, os babilénios desenvolveram
técnicas relevantes para a resolucao de equacgoes de grau inferior ou igual a quatro,
atribuindo valores especificos aos coeficientes. Estas equacoes resultavam da reso-
lugdo de problemas concretos mas, segundo Struik, [83], os seus métodos indicam
que ja conheciam o caso geral. No entanto, nao se encontram nem justificagoes das
regras, nem defini¢oes precisas nos documentos da Mateméatica dos babilonios.
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CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

Os babilonios desenvolveram também técnicas para calcular a raiz quadrada e a
raiz ctbica, e conheciam as relagoes entre os lados de um triangulo retangulo. Uma
prova disso é o conteido da tabua maior a que pertence a Plimpton 322 (Fig. 7). O
nome desta ultima provém do editor George Arthur Plimpton, que a comprou por

volta de 1922 ao negociante de pecas arqueologicas Edgar J. Banks.

FIGURA 7. Nameros babilonicos na tdbua Plimpton 322, [48].

A tabua Plimpton 322 contém uma tabela de nimeros, com quatro colunas e
quinze linhas, em notacao sexagesimal babiloénica. Um dos primeiros investigado-
res a tentar perceber uma eventual interligacao do contetido das varias colunas da
Plimpton foi o alemao Otto Neugebauer. Da reconstrucao das colunas, Neugebauer
concluiu que a referida tabua contém uma lista de ternos pitagoricos, ou seja, para
alguns ntimeros naturais w, [, d, tem-se w? + [ = d.

As operacoes aritméticas fundamentais eram tratadas de modo semelhante ao
usado hoje & excecao da divisao, a qual era efetuada pela multiplicacao do dividendo
pelo inverso do divisor. Note-se assim uma evolugao quando pensamos, por exemplo,
na divisao por duplicacao dos egipcios, técnica que os babilonios também aplicaram

numa fase inicial.

4. Grécia Antiga

Enquanto declinava o desenvolvimento da cultura egipcia e mesopotamica, sur-
giam novas culturas ao largo do Mediterraneo. Um conjunto de cidades ao longo
da bacia do mar Egeu até ao mar Jonico, que se formaram por volta de 2800 a.C.,
constituiram a Grécia Antiga, aproximadamente na mesma época da construcao das
piramides egipcias.
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4. Grécia Antiga

Os povos da antiga Grécia eram de natureza pioneira e curiosa e, dada a sua
localizacao geografica, viajaram pelo Egito e Mesopotamia onde tomaram conheci-
mento da cultura matematica ai desenvolvida. Foi o que aconteceu com os primeiros
nomes associados a Matematica grega, Tales de Mileto e Pitadgoras de Samos, aos

quais sao atribuidas diversas descobertas de relevo.

FiGURA 8. Tales de Mi- FiGURA 9. Pit4dgoras de
leto (624-548 a.C.), [48|. Samos (580-500 a.C.), [48].

Sabe-se pouco sobre a vida e a obra de Tales. Chegaram até nos estorias cuja
veracidade é impossivel de determinar, mas ilustram Tales como “(...) um homem
de rara inteligéncia e como o primeiro filosofo (...) o primeiro dos Sete Sabios.”
([14], p. 31).

A Geometria dos babilénios e egipcios reduzia-se a formas e relagoes geométricas
de carater indutivo resultante de processos como, por exemplo, a marcagao de ter-
renos. Segundo alguns historiadores, embora nao seja algo totalmente aceite, Tales
deu origem ao método dedutivo em Geometria. Tal é justificado em [14] através da

atribuicao a Tales da demonstragao dos cinco teoremas que se enunciam a seguir.

TEOREMA 2.4. Qualquer dngulo inscrito numa semicircunferéncia é um dngulo

reto.

TEOREMA 2.5. Uma circunferéncia € bissectada por qualquer um dos seus did-

metros.
TEOREMA 2.6. Os dngulos da base de um tridngulo isdsceles sao iquais.

TEOREMA 2.7. Pares de dangulos opostos, formados por duas retas que se inter-

setam, $A0 1guais.
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CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

TEOREMA 2.8. Se dois tridngulos sao tais que dois dngulos e um lado de um sao
tquais, respetivamente, a dois dngulos e a um lado do outro, entao os tridngulos sao

congruentes.

Enquanto Tales se centrou na Geometria, Pitdgoras e os seus discipulos distingui-
ram-se sobretudo no estudo dos niimeros. Para Pitagoras o Universo era constituido
por nimeros, sendo-lhe atribuida a frase “Tudo é nimero”. Esta ideia é, no fundo,
a base da civilizagao dos nossos dias, onde a Matematica é vista por muitos como a
base da ciéncia.

Pitagoras fundou a Escola Pitagorica dedicada a estudos religiosos, cientificos e
filosoficos. Nao é possivel separar as descobertas de Pitagoras das dos seus discipulos,
pois na escola os conhecimentos eram considerados como adquiridos em comum.
Entre diversas caracteristicas especiais atribuidas aos niimeros, por Pitédgoras e seus

seguidores, destacam-se a seguir algumas.

e Nimero 1: gerador dos niimeros e nimero da razao.

Nimero 2: primeiro nimero par ou feminino e nimero da opiniao.

Nimero 3: primeiro nimero masculino verdadeiro, o da harmonia, sendo

composto de unidade e diversidade.

Nimero 4: nimero da justica ou retribuicao, indicando o ajuste de contas.

Ntmero 5: nimero do casamento, uniao dos primeiros nimeros verdadeiros
feminino e masculino; média aritmética de cada um dos pares 1 e 9, 2 e 8,

3eT,4e6, representado por Tedo de Esmirna (130 d.C) através da tabela

subsequente.
1147
8
31619

TABELA 2. Tabela de Teao de Esmirna, [87].

e Numero 6: nimero da criacao.

e Numero 7: tnico nimero entre os primeiros dez que nao é divisor nem
miltiplo de nenhum dos outros ntimeros.

e Nimero 10: o mais sagrado, venerado pelos pitagoricos, representava o

Universo.
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4. Grécia Antiga

Baseado em autores antigos, Vasconcellos, em [87], afirma que foi Pitagoras que
distinguiu a Aritmética (tratamento tedrico das propriedades abstratas dos niimeros)
da Logistica (arte de calculo com a resolugao de problemas sobre niimeros concretos).
Os pitagoricos interessaram-se sobretudo pelas propriedades dos niimeros e relacoes
entre eles.

Como ja ficou patente no misticismo dos niimeros, os pitagéricos também fize-
ram a distincao entre ntimeros pares e impares, bem como a distin¢ao entre niimeros
primos e compostos. De entre os compostos definiram os nimeros perfeitos, abun-

dantes, deficientes e amigos.

EXEMPLO 2.9. Os nimeros 6 e 28 sao niimeros perfeitos, pois cada um é igual a
soma de seus divisores:

6=1+2+3,

8=14+2+3+4+5+6+7.

EXEMPLO 2.10. Observe-se que {1, 2, 3, 4, 6} é o conjunto dos divisores proprios

de 12 cuja soma ¢ 16, maior que 12, logo 12 ¢ um niimero abundante.

EXEMPLO 2.11. Tendo em conta que {1, 2, 5} é o conjunto dos divisores proprios

de 10, cuja soma é 8, menor que 10, tem-se que 10 é um niimero deficiente.

EXEMPLO 2.12. Os ntimeros 220 e 284 dizem-se amigos. De facto, {1, 2, 4, 5,
10, 11, 20, 22, 44, 55, 110} é o conjunto dos divisores proprios de 220, cuja soma é
284. A soma dos divisores proprios de 284, os elementos do conjunto {1, 2, 4, 71,

142}, é por sua vez 220.

Com ligacao a Geometria, a aritmética pitagorica dedicou-se ainda ao estudo dos
numeros figurados. Estes sao ntmeros representados por conjuntos de pontos com
configuragoes geométricas, onde a quantidade de pontos agrupados representa um

numero, como ilustram os exemplos subsequentes.

L] L ]
L ] e 8 e @ @
L] e @ . @ @9 e & & @
1 3 6 10

F1GURA 10. Os primeiros quatro niimeros triangulares.
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F1GURA 11. Os primeiros cinco nimeros quadrados.

Observe-se que, na figura anterior, cada esquema quadrado é constituido por dois
esquemas triangulares representados por dois nimeros triangulares consecutivos.

Enuncia-se de seguida, o teorema que estabelece esta propriedade.

TEOREMA 2.13. Todo o nimero quadrado, superior a 1, exprime-se como a Soma

de dois nimeros triangulares consecutivos.

Segundo Almeida, em [4], no inicio, toda a Mateméatica Grega baseava-se nos
nimeros naturais, procurando representacoes numeéricas exatas. O pensamento ma-
temético foi abalado pela descoberta de que o lado e a diagonal de um quadrado
eram incomensuraveis. De facto, “(...) a descoberta da irracionalidade da diagonal
do quadrado de lado 1 provocou uma grande crise filosofica, contemporanea prati-
camente aos paradoxos sobre o infinito de Zenao.” (Cousquer, [4], p. 49). Ainda
de acordo com a mesma referéncia, dai em diante, os gregos passaram a separar o
conceito de niimero inteiro do conceito de grandeza, este tltimo fundamentalmente
dependente da Geometria.

Destacavel foi também Diofanto de Alexandria (século I1T), do qual, & semelhanga
de Tales e Pitagoras, pouco se sabe em relacao a sua vida. Segundo um enigma de
uma colecao de problemas datada do século V ou VI, Diofanto tera vivido 84 anos:
“Deus lhe concedeu ser um menino pela sexta parte da sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a lampada
nupcial ap6s uma sétima parte, e cinco anos apds o seu casamento concedeu-lhe um
filho. Ai! Infeliz crianca tardia; depois de chegar & metade da vida de seu pai, o
Destino frio o levou. Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a
ciéncia dos nimeros ele terminou a sua vida.” (Cohen e Drabkin, [14], p. 121).

Diofanto escreveu Arithmetica (Fig.12), obra dedicada essencialmente a resolugao
exata de problemas através de equacgoes e constituida por treze livros dos quais,
segundo [27], hoje apenas se conhecem 10. De Diofanto ha a destacar a adocao
original de notacgoes para abreviagoes de poténcias, relacoes de igualdade e operacoes
de ntiimeros, o que muito lhe facilitou a manipulagao das relagoes algébricas.
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Diofanto é considerado por muitos o pai da Algebra, mas, tal como explica Boyer,
assim nao deve ser considerado, pois apesar da notacao introduzida, “A Arithmetica
nao é uma exposigao sistematica sobre as operagoes algébricas (...). Em vez disso
é uma colecao de cerca de 150 problemas, todos estudados em termos de exemplos
numéricos especificos. (...) nem se faz um esfor¢o para achar todas as solugoes
possiveis.” ([14], p. 123).

DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

LIBRI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS

FIGURA 12. Capa da Arithmetica de Diofanto, numa edigao de 1670, [48|.

No que respeita ao sistema de numeragao dos gregos, Almeida, em [4], afirma
que coexistiram varios sistemas, dos quais se destacam o atico e o jonico.

O sistema atico teve por base seis simbolos (um, cinco, dez, cem, mil e dez mil),
onde os cinco tltimos simbolos provém das iniciais dos nomes em grego, e outros
quatro simbolos para evitar demasiadas repeticoes. Esta tiltima caracteristica cons-
titui algo a que um sistema de carater aditivo obriga. O sistema nao era posicional,
pelo que aos simbolos era-lhes atribuido o seu valor independentemente da posicao
que ocupavam. No entanto, segundo Almeida, a convencao era ordenar os simbolos

por ordem decrescente do seu valor da esquerda para a direita.
XHHHAAT

F1GURA 13. Numero 1325 representado no sistema de numeracao atico.

O sistema jonico consistia num sistema de numeracao alfabético por usar os
simbolos do alfabeto grego, com mais trés letras arcaicas extra, stigma, koppa e
sampi, atualmente em desuso. Os valores eram atribuidos segundo a ordem do
alfabeto.
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«a B ~y 1) € T ¢ n
1 2 3 4 5 6 7 8

L K Al v 19 o | L
10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90

p o T v % X P w 2
100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900

TABELA 3. Representagao de alguns niimeros no sistema de numera-
¢ao jonico.
6

FI1GURA 14. Numero 87 representado no sistema de numeracao jonico.

Quando o nimero era superior ou igual a 1000 colocava-se um sinal semelhante

a um acento, abaixo e a esquerda da sequéncia de simbolos, como se observa na

tabela seguinte.

7a ’/B ”y 75 76 7Cr- ’g 777 70
1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000

TABELA 4. Representacao de alguns niimeros, superiores ou iguais a

1000, no sistema de numeracao jonico.

VXY

FI1GURA 15. Numero 9999 representado no sistema de numeracao jonico.

Dos quatro sistemas de numeragao mencionados até aqui, o egipcio e o atico
eram os menos evoluidos. De facto, seriam esses os mais demorados devido & neces-
sidade de repeticao de simbolos. S6 com o sistema precursor, criado pelos hindus e
divulgado pelos arabes, do que conhecemos hoje, se teriam todas as caracteristicas
desejaveis num sistema de numeracao: simplicidade, nao repetitividade e posiciona-

lidade.
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5. Império Arabe

O Império Arabe teve a sua origem no Islamismo, religido fundada pelo profeta
Maomé no século VII. Antes disso, a Arabia era composta por povos semitas que
viviam em diferentes tribos. Em 622 Maomé foge dos seus adversarios politicos e
religiosos de Meca para Medina, mas regressa a Meca em 630 falecendo dois anos
depois. Apos a morte de Maomé, os seus sucessores expandiram o Império Arabe
através de diversas conquistas. Em menos de um século conquistaram o Império
Romano do Oriente, a Pérsia e a Siria, a Palestina, a Mesopotamia, o Egito, Tunis
e parte da Peninsula Ibérica. Em 1001 chegaram & India. Desta forma espalharam
o Islamismo e a lingua arabe, ao mesmo tempo que apreenderam novas culturas.

A capital do Império Arabe foi inicialmente em Damasco sendo transferida em
772, pelo califa al-Mansur, para Bagdad, que se tornou num grande centro cultural
onde eram promovidas as artes e as ciéncias. Sob o reinado de Harun ar-Rasid, foi
criada uma importante biblioteca onde guardaram diversos manuscritos provenientes
das conquistas arabes e onde acorriam, de diversas regioes, sabios e tradutores.

Apo6s a morte de Harun ar-Rasid, em 813, o seu filho Al-Mamum continuou a
obra do pai, fundando uma academia com o nome de “Casa da Sabedoria”. Aqui
estudavam-se e traduziam-se para arabe diversas obras cientificas, entre as quais,
textos hindus. Nesta academia trabalhou o matemético e astronomo Mohammed
ibu-Musa Al-Khwarizmi, que veio a ter um papel muito importante na historia da

Matematica.

FIGURA 16. Al-Khwarizmi (780-850), num selo da antiga URSS, [48|.

Al-Khwarizmi, através das obras provenientes da India, estudou o sistema de
numeragao, os calculos e a representacao do zero dos hindus. Escreveu varias obras
sobre Matematica e Astronomia, entre as quais, um tratado de aritmética cujo titulo

da traducao é Algorithmi de numero Indorum. Nesta obra, Al-Khwarizmi introduz
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os dez simbolos hindus para representar os algarismos, explica como escrever um
nimero no sistema decimal posicional hindu-drabe e como operar com eles. Estas
novas regras de operacoes ficaram conhecidas, devido ao seu nome, por algorismi e,
posteriormente, pelas designacgoes algorismo ou algoritmo.

O nome do titulo de mais uma das suas obras, Al-jabr Wa 'l Mugabalah, também
trouxe até nos outra palavra, a algebra. De facto, esta obra trata da resolucao de
equagoes, em especial, de grau dois. Comeca com uma explicagao sobre o sistema
posicional do sistema numérico e dai passa para seis capitulos onde, em cada um,
resolve um tipo de equagao de grau dois, nos casos em que as equacoes tém uma
raiz positiva, tal como se descreve a seguir: Quadrados iguais a raizes; Quadrados
iguais a nimeros; Raizes iguais a niimeros; Quadrados mais raizes iguais a nimeros;
Quadrados mais niimeros iguais a raizes; Raizes mais ntimeros iguais a quadrados.

Cada situacao tem sempre trés ilustracoes para os casos em que o coeficiente
de termo variavel é igual, menor ou maior que 1. Nota-se ainda a necessidade de
uma comprovacao geométrica: “Ja dissemos o bastante, no que se refere a niimeros,
sobre os seis tipos de equacgoes. Agora, porém, é necessario que demonstremos
geometricamente a verdade dos mesmos problemas que explicamos com ntimeros.”
(Al-Khwarizmi, [14], p. 157). Para exemplificar o referido, veja-se o raciocinio

seguinte.

EXEMPLO 2.14. Considere-se a equacgao
2% + 10z = 39,

onde “(...) uma raiz quadrada e 10 sao iguais a 39 unidades. A questao, portanto,
neste tipo de equacao € sobre o sequinte: qual € o quadrado que combinado com dez
das suas raizes dard uma soma total de 397 A maneira de resolver este tipo de
equacao € tomar metade das raizes que acabei de mencionar. As raizes do problema
sao 10. Portanto, tomar 5, que multiplicado por ele proprio da 25, um montante que
adicionado a 39 da 64. Tendo tomado entao a raiz quadrada desse que € 8, subtrair
metade das raizes, que € 5, sobra 3. O niumero trés, portanto, representa uma raiz
deste quadrado, que por si sd, € claro, € 9. Nove € portanto o quadrado”, [48].
Al-Khwarizmi comega a demonstragao geométrica com um quadrado de lado x,
com drea x%. A esta soma 10x, o que € feito pela adicio de quatro retingulos de

largura X e comprimento igual a x (Fig.17).

4
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5x /2

1‘2

oot
8

oot
8

5x /2

FIGURA 17. Adigao de quatro retangulos de largura g

Obtém-se entao um quadrado de drea x® + 10x que € igual a 39. Para completar o

quadrado, adicionam-se quatro pequenos quadrados de drea % X % = % (Fig. 18).

25 25
4 4
39
25 25
4 4

FIGURA 18. Adicao de quatro quadrados de lado %

Assim, o quadrado final tem drea 4 X % + 39 = 25+ 39 = 64, donde o lado do
quadrado € 8. Fste corresponde ao comprimento g +x + g, pelo que x +5 = 8§,
dando x = 3.

A ciéncia drabe entra em declinio muito rapidamente, com inicio no fim do século
XI. As causas, segundo Boyer, em [14], parecem estar nos inimeros conflitos devidos

ao excesso de fragoes politicas e religiosas.

6. Europa

A partir do final do século VI a.C. e ao longo de oito séculos, os romanos foram
expandindo o seu territorio, que se veio a tornar num grande e poderoso império
— o Império Romano. No século II d.C. o Império Romano estendia-se por trés
continentes. Abarcava toda a bacia do mediterraneo, confinado a norte pelos rios
Reno e Daniibio, a sul abrangia toda a faixa litoral do norte de Africa e o Egito e, na
parte oriental, a Siria, a Judeia e a Asia Menor. Em 395, com a morte do imperador
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Teodosio, o império foi dividido politicamente em Império Romano do Ocidente (com
capital em Roma) e Império Romano do Oriente (com capital em Constantinopla).
Desta divisao resultou a estagnagao do desenvolvimento do Ocidente, enquanto que
o Oriente se tornou no centro da civilizacao.

Depois da queda do Império do Ocidente, em 476, e com o fim da autoridade
imperial, a Igreja Catodlica desempenhou um importante papel na regulacao das
sociedades. Eram os bispos que muitas vezes mantinham a ordem, promoviam a
justica e representavam as populagoes. Os homens do Clero e alguns laicos eram
dos poucos que sabiam ler e escrever. Um destes homens laicos foi Severino Boécio
(480-524), que escreveu diversos textos de retorica, gramatica e logica. Ele também
traduziu obras da Matemética grega, facto que apoia a teoria defensora da origem
grega dos simbolos do repetitivo sistema de numeracao romano. Os seus textos
tiveram grande influéncia e foram uma fonte para o ensino da altura.

O clima matemético que se viveu a seguir foi-se deteriorando, passando quatro
séculos, época que normalmente é denominada por Idade das Trevas. E entdo que
surge um matematico destacavel, Gerbert d’Aurillac (945-1003), que mais tarde se
tornou no Papa Silvestre II. Responsavel pelo despoletar de um novo interesse pela
Matematica, terd sido o primeiro a ensinar, na Europa, os ntmeros indo-arabes
devido a um possivel contacto que teve com a cultura moura em Espanha. Na
realidade, a Historia, no que respeita a introducao dos nimeros indo-arabes na
Europa, nio é totalmente clara, afirma Boyer em [14].

Mas foi o século XIII, no periodo da Idade Média, que representou maior pro-
gresso. Foi quando surgiram as primeiras grandes cidades comerciais como Génova,
Pisa, Veneza, Milao e Florenga, com relagdes comerciais com o mundo &rabe. Atra-
vés destas relacoes os mercadores passam a estudar a cultura e a ciéncia arabes. Foi
exemplo disso Leonardo de Pisa, também conhecido por Leonardo Fibonacci. Sendo
o pai mercador e com negocios no norte de Africa, teve oportunidade de viajar pelo
Egito, Siria e Grécia. Ficou a conhecer os métodos algébricos arabes e os ntimeros
indo-arabes.

De regresso do Oriente, Fibonacci acabou de escrever a obra Liber Abaci (Livro
do Abaco) em 1202, a qual contém informacdes aritméticas e algébricas. O referido
livro representa um meio pelo qual o sistema de numeracao indo-arabe foi também
introduzido e expandido na Europa Ocidental. Fibonacci escreveu “(...) quando

fui introduzido na arte dos nove simbolos indianos por meio de um ensino notavel,
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cedo o conhecimento dessa arte se tornou um prazer acima de qualquer outro.”
(Fibonacci, [3], p. 25).

FIGURA 19. Leonardo Fibonacci (1180-1250), [48].

Em Liber Abaci, depois de expor os processos algoritmicos, Fibonacci dedica-se
a exploragao de problemas. O mais interessante e que, segundo Boyer em [14], mais
inspirou os futuros matematicos, foi aquele que da origem ao que chamamos hoje
de sequéncia de Fibonacci. O enunciado original deste problema é: “Quantos pares
de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um so par, se em cada meés
cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo més?”. A
sequéncia tem a seguinte representacao:
1,1,2,3,5,8,13,21, ..., up,...,onde uy =us =1e€ u, = Up_1+ U,_ocomn € Ne

n > 3.
Esta sequéncia tem muitas propriedades interessantes, como por exemplo, dois

termos consecutivos sao primos entre si e o quociente entre eles converge para o

V5—1
2

em questoes de filotaxia. Por ultimo, nao se pode deixar de referir o interesse que

nimero aureo, . A sua aplicacao também nao deixa de ser curiosa, por exemplo,
esta sequéncia ainda suscita nos dias de hoje, sendo o jornal The Fibonacci Quarterly,
em [29], prova disso.

Passaram dois séculos e inicia-se, na Europa Ocidental, uma fase de declinio no
progresso da Matematica, muito devido a catastrofe da Peste Negra, a Guerra dos
Cem Anos e a Guerra das Rosas. Estes acontecimentos precipitaram o fim de um
tempo que se caracterizou pela sua longevidade e por alguns paradoxos sociais e ci-
entificos, conjugando momentos de avanco e retrocesso. Em simultaneo, a Oriente,
em 1453, assiste-se a queda de Constantinopla, o que suscita a nocao de “Fim de

uma Era”. Termina a Idade Média que se desenrolou ao longo de dez séculos na
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Europa. Culmina um Tempo com distinto desenvolvimento nos dois lados da Eu-
ropa, a Oriente e a Ocidente, mas cujos momentos iniciais coincidiram, bem como
os finais.

Seguiu-se a Idade Moderna que se inicia com o movimento do Renascimento,
caraterizado pela redescoberta da filosofia, da literatura e da ciéncia da antiguidade
aliada & evolucao cientifica. Registaram-se profundas transformacoes culturais, so-
ciais, econémicas, politicas e religiosas que caracterizam a transicao do Feudalismo
para o Capitalismo. Este movimento comecou em Italia e difundiu-se por toda a
Europa durante os séculos seguintes.

Deram-se profundas transformacoes na organizacao da sociedade, nomeadamente
nas trocas comerciais mais complexas. Esta economia emergente levou a necessidade
de uma Matematica mais desenvolvida para responder as novas exigéncias (letras de
crédito, calculos de juros, etc). Segundo Katz, em [37], no inicio do século XIV, os
abacistas (que mais tarde vieram dar lugar aos algoristas) escreviam textos de Ma-
temética para ensinar os mercadores e seus filhos. Nomeadamente, eles ensinavam
o sistema posicional decimal indo-arabe e os algoritmos para o usar.

Os referidos novos métodos de calculo revelaram-se vantajosos dado que reque-
riam apenas papel e pena, permitindo o registo de todos os calculos, a sua posterior
verificacdo e ainda a eventual retificacao. Para além dos algoritmos de célculo,
os mercadores também treinavam a resolucao de problemas, na sua maioria, sobre

comércio, como o que se exemplifica de seguida.

EXEMPLO 2.15. Um problema de textos de dbacos italianos é o sequinte:
“Se 8 braccia de tecido valem 11 florins, quanto valem 97 braccia?” (|37], p.
478).

No inicio do século XV os abacistas comegam a usar abreviaturas para as incog-
nitas. Antes escreviam cosa para coisa, censo para quadrado e radice para raiz, e,
segundo Katz, em [37], passam a escrever c, ce e R, respetivamente. No final do
mesmo século, em Italia, um dos tltimos abacistas foi Luca Pacioli (1445-1514) que
introduziu as abreviaturas p e m para mais e menos (pit e meno) respetivamente.
Mas as notacoes na época ainda eram muito variadas, dependendo de cada autor.
S6 em meados do século XVII ficou formado o simbolismo algébrico moderno, o que
revela uma mudanca lenta na notacao.

Pacioli escreveu Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionlita
(1494) que, segundo Katz, em [37|, é o mais completo texto matematico do seu

26



6. Europa

tempo e Boyer, em [14], afirma ser considerada hoje a primeira obra impressa de
Algebra. Em Summa, que resultou de um resumo de obras suas nao publicadas e do
conhecimento geral da época, Pacioli aborda quatro areas, a Aritmética, a Algebra,
a Geometria Euclidiana e a Contabilidade. Foi Pacioli que segundo Aires, em [3],
escreveu o primeiro texto europeu sobre a utilizacao do zero, onde descreve, por
exemplo, que o zero é o elemento absorvente da multiplicagao e o elemento neutro
da adicao.

Em Franga, contemporaneo de Pacioli, surge Nicolas Chuquet (1445-1488), um
homem destacavel da época que escreveu Triparty en la science des nombres (1484),
a primeira Algebra pormenorizada publicada em Franca, e que “(...) em nivel de
importancia foi talvez o mais notéavel desde Liber Abaci de Fibonacci (...)", ([14],
p. 189).

Triparty divide-se em trés partes: a primeira consta de uma explicacao do sis-
tema posicional indo-arabe e dos varios algoritmos para as operagoes aritméticas
bésicas (nimeros inteiros e fra¢oes comuns); a segunda trata o célculo de raizes
quadradas de nimeros que nao sao quadrados perfeitos e raizes cubicas de inteiros
com muitos digitos; por fim, a terceira parte, diz respeito a Algebra, como trabalhar

com polinomios e resolver vérios tipos de equagoes, conforme descrito em [14].

EXEMPLO 2.16. Chuquet encontra uma regra para encontrar nimeros intermeé-
dios de dois niumeros vizinhos, tantos quantos se deseje. Nomeadamente para en-

contrar uma fracao entre duas fracoes adicionam-se os numeradores e 0s denomi-

nadores. Assim um nimero entre % e % é g.
EXEMPLO 2.17. Chuquet, para encontrar raizes de polinomios, utiliza o método
de aproximagao ilustrado em [37|. Considere-se
2 _ 9ql3
5 € demasiado pequeno e 6 demasiado grande, entao Chuquet tenta sucessivamente

5%, 5%, 52 e 5%, até que tenta 5% que € a solucao da equacao.

No tratamento das raizes, Chuquet também recorre ao método de aproximagao
referido no exemplo precedente. Assim, determina a raiz de um ntmero, através de
varias tentativas. O facto de nao encontrar a solucao exata, revela que ja tinha a
nocao da irracionalidade dos niimeros.

Surge com Chuquet uma nova notacao para poténcias da incognita, sendo esta

indicada por um expoente associado ao coeficiente do termo. Por exemplo, para o
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que escrevemos hoje ax?, Chuquet escreve a?. Ainda referente a este trabalho de
Chuquet, Katz, em [37], afirma que, pela primeira vez numa obra europeia, surgem
expoentes zero e nimeros negativos. De seguida, exemplifica-se a notacao usada

para coeficiente e expoente negativos.
EXEMPLO 2.18. Chuquet escreve —372 do sequinte modo

m3¥m,

Na resolucao de equagoes, Chuquet inova nas técnicas de resolucao, generali-

zando as regras de Al-Khwarizmi, para equacoes de qualquer grau. Por exemplo

da a solucao da equacao cz™ = bx™™ + ™" como sendo x = \/ vV (3 —-2

Observe-se como se obtém a referida solugao, em notacao atual:

cx™ = bt 4 gt o

& ex™ — bt — gt = ) &
& x™(c—bax" — ") =0 &
Sam=0Vec—br" -2 =0

b —c=0¢&

o g — fbi\/2b2+4c o
n_ _b b2 | 4c
st = 2:I: Tt T e

&t = —gj: (g)2+c.

Katz, em [37], afirma que Chuquet nem sempre aceita solu¢oes negativas e nunca
considera o zero como solu¢ao, como se observa no exemplo supra. Mas “Ao escrever
Alegaulzam.2.° (isto é 4z = —2) Chuquet estava pela primeira vez exprimindo um
nimero negativo isolado numa equagao algébrica.” ([14], p. 190).

Chuquet apresenta ainda uma outra inovagao. No que respeita a um sistema
possivel e indeterminado, de duas equacoes com trés incognitas, afirma que tem
solucoes multiplas. A técnica utilizada, no exemplo que se segue, recorre, na desig-

nacao atual, ao grau de indeterminacao.

EXEMPLO 2.19. Para resolver o sistema,

T4y =3z

{ T+ z=05y
primeiro Chuquet dd o valor de 12 a x para encontrar y = 3% ez = 5%. Depois
escolhe 8 para y, obtendo x = 28 e z = 12. Assim, ele diz que “(...) o nimero

escolhido, por si sd, determina a reposta variada.” (Chuquet, [37], p. 441).
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Noutros paises da Europa, nomeadamente na Alemanha e na Inglaterra, também
a Matematica era objeto de estudo e af surgiram nomes significativos para a Historia
pelas suas contribui¢cbes. Na Alemanha, a palavra coss para incognita foi de tal
maneira marcante que a Arte da Coss, segundo Katz, em [37], ou a Arte Cossica,
segundo Boyer, em [14], foram os nomes dados & Algebra. As origens da Algebra
germanica sao italianas, o que se reflete, por exemplo, no uso dos simbolos italianos
p e m, para adicao e subtragao, respetivamente.

No inicio do século XVI surgem diversas algebras alemas, das quais Boyer, em
[14], destaca a Coss (1525), escrita por Chistoff Rudolff (1499-1545) e a Arithmetica
integra (1544), de Michael Stifel (1487-1567).

Katz refere em [37], que, a semelhanga da obra de Chuquet, a primeira parte da
Coss incluia os fundamentos do sistema posicional indo-drabe e também uma seccao
que listava as poténcias nao negativas de 2. Ao contrario da notacao de Chuquet
para expoentes, Rudolff usava abreviaturas dos nomes das poténcias. Segundo Katz,
em [37], Coss foi das mais antigas obras a incluir pela primeira vez os simbolos de
+ e - para a adi¢ao e a subtracao, respetivamente. Estes simbolos ja tinham sido
usados, mas para representar excesso e defeito, na obra de Johann Widman em
1489.

Chistoff Rudolff também introduziu o moderno simbolo de raiz quadrada, adap-
tando-o para distinguir raiz quadrada de raiz cibica, e trabalhou pormenorizada-
mente as operacoes com raizes. Na segunda parte de Coss dedica-se a resolucao de
equacoes algébricas, fazendo uma classificacao em 8 categorias.

A Arithmetica integra de Stifel, foi, segundo Boyer, em [14], a mais importante
de todas as dlgebras alemas do século XVI, cujos aspetos mais importantes foram o
tratamento dos niimeros negativos, radicais e poténcias. Michael Stifel foi o primeiro
a reduzir varias formas padrao da equacdo quadratica na tnica forma z? = bz + ¢,
onde b e ¢ sao ambos positivos ou de sinais contrarios. Em [37] consta que a solucao

apresentada foi x = g + (%)2 + ¢ (sinal negativo apenas possivel para b positivo e

b+vb2+4
3 .

No que respeita aos nimeros negativos, Stifel chamava-os de numeri absurdi,

¢ negativo), forma equivalente a usual z =
conhecendo bem as suas propriedades, e em relagao aos niimeros irracionais, dizia

que estavam “(...) escondidos sob uma espécie de nuvem de infinitude.” (Stifel,
[14], p. 193).
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Na Inglaterra do século XVI, Robert Recorde (1510-1558) foi praticamente o
inico matematico de importancia , afirma Boyer em [14|. A sua primeira obra é
Ground of Arts (1541) que inclui, com aplicagdes comerciais, calculos por abaco
e algoritmos. Foi o primeiro a introduzir o simbolo =, “(...) porei, como faco
geralmente na pratica, um par de paralelas, ou linhas gémeas de igual comprimento,
assim, = , porque nenhumas duas coisas ndo podem ser mais iguais.” (Recorde,
[37], p. 447).

De volta a Itéalia, em 1545 foi publicada a Ars Magna (Fig.20), a obra matema-
tica mais importante de Gerolamo Cardano (1501-1576), principalmente dedicada
a resolucdo de equagoes cubicas e quarticas. Segundo Boyer, a Ars Magna “(...)
causou tal impacto sobre os algebristas que o ano de 1545 frequentemente é tomado

como marco do inicio do periodo moderno na Matematica.” ([14], p. 193).

HIERONYMI CAR
DANI, PRESTANTISSIMI MATHE
ARTIS MAGNLZ,
SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lt Qo & eosis operia de Arithmerics, quod

otz operia de. s,
OPVS PERFECTVH
infaipli,efin ordine Desimus,

FIGURA 20. Capa da Ars Magna de Gerolamo Cardano, [72].

A sugestao para Cardano resolver a equagao cibica foi-lhe dada por Nicolo Fon-
tana de Brescia, mais conhecido por Tartaglia (1500-1557). Mas a verdade, segundo
Boyer, em [14], é que nenhum dos opositores, Cardano e Tartaglia, foi o primeiro a
fazer a descoberta da resolucao da equagao ciibica. O referido autor atribui-a a Spi-
cione de Ferro (1465-1526), professor de Matematica em Bolonha, desconhecendo-se
quando foi feita, mas que a revelou, antes da sua morte a um estudante, Anténio
Maria Fior, que Boyer descreve como um mediocre matematico. De facto, Estrada
et al., em [27], descreve que no livro Ars Magna Cardano conta que foi Scipione de
Ferro a descobrir um método de resolucao das equacoes ciibicas, mas que tinha sido
mantido em segredo. No que respeita as equagoes quérticas, Cardano refere que foi
Ludovico Ferrari (1522-1565), com quem trabalhou, que inventou a regra para as

resolver, divididas em diferentes casos, num total de vinte.
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Na época as novas descobertas eram mantidas em segredo para serem lancadas
em forma de problemas aos seus rivais, numa espécie de duelos, e desta forma al-
cancarem fama e recompensas em dinheiro. Um destes duelos opos Tartaglia e Fior,
em que cada um langou trinta questoes para que o opositor as resolvesse. Tartaglia
conseguiu resolver as questoes propostas por Fior, mas o contrario nao aconteceu.
Fior, segundo Boyer, em [14], s6 conhecia as equagoes ciibicas do tipo z3 + pz = q,
mas Tartaglia ja sabia resolver equacoes do tipo 22 + pa? = q.

No final do século XVT a Europa ja dominava a resolucao das equacoes ctbicas e
quéarticas, descobertas marcantes na histéria da Matematica, que estimulou muitos
a trabalhar no desenvolvimento desta ciéncia.

Da nova gera¢ao fazem parte nomes como: os italianos Galileu Galilei (1564-
1642) e Boaventura Cavalieri (1598-1647); os ingleses Henry Briggs (1561-1639),
Thomas Harriot (1560-1621) e William Oughtred (1574-1660); os flamencos Simon
Stevin (1548-1620) e Albert Girard (1590-1633); da Escocia, John Napier; da Suiga,
Jobst Burgi (1552-1632); e Johann Kepler (1571-1630) da Alemanha. Mas, segundo
Boyer, em [14], a figura central foi Frangois Viéte e Katz acrescenta que foi “Um

dos primeiros homens de talento a exibir a nova algebra com clareza e simplicidade
(...)” (|37], p. 464).

FIGURA 21. Francois FiGURA 22. John Napier
Viéte (1540-1603), [48]. (1550-1617), [48|.

Viéte de facto contribuiu para importantes avancos da Mateméatica, em areas
como a Algebra e a Aritmeética, entre outras. Uma das mais notéaveis contribuicoes
foi a definicao de uma nova forma de simbolismo, manipulando tanto letras como
nimeros, tal como demonstra a afirmacao: “Os termos dados sao distinguidos das

incognitas por simbolos, gerais e facilmente reconheciveis, como designar grandezas
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desconhecidas pela letra A e as outras vogais E, [, O, Ue Y, e os termos dados pelas
letras B, G, D e as outras consoantes.” (Viete , [37|, p. 465).

A obra central de Viéte sobre teoria das equacoes encontra-se em Dois Tratados
sobre o Reconhecimento e Emenda de Equacoes. Aqui transforma vérios tipos de
equacoes em poucas formas canodnicas e depois mostra como as resolver, mas sempre
restringido a solugoes positivas. Segundo Aires, em [3], Viéte demonstra que se pode
passar de uma igualdade para outra através da divisao e multiplicacao, bastando
para isso dividir ou multiplicar ambos 0os membros de uma equacao pelo mesmo valor.
Cada termo de uma equagao passou a ser encarado como um objeto matematico que
pode ser adicionado, subtraido, multiplicado ou dividido.

Viéte percebia que havia relagoes entre as raizes e os coeficientes de uma equacao,
mas era “(...) prejudicado por sua recusa em aceitar coeficientes ou raizes negati-
vos.” ([14], p. 209). Foi Albert Girard, na sua obra Invention nouvelle en l’algébre
(1816), que admitindo raizes negativas e imaginarias, enunciou a rela¢ao entre raizes
e coeficientes no Teorema Fundamental da Algebra, cuja primeira demonstracio é

atribuida ao mateméatico alemao Johann Carl Friedrich Gauss.

TEOREMA 2.20. Teorema Fundamental da Algebra
“Para todo o polinémio f € Rx] de grau n, existe um corpo K, uma extensao de

R, tal que f tem exatamente n zeros (nao necessariamente distintos) em IK.” (|25],
p. 99).

O enunciado de Girard, equivalente ao precedente, diz “Qualquer equacao al-
gébrica (...) admite tantas solugoes como a denominagao da maior quantidade
indicada. E a primeira facao das solugoes é igual ao coeficiente da segunda maior
quantidade, a segunda facao delas é igual ao coeficiente da terceira maior quanti-
dade, (...), e por ai adiante, de forma a que a tdltima facdo é igual ao termo termo
constante — tudo isto de acordo com os sinais que podem ser notados na ordem
alternada.” ([37], p. 562).

Na Aritmética, Viéte desatacou-se pelo o uso de fracoes decimais e recomendou-
as em vez das fracoes sexagesimais. De facto, “Sexagesimais e miiltiplos de sessenta
devem ser pouco, ou nunca, usados, e milésimos e milhares, centésimos e centenas,
décimos e dezenas, e progressoes semelhantes ascendentes e descendentes, usadas
frequentemente ou exclusivamente.” (Viéte, [14], p. 207).

Mas quem mais insistiu no uso destas fragoes foi Simon Stevin, um engenheiro

de Bruges. Até ao Renascimento, os textos que faziam uma abordagem ao sistema
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posicional indo-arabe, referiam-se a niimeros inteiros, fragoes sexagesimais e outras
comuns, mas nunca a fra¢oes decimais, tal como é referido em [37]|. Rudolff j4 tinha
escrito fracoes decimais usando uma linha vertical para separar a parte inteira da
parte decimal, mas foi Stevin quem, através de uma das suas obras, De Thiende
(1585), explicou como trabalhar com fragoes decimais, divulgando-as.

Stevin afirmou que todas as operacoes com fragoes decimais eram possiveis, como
se de numeros inteiros se tratasse. Aos numeros inteiros chamava-lhes comeco e
atribuia-lhes o simbolo (0), a cada décima parte da unidade chamava primo e escrevia
o simbolo (D), a cada décima parte do primo chamava segundo, com o simbolo 2), e
assim sucessivamente. Desta forma, Stevin introduz o conceito de nimeros decimais
e descreve as quatro operacoes basicas e o calculo de raizes quadradas e ciibicas. Em
vez de escrever as expressoes decimais com um denominador, ele escrevia com os
simbolos referidos anteriormente, por cima ou depois de cada algarismo, indicando

desta forma a sua classe. Vejam-se os seguintes exemplos de aproximacao de 7.

EXEMPLO 2.21. Em [14] surge a aprozimacao 3,1416 de m na notagao de Stevin,

30)104@)13)6(D).

EXEMPLO 2.22. O nimero % escrito, por Stevin, na forma 40)3Q2)7(3)5(3),

que na notacao atual se escreve 0,4375.

Esta notac¢ao rapidamente caiu em desuso com John Napier (1550-1617), que
introduz na obra Descriptio (1616) a notacdo que hoje conhecemos (uma virgula ou
ponto a separar a parte inteira da parte decimal de um ntmero). Mas onde Na-
pier se destacou foi na invencao dos logaritmos, que resultaram da simplificacao de
complexas multiplicagoes e divisdes. Como descreve Boyer, em [14], para numa pro-
gressao geométrica de poténcias inteiras de um dado ntimero se manterem os termos
proximos, era necessario que esse niumero fosse muito proximo de 1. Napier decidiu
entdo utilizar o nimero 1 — 10~7 = 0,9999999 e, para evitar o trabalho com casas
decimais, multiplicou todas as poténcias por 107. Assim, se N = 107( — %)L,
entao L é o logaritmo de Napier do nimero N.

Henry Briggs (1561-1630), um professor de Oxford, reconheceu as vantagens em
utilizar os logaritmos mas considerou a base de Napier inconveniente. Em 1915 con-
vidou Napier para o visitar na Escocia, onde discutiram modificacoes ao método dos
logaritmos, como a mudanca para uma base decimal, e estabeleceram as seguintes
igualdades: log(1) =0 e log(10) = 1.
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Briggs continuou a trabalhar no calculo dos logaritmos em base decimal e, em
1617, apresentou a tabela de logaritmos dos nimeros de 1 a 1000, calculados até a
décima quarta casa decimal. Mais tarde, em Arithmetica logarithmica (1624), Briggs
completou o trabalho anterior dando os logaritmos dos ntimeros de 1 a 20 000 e de
90 000 a 100 000.

Durante o segundo ter¢o do século XVII, Boyer em [14], identifica René Descar-
tes e Pierre Fermat, como as principais figuras da época, mas também se refere a
Evangelista Torricelli (1608-1647), a Giles Persone de Soberval (1602-1675), a Gi-
rard Desargues (1591-1661) e a Blaise Pascal (1623-1662), nomes que marcaram um
dos periodos mais importantes da histéria da Matemaéatica. Daqui em diante a Mate-
mética passou a desenvolver-se, jA nao a custa das exigéncias econémicas, politicas

e sociais, mas sim devido & sua propria natureza.

FIGURA 23. René Descartes (1596-1650), [48].

A evolugao do calculo foi estimulada pela publicagao de La Géométrie (1637) de
Descartes. Esta obra faz uma unificacio da Algebra e da Geometria que, segundo
Struik, em [83], consistiu na criagdo da «Geometria Analiticay. Ainda de acordo
com esta referéncia, este ramo da Matematica desenvolveu-se sob a influéncia desta
obra, apesar de nao ter sido o linico texto a tratar este assunto. Saliente-se ainda que,
na referida obra, nao existem explicitamente «eixos cartesianosy, nao sao deduzidas
equacoes da reta e das secgoes conicas, para além do facto de grande parte do livro
consistir numa teoria de equagoes algébricas.

O método standard de dividir um polinémio original por z — « foi explicado pela
primeira vez, por Descartes, no terceiro livro de La Géométrie. O mesmo sucede

com a regra de como determinar o nimero de raizes positivas e de raizes negativas,
34



6. Europa

a que chamou raizes verdadeiras e falsas. Ainda no que as raizes diz respeito,
Descartes utiliza a expressao “pode ter”, pois apenas admite as raizes distintas e
também porque, pelo menos inicialmente, nao considera raizes imaginarias. Mostra
também como as equagoes podem ser construidas conhecendo as suas solucoes, como

se observa nos exemplos seguintes.

EXEMPLO 2.23. O produto, que resulta da multiplicagao membro a membro, das
equacoes * —2 =0 ex —3 = 0 é 2> — 52 + 6 = 0. Da multiplicacdo desta pelo

polinomio x — 4 = 0 resulta uma equacao de grau 3 com as solugoes 2,3 e 4.

EXEMPLO 2.24. Multiplicar, membro a membro, a equagdo x> —5x +6 = 0 pela

equagao x+5 =0 com solugao negativa (ou falsa), resulta numa equagao de grau 3.

Descartes concluiu ainda que um polinémio é sempre divisivel por um binémio
e, desta forma, consegue-se obter uma reducao de grau por fatorizacao, considerada
a primeira afirmacao do Teorema da Fatorizacao.

Segundo Boyer, em [14], a obra de Descartes pode ser caraterizada como a tra-
dugao de solugoes algébricas em linguagem geométrica, tendo em conta os titulos da
primeira e segunda seccoes da obra La Géométrie: “Como os calculos da aritmética
se relacionam com operacoes de geometria” e “Como a multiplicagdo, a divisao, e a
extracao de raizes quadradas sao efetuadas geometricamente”, respetivamente.

A notacao de Descartes ja se assemelha a que conhecemos hoje em dia pois foi
ele que, segundo Aires, em [3], sugeriu as primeiras letras do alfabeto (a, b, ¢) para
as quantidades fixas e as letras finais (x,y, z) para as incognitas. Consolidou ainda
os simbolos para indicar as operacoes aritméticas.

Rival de Descartes a nivel de capacidade matemaética, na opiniao de Boyer, em
[14], foi Fermat, um homem que se dedicou & Matematica por prazer ja que a sua
formacao foi em Direito. Pierre de Fermat, influente em diversas areas, destacou-se
na Teoria dos Numeros, pelo que Boyer, em [14], o considera seu fundador.

A Fermat atrairam-no os nimeros perfeitos e amigaveis, os ntimeros figurados, os
quadrados mégicos, as triades de Pitagoras, a divisibilidade, mas fundamentalmente
os nimeros primos. Um dos grandes desafios da época era a procura de formulas que
gerassem apenas nimeros primos e critérios para determinar se um dado nimero
era ou nao primo. Fermat enunciou a seguinte propriedade, cuja reciproca nao é
verdadeira, demonstrada mais tarde por Leonard Euler (1707-1783).
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TEOREMA 2.25. “Se p € primo e a é primo com p, a?~' — 1 € divisivel por p.”
(|14], p. 244).

FIGURA 24. Pierre de Fermat (1601-1665), [48|.

Provou alguns dos seus teoremas pelo método que denominou de “descida infi-
nita”, uma espécie de indugao ao contrario, tendo sido dos primeiros a utiliza-lo. Este
consiste em mostrar que uma propriedade ou relagao nao se verifica para nenhum
numero natural, provando que, se ela se verificar para um dado ntimero, serd tam-
bém valida para um menor, obtendo-se assim uma sucessao estritamente decrescente

de ntiimeros naturais, o que é impossivel.

EXEMPLO 2.26. Aplico 0o método da “descida infinita” a um familiar problema —
a prova de que /2 nao é racional.

Demonstracao: Suponhamos que /2 é um nimero racional, ou seja, /2 = T
2b—a s 40
a—b

numero racional de denominador menor que b e cujo quadrado € 2. Com efeito:

e Comoa=b0/2vema—b<b&a<2bs b/2<2beV2<2.

e FElevando ao quadrado a expressao 2;__;, simplificando e tendo em conta que

— 20—a\2 _ 6b2-4v2b> _
a= bﬂ’ vem (afb) T o3p2_2y/2n2 2

onde a e b sio inteiros positivos. Seque-se que a®> = 2b* e entdo V2 =

Obtemos assim uma sucessao estritamente decrescente de denominadores natu-

rais. Contradicao.

O referido método foi usado para provar que nenhum cubo é a soma de dois

cubos, isto é, ndo existem z, y e z € N, tais que 2> + y> = 23. Enunciou uma
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generalizacao desta propriedade que ficou conhecida como o ltimo ou o grande

Teorema de Fermat.

TEOREMA 2.27. Grande Teorema de Fermat

Nao existem x, y e z € N tais que 2" +y" = 2" sen € N € superior a 2.

Numa pequena anotagao, na margem de uma pagina da sua copia da obra Arith-
metica de Diofanto, Fermat refere que estava na posse da demonstracao desta conje-
tura, mas esta nunca foi encontrada. Apesar de surgirem provas de casos particulares
deste enunciado, da autoria de diversos mateméticos, haveria que esperar mais de
350 anos para se ter uma demonstracao. Esta, da autoria do mateméatico Andrew
Wiles, foi publicada em 1995, nos artigos [84] e [89] de um volume especial do

Annals of Mathematics.

FIGURA 25. Andrew Wiles (1953-), [48|.

Sucessor de Fermat, como entusiasta da Teoria dos Numeros, foi Carl Friedrich
Gauss, que afirmou, na sua obra Disquisitiones Arithmeticae, “O problema de dis-
tinguir niimeros primos de ntimeros compostos e de representar os tltimos nos seus
divisores primos é conhecido como um dos mais importantes e titeis em aritmética
(...). A dignidade da propria ciéncia parece exigir que todos os meios possiveis
sejam explorados para obter a solugao (desse) problema tao elegante e celebrado.”
(Gauss, [47], p. 73).

Em 1799, na sua tese de Doutoramento, Gauss apresentou a primeira demons-
tracdo do Teorema Fundamental da Algebra, tal como ja foi referido anteriormente.
Fez diversas demonstragoes, mas s6 na ultima supos que os coeficientes do polinémio

pudessem ser complexos.
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FIGURA 26. Carl Friedrich Gauss (1777-1855), [48].

Outro teorema a destacar, ja conhecido do tempo de Euclides mas demonstrado
por Gauss em Disquisitiones arithmeticae, foi o Teorema Fundamental da Aritmé-

tica, que se enuncia.

TEOREMA 2.28. Teorema Fundamental da Aritmética
Todo o numero natural maior que 1 pode ser escrito de uma e uwma s6 maneira

como produto de nimeros primos, com os fatores escritos por ordem nao decrescente.

Boyer refere-se a este teorema como “(...) um dos principios basicos que conti-
nuam a valer no dominio de integridade dos inteiros de Gauss.” ([14], p. 346). Os
chamados inteiros de Gauss sao nimeros na forma a + bi onde a e b sao ntimeros
inteiros, que formam um anel comutativo, com identidade 1 # 0, que nao possui
divisores de zero.

Ao contrario da Teoria dos Numeros, que estuda o conjunto discreto dos niimeros
naturais (trata de inteiros ou, mais genericamente, razoes de inteiros — nimeros
racionais), a Andlise, descrita por Boyer como o estudo de processos infinitos, trata
de grandezas continuas.

Estrada et al., em [27], destaca, na historia do Calculo Infinitesimal, a disputa
entre Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz acerca da prioridade da sua inven-
¢ao. Globalmente é considerado que cada um criou o seu calculo sem conhecer o
do outro, tendo sido Newton o primeiro a descobrir e Leibniz o primeiro a publicar
resultados. Estrada et al. ainda elege Leonard Euler como a figura dominante do
século XVIIT com a sua obra Introductio in Analysin Infinitorum (1748), onde o
conceito de funcao adquiriu o lugar central na Analise Matemética.
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FigurA 27. Isaac Newton FiGUrA 28. Gottfried
(1642-1727), [48|. Leibniz (1646-1716), [48|.

Newton e Leibniz deram origem a duas diferentes correntes, descritas em [27]:
a escola britanica, adepta de Newton e do seu método das fluxoes, e a escola conti-
nental, partidaria do célculo diferencial de Leibniz. Os ingleses Brook Taylor (1685-
1731) e Colin MacLaurin (1698-1746) trouxeram desenvolvimentos ao método das
fluxdes de Newton e, no continente europeu, Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann
Bernoulli (1667-1748) foram seguidores do célculo de Leibniz.

No século XVIII, prospero em novos resultados, foi quando se registou, segundo
[27], um rapido desenvolvimento das técnicas do Céalculo Infinitesimal. De facto, as
aplicagoes a estudos de fendmenos fisicos levaram ao aparecimento de novos ramos
da Matemética, como a teoria das Equacoes Diferenciais e a Geometria Diferencial.

Outros nomes que em [27] merecem referéncia sdo Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783), que pretendeu desenvolver o célculo a partir do conceito de limite, e
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), que apresentou uma concec¢ao do céalculo base-
ada no desenvolvimento das fun¢oes em séries de poténcias.

J& no século XIX, Boyer descreve o ano de 1872 como um ano de “festa” dadas
as contribuicoes feitas na aritmetizacao da Anélise. Estas culminaram com inves-
tigacoes de meio século sobre a natureza da funcao e do nimero. Este século ficou
marcado pela discussao profunda de conceitos tao importantes como, por exemplo,
os de funcao, de limite, de série convergente, de continuidade, de derivada e de
integral.
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Boyer, tendo em conta os artigos que Augustin Louis Cauchy (1789-1857) escre-
veu no Journal da Ecole Polytechnique e no Comptes Rendus da Académie, descreve-
0, em [14], como o fundador efetivo da Teoria de Fun¢oes. Com os seus trés livros
Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique (1821), Résumé des legons sur le calcul
infinitésimal (1823) e Legons sur le calcul differentiel (1829), Cauchy tornou fun-
damental o conceito de limite ja definido por d’Alembert. Mas a forma foi mais
precisa, definiu infinitésimo como uma variavel dependente e definiu a derivada de

y = f(x). Apresentam-se, de seguida, duas dessas defini¢oes.

DEFINIGAO 2.29. Limite
“Quando valores sucessivos atribuidos a uma varidvel se aprorimam indefinida-
mente de um valor fixro de modo a acabar diferindo dele tao pouco quanto se queira,

este dltimo chama-se o limite dos outros todos.” (Cauchy, [14], p. 355).

DEFINIGAO 2.30. Infinitésimo
“Diz-se que uma quantidade varidvel se torna infinitamente pequena quando o seu
7

valor numérico diminuiv indefinidamente de modo a convergir para o limite zero.’
(Cauchy, [14], p. 355).

O trabalho dos séculos XVIII e XIX, que ficou conhecido como aritmetizagao da
Anélise, culmina, segundo [27], com os trabalhos de Karl Weierstrass (1815-1897).
Este é considerado por Boyer, em [14], o mais importante analista em Berlim na
segunda metade do século XIX. Um artigo sobre fungoes abelianas trouxe-lhe noto-
riedade, o que o levou a tornar-se professor da Universidade de Berlim, exercendo
forte influéncia através das suas publicacoes, dos seus cursos e dos seus alunos. Wei-
erstrass procurou separar o Calculo da Geometria onde para isso seria necessario
dar uma definicao de ntmero.

A Ttalia, que entretanto tinha estagnado em novos desenvolvimentos da Mate-
maética, volta a surgir com o nome de Giuseppe Peano (1858-1932), hoje conhecido
devido aos axiomas de Peano. Peano procurou uma linguagem simples e ao mesmo
tempo rigorosa, que levou a introdugdo de simbolos tais como € (pertence a classe
de), |J (soma logica ou unido), [ (produto logico ou interse¢io) e D (contém),
tal como descrito em [14]. Em Arithmetics principianova methodo exposita (1889),

definiu os seguintes axiomas para os nimeros naturais.

(1) Zero é um ntumero.
(2) Se @ ¢ um nimero entao o sucessor de a, a + 1, ¢ também um nimero.
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(3) Zero nao é o sucessor de um nimero.
(4) Dois niimeros cujos sucessores sdo iguais sao eles proprios iguais.
(5) Se um conjunto S de niimeros contém o zero e também o sucessor de cada

numero de S, entao todo o nimero esta em S.

O ultimo axioma é o que denominamos hoje por Principio de Indugao Matema-
tica.
Aires, em [3], acrescenta ainda os seguintes axiomas, também formulados no

século XIX, mas sem identificar o seu autor.

(1) Para quaisquer m e n, m+mn =n+m e m X n = n x m (propriedade
comutativa da adi¢ao e multiplicacao).

(2) Para quaisquer m,n e k, k(m+n) = (km) + (kn) (propriedade distributiva
da multipicagao em relacao a adigao).

(3) Para cada m, m + 0 = m (existéncia de elemento neutro da adi¢ao).

(4) Para todos os n, existe um nimero k de tal modo que n+k = 0 (existéncia

de elemento simétrico).

Era fundamental para a Analise Matematica clarificar o conceito de ntmero.
Neste campo contribuiram Richard Dedekind e Georg Cantor, que conduziram a

criacao da Teoria dos Conjuntos.

FiGUurA 29. Richard De- FicuraA 30. Georg Cantor
dekind (1831-1916), [48]. (1845-1918), [48].

Dedekind, em 1858, quando comecou a dar aulas em Zurique deparou-se com o
facto de a Analise, ao se basear na Geometria, ter falta de rigor, pelo que deveria
ser desenvolvida apenas através da Aritmética. Observou, por exemplo, que teore-
mas fundamentais sobre limites poderiam ser provados rigorosamente sem recurso a
Geometria, afirma Boyer em [14].
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A semelhanca de Peano, Dedekind também investigou a construcao dos niimeros
naturais. No trabalho referido acima, Dedekind caracterizou os niimeros naturais,
como um conjunto de coisas ou “objetos do nosso pensamento” com a seguinte defini-
¢ao de conjunto: “Acontece muito frequentemente que diferentes coisas a, b, c,. .. por
alguma razao podem ser consideradas de um ponto de vista comum, podem ser as-
sociadas na mente, e dizemos que formam um conjunto S...Tal conjunto S como
um objeto do nosso pensamento é igualmente uma coisa; fica completamente deter-
minado quando relativamente a todas as coisas é possivel determinar se é elemento
de S ou nao.” (Dedekind, [37], p. 950).

Para além dos nimeros naturais, Dedekind apresenta a definicao do conjunto
dos nimeros reais, menos vasta que a anterior e descrita por Nogueira et al., em

[47], da seguinte forma:

DEFINIGAO 2.31. Um nimero real o é um corte de @, isto é, a € identificado

com um par (A, B) em que
A={teQ:2<ateB={teQ:L>a}.

E ainda “(...) define no conjunto dos niimeros reais uma relagdo < e extensoes
naturais das operacoes de adicao e produto, compativeis com as que existem nos
racionais.” ([47], p. 107).

No inicio do século XX, Bertrand Russell (1872-1970) “(...) notou que como
qualquer das duas classes A e B de Dedekind é univocamente determinada pela
outra, uma s6 basta para a determinagao de um nimero real.”; ou seja “(...) todo
o numero real nada mais é que um segmento do sistema dos ntimeros racionais.”
([14], p. 391).

Vejamos a diferenca dos dois pensamentos na definicao do ntmero irracional
v/2. Com Dedekind, no conjunto A pomos todos os niimeros racionais negativos e
positivos cujos quadrados sao inferiores a 2 e em B pomos todos os racionais positivos
cujos quadrados sao superiores ou iguais a 2. Esta particao de todos os nimeros
racionais define o nimero irracional v/2. Ja para Russell, v/2 pode ser definido
como um segmento ou subclasse do conjunto dos nimeros racionais formado por
todos os niimeros racionais positivos cujos quadrados sao menores que 2 e por todos
0s nimeros racionais negativos.

Cantor, segundo Nogueira et al., em [47], elogiou os argumentos de Dedekind

mas considerava ser pouco pratico utiliza-los e dai elaborou uma nova construcao
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dos reais, baseada em sucessoes de Cauchy. Cantor considerou que duas sucessoes de
Cauchy, (7,)nen € (Sn)nen de nimeros racionais, definem o mesmo real se a sucessao
das diferencas (r,, — s, )nen convergir para zero. Ele definiu o conjunto dos niimeros
reais como o menor conjunto que inclui Q e tal que toda a sucessao de Cauchy,
formada por racionais, é convergente, ou seja, R é o complementado de Q.
Dedekind e Cantor, que eram correspondentes e chegaram a conhecer-se pesso-
almente, deram outras notéaveis contribuicoes para a Matematica, como a definicao

de infinito.

DEFINIGAO 2.32. Infinito
“Diz-se que um sistema S € infinito quando € semelhante a uma parte propria
dele mesmo, caso contrdrio S é finito.” (Dedekind, [14], p. 392).

Segundo David Hilbert (1862-1943), “(...) a defini¢do de Dedekind e Weiers-
trass dos conceitos aritméticos fundamentais e o trabalho de Cantor levaram a uma
“aritmetizacao da Teoria das Fungoes”(...)” ([14], p. 423). Para Boyer, em [14],
uma nova perspetiva da Matematica como ciéncia surgiu com Hilbert, que veio dar
énfase a abstragao, aritmetizacao e desenvolvimento logico de conceitos e teorias
matematicas. De acordo com [3], o programa de Hilbert — uma abordagem mate-
maética essencialmente abstrata, formalista, reduzida a um nimero finito de axiomas
consistentes — era ambicioso. A ideia de Hilbert, para além de que a Matemaética era
isenta de contradicoes, era a de que para cada problema ha sempre uma solucao.

Mas a filosofia de Hilbert foi destronada por Kurt Godel (1906-1978), que em
1931 provou o Teorema da Incompletude. Neste, segundo Aires, [3], Godel mostra
que nenhum sistema axioméatico pode ser perfeito e que serd sempre incompleto, pois
haver& proposicoes que nao poderao ser provadas através dos axiomas. Tal teorema
teve implicagoes no pensamento cientifico da época. Alan Turing, inspirado na
nocao de incompletude de Godel e num problema de Hilbert — problema de decisao
—lancado em 1900 num congresso em Paris, dedica-se a constru¢ao de uma méaquina
de computacao logica. Esta maquina, que ficou conhecida por maquina de Turing,
tinha como objetivo saber se através de um algoritmo seria possivel provar, de
uma forma matematica e sistematizada, a veracidade ou a falsidade de uma dada
proposigao, tal como descreve Aires, em [3]|. No artigo On computable numbers, with
an application to the Entscheidungsproblem, publicado em 1936, Turing conclui que

tal algoritmo nao existe.
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FIGURA 31. Alan Turing (1912-1954), num selo comemorativo, [48].

A criagao da maquina de Turing foi o primeiro passo para a evolucao dos com-
putadores, progresso que em poucas décadas trouxe até noés as novas tecnologias que
hoje conhecemos e das quais tanto dependemos. Tratou-se de uma evolugao muito
rapida quando comparada com tantos acontecimentos aqui descritos, alguns deles
levando séculos a produzir resultados.

Também nao se pode deixar de referir a utilizacao dos computadores na demons-
tracao de resultados, nomeadamente o Teorema das Quatro Cores. A prova deste
nao foi aceite por todos, esperando-se uma demonstracao “classica”. A mesma con-
testacao surge com as chamadas demonstracoes visuais, como a, assim classificada
por alguns, de Stanley Tennenbaum. Nesta, apresentada por John Conway em [18],
demonstra-se a irracionalidade de /2.

Conway, em [18], refere-se as demonstragoes como algo que resulta de questoes
que se colocam ao Ser Humano. D& como exemplo a questdao “(...) a Terra é
redonda ou plana.” ([18], p. 36). Constata que este tipo de questoes nao surgem
numa mesa redonda, a debater o tema, mas sim, neste caso particular, de alguém
a quem, apos observacao da posicao das estrelas, lhe parece haver uma rotacao da
Terra. Da mesma forma, o Homem também se questionou se a medida dos lados do
quadrado estava relacionada com a sua diagonal. Ao aprofundar o tema, para que

se tratasse de uma realidade, nao poderia lidar apenas com ntimeros racionais.

EXEMPLO 2.33. Seguindo 18], suponha-se que V2 é um nimero racional. Desta

forma, \/2 pode escrever-se na forma

V2 = 2 com m,n € N e m o menor possivel.

44



6. Europa

Entao 2n® = m? e, geometricamente, tem-se que a soma das dreas de dois quadrados
de lado igual a n € iqual a drea de um quadrado de lado igual a m. Considerem-

se entao dois quadrados de lado igual a n e um quadrado de lado igual a m, onde

Se a soma das dreas dos dois quadrados de lado igual a n € igual a drea do qua-

n<m.

drado de lado igual a m, entdo o quadrado branco (de lado igual a m) é preenchido
duas vezes pelo quadrado vermelho (de lado igual a n). Sobre o quadrado branco
coloquem-se o0s dois quadrados vermelhos como se seque, intersetando-se estes na

zona identificada a azul.

2n —m

m—n
Como, por hipotese, a drea do quadrado branco € igual a soma das dreas dos qua-
drados vermelhos, entao a zona resultante a branco terd drea igual a drea azul.
Algebricamente, tem-se:

(2n —m)* =2(m —n)* &

& 4n? —dnm +m? = 2(m? — 2mn +n?) &

& 2% =m?.
Mas 2n —m < m. De facto, se 2n—m > m entao n > m, o que € uma contradicao.
Construiu-se assim um quadrado (azul) de lado inferior a m tal que (2n — m)? =
2(m—n)%. Mas m é o menor natural que satisfaz a condi¢io 2n* = m?, chegando-se

a uma contradicdo com a minimalidade de m. Logo, v/2 ndo é um nimero racional.

45



CAPITULO 2. Os Numeros e as Operacdes ao longo dos Tempos

Mas a evolugao da Matemaética continua nas mais diversas areas, havendo pro-
blemas em aberto mais ou menos recentes. Um deles é a conjetura de Riemann que
se insere na Teoria dos Nimeros, area conhecida por gerar problemas de enunciado

simples mas de dificil resolucao. A referida hipotese enuncia que os zeros nao triviais
1

29
onde z € C. Assumindo a validade de uma generalizacao da conjetura para L-

da fungao zeta de Riemann pertencem a chamada reta critica dada por Re(z) =

fungoes de Dirichlet, nomeadamente em 70|, foram deduzidas consequéncias, entre

elas uma que providencia um teste rapido de primalidade. O futuro o diréa.
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O Tema Numeros e Operagoes no 3.° Ciclo do Ensino Basico

Num momento em que se acabou de generalizar, a todos os anos de escolaridade
do Ensino Basico, um novo programa de Matematica, importa dar um contributo
para responder as principais preocupacoes de um professor perante esse facto. Nome-
adamente, saber o que muda e compreender essas mudancas, no sentido de perceber
as suas implicacoes na aprendizagem dos alunos.

Neste contexto torna-se relevante, em primeiro lugar, fazer um breve percurso
historico, desde meados do século XX, sobre a estrutura curricular do Ensino Basico
em Portugal e focar os momentos decisivos na mudanca do ensino da Matematica. De
facto, a par das mudancas verificadas na sociedade, as politicas educativas foram-se
ajustando e implicando diferentes finalidades no ensino. No que respeita ao ensino da
Matematica, retrocederei até ao pensamento pedagogico de Bento de Jesus Caraca,
passando pela reforma curricular levada a cabo por José Sebastiao e Silva. Ambos
marcaram as finalidades do ensino da Matematica, o primeiro, através dos seus
discursos contributivos e, o segundo, pelas mudancas que implementou.

Mais tarde, na década de 80, foram levadas a cabo diversas iniciativas moti-
vadas pelo insucesso na disciplina de Matemaética, incumprimento dos programas
e pela investigacao que decorria a nivel internacional, nomeadamente pelo NCTM.
Este movimento veio desencadear um conjunto de questoes que se ligavam tanto
ao ensino como & aprendizagem da Matemaética, discutidas no seio da Sociedade
Portuguesa de Matematica (SPM) e da Associagdo de Professores de Matemética
(APM). Foram publicados novos programas da disciplina no inicio dos anos 90, que
vieram a corresponder a maioria das expetativas da altura, com mudancas positivas
que destacarei neste capitulo.

Em 2006, com o principal objetivo de melhorar o ensino da Matematica, o Minis-
tério da Educacao definiu um plano de acao para a referida disciplina, tendo como
uma das linhas de acao a de proceder ao reajustamento do programa para a Mate-
matica em todo o Ensino Bésico. Neste sentido, em 2007 ¢ homologado o PMEB,

que no ano letivo 2012/2013 foi generalizado a todos os anos de escolaridade.
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E sobre o programa de 2007 que versara a segunda parte deste capitulo, numa

tentativa de contribuir para a sua interpretacao e concretizacao em sala de aula.
Importa, em primeiro lugar, compreender como se encontra organizado e, em se-
gundo lugar, conhecer as finalidades e os objetivos que devem orientar o ensino da
Matematica em todos os ciclos do Ensino Bésico. Referem-se ainda o ponto de vista
de Kilpatrick, especialista internacional em curriculo de Matemaética, e os pareceres
da APM e da SPM.

Tratando-se de um documento que promove novas praticas de ensino e aprendi-
zagem, sera feita uma referéncia as orientagoes metodologicas gerais do programa, o
que inovam em relacao as anteriores e serao analisados outros documentos que com-
plementam o programa, em particular as Metas Curriculares. Depois de abordados
estes aspetos, a fase seguinte serd a de conhecer cada um dos temas matematicos e
capacidades transversais do PMEB. Neste sentido serd aprofundado o tema Nume-
ros e Operacoes no 3.° Ciclo, onde incidirao as tarefas aplicadas em contexto de sala
de aula e apresentadas num outro momento deste trabalho.

A ordem pela qual os temas sao abordados pode variar entre dois percursos des-
critos nos Percursos Tematicos de Aprendizagem, um documento paralelo ao PMEB
e indissociavel deste. Aqui é indicado que “O facto de um tépico, subtopico ou obje-
tivo de aprendizagem estar presente num dado ano, nao significa que ele nao possa
ser abordado em anos anteriores, através de situacoes que preparam o caminho para
a sua posterior aprendizagem.” ([22], p. 1). Apesar da forma como o PMEB se
encontra organizado ser facilitador do entendimento de cada tema ao longo dos trés
ciclos, os Percursos Temaéticos de Aprendizagem reforcam a importancia da articu-
lacao entre ciclos, que ficara enriquecida através da colaboracao entre os professores
dos diferentes ciclos, na medida em que permite decidir o percurso tematico a seguir
e conhecer, em profundidade, como cada tema foi abordado e que consequéncias se
retiraram dai. Em particular, o tema Niumeros e Operagoes, presente em todos os
ciclos, “(...) tem por base trés ideias fundamentais: promover a compreensao dos
nimeros e operacoes, desenvolver o sentido de numero e desenvolver a fluéncia no
calculo.” (|23], p. 7). Em comparagao com o programa de 1991, “(...) enfatiza-se o
desenvolvimento do sentido de niimero e perspetiva-se o trabalho com as operacoes
aritméticas e os seus algoritmos de modo bastante diferente.” ([61], p. 3). A resolu-
cao de problemas, sobre a qual versa a tltima seccao, para além de uma capacidade

transversal do PMEB, é também uma das abordagens ao tema Numeros e Operagoes
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sugerida nas indicagoes metodoldgicas. No entanto, esta pode transformar-se numa
atividade rotineira se nao se tiver em conta todo o tipo de tarefas que podem ser
propostas neste ambito, e as quais o PMEB também faz referéncia. Para além de
problemas, sao indicados exercicios, exploragoes e investigacoes. Esta catalogacao é
clarificada por Ponte, em [55], segundo o grau de abertura e dificuldade. As varias
abordagens e a diversidade de situacoes que o professor pode propor proporcionarao

atividades desafiantes e enriquecedoras para os alunos.

1. Percurso Histérico dos Programas de Matematica

As mudancas vao marcando a sociedade e, a par disso, as politicas educativas
e o modo como se encaram as finalidades do ensino, em particular da disciplina de
Matematica. O ensino em Portugal tem sofrido diversas reformas, motivadas por
resultados insatisfatorios, movimentos internacionais e mudancas nas finalidades a
que se propoe.

Referindo-se anos 40 e 50, Ponte, em [52|, caracteriza o ensino da Matemética
como sendo de memorizacao, com énfase nos processos de mecanizacao e calculo,
sem promover o espirito critico. Os alunos tinham de saber demonstracoes de cor e
resolver repetitivamente extensas listas de exercicios. Este tipo de ensino nao teve
resultados satisfatorios, sendo a disciplina de Matematica a que obtinha os piores,
com o0 maior nimero de negativas.

A referida metodologia foi criticada por Bento de Jesus Caraca que segundo
Ponte, em [52], deixou importantes reflexdes sobre o ensino da Matemética. De
facto, Caraca (Fig. 1) rejeitava tanto a concecao da Matemaética desligada da re-
alidade quotidiana, como as posturas idealistas que atribuiam a Mateméatica uma
origem puramente racional. Esta posicdo fica patente nas seguintes afirmacoes: “E
claro que existem na Matematica, como alids em qualquer outro ramo da Ciéncia,
«problemas propriosy», nascidos exclusivamente dela e s6 acessiveis aos seus especia-
listas. Mas nao é menos verdade que, considerada a Matematica como um todo em
evolucao, lhe desaparece inteiramente o carater de dominio fechado e bastando-se
a si proprio e, pelo contrario, se descortinam bem claramente as ligacoes aquele
conjunto comum de preocupagoes, problemas e realizacoes que determinam, em tl-
tima anélise, a marcha do pensamento e da civiliza¢do.” (Caraca, [16], p. 293); “A
Ciéncia pode ser encarada sob dois aspetos diferentes. Ou se olha para ela tal como

vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada, e o aspeto é o de um todo
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harmonioso, onde os capitulos se encadeiam em ordem, sem contradi¢oes. Ou se
procura acompanha-la no seu desenvolvimento progressivo, assistir & maneira como
foi sendo elaborada, e o aspeto é totalmente diferente — descobrem-se hesitagoes,
davidas, contradicoes, que s6 um longo trabalho de reflexdao e apuramento consegue
eliminar, para que surjam outras hesitacoes, outras davidas, outras contradicoes.
(...) A Ciéncia (...) aparece-nos como um organismo vivo, impregnado de con-
dicao humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e subordinado as grandes
necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela libertacao; aparece-
nos, enfim, como um grande capitulo da vida humana social.”, (Caraca, [15], p.
XTIT).

FIGURA 1. Bento de Jesus Caraga (1901-1948), [69].

No inicio dos anos 60, apesar do regime salazarista que vigorava na época, de
carater conservador, havia alguns elementos com uma visao industrializadora que
possibilitaram alteracoes no sistema educativo. De entre as mesmas, destacam-se
o alargamento da escolaridade obrigatoria e a instituicao da coeducagao. No que
respeita a Matemaética, inicia-se uma reforma curricular com alteragao dos conteii-
dos, uma nova abordagem e ainda uma nova linguagem. Esta mudanca deveu-se ao
movimento internacional da Matematica Moderna, que tinha interesse em ensinar
Matematica pura para fazer dos alunos bons matematicos, com uma sélida prepara-
¢ao para o ensino superior, como descrito em [33]. Em Portugal, foi José Sebastido

e Silva (Fig. 2) que esteve a frente da referida reforma curricular.
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FIGURA 2. José Sebastido e Silva (1914-1972), [68|.

Saliente-se que o movimento foi alavancado por Nicolas Bourbaki, pseudénimo
para um grupo de matematicos fundado em 1934 (Fig. 3), que escreveu uma série de
livros que expunham a Matematica Avancada Moderna. Na sua maioria franceses,
de acordo com Aczel em [2], Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Delsarte, Jean
Dieudonné, René de Possel e André Weil foram os fundadores do grupo cujo primeiro

encontro decorreu no ano de 1934 em Paris.

F1GURA 3. Grupo de mateméticos no congresso Bourbaki em 1938.
Da esquerda para a direita, Simone Weil (a acompanhar Andre), Char-
les Pison, Andre Weil (atrés), Jean Dieudonne (sentado), Claude Cha-

bauty, Charles Ehresmann e Jean Delsarte.

O trabalho de unificacao dos conhecimentos matemaéticos, desenvolvido por gru-
pos de matematicos, foi fundamental para o esforco conceptual da mencionada re-
forma curricular. Assim, a caracteristica distintiva do novo curriculo é a refor-
mulacao dos contetidos habituais da Matematica Escolar em termos da Teoria de

Conjuntos. De facto, segundo Bourbaki, podia construir-se toda a Matemética a
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partir do inicio, constituido pelas no¢oes elementares e intuitivas de conjuntos e de
operagoes (unides e interse¢oes) entre os mesmos. Deste modo, este foi o topico
tratado no primeiro livro (Fig. 4) da autoria de Bourbaki, no qual surge a notagao
universal atual, inventada por André Weil, para conjunto vazio: (), uma letra do

alfabeto noruegées que Weil conhecia das suas viagens.
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FIGURA 4. Capas de obras da autoria de Bourbaki, entre as quais

Théorie des ensembles, [42].

Contrariando a visao muito formalista e pura do ensino da Matematica noutros
paises, seguidores também do movimento da Matemética Moderna, Sebastiao e Silva
“Via a Matematica nao como um conjunto de técnicas a dominar mas como um
meio de conseguir a formagao integral de um cidadao.” (Sebastiao e Silva, [77]).
Ele preocupava-se com os métodos de ensino, e salientou que “A modernizacao do
ensino da Matematica terd de ser feita nao s6 quanto a programas, mas também
quanto a métodos de ensino. O professor deve abandonar, tanto quanto possivel,
o método expositivo tradicional, (...), e procurar, pelo contrario, seguir o método
ativo, estabelecendo didlogo com os alunos e estimulando a imaginacao destes, de
modo a conduzi-los, sempre que possivel, & redescoberta.” (Sebastido e Silva, [77]).

A introducao em Portugal das Matematicas Modernas deu-se lentamente, através
de experiéncias pedagogicas em turmas piloto que se prolongaram por muito tempo,
dada a falta de decisao em alterar os programas. Segundo Matos e Valente, em
[86], provavelmente através do Ministro Galvao Teles (1917-2010), com o Decreto-lei
n.° 47.587 de 10/03/1967, foi possivel a realizagao dessas experiéncias pedagogicas.
Estas implicaram uma inovacao educativa, com a aprovacao de novos métodos de
ensino e manuais produzidos sob a coordenacao de Sebastiao e Silva. Mostrando
a sua preocupacio com a importancia das aplicacoes da Matematica, dizia que “E
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preciso combater o excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por destruir o
que pode haver de mais nobre e vital no ensino.” e que “O professor de matemaética
deve ser, primeiro que tudo, um professor de matematizagao, isto é, deve habituar
o aluno a reduzir situagoes concretas a modelos mateméaticos e, vice-versa, aplicar
os esquemas logicos da matemaética a problemas concretos.” (José Sebastiao e Silva,
77]).

O movimento da Matematica Moderna trouxe muitas mudancas no ensino da
Matematica, mas o seu principal proposito, o de melhorar as aprendizagens para o
acesso ao ensino superior, nao foi conseguido. No inicio dos anos 70 foram elaborados
novos programas também a luz do mesmo movimento, mas onde desapareceram
as aplicagoes da Matematica e a promocao do espirito critico. Com todas estas
mudancas, os resultados dos alunos continuaram a ficar aquém do desejado, o que
veio trazer preocupagao, proporcionando momentos de discussao.

O sistema educativo, segundo Valente e Matos em [86], tinha diversos sub-
sistemas, todos eles “experimentais”. Em diferentes niveis de ensino havia uns com
aulas de Matematica Moderna, outros com Mateméatica Classica e ainda outros na
transicao. Ao mesmo tempo, noutros paises comecava-se a questionar esta reforma.
Matos e Valente, em [86|, destacam o inicio tardio das aulas de Matematica em
muitas escolas do pais e o consequente incumprimento dos programas. Em 1977,
para minorar esta situagao sao publicados novos programas onde se incluiam Pro-
gramas Minimos, uma lista de topicos que todas as escolas deveriam abordar. Os
incumprimentos sucessivos dos programas continuaram, ao longo da década de 80,
a provocar alteragoes aos programas.

A grande rutura com o movimento da Mateméatica Moderna inicia-se com a
reativacao da SPM, com o primeiro congresso em 1980 e, em 1986, com a criagao
da APM. Um dos momentos marcantes nesta mudanga foi, segundo Ponte, em [52],
o Seminario de Vila Nova de Milfontes em 1988, organizado pela APM, onde foram
discutidas as normas do NCTM. Ponte salienta as trés propostas que resultaram

deste seminério:

(1) “valorizar objetivos curriculares referentes a capacidades (resolugao de pro-
blemas e raciocinio matemético) e atitudes positivas em relacao a Matemé-
tica;

(2) dar prioridade, na sala de aula, a tarefas ricas e desafiantes, envolvendo

resolucao de problemas, exploracoes matemaéticas, raciocinio e comunicacao;
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(3) encarar o programa e os manuais como instrumentos de trabalho e nao como

prescrigoes a seguir cegamente.” ([52], p. 8).

Este momento de discussao foi considerado como uma “(...) das mais impor-
tantes realizagbes até hoje, sobre a Renovagao do curriculo de Matemdtica (...)."
(33], p. 7).

Em 1989 sao publicados em Diério da Republica os Novos Planos Curriculares
do Ensino Basico e Secundario (Decreto-Lei n.° 286/89, 29 de agosto), que a Lei de
Bases do Sistema Educativo (Lei n.° 46/86) previa no n.° 1 do artigo 59. Em 1990,
para o 1.° ciclo, e em 1991, para os 2.° e 3.° Ciclos, sao aprovados novos programas
para a disciplina de Matemaética. Nestes programas, cuja referéncia doravante se
cingird a 1991, a resolucao de problemas, a exploracao e a experimentagao assumem
destaque e, admite-se, com certas e devidas limitacoes, o uso das novas tecnologias.
E notoéria a preocupacio que houve em incluir as ideias e perspetivas que resultaram
em forma de propostas, acima descritas, do Seminario de Vila Nova de Milfontes.

A renovacao dos programas era tao desejada como fica patente num editorial da
revista Fduca¢ao Matemdtica (Fig. 5), que comega com a frase: “Finalmente, os

programas antigos vao acabar!”.

Educacio $Matemdtica

A Reforma Curricular em Matemitic

que programas, que mudangas?

Revista da Associagio de Professores de Matemitica

FIGURA 5. Capa da revista Educag¢io e Matemdtica, n.° 19/20 (1991), [6].

Na época, a APM considerou que eram “(...) programas mais interessantes e mo-
tivadores” e que “Valorizam o papel ativo do aluno no decorrer da sua aprendizagem
e propoe metodologias de trabalho diferentes, mais envolventes e mais desafiantes.”
(APM, [8]).

Segundo Ponte, em [52], estes programas trouxeram um grande progresso compa-
rativamente ao que havia até entdo, mas “(...) muitas das orientagdes curriculares
nao tém expressao efetiva no dia a dia escolar.” ([52], p. 19). O método expositivo

e a realizacao exaustiva de exercicios eram uma préatica comum, refletida nos maus
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resultados dos alunos em “(...) tarefas de ordem mais complexa, que exigem algum
raciocinio, flexibilidade e espirito critico.” (|52], p. 19). Esta constatacao pode estar
relacionada com o processo dificil e moroso, por parte dos professores, de apropria-
cao de novas orientagoes curriculares, nomeadamente as de natureza metodologica,

e a sua concretizacao em sala de aula.

EXEMPLO 3.1. Considere-se a questao 6 do estudo PISA 2000, no qual o indice
de sucesso dos estudantes portugueses foi de 0,59.

“Um lavrador planta macieiras num padrao quadrangular. A fim de proteger as
arvores do vento, planta coniferas a volta do pomar. FEsta situacao estd ilustrada no
diagrama abaizo representado, no qual se pode ver a disposi¢cao das macieiras e das
coniferas para um nimero qualquer (n) de filas de macieiras:” (|67], p. 25).

X = conifera
® = macieira

X X X
XeX
X XX

XXX XX XXXXXXX XXXXXXXXX

Xe oX Xe o oX Xe o o oX

X X X X X X

Xe @&X Xe © oX Xe o o o X

XXXXX X X X X

Xe o oX Xe o o X

XX XX XXX X X

Xe e o e X

XXXXXXXXX

FIGURA 6. Esquema da disposicao das macieiras paran =1, n = 2,
n=3en=4,|67|.

Complete a tabela

Numero de macieiras | Numero de coniferas
1 8
4

(WM |= T

FIGURA 7. Tabela para preenchimento, [67].

Ainda segundo Ponte, nao houve instrumentos diretos para avaliar estes progra-
mas no que respeita aos resultados dos alunos. Esta avaliacao acabou por ser feita
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de forma indireta através de estudos internacionais, como o Programme for Interna-
tional Student Assessment (PISA), que indicaram “(...) deficiéncias significativas
nas aprendizagens dos alunos portugueses.” ([52], p. 9).

Uma critica feita aos programas de 1991 por parte de Ponte, em [52], é a falta de
uma verdadeira definicao no que respeita as finalidades do ensino da Matematica.
“Associada a esta indefinicao, surge alguma ambiguidade quanto as expectativas que
devem existir em relagao a aprendizagem dos alunos, sobretudo no ensino basico e
sobretudo no 3.° ciclo.” ([52], p. 21). Esta indefini¢ao veio a ser corrigida em 2001
pelo CNEB, revogado pelo Despacho n.° 17169/2011, que veio definir um conjunto
de competéncias essenciais para o Ensino Basico, tanto de carater geral como es-
pecificas, para cada uma das areas disciplinares ou disciplinas, com modificagoes
significativas, em particular nas finalidades e objetivos de aprendizagem.

No que respeita a Matemética, o CNEB descreve-a como “(...) um patrimonio
cultural da humanidade e um modo de pensar.” ([21]. p. 57). Salienta-se ainda que
“Ser matematicamente competente envolve hoje, de forma integrada, um conjunto
de atitudes, de capacidades e de conhecimentos relativos & Matematica.” ([21], p.
57), reforgando a utilizagdo da Matematica para resolver problemas, para raciocinar
e para comunicar. O CNEB introduziu modifica¢oes curriculares importantes, valo-
rizando a nocao de competéncia matematica e também a forma como apresenta os
temas mateméticos a abordar. Este documento desenvolve as competéncias mate-
méticas em quatro grandes dominios: Numeros e Calculo; Geometria; Estatistica e
Probabilidades; Algebra e Funcoes.

Em 2006, o Ministério da Educagao definiu um Plano de Ac¢ao para a Matemé-
tica, tendo como uma das acoes a de proceder ao reajustamento e as especificagoes
programaticas para a Matematica em todo o Ensino Bésico. Uma medida a tomar
para a concretizacao desta acao foi a elaboragao de novos Programas de Matematica
para os trés ciclos do Ensino Basico, que culminou com a homologacao, em dezembro

de 2007, do Programa de Matematica do Ensino Bésico.

2. Novo Programa de Matematica do Ensino Basico

O novo programa constitui um reajustamento do Programa de Matematica para

o Ensino Bésico do inicio dos anos noventa, o que nao invalidou a introducao de

significativas mudancas. Encontra-se disponivel na pagina da internet da Direcao-

Geral da Educagao, em [24|, na forma de documento tnico, ao qual se associam
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diversos materiais de apoio. A elaboragao do mesmo esteve a cargo de uma equipa
proveniente de todos os niveis de ensino, perspetivando desde logo a articulagao

entre os trés ciclos.

F1GURA 8. Capa do Programa de Matematica do Ensino Bésico de 2007.

Pode-se considerar uma divisao do documento em duas partes: indicacoes pro-
gramaticas globais, comuns aos trés ciclos, e indicagoes programaticas por ciclo.
Na primeira destacam-se a definicao das finalidades e dos objetivos gerais para o
ensino da Matematica, que fixam as principais metas para esse ensino, os temas

matematicos e as capacidades transversais.

Temas Matematicos Capacidades Transversais
Niameros e operagoes Resolucao de problemas
Geometria (e Medida) Raciocinio matemaético
Algebra (2.° e 3.° ciclos) Comunicagao matematica
Organizacao e tratamento de dados

TABELA 1. Temas Matematicos e Capacidades Transversais, [23].

Na segunda, para cada tema, os ciclos encontram-se organizados da seguinte

forma:

e Introdugao: Introdugao ao tema (1.° ciclo) ou articulagao com o ciclo ante-
rior (2.° e 3.° Ciclos);
e Proposito principal de ensino: Orientacao principal do tema;
e Objetivos gerais de aprendizagem;
e Indicagoes metodologicas: Abordagem, Tarefas e recursos, e Conceitos es-
pecificos;
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e Topicos, objetivos especificos e notas.

No final do documento encontram-se cinco quadros tematicos, correspondentes
aos quatro temas e as capacidades transversais, a bibliografia e o recursos, com
referéncias para aprofundamento dos temas, orientacoes do programa e materiais,
tais como software e jogos.

O novo programa, tratando-se como ja referido de um reajustamento do anterior,
tomou este e 0 CNEB como ponto de partida. Das mudancas introduzidas destaca-se
a formulacao das finalidades e dos objetivos do ensino da Mateméatica. As finali-
dades e os objetivos gerais do novo programa, mais claros e especificos, pretendem
promover a articulacao entre ciclos e estabelecer a ligacao com o CNEB, nomeada-
mente através da valorizacao dos aspetos ligados a apreciacao da Matematica, as
conexoes dentro e fora dela e ao desenvolvimento da autonomia dos alunos.

O atual PMEB enuncia duas finalidades fundamentais para o ensino da Mate-
méatica: “a) Promover a aquisi¢io de informagao, conhecimento e experiéncia em
Matematica e o desenvolvimento da capacidade da sua integragao e mobilizacao em
contextos diversificados. (...) b) Desenvolver atitudes positivas face & Matemética
e a capacidade de apreciar esta ciéncia.” ([23], p. 3), associadas a um conjunto de
nove objetivos gerais.

A primeira finalidade inclui a compreensao dos conceitos, relagoes, métodos e
procedimentos matematicos, e a capacidade de os utilizar na analise, interpretacao
e resolucao de situacoes em contextos matematicos e nao matematicos; capacidade
de analisar informagcao e de resolver e formular problemas, incluindo os que envolvem
processos de modelacao matematica, a capacidade de abstracao e de generalizagao
e de compreender e elaborar argumentagoes matemaéticas e raciocinios logicos e a
capacidade de comunicar em Matematica. Da segunda finalidade fazem parte a
autoconfianca, a autonomia, o a-vontade e a seguranca, o interesse pela Matematica
e a compreensao desta ciéncia como elemento da cultura, incluindo aspetos da sua
historia.

As finalidades enunciadas associa-se um conjunto de objetivos gerais que contem-
plam, no seu conjunto, o desenvolvimento de conhecimentos, capacidades e atitudes.
Mas, diferentemente dos programas de 1991, nao sao apresentados em categorias
separadas associadas a estes trés dominios, permitindo deste modo uma visao inte-
gradora. Os objetivos gerais, que pretendem clarificar o significado e o alcance das

finalidades enunciadas, constituem igualmente metas de aprendizagem que o ensino
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da Matematica deve visar e encontram-se formulados em termos de resultados es-
perados por parte dos alunos. Os objetivos estao interligados entre si e sem uma
relacao de ordem pois, se o conhecimento de fatos basicos ¢ uma condicao para a
compreensao da Matematica, também a compreensao da Matematica contribui para
o conhecimento dos fatos basicos.

No que respeita as orientacoes metodologicas gerais do PMEB, estas revelam-
se inovadoras no que toca as praticas dos professores, muito embora venha “(...)
dar legitimidade as praticas profissionais de muitos professores que ja valorizam
os aspetos que este documento sublinha.” ([60], p. 100). Os alunos passam a
ter um papel mais ativo em detrimento do papel central do professor, devendo ser
eles o elemento central, construindo o seu conhecimento através de acao, reflexao
e consolidacao da informacao. O PMEB sugere tarefas que incluem situacgoes do
quotidiano e de outras areas do saber, nao obrigatoriamente em contextos matema-
ticos. Desta forma, Ponte, em [60], sugere que a aula deva ser dividida em quatro
momentos: apresentagio clara da tarefa; trabalho autonomo na tarefa (em pares ou
em pequenos grupos); apresentacao do trabalho dos alunos, promovendo a discussao
e a argumentacao dos resultados obtidos; por tultimo, sintese das principais ideias
aprendidas (preferencialmente, pelo professor e pelos alunos em conjunto).

A comunicag¢ao matematica passa a ter um papel com maior destaque pois, no
momento referido anteriormente, “(...) o professor deve dar atengio aos raciocinios
dos alunos, valorizando-os, procurando que eles os explicitem com clareza, que ana-
lisem e reajam aos raciocinios dos colegas. (...) Através da discussdo oral na aula,
os alunos confrontam as suas estratégias de resolucao de problemas e identificam os
raciocinios produzidos pelos seus colegas.” (|23], p. 9). Em suma, a resolucdo de
problemas, o raciocinio matemaético e a comunicacao matemaética, para além de ob-
jetivos de aprendizagem, constituem assim orientacoes metodologicas importantes
para o professor estruturar as atividades a desenvolver na aula.

Kilpatrick, em [38], considera que a apresentagao pormenorizada das orienta¢oes
metodologicas gerais, para além da gestao curricular e da avaliacao, é significativa
e constitui uma boa ajuda para os professores porem estas novas ideias em pratica.
O PMEB esta alinhado com o que vai acontecendo noutros paises no que toca a
aquisicao e utilizacao do conhecimento matematico, ao desenvolvimento de atitudes
positivas em relacao & Mateméatica bem como a sua valorizagao. Segundo o mesmo

autor, os objetivos gerais e os seus topicos vao também ao encontro das normas
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e diretivas internacionais para o curriculo de Matematica. Kilpatrick foca que é
importante que estes objetivos sejam abordados em simultaneo uma vez que se
relacionam e se reforcam mutuamente.

A organizacao por ciclos na segunda parte do programa, abdicando da estrutura
anual, acarreta, segundo Kilpatrick, em [38], confusdo no que respeita a altura em
que certo topico deve ser ensinado, mas cuja organizagao melhora o ensino. A APM,
em [7], por sua vez, considera que o programa na forma de documento tnico para
os trés ciclos permite uma visao global e, consequentemente, promove uma melhor
articulacao entre o trabalho dos professores dos trés ciclos. Em cada um destes, ha
uma divisao em quatro temas, o que nao significa que tenham o mesmo peso em
cada ciclo. Veja-se o caso do tema Algebra, que no 1.° ciclo esta inserido no tema
Numeros e Operagoes, por exemplo no subtopico sequéncias com objetivos de carater
algébrico, mas nos 2.° e 3.° ciclos é tratado como tema auténomo, ao contrario do
que acontecia anteriormente.

O tema Numeros e Operagoes, presente ao longo dos ciclos, assenta fundamental-
mente na promocao da compreensao dos ntimeros e operacoes, do desenvolvimento
do sentido de nimero e da fluéncia no calculo. Neste tema, o PMEB inova nas
representagoes fracionaria e decimal dos niimeros racionais, que surgem agora em
paralelo. Kilpatrick refere que nunca observou tal representacao em simultaneo nou-
tro pafs e mostra-se curioso em ver como vai ser conseguido, referindo que “Embora
pareca uma ideia razoavel, interrogo-me nao s6 sobre o modo como os professores
vao orquestrar estes dois sistemas de representacao, mas também se os alunos serao
capazes de aprender ambos em simultaneo.” ([38], p. 52).

A Geometria, com peso semelhante nos trés ciclos, no 1.° ciclo esta associada
a Medida, e vem privilegiar o desenvolvimento do sentido espacial dos alunos. A
Estatistica vem agora mais desenvolvida através do tema Organizacao e Tratamento
de Dados e introduz novos contetidos, com mais relevancia no 1° ciclo. Kilpatrick
questiona-se se a Medida, assim associada & Geometria no 1.° Ciclo, terda “(...) o
peso que merece.” ([38], p. 51). No que se refere ao tema Organizacao e Tratamento
de Dados, considera o aparecimento da Probabilidade tardio (s6 no 3.° ciclo), tendo
em conta, nomeadamente, as recomendacoes do NCTM. No entanto, menciona que
tal estd de acordo com o que sucede noutros paises.

A SPM, no seu parecer sobre o novo PMEB, em janeiro de 2008, faz uma apre-

ciacdo muito critica ao documento. Apesar de muitos aspetos referidos aquando
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da discussao publica do documento terem sido corrigidos, ainda ha matérias onde,
segundo a SPM, se mantém erros. Refere-se, por exemplo, ao uso da calculadora,
pois considera que “(...) enquanto se esta a aprender a tabuada e as operagoes
elementares o recurso a calculadora deve ser impedido.” ([79], p. 2), e desta forma,
o programa nao a deveria considerar obrigatoria no 1.° Ciclo, “(...) onde ela apenas
deve ter, se tiver, uma presenca ocasional.” ([79], p. 2).

A SPM refere ainda a pouca atengao dada aos algoritmos pois considera haver
uma resisténcia ao dominio dos tradicionais, considerados “(...) os mais simples
e rapidos e os menos suscetiveis de erro.” ([79], p. 3). Considera ainda que “O
Programa continua a insistir em demasia em procedimentos ad hoc e protela a
memorizac¢ao da tabuada e o treino dos algoritmos tradicionais. Assim, prolongam-
se as deficiéncias de calculo e prejudicam-se os automatismos. Sao dificuldades
que se arrastam pela vida fora e que os alunos deveriam enfrentar e ultrapassar
cedo.” (|79], p. 3). A SPM chamou ainda & atencao para a defini¢do de metas, de
conhecimentos e capacidades a atingir pelos alunos, considerando-as pouco claras, o
que torna o documento de uso dificil.

A mencionada falta de metas veio a ser corrigida em 2009, com a defini¢ao de
um conjunto de 42 metas de aprendizagem para a Matematica de 3.° ciclo (tal como
para outras disciplinas, desde o pré-escolar até ao secundario). Estas encontram-se
divididas em varios dominios e subdominios, organizadas a partir dos quatro temas
do PMEB e definidas por anos, através de metas intermédias. A divisao das metas
por anos nao tem carater rigido, dependendo das opgoes de desenvolvimento curri-
culares tomadas, considerando que havera metas que podem ser atingidas mais cedo
pelo aluno. Este documento resulta num instrumento de apoio a gestao do curriculo,
auxiliando os professores na planificagao das atividades, mas nao se tratando de um
documento de natureza programética, nao substitui o programa.

A SPM faz algumas criticas ao documento das metas, alertando para a neces-
sidade de estabelecer metas precisas, verificiveis e bem estruturadas, objetivo que
este documento nao alcanga. Para além de considerar a linguagem pouco precisa,
refere que o documento “(...) confunde metas com processos, repisando uma préatica
pedagogica nefasta que a SPM tem criticado. Veja-se, por exemplo, a pagina 11:
‘Constroi, justificando o processo usado e memoriza as tabuadas do 2, 5, 10, 4, 3 e 6.’
(sic!). Tudo isto corresponde a uma teoria pedagogica que menoriza os objetivos de

conhecimento matemaéticos e enfatiza os processos de ensino.” ([80], p. 2), e “(...)
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confunde também metas de aprendizagem concretas com objetivos vagos que tém
causado danos, precisamente pelo seu carater ambiguo e pretensamente ambicioso
que conduz a uma desorganizagao do ensino.” ([80], p. 3).

Novas metas, denominadas de Metas Curriculares, foram disponibilizadas na
pagina da internet do Ministério da Educacao e Ciéncia em junho de 2012, em
consulta piblica até ao final do més de julho do mesmo ano. A versao final é de
carater indicativo para o ano letivo 2012/2013, servindo como base de trabalho para
a planificacao das atividades, e de utilizacao obrigatoria para o ano letivo seguinte.
Também divididas por dominios e subdominios, distinguem-se das anteriores pela
forma, esta mais formal, objetiva e avalidvel, e pela organizacao do documento
(Ciclo — Ano de escolaridade — Dominio (Tema) — Subdominio — Objetivo geral —
Descritores). O facto de se encontrarem divididas por anos de escolaridade, a partida
tao rigida, ja foi alvo de diversas criticas.

Guimaraes refere que “(...) com a imposi¢ao de uma logica de percursos cur-
riculares por ano de escolaridade a nivel nacional, as novas metas levantam sérios
constrangimentos e limitagoes. Como também as levanta o acentuado espartilha-
mento e pulverizagao do que nelas é proposto para o ensino e a aprendizagem,
favorecendo a perca de uma visao de conjunto, de um sentido global ou dos propoé-
sitos principais do que se ensina (e aprende) em Matematica. E, consequentemente,
em minha convicgao, prejudicando uma aprendizagem com compreensao, integrada
e articulada.” ([34], p. 1).

Na introducao do documento destacam-se trés aspetos, a referéncia as revisoes e
as capacidades transversais, e o significado dos verbos aplicados aos descritores. So-
bre as revisdes, as metas mencionam a necessidade de as fazer aos “(...) objetivos
gerais e descritores correspondentes a anos de escolaridade anteriores. Estes pré-
requisitos nao se encontram explicitados no texto, devendo o professor identifica-los
consoante a necessidade, a pertinéncia e as caracteristicas proprias de cada grupo
de alunos.” ([12], p. 2). No que se refere as capacidades transversais, é esclarecido
que estas sdo observadas ao longo dos descritores (de forma explicita ou subenten-
dida), mas, para Teixeira, em [85], estas praticamente desaparecem. Nos verbos que
iniciam alguns descritores nunca aparece o verbo compreender, facto observado por
muitos, tais como Teixeira, em [85], e Guimaraes, em [34].

Para além dos autores ja referidos, a reacao a proposta destas novas metas tam-

bém gerou opinides divergentes entre a Sociedade Portuguesa de Investigacao em
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Educacao Matematica (SPIEM) e a SPM, como noticiado em [9]. A SPIEM refe-
riu através de um comunicado que “Globalmente, as metas curriculares propostas
constituem-se como um corpo de indicagoes nao articuladas nem fundamentadas,
desatualizadas e formuladas com linguagem nem sempre adequada e clara.”, ([82],
p. 2). A SPM, através do seu presidente Miguel Abreu, em declaragoes ao jornal Pu-
blico em [9], considera que as metas “contribuirdo decisivamente para uma melhoria
sustentada” das aprendizagens.

No parecer produzido pela SPM, [81], esta posigao esta patente em todo o do-
cumento. Considera o programa vago nas defini¢oes dos conceitos de Matematica,
facto que as metas vém uniformizar e definir com precisao, para além de que (.. .)
especificam de forma clara e precisa os conhecimentos e capacidades que os alunos de-
vem adquirir e desenvolver sobre cada um dos conceitos mateméticos do programa.”
(|81], p. 2). O referido parecer destaca ainda a clareza com que os descritores de
metas sao apresentados indo de encontro ao programa.

Opinido antagoénica tem a SPIEM, que, em [82|, faz uma anéalise detalhada e
organizada segundo os temas matematicos definidos no PMEB. Segundo esta soci-
edade, as novas metas nio estdao de acordo com o programa em vigor. E exemplo
disso o tema Numeros e Operacoes, onde as novas metas nao vao de encontro ao
proposito principal de ensino e a alguns objetivos especificos. O calculo mental
é desconsiderado assim como a representacao de nimeros racionais na forma de
percentagem. Ainda no que respeita aos nimeros racionais, mas na representacao
facionaria, as metas tém abordagens ”(...) abstratas, desajustadas do nivel de de-
senvolvimento cognitivo de alunos deste nivel de escolaridade.”. Para além deste
desfasamento, a SPTEM refere ainda que as novas metas introduzem novos objetivos
relativos aos nimeros reais, nao contemplados no programa: “As operagcoes com oS
nimeros irracionais nao fazem parte do programa que apenas sugeria a simplifica-
¢ao de algumas expressoes simples com radicais (...)” ([82], p. 3). O uso das
tecnologias, em particular da calculadora, também é destacado, na medida em que
se trata de uma ferramenta que vem enriquecer algumas teméticas, e que foi banida
das metas curriculares propostas. A SPIEM menciona ainda o desajustamento das
metas as diferentes faixas etarias, que poem em causa as aprendizagens dos alunos.

Os autores do programa, para além de Guimaraes, também se pronunciaram
num parecer conjunto, e concluem que “(...) estas novas metas, em muito do que se

propoem alterar face ao que os professores tém vindo a procurar concretizar na sua
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préatica de ensino, no quadro do programa de Mateméatica em vigor, nao apenas nao
trazem esclarecimento ou apoio relevantes, como prejudicam o bom desenvolvimento
dessa pratica com consequéncias negativas para a aprendizagem dos alunos.”, ([64],
p. 1).

O PMEB, para além das metas, de aprendizagem ou curriculares consoante o
documento em vigor, é complementado pelos Percursos Teméticos de Aprendiza-
gem (tultima atualizagdo em novembro de 2008). Estes “(...) constituem possiveis
sequéncias para o desenvolvimento do trabalho letivo com o novo programa de Ma-
tematica. Cada um dos percursos é apresentado esquematicamente sob a forma
de uma sequéncia de topicos e subtopicos matemaéticos, distribuidos por anos de
escolaridade em cada ciclo, indicando as balizas tematicas do trabalho a realizar.”
(|22], p. 1). Os referidos percursos sao flexiveis, pois permitem a cada escola a
introducao de alteracoes que considere necessarias de acordo com as caracteristicas
da sua comunidade escolar e da consequente gestao curricular. Os mesmos destacam
ainda as principais diferencas entre os dois documentos existentes sobre as metas
curriculares. No contexto do tema Niumeros e Operagoes, referem o esvaziamento do
calculo mental que deveria ser desenvolvido nos alunos. Esta é uma das capacidades
consideradas, no PMEB, como fundamentais para a aprendizagem da Matematica
com compreensao.

Também para complementar o PMEB, foram disponibilizados, na péagina de
internet da Direcao-Geral da Educacao, materiais de apoio. Estes sao constituidos
por: brochuras para cada tema, mas nem sempre para todos os ciclos; propostas de
tarefas para os trés ciclos; outros materiais, tais como textos e planos de aula.

Por dltimo h& ainda a mensionar a adocao de manuais escolares, que servem
como uma importante base de trabalho, tanto na planificacao das atividades letivas,
como no trabalho com os alunos, quer em contexto de sala de aula quer fora da
mesma. Apesar disto, os materiais disponibilizados, acima referidos, devem conti-
nuar a ser merecedores de consulta. De facto, os manuais para o Ensino Basico sao

interpretacoes do PMEB e, portanto, devem ser utilizados com espirito critico.

3. Algumas Especificidades do Tema

O PMEB propoe o tratamento do tema Numeros e Operagoes ao longo dos trés
ciclos, variando em termos da extensao e da profundidade dos conceitos numéricos

trabalhados. Para o referido tema, o PMEB define como proposito principal de
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ensino o de “Desenvolver nos alunos o sentido de ntimero, a compreensao dos niimeros
e das operacoes e a capacidade de calculo mental e escrito, bem como a de utilizar
estes conhecimentos e capacidades para resolver problemas em contextos diversos.”
(|23], p. 15). No tema Nuimeros e Operagoes, este proposito é expresso da mesma
forma nos trés ciclos e constitui o rumo que deve orientar o ensino respeitante ao
tema.

Esta patente, ao longo do programa, uma forte valorizacao do desenvolvimento
de estratégias de calculo mental. O anterior programa ja se referia a sua utilizagao
como um tipo de céalculo e tendo em conta a situacao em causa, mas o PMEB da-
lhe uma maior relevancia e explicita o modo como ele pode ser trabalhado. Por
exemplo, nas indicagoes metodolodgicas para o 1.° ciclo, sugere que sejam praticadas
rotinas de cédlculo mental. No 2.° ciclo é recomendado que este tipo de célculo deva
ser alvo de muita atenc¢do, dada “(...) a importancia de um bom dominio a este
nivel para o desenvolvimento da autoconfianca e desembaraco dos alunos, essenciais
para a aprendizagem neste tema e em particular na resolugao de problemas.” ([23],
p. 33).

Nos 1.2 e 2.° ciclos sao definidos objetivos especificos no que ao calculo mental
diz respeito, privilegiando a utilizacao das propriedades das operacoes. Ja no 3.°
ciclo a referéncia ao cédlculo mental é menos evidenciada, recomendando que as
tarefas propostas devam proporcionar aos alunos “(...) o desenvolvimento da sua
capacidade de calculo numérico (mental, escrito e usando a calculadora), de escolher
o processo de calculo numérico mais adequado a cada situacao, de decidir quanto a
utilizagao de valores exatos ou aproximados e de avaliar a ordem de grandeza e a
adequacao da solugao encontrada para determinado problema ou questao.” (|23], p.
49).

Os Objetivos gerais de aprendizagem no tema Niumeros e Operagoes, no que

se refere ao 3.° ciclo, determinam que os alunos devam:

e “compreender e ser capazes de usar as propriedades dos niimeros inteiros e
racionais, e desenvolver a nocao de ntmero real;

e ser capazes de operar com numeros racionais, usar as propriedades das
operacoes no calculo e compreender os seus efeitos nos nimeros;

e ser capazes de estimar e calcular resultados aproximados, de apreciar ordens

de grandeza e de avaliar a razoabilidade de um resultado;

desenvolver destrezas de cédlculo numérico mental e escrito;
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e ser capazes de resolver problemas, raciocinar e comunicar em contextos

numéricos.” ([23], p. 48).

O tema Numeros e Operagoes é constituido por um amplo conjunto de topicos
referentes aos nimeros naturais e racionais nos 1.° e 2.° ciclos, e aos irracionais,
estendendo-os ao conjunto dos niimeros reais no 3.° ciclo. No 1.° ciclo, o referido
tema também envolve o topico referente as regularidades, que nos 2.° e 3.° ciclos
é integrado no tema de Algebra. Saliente-se que, desde a infancia, as criancas ja
tém uma nocao intuitiva de contagem, o que favorece a compreensao dos nimeros
naturais, mas o grau de complexidade aumenta & medida que sao introduzidos novos
numeros. No 1.° ciclo, os alunos: desenvolvem o sentido de nimero; adquirem uma
compreensao dos nimeros naturais e da sua representacao no sistema de numeracao
decimal; trabalham com fracoes de forma intuitiva; comecam a usar os simbolos
para indicar relagoes entre nimeros (=, > e <); desenvolvem a compreensao das
operacoes elementares, bem como a destreza de célculo com niimeros naturais e
racionais nao negativos na representacao decimal.

No 2.° ciclo é aprofundada a compreensao dos nimeros inteiros e dos nimeros
racionais positivos, bem como das suas operagoes. Nos niimeros inteiros nao negati-
vos, os alunos abordam os ntimeros primos e compostos, a decomposi¢ao em fatores
primos, o m.d.c. (maximo divisor comum) e o m.m.c. (minimo multiplo comum) de
dois niimeros, critérios de divisibilidade e as poténcias de expoente inteiro positivo,
tendo as poténcias de base 10 um tratamento particular. Estes eram, na sua mai-
oria, anteriormente trabalhados no 3.° ciclo. No que respeita aos niimeros inteiros
negativos, estes continuam a ser introduzidos no final do 2.° ciclo. O trabalho com
nliimeros racionais nao negativos, iniciado no 1.° ciclo na sua representagao decimal e
na forma de fracoes de modo intuitivo, &€ ampliado no 2.° ciclo onde a representacao
fracionaria ganha importancia.

No 3.° ciclo, o tema em questao tem por base a promocao e compreensao dos
niimeros e operacoes, o desenvolvimento do sentido de niimero, bem como a fluéncia
no calculo. De um modo geral, o estudo dos niimeros e operacoes é alargado, como
se explica a seguir. Para além dos nimeros inteiros e dos niimeros racionais nao
negativos, sao introduzidos os niimeros racionais negativos e os irracionais, tal como
no anterior programa, para chegar a R. A principal diferenca estd no momento em
que os numeros racionais sao introduzidos, indicacao essa, dada nos Percursos Temé-
ticos de Aprendizagem. Concretamente, no antigo programa, o tema “Os nimeros
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racionais” é abordado no 7.° ano com os subtemas “Nuimeros racionais relativos” e
“Operacoes em )7, enquanto que, segundo as indicacoes dadas nos Percursos temé-
ticos de aprendizagem, o mesmo tema é introduzido no 8.° ano. Veja-se na seguinte

tabela a articulagao entre o programa e os Percursos Tematicos de Aprendizagem.

PMEB

Percursos Tematicos

Representar ntimeros racionais na reta
numérica e por dizimas infinitas perio-
dicas.

Comparar e ordenar niimeros racionais
representados nas formas decimal e fra-
cionaria.

Representar e comparar niimeros raci-

onais positivos em notagao cientifica.

Representacao, comparagao e ordena-

Gao.

Operacoes, propriedades e regras ope-

ratorias.

Poténcias de base e expoente inteiro

(incluindo a regra de poténcia da po-

téncia).
Conhecer as propriedades e as regras
das operacoes em (Q e usé-las no cal-
culo.

Efetuar operacoes com poténcias de
base racional (diferente de zero) e ex-
poente inteiro.

Calcular o valor de expressoes numéri-

cas que envolvam nimeros racionais.

TABELA 2. O topico Numeros racionais no PMEB e nos Percursos

Temaéticos de Aprendizagem, [23] e [22].

Note-se que no PMEB, para cada ciclo, “(...) na introdugao de cada tema mate-
mético e das capacidades transversais, é apresentada a articulagao entre o programa
do ciclo em questao e o do ciclo anterior relativa a esse tema ou capacidade.” ([23],
p. 1). Ainda assim, os professores dos trés ciclos de escolaridade devem, preferenci-
almente, em varios momentos do ano letivo, promover encontros de articulagao entre
eles, fundamentalmente no inicio e final de ano. Particularmente no 3.° ciclo, nao se
pode ignorar os conhecimentos adquiridos bem como as metodologias implementa-
das pelo corpo docente dos ciclos anteriores. Esta tarefa é cada vez mais facilitada
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pelas novas unidades organicas, mais alargadas, constituidas por estabelecimentos
de véarios ciclos de ensino, conhecidas por agrupamentos e, mais recentemente, por
mega-agrupamentos, que pressupoe que os alunos percorram desde a pré-escola até
ao ensino secundario a mesma escola, mesmo tratando-se de edificios nao conti-
guos. Assim, varias questoes devem ser colocadas aos professores nestes momentos

de trabalho, entre elas:

e Qual o percurso temético de aprendizagem adotado?

Que tipo de tarefas foram aplicadas e quais as suas caracteristicas?

Que algoritmos foram trabalhados?

Que estratégias de calculo mental foram aplicadas?

Em que topicos os alunos revelaram maiores dificuldades? Que estratégias

foram aplicadas para as combater?

E comum encontrar ainda professores que revelam algum desconhecimento acerca
dos contetdos e metodologias aplicados nos ciclos precedentes. A minha experién-
cia profissional ji me permitiu lecionar aos dois anos de escolaridade do 2.° ciclo
e trabalho de apoio pedagogico no 1.° ciclo, a um grupo de alunos do 3.° ano de
escolaridade. Tais oportunidades revelaram-se enriquecedoras na medida em que
me permitiu conhecer o trabalho desenvolvido no célculo mental e na resolucao de
problemas, melhorando a percecao das estratégias de ensino-aprendizagem desen-
volvidas nos 1.° e 2.° ciclos. Este tipo de oportunidades nao é pratica habitual
na distribui¢ao de servigo por parte dos 6rgaos de gestao, por isso é importante
uma efetiva e eficiente articulagao entre ciclos para uma verdadeira continuidade
educativa.

As indicagoes metodologicas sugerem a resolucao de problemas e a investigacao
de regularidades numeéricas, como as principais atividades a desenvolver, por forma
a dar consecugao ao proposito principal de ensino do tema e aos objetivos gerais
para o 3.° ciclo acima descritos. Desta forma, as tarefas propostas devem incluir
a exploragao e investigacao de situagoes numéricas, situagoes de ligagao a contex-
tos cientificos de outras areas do saber e do quotidiano, mas também exercicios
destinados a consolidacao de aspetos rotineiros de aprendizagem dos niimeros e ope-
racoes. As tarefas devem também permitir o desenvolvimento das capacidades de
calculo numérico, de decisao quanto ao tipo de calculo a usar, bem como a decisao
quanto a utilizacao de valores exatos ou aproximados. O PMEB chama a atencao

para a importancia de “(...) discutir com os alunos as vantagens e limitagoes das
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aproximagcoes nos varios contextos em que é pertinente considera-las.”  ([23], p.
49).

Também se faz referéncia a analise de dizimas infinitas peridédicas e nao periodicas
como introducao ao estudo dos ntimeros reais, sugerindo a discussao de alguns casos
de irracionalidade e, nos casos de alunos com melhor desempenho, “(...) analisar
uma demonstracdo da irracionalidade de v/2.” (|23], p. 49). Sobre esta tltima
indicacao, a APM considerou que, em vez de se dirigir aos melhores alunos, deveria
tratar-se de “(...) uma demonstra¢ao curta e relativamente simples, a fazer com
todos os alunos e com a vantagem de evidenciar a matemética, junto de cada aluno,
também como uma ferramenta abstrata poderosa.” ([7], p. 23). A APM refere ainda
que o tema Numeros e Operagoes, no 3.° ciclo, “(...) parece limitar-se bastante ao

calculo e menos ao sentido das operagoes.” ([7], p. 23).

4. Resolucao de Problemas no Tema

O destaque dado a resolucao de problemas tem maior amplitude no PMEB,
quando comparado com os programas anteriores. Para além da resolucao de proble-
mas nunca ter sido uma atividade de destaque no ensino da Matematica até entao,
Abrantes, em [1], considera também que nunca se centrou ai a aprendizagem. Para
este autor, a resolucao de problemas estava diretamente associada a resolucao de
equagoes, com uma abordagem limitada, variando apenas no grau de complexidade.
Na mesma referéncia, Abrantes da a demonstra¢do como um exemplo de “(...) uma
excelente atividade de resolugao de problemas.” ([1], p. 9).

O PMEB refere-se a demonstracao como um dos objetivos gerais do ensino da
Matematica, como uma capacidade transversal no ambito do Raciocinio matematico
e ainda como uma das orientacoes metodologicas. Enquanto capacidade transversal
aos trés ciclos, goza de uma perspetiva de continuidade e evolucao, como fica claro
na pretensiao: “A medida que os alunos progridem nos diversos ciclos de ensino as
suas justificacoes devem ser mais gerais, distinguindo entre exemplos e argumentos
matematicos gerais para toda uma classe de objetos.” (|23], p. 5).

Uma das indicacoes metodologicas, sugeridas no tema Numeros e Operagoes do
PMEB, é, tal como ja referido na sec¢ao anterior, “(...) a demonstragao, por re-
ducio ao absurdo, da irracionalidade da v/2.” ([23], p. 50). Tendo em conta [1], a
mencionada indicagao metodolégica remete-nos para uma outra capacidade trans-
versal definida no PMEB: a Resolucao de problemas. Esta, para além de constituir
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um dos objetivos gerais do ensino da Matemaética, considerada “(...) uma atividade
privilegiada para os alunos consolidarem, ampliarem e aprofundarem o seu conhe-
cimento matematico.” ([23], p. 6), ¢ também um objetivo especifico ao longo dos
varios temas e ciclos.

Importa, neste momento, perceber o que é um problema e em que medida as
tarefas sao um tipo de problemas ou, pelo contrario, um problema é um tipo de
tarefas. Encontram-se, em bibliografia de referéncia, diversas defini¢oes de problema,

das quais se apresentam duas:

e “(...) um problema genuino é uma situa¢ao em que, para o individuo ou
para o grupo em questao, uma ou mais solu¢oes apropriadas precisam ainda
de ser encontradas. A situacao deve ser suficientemente complicada para
constituir um desafio, mas nao tao complexa que surja como insoluvel.”
(NCTM, [76], p. 2);

e “(...) problema é uma situagao, quantitativa ou outra, com a qual se
confronta um individuo ou grupo, na procura de uma solucao, para a qual

nao tem prontamente resposta.” (Krulik e Rudnik, [76], p. 2).

Mas nao serao estas definicoes redutoras de toda a atividade investigativa que
pode ser desenvolvida em sala de aula? O PMEB, no que diz respeito ao tema
Nimeros e Operagoes no 3.° Ciclo do Ensino Bésico, diversifica nas sugestoes me-
todologicas. De facto, propoe o recurso a tarefas que “(...) devem incluir, de
forma equilibrada, a resolucao de problemas e a exploracao e investigacao de situa-
¢coes numéricas, bem como exercicios destinados a consolidar aspetos rotineiros da
aprendizagem dos nimeros e operagoes (...).” ([23], p. 48).

A distin¢ao entre problemas, exploracoes, investigacoes e exercicios é clarificada
por Ponte, em [55]. Estas atividades, denominadas de tarefas, sdao classificadas
segundo o seu grau de dificuldade e a sua abertura. O grau de dificuldade diz
respeito ao ponto de vista por parte dos alunos, que pode ser, de acordo com a
tipificacao ilustrada na Fig. 9, Facil ou Dificil. Ainda segundo a mesma tipificagao,
a tarefa pode ser de carater Fechado ou Aberto, ou seja, “Uma tarefa fechada é
aquela onde é claramente dito o que é dado e o que é pedido e uma tarefa aberta
¢ a que comporta um grau de indeterminacao significativo no que é dado, no que
é pedido, ou em ambas as coisas.” ([58], p. 8). O facto de muitas vezes ser dificil
avaliar o grau de dificuldade de uma tarefa aberta, leva, segundo o mesmo autor,

em [55], a chamar investigacoes a todas as tarefas de carater aberto.
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Facil

Ezercicio Ezploragao

Fechado Aberto

Problema Investigagao

Dificil
FIGURA 9. Tipos de tarefas em fungio da dificuldade e da abertura, [55].

De acordo com o esquema da Fig. 9, Ponte considera que um problema é uma
tarefa fechada e dificil (3.° quadrante): é claro o que é pretendido determinar e os
dados a utilizar, mas é dificil obter a solucao, ou seja, é dificil a sua resolucao. Para
Ponte, “A questao fundamental é saber se o aluno dispoe, ou nao, de um processo
imediato (...) Caso conhega esse processo e seja capaz de o usar (...) serd um
exercicio. Caso contrario (...) serd antes um problema.” ([58], p. 4).

Quando se fala em resolucao de problemas, uma referéncia incontornéavel é o livro
[50] (Fig. 10), de George Polya (Fig. 11) que, inclusive, surge na bibliografia do
PMEB. Segundo este autor, a resolucao de um problema resulta de um trabalho que
deve percorrer quatro fases, sendo elas: compreensao do problema, conce¢ao de um

plano, execucao desse plano e, por fim, a reflexao sobre toda a resolucao.

HOW °

TO SOLVE IT

/ tf.r'“?d
FIGURA 10. Capa do livro How to solve it de George Polya, [32].
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FIGURA 11. George Polya (1887-1985), [48].

Perante um novo problema, o primeiro passo a tomar é entao compreendé-lo.
Aqui a selecao do problema proposto pode ser determinante, pois, para além da
sua compreensao, Polya considera que o aluno deve “(...) desejar (...) resolve-
lo.” ([50], p. 7). A partir de uma boa compreensdo do problema, o aluno esta
em condicoes de identificar a incognita, os dados e as condicoes. Se o problema
o justificar, pode também ilustréd-lo com uma ou mais figuras. No recurso a esta
estratégia, a notacao a adotar na(s) figura(s) deve ser cuidadosamente escolhida
para nao comprometer os passos seguintes. Para a definicao da incdgnita o professor
pode auxiliar o aluno, procurando fazé-lo indiretamente com questoes como “Do que
é que se precisa? O que é que se quer? O que é que se deve procurar?” (|50], p.
4). A partir daqui devera ser delineada uma estratégia de resolu¢ao do problema —
o estabelecimento de um plano — a fase, porventura, mais dificil e a0 mesmo tempo
mais desafiante.

Para estabelecer o plano ha que refletir sobre os dados e a incognita e, a partir dai,
definir uma estratégia para a sua determinacao. Nesta fase, Polya reforca o papel
do professor no auxilio ao aluno, proporcionando-lhe um trabalho auténomo mas
intervindo no seu progresso. No caso de nao ser verificivel uma evolugao no sentido
da definicao da estratégia, a intervencao do professor pode passar por uma questao
do tipo “Conhece um problema relacionado?” (|50], p. 9). Caso tal ndo se adeque,
o professor pode sempre sugerir a reformulacao do problema ou a procura de outros,
tendencialmente mais simples, dos quais os alunos ja poderao ser conhecedores da sua
resolucao, sugerindo “Se nao conseguir resolver o problema, procure antes resolver
um problema relacionado.” ([50], p. 10).
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A proposito da intervengao do professor, Fonseca et al., em [30], sugerem que,
perante as questoes colocadas pelos alunos na procura de auxilio, “(...) o professor
nao devera emitir opinioes muito concretas mas sim incentivar o espirito critico, a
reflexdao e a procura de argumentos e razoes que permitam aos alunos confirmar ou
nao as suas conjeturas.” ([30], p. 95). Serd também um momento propicio para o
professor promover, entre os alunos, a discussao e troca de opinioes e ideias, através
de questoes do tipo “O que te leva a pensar isso? ou Porque nao concordas com a
ideia do teu colega?” ([30], p. 95).

Depois do plano delineado, serd a vez de o por em pratica, tratando-se, para
Polya, da fase mais facil de todo este processo. Eventualmente, esta fase poder-se-a
revelar mal sucedida caso o aluno se esqueca do plano, consequéncia de nao ter sido
elaborado por si mas sim de o ter recebido através de colegas ou, de uma abordagem
demasiado explicita, do professor. Outro motivo que pode levar ao insucesso desta,
fase é o facto do plano poder nao ser adequado, o que terd forcosamente de levar
a fase anterior para elaborar um novo plano. Esta etapa culmina na obtencao da
solucao do problema remetendo para a quarta fase — a reflexao.

A reflexao passa pela verificacdo critica dos resultados obtidos (solu¢do do pro-
blema). Concretiza-se, por exemplo, na anéalise sobre a adequagao dos resultados ao
problema inicial e dos procedimentos adotados até aqui. E nesta fase que também se
procede a correcao de eventuais erros cometidos nos passos anteriores. Este trabalho
poderé servir também para refletir se “E possivel utilizar o resultado, ou o método,
em algum outro problema?” (|50|, p. 14), justificando o trabalho investido nesta
resolucao e promovendo ligagoes com outros problemas.

O PMEB, no caso particular do tema Numeros e Operacoes do 3.° Ciclo, orienta
para tarefas que permitam aos alunos “(...) o desenvolvimento da sua capacidade
de célculo numeérico (mental, escrito e usando a calculadora), de escolher o processo
de calculo numérico mais adequado a cada situagao, de decidir quanto a utilizacao
de valores exatos ou aproximados e de avaliar a ordem de grandeza e a adequacao
da solucao encontrada para determinado problema ou questao. Na resolucao de
problemas numéricos, como nas tarefas de exploracao e investigacao, é importante
que os alunos tenham um tempo apropriado para realizar experiéncias, elaborar
estratégias, formular conjeturas, descrever processos e justifica-los com progressivo
rigor.” (|23], p. 49). Estas indicacdes podem ser postas em pratica através do

modelo de resolucao de problemas de Polya, que promove, para além da percecao de
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que um problema pode ser resolvido de diferentes formas, a resolucao de diferentes
problemas com recurso & mesma estratégia.

A selecao de um problema a propor na sala de aula, ou até mesmo fora dela,
dever ter em conta diversos critérios, em particular, o tipo de alunos em causa (a
faixa etaria, os seus interesses e motivagoes, entre outras), o tema a trabalhar e
os objetivos a que se propoe. Neste ambito, Schoenfeld, em [74|, sugere ter em
conta uma “estética dos problemas”, atribuindo-lhes quatro propriedades a ter em
conta. Para este autor, na sua estrutura, os problemas devem ser, preferencialmente,
de facil compreensao, com possibilidade de diferentes abordagens e estratégias de
resolucao e, visando o trabalho futuro, devem proporcionar a introducao de novos
conceitos e “(...) devem servir, se possivel, como “germens” para “honestas e boas”
exploragoes matematicas.” ([74], p. 69).

As tarefas, excluindo aqui os exercicios, concretizam-se em aulas com dinami-
cas exploratoria e investigativa, onde a “A aprendizagem da Matematica decorre
do trabalho realizado pelo aluno (...)” ([23], p. 8). Por sua vez requerem, por
parte do professor, um papel determinante tanto na selecao das tarefas a propor,
como na forma como conduz toda a atividade na sala de aula. Este tipo de traba-
lho tende a promover aulas marcantes com aprendizagens significativas dos alunos,
onde estes sao diretamente implicados no desenvolvimento das mesmas. Em muitas
destas, o modelo de Poélya poderéd constituir o fio condutor do processo de ensino-
aprendizagem.

No capitulo seguinte serao exploradas seis tarefas em dois dos anos do 3.° Ciclo
do Ensino Basico — 7.° e 9.° anos de escolaridade. Na selecao das tarefas foi tido
em conta o PMEB, e, na sua aplicacao, podem-se identificar muitos dos procedi-
mentos aqui descritos. As mesmas visam a aprendizagem integrada em contextos
com referéncias & matematica pura, a semirrealidade e a realidade. Estas referén-
cias fazem parte dos ambientes de aprendizagem propostos por Skovsmose em [78],
onde o autor defende que o ideal é conseguir que os alunos passem pelos diferentes
tipos de tarefas, desde os exercicios até as investigacoes, nos varios contextos com
as referéncias mencionadas. Este investigador considera que s6 assim os alunos se

podem desenvolver integralmente em Matematica.
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Para levar a cabo as novas orientacoes metodologicas do Programa de Mate-
matica, os professores, na sua maioria, devem assumir uma atitude de mudanca,
repensando as suas praticas pedagogicas. A resolucao de problemas surge agora
como objetivo de aprendizagem e também como orientagao metodologica no desen-
volvimento das aulas. O ensino-aprendizagem da Matematica deve ser baseado nao
s6 em exercicios, mas também noutras tarefas, tais como problemas, investigacoes e
exploragoes, tipificacdo descrita por Ponte em [54].

Esta diversidade de abordagens, uma pratica recorrente na planificacao das mi-
nhas aulas ao longo dos anos, tem levado a que me confronte com a resisténcia dos
alunos a tarefas que nao sao exercicios. Surgiu entao a necessidade de investigar
sobre a minha pratica e sobre a atitude dos alunos do 3.° Ciclo do Ensino Bésico
face as tarefas acima mencionas, de forma a procurar responder as questoes inves-
tigativas indicadas na Introducao. De facto, Ponte refere que a investigacao dos
profissionais “(...) contribui, antes de mais, para o esclarecimento e resolugao dos
problemas. Além disso, proporciona o desenvolvimento profissional dos respetivos
atores e ajuda a melhorar as organizagoes em que eles se inserem.” ([57], p. 38).

As duas turmas referidas neste capitulo frequentavam, no ano letivo 2011/2012,
uma o 7.° e outra 0 9.° ano de escolaridade no Agrupamento de Escolas de Miraflores,
no concelho de Oeiras, nas quais fui professora da disciplina de Mateméatica. O
referido Agrupamento serve a populacao das freguesias de Algés e de Linda-a-Velha,
que laboralmente se pautam por uma forte ligacao ao setor terciario. A populacao
escolar caracteriza-se fundamentalmente pela sua heterogeneidade, em muito devido
ao reflexo dos novos fluxos migratorios a que Portugal tem estado sujeito.

Para o estudo levado a cabo, utilizei essencialmente, como instrumento de recolha
de dados, as narracoes multimodais. Cada uma destas caracteriza-se do seguinte

modo:
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(1) “E uma narrativa. Representa uma historia descrita pelo professor de forma
detalhada, representando os acontecimentos que se deram a volta de cada
tarefa, constituindo uma forma de sistematizar a informacao;

(2) Representa uma perce¢do o mais isenta possivel (noticing), porque tenta
identificar e narrar os fenémenos ocorridos, objetivamente e sem juizo de
valor;

(3) E multimodal, porque se suporta em variados tipos de dados que sao utiliza-
dos na sua construcao, de forma a compor a narracao em varias dimensoes.”
(|41], p. 18).

Na primeira fase recolhi dados através da gravacao ou captacao de imagens das
aulas (video, dudio e fotografia), dos documentos produzidos pelos alunos e dos meus
registos. Na segunda fase visionei as gravagoes, nos casos em que se aplicava, e or-
ganizei os documentos recolhidos, nalguns casos comparando-os. Em casos concre-
tos, apresentam-se episodios enriquecidos progressivamente com os varios elementos
multimodais, tais como fotografias, documentos dos alunos, material do professor,
siléncios, gestos, ...

O presente capitulo encontra-se dividido em duas sec¢oes, a primeira referente
ao 7.2 ano de escolaridade e a segunda ao 9.°. Por sua vez, cada seccao encontra-se
estruturada em duas partes: a contextualizacao e a descricao. Na primeira apre-
sento uma breve caracterizacao da sala de aula, da turma e das aulas. A descricao
das tarefas aplicadas surge na segunda, onde elaboro a narracao de cada aula com
episodios.

Para promover o envolvimento dos alunos nas tarefas, procurei em cada turma
criar um ambiente propicio a que todos os alunos apresentassem as suas duvidas,
sugestoes e hipoteses, sem constrangimentos e confiando na valorizacao das suas
intervencoes. Assim, segui a visao de Ponte quando diz que “Decisivo para o éxito
deste tipo de trabalho, é o modo como o professor responde as davidas dos alu-
nos, dando-lhes atencao e encorajamento sem lhes dar diretamente a resposta, e o
modo como se formulam as questoes, envolvendo toda a turma e pondo os alunos a
argumentar uns com os outros.” (|54], p. 30).

Baseei-me ainda no livro [50], no qual Poélya apresenta uma metodologia de
resolugao de problemas na sala de aula. Ele explora varias ideias orientadoras,
organizadas em diferentes etapas, onde o papel do professor é determinante no auxilio

aos seus alunos e na forma como conduz todo o processo de ensino-aprendizagem.
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Polya considera que “O professor deve colocar-se no lugar do aluno, perceber o
ponto de vista deste, procurar compreender o que se passa na sua cabeca e fazer
uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter ocorrido ao proprio estudante.”
(|50], p. 4). Destaca ainda a importancia das questoes colocadas pelo professor,
em forma de indagagoes, com dois propositos, “(...) primeiro, auxilid-lo [o aluno]
a resolver o problema que lhe ¢ apresentado; segundo, desenvolver no estudante a
capacidade de resolver futuros problemas por si proprio” ([50], p. 6).

Desta forma, na aplicacao das tarefas propostas, dei especial importancia, para
além da sua escolha, ao discurso na sala de aula. Tentei promover o envolvimento
dos alunos na sua aprendizagem, quer através de orientacoes, dirigindo o raciocinio
matemaético, quer através de questoes mais ou menos diretas, ou mesmo solicitando

aos alunos a explicagao sobre as suas conclusoes.

1. Resolugao de Tarefas no 7.° Ano de Escolaridade

A turma do 7.° ano de escolaridade, na qual se levou a cabo o estudo, é consti-
tuida por 18 alunos, dos quais, dois com Necessidades Educativas Especiais, em que
apenas um frequenta as aulas (a tempo parcial), e dois que se encontram a repetir o
ano. O total de alunos, com idades compreendidas entre os 11 e os 14 anos, divide-se
ainda em 7 do sexo masculino e 11 do sexo feminino.

O Projeto Curricular desta turma identificava como inibidores de aprendizagem

as seguintes caracteristicas:

e Comportamento tendencialmente perturbador do bom funcionamento das
aulas;

e Dificuldade em trabalhar em grupo;

e Diferentes ritmos de trabalho/aprendizagem;

e Alguns alunos revelam dificuldades ao nivel de organiza¢io/métodos de
estudo;

e Alguns alunos revelam dificuldades a nivel da expressao escrita e oral e nao
se empenham o suficiente quer nas atividades a desenvolver dentro da sala

de aula, quer na realizacao dos trabalhos de casa.
Como aspetos facilitadores da aprendizagem destacavam-se:

e A maioria dos alunos revela um bom ritmo de aprendizagem;

e Existe uma boa relacao interpessoal entre a maioria dos alunos;
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e Alguns alunos sao empenhados e envolvem-se com interesse nas atividades
propostas;
e Alguns alunos sao muito responsaveis;

e A grande maioria dos pais envolve-se no processo de ensino aprendizagem.

A turma tem uma sala de aula fixa onde decorrem a maioria das aulas. Esta
sala é constituida por mesas de um e de dois lugares, organizada convencionalmente
(Fig. 1). Dispoe de um quadro branco, de um projetor fixo e de um computador
na mesa do professor, como de resto, em todas as salas da escola. Trata-se de uma

sala de largura reduzida e pouca luz natural.

FicurA 1. Planta da sala de aula da turma do 7.° ano.

No ambito do estudo, a esta turma foram propostas trés tarefas: “Voo em V”,
“Autocarros” e “Sequéncia de Fibonacci”. Apresentei-as todas em forma de ficha de
trabalho, distribuidas a todos os alunos, os quais, ap6s uma breve introducao, as
deveriam resolver a pares, com o colega de carteira. O desenvolvimento das trés
tarefas teve uma estrutura semelhante e, a medida que os alunos as concluiam, eu
verifiquei as conclusoes de cada grupo, havendo lugar, ao longo dos trabalhos, a troca
de ideias (professora—grupo de alunos; alunos—alunos). As aulas foram estruturadas
em quatro partes: Introducgdo a tarefa (professora); Resolugao da tarefa (alunos a
pares); Discussdo dos resultados (alunos e professora); Registo das resolugoes de
cada questao no quadro (professora).
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1.1. Tarefa 1: “Voo em V”. A tarefa “Voo em V” (ver Anexo I) foi a primeira
a ser proposta, constituida por seis questoes sobre a mesma problemética. Esta foi
retirada da brochura SEQUENCIAS E FUNCOES — Materiais de apoio ao professor
com tarefas para o 3.° ciclo, 7.° ano — disponibilizada pela Direcao-Geral da Educacao
em [63].

F1GURA 2. Composicao de imagens relativas a Tarefa 1.

Algumas espécies de aves migratorias voam em bando, formando uma configu-
racao em “V”. Diversas equipas de cientistas tém investigado esta organizacao,
procurando compreender as possiveis vantagens para o voo das aves e dos
avioes.

uéncia qu ue, ura representa um bando, nto sim-
Na sequéncia que se segue, cada figura representa bando, cada ponto s
boliza uma das aves que lhe pertence e, de figura para figura, o nimero de aves

vai sempre aumentando. Eis os quatro primeiros termos:

(Fig. 2)
Responde as perguntas seguintes, apresentando o teu raciocinio por palavras,
esquemas, calculos ou simbolos.
a. Quantos pontos tem a figura seguinte desta sequéncia?
b. Quantos pontos tem a 100.* figura (termo de ordem 100) desta sequéncia?
c. Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 86 pontos? Se existir, indica a
ordem que lhe corresponde.
d. Existe alguma figura nesta sequéncia com 135 pontos? Se existir, determina
a ordem que lhe corresponde.
e. Escreve uma regra que permita determinar o nimero de pontos de qualquer
figura desta sequéncia.
f. Escreve uma expressao algébrica que traduza a regra descrita na pergunta

anterior.

FIGURA 3. Excerto da Tarefa 1.
Depois de trabalhado o topico Sequéncias e Regularidades, apresentei a turma

a presente atividade como consolidacao dos contetiidos e afericao dos conhecimentos
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adquiridos. Eu esperava que os alunos estivessem familiarizados com a tarefa no seu
geral e com a tipologia das questoes em particular.

Com a tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes objetivos:

e analisar as relagoes entre os termos de uma sequéncia e indicar uma lei de
formacao;

e verificar se um nimero é, ou nao, termo de uma sequéncia;

e determinar ordens correspondentes a varios termos;

e determinar um termo geral de uma sequéncia.

Os alunos receberam com recetividade e interesse a tarefa proposta e, rapida-
mente passaram para a sua resolucao. Apesar da indicacao de que seria para traba-
lhar a pares, os alunos iniciaram a sua resolucao individualmente e assim prossegui-
ram até a concluirem. Chamei & atencao de que deveriam trabalhar a pares, mas,
dadas as circunstancias, nao impus carater obrigatorio. Dada a facilidade com que
encararam cada questao, os alunos acabaram por nao sentir necessidade de procurar
o colega para colaborar na resolug¢ao e também nao solicitaram a minha ajuda. Os
alunos, no geral, envolveram-se intensamente na tarefa, notorio no facto de que os
primeiros a concluir o fizeram em 5 minutos. Dada a rapidez com que 3 alunos
terminaram a tarefa, solicitei-lhes as folhas de respostas para verificar se efetiva-
mente teriam concluido a tarefa e/ou se tinham respondido ao pretendido. Acabei
por verificar que, de facto, a tarefa tinha sido concluida com sucesso pelos mesmos.
Depois deste momento, todos os restantes alunos foram concluindo a tarefa até ao
méaximo de 15 minutos. Depois da conclusao da tarefa por parte da turma, lancei as
sucessivas questoes a turma e todos responderam com sucesso mas com diferentes
métodos de resolucao, registados no quadro, tal como se descreve de seguida.

Questao a. (Qa)

Nesta questao foram dois os alunos a representar geometricamente o quinto termo

da sequéncia (Fig. 4) para dar resposta & mesma.

FIGURA 4. Resolucao do aluno 7B para (Qa).
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As restantes respostas dividiram-se em dois tipos: aqueles que perceberam que
a figura seguinte tinha mais dois pontos que a anterior (Fig. 5); a maioria que
determinou logo o termo geral da sequéncia e acabou por responder as questoes

seguintes recorrendo ao mesmo (Fig. 6 e Fig. 7).
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FIGURA 5. Resolucao do aluno 7C para (Qa).
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FIGURA 6. Resolugao do aluno 7D para (Qa).
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FIGURA 7. Resolugao do aluno 7E para (Qa).

Questao b. (Qb)
Esta questao foi resolvida com recurso ao termo geral, sendo indicado explicita-

mente (Fig. 8 e Fig. 9) pelos alunos ou nao (Fig. 10).
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FIGURA 8. Resolugao do aluno 7G para (Qb).
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FIGURA 9. Resolucao do aluno 7C para (Qb).

b) Zxaoo + 1= 2ol

” i
2: Teta 20} Eootos

FIGURA 10. Resolugao do aluno 7B para (Qb).

Questoes c¢. (Qc) e d. (Qd)

Na primeira destas questoes, (Qc), houve trés tipos de respostas: aqueles que
observaram que o namero é par e a sequéncia é de niumeros impares (Fig. 12); os
que testaram algumas ordens e concluiram que nenhum dos termos tomara o valor
86 (Fig. 13 e Fig. 11); e ainda aqueles que observaram uma ordem nao natural, o
que contradiz a defini¢do de sequéncia (Fig. 14 e Fig. 15). Na segunda questao,
(Qd), surgiram dois tipos de resolugao: por tentativa (Fig. 13); fazendo o inverso

das operagoes do termo geral (Fig. 12, Fig. 14 e Fig. 15).
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FIGURA 12. Resolucao do aluno 7H para (Qc) e (Qd).
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FIGURA 13. Resoluc¢ao do aluno 7C para (Qc) e (Qd).
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FIGURA 14. Resoluc¢ao do aluno 7B para (Qc) e (Qd).
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FIGURA 15. Resolucao do aluno 7A para (Qc) e (Qd).

Questoes e. (Qe) e f. (Qf)

Estas duas questoes deram azo a alguma confusao nos alunos. Os alunos assu-
miram que a primeira se referia ao termo geral e depois nao sabiam o que responder
na segunda, achando estranho que ambas as questoes solicitassem o mesmo. S6 um
aluno escreveu em linguagem natural a lei de formagao da sequéncia (Fig. 16) e
Os

outro escreveu, também em linguagem natural, a expressao 2n + 1 (Fig. 17).
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CAPITULO 4. Praticas Letivas no Tema Nimeros e Operacoes

restantes alunos responderam a questao (Qe) com o termo geral da sequéncia (Fig.
18, Fig. 19 e Fig. 20).

As respostas a segunda destas questoes acabou por ser bastante curiosa. Muitos
alunos foram ao caderno diario relembrar a expressao analitica e as respostas foram
variadas. Na Fig. 18 o aluno representou através de um esquema, utilizado numa
aula anterior, o “funcionamento” de uma funcado, as ordens (a entrar na caixa) e os
respetivos termos (a sair da caixa), depois da transformacao por 2n 4+ 1. Na mesma
aula em que foi exposto o esquema referido, também foram esquematizadas as ope-
racoes a efetuar para determinar a imagem de um valor através de uma determinada

fungao. Foi este o esquema (Fig. 19 e Fig. 20) utilizado por outros alunos.
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FIGURA 16. Resolugao do aluno 7F para (Qe) e (Qf).

QI TP b e [ ¢ [somad
|

Ak Ei RN R R

FIGURA 17. Resolugio do aluno 7H para (Qe) e (Qf).
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FIGURA 18. Resolugao do aluno 7D para (Qe) e (Qf).
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FIGURA 19. Resolugao do aluno 7E para (Qe) e (Qf).
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FIGURA 20. Resolugao do aluno 7A para (Qe) e (Qf).

1.2. Tarefa 2: “Autocarros (mmc e mdc)”. Na tarefa “Autocarros” (ver
Anexo IT), foram apresentadas duas situagoes probleméticas, sob a mesma temaética,
das quais, a primeira foi resolvida em contexto de sala de aula e a segunda proposta
como tarefa para casa. Esta consistiu numa atividade na qual se pretendia que os
alunos aplicassem os seus conhecimentos sobre multiplos e divisores sem tal estar
explicito.

Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-

tivos:

e identificar os dados, as condi¢oes e o objetivo do problema;

e conceber e por em pratica estratégias de resolucao de problemas, verificando
a adequacao dos resultados obtidos e dos processos utilizados;

e explicar e justificar processos, resultados e ideias mateméticas;

e exprimir ideias e processos matematicos, oralmente e por escrito, usando a
notacao, simbologia e vocabulario proprios;

e decompor nimeros naturais;

e decompor em fatores primos;

e compreender as nogoes de minimo miltiplo comum e maximo divisor co-

mum de dois nimeros e determinar o seu valor.

Como em todas as propostas que constituiam um desafio, os alunos mostraram-
se recetivos e interessados. Dei a indicacao de que a tarefa teria que ser realizada a
pares, pelo que a planta da sala de aula teve que ser reajustada. Os alunos ficaram
sentados com um colega de carteira & excecao de um grupo que ficou com trés
elementos. A aluna com Necessidades Educativas Especiais, dadas as caracteristicas
da tarefa, trabalhou individualmente uma ficha de trabalho adaptada, proposta pela

equipa de Ensino Especial.
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1. (Q1) A empresa City Express une as cidades de Lisboa e Covilha numa linha
regular de autocarros. Para evitar esperas desnecessarias aos seus passageiros,
decidiu colocar uma maquina de venda automaética de bilhetes na estacao de
Sete Rios (Lisboa). Se a maquina vender unicamente bilhetes para o trajeto
Lisboa-Covilha e vice-versa, calcula qual é o preco do bilhete, sabendo que
custa mais de 1 euro e que em dois dias consecutivos o total de vendas da
méaquina foi de 1105 e 1482 euros, respetivamente.

2. (Q2) Da central de camionagem de Sete Rios partem duas linhas de au-
tocarros, a primeira parte a cada 12 minutos e a segunda a cada 20 minutos.
Sabe-se que as 6 horas partem, em simultaneo, dois autocarros, um de cada
linha. a. (Q2a) A que horas volta a coincidir a partida dos autocarros das
duas linhas? b. (Q2b) Quantos autocarros terao partido de cada linha até as

horas indicadas em a.?

F1GURA 21. Excerto da Tarefa 2.

Apo6s a minha leitura do enunciado, foi necessario esclarecer que o preco do
bilhete de ida ¢ igual ao preco de volta.

Rapidamente um aluno perguntou o que se segue.

Aluno 7F: Podemos usar vérias regras? Regra de trés simples e isso?

Eu anui e aproveitei para salientar que poderiam usar qualquer tipo de estratégia
de resolucao que considerassem adequada.

No grupo do aluno 7D ja tinham interpretado o problema e, na tentativa de
saberem se estavam no caminho certo, surgiu a pergunta seguinte.

Aluno 7D: Aqui estamos a pensar somar este [1105] e este [1482] e dividir por
qualquer coisa. Nao é7
Eu questionei sobre o que pretendiam com a soma dos dois valores e um rapidamente
respondeu.

Aluno 7D: Vou ter o total dos dois dias. E para saber o preco do bilhete, como
¢ mais de 1 euro, tenho que dividir por alguma coisa.

Passados 10 minutos abordei a mesa do aluno 7B.

Professora: O que ja fizeram?

Aluno 7B: Ja tiramos os dados. 1105 euros de ida e 1482 euros de volta.
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1. Resolucao de Tarefas no 7.° Ano de Escolaridade

A resposta do aluno 7B revela que o enunciado nao foi bem interpretado, ape-
sar de que, neste caso, a interpretacao do aluno nao interfere com a resolucao do
problema.

A inquietacao e a frustracao comecou-se a instalar um pouco por toda a sala de
aula, notorio, por exemplo, nos seguintes comentarios.

Aluno 7I: Este é um exercicio do 10.° ano ou da universidade.

Aluno 7H: Nao estou a perceber nada disto. So tenho trés dados! Sao so trés
nimeros. E quase impossivel resolver um problema com trés niumeros.

Passados 18 minutos ouve-se a seguinte exclamagcao.

Aluno 7TA: Ja seil

Dirigi-me & mesa do aluno e questionei-o sobre a sua resolucao.

Aluno 7A: Entao 1105 a dividir por 85 da 13 e 1482 a dividir por 114 da 13.

Apesar de o aluno nao explicar como obteve os valores 85 e 114, a resolucao no

caderno estava correta (Fig. 22).
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FIGURA 22. Resolugio do aluno 7A para (Q1).

Nos grupos dos alunos 7H e 7G ainda nao havia uma estratégia para a resolugao
do problema.

Aluno 7H: Nao estou a perceber nada. Ja ouvi falar em mdc e mmc e nao estou
a perceber nada.

Aluno 7G: E dificil.

Professora: Pensem ao contrario. Definam um preco e construam o problema ao
contrario.

Trés minutos depois ...
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Aluno 7D: 1105 é o numero total de bilhetes vendidos vezes o preco de cada
bilhete. E o 1482 é o nuimero total de bilhetes vendidos vezes o preco de cada
bilhete.

Solicitei ao aluno 7D a partilha, com a turma, da sua conclusao e reforcei como
se segue.

Professora: O que é que ha aqui em comum?

Turma: O preco de cada bilhete!

Professora: Se souber o preco de cada bilhete, o que conseguimos saber?

Aluno 7D: O numero de pessoas.

Professora: O nimero de bilhetes.

Aluno 7F: Se soubermos o preco de cada bilhete sabemos quantas pessoas com-
praram o bilhete. Entao se soubermos quantas pessoas compraram o bilhete conse-
guimos ter a resposta.

O grupo do aluno 7F acabou por descobrir o preco de cada bilhete por tentativa
erro. Com o seu colega de grupo, o aluno 7C, e com a ajuda da calculadora, come-
caram a testar os divisores a partir de 10, e desta forma rapidamente chegaram a
resposta pretendida.

A dada altura, e com as dificuldades sentidas, os alunos comecaram a partilhar
informagoes entre grupos, o que levou a conhecerem em parte a resolucao do aluno
7A. Souberam que passaria pela fatorizacdo em nimeros primos e pela procura do
méximo divisor comum, sem, no fundo, perceberem o objetivo final.

Estabeleci um didlogo com o aluno 7H.

Professora: Porqué mdc?

Aluno 7H: Porque é o méaximo divisor comum.

Professora: E porqué? Porque tem que ser um divisor comum?

Aluno 7H:: Como é que hei de explicar?! Ou seja, ao dividirmos este [1105]
por este [1482] e vice-versa vai dar um ntimero decimal. Nos temos que achar um
nimero certo.

O aluno 7D, com o colega de grupo, dirigiu-se a mim com a sua explica¢ao.

Aluno 7D: Descobrimos com a calculadora o maximo divisor deste [1105] que da
85 e o maximo divisor deste [1482] que da 114 e 1105 a dividir por 85 da 13 e 1482
a dividir por 114 também.

Professora: E o que representa neste caso o 857

Aluno 7D: O nimero de pessoas.
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1. Resolucao de Tarefas no 7.° Ano de Escolaridade

Apesar de interpretar corretamente os valores, estes foram obtidos ja com o
auxilio de resolucoes de colegas.

Passados 45 minutos desde o inicio da tarefa, e tendo em conta o insucesso na
resolucao da maioria dos alunos, fiz a resolucao no quadro incentivando os alunos a
participarem na sua construcao.

Apresenta-se de seguida a resolugao do aluno 7C conforme foi exposta no quadro
da sala de aula (Fig. 23).
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F1GURA 23. Corregao de (Q1) copiada do quadro.

Observe-se que o aluno, nesta resolucao, mesmo acompanhando o trabalho de-
senvolvido no quadro, ao copiar para o seu caderno comete um erro. Nas fatorizagoes
dos niimeros 1105 e 1482, ao invés de multiplicar os seus fatores primos, usou o sinal
da adicao. Esta situacao revela, para além de desatencao, falta de conhecimento
sobre a fatorizacao de ntimeros naturais.

Perante esta constatacao, junto do aluno, chamei-o & atencao para se o que estava
escrito no quadro correspondia ao registado no caderno. Alertei também a turma

para a importancia de estarem atentos quando copiam do quadro. Aproveitando
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ainda esta situacao, reforcei a ideia da fatorizagao dos niimeros em fatores primos,
recorrendo as fatorizacoes dos nimeros 1105 e 1482, e que a palavra fatorizacao esté
associada a operacao de multiplicacao.

A segunda parte da tarefa, (Q2), dividida em duas alineas, foi resolvida em casa
e entregue na aula seguinte em formato de papel. Entregaram todos os alunos a
excecao de trés. Todas as respostas entregues foram consideradas corretas. Seguem-
se dois exemplos de resposta (Fig. 24 e Fig. 25).
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FIGURA 24. Resolugdo do aluno 7B para (Q2).

/(‘Q 2 o?O 2
e 13 1613 &' x6x8 =60
|3 ,6‘ = RS andocsios &uS
! Auos Linnde coltid
' R 0es .
v o Ao 60 a 6O
AQ:ngé J0
.. 342:6 \
i Tocom poch®  do cacy
GOTP0:3
wans 8 ous \a(1Cs
3¢3:3

FIGURA 25. Resolugao do aluno 7K para (Q2).
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1. Resolucao de Tarefas no 7.° Ano de Escolaridade

1.3. Tarefa 3: “Sequéncia de Fibonacci”. A tarefa “Sequéncia de Fibonacci”
(ver Anexo III), precedida de uma contextualizagao historica, foi constituida por um
tnico problema dividido em duas questoes similares. Esta tarefa, apesar de nao ser
referida no PMEB, consta de uma tematica frequentemente abordada nos manuais
escolares no ambito do estudo de sequéncias e regularidades. Justificou-se a sua
abordagem, através de uma tarefa, tanto pela relevancia historica que apresenta
como pelo desafio que pode ser lancado aos alunos na sua interpretacao.

A tarefa foi proposta na ultima semana do segundo periodo, enquanto que o
topico de Sequéncias e Reqularidades foi abordado no final do primeiro periodo.

Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os objetivos:

e conhecer aspetos da historia da Matematica;
e definir uma sequéncia por recorréncia;
e conhecer a sequéncia de Fibonacci;

e desenvolver persisténcia na procura de solucoes perante uma situacao nova.

Supoe que se coloca um casal de coelhos num recinto do qual nao podem
sair. No primeiro més de vida, o casal de coelhos é ainda muito novo para
se reproduzir. A partir do segundo més, este casal torna-se fértil e da origem
a um novo casal (macho e fémea) que nasce no més seguinte. Este processo
repete-se todos os meses com cada casal de coelhos.

Ao fim de cinco meses, admitindo que nao morre nenhum coelho, quantos

casais de coelhos havera no recinto? E ao final de sete meses? Obs.: Usa, para

te auxiliar, os recortes de coelhos.

FIGURA 26. Excerto da Tarefa 3.

Dividi a turma em 7 grupos de dois alunos e 1 de trés, aos quais foi distribuida
a tarefa em papel e um conjunto de 30 casais de coelhos, também em papel (Fig.

27), para manipulac¢ao e eventual esquematizagao da situacao problemaética.

F1GURA 27. Casal de coelhos.
91



CAPITULO 4. Praticas Letivas no Tema Nimeros e Operacoes

A tarefa foi recebida com entusiasmo e rapidamente os alunos interessaram-se
pelo seu enunciado. Eu li a tarefa e expliquei que poderiam usar os recortes dos casais
de coelhos bem como a mesa de trabalho para a exploracao do desafio. Questionei
ainda toda a turma sobre o ponto de partida com o objetivo de direcionar e estimular
o inicio do raciocinio.

Professora: Qual é a situacao inicial?

Aluno 7H: Um casal de coelhos.

Decorridos 10 minutos, ja sete dos oito grupos discutiam a estratégia de resolugao
do problema podendo-se observar, espalhados pelas mesas de trabalho, casais de
coelhos com diversas disposicoes.

Enquanto eu circulava pela sala de aula, os alunos aproveitavam para colocar
algumas questoes, todas relacionadas com a mesma dificuldade na interpretacao do
enunciado.

Aluno 7A: Eles nascem e a partir do segundo més tornam-se férteis. Mas os
outros coelhos s6 nascem no més seguinte?

Aluno 7C: O primeiro casal ainda pode ter mais filhos, ou nao?

Aluno 7H: Tenho uma divida, o primeiro casal reproduz-se no proéximo més?

Aluno 7D: Os filhos também s6 podem ter filhos no segundo més?

Perante estas questoes, optei por me dirigir a toda a turma reforcando a ideia
de que os coelhos s6 se conseguem reproduzir no segundo més de vida e que a partir
dai se reproduzem mensalmente.

Notaram-se algumas dificuldades no didlogo entre os pares. Quando um aluno
comegava a esquematizar a reprodugao dos coelhos nem sempre o(s) colega(s) con-
seguia(m) acompanhar o raciocinio. Isto prova que é um problema com diversas
formas de abordagem, como veremos adiante, nem sempre claras para os demais.

Apos 30 minutos foi possivel observar as seguintes resolugoes.
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FiGurA 28. Resolucao dos alunos 7H e 7L.
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Este esquema estava muito bem construido e representava na perfeicao a repro-
dugao dos coelhos. Porém a pergunta que se impunha era que quantidade de casais
de coelhos existiriam ao fim de 5 e de 7 meses. Estes alunos consideraram o nasci-
mento dos coelhos como o momento “1” e nao o momento “0”, como era esperado.

O primeiro casal que consta a esquerda acabou de nascer e dai no més seguinte
haver um espaco em branco que representa o més até atingir a idade fértil. No
terceiro momento (3* coluna) nasce um casal de coelhos. Na 4* coluna, o casal da
3* coluna ainda nao pode procriar e por isso apenas nasce um casal do primeiro
casal de coelhos. Na 5* coluna temos dois casais de coelhos em idade fértil e, assim
sendo, nascem mais dois. Na 6* e 7* colunas, pela mesma ordem de ideias, temos 3
e b casais de coelhos em idade fértil respetivamente, representando-se o nascimento
de 3 e 5 casais de coelhos. Falta portanto uma coluna que represente o 7° més que
teria o nascimento de oito casais. Assim sendo, as suas respostas ficaram desfasadas
um més, tendo os alunos indicado 5 como o niimero de casais de coelhos existentes
ao fim de 5 meses e 13 ao fim de 7 meses.

Segue-se uma resolucao que, em termos de esquema e raciocinio, é muito idéntica
a anterior. Contudo, os alunos, para além do erro na catalogacdo do momento zero,
baralharam-se ao querer, desde inicio, fazer o esquema logo para os 7 meses. Este
facto induziu ao “esquecimento” da reproducao dos casais de coelhos que entretanto

foram nascendo.
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FI1GURA 29. Resolucao dos alunos 7C e 7F.

Dois alunos fizeram uma esquematizacao que se revelou surpreendente, tanto pela
imagem visual como pelo raciocinio que lhe esta associado. O que a primeira vista
parece um esquema sem nexo e muito pouco estruturado, numa segunda aprecia¢ao

mostra-se de extrema simplicidade.
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F1GURA 30. Resolugao dos alunos 7B e 7J — primeiro esquema.

IF;E:"‘ —-

F1GURA 31. Resolugao dos alunos 7B e 7J — segundo esquema.

A resolucao da Fig. 30 continha erros e, ap6s reformulacao, obtiveram o esquema,
da Fig. 31, desta vez totalmente correto. Repare-se que as respostas as duas questoes
do enunciado podem ser obtidas através deste esquema contando o nimero de nos
com valor menor ou igual a 5, para responder a primeira questao, e a totalidade de
nos, para responder a segunda questao.

Os no6s correspondem aos casais de coelhos nascidos no més neles inscrito e as
setas indicam a descendéncia de cada um dos nos (casal de coelhos), que por sua
vez remetem para novos nos com a indicagao do més de nascimento do novo casal.

Dos restantes cinco grupos, um nao conseguiu dar inicio a resolugao e os outros
quatro apresentaram esquemas de dificil compreensao e que os proprios alunos nao

conseguiam explicar, como se exemplifica de seguida (Fig. 32, Fig. 33 e Fig. 34).
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F1GURA 32. Resolugao incorreta I.

F1GURA 33. Resolucao incorreta II.

F1GURA 34. Resolugao incorreta III.
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Dado que apenas 35% dos alunos compreenderam a evolucao da sequéncia, eu
avancei para a resolucao da tarefa, usando para tal os mesmos recortes de casais de
coelhos afixados num placar. Comecei por identificar os meses na vertical usando
também recortes em papel (Fig. 35) e de seguida questionei a turma sobre a situagao

inicial.
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F1GURrA 35. Placar da sala antes da resolucao.

Professora: Qual é a situacao inicial?

Varios alunos: Um casal de coelhos.

Rapidamente afixei um casal de coelhos antes da barra cronolégica e entre varios
comentarios destaca-se um.

Aluno 7B: Pois, ainda nao tém um més. Acabaram de nascer!

Interrogando a turma, fomos em conjunto, acrescentando os casais de coelhos
na linha cronolégica. Com a excecao de dois alunos, todos participaram ativamente
nesta construcao, o que levou a momentos de alguma confusao e discussao, na mai-
oria pela dificuldade, a partir do 4° més, em identificar os casais férteis e nao férteis.

Apos a construcao da sequéncia para os primeiros 5 meses, resultou o esquema
da Fig. 36, que todos os alunos registaram no caderno diario. Apds este momento
continuadmos a construgao da sequéncia até aos 7 meses, que foi novamente registada
no caderno diario. Por tltimo e como curiosidade, ainda determinamos o niimero
de coelhos no 8° més, que apenas ficou construido no placar dada a limitacao de

espaco e organizacao da maioria dos cadernos.
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FI1GURA 36. Placar da sala com a resposta do ntimero de casais de
coelhos ao fim de cinco meses.

2. Resolucao de Tarefas no 9.° Ano de Escolaridade

A turma do 9.° ano de escolaridade, onde se realizou o estudo, é constituida por
18 alunos, com idades compreendidas entre os 13 e os 17 anos. Nestes ha 9 alunos
do sexo feminino e 9 do sexo masculino, um dos quais com Necessidades Educativas
Especiais (Sindrome de Asperger) com curriculo especifico individual.

Um dos alunos estd a frequentar o 9.° ano pela segunda vez e, dos restantes
dezassete, sete ja ficaram retidos ao longo do seu percurso escolar. No 7.° ano de
escolaridade foram, desde logo, diagnosticadas grandes lacunas no que diz respeito as
competéncias essenciais de Matematica do 2.° Ciclo do Ensino Bésico. Esta situacao
refletia-se também pelo elevado ntimero de alunos que transitaram para o 7.° ano
com nivel inferior a trés na disciplina de Matematica. Trinta e sete porcento dos
alunos transitaram para o 9.° ano com nivel inferior a trés.

Na turma do 9.° em questao foram identificados como inibidores de aprendizagem

as seguintes caracteristicas:

e falta de empenho nas atividades propostas na aula;

e poucos habitos de trabalho auténomo, essenciais para o nivel de ensino em

que se encontram;

e resisténcia a aprendizagem, bem como alguns comportamentos desajusta-
dos;
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e comportamento agitado e falta de concentracao.

A turma nao tem no seu horario uma sala fixa, mas todas as salas tém a mesma
tipologia: janelas grandes em todo o comprimento de um lado da sala, mesas de
dois lugares, um quadro branco, um computador e um projetor fixos.

A planta da sala de aula foi definida pelo conselho de turma, e é ajustada ao
longo do ano letivo conforme o comportamento dos alunos (Fig. 37). O aluno com
Sindrome de Asperger, muito bem integrado na turma, manteve o mesmo lugar ao

longo do ano, sozinho na primeira mesa de uma das filas.

.

100
00
00

~

FiGUurA 37. Planta da sala de aula da turma do 9.° ano.

No contexto do estudo, a esta turma foram propostas trés tarefas: “Demonstracao
I”, “Demonstracio 117 e “Formula Resolvente”. A semelhanca do que sucedeu no 7.°
ano, as tarefas foram distribuidas em forma de ficha de trabalho a todos os alunos.
As primeiras basearam-se na mesma metodologia, que consistiu na sua resolu¢ao em
conjunto com indagacoes da minha parte e participacao dos alunos. A terceira tarefa,
ap6s uma breve introducao, foi resolvida a pares, numa fase inicial, e depois por mim,

no quadro, com troca de ideias (professora—grupo de alunos; alunos—alunos).

2.1. Tarefa 1: “Demonstracao I”. A tarefa “Demonstracao I” foi realizada
em duas partes. A primeira parte, nos tltimos 35 minutos de uma aula, foi dedicada
a biografia de Gauss e como, em crianga, calculou a soma dos primeiros 100 ntimeros
naturais. A segunda parte foi realizada numa aula de 45 minutos e consistia em
demonstrar que raiz quadrada de dois € um niimero irracional.

Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-

tivos:

e conhecer aspetos da historia da Matemaética;
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e compreender a funcao da demonstragao;

e desenvolver a capacidade de abstrair e de generalizar;
e utilizar corretamente os termos hipotese e tese;

e conhecer o Teorema Fundamental da Aritmética;

e consolidar as propriedades dos niimeros naturais, racionais e suas operacoes.
A realizacao da tarefa, na qual ja era dada a indicacao de que o método a usar

na demonstracao seria o de reducao ao absurdo, foi feita oralmente com registo na
folha, em espagos previamente definidos para o efeito (ver Anexo IV). O quadro
foi utilizado para exposicao de exemplos, registo de propriedades necessarias para a
tarefa e acompanhamento de alguns passos que exigiam calculo.

Os alunos ja tinham conhecimento sobre em que consistia a demonstracao de
um resultado e sobre algumas das diferentes formas de realizar uma demonstracao.
Na aula anterior foram apresentados dois tipos de demonstragao: inducao e reducao
ao absurdo. Para ilustrar este ultimo método foi demonstrada a propriedade “Se
p? & par entdo p é par, com p € N”. Para tal, os alunos criaram um separador no
caderno diario com o tema “Teoremas e demonstracoes”. Antes da demonstracao,
propus aos alunos a experimentacao de casos particulares, que os levou a conjeturar
as propriedades analisadas.

Solicitei ao aluno 9E a leitura da biografia de Johann Carl Gauss que constava
na ficha distribuida e, apos esta leitura, questionei os alunos se estavam recordados
de, no ano anterior, terem calculado a soma dos primeiros 100 ntimeros naturais.
Os alunos recordavam-se mas ji nao tinham presente como o tinham feito. Registei
entao no quadro a expressao 1+2+3+4+. .. - -+974+984+99+100 que reconheceram.
A partir daqui questionei sobre a soma das parcelas i + 1 e 100 — 4, i € {0,...,49},
e concluimos que 1 +2+34+4+...... + 97498 + 99 + 100 = 101 x 50 = 5050. O
esquema construido no quadro (Fig. 38) foi registado no espaco destinado, na ficha

de trabalho, para o efeito.

EER s o + A3+ 98+ 99+ (00

] Lt *;JJ

101

Aol

FiGURA 38. Representagao, no quadro, da soma dos 100 primeiros

nimeros naturais.
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Nesta altura passei a leitura do paragrafo seguinte e ajudei a clarificar o enunci-
ado do Teorema Fundamental da Aritmética através de dois exemplos (os nimeros
24 e 210), recordando a fatorizagdo de um niimero em fatores primos.

Depois de reforcar a importancia da prova da veracidade de teoremas e proprie-
dades, dei inicio & demonstracao de “A raiz quadrada de 2 é um nimero irracional”,
informando, tal como estava descrito, que recorreriamos ao método de reducao ao
absurdo, e que se descreve de seguida.

Professora: E o método de reducao ao absurdo consta em qué?

Aluno 9A: Raiz quadrada de 2 nao é um numero irracional.

Professora: Consta em negar a tese, neste caso assumir, supor que raiz quadrada
de 2 nao é um nimero irracional. Suponhamos que raiz quadrada de dois nao é um
nimero irracional.

Solicitei aos alunos a leitura em voz alta de cada passo da demonstracao.

Aluno 9C: Se raiz quadrada de dois é um nimero racional, entao pode escrever-se
na forma. ..

Professora: Entao a raiz quadrada de dois pode ser escrita na forma?

Aluno 9B acompanhado por alguns colegas: Fracao.

Professora: Qualquer fragao?

Aluno 9B: Fracao irredutivel.

O aluno 9D continuou a leitura ja com a frase devidamente completa.

Aluno 9D: Se raiz quadrada de dois é um nimero racional, entao pode escrever-se
na forma de fragao irredutivel.

A nocao de fracao irredutivel levantou algumas questoes na aula que levou a um
desvio da demonstracgao, tal como se transcreve de seguida.

Professora: Entao vamos escrever raiz quadrada de dois na forma de uma fracao
irredutivel. Vamos assumir que ¢ uma fragao do tipo {. a e b tém que ser ntimeros?

Varios alunos: Numeros naturais.

Varios alunos: Numeros fracionarios.

Professora: O numerador tem que ser um nimero fracionario?

Aluno 9E: Ahh nao!

Aluno 9F: Numeros inteiros.

Professora: Muito bem aluno 9F! O numerador e o denominador tém que ser
nimeros inteiros, tém que pertencer ao conjunto Z. Mas o b nao pode ser o qué?

Varios alunos: Zero.
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Professora: E porque é que o b nao pode ser zero?

Aluno 9G: Porque nao faz sentido.

Professora: Nao faz sentido porqué?

Aluno 9G: Nao se pode dividir.

Professora: b tem que ser diferente de zero porque é impossivel dividir por zero,
é impossivel dividir alguma coisa por nada. Porque é que afirmo de seguida que a e
b nao podem ter nenhum fator [primo| em comum?

Siléncio.

Professora: Se a e b tivessem um fator em comum?

Siléncio.

Professora: Deem-me um exemplo de uma fracao em que o numerador e o de-
nominador tenham um fator em comum.

Aluno 9A: 3.

Passei a registar no quadro.

Professora: % é a unidade. Outra diferente!

Aluno 9H: 1—%.

Professora: Qual é o fator em comum a 5 e a 107

Aluno 9E acompanhado por alguns colegas: 2.

Professora: O 27

Aluno 9C: Sim.

Aluno 9E: o 57

Professora: O 5! O 5 e 010 tém o 5 como fator em comum. E como transformo
a fragao em irredutivel?

Aluno 9E acompanhado por alguns colegas: Dividimos por 5.

Aluno 9E: 5 a dividir por 5 e 10 a dividir por 5.

Professora: Fica portanto %, que é uma fracao?

Varios alunos: Irredutivel.

Professora Reparem que agora 1 e 2 nao tém nenhum fator [primo| em comum,
ou seja, nao sao divisiveis pelo mesmo nimero. Deem-me agora um exemplo de uma
fracao em que o numerador e o denominador tenham um fator em comum, ou seja,
sejam divisiveis pelo mesmo niimero, e que seja irredutivel.

Siléncio.
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Professora: Talvez nao seja possivel...Aluno 9I, dd-me um exemplo de uma
fracao redutivel, ou seja, uma em que o numerador e denominador sejam divisiveis
pelo mesmo nimero.

O aluno 91 nao respondeu, eu insisti e acabei por direcionar a questao a outro
aluno.

Professora: Aluno 9B?

Aluno 9B: %.

Professora: Aluno 91, porque é que esta fracdo que o aluno 9B sugeriu é uma
fracao cujo numerador e denominador tém um fator em comum, ou seja, sao divisiveis
por um mesmo nimero?

Aluno 9I: 2.

Professora: O numerador e denominador sao divisiveis por 2. Simplificando
fica % Deem-me mais um exemplo de outra fracao cujo numerador e denominador
tenham um fator em comum.

Aluno 9E: 2.

Professora: Qual o fator em comum a 3 e a 67

Aluno 9J: 3.

Professora: Simplificando esta fragao fica?

Aluno 9B: %

Professora: Conseguem encontrar alguma fracao irredutivel em que o numerador
e denominador tenham fatores em comum?

Aluno 9A: Nao.

Professora: Se a fracao é irredutivel j4 nao é possivel dividir o numerador e
denominador pelo mesmo nimero. Concordam?

Varios alunos: Sim.

Prossegui, com os alunos, a demonstragao.

Professora: Numa fragao irredutivel, o numerador e o denominador ja nao tém
fatores em comum, por isso ao dizer que raiz de 2 se escreve na forma ¢ e que esta
fracao é irredutivel, temos que ter algumas garantias. a tem que ser um nimero?

Aluno 9E: Inteiro.

Professora: E o b um nimero?

Varios alunos: Inteiro.

Professora: E?

Viarios alunos: Diferente de zero.
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Professora: E que a e b nao tém fatores em comum. Continuando. ..

a

b
O aluno 9K continuou a leitura.

Escrevi no quadro: V2==2¢ reproduzi oralmente.

Aluno 9K: Vamos analisar esta fragio, isto é, a natureza do numerador [a] e do
denominador [b]. Para nos desfazermos do simbolo de raiz, na igualdade precedente,
elevamos ambos os membros ao quadrado.

Professora: Recordam-se? Para nos desembaragar-mos de uma raiz numa equa-
¢ao, isolamos a raiz num dos membros e elevamos ambos ao quadrado. Entao elevem
ambos os membros a 2.

Alguns alunos perceberam o que se pretendia, outros escreveram v/2 = (%)2
Regressei ao quadro para explicar que tinha que ser em ambos os membros.

Professora: Temos a seguinte igualdade v/2 = ¢ [registo no quadro|. Se me quero
desfazer da raiz, o que fago?

Varios alunos: Elevamos ao quadrado.

Professora: Mas, atencao! Numa equacao, se efetuarmos alguma operagao num
dos membros, temos que fazer o mesmo ao outro membro. Lembram-se que tém que
manter o equilibrio entre os dois membros como se fosse uma balanca!

Escrevi o procedimento no quadro: \/52 = (%)%

Professora: O que acontece agora?

Aluno 9B: Corta corta.

Professora: Exatamente, a raiz corta com o quadrado, ou seja, simplifica! E
como fica?

Aluno 9B: 2° = (%)

O aluno 91 nao estava a evoluir e eu detive-me junto dele para recordar a no¢ao
de raiz e por que é que \/52 = 2.

Professora: Retomando a nossa igualdade. Aluno 9L, qual o préximo passo na
nossa demonstracao?

Aluno 9L: Aplicando as propriedades das poténcias fica.

Professora: Que regra vamos aplicar aluno 917

Siléncio.

Professora: O que é que podemos fazer naquela poténcia? (aponta para o qua-
dro).

Siléncio.

Professora: Quem é que ajuda o aluno 9L7?
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Aluno 9B: Eu. Eu acho que fica, como os expoentes sao iguais, a menos b. Nao,
a a dividir por b.

Professora: Estas a confundir! Vamos relembrar as regras das poténcias.

Escrevi entao no quadro as regras das poténcias.

O aluno 9H estava a escrever as regras no espaco da demonstragao. Chamei-o a
atencao e sugeri-lhe que escrevesse ao lado, aproveitando para verificar as fichas dos
restantes alunos.

Enquanto alguns alunos estavam a escrever as regras no corpo da demonstracao,

outros ja estavam a evoluir corretamente com trés notacoes distintas:
2

2= (9 = &

b2
2

_ a”.

Q—b_27

a2

=R

Professora: Tém que manter os dois membros da igualdade. Aluno 9G 1é o que
escreveste.

Aluno 9G: 2 = Z—; [2 igual a a ao quadrado sobre b ao quadrado.

Registei a igualdade no quadro.

Professora: A igualdade anterior é equivalente a esta.

Tendo em conta as descontinuidades na elaboracao da demonstracao devido as
dificuldades dos alunos, e para reforcar o que tinha sido trabalhado, recapitulei
toda a demonstracao desde o inicio até aqui. Depois prossegui, com os alunos, a
demonstragao.

Professora: Vamos entao reduzir ambos os membros da igualdade ao mesmo
denominador.

9 2

Observei que o aluno 9M escreveu 5 = 5.

Professora: Aluno 9M, ter 10 euros é o mesmo que ter 10 euros a dividir por 27
Aluno 9M: Nao.

Professora: Podes entao, de um momento para o outro, passar de 2 para b%?
Siléncio.

Conhecendo as dificuldades do aluno, passei para o seguinte exemplo no quadro:

(S]]
+

1

=

Professora: Para somar duas fragoes temos que?
Aluno 9B: Reduzir ao mesmo denominador.

Professora: Aluno 9M, como fica?

Com a minha ajuda e a dos colegas foi calculada a soma.
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Professora: Aluno 9M, }—g é diferente de %?
Aluno 9M: Sim.

Professora: Valem valores diferentes?
Siléncio.

Decidi entao exemplificar com dois circulos, onde num representei }—g e noutro %,

(Fig. 39).

FIGURA 39. Representacao esquematica de % e de %

Professora: Afinal aluno 9M, as fracoes sao equi. . .

Aluno 9M: Equivalentes.

Professora: As fragoes sao equivalentes, valem o mesmo!

De volta a igualdade 2 = Z—z reforcei que nao se podem limitar a dividir o primeiro
membro por b?>. No quadro reduzi ambos os membros da igualdade ao mesmo
denominador: Qbi; = ‘;—j

Professora: E agora posso?

Varios alunos: Pode cortar.

Professora: E como fica aluno 9D?

Aluno 9D: 2b* = a>.

Recapitulei todos os passos desde 2 = (£)2.

Professora: Chegdmos a uma expressao simples! 20> = a? que é equivalente a
a® = 2b.

Chamei & atencdo que a? é um nimero e que esse niimero ¢ duas vezes um outro
nimero.

Professora: O que me dizem sobre niimeros na forma 2v?

Obtive respostas pouco claras, nomeadamente “E o dobro”, e na maioria imper-
cetiveis.

Professora: Leiam 14 o que vem escrito a seguir.

Alguns alunos lém alto.
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Professora: Entao o que dizem sobre a*?

Alunos 94 e 9N: E par.

Professora: Muito bem. Agora registem no espaco da vossa ficha e leiam o que
vem a seguir.

Depois de consultarem o caderno diério, foi o aluno 9N que primeiro identificou
a propriedade a que se refere a tarefa. A mesma tinha sido abordada numa aula
anterior. Todos os alunos escreveram na, ficha: Se p? é par entdo p é par, com p € N.

Professora: Entao se a? é par, o que me dizem sobre a paridade de a?

Virios alunos: E par.

A 15 minutos do final da aula, o aluno 9L chama a atencdo que a aula esta a
chegar ao fim.

Professora: Se a é par pode ser escrito de que forma?

Aluno 9A: a?.

Professora: Nao.

Aluno 9A: b*?

Professora: Nao. Vamos recuar e ver a definicao de nimero par. Qualquer
nimero par escreve-se da forma?

Aluno 90: p = 2k.

Professora: Mas neste caso nao lhe chamamos p mas sim a. Entao como fica?

Aluno 90: a = 2k.

Professora: Voltando a nossa ultima igualdade, 26> = a? [registo no quadro],
vamos substituir a por 2k. Como fica aluno 9P?

Siléncio.

Professora: Vamos 14 aluno 9P, onde tens o a substitui por 2k.

Com ajuda do colega do lado, aluno 9Q, o aluno 9P concluiu a substituicao.
Pareceu que o aluno disse bem mas, tal como outros alunos, escreveu 2k?2.

Professora: Atencao que o expoente tem que se aplicar nao s6 ao k mas também
ao 2. Para isso usam um parénteses.

Escrevi no quadro: 2b* = (2k)>.

Professora: Continuando a demonstragio, desenvolvam agora a poténcia (2k)2.

Chamei a atencao dos alunos para a aplicacao da regra das poténcias e percorri
as mesas observando a sua aplicagao. Muitos alunos escreveram 4k. Corrigi o erro
referido nos lugares.

Professora: Chegamos entao a 2b* = 4k%. Que sugestao se segue?
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Aluno 9D acompanhado de alguns colegas: Dividindo ambos os membros da
igualdade por 2.

Procedi entao a divisao, no quadro, de ambos os membros por 2: % = 42£ &
b? = 2k

Professora: Reparem agora que b? é da forma 2 vezes um niimero. Posto isto, o
que me dizem sobre a paridade de b?

Aluno 9B: E par.

Professora: Exatamente. Preencham a afirmacao na vossa ficha.

Depois de um momento de pausa, prossegui.

Professora: Entao a e b sao niimeros pares, certo?

Virios alunos: Sao.

Professora: Se a e b sao ntimero pares podem ser divididos por que niimero?

Aluno 90: Por 2.

Professora: Entao se a e b sao divisiveis por 2, § & irredutivel?

Aluno 9B e aluno 90: Nao.

Professora: Entao ha aqui uma contradi¢ao. No inicio da demonstracao dissemos
que 3 era irredutivel.

Aluno 9D, aluno 9F e aluno 90: Isso é a reducao ao absurdo!

Aluno 9E: A raiz de dois nao é racional!

Professora: Chegdmos a uma contradi¢cao, ou seja, partimos de uma afirmacgao
e agora chegdmos a uma contradi¢cao, um absurdo. Leva-nos entao a concluir, como
disse o aluno 9E, que a raiz quadrada de dois nao é racional. Completem agora os

espacos do final da demonstracao.

2.2. Tarefa 2: “Demonstracao II”. Em sequéncia da tarefa anterior, propus
aos alunos uma segunda demonstracao da irracionalidade de v/2 através do Teorema
Fundamental da Aritmética, com o qual ja tinham tido contacto.

Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-

tivos:

compreender a funcao da demonstracao;

desenvolver a capacidade de abstrair e de generalizar;

utilizar corretamente os termos hipotese e tese;

consolidar as propriedades dos niimeros naturais e racionais, e suas opera-

coes;

aplicar o Teorema Fundamental da Aritmética;
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e compreender que pode haver mais do que uma demonstracao para um

mesmo resultado.

Tal como na primeira demonstracao, apresentei aos alunos uma ficha ja com a
demonstracao pré-feita, a qual os alunos completaram com o meu auxilio. Tendo
em conta a similitude com a tarefa “Demonstracao I”, os passos iniciais foram dados
com sucesso. Importou nesta tarefa salientar um passo da demonstracao que se

transcreve a seguir.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, p e ¢ podem ser escritos como __.
Procura escrever a afirmacao anterior em linguagem matematica.

p =

q =

F1GurA 40. Excerto da Tarefa 2.

Recorrendo a tarefa anterior, todos os alunos conseguiram, com sucesso, com-

pletar a primeira frase. A titulo de exemplo veja-se uma resolucao na Fig. 41.

Pelo Teorema Fundamental da Artmética, p e g podem ser escritos como

AS yiam& 1 &4 ' ¢ oA G ; Jrcvosoen b

TR,
OO B L : 0 3 v (P = L F A

FIGURA 41. Resolucao do aluno 9C.

Verifiquei a dificuldade dos alunos para escrever, em linguagem simbolica, p e ¢
como produto de niimeros primos por ordem nao decrescente. De facto, nao registei
nenhum caso de sucesso na resposta. Foram 8 os alunos que conseguiram concretizar
uma resposta a esta questao. Todos os outros alunos nao registaram nada.

De entre as tentativas de resposta algumas revelaram a preocupagao em identi-
ficar os fatores como ntimeros primos, dando essa indicagao: escrevendo os ntimeros

primos (Fig. 42) ou identificando as letras como tal (Fig. 43).

Procura escrever a afirmacao anterior em linguagem matematica.
P= \ \

g=a

F1GURA 42. Resolucao do aluno 90.
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Procura escrever a afirmacéc anterior em linguagem matematica.
- a

P= Ko : . 5 T

e see i pwnod

7= bw ¢ L,
ber? sco wi pPRwWOD

FIGURA 43. Resolucao do aluno 9A.

Na resolucao da Fig. 44, apesar de terem sido identificados os fatores como
nimeros primos, houve uma tentativa em escrever um produto de fatores utilizando
as letras do alfabeto, mas repetindo a mesma fatorizacao para p e q. Tal como na

resolucao da Fig. 42, o aluno nao distinguiu os dois nimeros.

Procura escrever a afirmacao anterior em linguagem matematica.

p= Ox bycox = kg2 * S s XU XVUXY XE

g= CAxHxC¥X- - -~ X L XT

FI1GURA 44. Resolugao do aluno 9D.

Houve ainda respostas sem sentido algum e que revelaram que o aluno nao com-

preendeu o que lhe era pedido, como se constata na resolucao da Fig. 45.

Procura escrever a afirmagao anterior em linguagem matematica.
] -9 s “
Vi S k2 (n PSS

g : , \SL O (B 0

FI1GURA 45. Resolucao do aluno 9M.

Recolhi as folhas onde foram registadas as respostas anteriores e, depois, distribui
as paginas 3 e 4 da tarefa. Prosseguimos para a pagina 3 onde ja estavam escritos
p e g como produto de nimeros primos. Os alunos ficaram surpreendidos com o
aspeto das fatorizagoes, mas, dado o esforco feito em obter o mesmo resultado,
compreenderam o que lhes era apresentado, com a ajuda de uma breve exploracao
minha no quadro.

A continuacao da demonstracao, a semelhanca da anterior, elaborou-se através
do preenchimento de espagos que se revelaram mais faceis de concretizar levando

a que a demonstracao se concluisse, a partir da pagina 3, em 20 minutos. Nao
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tendo registado dudio nem video, dos apontamentos tomados, registei que os alunos

consideraram esta demonstracao mais “facil” que a anterior.

2.3. Tarefa 3: “Férmula Resolvente”. A tarefa “Formula Resolvente” con-
sistiu num conjunto de trés problemas historicos resolvidos através de equagoes do
2.° grau e, posteriormente, da demonstracao da férmula resolvente. Ja tinha sido
trabalhada, nas aulas anteriores, a resolucao de equacgoes incompletas do 2.° grau,
pelo que esta tarefa tinha, como objetivo, introduzir as equagoes completas do 2.°
grau e a formula resolvente. Propunha-me ainda que os alunos interpretassem e
resolvessem problemas geométricos e algébricos envolvendo equacoes do 2.° grau.

Apos a introducao a tarefa e leitura, ambas realizadas por mim, dos trés proble-
mas propostos, dei 30 minutos para que os alunos relessem os problemas e iniciassem
a sua resolucao. Sugeri, depois de introduzida a tarefa, que poderia ser ttil repre-

sentar as figuras geométricas sugeridas em cada um dos problemas.

Problema A. Papiro de Moscou: Calcular a base de um retangulo cuja altura
é igual a 3/4 de sua base e cuja area é igual a 12.

Problema B. Tabua babilonica: Achar o lado de um quadrado se a sua érea
menos o seu lado é 870.

Problema C. Sulvasutras: A oitava parte de um bando de macacos, elevada ao

quadrado, brinca num bosque. Além disso, 12 dos macacos podem ser vistos

sobre uma colina. Qual é o niimero total de macacos?

FI1GURA 46. Excerto da Tarefa 3.

Passados os 30 minutos, 6 alunos ainda nao tinham iniciado a resolucao de
nenhum dos problemas propostos na tarefa. Apresentam-se de seguida algumas
resolucoes de alunos que conseguiram dar alguns passos no referido espago de tempo.
Nuns casos os dados foram mal interpretados, noutros foram bem recolhidos e o
problema mal equacionado, e noutros casos o problema foi bem equacionado mas

nao resolvido.

F1GURA 47. Recolha de dados do Problema A pelo aluno 9R.
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|

F1GuraA 50. Equacao correta do Problema A pelo aluno 9E.

De seguida apresentam-se dois casos de alunos que equacionaram e resolveram
a equacao, mas s6 um concretizou a resolucao do problema. O aluno 9B errou na
resolucao da equagao (Fig. 51) e o aluno 9E cometeu apenas um erro na apresentacao

do conjunto solucao da equagao (Fig. 52).

FI1GURA 51. Equacao correta, mas mal resolvida, pelo aluno 9B.
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FI1GURA 52. Equacao correta do Problema A pelo aluno 9E.

Seguiu-se a exploracao no quadro, interagindo com os alunos.

Professora: Vamos ler novamente o primeiro problema. Calcular a base de um
retangulo cuja altura é igual a % da sua base e cuja area é igual a 12. O que
comecgamos por fazer?

Aluno 9E: Desenhar um retangulo.

Apos esta intervencao, reproduzi um retangulo no quadro.

Professora: O que pretendemos saber neste problema aluno 917

Aluno 9I: E calcular a base vezes a altura.

Professora: O que é pedido?

Aluno 9M: A base.

Professora: O que é a base do retangulo? E a nossa?

Aluno 9A: Incognita.

Denotei, no retangulo do quadro, a base pela letra x.

Professora: O que nos é dado?

Aluno 9A: Altura é igual a % da sua base.

No retangulo j4 mencionado, denotei a a altura por %:v.

Professora: E que outra informagao é dada?

Aluno 9I: A érea.

Aluno 9M: Que é 12.

Professora: Como se calcula a area de um retangulo?

Surgem alguma hesitacao e respostas atrapalhadas mas corretas.

Escrevi no quadro A = base x altura.

Professora: Entao qual é a condicao? A equacgao? Sabendo que a area é 12...
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9B: 3z = 12. Nao! z x 3z =12.

Registei entao no quadro x X %x =12.

Professora: A multiplicacao goza de que propriedade?

Aluno 9J: Distributiva.

Professora: Distributiva em relacao a adigao. Mais? Que propriedades da mul-
tiplicacao vocés conhecem?

Viarios alunos: Comutativa.

Professora: E o que significa a propriedade comutativa da multiplicacao?

Siléncio.

Professora: Vamos 14!

Aluno 9N: E comum.

Professora: E comum?! Aluno 9G?

Aluno 9G: Podem-se trocar os fatores.

Professora: Muito bem! Como é possivel ouvir respostas como “comum’ Fico
comovida com algumas respostas! Aluno 9A, como simplificaste o primeiro membro?

Aluno 9A: Fica 32? = 12 [trés quartos de = ao quadrado igual a 12].

Registei o que disse o aluno.

Professora: E depois?

Aluno 9A: E depois isso é uma equacao muito incompleta.

Professora: Muito incompleta nao! Incompleta. Tem um termo de grau. . .

Aluno 9A: Dois.

Professora: E um termo? In...

Aluno 9A: Independente.

Professora: Como se resolvem equagoes deste tipo?

Aluno 9A: Poe-se em evidéncia.

Professora: Em evidéncia? Em evidéncia nao! No primeiro membro s6 temos
uma parcela, o que é que podes por em evidéncia? S6 podes por um elemento em
evidéncia quando ele estd comum a duas ou mais parcelas!

Eu quero isolar o 22 no primeiro membro. Tenho aqui este coeficiente. O % esta
a fazer o qué no primeiro membro?

Aluno 9B: A multiplicar.

Professora: Passa para o segundo membro a?

Aluno 9B: Dividir.

Professora: E dividir por uma fracao é o mesmo que multiplicar pela sua?

113



CAPITULO 4. Praticas Letivas no Tema Nimeros e Operacoes

Siléncio.

Repeti a pergunta trés vezes.

Aluno 9E: Inversa.

Simplifiquei a equacao no quadro, onde o produto 12 x 4 e o quociente % foi
solicitado aos alunos.

Professora: Como desembarago o quadrado?

Aluno 9J: A raiz.

Professora: A raiz como?

Aluno 9E: Mais ou menos raiz de 16.

Registei x = +1/16 no quadro.

Professora: E quanto é a raiz de 167

Varios alunos: 4.

Professora: Entdo —v/16 é —4. Tem duas solucdes. E estas duas soluces sdo
ambas solucao do problema?

Varios alunos: Nao.

Professora: Entao qual é a solugao do problema?

Varios alunos: 4.

Professora: Vamos 14 responder. .. A base do retangulo mede 4.

FIGURA 53. Resolucao correta do Problema A no quadro.

Depois de decorridos 45 minutos da aula passei a correcao, em conjunto com os
alunos, do Problema B da tarefa.
Professora: Problema B, achar o lado de um quadrado se a sua area menos o

seu lado é 870. Aluno 9F, como é que pensaste?
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Aluno 9F: Fiz um quadrado. ..

Desenhei um quadrado no quadro e depois, observando a resolucao do aluno,
ajudei-o na sua exposicao.

Professora: E depois indentificaste qué?

Aluno 9F: O lado mede .

Professora: Ambos os lados medem z. E depois?

Aluno 9F: E A |area do quadrado] menos x é igual a 870.

Professora: A?

Aluno 9F: Ah nao. ..

Professora: Quanto é a area?

Aluno 9F: z*

Registei 22 — 2 = 870 no quadro.

Professora: Esta equacao é?

Virios alunos: E completa.

Professora: Vamos passar o 870 para o primeiro membro.

Registei no quadro 22 — z — 870 = 0.

Professora: Trata-se de uma equacao completa do segundo grau. Tem um termo
de grau. .. |apontando para |

Varios alunos: Dois.

Professora: Tem um termo de grau. .. [apontando para x|

Varios alunos: Um.

Professora: E um termo. .. [apontando para 870|

Varios alunos: Independente.

Professora: Ja sabemos resolver estas equagoes?

Varios alunos: Nao.

Professora: Por enquanto ainda nao.

No que respeita a este problema, apenas 6 alunos iniciaram a sua resolucao. A
maioria porque nao concluiu o Problema A e por isso nao avancou para o seguinte.
Alguns alunos usaram esse argumento para nao fazerem mais nada e tentarem con-
versar com os colegas que também nao estavam a trabalhar. Quando abordados
pela professora afirmavam sempre que estavam a pensar.

Apresentam-se de seguida duas tentativas de resolucao que, devido a notacao,
nao lhes permitiriam resolver posteriormente a equacao. De facto, os alunos nao

exprimiram ou o lado, ou a area e o lado, em funcao de z.
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F1GURA 54. Equacao do Problema B pelo aluno 9M.

F1GURA 55. Equacao do Problema B pelo aluno 9E.

A resolucao da Fig. 56 foi uma das consideradas totalmente corretas.
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FiGUrA 56. Equacgao do Problema B pelo aluno 9N.

F1GURA 57. Resolugao correta do Problema B no quadro.

Apos 50 minutos, desde o inicio da aula, iniciei a correcao do Problema C, o qual
sO trés alunos resolveram e, destes, apenas um com sucesso.

Professora: Vamos passar agora ao problema C. Prestem atencao. A oitava
parte de um bando de macacos, elevada ao quadrado, brinca num bosque. Além
disso, 12 dos macacos podem ser vistos sobre uma colina. Qual é o nimero total de

macacos? Vao ter mais 10 minutos para pensarem neste problema.
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No decurso do referido tempo, circulei pela sala para observar a evolucao dos
alunos. Apresentam-se dois exemplos de resposta, um dos quais aquele que concluiu

com sucesso o problema no que diz respeito a escrita da equacao inicial.
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F1GURA 59. Equacao inicial correta do Problema C pelo aluno 9E.

Passados 10 minutos retomei a correcao do problema.

Professora: Vamos entao retomar a correcao. Pelo que vi nao avancaram muito
mais. Reparem que os macacos estao divididos em dois grupos: a oitava parte ao
quadrado brinca num bosque e 12 estao na colina. Qual é o nimero total de macacos.
9C...

Aluno 9C: z? x é o total.

Professora: O que é x?

Aluno 9C: O numero total de macacos.

Professora: Muito bem.

Registei no quadro z: niimero total de macacos.

Professora: Que informagao podemos tirar mais do enunciado?

Aluno 9Q): A oitava parte.

Professora: Como é que escrevo a oitava parte dos macacos?

Siléncio.

Professora: Como é que escrevo a oitava parte de x7

9C': Oito ao quadrado.

Professora: Nao.

Alunos nao identificados: Vezes oito.

Professora: Também nao.
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Aluno 9C: A dividir por oito.

Professora: Isso. x sobre oito é a oitava parte de x. Uma de oito. Lamento mas
nao vou repetir o 5.° ano. Entao fica a oitava parte ou um oitavo de z. E fica s6
assim? Mais?

Aluno 9G: Ao quadrado.

Professora: Muito bem.

Passei a registar no quadro (32)%: macacos a brincar.

Professora: E 12 macacos estao?

Aluno 9J: Na colina.

Registei no quadro, de seguida, 12: macacos na colina.

Professora: Qual é a condi¢ao que nos é dada?

Siléncio

Professora: Qual é a condicao que nos dao?

O aluno 9G quis responder e para isso pds o braco no ar.

Professora: Diz aluno 9G!

Aluno 9G: x ¢ igual a (32)? mais 12.

Professora: Exatamente.

Escrevi entdo no quadro z = (32)? + 12.

Professora: Pode-se escrever esta equacao na forma?

Aluno 9G: Canbnica.

Considerei oportuno recordar uma das regras das poténcias: (ab)? = a?b?%,

Professora: Vamos la reescrever a equacao.

No quadro escrevi uma equacgao equivalente a obtida.
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FIGURA 60. Resolucao correta do Problema C no quadro.

A 20 minutos do final da aula, propus aos alunos a realizacao da ultima parte
da tarefa que consistia, depois de apresentar a equagao ax? + bx +c = 0 (a # 0),
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na demonstragao da formula resolvente. Para este trabalho foram dadas as vérias

etapas, de modo a proporcionar a maior autonomia possivel nos alunos:

(1) Muda o termo ¢ para o segundo membro da equagao;
2) Multiplica ambos os membros por 4a, a # 0;

)
)
3) Adiciona b? aos dois membros;
4) Fatoriza o primeiro membro;

)

(
(
(
(5) Se b? — 4ac > 0 podes desembaragar do quadrado o primeiro membro;

(6) Resolve a equacao em ordem a z.

Acompanhei a resolugao nos lugares dos alunos tendo detetado maiores dificul-
dades nas seguintes etapas: (2) e (4).

Senti a necessidade, por parte dos alunos, de rever a propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adicao e os casos notaveis da multiplicagao, através de
uma exposicao no quadro, acompanhada de exemplos. Esta situacao levou a que a
conclusao e correcao da demonstracao fosse realizada na aula seguinte.

Na aula seguinte registou-se que, de entre os 18 alunos, 9 nao fizeram o trabalho
proposto para casa, na sua maioria alunos que falhavam com regularidade a execucao
dos trabalhos de casa. De entre os que fizeram, apenas um concluiu com sucesso
o pretendido e, dos restantes, trés concluiram todos os passos sugeridos mas com
erros, e cinco nao realizaram o penultimo passo em diante, nao tento tido sucesso
no anterior.

Dadas as caracteristicas da turma e da proposta de trabalho, solicitei ao aluno
que tinha obtido sucesso no trabalho (aluno 9G) que, no quadro, escrevesse a de-
monstracao da féormula resolvente e, de seguida, expliquei cada etapa. No final
senti novamente necessidade de recordar o quadrado do binémio, recorrendo para
tal a dois exemplos, ilustrando como passar de um trinémio para o quadrado de um

binémio.
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CAPiTULO 5

Consideracoes Finais

Desde a Agenda do NCTM (1980), as questoes relacionadas com a resolu¢ao
de problemas no curriculo da Matemaética tornaram-se um objeto de discussao e
interesse. Em Portugal, Abrantes refere-se & década de 80, do século passado, como
aquela em que “(...) artigos, comunicagbes em encontros, propostas de trabalho
e mesmo experiéncias concretas sobre a resolu¢ao de problemas tém surgido a um
ritmo crescente.” ([1], p. 7).

Nos Principios e Normas para a Matemdtica Escolar pode ler-se que “A resolucao
de problemas nao so6 constitui um objetivo de aprendizagem matemética, como é
também um importante meio pelo qual os alunos aprendem matemaética”, (|45],
p. 57). Esta assergao fica patente no PMEB, que “(...) apresenta ainda diversas
orientacoes metodologicas gerais, com destaque para a necessidade da diversificacao
de tarefas e dando atencao particular a tarefas que assumam um carater desafiante
(...)” (|60], p. 100).

No tema Numeros e Operagées, o programa sugere que as tarefas incluam “(...)
de forma equilibrada, a resolucao de problemas e a exploragao e investigacao de
situacoes numéricas, bem como exercicios destinados a consolidar aspetos rotineiros
da aprendizagem dos numeros e operagoes (...)" (|23], p.48).

Perante as inovadoras orientacoes do PMEB, em comparagao com o seu ante-
cessor, e para ir de encontro as indicacoes metodologicas ai descritas, os professores
devem procurar repensar as suas praticas letivas. Deste modo, nomeadamente ana-
lisando as tarefas e a comunicagao, promovem a melhoria do ensino da Matematica
e, consequentemente, a melhoria das aprendizagens dos seus alunos.

Esta atitude de mudanca comecga por uma reflexao pessoal, que se devera exten-
der a um trabalho conjunto com os seus pares, no seio do grupo disciplinar. Mas,
apesar de sentir uma colaboracao nas escolas cada vez maior, o meu trabalho, en-
quanto professora, acaba por se revestir de um carater isolado dentro da sala de
aula, com poucas interferéncias externas. Esta situacao leva a que, para além dos

alunos, o professor nao tenha um outro olhar sobre as suas aulas que contribua para
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uma anéalise critica e construtiva do seu trabalho. O professor deve entao procurar
identificar os problemas com que se depara, questionar-se e, por sua vez, procurar
meios de encontrar respostas e possiveis solucoes. Este trabalho tendera dessa forma
a melhorar a sua pratica como docente e a enriquecé-lo profissionalmente.

Ao longo dos ultimos anos, fui-me colocando diversas questoes que resultaram
essencialmente do trabalho desenvolvido na sala de aula e das consequentes reacoes
dos alunos. Na proposta de tarefas do tipo problema, investigacao ou exploracao, os
alunos revelavam uma atitude significativamente distinta quando comparada com a
apresentada face a proposta de exercicios. Na maioria das vezes tal refletia-se na
pouca predisposicao para a realizacao das tarefas ou pouca iniciativa para comecar
a sua resolucao. Tais resisténcias levaram-me a questionar sobre o porqué e em
como eu poderia contribuir para inverter esta realidade. A procura de respostas
culminou na realizagao deste trabalho investigativo, recorrendo a reflexao a partir
das narragoes multimodais de algumas aulas, feitas no Capitulo 4.

Neste estudo foram propostas seis atividades mateméaticas em forma de tarefas,
com referéncias a Matematica pura e a semi-realidade, tipificadas em problemas,
investigacoes e exploragoes. Na selecao das tarefas procurei que fossem relevan-
tes e significativas para os alunos. Estas tarefas foram aplicadas ao longo do ano
letivo 2011/2012, de acordo com os temas da disciplina, indicados para cada ano
de escolaridade, e tendo em conta a mobilizacao das trés capacidades transversais
a aprendizagem da Matematica, procurando ir de encontro ao propoésito principal
do ensino para o tema Numeros e Operacoes. Apresenta-se, na seguinte tabela, a
tipificagdo das mesmas, quanto a dificuldade e a abertura, segundo Ponte em [55],

bem como as referéncias de cada uma, segundo Skovsmose em [78].

Ano Tarefa Tipificacao Referéncia
7.° Tarefa 1 — “Voo em V” Exploracao | Semi-realidade
7.° Tarefa 2 — “Autocarros” Problema Semi-realidade

7.° | Tarefa 3 — “Sequéncia de Fibonacci” | Investigacao | Semi-realidade

9.° Tarefa 1 — “Demonstracao I” Problema | Matematica pura
9.° Tarefa 2 — “Demonstragao I1” Problema | Matematica pura
9.° Tarefa 3 — “Formula resolvente” Investigacao | Matemética pura

TABELA 1. Tipificagao das tarefas propostas e as suas referéncias.
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As aulas, onde foram propostas as tarefas mencionadas, foram filmadas, sendo
esta a tunica alteracao ao ambiente de sala de aula normalmente desenvolvido com
cada turma. As tarefas tiveram como suporte material fotocopiado e o trabalho foi,
na sua maioria, desenvolvido em pequenos grupos durante toda uma aula, rotinas
estas a que os alunos ja estavam acostumados. No que diz respeito a tipologia das
tarefas, foi a turma do 7.° ano que mais estava familiarizada com tarefas de carater
mais investigativo e exploratorio, atribuido ao facto de ser um ano de escolaridade
ja abrangido pelo PMEB, cujo manual adotado, [19], seguia esta tendéncia. Para a
turma de 9.° ano, ainda ao abrigo do Programa de 1991 e dada a sua caracteriza-
¢ao, este tipo de tarefas revelou-se diferente do trabalho que normalmente lhes era
proposto.

Apesar de se pretender que estas aulas tivessem um cariz normal, no decurso do
processo de ensino-aprendizagem, o facto de serem gravadas criou alguma alteragao
as rotinas dos alunos. No 7.° ano criou uma grande excitacao no inicio de cada
aula, que nalguns alunos aumentou a sua timidez, ao contrario do que aconteceu
com a turma do 9.° ano, que levou a uma maior predisposicao para a participagao
oral. No geral, este facto gerou alguma agitacao no inicio de cada aula, rapidamente
ultrapassada depois dos procedimentos normais, como a preparacao dos materiais e
a abertura da licao.

Em cada tarefa, e em varios momentos, aproximei-me da metodologia de reso-
lucao de problemas de Polya, seguindo algumas das suas sugestoes. Por exemplo,
para ajudar a compreender o pretendido nas tarefas, comecei por ler o enunciado,
cabendo depois aos alunos uma nova leitura e inicio do trabalho. Esta opcao teve
em conta que, quando é proposta uma atividade, os alunos nao a iniciam em simul-
taneo. H&a sempre aqueles que tendem a protelar o inicio do trabalho. Ao caber ao
professor a leitura do enunciado, faz com que toda a turma obtenha a informacao
ao mesmo tempo, permitindo-me também reforcar alguns aspetos ou enriquecer a
tarefa com alguma informacao adicional. No 7.° ano, a leitura em voz alta por parte
de um aluno nao ¢ muitas vezes acompanhada pelos colegas, 0 mesmo ji nao se
verificando a nivel de um 9.° ano. Verifico que no 7.° ano, na leitura em voz alta
para toda a turma, os alunos ainda revelam pouca fluéncia e precisao.

Ainda assim, nem sempre as questoes propostas foram inteiramente compreendi-

das. Para ultrapassar esta dificuldade inicial, intervim através de indagacoes junto
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dos alunos e, nalguns casos, auxiliei-os através de desenhos ou esquemas, ilustrati-
vos das situacoes em causa. Veja-se por exemplo a Tarefa 3 do 9.° ano, “Férmula
Resolvente”.

Com o modelo de Poélya como referéncia, as fases seguintes, concecao de um
plano de resolucao e execucao do mesmo, nem sempre foram claras e sequenciais
como sugerido pelo autor. Por exemplo, no 7.° ano, nas Tarefas 2 e 3, “Autocarros” e
“Sequéncia de Fibonacci”, a concecao do plano e sua execucao parecem estar fundidas
numa s6, mas com discussoes ricas, com varios avancos e retrocessos. Na Tarefa 3
do 9.° ano, ficou clara a falta de definicao de um plano. Foi na sua correcao que foi
discutida e definida uma estratégia de resolucao de cada etapa.

A conclusao das tarefas, com excecao da “Demonstracao [’ e “Demonstragao 117,
deu-se com a sua resolucao no quadro. Esta resolucao coube-me a mim, ao contrario
do que habitualmente faco, quando se tratam de exercicios ou correcao dos trabalhos
de casa. Quando um aluno resolve uma questao no quadro, para além de nao prender
a atencao dos colegas, a forma como apresenta os seus raciocinios, estratégias e
conclusoes, pode deixar de lado os alunos que evidenciaram mais dificuldades, por
nao entenderem como o colega se organizou no quadro. Uma resolucao feita pelo
professor permite uma maior organizagao e explicacao, ao alcance de todos os alunos,
cuja construcao é feita com o contributo de todos, podendo o professor solicitar a
participagdo de algum aluno em particular. Esta pratica “(...) tanto em pequenos
grupos como em coletivo, é uma via importante para estimular a reflexao dos alunos,
conduzir a sistematizagio de ideias e processos matematicos (...)” ([23], p. 62).

Apesar das resolucoes terem sido feitas ou enriquecidas com o contributo dos
alunos, depois de obtidas as solucoes pretendidas, o trabalho de cada tarefa foi
dado por terminado. Nao houve assim espaco para outras analises, sendo a reflexao
sobre a resolucao a fase do modelo de Polya menos bem conseguida. Foi através
das narragoes multimodais que pude rever este e todos os acontecimentos da sala
de aula, fazendo-me identificar alguns aspetos a ter em conta no futuro. Ressaltou
ainda a importancia de fazer deste tipo de tarefas uma atividade mais rotineira de
modo a promover uma maior autonomia nos alunos, envolvendo-os cada vez mais
nas suas aprendizagens, atribuindo-lhes cada vez mais o lugar central em cada aula.

Os aspetos mais especificos, que dizem respeito a cada tarefa e a reflexao sobre

a minha pratica profissional, sdo agora analisados.
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Tarefa “Voo em V”.

Na leitura do enunciado da tarefa, tratando-se de uma sequéncia que representava
o voo de aves com configuracao em “V”, enriqueci a situacao em estudo referindo-me
a este tipo de voo. Efetivamente, o voo com configuracao em “V” poupa energia
e, como se refere em [88], “This advantage is probably a principal reason for the
evolution of flight formation in large birds that migrate in groups.”.

Esta tarefa foi aplicada no final da unidade, o que provavelmente lhe retirou
alguma riqueza, dado que a exploracao dos contetidos abordados ja tinha sido feita.
Os alunos resolveram muito rapidamente a tarefa que se deveu ao dominio das
ferramentas que lhes permitiram ir de encontro ao solicitado, sem a necessidade de
uma exploracao profunda da sequéncia numérica.

A dificuldade detetada foi nas duas ultimas questoes. O objetivo da primeira
era escrever a regra em linguagem natural, enquanto a segunda visava traduzir a
regra por simbologia algébrica. Como os alunos ja tinham trabalhado as expressoes
algébricas e as passaram a entender como uma regra de formagcao de uma sequéncia
numérica, nao perceberam a distingao entre regra e expressao.

Pode-se considerar entao que esta tarefa acabou por se transformar num exercicio
e nao numa exploracao, acabando por fazer uma afericdo dos conhecimentos ji
adquiridos e consolidar alguns aspetos, mas que, para este efeito, haveria outras
tarefas mais adequadas. No futuro, esta tarefa devera ser aplicada no inicio da

unidade.

Tarefa “Autocarros”.

Esta tarefa criou uma dinamica de trabalho em sala de aula muito intensa, em
que todos os alunos se sentiram envolvidos. A primeira questao revelou-se muito
desafiante e inicialmente os alunos sentiram que seria de facil resolucao. Com o
passar do tempo, este entusiasmo foi dando lugar a alguma impaciéncia que acabou
por se revelar, no que a sua resolugao diz respeito, ao insucesso da mesma. Interpreto
que tal se deveu a falta de compreensao do sentido da divisao e da falta, no passado,
de diferentes experiéncias que envolvessem situacoes probleméticas com recurso a
divisdao, em vez do mero treino do algoritmo. De referir que esta turma frequentou
0 1.° e 0 2.° Ciclos do Ensino Basico ao abrigo do antigo programa.

Penso que as dificuldades reveladas nesta tarefa deixarao de existir num futuro
proximo com o trabalho que esta a ser desenvolvido com a implementagao do PMEB.

Nomeadamente a nivel do 1.° Ciclo, onde se trabalha a partir do concreto para os
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abstrato, tendo “(...) como ponto de partida situacoes relacionadas com a vida do
dia-a~dia.” (|23], p. 13). Veja-se por exemplo que, ao contrario do programa ante-
rior, agora a divisao comeca a ser trabalhada logo no primeiro ano de escolaridade,
“(...) com uma abordagem intuitiva a partir de situacoes de partilha equitativa e
de divisao da unidade em partes iguais (...)"” ([23], p. 15).

A segunda questao desta tarefa, proposta como trabalho de casa, revelou-se bem
sucedida. Tal podera dever-se a, neste caso, se tratarem as noc¢oes de miiltiplo e
minimo muiltiplo em comum. Note-se também que isso se pode dever ao facto de os
alunos estarem mais familiarizados com a formulacao da questao, uma vez que ja
tinham sido trabalhadas situacoes similares.

H& ainda a observar a transcri¢cao da resolucao da primeira questao desta tarefa
(Fig. 23). No momento que detetei o erro limitei-me a chamar a aten¢ao da incor-
recao cometida e da falta de concentracao do aluno. Poderia ter aproveitado para
questionar o aluno, nomeadamente, sobre o resultado de 5+13417 e se correspondia
a igualdade 1105 = 5 4 13 + 17 registada. Penso agora que tal iniciativa iria ter
maior repercussao na aprendizagem do aluno em causa. De facto, teria sido o aluno

a detetar o erro e nao a autoridade do professor a corrigi-lo.

Tarefa “Sequéncia de Fibonacci”.

Esta tarefa proporcionou uma aula muito entusiasta com muito trabalho de
colaboracao entre os elementos de cada grupo. Apesar de nem todos os grupos
terem conseguido obter sucesso na resposta as questoes colocadas, as interacoes em
pequeno grupo foram muito ricas.

Fui procurando observar o desenvolvimento de cada grupo, constatando que to-
dos estavam muito empenhados na tentativa de encontrar a solucao ao solicitado.
Destaca-se que os alunos estavam sempre muito convictos das suas estratégias mas
revelavam dificuldades em as explicar. Ao tentarem fazé-lo, apercebi-me que dentro
do mesmo grupo havia pontos de vista diferentes para o mesmo esquema apresen-
tado, o que gerou momentos de confusao entre os varios elementos. Esta situacao
levou a que eu tivesse dificuldade em auxiliar os alunos na correcao dos seus pro-
cedimentos acabando, nalguns casos, por sugerir o reinicio da resolu¢ao. Noutros
foi facil detetar os erros cometidos, como na resolucao da Fig. 32. Aqui, onde é
identificivel o nimero de casais de coelhos apds um, dois e trés meses, verifica-se
que, no terceiro més, os alunos nao acrescentaram mais um casal de coelhos bebés,

descendente do primeiro casal da sequéncia.
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Tendo em conta o trabalho desenvolvido por cada grupo e a todos os retrocessos
ocorridos, o tempo que restou da aula foi dedicado & construcao da sequéncia em
grande grupo, através da fixacao de casais de coelhos num placar. Tendo assim sido
concluida a aula, nao considerei necessario voltar a tarefa na aula seguinte.

Numa nova aplicagao desta tarefa, formularia as questoes de forma diferente.
Ou seja, em vez de uma questao tnica — Ao fim de cinco meses, admitindo que
nao morre nenhum coelho, quantos casais de coelhos havera no recinto? E ao final
de sete meses? — subdividiria em trés ou mais questoes independentes e comecaria
por questionar quantos casais de coelhos haveria ao fim de um més. Eventualmente
poderia ser interessante, nos grupos que nao estivessem a conseguir organizar o pen-
samento apoés varias tentativas, facultar um esquema que os auxiliasse. Um exemplo
de esquema poderia ser o que se encontra na tabela seguinte, que se apresentaria
nao preenchido mas com a sugestao de representar cada casal de coelhos adultos e

cada casal de coelhos bebés por e e o, respetivamente.

Meés Més 1 | Més 2 | Més 3 | Més 4 | Més 5 | Més 6 | Més 7
o ® ® [ J [ J ® ®
@) [ ] [ ] [ ] [ ]
(] [ ] [ ] [ ]
o ® ®
o ® ®
@) [ ]
@) [ ]
@) [ ]
@)
@)
o
o
@)
Total de coelhos 1 1 2 3 5 8 13

TABELA 2. Adaptagao do esquema em [5|, p. 153, onde cada bola
preta representa um casal de coelhos adultos e cada bola branca indica

um casal de coelhos bebés.
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Tarefa “Demonstracao 1.

Esta tarefa permitiu aos alunos o contacto com aspetos da Matematica para os
quais nao estavam sensibilizados, nomeadamente a importancia das demonstracoes
na evolucao da mesma e das condicoes. Este nivel de abtracao levou a que em varios
momentos tivesse que recorrer a exemplos concretos para melhor compreensao.

A principal dificuldade detetada foi a falta de alguns pré-requisitos que levaram
a desvios da demonstracao na tentativa de ultrapassar essas lacunas, por exemplo,
na referéncia a fragao irredutivel. Neste caso, quando foi introduzida uma fracao
irredutivel nao concreta e foram referidos os nimeros sem fatores primos comuns,
senti que havia oportunidade para explorar a nocao de niimeros primos entre si.
Mas as duavidas que emergiram nalguns alunos levou a que a exploragao fosse feita
noutro caminho, como a explicitacao de fracoes equivalentes.

Considerei a tarefa determinante para estes alunos e a repetir em proximos anos.
Para prevenir algumas dividas que surgiram nesta aula, serd importante, numa aula
introdutoéria a esta tarefa, dedicada & exploracao de diferentes formas de realizar uma
demonstragao, reforcar alguns conhecimentos determinantes para a demonstracao
em causa. De facto, para turmas que revelem maiores dificuldades, sera fundamental
trabalhar antecipadamente alguns conhecimentos, nomeadamente, nogao de niimero
racional, minimo miltiplo comum e o maximo divisor comum de dois ntimeros,
fragoes equivalentes, simplificacao de fragoes e regras operatorias de poténcias.

De realgar ainda o processo prévio de conjeturar que os alunos experenciaram.
Este ocorreu como etapa prévia a tarefa em questao e antecedeu a demonstracao,
por absurdo, da propriedade: Se p € N é tal que p* é par entao p é par. No
futuro procurarei criar mais oportunidades semelhantes a esta, pois “O raciocinio
matemaético é outra capacidade fundamental, envolvendo a formulacao e o teste de

conjeturas e, numa fase mais avancada, a sua demonstracao.” ([23], p. 8).

Tarefa “Demonstracao I1”.

Na implementacao da tarefa da segunda demonstracio da irracionalidade de v/2,
devido a indisponibilidade de meios para fazer o registo audio da resolucao da tarefa,
s6 tomei notas de campo ao longo da aula e, posteriormente, recolhi as resolugoes
dos alunos de onde destaquei os aspetos mais relevantes. Dai a narracao multimodal
ter sido mais curta para esta tarefa.

Aqui os alunos conseguiram fazer mais passos sem a minha ajuda por ja terem

a experiéncia da demonstracao anterior. Foram mais autéonomos, limitando-me a
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auxilia-los nos seus lugares e a fazer alguns esclarecimentos no quadro, como a
explicacdo das fatorizacoes de p e ¢, e o reforco das trés tltimas afirmacoes: “2¢?
tem um ntimero total impar de fatores”; “p? tem um ntimero total par de fatores” e
“2q2 — p2>7.

Como ja referi, demonstrar a irracionalidade de v/2 sera uma tarefa a repetir em
proximos anos, mas considero que deverei apenas propor uma. Parece-me que a pri-
meira demonstragao permite mais exploragoes do que a segunda, optando por essa
para voltar a implementar em sala de aula. A segunda demonstracao, matematica-
mente mais elegante mas menos clara para esta faixa etaria, poderia ser proposta,
mas a um grupo de alunos com melhor desempenho, como tarefa para realizar em
casa e a explorar numa aula de apoio.

No PMEB pode ler-se que “Os alunos com melhor desempenho matematico po-
dem analisar uma demonstracdo da irracionalidade de v/2.” (|23], p. 49), mas
penso que esta demonstracao devera ser proposta a todos os alunos. Com maior
ou menor autonomia, e mesmo com muitas dificuldades, este tipo de tarefa trara
sempre beneficios para os alunos. Nomeadamente, contacto com o método de redu-
¢cao ao absurdo, oportunidades de exploracao e, com a propriedade auxiliar, para

conjeturar.

Tarefa “Formula Resolvente”.

A dltima tarefa, embora nao estando enquadrada no tema Niumeros e Opera-
coes, foi introduzida neste trabalho por se tratar de um conjunto de trés problemas
historicos que os alunos exploraram individualmente.

Refletindo sobre a narracao multimodal associada a esta tarefa, apercebi-me que
recorro a expressoes imprecisas na resolucao de equacoes. Pensando que estou a faci-
litar o processo de resolucao, disse “Passa para o segundo membro”, em vez de aplicar
corretamente o principio da multiplicagao, devendo dizer “Dividir os dois membros
por” ou “multiplicar os dois membros por”. No presente ano letivo encontro-me a
lecionar ao 7.° ano e esta reflexao conduziu a que, no trabalho agora desenvolvido,
tenha maior cuidado na linguagem utilizada na resolucao de equacoes.

No primeiro problema proposto nesta tarefa, foi importante ver que nem todas
as solucoes matematicas de uma equacao sao solucoes de um problema resolvido
com essa equacao e num certo contexto. Ainda assim, poderia ter explorado mais
a solugao algébrica —4 pois podera ter havido alunos que nao tenham entendido

o porqué de apenas se considerar o nimero 4 como solu¢ao do problema. Nesta
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sequéncia teria sido também interessante, para além de dizer a resposta final (base
= 4), ver que o resultado a que se chegou fazia sentido, ou seja, segundo a quarta
etapa do modelo de Pélya, validar o resultado obtido. Podia ter feito:

base = = 4

altura = %x =3

3 é, de facto, % (3 das 4 partes) de 4.
E bom habituar os alunos a fazer este tipo de verificacoes para que sejam criticos
em relacao aos resultados obtidos.

J4 na ultima parte da tarefa, onde pretendia que os alunos demonstrassem a

Formula Resolvente, nomeadamente no quarto passo, onde se lé “Fatoriza o primeiro

membro”, pretendia que os alunos passassem de 4a?z? + 4abx + b*> = —4ac + b? para
(2ax +b)? = —4ac+b*. Em alunos com melhor desempenho, poderia acontecer que,
neste passo, apresentassem 4a?(z + £ )(z + =) = —4ac + b* onde —L, com a # 0,

¢ a raiz de multiplicidade algébrica 2 do polinémio 4a’z? + 4abx + b* € R[z]. Para
evitar que tal acontecesse, teria sido melhor que, no quarto passo, sugerisse “Escreve
sob a forma de uma expressao de caso notavel”. Por outro lado, esta alternativa
de formulacao, mais objetiva, orientaria melhor os alunos para concretizarem o que
lhes era solicitado.

Os alunos, na sua generalidade, revelaram pouca iniciativa e empenho na resolu-
cao desta tarefa. Apesar de ser importante dar tempo aos alunos para eles tentarem
comecar as tarefas propostas, eu deveria ter insistido mais, junto de cada aluno,
para que iniciasse uma tentativa de resolucao e, eventualmente, indicar pistas para
um caminho. Estas poderiam ter resultado de uma melhor comunicacao na sala de
aula, através da colocacao de questoes adequadas para as mesmas surgirem.

Mais uma vez, nesta turma, revelaram-se algumas dificuldades em contetudos
anteriores (casos notaveis e propriedade distributiva da multiplica¢do em relagio a
adigao). Se assim nao fosse, penso que a ultima parte da tarefa poderia ter sido bem

sucedida e concluida na aula.

Para além da analise reflexiva das narragoes multimodais, onde me foi possivel
percorrer os varios acontecimentos da sala de aula, e de onde resultaram diversas
conclusoes, retiram-se outras consequéncias de um trabalho com este cariz investi-
gativo.

A minha pratica profissional fica também marcada pelo trabalho de pesquisa
feito em bibliografia de referéncia. Esta tarefa melhorou a minha percecao sobre
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todo o processo de ensino-aprendizagem da Matemaéatica, e promoveu a construgao
do meu conhecimento sobre o mesmo.

Para Ponte, a investigacao do professor sobre a sua pratica “(...) pode contribuir
fortemente para (...) o desenvolvimento organizacional das respetivas instituicoes,
bem como gerar importante conhecimento sobre os processos educativos, util para
outros professores, para os educadores académicos e para a comunidade em ge-
ral.” ([53], p. 13). Considero por isso que, para além deste trabalho individual, é
igualmente importante, introduzir nas escolas novos conhecimentos resultantes de
investigagoes, promovendo a mudanca de praticas, a fim de melhorar a eficicia do
trabalho docente e, consequentemente, a qualidade do ensino. Cabe-me continuar a
contribuir, agora com novos conhecimentos, para essa melhoria.

O desenvolvimento deste trabalho também implicou uma significativa redesco-
berta sobre a Historia da Matematica, ja refletida no presente ano letivo. No ambito
da interdisciplinariedade entre Matemaética, Historia e Artes e Técnicas do Fogo, foi
proposto aos alunos a elaboracao de um trabalho, em barro, com numeracao no
sistema de escrita babilonico, ou seja, em escrita cuneiforme. Nestas placas de barro
os alunos escreveram o ano letivo, o nimero de aluno e o ano de escolaridade (Fig.
1). Da minha parte, para além de ter dedicado uma aula de 45 minutos a uma
breve abordagem historica sobre os sistemas de numeracao dos egipcios, babilénios
e gregos, também participei numa das oficinas, onde reproduzi a imagem da Fig. 6
do Capitulo 2, (Fig. 2).

£ Syt
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F1GURA 1. Placa em barro, com nimeros representados em escrita cuneiforme.
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FI1GURA 2. Placa em barro, com o nimero 424000 representado em

escrita cuneiforme.

Finalizado este trabalho, sinto necessidade de continuar a investigar a tematica
das tarefas em sala de aula, bem como vertentes indissociaveis (sele¢do, implementa-
¢ao, comunicagao, ...). Para além da maior importancia que passei a atribuir a este
aspeto das praticas letivas e a investigacao em Educagao Matematica, tal motivagao
decorre também de, no presente ano letivo, trabalhar com alunos com um excelente
desempenho na disciplina de Matematica, sempre muito recetivos a tarefas que nao
sa0 meros exercicios.

Mas, ao contrario das turmas onde esta investigacao incidiu, com apenas 18
alunos, atualmente leciono a turmas com 29 alunos, alguns dos quais com muitas
dificuldades. E para estes que sdo, prioritariamente, dirigidas as estratégias de me-
lhoria de resultados. Neste contexto, o professor tem poucas oportunidades para
promover as aprendizagens daqueles que revelam melhor desempenho sem, eviden-
temente, negligenciar os demais.

Este desafio tornar-se-4 maior tendo em conta que o Ministério da Educacao e
Ciéncia apresentou em abril de 2013 uma proposta de Programa de Matematica para
o Ensino Basico, a entrar em vigor no ano letivo 2013/2014. Apesar deste minis-
tério a considerar um reajustamento do PMEB, a APM opde-se a revogacao deste.
No que diz respeito a resolucao de problemas, a APM refere, através de um pare-
cer, que nesta proposta “(...) menoriza-se o papel fundamental que esta atividade
pode assumir na aprendizagem matematica, contrariando perspetivas curriculares
internacionais e nacionais. (...) A formulagao proposta adota uma visao redutora
da resolucao de problemas que deixa de fora elementos importantes da experiéncia
matematica.” ([10], p. 2 e 3).

Fica assim mais uma questao em aberto, que serd merecedora de especial atencao.
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Anexo I - Tarefa: “Voo em V”
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Voo em “V”

Algumas espécies de aves migratdrias voam em bando, formando uma configuragcdo em “V”.
Diversas equipas de cientistas tém investigado esta organizacdo, procurando compreender as

possiveis vantagens para o voo das aves e dos avifes.

Na sequéncia que se segue, cada figura representa um bando, cada ponto simboliza uma das
aves que lhe pertence e, de figura para figura, o numero de aves vai sempre aumentando. Eis 0s

guatro primeiros termos:

Responde as perguntas seguintes, apresentando o teu raciocinio por palavras, esquemas,

calculos ou simbolos.

a) Quantos pontos tem a figura seguinte desta sequéncia?

b)  Quantos pontos tem a 100.2 figura (termo de ordem 100) desta sequéncia?

c) Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 86 pontos? Se existir, indica a ordem que
lhe corresponde.

d) Existe alguma figura nesta sequéncia com 135 pontos? Se existir, determina a ordem
gue Ihe corresponde.

e) Escreve uma regra que permita determinar o nimero de pontos de qualquer figura
desta sequéncia.

f) Escreve uma expressdo algébrica que traduza a regra descrita na pergunta anterior.







Anexo II - Tarefa: “Autocarros”
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{ Autocarros

1. A empresa City Express une as cidades de Lisboa e Covilhd numa linha regular de
autocarros. Para evitar esperas desnecessarias aos seus passageiros, decidiu colocar uma
magquina de venda automatica de bilhetes na estacdo de Sete Rios (Lisboa).

Se a maquina vender unicamente bilhetes para o trajeto Lisboa-Covilhd e vice-versa,
calcula qual é o preco do bilhete, sabendo que custa mais de 1€ e que em dois dias

consecutivos o total de vendas da maquina foi de 1105 e 1482 euros, respetivamente.

2. Da central de camionagem de Sete Rios partem duas linhas de autocarros, a primeira
parte a cada 12 minutos e a segunda a cada 20 minutos.

Sabe-se que as 6 horas partem, em simultaneo, dois autocarros, um de cada linha.

a. A que horas volta a coincidir a partida dos autocarros das duas linhas?

b. Quantos autocarros terdo partido de cada linha até as horas indicadas em a.?







Anexo III - Tarefa: “Sequéncia de
Fibonacci”
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Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa, também conhecido por Fibonacci (1180-1250,
aproximadamente), foi um comerciante e matematico italiano. O pai era
mercador com negdcios no norte de Africa, o que fez com que Fibonacci
tivesse oportunidade de viajar muito, ficando assim a conhecer os
métodos matematicos arabes e os nimeros indo-arabes.

Em 1202, Fibonacci acabou de escrever a obra Liber Abaci (Livro do

Abaco) onde introduziu os algarismos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 e 9, e como
operar com eles. No livro mencionado surge um problema que se tornou famoso: o problema dos
casais de coelhos. O enunciado original do problema é: “Quantos pares de coelhos serdo
produzidos num ano, comecando com um sO par, se em cada més cada par gera um novo par que

se torna produtivo a partir do segundo més?”

Tarefa:

Supbe que se coloca um casal de coelhos num recinto do qual ndo podem sair. No primeiro més
de vida, o casal de coelhos é ainda muito novo para se reproduzir. A partir do segundo més, este
casal torna-se fértil e d4 origem a um novo casal (macho e fémea) que nasce no més seguinte.

Este processo repete-se todos os meses com cada casal de coelhos.

Ao fim de cinco meses, admitindo que ndo morre nenhum coelho, quantos casais de coelhos
havera no recinto?
E ao final de sete meses?

Obs.: Usa, para te auxiliar, os recortes de coelhos.
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Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Proveniente de uma familia humilde, Gauss desde cedo revelou ser uma

crianga prodigio.

Ja ouviste na aula de Matematica um episédio revelador de como, ainda muito jovem, Gauss ja
dominava com facilidade os numeros.

O professor de Gauss, quando este tinha cerca de dez anos, prop6s a turma o seguinte problema:
“Escrevam todos 0s numeros de 1 a 100 e depois vejam quanto da a sua soma.”
Gauss, em pouco tempo, deu a resposta (5050) e explicou como a tinha obtido.

Recordando esta estoria descreve aqui o raciocinio levado a cabo por Gauss.

Os primeiros resultados da investigacdo de Gauss foram publicados, em 1801, no livro intitulado
Disquisitiones Arithmeticae. Neste trabalho Gauss provou alguns teoremas donde se destaca
0 Teorema Fundamental da Aritmética que diz:

“Todo o nimero natural maior que 1 pode ser escrito de uma e uma s6 maneira como produto

de ndmeros primos, com os fatores escritos por ordem nao decrescente”.

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/gauss/gauss.htm

Os resultados que usas na Matematica foram descobertos e provados por alguém, normalmente,
um matematico que se tornou famoso. O Teorema Fundamental da Aritmética é um exemplo

disso. E através de alguns teoremas que se provam outros teoremas ou propriedades.
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“A raiz quadrada de 2 € um numero irracional.”

Demonstracao:
Vamos recorrer ao método de reducéo ao absurdo.

Suponhamos que a raiz quadrada de 2 néo é , OU seja,

s

e

Se raiz quadrada de dois € um namero racional, entdo pode escrever-se na forma

a X e
\/E:E em que a,beZ n&o tém nenhum fator em comume b=0.

Vamos analisar esta fracao, isto €, a natureza do numerador (a ) e do denominador (b ).

Para nos desfazermos do simbolo de raiz, na igualdade precedente, elevamos ambos os membros

ao quadrado:

Aplicando as propriedades das poténcias fica:

Reduzindo todos os termos da equagédo ao mesmo denominador obtemos:

Recorda:

NGmeros pares s&o todos os nimeros escritos na forma p=2K.

NUmeros impares sdo todos os nlimeros escritos na forma i =2k +1, ke Z.

Que concluis sobre a paridade de a’?
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No separador “Teoremas e demonstracfes” do teu caderno diario, provamos uma propriedade

sobre os nimeros pares. Descreve-a aqui.

Tendo em conta esta propriedade, que concluis sobre a paridade de a ?

s

ae

Se & é par entéo pode ser escrito na forma a =

Substituindo em 2b* =a?,

ficamos com

Desenvolvendo a poténcia chega-se a
2b? = 4t°

e, dividindo ambos os membros das igualdade por 2,

Que concluis sobre a paridade de b ?

b

. . X~ a
Mas sendo a e b ndmeros pares, € um fator comum a a e a b, pelo que a fracéo E nao
é , 0 que contradiz a nossa hipdtese.

Logo a raiz quadrada de 2 ndo é

Assim concluimos que
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Anexo V - Tarefa: “Demonstracao 11"






ESCOLA BASICA INTEGRADA DE MIRAFLORES
Ano Letivo 2011/2012

Tarefa — Matematica — 9° ano

Prof.2: Marta Filipe Nome: n.° Turma

\
J

Demonstracédo Il

Na Tarefa “Demonstracao I”” ficaste a conhecer o Teorema Fundamental da Aritmética, provado por Gauss
no livro Disquisitiones Arithmeticae. Na mesma demonstraste que a raiz quadrada de 2 é um numero
irracional.

Muitas vezes ha mais do que uma demonstracéo para um resultado!

Vais descobrir agora como se pode utilizar o Teorema Fundamental da Aritmética para demonstrar que

raiz de 2 é irracional.

Lé atentamente e completa os espacos ha demonstragdo (incompleta) subsequente.

Mais uma vez vamos recorrer ao método de reducédo ao absurdo.

“A raiz quadrada de 2 € um numero irracional.”

Demonstracao:

Pelo método de reducédo ao absurdo, suponhamos que

Se raiz quadrada de dois € um namero racional, entdo pode escrever-se na forma:

\/_ :Ep em que p,qeZ nédo tém nenhum fator em comume q=0.

A partir de \/_:ap chega a igualdade 2q° = p°:

Transcreve aqui o Teorema Fundamental da Aritmética (ver Tarefa “Demonstracgao 17):
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Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, p e (@ podem ser escritos como

Procura escrever a afirmagao anterior em linguagem matematica.
p =
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De agora em diante, considera a seguinte notacdo para as fatorizagbes de p e q:

P=Pr PP Po- Py Po- P3Py Pyroeeee Ps- P Ps s

t t; t3 ts

em que P, P,, Ps,..., P, sdo primos distintos, com t,t,,t,,...,t. € IN .

q:qlqlqlq2q2q2q3q3q3 ...... qr.qr...qr

vy v, Vg v,

em que @;,0,,0;,...,0d, s&o primos distintos, com V,,V,,V,,...,V, € IN .

Elevando p e g ao quadrado,

p’ = 1)

q° = )

Em (1), quantas vezes aparece o numero primo p,?

E o nimero primo p,?

E o nimero primo p, ?

Quanto a paridade, em (1), cada primo aparece um ndmero

nimero total de fatores € um nimero

E possivel tirar a mesma conclusdo para a

Tendo em conta a fatorizagdo em (2), completa:

20° =

Se, quanto a paridade, a fatorizacdo de q2 tem um nudmero total

fatorizacdo de 20°tem um nimero total de fatores.

de vezes, donde, o

fatorizacgéo de qz?

de fatores, a
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Recapitulando, tem-se:

e 2g° tem um nGmero total de fatores,
e p? tem um numero total de fatores,
° 2q2 — pZ ]

Que podes concluir sobre as trés afirmagdes anteriores?

Recorda o inicio da demonstracao e o método em uso (reducdo ao absurdo).

Como terminas esta demonstragao?

Pagina 4 de 4



Anexo VI - Tarefa: “Formula Resolvente”






/(; upamento ESCOLA BASICA INTEGRADA DE MIRAFLORES
’ . Ano Letivo 2011/2012

N [
.

Tarefa — Matematica — 9° ano

Prof.2: Marta Filipe Nome: n.° Turma

N\ 7
J

Férmula Resolvente

As equages do 2.° grau foram abordadas ao longo da Histéria da Matematica, por diferentes civilizagbes,

na resolucéo de varios problemas. Sdo exemplo disso os seguintes problemas:

Problema A. Papiro de Moscou, (Egipcios, aproximadamente 1890 a.C.)

Calcular a base de um retangulo cuja altura é igual a 3/4 de sua base e cuja area é igual a 12.

Problema B. Tabua babildnica (Babildnicos, 1950 a.C. - 1200 a.C.)

Achar o lado de um quadrado se a sua area menos o seu lado é 870.

Problema C. Sulvasutras (Hindus, séc. XII)
A oitava parte de um bando de macacos, elevada ao quadrado, brinca num bosque. Além disso, 12 dos

macacos podem ser vistos sobre uma colina. Qual é o nimero total de macacos?

Lé atentamente cada um dos problemas histéricos enunciados acima.
1. Traduz cada um deles por uma equagéo.
2. Resolve cada uma das equacdes anteriores e indica a solucdo de cada um dos problemas.
Se a equacdo que obtiveste é uma equacdo completa do 2.° grau serd necessario utilizar a Formula

Resolvente, que iras demonstrar em baixo.

O matematico e astronomo Al-Khwarizmi (780-850) deu contributos importantes para a resolucdo de
equacdes. Apresentou técnicas para resolver equacgdes de diversos tipos, como por exemplo,

Quadrados mais nimeros iguais a raizes,

que, em notacéo atual, se escreve, ax’ +c=bx (a#0).

Considera a equacdo completa do 2° grau:

ax’+bx+c=0 (a=0)

(Muda o termo ¢ para o segundo membro da equagao)

(Multiplica ambos os membros por 4@, a # 0)

(Adiciona b2 aos dois membros)

(Fatoriza o primeiro membro)

(Se b2 —4ac > 0 podes desembaracar do quadrado do

primeiro membro)

(Resolve a equagdo em ordem a X)

FORMULA RESOLVENTE: ax’ +bx+¢=0< , (@=0)

Tarefa adaptada de Equagdes do 2.° grau a uma incégnita, em http://area.dgidc.min-edu.pt/materiais NPMEB/algebra03sequencia.htm







