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ResumoAssistimos a um mundo em 
onstante evolução e mudança. É exemplo disso odesenvolvimento da Matemáti
a, patente na sua história, desde há milhões de anos.Parti
ularmente, o ensino da Matemáti
a, através de investigações e experiên
ias,sofreu também, ao longo dos tempos, diversas transformações, re�etindo-se nos pro-gramas da dis
iplina. Em 2007 foi homologado o Programa de Matemáti
a para oEnsino Bási
o atualmente em vigor, o qual veio promover o re
urso a atividades deexploração, de investigação e de resolução de problemas em sala de aula.Com os naturais desa�os diários e agora 
om novas indi
ações metodológi
as, oprofessor é levado a re�etir sobre a sua práti
a pro�ssional questionando-se sobrediversos aspetos. Uma atitude assim re�exiva 
ulmina, muitas vezes, através deinvestigações, num desenvolvimento e 
onhe
imento pro�ssional signi�
ativo.O presente estudo foi norteado pelas seguintes questões de investigação: (1)Quais as di�
uldades apresentadas pelos alunos na resolução de tarefas que não sãoexer
í
ios, nomeadamente problemas, no tema Números e Operações do 3.o Ci
lo doEnsino Bási
o?; (2) Com vista a ultrapassar essas di�
uldades, o que posso melhorarao nível da minha práti
a pro�ssional?.A proposta pedagógi
a foi 
onstituída por um 
onjunto de tarefas, apli
adas noano letivo 2011/2012, nos 7.o e 9.o anos de es
olaridade. Para o estudo, seguiu-seuma metodologia de investigação qualitativa, usando a narração multimodal 
omoinstrumento de re
olha de dados e de desenvolvimento pro�ssional re�exivo.Os alunos foram re
etivos a tarefas que não são exer
í
ios, mas revelaram di�-
uldades em estruturar um método de resolução. Na dis
ussão das resoluções, osalunos tiveram di�
uldade em 
omuni
ar os seus ra
io
ínios e, por vezes, o su
essode implementação da tarefa �
ou 
ondi
ionado pela falta de 
onhe
imentos préviosque já deviam estar 
onsolidados.No entanto, o professor não se pode resignar quando as aulas não 
orrespondemàs suas expetativas. Cabe ao professor propor
ionar aos alunos a experiên
ia 
omtarefas de vários tipos, no sentido de diferentes graus de di�
uldade e abertura, e,nomeadamente, 
om as que não são exer
í
ios. Por outro lado, o mesmo deve pro-mover uma metodologia de ensino-aprendizagem adequada para a resolução dessastarefas, orientando os alunos para uma, 
ada vez maior, autonomia.Palavras-Chave: Números, Operações, Resolução de Tarefas, Narração Multi-modal, Desenvolvimento Pro�ssional Re�exivo.





Abstra
tWe are witnessing a world in 
onstant evolution and 
hange. One exampleis the development of Mathemati
s, evident in its history, from millions of yearsago. Parti
ularly, the tea
hing of Mathemati
s through resear
hes and experiments,also su�ered, over time, several transformations, re�e
ted in the programs of thedis
ipline. In 2007 the 
urrent existing Mathemati
s for Basi
 Edu
ation Programwas approved, whi
h 
ame to promote the use of a
tivities of exploration, resear
hand problem solving in the 
lassroom.With the natural daily 
hallenges and now with re
ent methodologi
al guide-lines, the tea
her is led to re�e
t on his professional pra
ti
e questioning aboutseveral aspe
ts. Su
h well re�e
tive attitude often 
ulminates through resear
h, ina signi�
ant professional development and knowledge.This study was guided by the following resear
h questions: (1) What are thedi�
ulties fa
ed by students in solving tasks that are not exer
ises, in
luding pro-blems, within the theme Numbers and Operations in
luded in the third 
y
le of basi
edu
ation?; (2) In order to over
ome these di�
ulties, what 
an I improve at thelevel of my professional pra
ti
e?.The pedagogi
al proposal 
onsisted of a group of tasks, implemented in thea
ademi
 year 2011/2012, at the 7th and 9th grades. For the study, we used aqualitative approa
h, using multimodal narrative as a tool for gathering resear
hdata and promoting a professional re�e
tive development.Students were re
eptive to tasks that are not exer
ises, but showed di�
ulties tostru
ture a solving method. In the dis
ussion of the resolutions, the students foundit hard to express their logi
s and, sometimes, su

essful implementation of thetask was 
onditioned by the la
k of prior knowledge that should have been already
onsolidated.However, the tea
her 
annot resign when 
lasses do not meet his expe
tations.The tea
her has to provide students experien
e with di�erent types of tasks, in orderto various degrees of di�
ulty and openness, and, in parti
ular, with those that arenot exer
ises. On the other hand, it should promote a tea
hing-learning methodo-logy suitable for the resolution of those tasks, guiding students for an in
reasingautonomy.Keywords: Numbers, Operations, Tasks Solving, Multimodal Narrative, Pro-fessional Re�e
tive Development.
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CAPíTULO 1Considerações IntrodutóriasA resolução de problemas, fa
ilmente asso
iada à Matemáti
a, nem sempre o
u-pou um lugar de destaque no ensino. Em Portugal, só a partir de 1988, em rutura
om o movimento da Matemáti
a Moderna, foram dados passos signi�
ativos navalorização da resolução de problemas no 
urrí
ulo de Matemáti
a. Esta mudançadeu origem a novos planos 
urri
ulares do Ensino Bási
o e do Ensino Se
undário e
onsequentemente, em 1991, a novos programas para a dis
iplina de Matemáti
a.No 
aso parti
ular do 3.o Ci
lo do Ensino Bási
o, apesar do Programa de 1991ter sido re
ebido 
om muito entusiasmo, levantou 
ríti
as nomeadamente no que dizrespeito à de�nição das �nalidades e dos objetivos. Ponte et al. referem que �O pro-grama de Matemáti
a de 1991 
ontém uma formulação pou
o 
uidada destes aspetos[�nalidades e objetivos℄ e tem pou
a preo
upação em expli
itar a sua importân
ia eo seu papel em relação 
om os diferentes tópi
os e orientações metodológi
as.� ([62℄,p. 199).Vieram depois a ser tomadas medidas 
om vista a 
olmatar la
unas no programade Matemáti
a do Ensino Bási
o, 
omo a publi
ação do Currí
ulo Na
ional do En-sino Bási
o (CNEB), já revogado em 2011, e a implementação do Plano de Açãopara a Matemáti
a. Este último resultou, em 2007, na homologação de um novo pro-grama, denominado de Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
o (PMEB) nestetrabalho. No Programa de 1991 já era dado destaque à resolução de problemas,mas o PMEB veio valorizar ainda mais esta vertente, atribuindo-lhe 
ara
terísti
asinvestigativas e exploratórias.Interna
ionalmente, a dis
ussão em torno da resolução de problemas 
omeçoumais 
edo. Esta 
apa
idade �(. . . ) vem a ser a primeira das dez áreas de aptidõesbási
as propostas pelo National Coun
il of Supervisors of Mathemati
s (1978) �onde se assume que �aprender a resolver problemas é a prin
ipal razão para estudarMatemáti
a� (p. 148) (. . . )� e, na Agenda para a Ação, a National Coun
il ofTea
hers of Mathemati
s (NCTM), re
omenda, em primeiro lugar, que �(. . . ) A1



CAPÍTULO 1. Considerações Introdutóriasresolução de problemas seja o fo
o (fo
us) da Matemáti
a es
olar nos anos 80�(NCTM, 1980, p. 1).� (NCTM, [33℄, p. 291 e 292).Mas já em 1945, George Pólya, através do livro How to solve it, desta
ou-se naabordagem a uma metodologia de resolução de problemas, elaborada em torno dequatro etapas: 
ompreensão do problema, 
on
eção de um plano, exe
ução do planoe re�exão sobre toda a resolução. Nesta metodologia, Pólya também se refere aopapel do professor na 
ondução de todo o pro
esso nomeadamente, na orientaçãodos alunos.Como já referido, atualmente, no PMEB, a resolução de problemas mere
e espe-
ial atenção, sendo uma das três 
apa
idades transversais aí de�nidas, �(. . . ) vistaneste programa 
omo uma 
apa
idade matemáti
a fundamental (. . . )� ([23℄, p. 8).Mas é também um objetivo geral e uma metodologia a ter em 
onta, pois �(. . . ) nãosó é um importante objetivo de aprendizagem em si mesmo, 
omo 
onstitui umaatividade fundamental para a aprendizagem dos diversos 
on
eitos, representaçõese pro
edimentos matemáti
os.� ([23℄, p. 8).Histori
amente, foi na pro
ura de soluções de problemas 
olo
ados ao Homem,na forma de ne
essidades e desa�os que, gradualmente, se deu o desenvolvimentoda Matemáti
a. Esta, na base de toda a evolução 
ientí�
a e te
nológi
a que hoje
onhe
emos, desenvolveu-se 
om maior ou menor rapidez 
onsoante a evolução dasso
iedades, desta
ando-se neste trabalho povos 
omo os egíp
ios, os babilónios, osárabes e os europeus. Veja-se, por exemplo, a ne
essidade da 
riação, por parte dosegíp
ios, dos números fra
ionários para medições exatas dos terrenos nas margensdo Nilo.A Matemáti
a resultava então 
omo meio para solu
ionar problemas do dia adia. Neves 
ompara as di�
uldades muitas vezes sentidas pelos alunos 
om as di-�
uldades sentidas pelos povos no passado. Con
retamente, esta autora refere que�(. . . ) muitas das di�
uldades que os estudantes sentem na aprendizagem de alguns
on
eitos são paralelas às que foram sentidas quando eles surgiram, e as reti
ên
iasque 
olo
am relativamente a noções mais deli
adas (. . . ) são semelhantes às sentidasao longo da História.� ([46℄, p. 2).A História da Matemáti
a pode 
ontribuir para o enrique
imento das aulas,promovendo a 
ompreensão dos fa
tos, dos 
on
eitos e provo
ando a 
uriosidadenos alunos. O PMEB não deixa esta questão de fora valorizando a História daMatemáti
a no pro
esso de ensino-aprendizagem. A sua abordagem é referida na2




on
retização das �nalidades e dos objetivos aí de�nidos, 
onsiderando que �(. . . ) aHistória da Matemáti
a pode eviden
iar o desenvolvimento de determinadas ideiasmatemáti
as, apresentando-a 
omo uma 
iên
ia viva e em evolução.� ([23℄, p. 6).Cabe ao professor en
ontrar �(. . . ) formas de introduzir a História da Matemá-ti
a na sua aula, (. . . ), fa
ultando aos alunos a experimentação da ne
essidade dosnovos 
on
eitos, tal 
omo foi experimentado ao longo dos tempos.� ([46℄, p. 2).Na maioria das vezes, é o trabalho realizado em sala de aula que molda a atitudedos alunos fa
e à Matemáti
a, o que nos remete para a importân
ia das práti
aspro�ssionais dos professores.As práti
as dos professores são abrangentes e daí poderem ser divididas emdiferentes grupos, 
omo fazem Ponte e Serrazina: �(. . . ) (i) práti
as letivas, (ii)práti
as pro�ssionais na instituição e (iii) práti
as de formação.� ([56℄, p. 51).Mas no que a este trabalho diz respeito, importa desta
ar as práti
as letivas, quese dividem em três outros grupos: �(. . . ) (i) as tarefas propostas, (ii) os materiaisutilizados, (iii) a 
omuni
ação na sala de aula, (iv) as práti
as de gestão 
urri
ulare (v) as práti
as de avaliação.� ([56℄, p. 52).Ainda em [56℄ é referido o projeto Matemáti
a 2001, de 1998, da Asso
iaçãode Professores de Matemáti
a (APM), sobre um inquérito realizado a professores.Relativamente ao tipo de tarefas propostas pelos professores, os exer
í
ios surgemem primeiro lugar, em seguida os problemas e, no �m da lista, as �(. . . ) situações
om um 
aráter mais aberto e desa�ante (. . . )� ([56℄, p. 52). A este propósito,Ponte e Serrazina alertam para os diferentes signi�
ados que podem ser atribuídosa esta variedade de tarefas, pois nem todos os professores distinguem da mesmaforma, por exemplo, um problema de um exer
í
io.Ponte atribui quatro dimensões às tarefas, �O seu grau de di�
uldade, a suaestrutura, o seu 
ontexto referen
ial e o tempo requerido para a sua resolução.�([54℄, p. 27). Atendendo às duas primeiras dimensões, resulta depois a divisão dastarefas em exer
í
ios, explorações, problemas e investigações. Daqui se 
on
lui, porexemplo, que um problema é uma tarefa fe
hada e difí
il, e um exer
í
io é igualmentefe
hado mas fá
il.Outra tipi�
ação pode ser feita tendo em 
onta as �(. . . ) �referên
ias� que vi-sam levar os estudantes a produzirem signi�
ados para os 
on
eitos e atividadesmatemáti
as.� ([78℄, p. 31). Para Skovsmose, em [78℄, as tarefas, que denominade �questões e atividades matemáti
as�, dividem-se entre exer
í
ios e 
enário para3



CAPÍTULO 1. Considerações Introdutóriasinvestigação, de�nido por �(. . . ) ambiente que pode dar suporte a um trabalho deinvestigação� ([78℄, p. 27) e �(. . . ) que 
onvida os alunos a formularem questões ea pro
urarem expli
ações.�, ([78℄, p. 30). Estas tarefas são 
lassi�
adas, segundoo tipo de referên
ias, ou seja, referên
ias à Matemáti
a pura, referên
ias à semir-realidade e referên
ias à realidade. Nos 
enários de investigação 
om referên
ias àsemirrealidade, apesar de serem 
ontextualizados em situações do dia a dia, �(. . . )somente as quantidades mensuradas são relevantes.� ([78℄, p. 32), onde o objetivo�nal será a resolução da tarefa sem 
olo
ar em questão os aspetos quali�
áveis.O PMEB privilegia metodologias de ensino 
entradas no aluno, onde �(. . . ) Aaprendizagem da Matemáti
a de
orre do trabalho realizado pelo aluno e este é es-truturado, em grande medida, pelas tarefas propostas pelo professor. (. . . ) Porisso, o professor deve propor aos alunos a realização de diferentes tipos de tarefas(. . . )� ([23℄, p. 8). Impõe-se por isso um desa�o aos professores na seleção do tipode tarefas, na forma de as apli
ar e 
omo 
onduz todo o trabalho em sala de aula,tendo em 
onta, para além dos do
umentos orientadores, 
omo o programa e asmetas, todos os fatores que in�uen
iam a de�nição de estratégias, nomeadamente o
ontexto es
olar.Nem sempre os resultados que um professor espera das suas aulas ou de ati-vidades nelas desenvolvidas 
orrespondem às suas expetativas. Muitas vezes estaper
eção obtém-se dos resultados na avaliação dos alunos e, noutras, no interesse eempenho por estes demonstrado. Tais situações levam o professor a interrogar-sesobre as suas de
isões e o seu desempenho. Importa por isso uma atitude, por partedestes pro�ssionais, de �(. . . ) exploração 
onstante da práti
a e a sua permanenteavaliação e reformulação.� ([53℄, p. 5). Ponte observa que esta análise é feita, namaioria das vezes, de forma intuitiva, sendo a investigação �(. . . ) um pro
esso pri-vilegiado de 
onstrução do 
onhe
imento. A investigação sobre a sua práti
a é, por
onsequên
ia, um pro
esso fundamental de 
onstrução do 
onhe
imento sobre essamesma práti
a e, portanto, uma atividade de grande valor para o desenvolvimentopro�ssional dos professores que nela se envolvem ativamente.� ([53℄, p. 6).Com o enquadramento apresentado, no presente estudo pro
ura-se identi�
ar e
ompreender as di�
uldades que experimentam os alunos em tarefas não simulta-neamente fá
eis e fe
hadas. Re�ete-se ainda sobre a possibilidade de melhorar apráti
a do professor 
om vista a superar essas di�
uldades. Assim, neste trabalhode investigação pretende-se então dar resposta às seguintes questões:4



(1) Quais as di�
uldades apresentadas pelos alunos na resolução de tarefas quenão são exer
í
ios, nomeadamente problemas, no tema Números e Opera-ções do 3.o Ci
lo do Ensino Bási
o?(2) Com vista a ultrapassar essas di�
uldades, o que posso melhorar ao nívelda minha práti
a pro�ssional?Tendo em 
onta a natureza desta investigação, a metodologia investigativa ado-tada, seguindo [13℄, é do tipo qualitativo e interpretativo, sendo a Narração Multi-modal o instrumento de re
olha de dados. A es
olha rela
iona-se 
om a pretensãode estudar um fenómeno no seu ambiente natural e em toda a sua 
omplexidade. Aprofessora, também investigadora, formou parte do quotidiano das turmas em queforam apli
adas as tarefas. Assim, o
orreu uma observação parti
ipante. A seleçãodas turmas e do tema Números e Operações prendeu-se ex
lusivamente 
om questõespráti
as, nomeadamente temporais, de 
on
iliação da atividade pro�ssional 
om arealização do trabalho.Foram sele
ionadas duas turmas do 3.o Ci
lo do Ensino Bási
o � 7.o e 9.o anosde es
olaridade � onde foram apli
adas a 
ada uma três tarefas 
om diferentes ti-pologias, de a
ordo 
om o PMEB. A 
ondução do trabalho desenvolvido em sala deaula, teve em 
onta as orientações do modelo de resolução de problemas de Pólya.Trata-se de um importante instrumento de trabalho que atribui aos alunos o papel
entral da aula, ajudando-os na aquisição de novos 
onhe
imentos, 
onsolidação deoutros e desenvolvimento de estratégias de resolução.A ferramenta de re
olha de dados es
olhida permite uma des
rição pormenori-zada da mediação do professor (modo 
omo propõe tarefas, 
omo organiza o trabalhonas aulas, re
ursos utilizados, posturas, . . . ) na sala de aula, da parti
ipação dosalunos e, nalguns 
asos, dos resultados al
ançados. Em 
onsequên
ia de �(. . . ) umaobservação mais profunda dos a
onte
imentos na sala de aula relativos às ações doprofessor enquanto mediador das aprendizagens dos alunos (. . . )� ([41℄, p. 24),o professor 
om uma atitude re�exiva melhora as suas práti
as letivas, levando-oa �(. . . ) responder perante novas situações de modo transformado e informado.�([41℄, p. 24). Consequentemente, evolui pro�ssionalmente no sentido da melhoriadas aprendizagens dos alunos em ambiente de sala de aula.Para além do enquadramento teóri
o, questões investigativas e metodologia apre-sentadas neste Capítulo 1, o trabalho é formado por mais quatro 
apítulos. Estesúltimos fo
am os aspetos na sinopse seguinte de 
ada um.5



CAPÍTULO 1. Considerações IntrodutóriasCapítulo 2 � Os Números e as Operações ao longo dos TemposBreve resenha históri
a sobre a Matemáti
a desde a Pré-História até ao sé
uloXX, 
om espe
ial ênfase para os números e suas operações. Aqui são referidos algunsnomes in
ontornáveis pelo 
ontributo que deram para a evolução desta 
iên
ia.Capítulo 3 � O Tema Números e Operações no 3.o Ci
lo do Ensino Bási
oNeste 
apítulo analisa-se a evolução do ensino da Matemáti
a em Portugal, que
ulminou 
om um novo programa para o Ensino Bási
o em 2007. Este programaé aqui analisado em detalhe, 
om destaques parti
ulares para o Tema Números eOperações e resolução de problemas.Capítulo 4 � Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesApresentam-se narrações multimodais de aulas de Matemáti
a no 3.o Ci
lo doEnsino Bási
o, nas quais o professor foi observador parti
ipante. Em 
ada uma dasaulas, foram propostas tarefas, de diferentes tipos e referên
ias, no 
ontexto do temaNúmeros e Operações.Capítulo 5 � Considerações FinaisA partir das narrações multimodais do 
apítulo pre
edente, re�ete-se sobre apráti
a letiva do professor 
om vista a uma melhor per
eção da realidade das aulas.São identi�
adas formas mais ou menos e�
azes de promover as aprendizagens pre-tendidas. Nomeadamente, resulta uma análise global à implementação das tarefase também uma apre
iação, em parti
ular, de 
ada uma delas.Importa ainda referir que, neste trabalho, foi assegurado e respeitado o anoni-mato e 
on�den
ialidade dos alunos. Por último, todas as 
ondições foram pre-viamente a
ordadas 
om o Órgão de Gestão da es
ola, 
om os En
arregados deEdu
ação e 
om os próprios alunos.

6



CAPíTULO 2Os Números e as Operações ao longo dos TemposDesde 1772, aquando da Reforma das universidades, o aspeto históri
o da Ma-temáti
a tem estado presente no ensino da mesma em Portugal. Prova disso é areferên
ia, 
onsiderada uma das primeiras no mundo, ao uso da História da Mate-máti
a no ensino, no ano men
ionado, nos Estatutos da Fa
uldade de Matemáti
ada Universidade de Coimbra. Como refere Carvalho e Silva, indi
a-se, a respeitoda 
adeira de Álgebra do segundo ano: �3 Para fa
ilitar melhor a entrada nella, esegurar o fruto das Lições: Prin
ipiará o Professor pelos Prolegomenos respe
tivos:Dando huma idéa 
ir
umstan
iada do seu obje
to, e dos meios, que appli
a para
onseguir o �m, que se propõe: Mostrando a sua origem, e progressos: E fazendohum Resumo da historia da mesma Algebra pelas Epo
as mais notaveis della. 4 Emparti
ular mostrará a razão, por que os Antigos, sem embargo de terem 
onhe
ido asRegras Fundamentaes da Analyse, e de serem dotados de tão grande engenho, nãotiráram della as vantagens prodigiosas, que de
ubríram os Modernos; faltando-lheso Instrumento da Analysis, que he a Algebra.� (Monteiro da Ro
ha, [17℄).Fauvel, em [28℄, refere-se às muitas vozes que alertam para a importân
ia daHistória no ensino da Matemáti
a, mas que ainda assim não se re�etem na práti
a.Uma das razões apontadas pelo referido autor é a falta de formação de base dosprofessores sobre a História da Matemáti
a e a metodologia a usar 
om os seusalunos. Outras razões podem ser apontadas, tais 
omo a es
assa informação históri
anos manuais, ou as apresentações nos mesmos longe de serem rigorosas e envolventes,e o fa
to da formação 
ontínua dos professores não privilegiar este tema.O re
urso à História da Matemáti
a é 
onsiderado, 
ada vez mais, 
om maiorriqueza edu
ativa no ensino da dis
iplina de Matemáti
a. Desta
am-se algumas ra-zões que justi�
am esta asserção: �Ajuda a aumentar a motivação para aprender;Humaniza a Matemáti
a; Muda a per
eção que os alunos têm da Matemáti
a; Pro-por
iona oportunidades para realizar investigações; (. . . ); En
oraja os bons alunosa ir mais longe (. . . ).� ([28℄, p. 17). 7



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposO atual Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
o é 
laro no que respeita àne
essidade de abordar a História da Matemáti
a em sala de aula. Pode-se ler que�Os alunos devem ser 
apazes de apre
iar a Matemáti
a. Isto é, devem ser 
apazesde (. . . ) mostrar 
onhe
imento da História da Matemáti
a e ter apreço pelo seu
ontributo para a 
ultura e para o desenvolvimento da so
iedade 
ontemporânea.�([23℄, p. 6). O Currí
ulo Na
ional do Ensino Bási
o, revogado em 2011, em [21℄,refere que os alunos devem 
onta
tar 
om aspetos da História da Matemáti
a ere
onhe
er o papel da Matemáti
a no desenvolvimento 
ientí�
o.Neste 
apítulo apresenta-se uma abordagem su
inta, 
omo resultado de umarevisão de livros e artigos, da História da Matemáti
a. Trata-se de um trabalho depesquisa que permite a obtenção de uma visão global da História da Matemáti
a,
om maior destaque no que respeita à evolução dos números, em parti
ular dossistemas de numeração, e da Álgebra, no que se refere às operações e à resolução deequações. Das referên
ias bibliográ�
as sele
ionadas, em espe
ial de autores 
omoCarl Boyer, Vi
tor Katz e Dirk Struik, resulta um per
urso históri
o desde a Idadeda Pedra até ao �nal do sé
ulo XX. Neste desta
am-se as 
ontribuições de diversospovos para o desenvolvimento da Matemáti
a aliado à evolução da so
iedade.1. Os PrimórdiosA noção de número remete-nos para tempos longínquos 
omo a Idade da Pedra,há mais de dois milhões de anos. Nesta fase da Pré-História, o Homem 
omeçaa 
onstruir o 
on
eito de 
ontagem e, 
onsequentemente, de número, onde estavaimplí
ita a operação aritméti
a adição. A Idade da Pedra divide-se prin
ipalmenteem dois períodos, o Paleolíti
o e o Neolíti
o.No período Paleolíti
o, também 
onhe
ido por Idade da Pedra Las
ada, a sobre-vivên
ia do Homem dependia apenas do que a Natureza ofere
ia, através da re
olhade frutos e raízes. A ne
essidade de 
ontagem era reduzida e, sem sistema de es
rita,o registo limitava-se a mar
as em varas de madeira e em ossos. O mais antigo exem-plo destes registos é num osso de lobo (Fig. 1), en
ontrado em 1937 na Morávia,gravado 
om 55 entalhes.
Figura 1. Representação de um osso 
om entalhes, [11℄.8



2. EgitoO período Neolíti
o, também designado por Idade da pedra Polida, 
ara
teriza-se, entre outros aspetos, pela transição da re
olha de alimentos para a sua produção.Deu-se iní
io à agri
ultura, à domesti
ação de animais e à manufatura, em parti
ularna 
riação de peças em 
erâmi
a. O modo de vida do Homem alterou-se signi�
a-tivamente tendo este adotado um estilo sedentário, �xando-se nas margens dos riose 
riando aí so
iedades 
ada vez mais organizadas. A evolução destas so
iedadesimpli
ou a intensi�
ação de transações 
omer
iais e a 
riação de órgãos de admi-nistração organizados. A Matemáti
a primordial surge então 
omo fa
ilitadora dos
ál
ulos, desde a administração das 
olheitas, transações 
omer
iais, à gestão dosimpostos. Desenvolve-se assim a Aritméti
a e a medição que deram posteriormenteorigem à Álgebra e à Geometria, respetivamente.Desta
am-se dois povos impulsionadores da evolução matemáti
a, são eles osegíp
ios e os babilónios, nos quais me vou 
entrar. Foi através de registos em papirose pla
as de barro que 
hegou até nós informação sobre os mesmos. Depois destespovos, desenvolveram-se e expandiram-se grandes impérios, 
omo o Árabe e, maistarde, no 
ontexto do domínio do 
ontinente europeu, o Romano. Também seráabordado, ao longo do presente 
apítulo, o 
ontributo da Gré
ia Antiga.2. EgitoOs 
onhe
imentos que temos sobre a Matemáti
a egíp
ia provêm de dois grandesdo
umentos: o papiro de Rhind e o papiro de Mos
ovo.O papiro de Rhind, tem o nome do antiquário es
o
ês Henry Rhind, que o
omprou numa 
idade à beira do Nilo em 1858. Este é também designado porpapiro de Ahmes, o nome do es
riba que o redigiu por volta de 1650 a.C. Trata-sede um do
umento 
om oitenta problemas resolvidos, essen
ialmente do dia-a-dia,tais 
omo o preço do pão ou a alimentação do gado. Re�ra-se ainda que este papirose en
ontra no British Museum em Londres.O papiro de Mos
ovo, também 
onhe
ido 
omo papiro Golenis
hev, foi es
ritopor um es
riba des
onhe
ido por volta de 1890 a.C.. O referido papiro foi 
ompradopor Vladimir Golenis
hev no Egito, no ano de 1893. Este do
umento 
onserva-seaté hoje no Museu Pushkin em Mos
ovo, daí o seu nome. Saliente-se também queo seu 
onteúdo não difere muito do que se men
ionou para o papiro de Rhind.A es
rita nestes papiros denomina-se hieráti
a, uma derivação da es
rita hiero-glí�
a, mais simples e adaptada para es
rever rapidamente 
om pena e tinta sobre9



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Temposfolhas de papiro. No entanto, nomeadamente em do
umentos o�
iais, a es
ritautilizada era a hieroglí�
a. Em parti
ular, no sistema de numeração hieroglí�
autilizava-se a base dez e re
orria-se à repetição.Os egíp
ios repetiam um traço verti
al para es
rever os números de 1 a 9 e tinhamsímbolos espe
í�
os para as diferentes potên
ias de 10, nomeadamente desde 10 até
106. Todos os números eram es
ritos por 
ombinação desses símbolos, mas de umaforma não posi
ional. Na tabela e �gura que se seguem podem ser observados estessímbolos e dois exemplos de um número em es
rita hieroglí�
a.

106 105 104 103 102 10 1Tabela 1. Representação de alguns números em es
rita hieroglí�
a.eFigura 2. Número 23145 representado em es
rita hieroglí�
a e emes
rita hieroglí�
a alternativa, respetivamente.A numeração hieráti
a difere da hieroglí�
a pela introdução de símbolos espe
iaispara representar dígitos e múltiplos de potên
ias de base dez, 
omo se observa naFig. 3. Desta forma evitavam a repetição dos elementos.

Figura 3. Representação de números em es
rita hieráti
a, [26℄.10



2. EgitoAs terras nas margens dos rios eram extremamente férteis, pelo que aí se de-senvolveu a agri
ultura e se instalaram povoações. Por volta do ano 3.000 a.C., ofaraó Sesóstris mandou repartir as margens do rio Nilo entre os seus habitantes.Dadas as frequentes 
heias do rio, que o
orriam entre junho e novembro, as suasmargens �
avam inundadas, o que fazia 
om que se perdessem as mar
ações quedividiam as par
elas de terreno. Sempre que tal a
onte
ia, o faraó mandava os seusfun
ionários, 
hamados de esti
adores de 
orda, determinarem por medida a exten-são exata da perda veri�
ada. Para tal usavam 
ordas nas quais assinalavam umadeterminada unidade de medida e, depois de esti
adas, veri�
avam quantas vezesaquela unidade de medida estava 
ontida nos lados dos terrenos. Este método nemsempre era e�
az, pois raramente 
abia um número inteiro de vezes dessa unidadede medida num 
erto lado do terreno. Foi desta forma que os egíp
ios 
riaram anoção de número fra
ionário, surgindo as frações unitárias, isto é, do tipo 1

n
(
om

n ∈ N). Na es
rita hieroglí�
a, a notação para estas frações era uma forma ovalsobre um número natural, tal 
omo mostra a Fig. 4.
Figura 4. Frações egip
ias, [31℄.As frações não unitárias eram representadas por somas de frações unitárias, 
omosu
ede no papiro de Rhind. Segundo Boyer, em [14℄, este do
umento 
omeça 
omuma tabela que apresenta 
ada fração do tipo 2

n
(para n ∈ N, ímpar, 
ompreendidoentre 5 e 101) 
omo a soma de frações unitárias.Exemplo 2.1. Para n ∈ {5, 43, 59}, 2

n
es
reve-se 
omo soma das frações unitá-rias subsequentes.

2

5
=

1

3
+

1

15
, 2

43
=

1

42
+

1

86
+

1

129
+

1

301
, 2

59
=

1

36
+

1

236
+

1

531
.No que se refere às operações aritméti
as, no Egito, a fundamental era a adição.Quanto à multipli
ação, esta operação era feita por dupli
ações do número 
omo seexempli�
a de seguida. O mesmo su
edia 
om a divisão (inteira), 
omo se 
onstata,nomeadamente, em [14℄ e [46℄. Abaixo en
ontra-se também um exemplo.Exemplo 2.2. Multipli
ação de 71 por 19 pelo pro
esso da dupli
ação.

71 + 71 = 142 (2 vezes) 11



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Tempos
142 + 142 = 284 (4 vezes)
284 + 284 = 568 (8 vezes)
568 + 568 = 1136 (16 vezes)
1136 + 142 + 71 = 1349 (16+2+1 = 19 vezes)Logo, 71× 19 = 1349.Exemplo 2.3. Divisão de 185 por 5 pelo pro
esso da dupli
ação.
5 + 5 = 10 (2 vezes)
10 + 10 = 20 (4 vezes)
20 + 20 = 40 (8 vezes)
40 + 40 = 80 (16 vezes)
80 + 80 = 160 (32 vezes)Assim, 185

5
= 160+20+5

5
= 160

5
+ 20

5
+ 5

5
= 32 + 4 + 1 = 37.Os babilónios também apli
avam a dupli
ação, 
om regras e de�nições tambémno domínio empíri
o, para multipli
ar e dividir. Mais tarde, Leibniz referiria ofundamento do pro
edimento, ou seja, todos os números poderem ser es
ritos 
omosoma de potên
ias de base 2. No artigo Expli
ation de l'Arithmétique Binaire, de1703, este matemáti
o apresenta um estudo 
ompleto sobre o sistema de numeraçãobinário. Neste, 
ada número é representado por muitos algarismos, desvantagem
ompensada pela velo
idade de 
ál
ulo numa máquina (
al
uladora, 
omputador).3. MesopotâmiaGeogra�
amente, a 
ivilização Mesopotâmi
a ou Babilóni
a situava-se entre o rioTigre e o rio Eufrates, no 
hamado 
res
ente fértil, atual Iraque e terras 
ir
undantes.A referida 
ivilização desenvolveu-se no mesmo período que a egíp
ia. Na épo
anão havia infraestruturas de 
omuni
ação entre os povos mais distantes, pelo que odesenvolvimento destas 
ivilizações deu-se em separado.No sé
ulo III a.C., os babilónios (também 
hamados de povos mesopotâmi
os)já usavam um sistema de numeração, o sistema posi
ional sexagesimal, baseado nonúmero 60. De a
ordo 
om as fontes 
onsultadas, as razões que levaram os babilóniosà es
olha do número 60 
omo base não estão determinadas. Para Boyer, em [14℄,uma das razões pode-se prender 
om o fa
to de o número 60 ter uma extensa listade divisores, propriedade fa
ilitadora no trabalho de medições e 
ál
ulo.12



3. MesopotâmiaO sistema numéri
o sexagesimal era es
rito em pla
as de barro 
om o auxíliode objetos em formato de 
unha. Esta forma deu o nome de es
rita 
uneiforme aosistema de es
rita babilóni
o. Os babilónios inventaram a notação posi
ional e talpermitiu-lhes usar apenas dois símbolos (
om eventuais repetições) para representarqualquer número natural. Utilizavam um símbolo para representar as unidades eum outro para as dezenas, tal 
omo ilustrado a seguir na Fig. 5.O sistema posi
ional faz 
om que o valor numéri
o de um símbolo varie 
onso-ante o lugar que o
upa. A notação babilóni
a, 
om a diferença da base e de nãoutilizar o número zero , é muito próxima da que atualmente usamos, embora 
omambiguidades. Os números de 1 a 59 (Fig. 5) eram representados por agrupamentosimples, usando um sistema aditivo e, a partir do número 60, usavam a base 60 e osistema posi
ional (Fig. 6).

Figura 5. Números de 1 a 59 representados em es
rita 
uneiforme, [48℄.
Figura 6. Número 424000 = 1 × 603 + 57 × 602 + 46 × 60 + 40representado em es
rita 
uneiforme, [48℄.Para além do sistema de numeração men
ionado, os babilónios desenvolveramté
ni
as relevantes para a resolução de equações de grau inferior ou igual a quatro,atribuindo valores espe
í�
os aos 
oe�
ientes. Estas equações resultavam da reso-lução de problemas 
on
retos mas, segundo Struik, [83℄, os seus métodos indi
amque já 
onhe
iam o 
aso geral. No entanto, não se en
ontram nem justi�
ações dasregras, nem de�nições pre
isas nos do
umentos da Matemáti
a dos babilónios.13



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposOs babilónios desenvolveram também té
ni
as para 
al
ular a raiz quadrada e araiz 
úbi
a, e 
onhe
iam as relações entre os lados de um triângulo retângulo. Umaprova disso é o 
onteúdo da tábua maior a que perten
e a Plimpton 322 (Fig. 7). Onome desta última provém do editor George Arthur Plimpton, que a 
omprou porvolta de 1922 ao nego
iante de peças arqueológi
as Edgar J. Banks.

Figura 7. Números babilóni
os na tábua Plimpton 322, [48℄.A tábua Plimpton 322 
ontém uma tabela de números, 
om quatro 
olunas equinze linhas, em notação sexagesimal babilóni
a. Um dos primeiros investigado-res a tentar per
eber uma eventual interligação do 
onteúdo das várias 
olunas daPlimpton foi o alemão Otto Neugebauer. Da re
onstrução das 
olunas, Neugebauer
on
luiu que a referida tábua 
ontém uma lista de ternos pitagóri
os, ou seja, paraalguns números naturais w, l, d, tem-se w2 + l2 = d2.As operações aritméti
as fundamentais eram tratadas de modo semelhante aousado hoje à ex
eção da divisão, a qual era efetuada pela multipli
ação do dividendopelo inverso do divisor. Note-se assim uma evolução quando pensamos, por exemplo,na divisão por dupli
ação dos egíp
ios, té
ni
a que os babilónios também apli
aramnuma fase ini
ial. 4. Gré
ia AntigaEnquanto de
linava o desenvolvimento da 
ultura egíp
ia e mesopotâmi
a, sur-giam novas 
ulturas ao largo do Mediterrâneo. Um 
onjunto de 
idades ao longoda ba
ia do mar Egeu até ao mar Jóni
o, que se formaram por volta de 2800 a.C.,
onstituiram a Gré
ia Antiga, aproximadamente na mesma épo
a da 
onstrução daspirâmides egíp
ias. 14



4. Gré
ia AntigaOs povos da antiga Gré
ia eram de natureza pioneira e 
uriosa e, dada a sualo
alização geográ�
a, viajaram pelo Egito e Mesopotâmia onde tomaram 
onhe
i-mento da 
ultura matemáti
a aí desenvolvida. Foi o que a
onte
eu 
om os primeirosnomes asso
iados à Matemáti
a grega, Tales de Mileto e Pitágoras de Samos, aosquais são atribuídas diversas des
obertas de relevo.

Figura 8. Tales de Mi-leto (624-548 a.C.), [48℄. Figura 9. Pitágoras deSamos (580-500 a.C.), [48℄.Sabe-se pou
o sobre a vida e a obra de Tales. Chegaram até nós estórias 
ujavera
idade é impossível de determinar, mas ilustram Tales 
omo �(. . . ) um homemde rara inteligên
ia e 
omo o primeiro �lósofo (. . . ) o primeiro dos Sete Sábios.�([14℄, p. 31).A Geometria dos babilónios e egíp
ios reduzia-se a formas e relações geométri
asde 
aráter indutivo resultante de pro
essos 
omo, por exemplo, a mar
ação de ter-renos. Segundo alguns historiadores, embora não seja algo totalmente a
eite, Talesdeu origem ao método dedutivo em Geometria. Tal é justi�
ado em [14℄ através daatribuição a Tales da demonstração dos 
in
o teoremas que se enun
iam a seguir.Teorema 2.4. Qualquer ângulo ins
rito numa semi
ir
unferên
ia é um ânguloreto.Teorema 2.5. Uma 
ir
unferên
ia é bisse
tada por qualquer um dos seus diâ-metros.Teorema 2.6. Os ângulos da base de um triângulo isós
eles são iguais.Teorema 2.7. Pares de ângulos opostos, formados por duas retas que se inter-setam, são iguais. 15



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposTeorema 2.8. Se dois triângulos são tais que dois ângulos e um lado de um sãoiguais, respetivamente, a dois ângulos e a um lado do outro, então os triângulos são
ongruentes.Enquanto Tales se 
entrou na Geometria, Pitágoras e os seus dis
ípulos distingui-ram-se sobretudo no estudo dos números. Para Pitágoras o Universo era 
onstituídopor números, sendo-lhe atribuída a frase �Tudo é número�. Esta ideia é, no fundo,a base da 
ivilização dos nossos dias, onde a Matemáti
a é vista por muitos 
omo abase da 
iên
ia.Pitágoras fundou a Es
ola Pitagóri
a dedi
ada a estudos religiosos, 
ientí�
os e�losó�
os. Não é possível separar as des
obertas de Pitágoras das dos seus dis
ípulos,pois na es
ola os 
onhe
imentos eram 
onsiderados 
omo adquiridos em 
omum.Entre diversas 
ara
terísti
as espe
iais atribuídas aos números, por Pitágoras e seusseguidores, desta
am-se a seguir algumas.
• Número 1: gerador dos números e número da razão.
• Número 2: primeiro número par ou feminino e número da opinião.
• Número 3: primeiro número mas
ulino verdadeiro, o da harmonia, sendo
omposto de unidade e diversidade.
• Número 4: número da justiça ou retribuição, indi
ando o ajuste de 
ontas.
• Número 5: número do 
asamento, união dos primeiros números verdadeirosfeminino e mas
ulino; média aritméti
a de 
ada um dos pares 1 e 9, 2 e 8,3 e 7, 4 e 6, representado por Teão de Esmirna (130 d.C) através da tabelasubsequente.

1 4 7

2 5 8

3 6 9Tabela 2. Tabela de Teão de Esmirna, [87℄.
• Número 6: número da 
riação.
• Numero 7: úni
o número entre os primeiros dez que não é divisor nemmúltiplo de nenhum dos outros números.
• Número 10: o mais sagrado, venerado pelos pitagóri
os, representava oUniverso. 16



4. Gré
ia AntigaBaseado em autores antigos, Vas
on
ellos, em [87℄, a�rma que foi Pitágoras quedistinguiu a Aritméti
a (tratamento teóri
o das propriedades abstratas dos números)da Logísti
a (arte de 
ál
ulo 
om a resolução de problemas sobre números 
on
retos).Os pitagóri
os interessaram-se sobretudo pelas propriedades dos números e relaçõesentre eles.Como já �
ou patente no misti
ismo dos números, os pitagóri
os também �ze-ram a distinção entre números pares e ímpares, bem 
omo a distinção entre númerosprimos e 
ompostos. De entre os 
ompostos de�niram os números perfeitos, abun-dantes, de�
ientes e amigos.Exemplo 2.9. Os números 6 e 28 são números perfeitos, pois 
ada um é igual àsoma de seus divisores:
6 = 1 + 2 + 3,
28 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7.Exemplo 2.10. Observe-se que {1, 2, 3, 4, 6} é o 
onjunto dos divisores própriosde 12 
uja soma é 16, maior que 12, logo 12 é um número abundante.Exemplo 2.11. Tendo em 
onta que {1, 2, 5} é o 
onjunto dos divisores própriosde 10, 
uja soma é 8, menor que 10, tem-se que 10 é um número de�
iente.Exemplo 2.12. Os números 220 e 284 dizem-se amigos. De fa
to, {1, 2, 4, 5,10, 11, 20, 22, 44, 55, 110} é o 
onjunto dos divisores próprios de 220, 
uja soma é

284. A soma dos divisores próprios de 284, os elementos do 
onjunto {1, 2, 4, 71,142}, é por sua vez 220.Com ligação à Geometria, a aritméti
a pitagóri
a dedi
ou-se ainda ao estudo dosnúmeros �gurados. Estes são números representados por 
onjuntos de pontos 
om
on�gurações geométri
as, onde a quantidade de pontos agrupados representa umnúmero, 
omo ilustram os exemplos subsequentes.
Figura 10. Os primeiros quatro números triangulares.17



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Tempos
Figura 11. Os primeiros 
in
o números quadrados.Observe-se que, na �gura anterior, 
ada esquema quadrado é 
onstituído por doisesquemas triangulares representados por dois números triangulares 
onse
utivos.Enun
ia-se de seguida, o teorema que estabele
e esta propriedade.Teorema 2.13. Todo o número quadrado, superior a 1, exprime-se 
omo a somade dois números triangulares 
onse
utivos.Segundo Almeida, em [4℄, no iní
io, toda a Matemáti
a Grega baseava-se nosnúmeros naturais, pro
urando representações numéri
as exatas. O pensamento ma-temáti
o foi abalado pela des
oberta de que o lado e a diagonal de um quadradoeram in
omensuráveis. De fa
to, �(. . . ) a des
oberta da irra
ionalidade da diagonaldo quadrado de lado 1 provo
ou uma grande 
rise �losó�
a, 
ontemporânea prati-
amente aos paradoxos sobre o in�nito de Zenão.� (Cousquer, [4℄, p. 49). Aindade a
ordo 
om a mesma referên
ia, daí em diante, os gregos passaram a separar o
on
eito de número inteiro do 
on
eito de grandeza, este último fundamentalmentedependente da Geometria.Desta
ável foi tambémDiofanto de Alexandria (sé
ulo III), do qual, à semelhançade Tales e Pitágoras, pou
o se sabe em relação à sua vida. Segundo um enigma deuma 
oleção de problemas datada do sé
ulo V ou VI, Diofanto terá vivido 84 anos:�Deus lhe 
on
edeu ser um menino pela sexta parte da sua vida, e somando umaduodé
ima parte a isto 
obriu-lhe as fa
es de penugem. Ele lhe a
endeu a lâmpadanup
ial após uma sétima parte, e 
in
o anos após o seu 
asamento 
on
edeu-lhe um�lho. Ai! Infeliz 
riança tardia; depois de 
hegar à metade da vida de seu pai, oDestino frio o levou. Depois de se 
onsolar de sua dor durante quatro anos 
om a
iên
ia dos números ele terminou a sua vida.� (Cohen e Drabkin, [14℄, p. 121).Diofanto es
reveu Arithmeti
a (Fig.12), obra dedi
ada essen
ialmente à resoluçãoexata de problemas através de equações e 
onstituída por treze livros dos quais,segundo [27℄, hoje apenas se 
onhe
em 10. De Diofanto há a desta
ar a adoçãooriginal de notações para abreviações de potên
ias, relações de igualdade e operaçõesde números, o que muito lhe fa
ilitou a manipulação das relações algébri
as.18



4. Gré
ia AntigaDiofanto é 
onsiderado por muitos o pai da Álgebra, mas, tal 
omo expli
a Boyer,assim não deve ser 
onsiderado, pois apesar da notação introduzida, �A Arithmeti
anão é uma exposição sistemáti
a sobre as operações algébri
as (. . . ). Em vez dissoé uma 
oleção de 
er
a de 150 problemas, todos estudados em termos de exemplosnuméri
os espe
í�
os. (. . . ) nem se faz um esforço para a
har todas as soluçõespossíveis.� ([14℄, p. 123).

Figura 12. Capa da Arithmeti
a de Diofanto, numa edição de 1670, [48℄.No que respeita ao sistema de numeração dos gregos, Almeida, em [4℄, a�rmaque 
oexistiram vários sistemas, dos quais se desta
am o áti
o e o jóni
o.O sistema áti
o teve por base seis símbolos (um, 
in
o, dez, 
em, mil e dez mil),onde os 
in
o últimos símbolos provêm das ini
iais dos nomes em grego, e outrosquatro símbolos para evitar demasiadas repetições. Esta última 
ara
terísti
a 
ons-titui algo a que um sistema de 
aráter aditivo obriga. O sistema não era posi
ional,pelo que aos símbolos era-lhes atribuído o seu valor independentemente da posiçãoque o
upavam. No entanto, segundo Almeida, a 
onvenção era ordenar os símbolospor ordem de
res
ente do seu valor da esquerda para a direita.XHHH∆∆ΓFigura 13. Número 1325 representado no sistema de numeração áti
o.O sistema jóni
o 
onsistia num sistema de numeração alfabéti
o por usar ossímbolos do alfabeto grego, 
om mais três letras ar
ai
as extra, stigma, koppa esampi, atualmente em desuso. Os valores eram atribuídos segundo a ordem doalfabeto. 19



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Tempos
α β γ δ ǫ � ζ η θ

1 2 3 4 5 6 7 8 9

ι κ λ µ ν ξ o π �
10 20 30 40 50 60 70 80 90

ρ σ τ υ ϕ χ ψ ω �
100 200 300 400 500 600 700 800 900Tabela 3. Representação de alguns números no sistema de numera-ção jóni
o.

πζFigura 14. Número 87 representado no sistema de numeração jóni
o.Quando o número era superior ou igual a 1000 
olo
ava-se um sinal semelhantea um a
ento, abaixo e à esquerda da sequên
ia de símbolos, 
omo se observa natabela seguinte.
, α , β , γ , δ , ǫ ,� , ζ , η , θ

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000Tabela 4. Representação de alguns números, superiores ou iguais a1000, no sistema de numeração jóni
o.
, θ � � θFigura 15. Número 9999 representado no sistema de numeração jóni
o.Dos quatro sistemas de numeração men
ionados até aqui, o egíp
io e o áti
oeram os menos evoluídos. De fa
to, seriam esses os mais demorados devido à ne
es-sidade de repetição de símbolos. Só 
om o sistema pre
ursor, 
riado pelos hindus edivulgado pelos árabes, do que 
onhe
emos hoje, se teriam todas as 
ara
terísti
asdesejáveis num sistema de numeração: simpli
idade, não repetitividade e posi
iona-lidade. 20



5. Império Árabe 5. Império ÁrabeO Império Árabe teve a sua origem no Islamismo, religião fundada pelo profetaMaomé no sé
ulo VII. Antes disso, a Arábia era 
omposta por povos semitas queviviam em diferentes tribos. Em 622 Maomé foge dos seus adversários políti
os ereligiosos de Me
a para Medina, mas regressa a Me
a em 630 fale
endo dois anosdepois. Após a morte de Maomé, os seus su
essores expandiram o Império Árabeatravés de diversas 
onquistas. Em menos de um sé
ulo 
onquistaram o ImpérioRomano do Oriente, a Pérsia e a Síria, a Palestina, a Mesopotâmia, o Egito, Tunise parte da Península Ibéri
a. Em 1001 
hegaram à Índia. Desta forma espalharamo Islamismo e a língua árabe, ao mesmo tempo que apreenderam novas 
ulturas.A 
apital do Império Árabe foi ini
ialmente em Damas
o sendo transferida em772, pelo 
alifa al-Mansur, para Bagdad, que se tornou num grande 
entro 
ulturalonde eram promovidas as artes e as 
iên
ias. Sob o reinado de Harun ar-Rasid, foi
riada uma importante bibliote
a onde guardaram diversos manus
ritos provenientesdas 
onquistas árabes e onde a
orriam, de diversas regiões, sábios e tradutores.Após a morte de Harun ar-Rasid, em 813, o seu �lho Al-Mamum 
ontinuou aobra do pai, fundando uma a
ademia 
om o nome de �Casa da Sabedoria�. Aquiestudavam-se e traduziam-se para árabe diversas obras 
ientí�
as, entre as quais,textos hindus. Nesta a
ademia trabalhou o matemáti
o e astrónomo Mohammedibu-Musa Al-Khwarizmi, que veio a ter um papel muito importante na história daMatemáti
a.

Figura 16. Al-Khwarizmi (780-850), num selo da antiga URSS, [48℄.Al-Khwarizmi, através das obras provenientes da Índia, estudou o sistema denumeração, os 
ál
ulos e a representação do zero dos hindus. Es
reveu várias obrassobre Matemáti
a e Astronomia, entre as quais, um tratado de aritméti
a 
ujo títuloda tradução é Algorithmi de numero Indorum. Nesta obra, Al-Khwarizmi introduz21



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Temposos dez símbolos hindus para representar os algarismos, expli
a 
omo es
rever umnúmero no sistema de
imal posi
ional hindu-árabe e 
omo operar 
om eles. Estasnovas regras de operações �
aram 
onhe
idas, devido ao seu nome, por algorismi e,posteriormente, pelas designações algorismo ou algoritmo.O nome do título de mais uma das suas obras, Al-jabr Wa�l Muqabalah, tambémtrouxe até nós outra palavra, a álgebra. De fa
to, esta obra trata da resolução deequações, em espe
ial, de grau dois. Começa 
om uma expli
ação sobre o sistemaposi
ional do sistema numéri
o e daí passa para seis 
apítulos onde, em 
ada um,resolve um tipo de equação de grau dois, nos 
asos em que as equações têm umaraiz positiva, tal 
omo se des
reve a seguir: Quadrados iguais a raízes; Quadradosiguais a números; Raízes iguais a números; Quadrados mais raízes iguais a números;Quadrados mais números iguais a raízes; Raízes mais números iguais a quadrados.Cada situação tem sempre três ilustrações para os 
asos em que o 
oe�
ientede termo variável é igual, menor ou maior que 1. Nota-se ainda a ne
essidade deuma 
omprovação geométri
a: �Já dissemos o bastante, no que se refere a números,sobre os seis tipos de equações. Agora, porém, é ne
essário que demonstremosgeometri
amente a verdade dos mesmos problemas que expli
amos 
om números.�(Al-Khwarizmi, [14℄, p. 157). Para exempli�
ar o referido, veja-se o ra
io
ínioseguinte.Exemplo 2.14. Considere-se a equação
x2 + 10x = 39,onde �(. . . ) uma raiz quadrada e 10 são iguais a 39 unidades. A questão, portanto,neste tipo de equação é sobre o seguinte: qual é o quadrado que 
ombinado 
om dezdas suas raízes dará uma soma total de 39? A maneira de resolver este tipo deequação é tomar metade das raízes que a
abei de men
ionar. As raízes do problemasão 10. Portanto, tomar 5, que multipli
ado por ele próprio dá 25, um montante queadi
ionado a 39 dá 64. Tendo tomado então a raiz quadrada desse que é 8, subtrairmetade das raízes, que é 5, sobra 3. O número três, portanto, representa uma raizdeste quadrado, que por si só, é 
laro, é 9. Nove é portanto o quadrado�, [48℄.Al-Khwarizmi 
omeça a demonstração geométri
a 
om um quadrado de lado x,
om área x2. A esta soma 10x, o que é feito pela adição de quatro retângulos delargura 10

4
e 
omprimento igual a x (Fig.17).22



6. Europa
5x/2

5x/2
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Figura 17. Adição de quatro retângulos de largura 5

2
.Obtém-se então um quadrado de área x2 + 10x que é igual a 39. Para 
ompletar oquadrado, adi
ionam-se quatro pequenos quadrados de área 5

2
× 5

2
= 25

4
(Fig. 18).
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Figura 18. Adição de quatro quadrados de lado 5

2
.Assim, o quadrado �nal tem área 4 × 25

4
+ 39 = 25 + 39 = 64, donde o lado doquadrado é 8. Este 
orresponde ao 
omprimento 5

2
+ x + 5

2
, pelo que x + 5 = 8,dando x = 3.A 
iên
ia árabe entra em de
línio muito rapidamente, 
om iní
io no �m do sé
uloXI. As 
ausas, segundo Boyer, em [14℄, pare
em estar nos inúmeros 
on�itos devidosao ex
esso de frações políti
as e religiosas.6. EuropaA partir do �nal do sé
ulo VI a.C. e ao longo de oito sé
ulos, os romanos foramexpandindo o seu território, que se veio a tornar num grande e poderoso império� o Império Romano. No sé
ulo II d.C. o Império Romano estendia-se por três
ontinentes. Abar
ava toda a ba
ia do mediterrâneo, 
on�nado a norte pelos riosReno e Danúbio, a sul abrangia toda a faixa litoral do norte de Áfri
a e o Egito e, naparte oriental, a Síria, a Judeia e a Ásia Menor. Em 395, 
om a morte do imperador23



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposTeodósio, o império foi dividido politi
amente em Império Romano do O
idente (
om
apital em Roma) e Império Romano do Oriente (
om 
apital em Constantinopla).Desta divisão resultou a estagnação do desenvolvimento do O
idente, enquanto queo Oriente se tornou no 
entro da 
ivilização.Depois da queda do Império do O
idente, em 476, e 
om o �m da autoridadeimperial, a Igreja Católi
a desempenhou um importante papel na regulação dasso
iedades. Eram os bispos que muitas vezes mantinham a ordem, promoviam ajustiça e representavam as populações. Os homens do Clero e alguns lai
os eramdos pou
os que sabiam ler e es
rever. Um destes homens lai
os foi Severino Boé
io(480-524), que es
reveu diversos textos de retóri
a, gramáti
a e lógi
a. Ele tambémtraduziu obras da Matemáti
a grega, fa
to que apoia a teoria defensora da origemgrega dos símbolos do repetitivo sistema de numeração romano. Os seus textostiveram grande in�uên
ia e foram uma fonte para o ensino da altura.O 
lima matemáti
o que se viveu a seguir foi-se deteriorando, passando quatrosé
ulos, épo
a que normalmente é denominada por Idade das Trevas. É então quesurge um matemáti
o desta
ável, Gerbert d'Aurilla
 (945-1003), que mais tarde setornou no Papa Silvestre II. Responsável pelo despoletar de um novo interesse pelaMatemáti
a, terá sido o primeiro a ensinar, na Europa, os números indo-árabesdevido a um possível 
onta
to que teve 
om a 
ultura moura em Espanha. Narealidade, a História, no que respeita à introdução dos números indo-árabes naEuropa, não é totalmente 
lara, a�rma Boyer em [14℄.Mas foi o sé
ulo XIII, no período da Idade Média, que representou maior pro-gresso. Foi quando surgiram as primeiras grandes 
idades 
omer
iais 
omo Génova,Pisa, Veneza, Milão e Florença, 
om relações 
omer
iais 
om o mundo árabe. Atra-vés destas relações os mer
adores passam a estudar a 
ultura e a 
iên
ia árabes. Foiexemplo disso Leonardo de Pisa, também 
onhe
ido por Leonardo Fibona

i. Sendoo pai mer
ador e 
om negó
ios no norte de Áfri
a, teve oportunidade de viajar peloEgito, Síria e Gré
ia. Fi
ou a 
onhe
er os métodos algébri
os árabes e os númerosindo-árabes.De regresso do Oriente, Fibona

i a
abou de es
rever a obra Liber Aba
i (Livrodo Ába
o) em 1202, a qual 
ontém informações aritméti
as e algébri
as. O referidolivro representa um meio pelo qual o sistema de numeração indo-árabe foi tambémintroduzido e expandido na Europa O
idental. Fibona

i es
reveu �(. . . ) quandofui introduzido na arte dos nove símbolos indianos por meio de um ensino notável,24



6. Europa
edo o 
onhe
imento dessa arte se tornou um prazer a
ima de qualquer outro.�(Fibona

i, [3℄, p. 25).

Figura 19. Leonardo Fibona

i (1180-1250), [48℄.Em Liber Aba
i, depois de expor os pro
essos algorítmi
os, Fibona

i dedi
a-seà exploração de problemas. O mais interessante e que, segundo Boyer em [14℄, maisinspirou os futuros matemáti
os, foi aquele que dá origem ao que 
hamamos hojede sequên
ia de Fibona

i. O enun
iado original deste problema é: �Quantos paresde 
oelhos serão produzidos num ano, 
omeçando 
om um só par, se em 
ada mês
ada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo mês?�. Asequên
ia tem a seguinte representação:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . , un, . . ., onde u1 = u2 = 1 e un = un−1 + un−2 
om n ∈ N e

n ≥ 3.Esta sequên
ia tem muitas propriedades interessantes, 
omo por exemplo, doistermos 
onse
utivos são primos entre si e o quo
iente entre eles 
onverge para onúmero áureo, √
5−1

2
. A sua apli
ação também não deixa de ser 
uriosa, por exemplo,em questões de �lotaxia. Por último, não se pode deixar de referir o interesse queesta sequên
ia ainda sus
ita nos dias de hoje, sendo o jornalThe Fibona

i Quarterly,em [29℄, prova disso.Passaram dois sé
ulos e ini
ia-se, na Europa O
idental, uma fase de de
línio noprogresso da Matemáti
a, muito devido à 
atástrofe da Peste Negra, à Guerra dosCem Anos e à Guerra das Rosas. Estes a
onte
imentos pre
ipitaram o �m de umtempo que se 
ara
terizou pela sua longevidade e por alguns paradoxos so
iais e 
i-entí�
os, 
onjugando momentos de avanço e retro
esso. Em simultâneo, a Oriente,em 1453, assiste-se à queda de Constantinopla, o que sus
ita a noção de �Fim deuma Era�. Termina a Idade Média que se desenrolou ao longo de dez sé
ulos na25



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposEuropa. Culmina um Tempo 
om distinto desenvolvimento nos dois lados da Eu-ropa, a Oriente e a O
idente, mas 
ujos momentos ini
iais 
oin
idiram, bem 
omoos �nais.Seguiu-se a Idade Moderna que se ini
ia 
om o movimento do Renas
imento,
araterizado pela redes
oberta da �loso�a, da literatura e da 
iên
ia da antiguidadealiada à evolução 
ientí�
a. Registaram-se profundas transformações 
ulturais, so-
iais, e
onómi
as, políti
as e religiosas que 
ara
terizam a transição do Feudalismopara o Capitalismo. Este movimento 
omeçou em Itália e difundiu-se por toda aEuropa durante os sé
ulos seguintes.Deram-se profundas transformações na organização da so
iedade, nomeadamentenas tro
as 
omer
iais mais 
omplexas. Esta e
onomia emergente levou à ne
essidadede uma Matemáti
a mais desenvolvida para responder às novas exigên
ias (letras de
rédito, 
ál
ulos de juros, et
). Segundo Katz, em [37℄, no iní
io do sé
ulo XIV, osaba
istas (que mais tarde vieram dar lugar aos algoristas) es
reviam textos de Ma-temáti
a para ensinar os mer
adores e seus �lhos. Nomeadamente, eles ensinavamo sistema posi
ional de
imal indo-árabe e os algoritmos para o usar.Os referidos novos métodos de 
ál
ulo revelaram-se vantajosos dado que reque-riam apenas papel e pena, permitindo o registo de todos os 
ál
ulos, a sua posteriorveri�
ação e ainda a eventual reti�
ação. Para além dos algoritmos de 
ál
ulo,os mer
adores também treinavam a resolução de problemas, na sua maioria, sobre
omér
io, 
omo o que se exempli�
a de seguida.Exemplo 2.15. Um problema de textos de ába
os italianos é o seguinte:�Se 8 bra

ia de te
ido valem 11 �orins, quanto valem 97 bra

ia?� ([37℄, p.478).No iní
io do sé
ulo XV os aba
istas 
omeçam a usar abreviaturas para as in
óg-nitas. Antes es
reviam 
osa para 
oisa, 
enso para quadrado e radi
e para raiz, e,segundo Katz, em [37℄, passam a es
rever 
, 
e e R, respetivamente. No �nal domesmo sé
ulo, em Itália, um dos últimos aba
istas foi Lu
a Pa
ioli (1445-1514) queintroduziu as abreviaturas p e m para mais e menos (più e meno) respetivamente.Mas as notações na épo
a ainda eram muito variadas, dependendo de 
ada autor.Só em meados do sé
ulo XVII �
ou formado o simbolismo algébri
o moderno, o querevela uma mudança lenta na notação.Pa
ioli es
reveu Summa de arithmeti
a, geometri
a, proportioni et proportionlita(1494) que, segundo Katz, em [37℄, é o mais 
ompleto texto matemáti
o do seu26



6. Europatempo e Boyer, em [14℄, a�rma ser 
onsiderada hoje a primeira obra impressa deÁlgebra. Em Summa, que resultou de um resumo de obras suas não publi
adas e do
onhe
imento geral da épo
a, Pa
ioli aborda quatro áreas, a Aritméti
a, a Álgebra,a Geometria Eu
lidiana e a Contabilidade. Foi Pa
ioli que segundo Aires, em [3℄,es
reveu o primeiro texto europeu sobre a utilização do zero, onde des
reve, porexemplo, que o zero é o elemento absorvente da multipli
ação e o elemento neutroda adição.Em França, 
ontemporâneo de Pa
ioli, surge Ni
olas Chuquet (1445-1488), umhomem desta
ável da épo
a que es
reveu Triparty en la s
ien
e des nombres (1484),a primeira Álgebra pormenorizada publi
ada em França, e que �(. . . ) em nível deimportân
ia foi talvez o mais notável desde Liber Aba
i de Fibona

i (. . . )�, ([14℄,p. 189).Triparty divide-se em três partes: a primeira 
onsta de uma expli
ação do sis-tema posi
ional indo-árabe e dos vários algoritmos para as operações aritméti
asbási
as (números inteiros e frações 
omuns); a segunda trata o 
ál
ulo de raízesquadradas de números que não são quadrados perfeitos e raízes 
úbi
as de inteiros
om muitos dígitos; por �m, a ter
eira parte, diz respeito à Álgebra, 
omo trabalhar
om polinómios e resolver vários tipos de equações, 
onforme des
rito em [14℄.Exemplo 2.16. Chuquet en
ontra uma regra para en
ontrar números intermé-dios de dois números vizinhos, tantos quantos se deseje. Nomeadamente para en-
ontrar uma fração entre duas frações adi
ionam-se os numeradores e os denomi-nadores. Assim um número entre 2

3
e 5

6
é 7

9
.Exemplo 2.17. Chuquet, para en
ontrar raízes de polinómios, utiliza o métodode aproximação ilustrado em [37℄. Considere-se

x2 + x = 3913

81
.5 é demasiado pequeno e 6 demasiado grande, então Chuquet tenta su
essivamente

51

2
, 52

3
, 53

4
e 54

5
, até que tenta 57

9
que é a solução da equação.No tratamento das raízes, Chuquet também re
orre ao método de aproximaçãoreferido no exemplo pre
edente. Assim, determina a raiz de um número, através devárias tentativas. O fa
to de não en
ontrar a solução exata, revela que já tinha anoção da irra
ionalidade dos números.Surge 
om Chuquet uma nova notação para potên
ias da in
ógnita, sendo estaindi
ada por um expoente asso
iado ao 
oe�
iente do termo. Por exemplo, para o27



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Temposque es
revemos hoje ax2, Chuquet es
reve a2. Ainda referente a este trabalho deChuquet, Katz, em [37℄, a�rma que, pela primeira vez numa obra europeia, surgemexpoentes zero e números negativos. De seguida, exempli�
a-se a notação usadapara 
oe�
iente e expoente negativos.Exemplo 2.18. Chuquet es
reve −3−2 do seguinte modo
m32m.Na resolução de equações, Chuquet inova nas té
ni
as de resolução, generali-zando as regras de Al-Khwarizmi, para equações de qualquer grau. Por exemplo,dá a solução da equação cxm = bxm+n + xm+2n 
omo sendo x =

n

√

√

(

b
2

)2
+ c− b

2
.Observe-se 
omo se obtém a referida solução, em notação atual:

cxm = bxm+n + xm+2n ⇔
⇔ cxm − bxm+n − xm+2n = 0 ⇔
⇔ xm(c− bxn − x2n) = 0 ⇔
⇔ xm = 0 ∨ c− bxn − x2n = 0

x2n + bxn − c = 0 ⇔
⇔ xn = −b±

√
b2+4c
2

⇔
⇔ xn = − b

2
±

√

b2

4
+ 4c

4
⇔

⇔ xn = − b
2
±

√

(

b
2

)2
+ c.Katz, em [37℄, a�rma que Chuquet nem sempre a
eita soluções negativas e nun
a
onsidera o zero 
omo solução, 
omo se observa no exemplo supra. Mas �Ao es
rever

.4.1egaulxam̄.2.0 (isto é 4x = −2) Chuquet estava pela primeira vez exprimindo umnúmero negativo isolado numa equação algébri
a.� ([14℄, p. 190).Chuquet apresenta ainda uma outra inovação. No que respeita a um sistemapossível e indeterminado, de duas equações 
om três in
ógnitas, a�rma que temsoluções múltiplas. A té
ni
a utilizada, no exemplo que se segue, re
orre, na desig-nação atual, ao grau de indeterminação.Exemplo 2.19. Para resolver o sistema,
{

x+ y = 3z

x+ z = 5y
,primeiro Chuquet dá o valor de 12 a x para en
ontrar y = 33

7
e z = 51

7
. Depoises
olhe 8 para y, obtendo x = 28 e z = 12. Assim, ele diz que �(. . . ) o númeroes
olhido, por si só, determina a reposta variada.� (Chuquet, [37℄, p. 441).28



6. EuropaNoutros países da Europa, nomeadamente na Alemanha e na Inglaterra, tambéma Matemáti
a era objeto de estudo e aí surgiram nomes signi�
ativos para a Históriapelas suas 
ontribuições. Na Alemanha, a palavra 
oss para in
ógnita foi de talmaneira mar
ante que a Arte da Coss, segundo Katz, em [37℄, ou a Arte Cóssi
a,segundo Boyer, em [14℄, foram os nomes dados à Álgebra. As origens da Álgebragermâni
a são italianas, o que se re�ete, por exemplo, no uso dos símbolos italianosp e m, para adição e subtração, respetivamente.No iní
io do sé
ulo XVI surgem diversas álgebras alemãs, das quais Boyer, em[14℄, desta
a a Coss (1525), es
rita por Chisto� Rudol� (1499-1545) e a Arithmeti
aintegra (1544), de Mi
hael Stifel (1487-1567).Katz refere em [37℄, que, à semelhança da obra de Chuquet, a primeira parte daCoss in
luía os fundamentos do sistema posi
ional indo-árabe e também uma se
çãoque listava as potên
ias não negativas de 2. Ao 
ontrário da notação de Chuquetpara expoentes, Rudol� usava abreviaturas dos nomes das potên
ias. Segundo Katz,em [37℄, Coss foi das mais antigas obras a in
luir pela primeira vez os símbolos de+ e - para a adição e a subtração, respetivamente. Estes símbolos já tinham sidousados, mas para representar ex
esso e defeito, na obra de Johann Widman em1489.Chisto� Rudol� também introduziu o moderno símbolo de raiz quadrada, adap-tando-o para distinguir raiz quadrada de raiz 
úbi
a, e trabalhou pormenorizada-mente as operações 
om raízes. Na segunda parte de Coss dedi
a-se à resolução deequações algébri
as, fazendo uma 
lassi�
ação em 8 
ategorias.A Arithmeti
a integra de Stifel, foi, segundo Boyer, em [14℄, a mais importantede todas as álgebras alemãs do sé
ulo XVI, 
ujos aspetos mais importantes foram otratamento dos números negativos, radi
ais e potên
ias. Mi
hael Stifel foi o primeiroa reduzir várias formas padrão da equação quadráti
a na úni
a forma x2 = bx + c,onde b e c são ambos positivos ou de sinais 
ontrários. Em [37℄ 
onsta que a soluçãoapresentada foi x = b
2
±
√

(

b
2

)2
+ c (sinal negativo apenas possível para b positivo e
 negativo), forma equivalente à usual x = b±

√
b2+4c

2
.No que respeita aos números negativos, Stifel 
hamava-os de numeri absurdi,
onhe
endo bem as suas propriedades, e em relação aos números irra
ionais, diziaque estavam �(. . . ) es
ondidos sob uma espé
ie de nuvem de in�nitude.� (Stifel,[14℄, p. 193). 29



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposNa Inglaterra do sé
ulo XVI, Robert Re
orde (1510-1558) foi prati
amente oúni
o matemáti
o de importân
ia , a�rma Boyer em [14℄. A sua primeira obra éGround of Arts (1541) que in
lui, 
om apli
ações 
omer
iais, 
ál
ulos por ába
oe algoritmos. Foi o primeiro a introduzir o símbolo =, �(. . . ) porei, 
omo façogeralmente na práti
a, um par de paralelas, ou linhas gémeas de igual 
omprimento,assim, = , porque nenhumas duas 
oisas não podem ser mais iguais.� (Re
orde,[37℄, p. 447).De volta a Itália, em 1545 foi publi
ada a Ars Magna (Fig.20), a obra matemá-ti
a mais importante de Gerolamo Cardano (1501-1576), prin
ipalmente dedi
adaà resolução de equações 
úbi
as e quárti
as. Segundo Boyer, a Ars Magna �(. . . )
ausou tal impa
to sobre os algebristas que o ano de 1545 frequentemente é tomado
omo mar
o do iní
io do período moderno na Matemáti
a.� ([14℄, p. 193).

Figura 20. Capa da Ars Magna de Gerolamo Cardano, [72℄.A sugestão para Cardano resolver a equação 
úbi
a foi-lhe dada por Ni
olo Fon-tana de Bres
ia, mais 
onhe
ido por Tartaglia (1500-1557). Mas a verdade, segundoBoyer, em [14℄, é que nenhum dos opositores, Cardano e Tartaglia, foi o primeiro afazer a des
oberta da resolução da equação 
úbi
a. O referido autor atribui-a a Spi-
ione de Ferro (1465-1526), professor de Matemáti
a em Bolonha, des
onhe
endo-sequando foi feita, mas que a revelou, antes da sua morte a um estudante, AntónioMaria Fior, que Boyer des
reve 
omo um medío
re matemáti
o. De fa
to, Estradaet al., em [27℄, des
reve que no livro Ars Magna Cardano 
onta que foi S
ipione deFerro a des
obrir um método de resolução das equações 
úbi
as, mas que tinha sidomantido em segredo. No que respeita às equações quárti
as, Cardano refere que foiLudovi
o Ferrari (1522-1565), 
om quem trabalhou, que inventou a regra para asresolver, divididas em diferentes 
asos, num total de vinte.30



6. EuropaNa épo
a as novas des
obertas eram mantidas em segredo para serem lançadasem forma de problemas aos seus rivais, numa espé
ie de duelos, e desta forma al-
ançarem fama e re
ompensas em dinheiro. Um destes duelos op�s Tartaglia e Fior,em que 
ada um lançou trinta questões para que o opositor as resolvesse. Tartaglia
onseguiu resolver as questões propostas por Fior, mas o 
ontrário não a
onte
eu.Fior, segundo Boyer, em [14℄, só 
onhe
ia as equações 
úbi
as do tipo x3 + px = q,mas Tartaglia já sabia resolver equações do tipo x3 + px2 = q.No �nal do sé
ulo XVI a Europa já dominava a resolução das equações 
úbi
as equárti
as, des
obertas mar
antes na história da Matemáti
a, que estimulou muitosa trabalhar no desenvolvimento desta 
iên
ia.Da nova geração fazem parte nomes 
omo: os italianos Galileu Galilei (1564-1642) e Boaventura Cavalieri (1598-1647); os ingleses Henry Briggs (1561-1639),Thomas Harriot (1560-1621) e William Oughtred (1574-1660); os �amen
os SimonStevin (1548-1620) e Albert Girard (1590-1633); da Es
ó
ia, John Napier; da Suiça,Jobst Burgi (1552-1632); e Johann Kepler (1571-1630) da Alemanha. Mas, segundoBoyer, em [14℄, a �gura 
entral foi François Viète e Katz a
res
enta que foi �Umdos primeiros homens de talento a exibir a nova álgebra 
om 
lareza e simpli
idade(. . . )� ([37℄, p. 464).

Figura 21. FrançoisViète (1540-1603), [48℄. Figura 22. John Napier(1550-1617), [48℄.Viète de fa
to 
ontribuiu para importantes avanços da Matemáti
a, em áreas
omo a Álgebra e a Aritméti
a, entre outras. Uma das mais notáveis 
ontribuiçõesfoi a de�nição de uma nova forma de simbolismo, manipulando tanto letras 
omonúmeros, tal 
omo demonstra a a�rmação: �Os termos dados são distinguidos dasin
ógnitas por símbolos, gerais e fa
ilmente re
onhe
íveis, 
omo designar grandezas31



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos Temposdes
onhe
idas pela letra A e as outras vogais E, I, O, U e Y, e os termos dados pelasletras B, G, D e as outras 
onsoantes.� (Viète , [37℄, p. 465).A obra 
entral de Viète sobre teoria das equações en
ontra-se em Dois Tratadossobre o Re
onhe
imento e Emenda de Equações. Aqui transforma vários tipos deequações em pou
as formas 
anóni
as e depois mostra 
omo as resolver, mas semprerestringido a soluções positivas. Segundo Aires, em [3℄, Viéte demonstra que se podepassar de uma igualdade para outra através da divisão e multipli
ação, bastandopara isso dividir ou multipli
ar ambos os membros de uma equação pelo mesmo valor.Cada termo de uma equação passou a ser en
arado 
omo um objeto matemáti
o quepode ser adi
ionado, subtraído, multipli
ado ou dividido.Viète per
ebia que havia relações entre as raízes e os 
oe�
ientes de uma equação,mas era �(. . . ) prejudi
ado por sua re
usa em a
eitar 
oe�
ientes ou raízes negati-vos.� ([14℄, p. 209). Foi Albert Girard, na sua obra Invention nouvelle en l'algébre(1816), que admitindo raízes negativas e imaginárias, enun
iou a relação entre raízese 
oe�
ientes no Teorema Fundamental da Álgebra, 
uja primeira demonstração éatribuída ao matemáti
o alemão Johann Carl Friedri
h Gauss.Teorema 2.20. Teorema Fundamental da Álgebra�Para todo o polinómio f ∈ R[x] de grau n, existe um 
orpo K, uma extensão de
R, tal que f tem exatamente n zeros (não ne
essariamente distintos) em K.� ([25℄,p. 99).O enun
iado de Girard, equivalente ao pre
edente, diz �Qualquer equação al-gébri
a (. . . ) admite tantas soluções 
omo a denominação da maior quantidadeindi
ada. E a primeira fação das soluções é igual ao 
oe�
iente da segunda maiorquantidade, a segunda fação delas é igual ao 
oe�
iente da ter
eira maior quanti-dade, (. . . ), e por aí adiante, de forma a que a última fação é igual ao termo termo
onstante � tudo isto de a
ordo 
om os sinais que podem ser notados na ordemalternada.� ([37℄, p. 562).Na Aritméti
a, Viète desata
ou-se pelo o uso de frações de
imais e re
omendou-as em vez das frações sexagesimais. De fa
to, �Sexagesimais e múltiplos de sessentadevem ser pou
o, ou nun
a, usados, e milésimos e milhares, 
entésimos e 
entenas,dé
imos e dezenas, e progressões semelhantes as
endentes e des
endentes, usadasfrequentemente ou ex
lusivamente.� (Viète, [14℄, p. 207).Mas quem mais insistiu no uso destas frações foi Simon Stevin, um engenheirode Bruges. Até ao Renas
imento, os textos que faziam uma abordagem ao sistema32



6. Europaposi
ional indo-árabe, referiam-se a números inteiros, frações sexagesimais e outras
omuns, mas nun
a a frações de
imais, tal 
omo é referido em [37℄. Rudol� já tinhaes
rito frações de
imais usando uma linha verti
al para separar a parte inteira daparte de
imal, mas foi Stevin quem, através de uma das suas obras, De Thiende(1585), expli
ou 
omo trabalhar 
om frações de
imais, divulgando-as.Stevin a�rmou que todas as operações 
om frações de
imais eram possíveis, 
omose de números inteiros se tratasse. Aos números inteiros 
hamava-lhes 
omeço eatribuía-lhes o símbolo 0©, a 
ada dé
ima parte da unidade 
hamava primo e es
reviao símbolo 1©, a 
ada dé
ima parte do primo 
hamava segundo, 
om o símbolo 2©, eassim su
essivamente. Desta forma, Stevin introduz o 
on
eito de números de
imaise des
reve as quatro operações bási
as e o 
ál
ulo de raízes quadradas e 
úbi
as. Emvez de es
rever as expressões de
imais 
om um denominador, ele es
revia 
om ossímbolos referidos anteriormente, por 
ima ou depois de 
ada algarismo, indi
andodesta forma a sua 
lasse. Vejam-se os seguintes exemplos de aproximação de π.Exemplo 2.21. Em [14℄ surge a aproximação 3, 1416 de π na notação de Stevin,
3 0©1 1©4 2©1 3©6 4©.Exemplo 2.22. O número 4375

10000
es
rito, por Stevin, na forma 4 1©3 2©7 3©5 4©,que na notação atual se es
reve 0, 4375.Esta notação rapidamente 
aiu em desuso 
om John Napier (1550-1617), queintroduz na obra Des
riptio (1616) a notação que hoje 
onhe
emos (uma vírgula ouponto a separar a parte inteira da parte de
imal de um número). Mas onde Na-pier se desta
ou foi na invenção dos logaritmos, que resultaram da simpli�
ação de
omplexas multipli
ações e divisões. Como des
reve Boyer, em [14℄, para numa pro-gressão geométri
a de potên
ias inteiras de um dado número se manterem os termospróximos, era ne
essário que esse número fosse muito próximo de 1. Napier de
idiuentão utilizar o número 1 − 10−7 = 0, 9999999 e, para evitar o trabalho 
om 
asasde
imais, multipli
ou todas as potên
ias por 107. Assim, se N = 107

(

1− 1

107

)L,então L é o logaritmo de Napier do número N .Henry Briggs (1561-1630), um professor de Oxford, re
onhe
eu as vantagens emutilizar os logaritmos mas 
onsiderou a base de Napier in
onveniente. Em 1915 
on-vidou Napier para o visitar na Es
ó
ia, onde dis
utiram modi�
ações ao método doslogaritmos, 
omo a mudança para uma base de
imal, e estabele
eram as seguintesigualdades: log(1) = 0 e log(10) = 1. 33



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposBriggs 
ontinuou a trabalhar no 
ál
ulo dos logaritmos em base de
imal e, em1617, apresentou a tabela de logaritmos dos números de 1 a 1000, 
al
ulados até àdé
ima quarta 
asa de
imal. Mais tarde, em Arithmeti
a logarithmi
a (1624), Briggs
ompletou o trabalho anterior dando os logaritmos dos números de 1 a 20 000 e de90 000 a 100 000.Durante o segundo terço do sé
ulo XVII, Boyer em [14℄, identi�
a René Des
ar-tes e Pierre Fermat, 
omo as prin
ipais �guras da épo
a, mas também se refere aEvangelista Torri
elli (1608-1647), a Giles Persone de Soberval (1602-1675), a Gi-rard Desargues (1591-1661) e a Blaise Pas
al (1623-1662), nomes que mar
aram umdos períodos mais importantes da história da Matemáti
a. Daqui em diante a Mate-máti
a passou a desenvolver-se, já não à 
usta das exigên
ias e
onómi
as, políti
ase so
iais, mas sim devido à sua própria natureza.

Figura 23. René Des
artes (1596�1650), [48℄.A evolução do 
ál
ulo foi estimulada pela publi
ação de La Géométrie (1637) deDes
artes. Esta obra faz uma uni�
ação da Álgebra e da Geometria que, segundoStruik, em [83℄, 
onsistiu na 
riação da �Geometria Analíti
a�. Ainda de a
ordo
om esta referên
ia, este ramo da Matemáti
a desenvolveu-se sob a in�uên
ia destaobra, apesar de não ter sido o úni
o texto a tratar este assunto. Saliente-se ainda que,na referida obra, não existem expli
itamente �eixos 
artesianos�, não são deduzidasequações da reta e das se
ções 
óni
as, para além do fa
to de grande parte do livro
onsistir numa teoria de equações algébri
as.O método standard de dividir um polinómio original por x−α foi expli
ado pelaprimeira vez, por Des
artes, no ter
eiro livro de La Géométrie. O mesmo su
ede
om a regra de 
omo determinar o número de raízes positivas e de raízes negativas,34



6. Europaa que 
hamou raízes verdadeiras e falsas. Ainda no que às raízes diz respeito,Des
artes utiliza a expressão �pode ter�, pois apenas admite as raízes distintas etambém porque, pelo menos ini
ialmente, não 
onsidera raízes imaginárias. Mostratambém 
omo as equações podem ser 
onstruídas 
onhe
endo as suas soluções, 
omose observa nos exemplos seguintes.Exemplo 2.23. O produto, que resulta da multipli
ação membro a membro, dasequações x − 2 = 0 e x − 3 = 0 é x2 − 5x + 6 = 0. Da multipli
ação desta pelopolinómio x− 4 = 0 resulta uma equação de grau 3 
om as soluções 2, 3 e 4.Exemplo 2.24. Multipli
ar, membro a membro, a equação x2 − 5x+ 6 = 0 pelaequação x+5 = 0 
om solução negativa (ou falsa), resulta numa equação de grau 3.Des
artes 
on
luiu ainda que um polinómio é sempre divisível por um binómioe, desta forma, 
onsegue-se obter uma redução de grau por fatorização, 
onsideradaa primeira a�rmação do Teorema da Fatorização.Segundo Boyer, em [14℄, a obra de Des
artes pode ser 
araterizada 
omo a tra-dução de soluções algébri
as em linguagem geométri
a, tendo em 
onta os títulos daprimeira e segunda se
ções da obra La Géométrie: �Como os 
ál
ulos da aritméti
ase rela
ionam 
om operações de geometria� e �Como a multipli
ação, a divisão, e aextração de raízes quadradas são efetuadas geometri
amente�, respetivamente.A notação de Des
artes já se assemelha à que 
onhe
emos hoje em dia pois foiele que, segundo Aires, em [3℄, sugeriu as primeiras letras do alfabeto (a, b, 
) paraas quantidades �xas e as letras �nais (x, y, z) para as in
ógnitas. Consolidou aindaos símbolos para indi
ar as operações aritméti
as.Rival de Des
artes a nível de 
apa
idade matemáti
a, na opinião de Boyer, em[14℄, foi Fermat, um homem que se dedi
ou à Matemáti
a por prazer já que a suaformação foi em Direito. Pierre de Fermat, in�uente em diversas áreas, desta
ou-sena Teoria dos Números, pelo que Boyer, em [14℄, o 
onsidera seu fundador.A Fermat atraíram-no os números perfeitos e amigáveis, os números �gurados, osquadrados mági
os, as tríades de Pitágoras, a divisibilidade, mas fundamentalmenteos números primos. Um dos grandes desa�os da épo
a era a pro
ura de fórmulas quegerassem apenas números primos e 
ritérios para determinar se um dado númeroera ou não primo. Fermat enun
iou a seguinte propriedade, 
uja re
ípro
a não éverdadeira, demonstrada mais tarde por Leonard Euler (1707-1783).35



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposTeorema 2.25. �Se p é primo e a é primo 
om p, ap−1 − 1 é divisível por p.�([14℄, p. 244).

Figura 24. Pierre de Fermat (1601-1665), [48℄.Provou alguns dos seus teoremas pelo método que denominou de �des
ida in�-nita�, uma espé
ie de indução ao 
ontrário, tendo sido dos primeiros a utilizá-lo. Este
onsiste em mostrar que uma propriedade ou relação não se veri�
a para nenhumnúmero natural, provando que, se ela se veri�
ar para um dado número, será tam-bém válida para um menor, obtendo-se assim uma su
essão estritamente de
res
entede números naturais, o que é impossível.Exemplo 2.26. Apli
o o método da �des
ida in�nita� a um familiar problema �a prova de que √
2 não é ra
ional.Demonstração: Suponhamos que √

2 é um número ra
ional, ou seja, √2 = a
b
,onde a e b são inteiros positivos. Segue-se que a2 = 2b2 e então √

2 = 2b−a

a−b
é umnúmero ra
ional de denominador menor que b e 
ujo quadrado é 2. Com efeito:

• Como a = b
√
2 vem a− b < b⇔ a < 2b⇔ b

√
2 < 2b⇔

√
2 < 2.

• Elevando ao quadrado a expressão 2b−a

a−b
, simpli�
ando e tendo em 
onta que

a = b
√
2, vem (

2b−a
a−b

)2
= 6b2−4

√
2b2

3b2−2
√
2b2

= 2Obtemos assim uma su
essão estritamente de
res
ente de denominadores natu-rais. Contradição.O referido método foi usado para provar que nenhum 
ubo é a soma de dois
ubos, isto é, não existem x, y e z ∈ N, tais que x3 + y3 = z3. Enun
iou uma36



6. Europageneralização desta propriedade que �
ou 
onhe
ida 
omo o último ou o grandeTeorema de Fermat.Teorema 2.27. Grande Teorema de FermatNão existem x, y e z ∈ N tais que xn + yn = zn se n ∈ N é superior a 2.Numa pequena anotação, na margem de uma página da sua 
ópia da obra Arith-meti
a de Diofanto, Fermat refere que estava na posse da demonstração desta 
onje-tura, mas esta nun
a foi en
ontrada. Apesar de surgirem provas de 
asos parti
ularesdeste enun
iado, da autoria de diversos matemáti
os, haveria que esperar mais de
350 anos para se ter uma demonstração. Esta, da autoria do matemáti
o AndrewWiles, foi publi
ada em 1995, nos artigos [84℄ e [89℄ de um volume espe
ial doAnnals of Mathemati
s.

Figura 25. Andrew Wiles (1953-), [48℄.Su
essor de Fermat, 
omo entusiasta da Teoria dos Números, foi Carl Friedri
hGauss, que a�rmou, na sua obra Disquisitiones Arithmeti
ae, �O problema de dis-tinguir números primos de números 
ompostos e de representar os últimos nos seusdivisores primos é 
onhe
ido 
omo um dos mais importantes e úteis em aritméti
a(. . . ). A dignidade da própria 
iên
ia pare
e exigir que todos os meios possíveissejam explorados para obter a solução (desse) problema tão elegante e 
elebrado.�(Gauss, [47℄, p. 73).Em 1799, na sua tese de Doutoramento, Gauss apresentou a primeira demons-tração do Teorema Fundamental da Álgebra, tal 
omo já foi referido anteriormente.Fez diversas demonstrações, mas só na última sup�s que os 
oe�
ientes do polinómiopudessem ser 
omplexos. 37
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Figura 26. Carl Friedri
h Gauss (1777-1855), [48℄.Outro teorema a desta
ar, já 
onhe
ido do tempo de Eu
lides mas demonstradopor Gauss em Disquisitiones arithmeti
ae, foi o Teorema Fundamental da Aritmé-ti
a, que se enun
ia.Teorema 2.28. Teorema Fundamental da Aritméti
aTodo o número natural maior que 1 pode ser es
rito de uma e uma só maneira
omo produto de números primos, 
om os fatores es
ritos por ordem não de
res
ente.Boyer refere-se a este teorema 
omo �(. . . ) um dos prin
ípios bási
os que 
onti-nuam a valer no domínio de integridade dos inteiros de Gauss.� ([14℄, p. 346). Os
hamados inteiros de Gauss são números na forma a + bi onde a e b são númerosinteiros, que formam um anel 
omutativo, 
om identidade 1 6= 0, que não possuidivisores de zero.Ao 
ontrário da Teoria dos Números, que estuda o 
onjunto dis
reto dos númerosnaturais (trata de inteiros ou, mais generi
amente, razões de inteiros � númerosra
ionais), a Análise, des
rita por Boyer 
omo o estudo de pro
essos in�nitos, tratade grandezas 
ontínuas.Estrada et al., em [27℄, desta
a, na história do Cál
ulo In�nitesimal, a disputaentre Isaa
 Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz a
er
a da prioridade da sua inven-ção. Globalmente é 
onsiderado que 
ada um 
riou o seu 
ál
ulo sem 
onhe
er odo outro, tendo sido Newton o primeiro a des
obrir e Leibniz o primeiro a publi
arresultados. Estrada et al. ainda elege Leonard Euler 
omo a �gura dominante dosé
ulo XVIII 
om a sua obra Introdu
tio in Analysin In�nitorum (1748), onde o
on
eito de função adquiriu o lugar 
entral na Análise Matemáti
a.38
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Figura 27. Isaa
 Newton(1642-1727), [48℄. Figura 28. GottfriedLeibniz (1646-1716), [48℄.Newton e Leibniz deram origem a duas diferentes 
orrentes, des
ritas em [27℄:a es
ola britâni
a, adepta de Newton e do seu método das �uxões, e a es
ola 
onti-nental, partidária do 
ál
ulo diferen
ial de Leibniz. Os ingleses Brook Taylor (1685-1731) e Colin Ma
Laurin (1698-1746) trouxeram desenvolvimentos ao método das�uxões de Newton e, no 
ontinente europeu, Jakob Bernoulli (1654-1705) e JohannBernoulli (1667-1748) foram seguidores do 
ál
ulo de Leibniz.No sé
ulo XVIII, próspero em novos resultados, foi quando se registou, segundo[27℄, um rápido desenvolvimento das té
ni
as do Cál
ulo In�nitesimal. De fa
to, asapli
ações a estudos de fenómenos físi
os levaram ao apare
imento de novos ramosda Matemáti
a, 
omo a teoria das Equações Diferen
iais e a Geometria Diferen
ial.Outros nomes que em [27℄ mere
em referên
ia são Jean le Rond d'Alembert(1717-1783), que pretendeu desenvolver o 
ál
ulo a partir do 
on
eito de limite, eJoseph-Louis Lagrange (1736-1813), que apresentou uma 
on
eção do 
ál
ulo base-ada no desenvolvimento das funções em séries de potên
ias.Já no sé
ulo XIX, Boyer des
reve o ano de 1872 
omo um ano de �festa� dadasas 
ontribuições feitas na aritmetização da Análise. Estas 
ulminaram 
om inves-tigações de meio sé
ulo sobre a natureza da função e do número. Este sé
ulo �
oumar
ado pela dis
ussão profunda de 
on
eitos tão importantes 
omo, por exemplo,os de função, de limite, de série 
onvergente, de 
ontinuidade, de derivada e deintegral. 39



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposBoyer, tendo em 
onta os artigos que Augustin Louis Cau
hy (1789-1857) es
re-veu no Journal da É
ole Polyte
hnique e no Comptes Rendus da A
adémie, des
reve-o, em [14℄, 
omo o fundador efetivo da Teoria de Funções. Com os seus três livrosCours d'Analyse de l'É
ole Polyte
hnique (1821), Résumé des leçons sur le 
al
ulin�nitésimal (1823) e Leçons sur le 
al
ul di�erentiel (1829), Cau
hy tornou fun-damental o 
on
eito de limite já de�nido por d'Alembert. Mas a forma foi maispre
isa, de�niu in�nitésimo 
omo uma variável dependente e de�niu a derivada de
y = f(x). Apresentam-se, de seguida, duas dessas de�nições.Definição 2.29. Limite�Quando valores su
essivos atribuídos a uma variável se aproximam inde�nida-mente de um valor �xo de modo a a
abar diferindo dele tão pou
o quanto se queira,este último 
hama-se o limite dos outros todos.� (Cau
hy, [14℄, p. 355).Definição 2.30. In�nitésimo�Diz-se que uma quantidade variável se torna in�nitamente pequena quando o seuvalor numéri
o diminuiu inde�nidamente de modo a 
onvergir para o limite zero.�(Cau
hy, [14℄, p. 355).O trabalho dos sé
ulos XVIII e XIX, que �
ou 
onhe
ido 
omo aritmetização daAnálise, 
ulmina, segundo [27℄, 
om os trabalhos de Karl Weierstrass (1815-1897).Este é 
onsiderado por Boyer, em [14℄, o mais importante analista em Berlim nasegunda metade do sé
ulo XIX. Um artigo sobre funções abelianas trouxe-lhe noto-riedade, o que o levou a tornar-se professor da Universidade de Berlim, exer
endoforte in�uên
ia através das suas publi
ações, dos seus 
ursos e dos seus alunos. Wei-erstrass pro
urou separar o Cál
ulo da Geometria onde para isso seria ne
essáriodar uma de�nição de número.A Itália, que entretanto tinha estagnado em novos desenvolvimentos da Mate-máti
a, volta a surgir 
om o nome de Giuseppe Peano (1858-1932), hoje 
onhe
idodevido aos axiomas de Peano. Peano pro
urou uma linguagem simples e ao mesmotempo rigorosa, que levou à introdução de símbolos tais 
omo ∈ (perten
e à 
lassede), ⋃ (soma lógi
a ou união), ⋂ (produto lógi
o ou interseção) e ⊃ (
ontém),tal 
omo des
rito em [14℄. Em Arithmeti
s prin
ipianova methodo exposita (1889),de�niu os seguintes axiomas para os números naturais.(1) Zero é um número.(2) Se a é um número então o su
essor de a, a+ 1, é também um número.40



6. Europa(3) Zero não é o su
essor de um número.(4) Dois números 
ujos su
essores são iguais são eles próprios iguais.(5) Se um 
onjunto S de números 
ontém o zero e também o su
essor de 
adanúmero de S, então todo o número está em S.O último axioma é o que denominamos hoje por Prin
ípio de Indução Matemá-ti
a.Aires, em [3℄, a
res
enta ainda os seguintes axiomas, também formulados nosé
ulo XIX, mas sem identi�
ar o seu autor.(1) Para quaisquer m e n, m + n = n + m e m × n = n × m (propriedade
omutativa da adição e multipli
ação).(2) Para quaisquer m,n e k, k(m+n) = (km)+ (kn) (propriedade distributivada multipi
ação em relação à adição).(3) Para 
ada m, m+ 0 = m (existên
ia de elemento neutro da adição).(4) Para todos os n, existe um número k de tal modo que n+k = 0 (existên
iade elemento simétri
o).Era fundamental para a Análise Matemáti
a 
lari�
ar o 
on
eito de número.Neste 
ampo 
ontribuíram Ri
hard Dedekind e Georg Cantor, que 
onduziram à
riação da Teoria dos Conjuntos.

Figura 29. Ri
hard De-dekind (1831-1916), [48℄. Figura 30. Georg Cantor(1845-1918), [48℄.Dedekind, em 1858, quando 
omeçou a dar aulas em Zurique deparou-se 
om ofa
to de a Análise, ao se basear na Geometria, ter falta de rigor, pelo que deveriaser desenvolvida apenas através da Aritméti
a. Observou, por exemplo, que teore-mas fundamentais sobre limites poderiam ser provados rigorosamente sem re
urso àGeometria, a�rma Boyer em [14℄. 41



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposÀ semelhança de Peano, Dedekind também investigou a 
onstrução dos númerosnaturais. No trabalho referido a
ima, Dedekind 
ara
terizou os números naturais,
omo um 
onjunto de 
oisas ou �objetos do nosso pensamento� 
om a seguinte de�ni-ção de 
onjunto: �A
onte
e muito frequentemente que diferentes 
oisas a, b, 
,. . . poralguma razão podem ser 
onsideradas de um ponto de vista 
omum, podem ser as-so
iadas na mente, e dizemos que formam um 
onjunto S . . . Tal 
onjunto S 
omoum objeto do nosso pensamento é igualmente uma 
oisa; �
a 
ompletamente deter-minado quando relativamente a todas as 
oisas é possível determinar se é elementode S ou não.� (Dedekind, [37℄, p. 950).Para além dos números naturais, Dedekind apresenta a de�nição do 
onjuntodos números reais, menos vasta que a anterior e des
rita por Nogueira et al., em[47℄, da seguinte forma:Definição 2.31. Um número real α é um 
orte de Q, isto é, α é identi�
ado
om um par (A,B) em que
A = {p

q
∈ Q : p

q
< α} e B = {p

q
∈ Q : p

q
≥ α}.E ainda �(. . . ) de�ne no 
onjunto dos números reais uma relação < e extensõesnaturais das operações de adição e produto, 
ompatíveis 
om as que existem nosra
ionais.� ([47℄, p. 107).No iní
io do sé
ulo XX, Bertrand Russell (1872-1970) �(. . . ) notou que 
omoqualquer das duas 
lasses A e B de Dedekind é univo
amente determinada pelaoutra, uma só basta para a determinação de um número real.�, ou seja �(. . . ) todoo número real nada mais é que um segmento do sistema dos números ra
ionais.�([14℄, p. 391).Vejamos a diferença dos dois pensamentos na de�nição do número irra
ional√

2. Com Dedekind, no 
onjunto A pomos todos os números ra
ionais negativos epositivos 
ujos quadrados são inferiores a 2 e em B pomos todos os ra
ionais positivos
ujos quadrados são superiores ou iguais a 2. Esta partição de todos os númerosra
ionais de�ne o número irra
ional √2. Já para Russell, √2 pode ser de�nido
omo um segmento ou sub
lasse do 
onjunto dos números ra
ionais formado portodos os números ra
ionais positivos 
ujos quadrados são menores que 2 e por todosos números ra
ionais negativos.Cantor, segundo Nogueira et al., em [47℄, elogiou os argumentos de Dedekindmas 
onsiderava ser pou
o práti
o utilizá-los e daí elaborou uma nova 
onstrução42



6. Europados reais, baseada em su
essões de Cau
hy. Cantor 
onsiderou que duas su
essões deCau
hy, (rn)n∈N e (sn)n∈N de números ra
ionais, de�nem o mesmo real se a su
essãodas diferenças (rn − sn)n∈N 
onvergir para zero. Ele de�niu o 
onjunto dos númerosreais 
omo o menor 
onjunto que in
lui Q e tal que toda a su
essão de Cau
hy,formada por ra
ionais, é 
onvergente, ou seja, R é o 
omplementado de Q.Dedekind e Cantor, que eram 
orrespondentes e 
hegaram a 
onhe
er-se pesso-almente, deram outras notáveis 
ontribuições para a Matemáti
a, 
omo a de�niçãode in�nito.Definição 2.32. In�nito�Diz-se que um sistema S é in�nito quando é semelhante a uma parte própriadele mesmo, 
aso 
ontrário S é �nito.� (Dedekind, [14℄, p. 392).Segundo David Hilbert (1862-1943), �(. . . ) a de�nição de Dedekind e Weiers-trass dos 
on
eitos aritméti
os fundamentais e o trabalho de Cantor levaram a uma�aritmetização da Teoria das Funções�(. . . )� ([14℄, p. 423). Para Boyer, em [14℄,uma nova perspetiva da Matemáti
a 
omo 
iên
ia surgiu 
om Hilbert, que veio darênfase à abstração, aritmetização e desenvolvimento lógi
o de 
on
eitos e teoriasmatemáti
as. De a
ordo 
om [3℄, o programa de Hilbert � uma abordagem mate-máti
a essen
ialmente abstrata, formalista, reduzida a um número �nito de axiomas
onsistentes � era ambi
ioso. A ideia de Hilbert, para além de que a Matemáti
a eraisenta de 
ontradições, era a de que para 
ada problema há sempre uma solução.Mas a �loso�a de Hilbert foi destronada por Kurt Gödel (1906-1978), que em1931 provou o Teorema da In
ompletude. Neste, segundo Aires, [3℄, Gödel mostraque nenhum sistema axiomáti
o pode ser perfeito e que será sempre in
ompleto, poishaverá proposições que não poderão ser provadas através dos axiomas. Tal teoremateve impli
ações no pensamento 
ientí�
o da épo
a. Alan Turing, inspirado nanoção de in
ompletude de Gödel e num problema de Hilbert � problema de de
isão� lançado em 1900 num 
ongresso em Paris, dedi
a-se à 
onstrução de uma máquinade 
omputação lógi
a. Esta máquina, que �
ou 
onhe
ida por máquina de Turing,tinha 
omo objetivo saber se através de um algoritmo seria possível provar, deuma forma matemáti
a e sistematizada, a vera
idade ou a falsidade de uma dadaproposição, tal 
omo des
reve Aires, em [3℄. No artigo On 
omputable numbers, withan appli
ation to the Ents
heidungsproblem, publi
ado em 1936, Turing 
on
lui quetal algoritmo não existe. 43
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Figura 31. Alan Turing (1912-1954), num selo 
omemorativo, [48℄.A 
riação da máquina de Turing foi o primeiro passo para a evolução dos 
om-putadores, progresso que em pou
as dé
adas trouxe até nós as novas te
nologias quehoje 
onhe
emos e das quais tanto dependemos. Tratou-se de uma evolução muitorápida quando 
omparada 
om tantos a
onte
imentos aqui des
ritos, alguns deleslevando sé
ulos a produzir resultados.Também não se pode deixar de referir a utilização dos 
omputadores na demons-tração de resultados, nomeadamente o Teorema das Quatro Cores. A prova destenão foi a
eite por todos, esperando-se uma demonstração �
lássi
a�. A mesma 
on-testação surge 
om as 
hamadas demonstrações visuais, 
omo a, assim 
lassi�
adapor alguns, de Stanley Tennenbaum. Nesta, apresentada por John Conway em [18℄,demonstra-se a irra
ionalidade de √
2.Conway, em [18℄, refere-se às demonstrações 
omo algo que resulta de questõesque se 
olo
am ao Ser Humano. Dá 
omo exemplo a questão �(. . . ) a Terra éredonda ou plana.� ([18℄, p. 36). Constata que este tipo de questões não surgemnuma mesa redonda, a debater o tema, mas sim, neste 
aso parti
ular, de alguéma quem, após observação da posição das estrelas, lhe pare
e haver uma rotação daTerra. Da mesma forma, o Homem também se questionou se a medida dos lados doquadrado estava rela
ionada 
om a sua diagonal. Ao aprofundar o tema, para quese tratasse de uma realidade, não poderia lidar apenas 
om números ra
ionais.Exemplo 2.33. Seguindo [18℄, suponha-se que √2 é um número ra
ional. Destaforma, √2 pode es
rever-se na forma

√
2 = m

n

om m,n ∈ N e m o menor possível.44



6. EuropaEntão 2n2 = m2 e, geometri
amente, tem-se que a soma das áreas de dois quadradosde lado igual a n é igual à área de um quadrado de lado igual a m. Considerem-se então dois quadrados de lado igual a n e um quadrado de lado igual a m, onde
n < m.

n

n

n

n

m

m

Se a soma das áreas dos dois quadrados de lado igual a n é igual à área do qua-drado de lado igual a m, então o quadrado bran
o (de lado igual a m) é preen
hidoduas vezes pelo quadrado vermelho (de lado igual a n). Sobre o quadrado bran
o
oloquem-se os dois quadrados vermelhos 
omo se segue, intersetando-se estes nazona identi�
ada a azul.
m− n

2n−m

m− nComo, por hipótese, a área do quadrado bran
o é igual à soma das áreas dos qua-drados vermelhos, então a zona resultante a bran
o terá área igual à área azul.Algebri
amente, tem-se:
(2n−m)2 = 2(m− n)2 ⇔
⇔ 4n2 − 4nm+m2 = 2(m2 − 2mn+ n2) ⇔
⇔ 2n2 = m2.Mas 2n−m < m. De fa
to, se 2n−m ≥ m então n ≥ m, o que é uma 
ontradição.Construiu-se assim um quadrado (azul) de lado inferior a m tal que (2n − m)2 =

2(m−n)2. Mas m é o menor natural que satisfaz a 
ondição 2n2 = m2, 
hegando-sea uma 
ontradição 
om a minimalidade de m. Logo, √2 não é um número ra
ional.45



CAPÍTULO 2. Os Números e as Operações ao longo dos TemposMas a evolução da Matemáti
a 
ontinua nas mais diversas áreas, havendo pro-blemas em aberto mais ou menos re
entes. Um deles é a 
onjetura de Riemann quese insere na Teoria dos Números, área 
onhe
ida por gerar problemas de enun
iadosimples mas de difí
il resolução. A referida hipótese enun
ia que os zeros não triviaisda função zeta de Riemann perten
em à 
hamada reta 
ríti
a dada por Re(z) = 1

2
,onde z ∈ C. Assumindo a validade de uma generalização da 
onjetura para L-funções de Diri
hlet, nomeadamente em [70℄, foram deduzidas 
onsequên
ias, entreelas uma que providen
ia um teste rápido de primalidade. O futuro o dirá.

46



CAPíTULO 3O Tema Números e Operações no 3.o Ci
lo do Ensino Bási
oNum momento em que se a
abou de generalizar, a todos os anos de es
olaridadedo Ensino Bási
o, um novo programa de Matemáti
a, importa dar um 
ontributopara responder às prin
ipais preo
upações de um professor perante esse fa
to. Nome-adamente, saber o que muda e 
ompreender essas mudanças, no sentido de per
eberas suas impli
ações na aprendizagem dos alunos.Neste 
ontexto torna-se relevante, em primeiro lugar, fazer um breve per
ursohistóri
o, desde meados do sé
ulo XX, sobre a estrutura 
urri
ular do Ensino Bási
oem Portugal e fo
ar os momentos de
isivos na mudança do ensino da Matemáti
a. Defa
to, a par das mudanças veri�
adas na so
iedade, as políti
as edu
ativas foram-seajustando e impli
ando diferentes �nalidades no ensino. No que respeita ao ensino daMatemáti
a, retro
ederei até ao pensamento pedagógi
o de Bento de Jesus Caraça,passando pela reforma 
urri
ular levada a 
abo por José Sebastião e Silva. Ambosmar
aram as �nalidades do ensino da Matemáti
a, o primeiro, através dos seusdis
ursos 
ontributivos e, o segundo, pelas mudanças que implementou.Mais tarde, na dé
ada de 80, foram levadas a 
abo diversas ini
iativas moti-vadas pelo insu
esso na dis
iplina de Matemáti
a, in
umprimento dos programase pela investigação que de
orria a nível interna
ional, nomeadamente pelo NCTM.Este movimento veio desen
adear um 
onjunto de questões que se ligavam tantoao ensino 
omo à aprendizagem da Matemáti
a, dis
utidas no seio da So
iedadePortuguesa de Matemáti
a (SPM) e da Asso
iação de Professores de Matemáti
a(APM). Foram publi
ados novos programas da dis
iplina no iní
io dos anos 90, quevieram a 
orresponder à maioria das expetativas da altura, 
om mudanças positivasque desta
arei neste 
apítulo.Em 2006, 
om o prin
ipal objetivo de melhorar o ensino da Matemáti
a, o Minis-tério da Edu
ação de�niu um plano de ação para a referida dis
iplina, tendo 
omouma das linhas de ação a de pro
eder ao reajustamento do programa para a Mate-máti
a em todo o Ensino Bási
o. Neste sentido, em 2007 é homologado o PMEB,que no ano letivo 2012/2013 foi generalizado a todos os anos de es
olaridade.47
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oÉ sobre o programa de 2007 que versará a segunda parte deste 
apítulo, numatentativa de 
ontribuir para a sua interpretação e 
on
retização em sala de aula.Importa, em primeiro lugar, 
ompreender 
omo se en
ontra organizado e, em se-gundo lugar, 
onhe
er as �nalidades e os objetivos que devem orientar o ensino daMatemáti
a em todos os 
i
los do Ensino Bási
o. Referem-se ainda o ponto de vistade Kilpatri
k, espe
ialista interna
ional em 
urrí
ulo de Matemáti
a, e os pare
eresda APM e da SPM.Tratando-se de um do
umento que promove novas práti
as de ensino e aprendi-zagem, será feita uma referên
ia às orientações metodológi
as gerais do programa, oque inovam em relação às anteriores e serão analisados outros do
umentos que 
om-plementam o programa, em parti
ular as Metas Curri
ulares. Depois de abordadosestes aspetos, a fase seguinte será a de 
onhe
er 
ada um dos temas matemáti
os e
apa
idades transversais do PMEB. Neste sentido será aprofundado o tema Núme-ros e Operações no 3.o Ci
lo, onde in
idirão as tarefas apli
adas em 
ontexto de salade aula e apresentadas num outro momento deste trabalho.A ordem pela qual os temas são abordados pode variar entre dois per
ursos des-
ritos nos Per
ursos Temáti
os de Aprendizagem, um do
umento paralelo ao PMEBe indisso
iável deste. Aqui é indi
ado que �O fa
to de um tópi
o, subtópi
o ou obje-tivo de aprendizagem estar presente num dado ano, não signi�
a que ele não possaser abordado em anos anteriores, através de situações que preparam o 
aminho paraa sua posterior aprendizagem.� ([22℄, p. 1). Apesar da forma 
omo o PMEB seen
ontra organizado ser fa
ilitador do entendimento de 
ada tema ao longo dos três
i
los, os Per
ursos Temáti
os de Aprendizagem reforçam a importân
ia da arti
u-lação entre 
i
los, que �
ará enrique
ida através da 
olaboração entre os professoresdos diferentes 
i
los, na medida em que permite de
idir o per
urso temáti
o a seguire 
onhe
er, em profundidade, 
omo 
ada tema foi abordado e que 
onsequên
ias seretiraram daí. Em parti
ular, o tema Números e Operações, presente em todos os
i
los, �(. . . ) tem por base três ideias fundamentais: promover a 
ompreensão dosnúmeros e operações, desenvolver o sentido de número e desenvolver a �uên
ia no
ál
ulo.� ([23℄, p. 7). Em 
omparação 
om o programa de 1991, �(. . . ) enfatiza-se odesenvolvimento do sentido de número e perspetiva-se o trabalho 
om as operaçõesaritméti
as e os seus algoritmos de modo bastante diferente.� ([61℄, p. 3). A resolu-ção de problemas, sobre a qual versa a última se
ção, para além de uma 
apa
idadetransversal do PMEB, é também uma das abordagens ao tema Números e Operações48



1. Per
urso Históri
o dos Programas de Matemáti
asugerida nas indi
ações metodológi
as. No entanto, esta pode transformar-se numaatividade rotineira se não se tiver em 
onta todo o tipo de tarefas que podem serpropostas neste âmbito, e às quais o PMEB também faz referên
ia. Para além deproblemas, são indi
ados exer
í
ios, explorações e investigações. Esta 
atalogação é
lari�
ada por Ponte, em [55℄, segundo o grau de abertura e di�
uldade. As váriasabordagens e a diversidade de situações que o professor pode propor propor
ionarãoatividades desa�antes e enrique
edoras para os alunos.1. Per
urso Históri
o dos Programas de Matemáti
aAs mudanças vão mar
ando a so
iedade e, a par disso, as políti
as edu
ativase o modo 
omo se en
aram as �nalidades do ensino, em parti
ular da dis
iplina deMatemáti
a. O ensino em Portugal tem sofrido diversas reformas, motivadas porresultados insatisfatórios, movimentos interna
ionais e mudanças nas �nalidades aque se propõe.Referindo-se anos 40 e 50, Ponte, em [52℄, 
ara
teriza o ensino da Matemáti
a
omo sendo de memorização, 
om ênfase nos pro
essos de me
anização e 
ál
ulo,sem promover o espírito 
ríti
o. Os alunos tinham de saber demonstrações de 
or eresolver repetitivamente extensas listas de exer
í
ios. Este tipo de ensino não teveresultados satisfatórios, sendo a dis
iplina de Matemáti
a a que obtinha os piores,
om o maior número de negativas.A referida metodologia foi 
riti
ada por Bento de Jesus Caraça que segundoPonte, em [52℄, deixou importantes re�exões sobre o ensino da Matemáti
a. Defa
to, Caraça (Fig. 1) rejeitava tanto a 
on
eção da Matemáti
a desligada da re-alidade quotidiana, 
omo as posturas idealistas que atribuiam à Matemáti
a umaorigem puramente ra
ional. Esta posição �
a patente nas seguintes a�rmações: �É
laro que existem na Matemáti
a, 
omo aliás em qualquer outro ramo da Ciên
ia,�problemas próprios�, nas
idos ex
lusivamente dela e só a
essíveis aos seus espe
ia-listas. Mas não é menos verdade que, 
onsiderada a Matemáti
a 
omo um todo emevolução, lhe desapare
e inteiramente o 
aráter de domínio fe
hado e bastando-sea si próprio e, pelo 
ontrário, se des
ortinam bem 
laramente as ligações àquele
onjunto 
omum de preo
upações, problemas e realizações que determinam, em úl-tima análise, a mar
ha do pensamento e da 
ivilização.� (Caraça, [16℄, p. 293); �ACiên
ia pode ser en
arada sob dois aspetos diferentes. Ou se olha para ela tal 
omovem exposta nos livros de ensino, 
omo 
oisa 
riada, e o aspeto é o de um todo49



CAPÍTULO 3. O Tema Números e Operações no 3.o Ci
lo do EnsinoBási
oharmonioso, onde os 
apítulos se en
adeiam em ordem, sem 
ontradições. Ou sepro
ura a
ompanhá-la no seu desenvolvimento progressivo, assistir à maneira 
omofoi sendo elaborada, e o aspeto é totalmente diferente � des
obrem-se hesitações,dúvidas, 
ontradições, que só um longo trabalho de re�exão e apuramento 
onsegueeliminar, para que surjam outras hesitações, outras dúvidas, outras 
ontradições.(. . . ) A Ciên
ia (. . . ) apare
e-nos 
omo um organismo vivo, impregnado de 
on-dição humana, 
om as suas forças e as suas fraquezas e subordinado às grandesne
essidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela libertação; apare
e-nos, en�m, 
omo um grande 
apítulo da vida humana so
ial.�, (Caraça, [15℄, p.XIII).

Figura 1. Bento de Jesus Caraça (1901-1948), [69℄.No iní
io dos anos 60, apesar do regime salazarista que vigorava na épo
a, de
aráter 
onservador, havia alguns elementos 
om uma visão industrializadora quepossibilitaram alterações no sistema edu
ativo. De entre as mesmas, desta
am-seo alargamento da es
olaridade obrigatória e a instituição da 
oedu
ação. No querespeita à Matemáti
a, ini
ia-se uma reforma 
urri
ular 
om alteração dos 
onteú-dos, uma nova abordagem e ainda uma nova linguagem. Esta mudança deveu-se aomovimento interna
ional da Matemáti
a Moderna, que tinha interesse em ensinarMatemáti
a pura para fazer dos alunos bons matemáti
os, 
om uma sólida prepara-ção para o ensino superior, 
omo des
rito em [33℄. Em Portugal, foi José Sebastiãoe Silva (Fig. 2) que esteve à frente da referida reforma 
urri
ular.50



1. Per
urso Históri
o dos Programas de Matemáti
a

Figura 2. José Sebastião e Silva (1914-1972), [68℄.Saliente-se que o movimento foi alavan
ado por Ni
olas Bourbaki, pseudónimopara um grupo de matemáti
os fundado em 1934 (Fig. 3), que es
reveu uma série delivros que expunham a Matemáti
a Avançada Moderna. Na sua maioria fran
eses,de a
ordo 
om A
zel em [2℄, Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Delsarte, JeanDieudonné, René de Possel e André Weil foram os fundadores do grupo 
ujo primeiroen
ontro de
orreu no ano de 1934 em Paris.

Figura 3. Grupo de matemáti
os no 
ongresso Bourbaki em 1938.Da esquerda para a direita, SimoneWeil (a a
ompanhar Andre), Char-les Pison, Andre Weil (atrás), Jean Dieudonne (sentado), Claude Cha-bauty, Charles Ehresmann e Jean Delsarte.O trabalho de uni�
ação dos 
onhe
imentos matemáti
os, desenvolvido por gru-pos de matemáti
os, foi fundamental para o esforço 
on
eptual da men
ionada re-forma 
urri
ular. Assim, a 
ara
terísti
a distintiva do novo 
urrí
ulo é a refor-mulação dos 
onteúdos habituais da Matemáti
a Es
olar em termos da Teoria deConjuntos. De fa
to, segundo Bourbaki, podia 
onstruir-se toda a Matemáti
a a51
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opartir do iní
io, 
onstituído pelas noções elementares e intuitivas de 
onjuntos e deoperações (uniões e interseções) entre os mesmos. Deste modo, este foi o tópi
otratado no primeiro livro (Fig. 4) da autoria de Bourbaki, no qual surge a notaçãouniversal atual, inventada por André Weil, para 
onjunto vazio: ∅, uma letra doalfabeto noruegês que Weil 
onhe
ia das suas viagens.

Figura 4. Capas de obras da autoria de Bourbaki, entre as quaisThéorie des ensembles, [42℄.Contrariando a visão muito formalista e pura do ensino da Matemáti
a noutrospaíses, seguidores também do movimento da Matemáti
a Moderna, Sebastião e Silva�Via a Matemáti
a não 
omo um 
onjunto de té
ni
as a dominar mas 
omo ummeio de 
onseguir a formação integral de um 
idadão.� (Sebastião e Silva, [77℄).Ele preo
upava-se 
om os métodos de ensino, e salientou que �A modernização doensino da Matemáti
a terá de ser feita não só quanto a programas, mas tambémquanto a métodos de ensino. O professor deve abandonar, tanto quanto possível,o método expositivo tradi
ional, (. . . ), e pro
urar, pelo 
ontrário, seguir o métodoativo, estabele
endo diálogo 
om os alunos e estimulando a imaginação destes, demodo a 
onduzi-los, sempre que possível, à redes
oberta.� (Sebastião e Silva, [77℄).A introdução em Portugal das Matemáti
as Modernas deu-se lentamente, atravésde experiên
ias pedagógi
as em turmas piloto que se prolongaram por muito tempo,dada a falta de de
isão em alterar os programas. Segundo Matos e Valente, em[86℄, provavelmente através do Ministro Galvão Teles (1917-2010), 
om o De
reto-lein.o 47.587 de 10/03/1967, foi possível a realização dessas experiên
ias pedagógi
as.Estas impli
aram uma inovação edu
ativa, 
om a aprovação de novos métodos deensino e manuais produzidos sob a 
oordenação de Sebastião e Silva. Mostrandoa sua preo
upação 
om a importân
ia das apli
ações da Matemáti
a, dizia que �É52
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urso Históri
o dos Programas de Matemáti
apre
iso 
ombater o ex
esso de exer
í
ios que, 
omo um 
an
ro, a
aba por destruir oque pode haver de mais nobre e vital no ensino.� e que �O professor de matemáti
adeve ser, primeiro que tudo, um professor de matematização, isto é, deve habituaro aluno a reduzir situações 
on
retas a modelos matemáti
os e, vi
e-versa, apli
aros esquemas lógi
os da matemáti
a a problemas 
on
retos.� (José Sebastião e Silva,[77℄).O movimento da Matemáti
a Moderna trouxe muitas mudanças no ensino daMatemáti
a, mas o seu prin
ipal propósito, o de melhorar as aprendizagens para oa
esso ao ensino superior, não foi 
onseguido. No iní
io dos anos 70 foram elaboradosnovos programas também à luz do mesmo movimento, mas onde desapare
eramas apli
ações da Matemáti
a e a promoção do espírito 
ríti
o. Com todas estasmudanças, os resultados dos alunos 
ontinuaram a �
ar aquém do desejado, o queveio trazer preo
upação, propor
ionando momentos de dis
ussão.O sistema edu
ativo, segundo Valente e Matos em [86℄, tinha diversos sub-sistemas, todos eles �experimentais�. Em diferentes níveis de ensino havia uns 
omaulas de Matemáti
a Moderna, outros 
om Matemáti
a Clássi
a e ainda outros natransição. Ao mesmo tempo, noutros países 
omeçava-se a questionar esta reforma.Matos e Valente, em [86℄, desta
am o iní
io tardio das aulas de Matemáti
a emmuitas es
olas do país e o 
onsequente in
umprimento dos programas. Em 1977,para minorar esta situação são publi
ados novos programas onde se in
luiam Pro-gramas Mínimos, uma lista de tópi
os que todas as es
olas deveriam abordar. Osin
umprimentos su
essivos dos programas 
ontinuaram, ao longo da dé
ada de 80,a provo
ar alterações aos programas.A grande rutura 
om o movimento da Matemáti
a Moderna ini
ia-se 
om areativação da SPM, 
om o primeiro 
ongresso em 1980 e, em 1986, 
om a 
riaçãoda APM. Um dos momentos mar
antes nesta mudança foi, segundo Ponte, em [52℄,o Seminário de Vila Nova de Milfontes em 1988, organizado pela APM, onde foramdis
utidas as normas do NCTM. Ponte salienta as três propostas que resultaramdeste seminário:(1) �valorizar objetivos 
urri
ulares referentes a 
apa
idades (resolução de pro-blemas e ra
io
ínio matemáti
o) e atitudes positivas em relação à Matemá-ti
a;(2) dar prioridade, na sala de aula, a tarefas ri
as e desa�antes, envolvendoresolução de problemas, explorações matemáti
as, ra
io
ínio e 
omuni
ação;53
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o(3) en
arar o programa e os manuais 
omo instrumentos de trabalho e não 
omopres
rições a seguir 
egamente.� ([52℄, p. 8).Este momento de dis
ussão foi 
onsiderado 
omo uma �(. . . ) das mais impor-tantes realizações até hoje, sobre a Renovação do 
urrí
ulo de Matemáti
a (. . . ).�([33℄, p. 7).Em 1989 são publi
ados em Diário da Repúbli
a os Novos Planos Curri
ularesdo Ensino Bási
o e Se
undário (De
reto-Lei n.o 286/89, 29 de agosto), que a Lei deBases do Sistema Edu
ativo (Lei n.o 46/86) previa no n.o 1 do artigo 59. Em 1990,para o 1.o 
i
lo, e em 1991, para os 2.o e 3.o Ci
los, são aprovados novos programaspara a dis
iplina de Matemáti
a. Nestes programas, 
uja referên
ia doravante se
ingirá a 1991, a resolução de problemas, a exploração e a experimentação assumemdestaque e, admite-se, 
om 
ertas e devidas limitações, o uso das novas te
nologias.É notória a preo
upação que houve em in
luir as ideias e perspetivas que resultaramem forma de propostas, a
ima des
ritas, do Seminário de Vila Nova de Milfontes.A renovação dos programas era tão desejada 
omo �
a patente num editorial darevista Edu
ação Matemáti
a (Fig. 5), que 
omeça 
om a frase: �Finalmente, osprogramas antigos vão a
abar!�.

Figura 5. Capa da revista Edu
ação e Matemáti
a, n.o 19/20 (1991), [6℄.Na épo
a, a APM 
onsiderou que eram �(. . . ) programas mais interessantes e mo-tivadores� e que �Valorizam o papel ativo do aluno no de
orrer da sua aprendizageme propõe metodologias de trabalho diferentes, mais envolventes e mais desa�antes.�(APM, [8℄).Segundo Ponte, em [52℄, estes programas trouxeram um grande progresso 
ompa-rativamente ao que havia até então, mas �(. . . ) muitas das orientações 
urri
ularesnão têm expressão efetiva no dia a dia es
olar.� ([52℄, p. 19). O método expositivoe a realização exaustiva de exer
í
ios eram uma práti
a 
omum, re�etida nos maus54
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aresultados dos alunos em �(. . . ) tarefas de ordem mais 
omplexa, que exigem algumra
io
ínio, �exibilidade e espírito 
ríti
o.� ([52℄, p. 19). Esta 
onstatação pode estarrela
ionada 
om o pro
esso difí
il e moroso, por parte dos professores, de apropria-ção de novas orientações 
urri
ulares, nomeadamente as de natureza metodológi
a,e a sua 
on
retização em sala de aula.Exemplo 3.1. Considere-se a questão 6 do estudo PISA 2000, no qual o índi
ede su
esso dos estudantes portugueses foi de 0,59.�Um lavrador planta ma
ieiras num padrão quadrangular. A �m de proteger asárvores do vento, planta 
oníferas à volta do pomar. Esta situação está ilustrada nodiagrama abaixo representado, no qual se pode ver a disposição das ma
ieiras e das
oníferas para um número qualquer (n) de �las de ma
ieiras:� ([67℄, p. 25).

Figura 6. Esquema da disposição das ma
ieiras para n = 1, n = 2,
n = 3 e n = 4, [67℄.

Figura 7. Tabela para preen
himento, [67℄.Ainda segundo Ponte, não houve instrumentos diretos para avaliar estes progra-mas no que respeita aos resultados dos alunos. Esta avaliação a
abou por ser feita55
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ode forma indireta através de estudos interna
ionais, 
omo o Programme for Interna-tional Student Assessment (PISA), que indi
aram �(. . . ) de�
iên
ias signi�
ativasnas aprendizagens dos alunos portugueses.� ([52℄, p. 9).Uma 
ríti
a feita aos programas de 1991 por parte de Ponte, em [52℄, é a falta deuma verdadeira de�nição no que respeita às �nalidades do ensino da Matemáti
a.�Asso
iada a esta inde�nição, surge alguma ambiguidade quanto às expe
tativas quedevem existir em relação à aprendizagem dos alunos, sobretudo no ensino bási
o esobretudo no 3.o 
i
lo.� ([52℄, p. 21). Esta inde�nição veio a ser 
orrigida em 2001pelo CNEB, revogado pelo Despa
ho n.o 17169/2011, que veio de�nir um 
onjuntode 
ompetên
ias essen
iais para o Ensino Bási
o, tanto de 
aráter geral 
omo es-pe
í�
as, para 
ada uma das áreas dis
iplinares ou dis
iplinas, 
om modi�
açõessigni�
ativas, em parti
ular nas �nalidades e objetivos de aprendizagem.No que respeita à Matemáti
a, o CNEB des
reve-a 
omo �(. . . ) um património
ultural da humanidade e um modo de pensar.� ([21℄. p. 57). Salienta-se ainda que�Ser matemati
amente 
ompetente envolve hoje, de forma integrada, um 
onjuntode atitudes, de 
apa
idades e de 
onhe
imentos relativos à Matemáti
a.� ([21℄, p.57), reforçando a utilização da Matemáti
a para resolver problemas, para ra
io
inare para 
omuni
ar. O CNEB introduziu modi�
ações 
urri
ulares importantes, valo-rizando a noção de 
ompetên
ia matemáti
a e também a forma 
omo apresenta ostemas matemáti
os a abordar. Este do
umento desenvolve as 
ompetên
ias mate-máti
as em quatro grandes domínios: Números e Cál
ulo; Geometria; Estatísti
a eProbabilidades; Algebra e Funções.Em 2006, o Ministério da Edu
ação de�niu um Plano de Ação para a Matemá-ti
a, tendo 
omo uma das ações a de pro
eder ao reajustamento e às espe
i�
açõesprogramáti
as para a Matemáti
a em todo o Ensino Bási
o. Uma medida a tomarpara a 
on
retização desta ação foi a elaboração de novos Programas de Matemáti
apara os três 
i
los do Ensino Bási
o, que 
ulminou 
om a homologação, em dezembrode 2007, do Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
o.2. Novo Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
oO novo programa 
onstitui um reajustamento do Programa de Matemáti
a parao Ensino Bási
o do iní
io dos anos noventa, o que não invalidou a introdução designi�
ativas mudanças. En
ontra-se disponível na página da internet da Direção-Geral da Edu
ação, em [24℄, na forma de do
umento úni
o, ao qual se asso
iam56



2. Novo Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
odiversos materiais de apoio. A elaboração do mesmo esteve a 
argo de uma equipaproveniente de todos os níveis de ensino, perspetivando desde logo a arti
ulaçãoentre os três 
i
los.

Figura 8. Capa do Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
o de 2007.Pode-se 
onsiderar uma divisão do do
umento em duas partes: indi
ações pro-gramáti
as globais, 
omuns aos três 
i
los, e indi
ações programáti
as por 
i
lo.Na primeira desta
am-se a de�nição das �nalidades e dos objetivos gerais para oensino da Matemáti
a, que �xam as prin
ipais metas para esse ensino, os temasmatemáti
os e as 
apa
idades transversais.Temas Matemáti
os Capa
idades TransversaisNúmeros e operações Resolução de problemasGeometria (e Medida) Ra
io
ínio matemáti
oÁlgebra (2.o e 3.o 
i
los) Comuni
ação matemáti
aOrganização e tratamento de dadosTabela 1. Temas Matemáti
os e Capa
idades Transversais, [23℄.Na segunda, para 
ada tema, os 
i
los en
ontram-se organizados da seguinteforma:
• Introdução: Introdução ao tema (1.o 
i
lo) ou arti
ulação 
om o 
i
lo ante-rior (2.o e 3.o Ci
los);
• Propósito prin
ipal de ensino: Orientação prin
ipal do tema;
• Objetivos gerais de aprendizagem;
• Indi
ações metodológi
as: Abordagem, Tarefas e re
ursos, e Con
eitos es-pe
í�
os; 57
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o
• Tópi
os, objetivos espe
í�
os e notas.No �nal do do
umento en
ontram-se 
in
o quadros temáti
os, 
orrespondentesaos quatro temas e às 
apa
idades transversais, a bibliogra�a e o re
ursos, 
omreferên
ias para aprofundamento dos temas, orientações do programa e materiais,tais 
omo software e jogos.O novo programa, tratando-se 
omo já referido de um reajustamento do anterior,tomou este e o CNEB 
omo ponto de partida. Das mudanças introduzidas desta
a-sea formulação das �nalidades e dos objetivos do ensino da Matemáti
a. As �nali-dades e os objetivos gerais do novo programa, mais 
laros e espe
í�
os, pretendempromover a arti
ulação entre 
i
los e estabele
er a ligação 
om o CNEB, nomeada-mente através da valorização dos aspetos ligados à apre
iação da Matemáti
a, às
onexões dentro e fora dela e ao desenvolvimento da autonomia dos alunos.O atual PMEB enun
ia duas �nalidades fundamentais para o ensino da Mate-máti
a: �a) Promover a aquisição de informação, 
onhe
imento e experiên
ia emMatemáti
a e o desenvolvimento da 
apa
idade da sua integração e mobilização em
ontextos diversi�
ados. (. . . ) b) Desenvolver atitudes positivas fa
e à Matemáti
ae a 
apa
idade de apre
iar esta 
iên
ia.� ([23℄, p. 3), asso
iadas a um 
onjunto denove objetivos gerais.A primeira �nalidade in
lui a 
ompreensão dos 
on
eitos, relações, métodos epro
edimentos matemáti
os, e a 
apa
idade de os utilizar na análise, interpretaçãoe resolução de situações em 
ontextos matemáti
os e não matemáti
os; 
apa
idadede analisar informação e de resolver e formular problemas, in
luindo os que envolvempro
essos de modelação matemáti
a, a 
apa
idade de abstração e de generalizaçãoe de 
ompreender e elaborar argumentações matemáti
as e ra
io
ínios lógi
os e a
apa
idade de 
omuni
ar em Matemáti
a. Da segunda �nalidade fazem parte aauto
on�ança, a autonomia, o à-vontade e a segurança, o interesse pela Matemáti
ae a 
ompreensão desta 
iên
ia 
omo elemento da 
ultura, in
luindo aspetos da suahistória.Às �nalidades enun
iadas asso
ia-se um 
onjunto de objetivos gerais que 
ontem-plam, no seu 
onjunto, o desenvolvimento de 
onhe
imentos, 
apa
idades e atitudes.Mas, diferentemente dos programas de 1991, não são apresentados em 
ategoriasseparadas asso
iadas a estes três domínios, permitindo deste modo uma visão inte-gradora. Os objetivos gerais, que pretendem 
lari�
ar o signi�
ado e o al
an
e das�nalidades enun
iadas, 
onstituem igualmente metas de aprendizagem que o ensino58
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a do Ensino Bási
oda Matemáti
a deve visar e en
ontram-se formulados em termos de resultados es-perados por parte dos alunos. Os objetivos estão interligados entre si e sem umarelação de ordem pois, se o 
onhe
imento de fatos bási
os é uma 
ondição para a
ompreensão da Matemáti
a, também a 
ompreensão da Matemáti
a 
ontribui parao 
onhe
imento dos fatos bási
os.No que respeita às orientações metodológi
as gerais do PMEB, estas revelam-se inovadoras no que to
a às práti
as dos professores, muito embora venha �(. . . )dar legitimidade às práti
as pro�ssionais de muitos professores que já valorizamos aspetos que este do
umento sublinha.� ([60℄, p. 100). Os alunos passam ater um papel mais ativo em detrimento do papel 
entral do professor, devendo sereles o elemento 
entral, 
onstruindo o seu 
onhe
imento através de ação, re�exãoe 
onsolidação da informação. O PMEB sugere tarefas que in
luem situações doquotidiano e de outras áreas do saber, não obrigatoriamente em 
ontextos matemá-ti
os. Desta forma, Ponte, em [60℄, sugere que a aula deva ser dividida em quatromomentos: apresentação 
lara da tarefa; trabalho autónomo na tarefa (em pares ouem pequenos grupos); apresentação do trabalho dos alunos, promovendo a dis
ussãoe a argumentação dos resultados obtidos; por último, síntese das prin
ipais ideiasaprendidas (preferen
ialmente, pelo professor e pelos alunos em 
onjunto).A 
omuni
ação matemáti
a passa a ter um papel 
om maior destaque pois, nomomento referido anteriormente, �(. . . ) o professor deve dar atenção aos ra
io
íniosdos alunos, valorizando-os, pro
urando que eles os expli
item 
om 
lareza, que ana-lisem e reajam aos ra
io
ínios dos 
olegas. (. . . ) Através da dis
ussão oral na aula,os alunos 
onfrontam as suas estratégias de resolução de problemas e identi�
am osra
io
ínios produzidos pelos seus 
olegas.� ([23℄, p. 9). Em suma, a resolução deproblemas, o ra
io
ínio matemáti
o e a 
omuni
ação matemáti
a, para além de ob-jetivos de aprendizagem, 
onstituem assim orientações metodológi
as importantespara o professor estruturar as atividades a desenvolver na aula.Kilpatri
k, em [38℄, 
onsidera que a apresentação pormenorizada das orientaçõesmetodológi
as gerais, para além da gestão 
urri
ular e da avaliação, é signi�
ativae 
onstitui uma boa ajuda para os professores porem estas novas ideias em práti
a.O PMEB está alinhado 
om o que vai a
onte
endo noutros países no que to
a àaquisição e utilização do 
onhe
imento matemáti
o, ao desenvolvimento de atitudespositivas em relação à Matemáti
a bem 
omo a sua valorização. Segundo o mesmoautor, os objetivos gerais e os seus tópi
os vão também ao en
ontro das normas59



CAPÍTULO 3. O Tema Números e Operações no 3.o Ci
lo do EnsinoBási
oe diretivas interna
ionais para o 
urrí
ulo de Matemáti
a. Kilpatri
k fo
a que éimportante que estes objetivos sejam abordados em simultâneo uma vez que serela
ionam e se reforçam mutuamente.A organização por 
i
los na segunda parte do programa, abdi
ando da estruturaanual, a
arreta, segundo Kilpatri
k, em [38℄, 
onfusão no que respeita à altura emque 
erto tópi
o deve ser ensinado, mas 
uja organização melhora o ensino. A APM,em [7℄, por sua vez, 
onsidera que o programa na forma de do
umento úni
o paraos três 
i
los permite uma visão global e, 
onsequentemente, promove uma melhorarti
ulação entre o trabalho dos professores dos três 
i
los. Em 
ada um destes, háuma divisão em quatro temas, o que não signi�
a que tenham o mesmo peso em
ada 
i
lo. Veja-se o 
aso do tema Álgebra, que no 1.o 
i
lo está inserido no temaNúmeros e Operações, por exemplo no subtópi
o sequên
ias 
om objetivos de 
aráteralgébri
o, mas nos 2.o e 3.o 
i
los é tratado 
omo tema autónomo, ao 
ontrário doque a
onte
ia anteriormente.O tema Números e Operações, presente ao longo dos 
i
los, assenta fundamental-mente na promoção da 
ompreensão dos números e operações, do desenvolvimentodo sentido de número e da �uên
ia no 
ál
ulo. Neste tema, o PMEB inova nasrepresentações fra
ionária e de
imal dos números ra
ionais, que surgem agora emparalelo. Kilpatri
k refere que nun
a observou tal representação em simultâneo nou-tro país e mostra-se 
urioso em ver 
omo vai ser 
onseguido, referindo que �Emborapareça uma ideia razoável, interrogo-me não só sobre o modo 
omo os professoresvão orquestrar estes dois sistemas de representação, mas também se os alunos serão
apazes de aprender ambos em simultâneo.� ([38℄, p. 52).A Geometria, 
om peso semelhante nos três 
i
los, no 1.o 
i
lo está asso
iadaà Medida, e vem privilegiar o desenvolvimento do sentido espa
ial dos alunos. AEstatísti
a vem agora mais desenvolvida através do tema Organização e Tratamentode Dados e introduz novos 
onteúdos, 
om mais relevân
ia no 1o 
i
lo. Kilpatri
kquestiona-se se a Medida, assim asso
iada à Geometria no 1.o Ci
lo, terá �(. . . ) opeso que mere
e.� ([38℄, p. 51). No que se refere ao tema Organização e Tratamentode Dados, 
onsidera o apare
imento da Probabilidade tardio (só no 3.o 
i
lo), tendoem 
onta, nomeadamente, as re
omendações do NCTM. No entanto, men
iona quetal está de a
ordo 
om o que su
ede noutros países.A SPM, no seu pare
er sobre o novo PMEB, em janeiro de 2008, faz uma apre-
iação muito 
ríti
a ao do
umento. Apesar de muitos aspetos referidos aquando60



2. Novo Programa de Matemáti
a do Ensino Bási
oda dis
ussão públi
a do do
umento terem sido 
orrigidos, ainda há matérias onde,segundo a SPM, se mantêm erros. Refere-se, por exemplo, ao uso da 
al
uladora,pois 
onsidera que �(. . . ) enquanto se está a aprender a tabuada e as operaçõeselementares o re
urso à 
al
uladora deve ser impedido.� ([79℄, p. 2), e desta forma,o programa não a deveria 
onsiderar obrigatória no 1.o Ci
lo, �(. . . ) onde ela apenasdeve ter, se tiver, uma presença o
asional.� ([79℄, p. 2).A SPM refere ainda a pou
a atenção dada aos algoritmos pois 
onsidera haveruma resistên
ia ao domínio dos tradi
ionais, 
onsiderados �(. . . ) os mais simplese rápidos e os menos sus
etíveis de erro.� ([79℄, p. 3). Considera ainda que �OPrograma 
ontinua a insistir em demasia em pro
edimentos ad ho
 e protela amemorização da tabuada e o treino dos algoritmos tradi
ionais. Assim, prolongam-se as de�
iên
ias de 
ál
ulo e prejudi
am-se os automatismos. São di�
uldadesque se arrastam pela vida fora e que os alunos deveriam enfrentar e ultrapassar
edo.� ([79℄, p. 3). A SPM 
hamou ainda à atenção para a de�nição de metas, de
onhe
imentos e 
apa
idades a atingir pelos alunos, 
onsiderando-as pou
o 
laras, oque torna o do
umento de uso difí
il.A men
ionada falta de metas veio a ser 
orrigida em 2009, 
om a de�nição deum 
onjunto de 42 metas de aprendizagem para a Matemáti
a de 3.o 
i
lo (tal 
omopara outras dis
iplinas, desde o pré-es
olar até ao se
undário). Estas en
ontram-sedivididas em vários domínios e subdomínios, organizadas a partir dos quatro temasdo PMEB e de�nidas por anos, através de metas intermédias. A divisão das metaspor anos não tem 
aráter rígido, dependendo das opções de desenvolvimento 
urri-
ulares tomadas, 
onsiderando que haverá metas que podem ser atingidas mais 
edopelo aluno. Este do
umento resulta num instrumento de apoio à gestão do 
urrí
ulo,auxiliando os professores na plani�
ação das atividades, mas não se tratando de umdo
umento de natureza programáti
a, não substitui o programa.A SPM faz algumas 
ríti
as ao do
umento das metas, alertando para a ne
es-sidade de estabele
er metas pre
isas, veri�
áveis e bem estruturadas, objetivo queeste do
umento não al
ança. Para além de 
onsiderar a linguagem pou
o pre
isa,refere que o do
umento �(. . . ) 
onfunde metas 
om pro
essos, repisando uma práti
apedagógi
a nefasta que a SPM tem 
riti
ado. Veja-se, por exemplo, a página 11:`Constrói, justi�
ando o pro
esso usado e memoriza as tabuadas do 2, 5, 10, 4, 3 e 6.'(si
!). Tudo isto 
orresponde a uma teoria pedagógi
a que menoriza os objetivos de
onhe
imento matemáti
os e enfatiza os pro
essos de ensino.� ([80℄, p. 2), e �(. . . )61
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lo do EnsinoBási
o
onfunde também metas de aprendizagem 
on
retas 
om objetivos vagos que têm
ausado danos, pre
isamente pelo seu 
aráter ambíguo e pretensamente ambi
iosoque 
onduz a uma desorganização do ensino.� ([80℄, p. 3).Novas metas, denominadas de Metas Curri
ulares, foram disponibilizadas napágina da internet do Ministério da Edu
ação e Ciên
ia em junho de 2012, em
onsulta públi
a até ao �nal do mês de julho do mesmo ano. A versão �nal é de
aráter indi
ativo para o ano letivo 2012/2013, servindo 
omo base de trabalho paraa plani�
ação das atividades, e de utilização obrigatória para o ano letivo seguinte.Também divididas por domínios e subdomínios, distinguem-se das anteriores pelaforma, esta mais formal, objetiva e avaliável, e pela organização do do
umento(Ci
lo � Ano de es
olaridade � Domínio (Tema) � Subdomínio � Objetivo geral �Des
ritores). O fa
to de se en
ontrarem divididas por anos de es
olaridade, à partidatão rígida, já foi alvo de diversas 
ríti
as.Guimarães refere que �(. . . ) 
om a imposição de uma lógi
a de per
ursos 
ur-ri
ulares por ano de es
olaridade a nível na
ional, as novas metas levantam sérios
onstrangimentos e limitações. Como também as levanta o a
entuado espartilha-mento e pulverização do que nelas é proposto para o ensino e a aprendizagem,favore
endo a per
a de uma visão de 
onjunto, de um sentido global ou dos propó-sitos prin
ipais do que se ensina (e aprende) em Matemáti
a. E, 
onsequentemente,em minha 
onvi
ção, prejudi
ando uma aprendizagem 
om 
ompreensão, integradae arti
ulada.� ([34℄, p. 1).Na introdução do do
umento desta
am-se três aspetos, a referên
ia às revisões eàs 
apa
idades transversais, e o signi�
ado dos verbos apli
ados aos des
ritores. So-bre as revisões, as metas men
ionam a ne
essidade de as fazer aos �(. . . ) objetivosgerais e des
ritores 
orrespondentes a anos de es
olaridade anteriores. Estes pré-requisitos não se en
ontram expli
itados no texto, devendo o professor identi�
á-los
onsoante a ne
essidade, a pertinên
ia e as 
ara
terísti
as próprias de 
ada grupode alunos.� ([12℄, p. 2). No que se refere às 
apa
idades transversais, é es
lare
idoque estas são observadas ao longo dos des
ritores (de forma explí
ita ou subenten-dida), mas, para Teixeira, em [85℄, estas prati
amente desapare
em. Nos verbos queini
iam alguns des
ritores nun
a apare
e o verbo 
ompreender, fa
to observado pormuitos, tais 
omo Teixeira, em [85℄, e Guimarães, em [34℄.Para além dos autores já referidos, a reação à proposta destas novas metas tam-bém gerou opiniões divergentes entre a So
iedade Portuguesa de Investigação em62
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a do Ensino Bási
oEdu
ação Matemáti
a (SPIEM) e a SPM, 
omo noti
iado em [9℄. A SPIEM refe-riu através de um 
omuni
ado que �Globalmente, as metas 
urri
ulares propostas
onstituem-se 
omo um 
orpo de indi
ações não arti
uladas nem fundamentadas,desatualizadas e formuladas 
om linguagem nem sempre adequada e 
lara.�, ([82℄,p. 2). A SPM, através do seu presidente Miguel Abreu, em de
larações ao jornal Pú-bli
o em [9℄, 
onsidera que as metas �
ontribuirão de
isivamente para uma melhoriasustentada� das aprendizagens.No pare
er produzido pela SPM, [81℄, esta posição está patente em todo o do-
umento. Considera o programa vago nas de�nições dos 
on
eitos de Matemáti
a,fa
to que as metas vêm uniformizar e de�nir 
om pre
isão, para além de que �(. . . )espe
i�
am de forma 
lara e pre
isa os 
onhe
imentos e 
apa
idades que os alunos de-vem adquirir e desenvolver sobre 
ada um dos 
on
eitos matemáti
os do programa.�([81℄, p. 2). O referido pare
er desta
a ainda a 
lareza 
om que os des
ritores demetas são apresentados indo de en
ontro ao programa.Opinião antagóni
a tem a SPIEM, que, em [82℄, faz uma análise detalhada eorganizada segundo os temas matemáti
os de�nidos no PMEB. Segundo esta so
i-edade, as novas metas não estão de a
ordo 
om o programa em vigor. É exemplodisso o tema Números e Operações, onde as novas metas não vão de en
ontro aopropósito prin
ipal de ensino e a alguns objetivos espe
í�
os. O 
ál
ulo mentalé des
onsiderado assim 
omo a representação de números ra
ionais na forma deper
entagem. Ainda no que respeita aos números ra
ionais, mas na representaçãofa
ionária, as metas têm abordagens �(. . . ) abstratas, desajustadas do nível de de-senvolvimento 
ognitivo de alunos deste nível de es
olaridade.�. Para além destedesfasamento, a SPIEM refere ainda que as novas metas introduzem novos objetivosrelativos aos números reais, não 
ontemplados no programa: �As operações 
om osnúmeros irra
ionais não fazem parte do programa que apenas sugeria a simpli�
a-ção de algumas expressões simples 
om radi
ais (. . . )� ([82℄, p. 3). O uso daste
nologias, em parti
ular da 
al
uladora, também é desta
ado, na medida em quese trata de uma ferramenta que vem enrique
er algumas temáti
as, e que foi banidadas metas 
urri
ulares propostas. A SPIEM men
iona ainda o desajustamento dasmetas às diferentes faixas etárias, que põem em 
ausa as aprendizagens dos alunos.Os autores do programa, para além de Guimarães, também se pronun
iaramnum pare
er 
onjunto, e 
on
luem que �(. . . ) estas novas metas, em muito do que sepropõem alterar fa
e ao que os professores têm vindo a pro
urar 
on
retizar na sua63
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lo do EnsinoBási
opráti
a de ensino, no quadro do programa de Matemáti
a em vigor, não apenas nãotrazem es
lare
imento ou apoio relevantes, 
omo prejudi
am o bom desenvolvimentodessa práti
a 
om 
onsequên
ias negativas para a aprendizagem dos alunos.�, ([64℄,p. 1).O PMEB, para além das metas, de aprendizagem ou 
urri
ulares 
onsoante odo
umento em vigor, é 
omplementado pelos Per
ursos Temáti
os de Aprendiza-gem (última atualização em novembro de 2008). Estes �(. . . ) 
onstituem possíveissequên
ias para o desenvolvimento do trabalho letivo 
om o novo programa de Ma-temáti
a. Cada um dos per
ursos é apresentado esquemati
amente sob a formade uma sequên
ia de tópi
os e subtópi
os matemáti
os, distribuídos por anos dees
olaridade em 
ada 
i
lo, indi
ando as balizas temáti
as do trabalho a realizar.�([22℄, p. 1). Os referidos per
ursos são �exíveis, pois permitem a 
ada es
ola aintrodução de alterações que 
onsidere ne
essárias de a
ordo 
om as 
ara
terísti
asda sua 
omunidade es
olar e da 
onsequente gestão 
urri
ular. Os mesmos desta
amainda as prin
ipais diferenças entre os dois do
umentos existentes sobre as metas
urri
ulares. No 
ontexto do tema Números e Operações, referem o esvaziamento do
ál
ulo mental que deveria ser desenvolvido nos alunos. Esta é uma das 
apa
idades
onsideradas, no PMEB, 
omo fundamentais para a aprendizagem da Matemáti
a
om 
ompreensão.Também para 
omplementar o PMEB, foram disponibilizados, na página deinternet da Direção-Geral da Edu
ação, materiais de apoio. Estes são 
onstituídospor: bro
huras para 
ada tema, mas nem sempre para todos os 
i
los; propostas detarefas para os três 
i
los; outros materiais, tais 
omo textos e planos de aula.Por último há ainda a mensionar a adoção de manuais es
olares, que servem
omo uma importante base de trabalho, tanto na plani�
ação das atividades letivas,
omo no trabalho 
om os alunos, quer em 
ontexto de sala de aula quer fora damesma. Apesar disto, os materiais disponibilizados, a
ima referidos, devem 
onti-nuar a ser mere
edores de 
onsulta. De fa
to, os manuais para o Ensino Bási
o sãointerpretações do PMEB e, portanto, devem ser utilizados 
om espírito 
ríti
o.3. Algumas Espe
i�
idades do TemaO PMEB propõe o tratamento do tema Números e Operações ao longo dos três
i
los, variando em termos da extensão e da profundidade dos 
on
eitos numéri
ostrabalhados. Para o referido tema, o PMEB de�ne 
omo propósito prin
ipal de64



3. Algumas Espe
i�
idades do Temaensino o de �Desenvolver nos alunos o sentido de número, a 
ompreensão dos númerose das operações e a 
apa
idade de 
ál
ulo mental e es
rito, bem 
omo a de utilizarestes 
onhe
imentos e 
apa
idades para resolver problemas em 
ontextos diversos.�([23℄, p. 15). No tema Números e Operações, este propósito é expresso da mesmaforma nos três 
i
los e 
onstitui o rumo que deve orientar o ensino respeitante aotema.Está patente, ao longo do programa, uma forte valorização do desenvolvimentode estratégias de 
ál
ulo mental. O anterior programa já se referia à sua utilização
omo um tipo de 
ál
ulo e tendo em 
onta a situação em 
ausa, mas o PMEB dá-lhe uma maior relevân
ia e expli
ita o modo 
omo ele pode ser trabalhado. Porexemplo, nas indi
ações metodológi
as para o 1.o 
i
lo, sugere que sejam prati
adasrotinas de 
ál
ulo mental. No 2.o 
i
lo é re
omendado que este tipo de 
ál
ulo devaser alvo de muita atenção, dada �(. . . ) a importân
ia de um bom domínio a estenível para o desenvolvimento da auto
on�ança e desembaraço dos alunos, essen
iaispara a aprendizagem neste tema e em parti
ular na resolução de problemas.� ([23℄,p. 33).Nos 1.o e 2.o 
i
los são de�nidos objetivos espe
í�
os no que ao 
ál
ulo mentaldiz respeito, privilegiando a utilização das propriedades das operações. Já no 3.o
i
lo a referên
ia ao 
ál
ulo mental é menos eviden
iada, re
omendando que astarefas propostas devam propor
ionar aos alunos �(. . . ) o desenvolvimento da sua
apa
idade de 
ál
ulo numéri
o (mental, es
rito e usando a 
al
uladora), de es
olhero pro
esso de 
ál
ulo numéri
o mais adequado a 
ada situação, de de
idir quanto àutilização de valores exatos ou aproximados e de avaliar a ordem de grandeza e aadequação da solução en
ontrada para determinado problema ou questão.� ([23℄, p.49).Os Objetivos gerais de aprendizagem no tema Números e Operações, no quese refere ao 3.o 
i
lo, determinam que os alunos devam:
• �
ompreender e ser 
apazes de usar as propriedades dos números inteiros era
ionais, e desenvolver a noção de número real;
• ser 
apazes de operar 
om números ra
ionais, usar as propriedades dasoperações no 
ál
ulo e 
ompreender os seus efeitos nos números;
• ser 
apazes de estimar e 
al
ular resultados aproximados, de apre
iar ordensde grandeza e de avaliar a razoabilidade de um resultado;
• desenvolver destrezas de 
ál
ulo numéri
o mental e es
rito;65
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o
• ser 
apazes de resolver problemas, ra
io
inar e 
omuni
ar em 
ontextosnuméri
os.� ([23℄, p. 48).O tema Números e Operações é 
onstituído por um amplo 
onjunto de tópi
osreferentes aos números naturais e ra
ionais nos 1.o e 2.o 
i
los, e aos irra
ionais,estendendo-os ao 
onjunto dos números reais no 3.o 
i
lo. No 1.o 
i
lo, o referidotema também envolve o tópi
o referente às regularidades, que nos 2.o e 3.o 
i
losé integrado no tema de Álgebra. Saliente-se que, desde a infân
ia, as 
rianças játêm uma noção intuitiva de 
ontagem, o que favore
e a 
ompreensão dos númerosnaturais, mas o grau de 
omplexidade aumenta à medida que são introduzidos novosnúmeros. No 1.o 
i
lo, os alunos: desenvolvem o sentido de número; adquirem uma
ompreensão dos números naturais e da sua representação no sistema de numeraçãode
imal; trabalham 
om frações de forma intuitiva; 
omeçam a usar os símbolospara indi
ar relações entre números (=, > e <); desenvolvem a 
ompreensão dasoperações elementares, bem 
omo a destreza de 
ál
ulo 
om números naturais era
ionais não negativos na representação de
imal.No 2.o 
i
lo é aprofundada a 
ompreensão dos números inteiros e dos númerosra
ionais positivos, bem 
omo das suas operações. Nos números inteiros não negati-vos, os alunos abordam os números primos e 
ompostos, a de
omposição em fatoresprimos, o m.d.
. (máximo divisor 
omum) e o m.m.
. (mínimo múltiplo 
omum) dedois números, 
ritérios de divisibilidade e as potên
ias de expoente inteiro positivo,tendo as potên
ias de base 10 um tratamento parti
ular. Estes eram, na sua mai-oria, anteriormente trabalhados no 3.o 
i
lo. No que respeita aos números inteirosnegativos, estes 
ontinuam a ser introduzidos no �nal do 2.o 
i
lo. O trabalho 
omnúmeros ra
ionais não negativos, ini
iado no 1.o 
i
lo na sua representação de
imal ena forma de frações de modo intuitivo, é ampliado no 2.o 
i
lo onde a representaçãofra
ionária ganha importân
ia.No 3.o 
i
lo, o tema em questão tem por base a promoção e 
ompreensão dosnúmeros e operações, o desenvolvimento do sentido de número, bem 
omo a �uên
iano 
ál
ulo. De um modo geral, o estudo dos números e operações é alargado, 
omose expli
a a seguir. Para além dos números inteiros e dos números ra
ionais nãonegativos, são introduzidos os números ra
ionais negativos e os irra
ionais, tal 
omono anterior programa, para 
hegar a R. A prin
ipal diferença está no momento emque os números ra
ionais são introduzidos, indi
ação essa, dada nos Per
ursos Temá-ti
os de Aprendizagem. Con
retamente, no antigo programa, o tema �Os números66



3. Algumas Espe
i�
idades do Temara
ionais� é abordado no 7.o ano 
om os subtemas �Números ra
ionais relativos� e�Operações em Q�, enquanto que, segundo as indi
ações dadas nos Per
ursos temá-ti
os de aprendizagem, o mesmo tema é introduzido no 8.o ano. Veja-se na seguintetabela a arti
ulação entre o programa e os Per
ursos Temáti
os de Aprendizagem.PMEB Per
ursos Temáti
osRepresentar números ra
ionais na retanuméri
a e por dízimas in�nitas perió-di
as. Representação, 
omparação e ordena-ção.Comparar e ordenar números ra
ionaisrepresentados nas formas de
imal e fra-
ionária. Operações, propriedades e regras ope-ratórias.Representar e 
omparar números ra
i-onais positivos em notação 
ientí�
a. Potên
ias de base e expoente inteiro(in
luindo a regra de potên
ia da po-tên
ia).Conhe
er as propriedades e as regrasdas operações em Q e usá-las no 
ál-
ulo.Efetuar operações 
om potên
ias debase ra
ional (diferente de zero) e ex-poente inteiro.Cal
ular o valor de expressões numéri-
as que envolvam números ra
ionais.Tabela 2. O tópi
o Números ra
ionais no PMEB e nos Per
ursosTemáti
os de Aprendizagem, [23℄ e [22℄.Note-se que no PMEB, para 
ada 
i
lo, �(. . . ) na introdução de 
ada tema mate-máti
o e das 
apa
idades transversais, é apresentada a arti
ulação entre o programado 
i
lo em questão e o do 
i
lo anterior relativa a esse tema ou 
apa
idade.� ([23℄,p. 1). Ainda assim, os professores dos três 
i
los de es
olaridade devem, preferen
i-almente, em vários momentos do ano letivo, promover en
ontros de arti
ulação entreeles, fundamentalmente no iní
io e �nal de ano. Parti
ularmente no 3.o 
i
lo, não sepode ignorar os 
onhe
imentos adquiridos bem 
omo as metodologias implementa-das pelo 
orpo do
ente dos 
i
los anteriores. Esta tarefa é 
ada vez mais fa
ilitada67
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opelas novas unidades orgâni
as, mais alargadas, 
onstituídas por estabele
imentosde vários 
i
los de ensino, 
onhe
idas por agrupamentos e, mais re
entemente, pormega-agrupamentos, que pressupõe que os alunos per
orram desde a pré-es
ola atéao ensino se
undário a mesma es
ola, mesmo tratando-se de edifí
ios não 
ontí-guos. Assim, várias questões devem ser 
olo
adas aos professores nestes momentosde trabalho, entre elas:
• Qual o per
urso temáti
o de aprendizagem adotado?
• Que tipo de tarefas foram apli
adas e quais as suas 
ara
terísti
as?
• Que algoritmos foram trabalhados?
• Que estratégias de 
ál
ulo mental foram apli
adas?
• Em que tópi
os os alunos revelaram maiores di�
uldades? Que estratégiasforam apli
adas para as 
ombater?É 
omum en
ontrar ainda professores que revelam algum des
onhe
imento a
er
ados 
onteúdos e metodologias apli
ados nos 
i
los pre
edentes. A minha experiên-
ia pro�ssional já me permitiu le
ionar aos dois anos de es
olaridade do 2.o 
i
loe trabalho de apoio pedagógi
o no 1.o 
i
lo, a um grupo de alunos do 3.o ano dees
olaridade. Tais oportunidades revelaram-se enrique
edoras na medida em queme permitiu 
onhe
er o trabalho desenvolvido no 
ál
ulo mental e na resolução deproblemas, melhorando a per
eção das estratégias de ensino-aprendizagem desen-volvidas nos 1.o e 2.o 
i
los. Este tipo de oportunidades não é práti
a habitualna distribuição de serviço por parte dos órgãos de gestão, por isso é importanteuma efetiva e e�
iente arti
ulação entre 
i
los para uma verdadeira 
ontinuidadeedu
ativa.As indi
ações metodológi
as sugerem a resolução de problemas e a investigaçãode regularidades numéri
as, 
omo as prin
ipais atividades a desenvolver, por formaa dar 
onse
ução ao propósito prin
ipal de ensino do tema e aos objetivos geraispara o 3.o 
i
lo a
ima des
ritos. Desta forma, as tarefas propostas devem in
luira exploração e investigação de situações numéri
as, situações de ligação a 
ontex-tos 
ientí�
os de outras áreas do saber e do quotidiano, mas também exer
í
iosdestinados a 
onsolidação de aspetos rotineiros de aprendizagem dos números e ope-rações. As tarefas devem também permitir o desenvolvimento das 
apa
idades de
ál
ulo numéri
o, de de
isão quanto ao tipo de 
ál
ulo a usar, bem 
omo a de
isãoquanto à utilização de valores exatos ou aproximados. O PMEB 
hama à atençãopara a importân
ia de �(. . . ) dis
utir 
om os alunos as vantagens e limitações das68
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ontextos em que é pertinente 
onsiderá-las.� ([23℄, p.49).Também se faz referên
ia à análise de dizimas in�nitas periódi
as e não periódi
as
omo introdução ao estudo dos números reais, sugerindo a dis
ussão de alguns 
asosde irra
ionalidade e, nos 
asos de alunos 
om melhor desempenho, �(. . . ) analisaruma demonstração da irra
ionalidade de √
2.� ([23℄, p. 49). Sobre esta últimaindi
ação, a APM 
onsiderou que, em vez de se dirigir aos melhores alunos, deveriatratar-se de �(. . . ) uma demonstração 
urta e relativamente simples, a fazer 
omtodos os alunos e 
om a vantagem de eviden
iar a matemáti
a, junto de 
ada aluno,também 
omo uma ferramenta abstrata poderosa.� ([7℄, p. 23). A APM refere aindaque o tema Números e Operações, no 3.o 
i
lo, �(. . . ) pare
e limitar-se bastante ao
ál
ulo e menos ao sentido das operações.� ([7℄, p. 23).4. Resolução de Problemas no TemaO destaque dado à resolução de problemas tem maior amplitude no PMEB,quando 
omparado 
om os programas anteriores. Para além da resolução de proble-mas nun
a ter sido uma atividade de destaque no ensino da Matemáti
a até então,Abrantes, em [1℄, 
onsidera também que nun
a se 
entrou aí a aprendizagem. Paraeste autor, a resolução de problemas estava diretamente asso
iada à resolução deequações, 
om uma abordagem limitada, variando apenas no grau de 
omplexidade.Na mesma referên
ia, Abrantes dá a demonstração 
omo um exemplo de �(. . . ) umaex
elente atividade de resolução de problemas.� ([1℄, p. 9).O PMEB refere-se à demonstração 
omo um dos objetivos gerais do ensino daMatemáti
a, 
omo uma 
apa
idade transversal no âmbito do Ra
io
ínio matemáti
oe ainda 
omo uma das orientações metodológi
as. Enquanto 
apa
idade transversalaos três 
i
los, goza de uma perspetiva de 
ontinuidade e evolução, 
omo �
a 
larona pretensão: �À medida que os alunos progridem nos diversos 
i
los de ensino assuas justi�
ações devem ser mais gerais, distinguindo entre exemplos e argumentosmatemáti
os gerais para toda uma 
lasse de objetos.� ([23℄, p. 5).Uma das indi
ações metodológi
as, sugeridas no tema Números e Operações doPMEB, é, tal 
omo já referido na se
ção anterior, �(. . . ) a demonstração, por re-dução ao absurdo, da irra
ionalidade da √

2.� ([23℄, p. 50). Tendo em 
onta [1℄, amen
ionada indi
ação metodológi
a remete-nos para uma outra 
apa
idade trans-versal de�nida no PMEB: a Resolução de problemas. Esta, para além de 
onstituir69
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oum dos objetivos gerais do ensino da Matemáti
a, 
onsiderada �(. . . ) uma atividadeprivilegiada para os alunos 
onsolidarem, ampliarem e aprofundarem o seu 
onhe-
imento matemáti
o.� ([23℄, p. 6), é também um objetivo espe
í�
o ao longo dosvários temas e 
i
los.Importa, neste momento, per
eber o que é um problema e em que medida astarefas são um tipo de problemas ou, pelo 
ontrário, um problema é um tipo detarefas. En
ontram-se, em bibliogra�a de referên
ia, diversas de�nições de problema,das quais se apresentam duas:
• �(. . . ) um problema genuíno é uma situação em que, para o indivíduo oupara o grupo em questão, uma ou mais soluções apropriadas pre
isam aindade ser en
ontradas. A situação deve ser su�
ientemente 
ompli
ada para
onstituir um desa�o, mas não tão 
omplexa que surja 
omo insolúvel.�(NCTM, [76℄, p. 2);
• �(. . . ) problema é uma situação, quantitativa ou outra, 
om a qual se
onfronta um indivíduo ou grupo, na pro
ura de uma solução, para a qualnão tem prontamente resposta.� (Krulik e Rudnik, [76℄, p. 2).Mas não serão estas de�nições redutoras de toda a atividade investigativa quepode ser desenvolvida em sala de aula? O PMEB, no que diz respeito ao temaNúmeros e Operações no 3.o Ci
lo do Ensino Bási
o, diversi�
a nas sugestões me-todológi
as. De fa
to, propõe o re
urso a tarefas que �(. . . ) devem in
luir, deforma equilibrada, a resolução de problemas e a exploração e investigação de situa-ções numéri
as, bem 
omo exer
í
ios destinados a 
onsolidar aspetos rotineiros daaprendizagem dos números e operações (. . . ).� ([23℄, p. 48).A distinção entre problemas, explorações, investigações e exer
í
ios é 
lari�
adapor Ponte, em [55℄. Estas atividades, denominadas de tarefas, são 
lassi�
adassegundo o seu grau de di�
uldade e a sua abertura. O grau de di�
uldade dizrespeito ao ponto de vista por parte dos alunos, que pode ser, de a
ordo 
om atipi�
ação ilustrada na Fig. 9, Fá
il ou Difí
il. Ainda segundo a mesma tipi�
ação,a tarefa pode ser de 
aráter Fe
hado ou Aberto, ou seja, �Uma tarefa fe
hada éaquela onde é 
laramente dito o que é dado e o que é pedido e uma tarefa abertaé a que 
omporta um grau de indeterminação signi�
ativo no que é dado, no queé pedido, ou em ambas as 
oisas.� ([58℄, p. 8). O fa
to de muitas vezes ser difí
ilavaliar o grau de di�
uldade de uma tarefa aberta, leva, segundo o mesmo autor,em [55℄, a 
hamar investigações a todas as tarefas de 
aráter aberto.70
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Difí
il
Fá
il

AbertoFe
hado ExploraçãoExer
í
io
Problema Investigação

Figura 9. Tipos de tarefas em função da di�
uldade e da abertura, [55℄.De a
ordo 
om o esquema da Fig. 9, Ponte 
onsidera que um problema é umatarefa fe
hada e difí
il (3.o quadrante): é 
laro o que é pretendido determinar e osdados a utilizar, mas é difí
il obter a solução, ou seja, é difí
il a sua resolução. ParaPonte, �A questão fundamental é saber se o aluno dispõe, ou não, de um pro
essoimediato (. . . ) Caso 
onheça esse pro
esso e seja 
apaz de o usar (. . . ) será umexer
í
io. Caso 
ontrário (. . . ) será antes um problema.� ([58℄, p. 4).Quando se fala em resolução de problemas, uma referên
ia in
ontornável é o livro[50℄ (Fig. 10), de George Pólya (Fig. 11) que, in
lusive, surge na bibliogra�a doPMEB. Segundo este autor, a resolução de um problema resulta de um trabalho quedeve per
orrer quatro fases, sendo elas: 
ompreensão do problema, 
on
eção de umplano, exe
ução desse plano e, por �m, a re�exão sobre toda a resolução.

Figura 10. Capa do livro How to solve it de George Pólya, [32℄.71
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o

Figura 11. George Pólya (1887�1985), [48℄.
Perante um novo problema, o primeiro passo a tomar é então 
ompreendê-lo.Aqui a seleção do problema proposto pode ser determinante, pois, para além dasua 
ompreensão, Pólya 
onsidera que o aluno deve �(. . . ) desejar (. . . ) resolvê-lo.� ([50℄, p. 7). A partir de uma boa 
ompreensão do problema, o aluno estáem 
ondições de identi�
ar a in
ógnita, os dados e as 
ondições. Se o problemao justi�
ar, pode também ilustrá-lo 
om uma ou mais �guras. No re
urso a estaestratégia, a notação a adotar na(s) �gura(s) deve ser 
uidadosamente es
olhidapara não 
omprometer os passos seguintes. Para a de�nição da in
ógnita o professorpode auxiliar o aluno, pro
urando fazê-lo indiretamente 
om questões 
omo �Do queé que se pre
isa? O que é que se quer? O que é que se deve pro
urar?� ([50℄, p.4). A partir daqui deverá ser delineada uma estratégia de resolução do problema �o estabele
imento de um plano � a fase, porventura, mais difí
il e ao mesmo tempomais desa�ante.Para estabele
er o plano há que re�etir sobre os dados e a in
ógnita e, a partir daí,de�nir uma estratégia para a sua determinação. Nesta fase, Pólya reforça o papeldo professor no auxílio ao aluno, propor
ionando-lhe um trabalho autónomo masintervindo no seu progresso. No 
aso de não ser veri�
ável uma evolução no sentidoda de�nição da estratégia, a intervenção do professor pode passar por uma questãodo tipo �Conhe
e um problema rela
ionado? � ([50℄, p. 9). Caso tal não se adeque,o professor pode sempre sugerir a reformulação do problema ou a pro
ura de outros,tenden
ialmente mais simples, dos quais os alunos já poderão ser 
onhe
edores da suaresolução, sugerindo �Se não 
onseguir resolver o problema, pro
ure antes resolverum problema rela
ionado.� ([50℄, p. 10).72



4. Resolução de Problemas no TemaA propósito da intervenção do professor, Fonse
a et al., em [30℄, sugerem que,perante as questões 
olo
adas pelos alunos na pro
ura de auxílio, �(. . . ) o professornão deverá emitir opiniões muito 
on
retas mas sim in
entivar o espírito 
ríti
o, are�exão e a pro
ura de argumentos e razões que permitam aos alunos 
on�rmar ounão as suas 
onjeturas.� ([30℄, p. 95). Será também um momento propí
io para oprofessor promover, entre os alunos, a dis
ussão e tro
a de opiniões e ideias, atravésde questões do tipo �O que te leva a pensar isso? ou Porque não 
on
ordas 
om aideia do teu 
olega?� ([30℄, p. 95).Depois do plano delineado, será a vez de o por em práti
a, tratando-se, paraPólya, da fase mais fá
il de todo este pro
esso. Eventualmente, esta fase poder-se-árevelar mal su
edida 
aso o aluno se esqueça do plano, 
onsequên
ia de não ter sidoelaborado por si mas sim de o ter re
ebido através de 
olegas ou, de uma abordagemdemasiado explí
ita, do professor. Outro motivo que pode levar ao insu
esso destafase é o fa
to do plano poder não ser adequado, o que terá forçosamente de levarà fase anterior para elaborar um novo plano. Esta etapa 
ulmina na obtenção dasolução do problema remetendo para a quarta fase � a re�exão.A re�exão passa pela veri�
ação 
ríti
a dos resultados obtidos (solução do pro-blema). Con
retiza-se, por exemplo, na análise sobre a adequação dos resultados aoproblema ini
ial e dos pro
edimentos adotados até aqui. É nesta fase que também sepro
ede à 
orreção de eventuais erros 
ometidos nos passos anteriores. Este trabalhopoderá servir também para re�etir se �É possível utilizar o resultado, ou o método,em algum outro problema? � ([50℄, p. 14), justi�
ando o trabalho investido nestaresolução e promovendo ligações 
om outros problemas.O PMEB, no 
aso parti
ular do tema Números e Operações do 3.o Ci
lo, orientapara tarefas que permitam aos alunos �(. . . ) o desenvolvimento da sua 
apa
idadede 
ál
ulo numéri
o (mental, es
rito e usando a 
al
uladora), de es
olher o pro
essode 
ál
ulo numéri
o mais adequado a 
ada situação, de de
idir quanto à utilizaçãode valores exatos ou aproximados e de avaliar a ordem de grandeza e a adequaçãoda solução en
ontrada para determinado problema ou questão. Na resolução deproblemas numéri
os, 
omo nas tarefas de exploração e investigação, é importanteque os alunos tenham um tempo apropriado para realizar experiên
ias, elaborarestratégias, formular 
onjeturas, des
rever pro
essos e justi�
á-los 
om progressivorigor.� ([23℄, p. 49). Estas indi
ações podem ser postas em práti
a através domodelo de resolução de problemas de Pólya, que promove, para além da per
eção de73
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oque um problema pode ser resolvido de diferentes formas, a resolução de diferentesproblemas 
om re
urso à mesma estratégia.A seleção de um problema a propor na sala de aula, ou até mesmo fora dela,dever ter em 
onta diversos 
ritérios, em parti
ular, o tipo de alunos em 
ausa (afaixa etária, os seus interesses e motivações, entre outras), o tema a trabalhar eos objetivos a que se propõe. Neste âmbito, S
hoenfeld, em [74℄, sugere ter em
onta uma �estéti
a dos problemas�, atribuindo-lhes quatro propriedades a ter em
onta. Para este autor, na sua estrutura, os problemas devem ser, preferen
ialmente,de fá
il 
ompreensão, 
om possibilidade de diferentes abordagens e estratégias deresolução e, visando o trabalho futuro, devem propor
ionar a introdução de novos
on
eitos e �(. . . ) devem servir, se possível, 
omo �germens� para �honestas e boas�explorações matemáti
as.� ([74℄, p. 69).As tarefas, ex
luindo aqui os exer
í
ios, 
on
retizam-se em aulas 
om dinâmi-
as exploratória e investigativa, onde a �A aprendizagem da Matemáti
a de
orredo trabalho realizado pelo aluno (. . . )� ([23℄, p. 8). Por sua vez requerem, porparte do professor, um papel determinante tanto na seleção das tarefas a propor,
omo na forma 
omo 
onduz toda a atividade na sala de aula. Este tipo de traba-lho tende a promover aulas mar
antes 
om aprendizagens signi�
ativas dos alunos,onde estes são diretamente impli
ados no desenvolvimento das mesmas. Em muitasdestas, o modelo de Pólya poderá 
onstituir o �o 
ondutor do pro
esso de ensino-aprendizagem.No 
apítulo seguinte serão exploradas seis tarefas em dois dos anos do 3.o Ci
lodo Ensino Bási
o � 7.o e 9.o anos de es
olaridade. Na seleção das tarefas foi tidoem 
onta o PMEB, e, na sua apli
ação, podem-se identi�
ar muitos dos pro
edi-mentos aqui des
ritos. As mesmas visam a aprendizagem integrada em 
ontextos
om referên
ias à matemáti
a pura, à semirrealidade e à realidade. Estas referên-
ias fazem parte dos ambientes de aprendizagem propostos por Skovsmose em [78℄,onde o autor defende que o ideal é 
onseguir que os alunos passem pelos diferentestipos de tarefas, desde os exer
í
ios até às investigações, nos vários 
ontextos 
omas referên
ias men
ionadas. Este investigador 
onsidera que só assim os alunos sepodem desenvolver integralmente em Matemáti
a.
74



CAPíTULO 4Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesPara levar a 
abo as novas orientações metodológi
as do Programa de Mate-máti
a, os professores, na sua maioria, devem assumir uma atitude de mudança,repensando as suas práti
as pedagógi
as. A resolução de problemas surge agora
omo objetivo de aprendizagem e também 
omo orientação metodológi
a no desen-volvimento das aulas. O ensino-aprendizagem da Matemáti
a deve ser baseado nãosó em exer
í
ios, mas também noutras tarefas, tais 
omo problemas, investigações eexplorações, tipi�
ação des
rita por Ponte em [54℄.Esta diversidade de abordagens, uma práti
a re
orrente na plani�
ação das mi-nhas aulas ao longo dos anos, tem levado a que me 
onfronte 
om a resistên
ia dosalunos a tarefas que não são exer
í
ios. Surgiu então a ne
essidade de investigarsobre a minha práti
a e sobre a atitude dos alunos do 3.o Ci
lo do Ensino Bási
ofa
e às tarefas a
ima men
ionas, de forma a pro
urar responder às questões inves-tigativas indi
adas na Introdução. De fa
to, Ponte refere que a investigação dospro�ssionais �(. . . ) 
ontribui, antes de mais, para o es
lare
imento e resolução dosproblemas. Além disso, propor
iona o desenvolvimento pro�ssional dos respetivosatores e ajuda a melhorar as organizações em que eles se inserem.� ([57℄, p. 38).As duas turmas referidas neste 
apítulo frequentavam, no ano letivo 2011/2012,uma o 7.o e outra o 9.o ano de es
olaridade no Agrupamento de Es
olas de Mira�ores,no 
on
elho de Oeiras, nas quais fui professora da dis
iplina de Matemáti
a. Oreferido Agrupamento serve a população das freguesias de Algés e de Linda-a-Velha,que laboralmente se pautam por uma forte ligação ao setor ter
iário. A populaçãoes
olar 
ara
teriza-se fundamentalmente pela sua heterogeneidade, em muito devidoao re�exo dos novos �uxos migratórios a que Portugal tem estado sujeito.Para o estudo levado a 
abo, utilizei essen
ialmente, 
omo instrumento de re
olhade dados, as narrações multimodais. Cada uma destas 
ara
teriza-se do seguintemodo:
75



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operações(1) �É uma narrativa. Representa uma história des
rita pelo professor de formadetalhada, representando os a
onte
imentos que se deram à volta de 
adatarefa, 
onstituindo uma forma de sistematizar a informação;(2) Representa uma per
eção o mais isenta possível (noti
ing), porque tentaidenti�
ar e narrar os fenómenos o
orridos, objetivamente e sem juízo devalor;(3) É multimodal, porque se suporta em variados tipos de dados que são utiliza-dos na sua 
onstrução, de forma a 
ompor a narração em várias dimensões.�([41℄, p. 18).Na primeira fase re
olhi dados através da gravação ou 
aptação de imagens dasaulas (vídeo, áudio e fotogra�a), dos do
umentos produzidos pelos alunos e dos meusregistos. Na segunda fase visionei as gravações, nos 
asos em que se apli
ava, e or-ganizei os do
umentos re
olhidos, nalguns 
asos 
omparando-os. Em 
asos 
on
re-tos, apresentam-se episódios enrique
idos progressivamente 
om os vários elementosmultimodais, tais 
omo fotogra�as, do
umentos dos alunos, material do professor,silên
ios, gestos, . . .O presente 
apítulo en
ontra-se dividido em duas se
ções, a primeira referenteao 7.o ano de es
olaridade e a segunda ao 9.o. Por sua vez, 
ada se
ção en
ontra-seestruturada em duas partes: a 
ontextualização e a des
rição. Na primeira apre-sento uma breve 
ara
terização da sala de aula, da turma e das aulas. A des
riçãodas tarefas apli
adas surge na segunda, onde elaboro a narração de 
ada aula 
omepisódios.Para promover o envolvimento dos alunos nas tarefas, pro
urei em 
ada turma
riar um ambiente propí
io a que todos os alunos apresentassem as suas dúvidas,sugestões e hipóteses, sem 
onstrangimentos e 
on�ando na valorização das suasintervenções. Assim, segui a visão de Ponte quando diz que �De
isivo para o êxitodeste tipo de trabalho, é o modo 
omo o professor responde às dúvidas dos alu-nos, dando-lhes atenção e en
orajamento sem lhes dar diretamente a resposta, e omodo 
omo se formulam as questões, envolvendo toda a turma e pondo os alunos aargumentar uns 
om os outros.� ([54℄, p. 30).Baseei-me ainda no livro [50℄, no qual Pólya apresenta uma metodologia deresolução de problemas na sala de aula. Ele explora várias ideias orientadoras,organizadas em diferentes etapas, onde o papel do professor é determinante no auxílioaos seus alunos e na forma 
omo 
onduz todo o pro
esso de ensino-aprendizagem.76



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadePólya 
onsidera que �O professor deve 
olo
ar-se no lugar do aluno, per
eber oponto de vista deste, pro
urar 
ompreender o que se passa na sua 
abeça e fazeruma pergunta ou indi
ar um passo que poderia ter o
orrido ao próprio estudante.�([50℄, p. 4). Desta
a ainda a importân
ia das questões 
olo
adas pelo professor,em forma de indagações, 
om dois propósitos, �(. . . ) primeiro, auxiliá-lo [o aluno℄a resolver o problema que lhe é apresentado; segundo, desenvolver no estudante a
apa
idade de resolver futuros problemas por si próprio� ([50℄, p. 6).Desta forma, na apli
ação das tarefas propostas, dei espe
ial importân
ia, paraalém da sua es
olha, ao dis
urso na sala de aula. Tentei promover o envolvimentodos alunos na sua aprendizagem, quer através de orientações, dirigindo o ra
io
íniomatemáti
o, quer através de questões mais ou menos diretas, ou mesmo soli
itandoaos alunos a expli
ação sobre as suas 
on
lusões.1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadeA turma do 7.o ano de es
olaridade, na qual se levou a 
abo o estudo, é 
onsti-tuída por 18 alunos, dos quais, dois 
om Ne
essidades Edu
ativas Espe
iais, em queapenas um frequenta as aulas (a tempo par
ial), e dois que se en
ontram a repetir oano. O total de alunos, 
om idades 
ompreendidas entre os 11 e os 14 anos, divide-seainda em 7 do sexo mas
ulino e 11 do sexo feminino.O Projeto Curri
ular desta turma identi�
ava 
omo inibidores de aprendizagemas seguintes 
ara
terísti
as:
• Comportamento tenden
ialmente perturbador do bom fun
ionamento dasaulas;
• Di�
uldade em trabalhar em grupo;
• Diferentes ritmos de trabalho/aprendizagem;
• Alguns alunos revelam di�
uldades ao nível de organização/métodos deestudo;
• Alguns alunos revelam di�
uldades a nível da expressão es
rita e oral e nãose empenham o su�
iente quer nas atividades a desenvolver dentro da salade aula, quer na realização dos trabalhos de 
asa.Como aspetos fa
ilitadores da aprendizagem desta
avam-se:
• A maioria dos alunos revela um bom ritmo de aprendizagem;
• Existe uma boa relação interpessoal entre a maioria dos alunos;77
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• Alguns alunos são empenhados e envolvem-se 
om interesse nas atividadespropostas;
• Alguns alunos são muito responsáveis;
• A grande maioria dos pais envolve-se no pro
esso de ensino aprendizagem.A turma tem uma sala de aula �xa onde de
orrem a maioria das aulas. Estasala é 
onstituída por mesas de um e de dois lugares, organizada 
onven
ionalmente(Fig. 1). Dispõe de um quadro bran
o, de um projetor �xo e de um 
omputadorna mesa do professor, 
omo de resto, em todas as salas da es
ola. Trata-se de umasala de largura reduzida e pou
a luz natural.

Figura 1. Planta da sala de aula da turma do 7.o ano.No âmbito do estudo, a esta turma foram propostas três tarefas: �Voo em V�,�Auto
arros� e �Sequên
ia de Fibona

i�. Apresentei-as todas em forma de �
ha detrabalho, distribuídas a todos os alunos, os quais, após uma breve introdução, asdeveriam resolver a pares, 
om o 
olega de 
arteira. O desenvolvimento das trêstarefas teve uma estrutura semelhante e, à medida que os alunos as 
on
luíam, euveri�quei as 
on
lusões de 
ada grupo, havendo lugar, ao longo dos trabalhos, a tro
ade ideias (professora�grupo de alunos; alunos�alunos). As aulas foram estruturadasem quatro partes: Introdução à tarefa (professora); Resolução da tarefa (alunos apares); Dis
ussão dos resultados (alunos e professora); Registo das resoluções de
ada questão no quadro (professora). 78



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridade1.1. Tarefa 1: �Voo em V�. A tarefa �Voo em V� (ver Anexo I) foi a primeiraa ser proposta, 
onstituída por seis questões sobre a mesma problemáti
a. Esta foiretirada da bro
hura SEQUÊNCIAS E FUNÇÕES � Materiais de apoio ao professor
om tarefas para o 3.o 
i
lo, 7.o ano � disponibilizada pela Direção-Geral da Edu
açãoem [63℄.
Figura 2. Composição de imagens relativas à Tarefa 1.Algumas espé
ies de aves migratórias voam em bando, formando uma 
on�gu-ração em �V�. Diversas equipas de 
ientistas têm investigado esta organização,pro
urando 
ompreender as possíveis vantagens para o voo das aves e dosaviões.Na sequên
ia que se segue, 
ada �gura representa um bando, 
ada ponto sim-boliza uma das aves que lhe perten
e e, de �gura para �gura, o número de avesvai sempre aumentando. Eis os quatro primeiros termos:(Fig. 2)Responde às perguntas seguintes, apresentando o teu ra
io
ínio por palavras,esquemas, 
ál
ulos ou símbolos.a. Quantos pontos tem a �gura seguinte desta sequên
ia?b. Quantos pontos tem a 100.a �gura (termo de ordem 100) desta sequên
ia?
. Existe, nesta sequên
ia, alguma �gura 
om 86 pontos? Se existir, indi
a aordem que lhe 
orresponde.d. Existe alguma �gura nesta sequên
ia 
om 135 pontos? Se existir, determinaa ordem que lhe 
orresponde.e. Es
reve uma regra que permita determinar o número de pontos de qualquer�gura desta sequên
ia.f. Es
reve uma expressão algébri
a que traduza a regra des
rita na perguntaanterior. Figura 3. Ex
erto da Tarefa 1.Depois de trabalhado o tópi
o Sequên
ias e Regularidades, apresentei à turmaa presente atividade 
omo 
onsolidação dos 
onteúdos e aferição dos 
onhe
imentos79
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as Letivas no Tema Números e Operaçõesadquiridos. Eu esperava que os alunos estivessem familiarizados 
om a tarefa no seugeral e 
om a tipologia das questões em parti
ular.Com a tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes objetivos:
• analisar as relações entre os termos de uma sequên
ia e indi
ar uma lei deformação;
• veri�
ar se um número é, ou não, termo de uma sequên
ia;
• determinar ordens 
orrespondentes a vários termos;
• determinar um termo geral de uma sequên
ia.Os alunos re
eberam 
om re
etividade e interesse a tarefa proposta e, rapida-mente passaram para a sua resolução. Apesar da indi
ação de que seria para traba-lhar a pares, os alunos ini
iaram a sua resolução individualmente e assim prossegui-ram até a 
on
luírem. Chamei à atenção de que deveriam trabalhar a pares, mas,dadas as 
ir
unstân
ias, não impus 
aráter obrigatório. Dada a fa
ilidade 
om queen
araram 
ada questão, os alunos a
abaram por não sentir ne
essidade de pro
uraro 
olega para 
olaborar na resolução e também não soli
itaram a minha ajuda. Osalunos, no geral, envolveram-se intensamente na tarefa, notório no fa
to de que osprimeiros a 
on
luir o �zeram em 5 minutos. Dada a rapidez 
om que 3 alunosterminaram a tarefa, soli
itei-lhes as folhas de respostas para veri�
ar se efetiva-mente teriam 
on
luído a tarefa e/ou se tinham respondido ao pretendido. A
abeipor veri�
ar que, de fa
to, a tarefa tinha sido 
on
luída 
om su
esso pelos mesmos.Depois deste momento, todos os restantes alunos foram 
on
luindo a tarefa até aomáximo de 15 minutos. Depois da 
on
lusão da tarefa por parte da turma, lan
ei assu
essivas questões à turma e todos responderam 
om su
esso mas 
om diferentesmétodos de resolução, registados no quadro, tal 
omo se des
reve de seguida.Questão a. (Qa)Nesta questão foram dois os alunos a representar geometri
amente o quinto termoda sequên
ia (Fig. 4) para dar resposta à mesma.

Figura 4. Resolução do aluno 7B para (Qa).80



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadeAs restantes respostas dividiram-se em dois tipos: aqueles que per
eberam quea �gura seguinte tinha mais dois pontos que a anterior (Fig. 5); a maioria quedeterminou logo o termo geral da sequên
ia e a
abou por responder às questõesseguintes re
orrendo ao mesmo (Fig. 6 e Fig. 7).
Figura 5. Resolução do aluno 7C para (Qa).
Figura 6. Resolução do aluno 7D para (Qa).
Figura 7. Resolução do aluno 7E para (Qa).Questão b. (Qb)Esta questão foi resolvida 
om re
urso ao termo geral, sendo indi
ado expli
ita-mente (Fig. 8 e Fig. 9) pelos alunos ou não (Fig. 10).
Figura 8. Resolução do aluno 7G para (Qb).81
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Figura 9. Resolução do aluno 7C para (Qb).
Figura 10. Resolução do aluno 7B para (Qb).Questões 
. (Q
) e d. (Qd)Na primeira destas questões, (Q
), houve três tipos de respostas: aqueles queobservaram que o número é par e a sequên
ia é de números ímpares (Fig. 12); osque testaram algumas ordens e 
on
luíram que nenhum dos termos tomará o valor86 (Fig. 13 e Fig. 11); e ainda aqueles que observaram uma ordem não natural, oque 
ontradiz a de�nição de sequên
ia (Fig. 14 e Fig. 15). Na segunda questão,(Qd), surgiram dois tipos de resolução: por tentativa (Fig. 13); fazendo o inversodas operações do termo geral (Fig. 12, Fig. 14 e Fig. 15).

Figura 11. Resolução do aluno 7F para (Q
) e (Qd).
Figura 12. Resolução do aluno 7H para (Q
) e (Qd).82



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridade

Figura 13. Resolução do aluno 7C para (Q
) e (Qd).
Figura 14. Resolução do aluno 7B para (Q
) e (Qd).
Figura 15. Resolução do aluno 7A para (Q
) e (Qd).Questões e. (Qe) e f. (Qf)Estas duas questões deram azo a alguma 
onfusão nos alunos. Os alunos assu-miram que a primeira se referia ao termo geral e depois não sabiam o que responderna segunda, a
hando estranho que ambas as questões soli
itassem o mesmo. Só umaluno es
reveu em linguagem natural a lei de formação da sequên
ia (Fig. 16) eoutro es
reveu, também em linguagem natural, a expressão 2n + 1 (Fig. 17). Os83



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operaçõesrestantes alunos responderam à questão (Qe) 
om o termo geral da sequên
ia (Fig.18, Fig. 19 e Fig. 20).As respostas à segunda destas questões a
abou por ser bastante 
uriosa. Muitosalunos foram ao 
aderno diário relembrar a expressão analíti
a e as respostas foramvariadas. Na Fig. 18 o aluno representou através de um esquema, utilizado numaaula anterior, o �fun
ionamento� de uma função, as ordens (a entrar na 
aixa) e osrespetivos termos (a sair da 
aixa), depois da transformação por 2n+1. Na mesmaaula em que foi exposto o esquema referido, também foram esquematizadas as ope-rações a efetuar para determinar a imagem de um valor através de uma determinadafunção. Foi este o esquema (Fig. 19 e Fig. 20) utilizado por outros alunos.
Figura 16. Resolução do aluno 7F para (Qe) e (Qf).
Figura 17. Resolução do aluno 7H para (Qe) e (Qf).
Figura 18. Resolução do aluno 7D para (Qe) e (Qf).
Figura 19. Resolução do aluno 7E para (Qe) e (Qf).84



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridade
Figura 20. Resolução do aluno 7A para (Qe) e (Qf).1.2. Tarefa 2: �Auto
arros (mm
 e md
)�. Na tarefa �Auto
arros� (verAnexo II), foram apresentadas duas situações problemáti
as, sob a mesma temáti
a,das quais, a primeira foi resolvida em 
ontexto de sala de aula e a segunda proposta
omo tarefa para 
asa. Esta 
onsistiu numa atividade na qual se pretendia que osalunos apli
assem os seus 
onhe
imentos sobre múltiplos e divisores sem tal estarexplí
ito.Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-tivos:

• identi�
ar os dados, as 
ondições e o objetivo do problema;
• 
on
eber e p�r em práti
a estratégias de resolução de problemas, veri�
andoa adequação dos resultados obtidos e dos pro
essos utilizados;
• expli
ar e justi�
ar pro
essos, resultados e ideias matemáti
as;
• exprimir ideias e pro
essos matemáti
os, oralmente e por es
rito, usando anotação, simbologia e vo
abulário próprios;
• de
ompor números naturais;
• de
ompor em fatores primos;
• 
ompreender as noções de mínimo múltiplo 
omum e máximo divisor 
o-mum de dois números e determinar o seu valor.Como em todas as propostas que 
onstituíam um desa�o, os alunos mostraram-se re
etivos e interessados. Dei a indi
ação de que a tarefa teria que ser realizada apares, pelo que a planta da sala de aula teve que ser reajustada. Os alunos �
aramsentados 
om um 
olega de 
arteira à ex
eção de um grupo que �
ou 
om trêselementos. A aluna 
om Ne
essidades Edu
ativas Espe
iais, dadas as 
ara
terísti
asda tarefa, trabalhou individualmente uma �
ha de trabalho adaptada, proposta pelaequipa de Ensino Espe
ial. 85



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operações1. (Q1) A empresa City Express une as 
idades de Lisboa e Covilhã numa linharegular de auto
arros. Para evitar esperas desne
essárias aos seus passageiros,de
idiu 
olo
ar uma máquina de venda automáti
a de bilhetes na estação deSete Rios (Lisboa). Se a máquina vender uni
amente bilhetes para o trajetoLisboa-Covilhã e vi
e-versa, 
al
ula qual é o preço do bilhete, sabendo que
usta mais de 1 euro e que em dois dias 
onse
utivos o total de vendas damáquina foi de 1105 e 1482 euros, respetivamente.2. (Q2) Da 
entral de 
amionagem de Sete Rios partem duas linhas de au-to
arros, a primeira parte a 
ada 12 minutos e a segunda a 
ada 20 minutos.Sabe-se que às 6 horas partem, em simultâneo, dois auto
arros, um de 
adalinha. a. (Q2a) A que horas volta a 
oin
idir a partida dos auto
arros dasduas linhas? b. (Q2b) Quantos auto
arros terão partido de 
ada linha até àshoras indi
adas em a.?
Figura 21. Ex
erto da Tarefa 2.Após a minha leitura do enun
iado, foi ne
essário es
lare
er que o preço dobilhete de ida é igual ao preço de volta.Rapidamente um aluno perguntou o que se segue.Aluno 7F: Podemos usar várias regras? Regra de três simples e isso?Eu anuí e aproveitei para salientar que poderiam usar qualquer tipo de estratégiade resolução que 
onsiderassem adequada.No grupo do aluno 7D já tinham interpretado o problema e, na tentativa desaberem se estavam no 
aminho 
erto, surgiu a pergunta seguinte.Aluno 7D: Aqui estamos a pensar somar este [1105℄ e este [1482℄ e dividir porqualquer 
oisa. Não é?Eu questionei sobre o que pretendiam 
om a soma dos dois valores e um rapidamenterespondeu.Aluno 7D: Vou ter o total dos dois dias. E para saber o preço do bilhete, 
omoé mais de 1 euro, tenho que dividir por alguma 
oisa.Passados 10 minutos abordei a mesa do aluno 7B.Professora: O que já �zeram?Aluno 7B: Já tirámos os dados. 1105 euros de ida e 1482 euros de volta.86



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadeA resposta do aluno 7B revela que o enun
iado não foi bem interpretado, ape-sar de que, neste 
aso, a interpretação do aluno não interfere 
om a resolução doproblema.A inquietação e a frustração 
omeçou-se a instalar um pou
o por toda a sala deaula, notório, por exemplo, nos seguintes 
omentários.Aluno 7I: Este é um exer
í
io do 10.o ano ou da universidade.Aluno 7H: Não estou a per
eber nada disto. Só tenho três dados! São só trêsnúmeros. É quase impossível resolver um problema 
om três números.Passados 18 minutos ouve-se a seguinte ex
lamação.Aluno 7A: Já sei!Dirigi-me à mesa do aluno e questionei-o sobre a sua resolução.Aluno 7A: Então 1105 a dividir por 85 dá 13 e 1482 a dividir por 114 dá 13.Apesar de o aluno não expli
ar 
omo obteve os valores 85 e 114, a resolução no
aderno estava 
orreta (Fig. 22).

Figura 22. Resolução do aluno 7A para (Q1).Nos grupos dos alunos 7H e 7G ainda não havia uma estratégia para a resoluçãodo problema.Aluno 7H: Não estou a per
eber nada. Já ouvi falar em md
 e mm
 e não estoua per
eber nada.Aluno 7G: É difí
il.Professora: Pensem ao 
ontrário. De�nam um preço e 
onstruam o problema ao
ontrário.Três minutos depois . . . 87



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesAluno 7D: 1105 é o número total de bilhetes vendidos vezes o preço de 
adabilhete. E o 1482 é o número total de bilhetes vendidos vezes o preço de 
adabilhete.Soli
itei ao aluno 7D a partilha, 
om a turma, da sua 
on
lusão e refor
ei 
omose segue.Professora: O que é que há aqui em 
omum?Turma: O preço de 
ada bilhete!Professora: Se souber o preço de 
ada bilhete, o que 
onseguimos saber?Aluno 7D: O número de pessoas.Professora: O número de bilhetes.Aluno 7F: Se soubermos o preço de 
ada bilhete sabemos quantas pessoas 
om-praram o bilhete. Então se soubermos quantas pessoas 
ompraram o bilhete 
onse-guimos ter a resposta.O grupo do aluno 7F a
abou por des
obrir o preço de 
ada bilhete por tentativaerro. Com o seu 
olega de grupo, o aluno 7C, e 
om a ajuda da 
al
uladora, 
ome-çaram a testar os divisores a partir de 10, e desta forma rapidamente 
hegaram àresposta pretendida.A dada altura, e 
om as di�
uldades sentidas, os alunos 
omeçaram a partilharinformações entre grupos, o que levou a 
onhe
erem em parte a resolução do aluno7A. Souberam que passaria pela fatorização em números primos e pela pro
ura domáximo divisor 
omum, sem, no fundo, per
eberem o objetivo �nal.Estabele
i um diálogo 
om o aluno 7H.Professora: Porquê md
?Aluno 7H: Porque é o máximo divisor 
omum.Professora: E porquê? Porque tem que ser um divisor 
omum?Aluno 7H:: Como é que hei de expli
ar?! Ou seja, ao dividirmos este [1105℄por este [1482℄ e vi
e-versa vai dar um número de
imal. Nós temos que a
har umnúmero 
erto.O aluno 7D, 
om o 
olega de grupo, dirigiu-se a mim 
om a sua expli
ação.Aluno 7D: Des
obrimos 
om a 
al
uladora o máximo divisor deste [1105℄ que dá
85 e o máximo divisor deste [1482℄ que dá 114 e 1105 a dividir por 85 dá 13 e 1482a dividir por 114 também.Professora: E o que representa neste 
aso o 85?Aluno 7D: O número de pessoas. 88



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadeApesar de interpretar 
orretamente os valores, estes foram obtidos já 
om oauxílio de resoluções de 
olegas.Passados 45 minutos desde o iní
io da tarefa, e tendo em 
onta o insu
esso naresolução da maioria dos alunos, �z a resolução no quadro in
entivando os alunos aparti
iparem na sua 
onstrução.Apresenta-se de seguida a resolução do aluno 7C 
onforme foi exposta no quadroda sala de aula (Fig. 23).

Figura 23. Correção de (Q1) 
opiada do quadro.Observe-se que o aluno, nesta resolução, mesmo a
ompanhando o trabalho de-senvolvido no quadro, ao 
opiar para o seu 
aderno 
omete um erro. Nas fatorizaçõesdos números 1105 e 1482, ao invés de multipli
ar os seus fatores primos, usou o sinalda adição. Esta situação revela, para além de desatenção, falta de 
onhe
imentosobre a fatorização de números naturais.Perante esta 
onstatação, junto do aluno, 
hamei-o à atenção para se o que estavaes
rito no quadro 
orrespondia ao registado no 
aderno. Alertei também a turmapara a importân
ia de estarem atentos quando 
opiam do quadro. Aproveitando89



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operaçõesainda esta situação, refor
ei a ideia da fatorização dos números em fatores primos,re
orrendo às fatorizações dos números 1105 e 1482, e que a palavra fatorização estáasso
iada à operação de multipli
ação.A segunda parte da tarefa, (Q2), dividida em duas alíneas, foi resolvida em 
asae entregue na aula seguinte em formato de papel. Entregaram todos os alunos àex
eção de três. Todas as respostas entregues foram 
onsideradas 
orretas. Seguem-se dois exemplos de resposta (Fig. 24 e Fig. 25).

Figura 24. Resolução do aluno 7B para (Q2).

Figura 25. Resolução do aluno 7K para (Q2).90



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridade1.3. Tarefa 3: �Sequên
ia de Fibona

i�. A tarefa �Sequên
ia de Fibona

i�(ver Anexo III), pre
edida de uma 
ontextualização históri
a, foi 
onstituída por umúni
o problema dividido em duas questões similares. Esta tarefa, apesar de não serreferida no PMEB, 
onsta de uma temáti
a frequentemente abordada nos manuaises
olares no âmbito do estudo de sequên
ias e regularidades. Justi�
ou-se a suaabordagem, através de uma tarefa, tanto pela relevân
ia históri
a que apresenta
omo pelo desa�o que pode ser lançado aos alunos na sua interpretação.A tarefa foi proposta na última semana do segundo período, enquanto que otópi
o de Sequên
ias e Regularidades foi abordado no �nal do primeiro período.Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os objetivos:
• 
onhe
er aspetos da história da Matemáti
a;
• de�nir uma sequên
ia por re
orrên
ia;
• 
onhe
er a sequên
ia de Fibona

i;
• desenvolver persistên
ia na pro
ura de soluções perante uma situação nova.Supõe que se 
olo
a um 
asal de 
oelhos num re
into do qual não podemsair. No primeiro mês de vida, o 
asal de 
oelhos é ainda muito novo parase reproduzir. A partir do segundo mês, este 
asal torna-se fértil e dá origema um novo 
asal (ma
ho e fêmea) que nas
e no mês seguinte. Este pro
essorepete-se todos os meses 
om 
ada 
asal de 
oelhos.Ao �m de 
in
o meses, admitindo que não morre nenhum 
oelho, quantos
asais de 
oelhos haverá no re
into? E ao �nal de sete meses? Obs.: Usa, parate auxiliar, os re
ortes de 
oelhos.Figura 26. Ex
erto da Tarefa 3.Dividi a turma em 7 grupos de dois alunos e 1 de três, aos quais foi distribuídaa tarefa em papel e um 
onjunto de 30 
asais de 
oelhos, também em papel (Fig.27), para manipulação e eventual esquematização da situação problemáti
a.

Figura 27. Casal de 
oelhos.91



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesA tarefa foi re
ebida 
om entusiasmo e rapidamente os alunos interessaram-sepelo seu enun
iado. Eu li a tarefa e expliquei que poderiam usar os re
ortes dos 
asaisde 
oelhos bem 
omo a mesa de trabalho para a exploração do desa�o. Questioneiainda toda a turma sobre o ponto de partida 
om o objetivo de dire
ionar e estimularo iní
io do ra
io
ínio.Professora: Qual é a situação ini
ial?Aluno 7H: Um 
asal de 
oelhos.De
orridos 10 minutos, já sete dos oito grupos dis
utiam a estratégia de resoluçãodo problema podendo-se observar, espalhados pelas mesas de trabalho, 
asais de
oelhos 
om diversas disposições.Enquanto eu 
ir
ulava pela sala de aula, os alunos aproveitavam para 
olo
aralgumas questões, todas rela
ionadas 
om a mesma di�
uldade na interpretação doenun
iado.Aluno 7A: Eles nas
em e a partir do segundo mês tornam-se férteis. Mas osoutros 
oelhos só nas
em no mês seguinte?Aluno 7C: O primeiro 
asal ainda pode ter mais �lhos, ou não?Aluno 7H: Tenho uma dúvida, o primeiro 
asal reproduz-se no próximo mês?Aluno 7D: Os �lhos também só podem ter �lhos no segundo mês?Perante estas questões, optei por me dirigir a toda a turma reforçando a ideiade que os 
oelhos só se 
onseguem reproduzir no segundo mês de vida e que a partirdaí se reproduzem mensalmente.Notaram-se algumas di�
uldades no diálogo entre os pares. Quando um aluno
omeçava a esquematizar a reprodução dos 
oelhos nem sempre o(s) 
olega(s) 
on-seguia(m) a
ompanhar o ra
io
ínio. Isto prova que é um problema 
om diversasformas de abordagem, 
omo veremos adiante, nem sempre 
laras para os demais.Após 30 minutos foi possível observar as seguintes resoluções.

Figura 28. Resolução dos alunos 7H e 7L.92



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridadeEste esquema estava muito bem 
onstruído e representava na perfeição a repro-dução dos 
oelhos. Porém a pergunta que se impunha era que quantidade de 
asaisde 
oelhos existiriam ao �m de 5 e de 7 meses. Estes alunos 
onsideraram o nas
i-mento dos 
oelhos 
omo o momento �1� e não o momento �0�, 
omo era esperado.O primeiro 
asal que 
onsta à esquerda a
abou de nas
er e daí no mês seguintehaver um espaço em bran
o que representa o mês até atingir a idade fértil. Noter
eiro momento (3a 
oluna) nas
e um 
asal de 
oelhos. Na 4a 
oluna, o 
asal da3a 
oluna ainda não pode pro
riar e por isso apenas nas
e um 
asal do primeiro
asal de 
oelhos. Na 5a 
oluna temos dois 
asais de 
oelhos em idade fértil e, assimsendo, nas
em mais dois. Na 6a e 7a 
olunas, pela mesma ordem de ideias, temos 3e 5 
asais de 
oelhos em idade fértil respetivamente, representando-se o nas
imentode 3 e 5 
asais de 
oelhos. Falta portanto uma 
oluna que represente o 7o mês queteria o nas
imento de oito 
asais. Assim sendo, as suas respostas �
aram desfasadasum mês, tendo os alunos indi
ado 5 
omo o número de 
asais de 
oelhos existentesao �m de 5 meses e 13 ao �m de 7 meses.Segue-se uma resolução que, em termos de esquema e ra
io
ínio, é muito idênti
aà anterior. Contudo, os alunos, para além do erro na 
atalogação do momento zero,baralharam-se ao querer, desde iní
io, fazer o esquema logo para os 7 meses. Estefa
to induziu ao �esque
imento� da reprodução dos 
asais de 
oelhos que entretantoforam nas
endo.

Figura 29. Resolução dos alunos 7C e 7F.Dois alunos �zeram uma esquematização que se revelou surpreendente, tanto pelaimagem visual 
omo pelo ra
io
ínio que lhe está asso
iado. O que à primeira vistapare
e um esquema sem nexo e muito pou
o estruturado, numa segunda apre
iaçãomostra-se de extrema simpli
idade. 93



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operações

Figura 30. Resolução dos alunos 7B e 7J � primeiro esquema.

Figura 31. Resolução dos alunos 7B e 7J � segundo esquema.A resolução da Fig. 30 
ontinha erros e, após reformulação, obtiveram o esquemada Fig. 31, desta vez totalmente 
orreto. Repare-se que as respostas às duas questõesdo enun
iado podem ser obtidas através deste esquema 
ontando o número de nós
om valor menor ou igual a 5, para responder à primeira questão, e a totalidade denós, para responder à segunda questão.Os nós 
orrespondem aos 
asais de 
oelhos nas
idos no mês neles ins
rito e assetas indi
am a des
endên
ia de 
ada um dos nós (
asal de 
oelhos), que por suavez remetem para novos nós 
om a indi
ação do mês de nas
imento do novo 
asal.Dos restantes 
in
o grupos, um não 
onseguiu dar iní
io à resolução e os outrosquatro apresentaram esquemas de difí
il 
ompreensão e que os próprios alunos não
onseguiam expli
ar, 
omo se exempli�
a de seguida (Fig. 32, Fig. 33 e Fig. 34).94



1. Resolução de Tarefas no 7.o Ano de Es
olaridade

Figura 32. Resolução in
orreta I.

Figura 33. Resolução in
orreta II.

Figura 34. Resolução in
orreta III.95



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesDado que apenas 35% dos alunos 
ompreenderam a evolução da sequên
ia, euavan
ei para a resolução da tarefa, usando para tal os mesmos re
ortes de 
asais de
oelhos a�xados num pla
ar. Come
ei por identi�
ar os meses na verti
al usandotambém re
ortes em papel (Fig. 35) e de seguida questionei a turma sobre a situaçãoini
ial.

Figura 35. Pla
ar da sala antes da resolução.Professora: Qual é a situação ini
ial?Vários alunos: Um 
asal de 
oelhos.Rapidamente a�xei um 
asal de 
oelhos antes da barra 
ronológi
a e entre vários
omentários desta
a-se um.Aluno 7B: Pois, ainda não têm um mês. A
abaram de nas
er!Interrogando a turma, fomos em 
onjunto, a
res
entando os 
asais de 
oelhosna linha 
ronológi
a. Com a ex
eção de dois alunos, todos parti
iparam ativamentenesta 
onstrução, o que levou a momentos de alguma 
onfusão e dis
ussão, na mai-oria pela di�
uldade, a partir do 4o mês, em identi�
ar os 
asais férteis e não férteis.Após a 
onstrução da sequên
ia para os primeiros 5 meses, resultou o esquemada Fig. 36, que todos os alunos registaram no 
aderno diário. Após este momento
ontinuámos a 
onstrução da sequên
ia até aos 7 meses, que foi novamente registadano 
aderno diário. Por último e 
omo 
uriosidade, ainda determinámos o númerode 
oelhos no 8o mês, que apenas �
ou 
onstruído no pla
ar dada a limitação deespaço e organização da maioria dos 
adernos.96



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridade

Figura 36. Pla
ar da sala 
om a resposta do número de 
asais de
oelhos ao �m de 
in
o meses.2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridadeA turma do 9.o ano de es
olaridade, onde se realizou o estudo, é 
onstituída por18 alunos, 
om idades 
ompreendidas entre os 13 e os 17 anos. Nestes há 9 alunosdo sexo feminino e 9 do sexo mas
ulino, um dos quais 
om Ne
essidades Edu
ativasEspe
iais (Síndrome de Asperger) 
om 
urrí
ulo espe
í�
o individual.Um dos alunos está a frequentar o 9.o ano pela segunda vez e, dos restantesdezassete, sete já �
aram retidos ao longo do seu per
urso es
olar. No 7.o ano dees
olaridade foram, desde logo, diagnosti
adas grandes la
unas no que diz respeito às
ompetên
ias essen
iais de Matemáti
a do 2.o Ci
lo do Ensino Bási
o. Esta situaçãore�etia-se também pelo elevado número de alunos que transitaram para o 7.o ano
om nível inferior a três na dis
iplina de Matemáti
a. Trinta e sete por
ento dosalunos transitaram para o 9.o ano 
om nível inferior a três.Na turma do 9.o em questão foram identi�
ados 
omo inibidores de aprendizagemas seguintes 
ara
terísti
as:
• falta de empenho nas atividades propostas na aula;
• pou
os hábitos de trabalho autónomo, essen
iais para o nível de ensino emque se en
ontram;
• resistên
ia à aprendizagem, bem 
omo alguns 
omportamentos desajusta-dos; 97
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• 
omportamento agitado e falta de 
on
entração.A turma não tem no seu horário uma sala �xa, mas todas as salas têm a mesmatipologia: janelas grandes em todo o 
omprimento de um lado da sala, mesas dedois lugares, um quadro bran
o, um 
omputador e um projetor �xos.A planta da sala de aula foi de�nida pelo 
onselho de turma, e é ajustada aolongo do ano letivo 
onforme o 
omportamento dos alunos (Fig. 37). O aluno 
omSíndrome de Asperger, muito bem integrado na turma, manteve o mesmo lugar aolongo do ano, sozinho na primeira mesa de uma das �las.

Figura 37. Planta da sala de aula da turma do 9.o ano.No 
ontexto do estudo, a esta turma foram propostas três tarefas: �DemonstraçãoI�, �Demonstração II� e �Fórmula Resolvente�. À semelhança do que su
edeu no 7.oano, as tarefas foram distribuídas em forma de �
ha de trabalho a todos os alunos.As primeiras basearam-se na mesma metodologia, que 
onsistiu na sua resolução em
onjunto 
om indagações da minha parte e parti
ipação dos alunos. A ter
eira tarefa,após uma breve introdução, foi resolvida a pares, numa fase ini
ial, e depois por mim,no quadro, 
om tro
a de ideias (professora�grupo de alunos; alunos�alunos).2.1. Tarefa 1: �Demonstração I�. A tarefa �Demonstração I� foi realizadaem duas partes. A primeira parte, nos últimos 35 minutos de uma aula, foi dedi
adaà biogra�a de Gauss e 
omo, em 
riança, 
al
ulou a soma dos primeiros 100 númerosnaturais. A segunda parte foi realizada numa aula de 45 minutos e 
onsistia emdemonstrar que raiz quadrada de dois é um número irra
ional.Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-tivos:
• 
onhe
er aspetos da história da Matemáti
a;98



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridade
• 
ompreender a função da demonstração;
• desenvolver a 
apa
idade de abstrair e de generalizar;
• utilizar 
orretamente os termos hipótese e tese;
• 
onhe
er o Teorema Fundamental da Aritméti
a;
• 
onsolidar as propriedades dos números naturais, ra
ionais e suas operações.A realização da tarefa, na qual já era dada a indi
ação de que o método a usarna demonstração seria o de redução ao absurdo, foi feita oralmente 
om registo nafolha, em espaços previamente de�nidos para o efeito (ver Anexo IV). O quadrofoi utilizado para exposição de exemplos, registo de propriedades ne
essárias para atarefa e a
ompanhamento de alguns passos que exigiam 
ál
ulo.Os alunos já tinham 
onhe
imento sobre em que 
onsistia a demonstração deum resultado e sobre algumas das diferentes formas de realizar uma demonstração.Na aula anterior foram apresentados dois tipos de demonstração: indução e reduçãoao absurdo. Para ilustrar este último método foi demonstrada a propriedade �Se

p2 é par então p é par, 
om p ∈ N�. Para tal, os alunos 
riaram um separador no
aderno diário 
om o tema �Teoremas e demonstrações�. Antes da demonstração,propus aos alunos a experimentação de 
asos parti
ulares, que os levou a 
onjeturaras propriedades analisadas.Soli
itei ao aluno 9E a leitura da biogra�a de Johann Carl Gauss que 
onstavana �
ha distribuída e, após esta leitura, questionei os alunos se estavam re
ordadosde, no ano anterior, terem 
al
ulado a soma dos primeiros 100 números naturais.Os alunos re
ordavam-se mas já não tinham presente 
omo o tinham feito. Registeientão no quadro a expressão 1+2+3+4+. . . · · ·+97+98+99+100 que re
onhe
eram.A partir daqui questionei sobre a soma das par
elas i+ 1 e 100− i, i ∈ {0, . . . , 49},e 
on
luímos que 1 + 2 + 3 + 4 + . . . . . .+ 97 + 98 + 99 + 100 = 101× 50 = 5050. Oesquema 
onstruído no quadro (Fig. 38) foi registado no espaço destinado, na �
hade trabalho, para o efeito.
Figura 38. Representação, no quadro, da soma dos 100 primeirosnúmeros naturais. 99



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesNesta altura passei à leitura do parágrafo seguinte e ajudei a 
lari�
ar o enun
i-ado do Teorema Fundamental da Aritméti
a através de dois exemplos (os números24 e 210), re
ordando a fatorização de um número em fatores primos.Depois de reforçar a importân
ia da prova da vera
idade de teoremas e proprie-dades, dei iní
io à demonstração de �A raiz quadrada de 2 é um número irra
ional�,informando, tal 
omo estava des
rito, que re
orreríamos ao método de redução aoabsurdo, e que se des
reve de seguida.Professora: E o método de redução ao absurdo 
onsta em quê?Aluno 9A: Raiz quadrada de 2 não é um número irra
ional.Professora: Consta em negar a tese, neste 
aso assumir, supor que raiz quadradade 2 não é um número irra
ional. Suponhamos que raiz quadrada de dois não é umnúmero irra
ional.Soli
itei aos alunos a leitura em voz alta de 
ada passo da demonstração.Aluno 9C: Se raiz quadrada de dois é um número ra
ional, então pode es
rever-sena forma. . .Professora: Então a raiz quadrada de dois pode ser es
rita na forma?Aluno 9B a
ompanhado por alguns 
olegas: Fração.Professora: Qualquer fração?Aluno 9B: Fração irredutível.O aluno 9D 
ontinuou a leitura já 
om a frase devidamente 
ompleta.Aluno 9D: Se raiz quadrada de dois é um número ra
ional, então pode es
rever-sena forma de fração irredutível.A noção de fração irredutível levantou algumas questões na aula que levou a umdesvio da demonstração, tal 
omo se trans
reve de seguida.Professora: Então vamos es
rever raiz quadrada de dois na forma de uma fraçãoirredutível. Vamos assumir que é uma fração do tipo a

b
. a e b têm que ser números?Vários alunos: Números naturais.Vários alunos: Números fra
ionários.Professora: O numerador tem que ser um número fra
ionário?Aluno 9E: Ahh não!Aluno 9F: Números inteiros.Professora: Muito bem aluno 9F! O numerador e o denominador têm que sernúmeros inteiros, têm que perten
er ao 
onjunto Z. Mas o b não pode ser o quê?Vários alunos: Zero. 100



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridadeProfessora: E porque é que o b não pode ser zero?Aluno 9G: Porque não faz sentido.Professora: Não faz sentido porquê?Aluno 9G: Não se pode dividir.Professora: b tem que ser diferente de zero porque é impossível dividir por zero,é impossível dividir alguma 
oisa por nada. Porque é que a�rmo de seguida que a e
b não podem ter nenhum fator [primo℄ em 
omum?Silên
io.Professora: Se a e b tivessem um fator em 
omum?Silên
io.Professora: Deem-me um exemplo de uma fração em que o numerador e o de-nominador tenham um fator em 
omum.Aluno 9A: 10

10
.Passei a registar no quadro.Professora: 10

10
é a unidade. Outra diferente!Aluno 9H: 5

10
.Professora: Qual é o fator em 
omum a 5 e a 10?Aluno 9E a
ompanhado por alguns 
olegas: 2.Professora: O 2?Aluno 9C: Sim.Aluno 9E: o 5?Professora: O 5! O 5 e o 10 têm o 5 
omo fator em 
omum. E 
omo transformoa fração em irredutível?Aluno 9E a
ompanhado por alguns 
olegas: Dividimos por 5.Aluno 9E: 5 a dividir por 5 e 10 a dividir por 5.Professora: Fi
a portanto 1

2
, que é uma fração?Vários alunos: Irredutível.Professora Reparem que agora 1 e 2 não têm nenhum fator [primo℄ em 
omum,ou seja, não são divisíveis pelo mesmo número. Deem-me agora um exemplo de umafração em que o numerador e o denominador tenham um fator em 
omum, ou seja,sejam divisíveis pelo mesmo número, e que seja irredutível.Silên
io.

101



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesProfessora: Talvez não seja possível. . . Aluno 9I, dá-me um exemplo de umafração redutível, ou seja, uma em que o numerador e denominador sejam divisíveispelo mesmo número.O aluno 9I nao respondeu, eu insisti e a
abei por dire
ionar a questão a outroaluno.Professora: Aluno 9B?Aluno 9B: 2

4
.Professora: Aluno 9I, porque é que esta fração que o aluno 9B sugeriu é umafração 
ujo numerador e denominador têm um fator em 
omum, ou seja, são divisíveispor um mesmo número?Aluno 9I: 2.Professora: O numerador e denominador são divisíveis por 2. Simpli�
ando�
a 1

2
. Deem-me mais um exemplo de outra fração 
ujo numerador e denominadortenham um fator em 
omum.Aluno 9E: 3

6
.Professora: Qual o fator em 
omum a 3 e a 6?Aluno 9J: 3.Professora: Simpli�
ando esta fração �
a?Aluno 9B: 1

2
.Professora: Conseguem en
ontrar alguma fração irredutível em que o numeradore denominador tenham fatores em 
omum?Aluno 9A: Não.Professora: Se a fração é irredutível já não é possível dividir o numerador edenominador pelo mesmo número. Con
ordam?Vários alunos: Sim.Prossegui, 
om os alunos, a demonstração.Professora: Numa fração irredutível, o numerador e o denominador já não têmfatores em 
omum, por isso ao dizer que raiz de 2 se es
reve na forma a

b
e que estafração é irredutível, temos que ter algumas garantias. a tem que ser um número?Aluno 9E: Inteiro.Professora: E o b um número?Vários alunos: Inteiro.Professora: E?Vários alunos: Diferente de zero. 102



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridadeProfessora: E que a e b não têm fatores em 
omum. Continuando. . .Es
revi no quadro: √2 = a
b
e reproduzi oralmente.O aluno 9K 
ontinuou a leitura.Aluno 9K: Vamos analisar esta fração, isto é, a natureza do numerador [a℄ e dodenominador [b℄. Para nos desfazermos do símbolo de raiz, na igualdade pre
edente,elevamos ambos os membros ao quadrado.Professora: Re
ordam-se? Para nos desembaraçar-mos de uma raiz numa equa-ção, isolamos a raiz num dos membros e elevamos ambos ao quadrado. Então elevemambos os membros a 2.Alguns alunos per
eberam o que se pretendia, outros es
reveram √

2 = (a
b
)2.Regressei ao quadro para expli
ar que tinha que ser em ambos os membros.Professora: Temos a seguinte igualdade√2 = a

b
[registo no quadro℄. Se me querodesfazer da raiz, o que faço?Vários alunos: Elevamos ao quadrado.Professora: Mas, atenção! Numa equação, se efetuarmos alguma operação numdos membros, temos que fazer o mesmo ao outro membro. Lembram-se que têm quemanter o equilíbrio entre os dois membros 
omo se fosse uma balança!Es
revi o pro
edimento no quadro: √2

2

= (a
b
)2.Professora: O que a
onte
e agora?Aluno 9B: Corta 
orta.Professora: Exatamente, a raiz 
orta 
om o quadrado, ou seja, simpli�
a! E
omo �
a?Aluno 9B: 22 = (a

b
)2.O aluno 9I não estava a evoluir e eu detive-me junto dele para re
ordar a noçãode raiz e por que é que √

2
2
= 2.Professora: Retomando a nossa igualdade. Aluno 9L, qual o próximo passo nanossa demonstração?Aluno 9L: Apli
ando as propriedades das potên
ias �
a.Professora: Que regra vamos apli
ar aluno 9L?Silên
io.Professora: O que é que podemos fazer naquela potên
ia? (aponta para o qua-dro).Silên
io.Professora: Quem é que ajuda o aluno 9L?103
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as Letivas no Tema Números e OperaçõesAluno 9B: Eu. Eu a
ho que �
a, 
omo os expoentes são iguais, a menos b. Não,
a a dividir por b.Professora: Estás a 
onfundir! Vamos relembrar as regras das potên
ias.Es
revi então no quadro as regras das potên
ias.O aluno 9H estava a es
rever as regras no espaço da demonstração. Chamei-o àatenção e sugeri-lhe que es
revesse ao lado, aproveitando para veri�
ar as �
has dosrestantes alunos.Enquanto alguns alunos estavam a es
rever as regras no 
orpo da demonstração,outros já estavam a evoluir 
orretamente 
om três notações distintas:

2 = (a
b
)2 = a2

b2
;

2 = a2

b2
;

a2

b2
.Professora: Têm que manter os dois membros da igualdade. Aluno 9G lê o quees
reveste.Aluno 9G: 2 = a2

b2
[2 igual a a ao quadrado sobre b ao quadrado℄.Registei a igualdade no quadro.Professora: A igualdade anterior é equivalente a esta.Tendo em 
onta as des
ontinuidades na elaboração da demonstração devido àsdi�
uldades dos alunos, e para reforçar o que tinha sido trabalhado, re
apituleitoda a demonstração desde o iní
io até aqui. Depois prossegui, 
om os alunos, ademonstração.Professora: Vamos então reduzir ambos os membros da igualdade ao mesmodenominador.Observei que o aluno 9M es
reveu 2

b2
= a2

b2
.Professora: Aluno 9M, ter 10 euros é o mesmo que ter 10 euros a dividir por 2?Aluno 9M: Não.Professora: Podes então, de um momento para o outro, passar de 2 para 2

b2
?Silên
io.Conhe
endo as di�
uldades do aluno, passei para o seguinte exemplo no quadro:

2

3
+ 1

5
.Professora: Para somar duas frações temos que?Aluno 9B: Reduzir ao mesmo denominador.Professora: Aluno 9M, 
omo �
a?Com a minha ajuda e a dos 
olegas foi 
al
ulada a soma.104
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olaridadeProfessora: Aluno 9M, 10

15
é diferente de 2

3
?Aluno 9M: Sim.Professora: Valem valores diferentes?Silên
io.De
idi então exempli�
ar 
om dois 
ír
ulos, onde num representei 10

15
e noutro 2

3
,(Fig. 39).

Figura 39. Representação esquemáti
a de 10

15
e de 2

3
.Professora: A�nal aluno 9M, as frações são equi. . .Aluno 9M: Equivalentes.Professora: As frações são equivalentes, valem o mesmo!De volta à igualdade 2 = a2

b2
refor
ei que não se podem limitar a dividir o primeiromembro por b2. No quadro reduzi ambos os membros da igualdade ao mesmodenominador: 2b2

b2
= a2

b2
.Professora: E agora posso?Vários alunos: Pode 
ortar.Professora: E 
omo �
a aluno 9D?Aluno 9D: 2b2 = a2.Re
apitulei todos os passos desde 2 = (a

b
)2.Professora: Chegámos a uma expressão simples! 2b2 = a2 que é equivalente a

a2 = 2b2.Chamei à atenção que a2 é um número e que esse número é duas vezes um outronúmero.Professora: O que me dizem sobre números na forma 2v?Obtive respostas pou
o 
laras, nomeadamente �É o dobro�, e na maioria imper-
etíveis.Professora: Leiam lá o que vem es
rito a seguir.Alguns alunos lêm alto. 105
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as Letivas no Tema Números e OperaçõesProfessora: Então o que dizem sobre a2?Alunos 9A e 9N: É par.Professora: Muito bem. Agora registem no espaço da vossa �
ha e leiam o quevem a seguir.Depois de 
onsultarem o 
aderno diário, foi o aluno 9N que primeiro identi�
oua propriedade a que se refere a tarefa. A mesma tinha sido abordada numa aulaanterior. Todos os alunos es
reveram na �
ha: Se p2 é par então p é par, 
om p ∈ N.Professora: Então se a2 é par, o que me dizem sobre a paridade de a?Vários alunos: É par.A 15 minutos do �nal da aula, o aluno 9L 
hama a atenção que a aula está a
hegar ao �m.Professora: Se a é par pode ser es
rito de que forma?Aluno 9A: a2.Professora: Não.Aluno 9A: b2?Professora: Não. Vamos re
uar e ver a de�nição de número par. Qualquernúmero par es
reve-se da forma?Aluno 9O: p = 2k.Professora: Mas neste 
aso não lhe 
hamamos p mas sim a. Então 
omo �
a?Aluno 9O: a = 2k.Professora: Voltando à nossa última igualdade, 2b2 = a2 [registo no quadro℄,vamos substituir a por 2k. Como �
a aluno 9P?Silên
io.Professora: Vamos lá aluno 9P, onde tens o a substitui por 2k.Com ajuda do 
olega do lado, aluno 9Q, o aluno 9P 
on
luiu a substituição.Pare
eu que o aluno disse bem mas, tal 
omo outros alunos, es
reveu 2k2.Professora: Atenção que o expoente tem que se apli
ar não só ao k mas tambémao 2. Para isso usam um parênteses.Es
revi no quadro: 2b2 = (2k)2.Professora: Continuando a demonstração, desenvolvam agora a potên
ia (2k)2.Chamei a atenção dos alunos para a apli
ação da regra das potên
ias e per
orrias mesas observando a sua apli
ação. Muitos alunos es
reveram 4k. Corrigi o erroreferido nos lugares.Professora: Chegámos então a 2b2 = 4k2. Que sugestão se segue?106



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridadeAluno 9D a
ompanhado de alguns 
olegas: Dividindo ambos os membros daigualdade por 2.Pro
edi então à divisão, no quadro, de ambos os membros por 2: 2b2

2
= 4k2

2
⇔

b2 = 2k2.Professora: Reparem agora que b2 é da forma 2 vezes um número. Posto isto, oque me dizem sobre a paridade de b?Aluno 9B: É par.Professora: Exatamente. Preen
ham a a�rmação na vossa �
ha.Depois de um momento de pausa, prossegui.Professora: Então a e b são números pares, 
erto?Vários alunos: São.Professora: Se a e b são número pares podem ser divididos por que número?Aluno 9O: Por 2.Professora: Então se a e b são divisíveis por 2, a
b
é irredutível?Aluno 9B e aluno 9O: Não.Professora: Então há aqui uma 
ontradição. No iní
io da demonstração dissemosque a

b
era irredutível.Aluno 9D, aluno 9E e aluno 9O: Isso é a redução ao absurdo!Aluno 9E: A raiz de dois não é ra
ional!Professora: Chegámos a uma 
ontradição, ou seja, partimos de uma a�rmaçãoe agora 
hegámos a uma 
ontradição, um absurdo. Leva-nos então a 
on
luir, 
omodisse o aluno 9E, que a raiz quadrada de dois não é ra
ional. Completem agora osespaços do �nal da demonstração.2.2. Tarefa 2: �Demonstração II�. Em sequên
ia da tarefa anterior, propusaos alunos uma segunda demonstração da irra
ionalidade de √2 através do TeoremaFundamental da Aritméti
a, 
om o qual já tinham tido 
onta
to.Com a presente tarefa propunha-me que os alunos atingissem os seguintes obje-tivos:
• 
ompreender a função da demonstração;
• desenvolver a 
apa
idade de abstrair e de generalizar;
• utilizar 
orretamente os termos hipótese e tese;
• 
onsolidar as propriedades dos números naturais e ra
ionais, e suas opera-ções;
• apli
ar o Teorema Fundamental da Aritméti
a;107
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• 
ompreender que pode haver mais do que uma demonstração para ummesmo resultado.Tal 
omo na primeira demonstração, apresentei aos alunos uma �
ha já 
om ademonstração pré-feita, a qual os alunos 
ompletaram 
om o meu auxílio. Tendoem 
onta a similitude 
om a tarefa �Demonstração I�, os passos ini
iais foram dados
om su
esso. Importou nesta tarefa salientar um passo da demonstração que setrans
reve a seguir.Pelo Teorema Fundamental da Aritméti
a, p e q podem ser es
ritos 
omo .Pro
ura es
rever a a�rmação anterior em linguagem matemáti
a.

p =

q = Figura 40. Ex
erto da Tarefa 2.Re
orrendo à tarefa anterior, todos os alunos 
onseguiram, 
om su
esso, 
om-pletar a primeira frase. A título de exemplo veja-se uma resolução na Fig. 41.
Figura 41. Resolução do aluno 9C.Veri�quei a di�
uldade dos alunos para es
rever, em linguagem simbóli
a, p e q
omo produto de números primos por ordem não de
res
ente. De fa
to, não registeinenhum 
aso de su
esso na resposta. Foram 8 os alunos que 
onseguiram 
on
retizaruma resposta a esta questão. Todos os outros alunos não registaram nada.De entre as tentativas de resposta algumas revelaram a preo
upação em identi-�
ar os fatores 
omo números primos, dando essa indi
ação: es
revendo os númerosprimos (Fig. 42) ou identi�
ando as letras 
omo tal (Fig. 43).
Figura 42. Resolução do aluno 9O.108
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olaridade
Figura 43. Resolução do aluno 9A.Na resolução da Fig. 44, apesar de terem sido identi�
ados os fatores 
omonúmeros primos, houve uma tentativa em es
rever um produto de fatores utilizandoas letras do alfabeto, mas repetindo a mesma fatorização para p e q. Tal 
omo naresolução da Fig. 42, o aluno não distinguiu os dois números.
Figura 44. Resolução do aluno 9D.Houve ainda respostas sem sentido algum e que revelaram que o aluno não 
om-preendeu o que lhe era pedido, 
omo se 
onstata na resolução da Fig. 45.
Figura 45. Resolução do aluno 9M.Re
olhi as folhas onde foram registadas as respostas anteriores e, depois, distribuías páginas 3 e 4 da tarefa. Prosseguimos para a página 3 onde já estavam es
ritos

p e q 
omo produto de números primos. Os alunos �
aram surpreendidos 
om oaspeto das fatorizações, mas, dado o esforço feito em obter o mesmo resultado,
ompreenderam o que lhes era apresentado, 
om a ajuda de uma breve exploraçãominha no quadro.A 
ontinuação da demonstração, à semelhança da anterior, elaborou-se atravésdo preen
himento de espaços que se revelaram mais fá
eis de 
on
retizar levandoa que a demonstração se 
on
luísse, a partir da página 3, em 20 minutos. Não109
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as Letivas no Tema Números e Operaçõestendo registado áudio nem vídeo, dos apontamentos tomados, registei que os alunos
onsideraram esta demonstração mais �fá
il� que a anterior.2.3. Tarefa 3: �Fórmula Resolvente�. A tarefa �Fórmula Resolvente� 
on-sistiu num 
onjunto de três problemas históri
os resolvidos através de equações do2.o grau e, posteriormente, da demonstração da fórmula resolvente. Já tinha sidotrabalhada, nas aulas anteriores, a resolução de equações in
ompletas do 2.o grau,pelo que esta tarefa tinha, 
omo objetivo, introduzir as equações 
ompletas do 2.ograu e a fórmula resolvente. Propunha-me ainda que os alunos interpretassem eresolvessem problemas geométri
os e algébri
os envolvendo equações do 2.o grau.Após a introdução à tarefa e leitura, ambas realizadas por mim, dos três proble-mas propostos, dei 30 minutos para que os alunos relessem os problemas e ini
iassema sua resolução. Sugeri, depois de introduzida a tarefa, que poderia ser útil repre-sentar as �guras geométri
as sugeridas em 
ada um dos problemas.Problema A. Papiro de Mos
ou: Cal
ular a base de um retângulo 
uja alturaé igual a 3/4 de sua base e 
uja área é igual a 12.Problema B. Tábua babilóni
a: A
har o lado de um quadrado se a sua áreamenos o seu lado é 870.Problema C. Sulvasutras: A oitava parte de um bando de ma
a
os, elevada aoquadrado, brin
a num bosque. Além disso, 12 dos ma
a
os podem ser vistossobre uma 
olina. Qual é o número total de ma
a
os?Figura 46. Ex
erto da Tarefa 3.Passados os 30 minutos, 6 alunos ainda não tinham ini
iado a resolução denenhum dos problemas propostos na tarefa. Apresentam-se de seguida algumasresoluções de alunos que 
onseguiram dar alguns passos no referido espaço de tempo.Nuns 
asos os dados foram mal interpretados, noutros foram bem re
olhidos e oproblema mal equa
ionado, e noutros 
asos o problema foi bem equa
ionado masnão resolvido.
Figura 47. Re
olha de dados do Problema A pelo aluno 9R.110
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olaridade
Figura 48. Re
olha de dados do Problema A pelo aluno 9M.
Figura 49. Equação in
orreta do Problema A pelo aluno 9N.
Figura 50. Equação 
orreta do Problema A pelo aluno 9E.De seguida apresentam-se dois 
asos de alunos que equa
ionaram e resolverama equação, mas só um 
on
retizou a resolução do problema. O aluno 9B errou naresolução da equação (Fig. 51) e o aluno 9E 
ometeu apenas um erro na apresentaçãodo 
onjunto solução da equação (Fig. 52).

Figura 51. Equação 
orreta, mas mal resolvida, pelo aluno 9B.111
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Figura 52. Equação 
orreta do Problema A pelo aluno 9E.Seguiu-se a exploração no quadro, interagindo 
om os alunos.Professora: Vamos ler novamente o primeiro problema. Cal
ular a base de umretângulo 
uja altura é igual a 3

4
da sua base e 
uja área é igual a 12. O que
omeçamos por fazer?Aluno 9E: Desenhar um retângulo.Após esta intervenção, reproduzi um retângulo no quadro.Professora: O que pretendemos saber neste problema aluno 9I?Aluno 9I: É 
al
ular a base vezes a altura.Professora: O que é pedido?Aluno 9M: A base.Professora: O que é a base do retângulo? É a nossa?Aluno 9A: In
ógnita.Denotei, no retângulo do quadro, a base pela letra x.Professora: O que nos é dado?Aluno 9A: Altura é igual a 3

4
da sua base.No retângulo já men
ionado, denotei a a altura por 3

4
x.Professora: E que outra informação é dada?Aluno 9I: A área.Aluno 9M: Que é 12.Professora: Como se 
al
ula a área de um retângulo?Surgem alguma hesitação e respostas atrapalhadas mas 
orretas.Es
revi no quadro A = base× altura.Professora: Então qual é a 
ondição? A equação? Sabendo que a área é 12. . .112
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olaridade9B: 3

4
x = 12. Não! x× 3

4
x = 12.Registei então no quadro x× 3

4
x = 12.Professora: A multipli
ação goza de que propriedade?Aluno 9J: Distributiva.Professora: Distributiva em relação à adição. Mais? Que propriedades da mul-tipli
ação vo
ês 
onhe
em?Vários alunos: Comutativa.Professora: E o que signi�
a a propriedade 
omutativa da multipli
ação?Silên
io.Professora: Vamos lá!Aluno 9N: É 
omum.Professora: É 
omum?! Aluno 9G?Aluno 9G: Podem-se tro
ar os fatores.Professora: Muito bem! Como é possível ouvir respostas 
omo �
omum�? Fi
o
omovida 
om algumas respostas! Aluno 9A, 
omo simpli�
aste o primeiro membro?Aluno 9A: Fi
a 3

4
x2 = 12 [três quartos de x ao quadrado igual a 12℄.Registei o que disse o aluno.Professora: E depois?Aluno 9A: E depois isso é uma equação muito in
ompleta.Professora: Muito in
ompleta não! In
ompleta. Tem um termo de grau. . .Aluno 9A: Dois.Professora: E um termo? In. . .Aluno 9A: Independente.Professora: Como se resolvem equações deste tipo?Aluno 9A: Põe-se em evidên
ia.Professora: Em evidên
ia? Em evidên
ia não! No primeiro membro só temosuma par
ela, o que é que podes por em evidên
ia? Só podes p�r um elemento emevidên
ia quando ele está 
omum a duas ou mais par
elas!Eu quero isolar o x2 no primeiro membro. Tenho aqui este 
oe�
iente. O 3

4
estáa fazer o quê no primeiro membro?Aluno 9B: A multipli
ar.Professora: Passa para o segundo membro a?Aluno 9B: Dividir.Professora: E dividir por uma fração é o mesmo que multipli
ar pela sua?113
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as Letivas no Tema Números e OperaçõesSilên
io.Repeti a pergunta três vezes.Aluno 9E: Inversa.Simpli�quei a equação no quadro, onde o produto 12 × 4 e o quo
iente 48

3
foisoli
itado aos alunos.Professora: Como desembaraço o quadrado?Aluno 9J: A raiz.Professora: A raiz 
omo?Aluno 9E: Mais ou menos raiz de 16.Registei x = ±

√
16 no quadro.Professora: E quanto é a raiz de 16?Vários alunos: 4.Professora: Então −

√
16 é −4. Tem duas soluções. E estas duas soluções sãoambas solução do problema?Vários alunos: Não.Professora: Então qual é a solução do problema?Vários alunos: 4.Professora: Vamos lá responder. . . A base do retângulo mede 4.

Figura 53. Resolução 
orreta do Problema A no quadro.Depois de de
orridos 45 minutos da aula passei à 
orreção, em 
onjunto 
om osalunos, do Problema B da tarefa.Professora: Problema B, a
har o lado de um quadrado se a sua área menos oseu lado é 870. Aluno 9F, 
omo é que pensaste?114
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olaridadeAluno 9F: Fiz um quadrado. . .Desenhei um quadrado no quadro e depois, observando a resolução do aluno,ajudei-o na sua exposição.Professora: E depois indenti�
aste quê?Aluno 9F: O lado mede x.Professora: Ambos os lados medem x. E depois?Aluno 9F: E A [área do quadrado℄ menos x é igual a 870.Professora: A?Aluno 9F: Ah não. . .Professora: Quanto é a área?Aluno 9F: x2Registei x2 − x = 870 no quadro.Professora: Esta equação é?Vários alunos: É 
ompleta.Professora: Vamos passar o 870 para o primeiro membro.Registei no quadro x2 − x− 870 = 0.Professora: Trata-se de uma equação 
ompleta do segundo grau. Tem um termode grau. . . [apontando para x2℄Vários alunos: Dois.Professora: Tem um termo de grau. . . [apontando para x℄Vários alunos: Um.Professora: E um termo. . . [apontando para 870℄Vários alunos: Independente.Professora: Já sabemos resolver estas equações?Vários alunos: Não.Professora: Por enquanto ainda não.No que respeita a este problema, apenas 6 alunos ini
iaram a sua resolução. Amaioria porque não 
on
luiu o Problema A e por isso não avançou para o seguinte.Alguns alunos usaram esse argumento para não fazerem mais nada e tentarem 
on-versar 
om os 
olegas que também não estavam a trabalhar. Quando abordadospela professora a�rmavam sempre que estavam a pensar.Apresentam-se de seguida duas tentativas de resolução que, devido à notação,não lhes permitiriam resolver posteriormente a equação. De fa
to, os alunos nãoexprimiram ou o lado, ou a área e o lado, em função de x.115



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e Operações
Figura 54. Equação do Problema B pelo aluno 9M.
Figura 55. Equação do Problema B pelo aluno 9E.A resolução da Fig. 56 foi uma das 
onsideradas totalmente 
orretas.
Figura 56. Equação do Problema B pelo aluno 9N.

Figura 57. Resolução 
orreta do Problema B no quadro.Após 50 minutos, desde o iní
io da aula, ini
iei a 
orreção do Problema C, o qualsó três alunos resolveram e, destes, apenas um 
om su
esso.Professora: Vamos passar agora ao problema C. Prestem atenção. A oitavaparte de um bando de ma
a
os, elevada ao quadrado, brin
a num bosque. Alémdisso, 12 dos ma
a
os podem ser vistos sobre uma 
olina. Qual é o número total dema
a
os? Vão ter mais 10 minutos para pensarem neste problema.116
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olaridadeNo de
urso do referido tempo, 
ir
ulei pela sala para observar a evolução dosalunos. Apresentam-se dois exemplos de resposta, um dos quais aquele que 
on
luiu
om su
esso o problema no que diz respeito à es
rita da equação ini
ial.
Figura 58. Equação in
orreta do Problema C pelo aluno 9N.

Figura 59. Equação ini
ial 
orreta do Problema C pelo aluno 9E.Passados 10 minutos retomei a 
orreção do problema.Professora: Vamos então retomar a 
orreção. Pelo que vi não avançaram muitomais. Reparem que os ma
a
os estão divididos em dois grupos: a oitava parte aoquadrado brin
a num bosque e 12 estão na 
olina. Qual é o número total de ma
a
os.9C. . .Aluno 9C: x? x é o total.Professora: O que é x?Aluno 9C: O número total de ma
a
os.Professora: Muito bem.Registei no quadro x: número total de ma
a
os.Professora: Que informação podemos tirar mais do enun
iado?Aluno 9Q: A oitava parte.Professora: Como é que es
revo a oitava parte dos ma
a
os?Silên
io.Professora: Como é que es
revo a oitava parte de x?9C: Oito ao quadrado.Professora: Não.Alunos não identi�
ados: Vezes oito.Professora: Também não. 117



CAPÍTULO 4. Práti
as Letivas no Tema Números e OperaçõesAluno 9C: A dividir por oito.Professora: Isso. x sobre oito é a oitava parte de x. Uma de oito. Lamento masnão vou repetir o 5.o ano. Então �
a a oitava parte ou um oitavo de x. E �
a sóassim? Mais?Aluno 9G: Ao quadrado.Professora: Muito bem.Passei a registar no quadro (1
8
x)2: ma
a
os a brin
ar.Professora: E 12 ma
a
os estão?Aluno 9J: Na 
olina.Registei no quadro, de seguida, 12: ma
a
os na 
olina.Professora: Qual é a 
ondição que nos é dada?Silên
ioProfessora: Qual é a 
ondição que nos dão?O aluno 9G quis responder e para isso p�s o braço no ar.Professora: Diz aluno 9G!Aluno 9G: x é igual a (1

8
x)2 mais 12.Professora: Exatamente.Es
revi então no quadro x = (1

8
x)2 + 12.Professora: Pode-se es
rever esta equação na forma?Aluno 9G: Canóni
a.Considerei oportuno re
ordar uma das regras das potên
ias: (ab)2 = a2b2.Professora: Vamos lá rees
rever a equação.No quadro es
revi uma equação equivalente à obtida.

Figura 60. Resolução 
orreta do Problema C no quadro.A 20 minutos do �nal da aula, propus aos alunos a realização da última parteda tarefa que 
onsistia, depois de apresentar a equação ax2 + bx + c = 0 (a 6= 0),118



2. Resolução de Tarefas no 9.o Ano de Es
olaridadena demonstração da fórmula resolvente. Para este trabalho foram dadas as váriasetapas, de modo a propor
ionar a maior autonomia possível nos alunos:(1) Muda o termo c para o segundo membro da equação;(2) Multipli
a ambos os membros por 4a, a 6= 0;(3) Adi
iona b2 aos dois membros;(4) Fatoriza o primeiro membro;(5) Se b2 − 4ac ≥ 0 podes desembaraçar do quadrado o primeiro membro;(6) Resolve a equação em ordem a x.A
ompanhei a resolução nos lugares dos alunos tendo detetado maiores di�
ul-dades nas seguintes etapas: (2) e (4).Senti a ne
essidade, por parte dos alunos, de rever a propriedade distributiva damultipli
ação em relação à adição e os 
asos notáveis da multipli
ação, através deuma exposição no quadro, a
ompanhada de exemplos. Esta situação levou a que a
on
lusão e 
orreção da demonstração fosse realizada na aula seguinte.Na aula seguinte registou-se que, de entre os 18 alunos, 9 não �zeram o trabalhoproposto para 
asa, na sua maioria alunos que falhavam 
om regularidade a exe
uçãodos trabalhos de 
asa. De entre os que �zeram, apenas um 
on
luiu 
om su
essoo pretendido e, dos restantes, três 
on
luíram todos os passos sugeridos mas 
omerros, e 
in
o não realizaram o penúltimo passo em diante, não tento tido su
essono anterior.Dadas as 
ara
terísti
as da turma e da proposta de trabalho, soli
itei ao alunoque tinha obtido su
esso no trabalho (aluno 9G) que, no quadro, es
revesse a de-monstração da fórmula resolvente e, de seguida, expliquei 
ada etapa. No �nalsenti novamente ne
essidade de re
ordar o quadrado do binómio, re
orrendo paratal a dois exemplos, ilustrando 
omo passar de um trinómio para o quadrado de umbinómio.
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CAPíTULO 5Considerações FinaisDesde a Agenda do NCTM (1980), as questões rela
ionadas 
om a resoluçãode problemas no 
urrí
ulo da Matemáti
a tornaram-se um objeto de dis
ussão einteresse. Em Portugal, Abrantes refere-se à dé
ada de 80, do sé
ulo passado, 
omoaquela em que �(. . . ) artigos, 
omuni
ações em en
ontros, propostas de trabalhoe mesmo experiên
ias 
on
retas sobre a resolução de problemas têm surgido a umritmo 
res
ente.� ([1℄, p. 7).Nos Prin
ípios e Normas para a Matemáti
a Es
olar pode ler-se que �A resoluçãode problemas não só 
onstitui um objetivo de aprendizagem matemáti
a, 
omo étambém um importante meio pelo qual os alunos aprendem matemáti
a�, ([45℄,p. 57). Esta asserção �
a patente no PMEB, que �(. . . ) apresenta ainda diversasorientações metodológi
as gerais, 
om destaque para a ne
essidade da diversi�
açãode tarefas e dando atenção parti
ular a tarefas que assumam um 
aráter desa�ante(. . . )� ([60℄, p. 100).No tema Números e Operações, o programa sugere que as tarefas in
luam �(. . . )de forma equilibrada, a resolução de problemas e a exploração e investigação desituações numéri
as, bem 
omo exer
í
ios destinados a 
onsolidar aspetos rotineirosda aprendizagem dos números e operações (. . . )� ([23℄, p.48).Perante as inovadoras orientações do PMEB, em 
omparação 
om o seu ante-
essor, e para ir de en
ontro às indi
ações metodológi
as aí des
ritas, os professoresdevem pro
urar repensar as suas práti
as letivas. Deste modo, nomeadamente ana-lisando as tarefas e a 
omuni
ação, promovem a melhoria do ensino da Matemáti
ae, 
onsequentemente, a melhoria das aprendizagens dos seus alunos.Esta atitude de mudança 
omeça por uma re�exão pessoal, que se deverá exten-der a um trabalho 
onjunto 
om os seus pares, no seio do grupo dis
iplinar. Mas,apesar de sentir uma 
olaboração nas es
olas 
ada vez maior, o meu trabalho, en-quanto professora, a
aba por se revestir de um 
aráter isolado dentro da sala deaula, 
om pou
as interferên
ias externas. Esta situação leva a que, para além dosalunos, o professor não tenha um outro olhar sobre as suas aulas que 
ontribua para121



CAPÍTULO 5. Considerações Finaisuma análise 
ríti
a e 
onstrutiva do seu trabalho. O professor deve então pro
uraridenti�
ar os problemas 
om que se depara, questionar-se e, por sua vez, pro
urarmeios de en
ontrar respostas e possíveis soluções. Este trabalho tenderá dessa formaa melhorar a sua práti
a 
omo do
ente e a enrique
ê-lo pro�ssionalmente.Ao longo dos últimos anos, fui-me 
olo
ando diversas questões que resultaramessen
ialmente do trabalho desenvolvido na sala de aula e das 
onsequentes reaçõesdos alunos. Na proposta de tarefas do tipo problema, investigação ou exploração, osalunos revelavam uma atitude signi�
ativamente distinta quando 
omparada 
om aapresentada fa
e à proposta de exer
í
ios. Na maioria das vezes tal re�etia-se napou
a predisposição para a realização das tarefas ou pou
a ini
iativa para 
omeçara sua resolução. Tais resistên
ias levaram-me a questionar sobre o porquê e em
omo eu poderia 
ontribuir para inverter esta realidade. A pro
ura de respostas
ulminou na realização deste trabalho investigativo, re
orrendo à re�exão a partirdas narrações multimodais de algumas aulas, feitas no Capítulo 4.Neste estudo foram propostas seis atividades matemáti
as em forma de tarefas,
om referên
ias à Matemáti
a pura e à semi-realidade, tipi�
adas em problemas,investigações e explorações. Na seleção das tarefas pro
urei que fossem relevan-tes e signi�
ativas para os alunos. Estas tarefas foram apli
adas ao longo do anoletivo 2011/2012, de a
ordo 
om os temas da dis
iplina, indi
ados para 
ada anode es
olaridade, e tendo em 
onta a mobilização das três 
apa
idades transversaisà aprendizagem da Matemáti
a, pro
urando ir de en
ontro ao propósito prin
ipaldo ensino para o tema Números e Operações. Apresenta-se, na seguinte tabela, atipi�
ação das mesmas, quanto à di�
uldade e à abertura, segundo Ponte em [55℄,bem 
omo as referên
ias de 
ada uma, segundo Skovsmose em [78℄.Ano Tarefa Tipi�
ação Referên
ia7.o Tarefa 1 � �Voo em V� Exploração Semi-realidade7.o Tarefa 2 � �Auto
arros� Problema Semi-realidade7.o Tarefa 3 � �Sequên
ia de Fibona

i� Investigação Semi-realidade9.o Tarefa 1 � �Demonstração I� Problema Matemáti
a pura9.o Tarefa 2 � �Demonstração II� Problema Matemáti
a pura9.o Tarefa 3 � �Fórmula resolvente� Investigação Matemáti
a puraTabela 1. Tipi�
ação das tarefas propostas e as suas referên
ias.122



As aulas, onde foram propostas as tarefas men
ionadas, foram �lmadas, sendoesta a úni
a alteração ao ambiente de sala de aula normalmente desenvolvido 
om
ada turma. As tarefas tiveram 
omo suporte material foto
opiado e o trabalho foi,na sua maioria, desenvolvido em pequenos grupos durante toda uma aula, rotinasestas a que os alunos já estavam a
ostumados. No que diz respeito à tipologia dastarefas, foi a turma do 7.o ano que mais estava familiarizada 
om tarefas de 
arátermais investigativo e exploratório, atribuído ao fa
to de ser um ano de es
olaridadejá abrangido pelo PMEB, 
ujo manual adotado, [19℄, seguia esta tendên
ia. Para aturma de 9.o ano, ainda ao abrigo do Programa de 1991 e dada a sua 
ara
teriza-ção, este tipo de tarefas revelou-se diferente do trabalho que normalmente lhes eraproposto.Apesar de se pretender que estas aulas tivessem um 
ariz normal, no de
urso dopro
esso de ensino-aprendizagem, o fa
to de serem gravadas 
riou alguma alteraçãoàs rotinas dos alunos. No 7.o ano 
riou uma grande ex
itação no iní
io de 
adaaula, que nalguns alunos aumentou a sua timidez, ao 
ontrário do que a
onte
eu
om a turma do 9.o ano, que levou a uma maior predisposição para a parti
ipaçãooral. No geral, este fa
to gerou alguma agitação no iní
io de 
ada aula, rapidamenteultrapassada depois dos pro
edimentos normais, 
omo a preparação dos materiais ea abertura da lição.Em 
ada tarefa, e em vários momentos, aproximei-me da metodologia de reso-lução de problemas de Pólya, seguindo algumas das suas sugestões. Por exemplo,para ajudar a 
ompreender o pretendido nas tarefas, 
ome
ei por ler o enun
iado,
abendo depois aos alunos uma nova leitura e iní
io do trabalho. Esta opção teveem 
onta que, quando é proposta uma atividade, os alunos não a ini
iam em simul-tâneo. Há sempre aqueles que tendem a protelar o iní
io do trabalho. Ao 
aber aoprofessor a leitura do enun
iado, faz 
om que toda a turma obtenha a informaçãoao mesmo tempo, permitindo-me também reforçar alguns aspetos ou enrique
er atarefa 
om alguma informação adi
ional. No 7.o ano, a leitura em voz alta por partede um aluno não é muitas vezes a
ompanhada pelos 
olegas, o mesmo já não severi�
ando a nível de um 9.o ano. Veri�
o que no 7.o ano, na leitura em voz altapara toda a turma, os alunos ainda revelam pou
a �uên
ia e pre
isão.Ainda assim, nem sempre as questões propostas foram inteiramente 
ompreendi-das. Para ultrapassar esta di�
uldade ini
ial, intervim através de indagações junto123



CAPÍTULO 5. Considerações Finaisdos alunos e, nalguns 
asos, auxiliei-os através de desenhos ou esquemas, ilustrati-vos das situações em 
ausa. Veja-se por exemplo a Tarefa 3 do 9.o ano, �FórmulaResolvente�.Com o modelo de Pólya 
omo referên
ia, as fases seguintes, 
on
eção de umplano de resolução e exe
ução do mesmo, nem sempre foram 
laras e sequen
iais
omo sugerido pelo autor. Por exemplo, no 7.o ano, nas Tarefas 2 e 3, �Auto
arros� e�Sequên
ia de Fibona

i�, a 
on
eção do plano e sua exe
ução pare
em estar fundidasnuma só, mas 
om dis
ussões ri
as, 
om vários avanços e retro
essos. Na Tarefa 3do 9.o ano, �
ou 
lara a falta de de�nição de um plano. Foi na sua 
orreção que foidis
utida e de�nida uma estratégia de resolução de 
ada etapa.A 
on
lusão das tarefas, 
om ex
eção da �Demonstração I� e �Demonstração II�,deu-se 
om a sua resolução no quadro. Esta resolução 
oube-me a mim, ao 
ontráriodo que habitualmente faço, quando se tratam de exer
í
ios ou 
orreção dos trabalhosde 
asa. Quando um aluno resolve uma questão no quadro, para além de não prendera atenção dos 
olegas, a forma 
omo apresenta os seus ra
io
ínios, estratégias e
on
lusões, pode deixar de lado os alunos que eviden
iaram mais di�
uldades, pornão entenderem 
omo o 
olega se organizou no quadro. Uma resolução feita peloprofessor permite uma maior organização e expli
ação, ao al
an
e de todos os alunos,
uja 
onstrução é feita 
om o 
ontributo de todos, podendo o professor soli
itar aparti
ipação de algum aluno em parti
ular. Esta práti
a �(. . . ) tanto em pequenosgrupos 
omo em 
oletivo, é uma via importante para estimular a re�exão dos alunos,
onduzir à sistematização de ideias e pro
essos matemáti
os (. . . )� ([23℄, p. 62).Apesar das resoluções terem sido feitas ou enrique
idas 
om o 
ontributo dosalunos, depois de obtidas as soluções pretendidas, o trabalho de 
ada tarefa foidado por terminado. Não houve assim espaço para outras análises, sendo a re�exãosobre a resolução a fase do modelo de Pólya menos bem 
onseguida. Foi atravésdas narrações multimodais que pude rever este e todos os a
onte
imentos da salade aula, fazendo-me identi�
ar alguns aspetos a ter em 
onta no futuro. Ressaltouainda a importân
ia de fazer deste tipo de tarefas uma atividade mais rotineira demodo a promover uma maior autonomia nos alunos, envolvendo-os 
ada vez maisnas suas aprendizagens, atribuindo-lhes 
ada vez mais o lugar 
entral em 
ada aula.Os aspetos mais espe
í�
os, que dizem respeito a 
ada tarefa e à re�exão sobrea minha práti
a pro�ssional, são agora analisados.124



Tarefa �Voo em V�.Na leitura do enun
iado da tarefa, tratando-se de uma sequên
ia que representavao voo de aves 
om 
on�guração em �V�, enrique
i a situação em estudo referindo-mea este tipo de voo. Efetivamente, o voo 
om 
on�guração em �V� poupa energiae, 
omo se refere em [88℄, �This advantage is probably a prin
ipal reason for theevolution of �ight formation in large birds that migrate in groups.�.Esta tarefa foi apli
ada no �nal da unidade, o que provavelmente lhe retiroualguma riqueza, dado que a exploração dos 
onteúdos abordados já tinha sido feita.Os alunos resolveram muito rapidamente a tarefa que se deveu ao domínio dasferramentas que lhes permitiram ir de en
ontro ao soli
itado, sem a ne
essidade deuma exploração profunda da sequên
ia numéri
a.A di�
uldade detetada foi nas duas últimas questões. O objetivo da primeiraera es
rever a regra em linguagem natural, enquanto a segunda visava traduzir aregra por simbologia algébri
a. Como os alunos já tinham trabalhado as expressõesalgébri
as e as passaram a entender 
omo uma regra de formação de uma sequên
ianuméri
a, não per
eberam a distinção entre regra e expressão.Pode-se 
onsiderar então que esta tarefa a
abou por se transformar num exer
í
ioe não numa exploração, a
abando por fazer uma aferição dos 
onhe
imentos jáadquiridos e 
onsolidar alguns aspetos, mas que, para este efeito, haveria outrastarefas mais adequadas. No futuro, esta tarefa deverá ser apli
ada no iní
io daunidade.Tarefa �Auto
arros�.Esta tarefa 
riou uma dinâmi
a de trabalho em sala de aula muito intensa, emque todos os alunos se sentiram envolvidos. A primeira questão revelou-se muitodesa�ante e ini
ialmente os alunos sentiram que seria de fá
il resolução. Com opassar do tempo, este entusiasmo foi dando lugar a alguma impa
iên
ia que a
aboupor se revelar, no que à sua resolução diz respeito, ao insu
esso da mesma. Interpretoque tal se deveu à falta de 
ompreensão do sentido da divisão e da falta, no passado,de diferentes experiên
ias que envolvessem situações problemáti
as 
om re
urso àdivisão, em vez do mero treino do algoritmo. De referir que esta turma frequentouo 1.o e o 2.o Ci
los do Ensino Bási
o ao abrigo do antigo programa.Penso que as di�
uldades reveladas nesta tarefa deixarão de existir num futuropróximo 
om o trabalho que está a ser desenvolvido 
om a implementação do PMEB.Nomeadamente a nível do 1.o Ci
lo, onde se trabalha a partir do 
on
reto para os125



CAPÍTULO 5. Considerações Finaisabstrato, tendo �(. . . ) 
omo ponto de partida situações rela
ionadas 
om a vida dodia-a-dia.� ([23℄, p. 13). Veja-se por exemplo que, ao 
ontrário do programa ante-rior, agora a divisão 
omeça a ser trabalhada logo no primeiro ano de es
olaridade,�(. . . ) 
om uma abordagem intuitiva a partir de situações de partilha equitativa ede divisão da unidade em partes iguais (. . . )� ([23℄, p. 15).A segunda questão desta tarefa, proposta 
omo trabalho de 
asa, revelou-se bemsu
edida. Tal poderá dever-se a, neste 
aso, se tratarem as noções de múltiplo emínimo múltiplo em 
omum. Note-se também que isso se pode dever ao fa
to de osalunos estarem mais familiarizados 
om a formulação da questão, uma vez que játinham sido trabalhadas situações similares.Há ainda a observar a trans
rição da resolução da primeira questão desta tarefa(Fig. 23). No momento que detetei o erro limitei-me a 
hamar à atenção da in
or-reção 
ometida e da falta de 
on
entração do aluno. Poderia ter aproveitado paraquestionar o aluno, nomeadamente, sobre o resultado de 5+13+17 e se 
orrespondiaà igualdade 1105 = 5 + 13 + 17 registada. Penso agora que tal ini
iativa iria termaior reper
ussão na aprendizagem do aluno em 
ausa. De fa
to, teria sido o alunoa detetar o erro e não a autoridade do professor a 
orrigi-lo.Tarefa �Sequên
ia de Fibona

i�.Esta tarefa propor
ionou uma aula muito entusiasta 
om muito trabalho de
olaboração entre os elementos de 
ada grupo. Apesar de nem todos os gruposterem 
onseguido obter su
esso na resposta às questões 
olo
adas, as interações empequeno grupo foram muito ri
as.Fui pro
urando observar o desenvolvimento de 
ada grupo, 
onstatando que to-dos estavam muito empenhados na tentativa de en
ontrar a solução ao soli
itado.Desta
a-se que os alunos estavam sempre muito 
onvi
tos das suas estratégias masrevelavam di�
uldades em as expli
ar. Ao tentarem fazê-lo, aper
ebi-me que dentrodo mesmo grupo havia pontos de vista diferentes para o mesmo esquema apresen-tado, o que gerou momentos de 
onfusão entre os vários elementos. Esta situaçãolevou a que eu tivesse di�
uldade em auxiliar os alunos na 
orreção dos seus pro-
edimentos a
abando, nalguns 
asos, por sugerir o reiní
io da resolução. Noutrosfoi fá
il detetar os erros 
ometidos, 
omo na resolução da Fig. 32. Aqui, onde éidenti�
ável o número de 
asais de 
oelhos após um, dois e três meses, veri�
a-seque, no ter
eiro mês, os alunos não a
res
entaram mais um 
asal de 
oelhos bebés,des
endente do primeiro 
asal da sequên
ia.126



Tendo em 
onta o trabalho desenvolvido por 
ada grupo e a todos os retro
essoso
orridos, o tempo que restou da aula foi dedi
ado à 
onstrução da sequên
ia emgrande grupo, através da �xação de 
asais de 
oelhos num pla
ar. Tendo assim sido
on
luída a aula, não 
onsiderei ne
essário voltar à tarefa na aula seguinte.Numa nova apli
ação desta tarefa, formularia as questões de forma diferente.Ou seja, em vez de uma questão úni
a � Ao �m de 
in
o meses, admitindo quenão morre nenhum 
oelho, quantos 
asais de 
oelhos haverá no re
into? E ao �nalde sete meses? � subdividiria em três ou mais questões independentes e 
omeçariapor questionar quantos 
asais de 
oelhos haveria ao �m de um mês. Eventualmentepoderia ser interessante, nos grupos que não estivessem a 
onseguir organizar o pen-samento após várias tentativas, fa
ultar um esquema que os auxiliasse. Um exemplode esquema poderia ser o que se en
ontra na tabela seguinte, que se apresentarianão preen
hido mas 
om a sugestão de representar 
ada 
asal de 
oelhos adultos e
ada 
asal de 
oelhos bebés por • e ◦, respetivamente.Mês Mês 1 Mês 2 Mês 3 Mês 4 Mês 5 Mês 6 Mês 7
◦ • • • • • •

◦ • • • •
◦ • • •

◦ • •
◦ • •

◦ •
◦ •
◦ •

◦
◦
◦
◦
◦Total de 
oelhos 1 1 2 3 5 8 13Tabela 2. Adaptação do esquema em [5℄, p. 153, onde 
ada bolapreta representa um 
asal de 
oelhos adultos e 
ada bola bran
a indi
aum 
asal de 
oelhos bebés. 127



CAPÍTULO 5. Considerações FinaisTarefa �Demonstração I�.Esta tarefa permitiu aos alunos o 
onta
to 
om aspetos da Matemáti
a para osquais não estavam sensibilizados, nomeadamente a importân
ia das demonstraçõesna evolução da mesma e das 
ondições. Este nível de abtração levou a que em váriosmomentos tivesse que re
orrer a exemplos 
on
retos para melhor 
ompreensão.A prin
ipal di�
uldade detetada foi a falta de alguns pré-requisitos que levarama desvios da demonstração na tentativa de ultrapassar essas la
unas, por exemplo,na referên
ia à fração irredutível. Neste 
aso, quando foi introduzida uma fraçãoirredutível não 
on
reta e foram referidos os números sem fatores primos 
omuns,senti que havia oportunidade para explorar a noção de números primos entre si.Mas as dúvidas que emergiram nalguns alunos levou a que a exploração fosse feitanoutro 
aminho, 
omo a expli
itação de frações equivalentes.Considerei a tarefa determinante para estes alunos e a repetir em próximos anos.Para prevenir algumas dúvidas que surgiram nesta aula, será importante, numa aulaintrodutória a esta tarefa, dedi
ada à exploração de diferentes formas de realizar umademonstração, reforçar alguns 
onhe
imentos determinantes para a demonstraçãoem 
ausa. De fa
to, para turmas que revelem maiores di�
uldades, será fundamentaltrabalhar ante
ipadamente alguns 
onhe
imentos, nomeadamente, noção de númerora
ional, mínimo múltiplo 
omum e o máximo divisor 
omum de dois números,frações equivalentes, simpli�
ação de frações e regras operatórias de potên
ias.De realçar ainda o pro
esso prévio de 
onjeturar que os alunos experen
iaram.Este o
orreu 
omo etapa prévia à tarefa em questão e ante
edeu a demonstração,por absurdo, da propriedade: Se p ∈ N é tal que p2 é par então p é par. Nofuturo pro
urarei 
riar mais oportunidades semelhantes a esta, pois �O ra
io
íniomatemáti
o é outra 
apa
idade fundamental, envolvendo a formulação e o teste de
onjeturas e, numa fase mais avançada, a sua demonstração.� ([23℄, p. 8).Tarefa �Demonstração II�.Na implementação da tarefa da segunda demonstração da irra
ionalidade de √2,devido a indisponibilidade de meios para fazer o registo áudio da resolução da tarefa,só tomei notas de 
ampo ao longo da aula e, posteriormente, re
olhi as resoluçõesdos alunos de onde destaquei os aspetos mais relevantes. Daí a narração multimodalter sido mais 
urta para esta tarefa.Aqui os alunos 
onseguiram fazer mais passos sem a minha ajuda por já terema experiên
ia da demonstração anterior. Foram mais autónomos, limitando-me a128



auxiliá-los nos seus lugares e a fazer alguns es
lare
imentos no quadro, 
omo aexpli
ação das fatorizações de p e q, e o reforço das três últimas a�rmações: �2q2tem um número total ímpar de fatores�; �p2 tem um número total par de fatores� e�2q2 = p2�.Como já referi, demonstrar a irra
ionalidade de √2 será uma tarefa a repetir empróximos anos, mas 
onsidero que deverei apenas propor uma. Pare
e-me que a pri-meira demonstração permite mais explorações do que a segunda, optando por essapara voltar a implementar em sala de aula. A segunda demonstração, matemati
a-mente mais elegante mas menos 
lara para esta faixa etária, poderia ser proposta,mas a um grupo de alunos 
om melhor desempenho, 
omo tarefa para realizar em
asa e a explorar numa aula de apoio.No PMEB pode ler-se que �Os alunos 
om melhor desempenho matemáti
o po-dem analisar uma demonstração da irra
ionalidade de √
2.� ([23℄, p. 49), maspenso que esta demonstração deverá ser proposta a todos os alunos. Com maiorou menor autonomia, e mesmo 
om muitas di�
uldades, este tipo de tarefa trarásempre benefí
ios para os alunos. Nomeadamente, 
onta
to 
om o método de redu-ção ao absurdo, oportunidades de exploração e, 
om a propriedade auxiliar, para
onjeturar.Tarefa �Fórmula Resolvente�.A última tarefa, embora não estando enquadrada no tema Números e Opera-ções, foi introduzida neste trabalho por se tratar de um 
onjunto de três problemashistóri
os que os alunos exploraram individualmente.Re�etindo sobre a narração multimodal asso
iada a esta tarefa, aper
ebi-me quere
orro a expressões impre
isas na resolução de equações. Pensando que estou a fa
i-litar o pro
esso de resolução, disse �Passa para o segundo membro�, em vez de apli
ar
orretamente o prin
ípio da multipli
ação, devendo dizer �Dividir os dois membrospor� ou �multipli
ar os dois membros por�. No presente ano letivo en
ontro-me ale
ionar ao 7.o ano e esta re�exão 
onduziu a que, no trabalho agora desenvolvido,tenha maior 
uidado na linguagem utilizada na resolução de equações.No primeiro problema proposto nesta tarefa, foi importante ver que nem todasas soluções matemáti
as de uma equação são soluções de um problema resolvido
om essa equação e num 
erto 
ontexto. Ainda assim, poderia ter explorado maisa solução algébri
a −4 pois poderá ter havido alunos que não tenham entendidoo porquê de apenas se 
onsiderar o número 4 
omo solução do problema. Nesta129



CAPÍTULO 5. Considerações Finaissequên
ia teria sido também interessante, para além de dizer a resposta �nal (base= 4), ver que o resultado a que se 
hegou fazia sentido, ou seja, segundo a quartaetapa do modelo de Pólya, validar o resultado obtido. Podia ter feito:base = x = 4altura = 3

4
x = 3

3 é, de fa
to, 3

4
(3 das 4 partes) de 4.É bom habituar os alunos a fazer este tipo de veri�
ações para que sejam 
ríti
osem relação aos resultados obtidos.Já na última parte da tarefa, onde pretendia que os alunos demonstrassem aFórmula Resolvente, nomeadamente no quarto passo, onde se lê �Fatoriza o primeiromembro�, pretendia que os alunos passassem de 4a2x2 +4abx+ b2 = −4ac+ b2 para

(2ax+ b)2 = −4ac+ b2. Em alunos 
om melhor desempenho, poderia a
onte
er que,neste passo, apresentassem 4a2(x+ b
2a
)(x + b

2a
) = −4ac + b2 onde − b

2a
, 
om a 6= 0,é a raiz de multipli
idade algébri
a 2 do polinómio 4a2x2 + 4abx + b2 ∈ R[x]. Paraevitar que tal a
onte
esse, teria sido melhor que, no quarto passo, sugerisse �Es
revesob a forma de uma expressão de 
aso notável�. Por outro lado, esta alternativade formulação, mais objetiva, orientaria melhor os alunos para 
on
retizarem o quelhes era soli
itado.Os alunos, na sua generalidade, revelaram pou
a ini
iativa e empenho na resolu-ção desta tarefa. Apesar de ser importante dar tempo aos alunos para eles tentarem
omeçar as tarefas propostas, eu deveria ter insistido mais, junto de 
ada aluno,para que ini
iasse uma tentativa de resolução e, eventualmente, indi
ar pistas paraum 
aminho. Estas poderiam ter resultado de uma melhor 
omuni
ação na sala deaula, através da 
olo
ação de questões adequadas para as mesmas surgirem.Mais uma vez, nesta turma, revelaram-se algumas di�
uldades em 
onteúdosanteriores (
asos notáveis e propriedade distributiva da multipli
ação em relação àadição). Se assim não fosse, penso que a última parte da tarefa poderia ter sido bemsu
edida e 
on
luída na aula.Para além da análise re�exiva das narrações multimodais, onde me foi possívelper
orrer os vários a
onte
imentos da sala de aula, e de onde resultaram diversas
on
lusões, retiram-se outras 
onsequên
ias de um trabalho 
om este 
ariz investi-gativo.A minha práti
a pro�ssional �
a também mar
ada pelo trabalho de pesquisafeito em bibliogra�a de referên
ia. Esta tarefa melhorou a minha per
eção sobre130



todo o pro
esso de ensino-aprendizagem da Matemáti
a, e promoveu a 
onstruçãodo meu 
onhe
imento sobre o mesmo.Para Ponte, a investigação do professor sobre a sua práti
a �(. . . ) pode 
ontribuirfortemente para (. . . ) o desenvolvimento organiza
ional das respetivas instituições,bem 
omo gerar importante 
onhe
imento sobre os pro
essos edu
ativos, útil paraoutros professores, para os edu
adores a
adémi
os e para a 
omunidade em ge-ral.� ([53℄, p. 13). Considero por isso que, para além deste trabalho individual, éigualmente importante, introduzir nas es
olas novos 
onhe
imentos resultantes deinvestigações, promovendo a mudança de práti
as, a �m de melhorar a e�
á
ia dotrabalho do
ente e, 
onsequentemente, a qualidade do ensino. Cabe-me 
ontinuar a
ontribuir, agora 
om novos 
onhe
imentos, para essa melhoria.O desenvolvimento deste trabalho também impli
ou uma signi�
ativa redes
o-berta sobre a História da Matemáti
a, já re�etida no presente ano letivo. No âmbitoda interdis
iplinariedade entre Matemáti
a, História e Artes e Té
ni
as do Fogo, foiproposto aos alunos a elaboração de um trabalho, em barro, 
om numeração nosistema de es
rita babilóni
o, ou seja, em es
rita 
uneiforme. Nestas pla
as de barroos alunos es
reveram o ano letivo, o número de aluno e o ano de es
olaridade (Fig.1). Da minha parte, para além de ter dedi
ado uma aula de 45 minutos a umabreve abordagem históri
a sobre os sistemas de numeração dos egíp
ios, babilóniose gregos, também parti
ipei numa das o�
inas, onde reproduzi a imagem da Fig. 6do Capítulo 2, (Fig. 2).

Figura 1. Pla
a em barro, 
om números representados em es
rita 
uneiforme.131
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Figura 2. Pla
a em barro, 
om o número 424000 representado emes
rita 
uneiforme.Finalizado este trabalho, sinto ne
essidade de 
ontinuar a investigar a temáti
adas tarefas em sala de aula, bem 
omo vertentes indisso
iáveis (seleção, implementa-ção, 
omuni
ação, . . . ). Para além da maior importân
ia que passei a atribuir a esteaspeto das práti
as letivas e à investigação em Edu
ação Matemáti
a, tal motivaçãode
orre também de, no presente ano letivo, trabalhar 
om alunos 
om um ex
elentedesempenho na dis
iplina de Matemáti
a, sempre muito re
etivos a tarefas que nãosão meros exer
í
ios.Mas, ao 
ontrário das turmas onde esta investigação in
idiu, 
om apenas 18alunos, atualmente le
iono a turmas 
om 29 alunos, alguns dos quais 
om muitasdi�
uldades. É para estes que são, prioritariamente, dirigidas as estratégias de me-lhoria de resultados. Neste 
ontexto, o professor tem pou
as oportunidades parapromover as aprendizagens daqueles que revelam melhor desempenho sem, eviden-temente, negligen
iar os demais.Este desa�o tornar-se-á maior tendo em 
onta que o Ministério da Edu
ação eCiên
ia apresentou em abril de 2013 uma proposta de Programa de Matemáti
a parao Ensino Bási
o, a entrar em vigor no ano letivo 2013/2014. Apesar deste minis-tério a 
onsiderar um reajustamento do PMEB, a APM opõe-se à revogação deste.No que diz respeito à resolução de problemas, a APM refere, através de um pare-
er, que nesta proposta �(. . . ) menoriza-se o papel fundamental que esta atividadepode assumir na aprendizagem matemáti
a, 
ontrariando perspetivas 
urri
ularesinterna
ionais e na
ionais. (. . . ) A formulação proposta adota uma visão redutorada resolução de problemas que deixa de fora elementos importantes da experiên
iamatemáti
a.� ([10℄, p. 2 e 3).Fi
a assimmais uma questão em aberto, que será mere
edora de espe
ial atenção.132
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Anexo I - Tarefa: �Voo em V�





 

 

 

 

 

 

Algumas espécies de aves migratórias voam em bando, formando uma configuração em “V”. 

Diversas equipas de cientistas têm investigado esta organização, procurando compreender as 

possíveis vantagens para o voo das aves e dos aviões. 

 

   
 

Na sequência que se segue, cada figura representa um bando, cada ponto simboliza uma das 

aves que lhe pertence e, de figura para figura, o número de aves vai sempre aumentando. Eis os 

quatro primeiros termos: 

 

 
 

Responde às perguntas seguintes, apresentando o teu raciocínio por palavras, esquemas, 

cálculos ou símbolos. 

 

a) Quantos pontos tem a figura seguinte desta sequência? 

b) Quantos pontos tem a 100.ª figura (termo de ordem 100) desta sequência? 

c) Existe, nesta sequência, alguma figura com 86 pontos? Se existir, indica a ordem que 

lhe corresponde. 

d) Existe alguma figura nesta sequência com 135 pontos? Se existir, determina a ordem 

que lhe corresponde. 

e) Escreve uma regra que permita determinar o número de pontos de qualquer figura 

desta sequência. 

f) Escreve uma expressão algébrica que traduza a regra descrita na pergunta anterior.
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Anexo II - Tarefa: �Auto
arros�





 

 
 
 
 
 
 
 

1. A empresa City Express une as cidades de Lisboa e Covilhã numa linha regular de 

autocarros. Para evitar esperas desnecessárias aos seus passageiros, decidiu colocar uma 

máquina de venda automática de bilhetes na estação de Sete Rios (Lisboa). 

Se a máquina vender unicamente bilhetes para o trajeto Lisboa-Covilhã e vice-versa, 

calcula qual é o preço do bilhete, sabendo que custa mais de 1€ e que em dois dias 

consecutivos o total de vendas da máquina foi de 1105 e 1482 euros, respetivamente. 

 

 

 

 

2. Da central de camionagem de Sete Rios partem duas linhas de autocarros, a primeira 

parte a cada 12 minutos e a segunda a cada 20 minutos.  

Sabe-se que às 6 horas partem, em simultâneo, dois autocarros, um de cada linha. 

a. A que horas volta a coincidir a partida dos autocarros das duas linhas? 

b. Quantos autocarros terão partido de cada linha até às horas indicadas em a.? 
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ia deFibona

i�





 

 

 

 

 

 

 

Leonardo de Pisa, também conhecido por Fibonacci (1180-1250, 

aproximadamente), foi um comerciante e matemático italiano. O pai era 

mercador com negócios no norte de África, o que fez com que Fibonacci 

tivesse oportunidade de viajar muito, ficando assim a conhecer os 

métodos matemáticos árabes e os números indo-árabes.  

Em 1202, Fibonacci acabou de escrever a obra Liber Abaci (Livro do 

Ábaco) onde introduziu os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, e como 

operar com eles. No livro mencionado surge um problema que se tornou famoso: o problema dos 

casais de coelhos. O enunciado original do problema é: “Quantos pares de coelhos serão 

produzidos num ano, começando com um só par, se em cada mês cada par gera um novo par que 

se torna produtivo a partir do segundo mês?” 

 

 

Tarefa: 

Supõe que se coloca um casal de coelhos num recinto do qual não podem sair. No primeiro mês 

de vida, o casal de coelhos é ainda muito novo para se reproduzir. A partir do segundo mês, este 

casal torna-se fértil e dá origem a um novo casal (macho e fêmea) que nasce no mês seguinte. 

Este processo repete-se todos os meses com cada casal de coelhos. 

 

Ao fim de cinco meses, admitindo que não morre nenhum coelho, quantos casais de coelhos 

haverá no recinto? 

E ao final de sete meses? 

Obs.: Usa, para te auxiliar, os recortes de coelhos. 
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Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 

Proveniente de uma família humilde, Gauss desde cedo revelou ser uma 

criança prodígio.  

Já ouviste na aula de Matemática um episódio revelador de como, ainda muito jovem, Gauss já 

dominava com facilidade os números. 

O professor de Gauss, quando este tinha cerca de dez anos, propôs à turma o seguinte problema: 

“Escrevam todos os números de 1 a 100 e depois vejam quanto dá a sua soma.” 

Gauss, em pouco tempo, deu a resposta (5050) e explicou como a tinha obtido.  

Recordando esta estória descreve aqui o raciocínio levado a cabo por Gauss. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Os primeiros resultados da investigação de Gauss foram publicados, em 1801, no livro intitulado 

Disquisitiones Arithmeticae. Neste trabalho Gauss provou alguns teoremas donde se destaca 

o Teorema Fundamental da Aritmética que diz: 

“Todo o número natural maior que 1 pode ser escrito de uma e uma só maneira como produto 

de números primos, com os fatores escritos por ordem não decrescente”. 

 

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/seminario/gauss/gauss.htm 

 

Os resultados que usas na Matemática foram descobertos e provados por alguém, normalmente, 

um matemático que se tornou famoso. O Teorema Fundamental da Aritmética é um exemplo 

disso. É através de alguns teoremas que se provam outros teoremas ou propriedades. 
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“A raiz quadrada de 2 é um número irracional.” 

 

Demonstração: 

Vamos recorrer ao método de redução ao absurdo. 

Suponhamos que a raiz quadrada de 2 não é ____________________________________, ou seja, 

é ___________________________. 

Se raiz quadrada de dois é um número racional, então pode escrever-se na forma _____________ 

___________________________________. 

 
b
a

2  em que Zba ,  não têm nenhum fator em comum e 0b . 

 

Vamos analisar esta fração, isto é, a natureza do numerador ( a ) e do denominador (b ). 

 

Para nos desfazermos do símbolo de raiz, na igualdade precedente, elevamos ambos os membros 

ao quadrado:  

 

 

 

 

Aplicando as propriedades das potências fica: 

 

 

 

 

 

Reduzindo todos os termos da equação ao mesmo denominador obtemos:  

 

 

 

Recorda: 

Números pares são todos os números escritos na forma kp 2 . 

Números ímpares são todos os números escritos na forma 12  ki , Zk  . 

 

Que concluis sobre a paridade de 2a ? 

2a é _____________________________________. 
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No separador “Teoremas e demonstrações” do teu caderno diário, provámos uma propriedade 

sobre os números pares. Descreve-a aqui. 

___________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________ 

 

Tendo em conta esta propriedade, que concluis sobre a paridade de a ?   

a  é _____________________________________. 

 

Se a  é par então pode ser escrito na forma a _____. 

 

Substituindo em 222 ab  , 

ficamos com ______________________________.  

Desenvolvendo a potência chega-se a 

22 42 tb    

e, dividindo ambos os membros das igualdade por 2, 

 

 

Que concluis sobre a paridade de b ?  

b _________________________________________. 

 

Mas sendo a  e b  números pares, ____ é um fator comum a a  e a b , pelo que a fração 
b
a

 não 

é ______________________, o que contradiz a nossa hipótese. 

Logo a raiz quadrada de 2 não é ________________.  

Assim concluímos que _______________________________________________________________.  
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Na Tarefa “Demonstração I” ficaste a conhecer o Teorema Fundamental da Aritmética, provado por Gauss 

no livro Disquisitiones Arithmeticae. Na mesma demonstraste que a raiz quadrada de 2 é um número 

irracional.  

 

Muitas vezes há mais do que uma demonstração para um resultado! 

 

Vais descobrir agora como se pode utilizar o Teorema Fundamental da Aritmética para demonstrar que 

raiz de 2 é irracional. 

 

Lê atentamente e completa os espaços na demonstração (incompleta) subsequente. 

Mais uma vez vamos recorrer ao método de redução ao absurdo. 

 

 

“A raiz quadrada de 2 é um número irracional.” 

 

Demonstração: 

Pelo método de redução ao absurdo, suponhamos que __________________________________ 

________________________________________________________________________________. 

 

Se raiz quadrada de dois é um número racional, então pode escrever-se na forma: 

 
q
p

2  em que Zqp ,  não têm nenhum fator em comum e 0q . 

A partir de 
q
p

2 , chega à igualdade 222 pq  : 

 

 

 

 

Transcreve aqui o Teorema Fundamental da Aritmética (ver Tarefa “Demonstração I”): 

________________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________________. 
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Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, p  e q  podem ser escritos como 

___________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________. 

 

Procura escrever a afirmação anterior em linguagem matemática. 

p  
 

q  
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De agora em diante, considera a seguinte notação para as fatorizações de p  e q : 











st

sss

ttt

ppppppppppppp 
321

333222111 ... ,

 

em que spppp ,,,, 321  são primos distintos, com INtttt s ,,,, 321  . 

 













rv

rrr

vvv

qqqqqqqqqqqqq 
321

333222111 , 

 

em que rqqqq ,,,, 321  são primos distintos, com INvvvv s ,,,, 321  . 

 

Elevando p  e q  ao quadrado, 

2p       (1) 

 

2q       (2) 

 

Em (1), quantas vezes aparece o número primo 1p ? ___________________________________. 

E o número primo 2p ? ____________________________________________________________. 

 

… 

E o número primo sp  ? ___________________________________________________________. 

 

Quanto à paridade, em (1), cada primo aparece um número ____________ de vezes, donde, o 

número total de fatores é um número ___________. 

 

É possível tirar a mesma conclusão para a fatorização de 2q ? 

______________________________. 

 

Tendo em conta a fatorização em (2), completa: 

22q  

 

Se, quanto à paridade, a fatorização de 2q  tem um número total _____________ de fatores, a 

fatorização de 22q tem um número total ________________ de fatores. 
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Recapitulando, tem-se: 

 22q  tem um número total _______________ de fatores, 

 2p  tem um número total _______________ de fatores, 

 222 pq  . 

 

Que podes concluir sobre as três afirmações anteriores? 

 

 

 

Recorda o início da demonstração e o método em uso (redução ao absurdo). 

Como terminas esta demonstração? 



Anexo VI - Tarefa: �Fórmula Resolvente�





Tarefa adaptada de Equações do 2.º grau a uma incógnita, em http://area.dgidc.min-edu.pt/materiais_NPMEB/algebra03sequencia.htm 

 

 

 

 

 

As equações do 2.º grau foram abordadas ao longo da História da Matemática, por diferentes civilizações, 

na resolução de vários problemas. São exemplo disso os seguintes problemas:  

 

Problema A. Papiro de Moscou, (Egípcios, aproximadamente 1890 a.C.) 

Calcular a base de um retângulo cuja altura é igual a 3/4 de sua base e cuja área é igual a 12.  

 

Problema B. Tábua babilónica (Babilónicos, 1950 a.C. – 1200 a.C.)  

Achar o lado de um quadrado se a sua área menos o seu lado é 870.  

 

Problema C. Sulvasutras (Hindus, séc. XII)  

A oitava parte de um bando de macacos, elevada ao quadrado, brinca num bosque. Além disso, 12 dos 

macacos podem ser vistos sobre uma colina. Qual é o número total de macacos? 

 

Lê atentamente cada um dos problemas históricos enunciados acima. 

1. Traduz cada um deles por uma equação. 

2. Resolve cada uma das equações anteriores e indica a solução de cada um dos problemas. 

Se a equação que obtiveste é uma equação completa do 2.º grau será necessário utilizar a Fórmula 

Resolvente, que irás demonstrar em baixo.  

 
 

O matemático e astrónomo Al-Khwarizmi (780-850) deu contributos importantes para a resolução de 

equações. Apresentou técnicas para resolver equações de diversos tipos, como por exemplo, 

Quadrados mais números iguais a raízes, 

que, em notação atual, se escreve, )0(2  abxcax . 

 

Considera a equação completa do 2º grau: 

)0(02  acbxax   

 
(Muda o termo c para o segundo membro da equação) 

 (Multiplica ambos os membros por 0,4 aa ) 

 (Adiciona 
2b  aos dois membros) 

 (Fatoriza o primeiro membro) 

 (Se 042  acb podes desembaraçar do quadrado do 

primeiro membro) 

 (Resolve a equação em ordem a x ) 

 

FÓRMULA RESOLVENTE:  02 cbxax        , )0( a
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