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vx,f (���$ +�$�#��- �� ��� ,2�,��
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������-  ��������� *�$$ �� ���� �� ��2$��� ������� A�����+�����)

G)F)I ����� �( "�����

�� �$�#���# ������ ��� �-��� � ��� ��� ����� �( #����� �� � +��- � ������� ���� ���� ��#����
��������� *��0 �� � +��- �����* ����� �( +�$�����) �� �����#� ��� ������- �$� ���� ������� �
���� ���#����� ��� �+��#�����/ �� �� ��#�����- �� �+�$���� ��� ��������# ����� �( ��� �-��� 
�����*��� ��� ���0 �( �� ���  �- �##�� XKY) 
##������ �� ����� �� �$) !FNNN% ��� '�� !GOOL%
!XLY/XMY% ��� ��" �( � ������- �� ��(���� �� ��� �+��$��$� #���#��- �,������� �� � ���#������ �(
��� ����� #���#��-) 5��� ��� ��" �� �>��$ �� FOO[ � (�$$ ����� �( #����� �� ���#��� ��� *��� ��
�� �>��$ �� O[ ��($�#�� �� � ��- ������-) ��  ��� ��/ �� �� ���$����� �� ��� (��$ ����� (�� �
#��+�������$ �������$ #� ������� !�"% ������ XNY)


� ��(����#�� *���  ��� �����$ �� ��#���� G)G/ ����� ��� ��+���$ *�-� �� ����� ��� �� ��� ��"
��������� �� ��� ������- �-�� ��� ���$�#����� ���� �� ����� ����)

G)F)J ��$� ���-

��$� ���- �� �� ���� ���� #�  ���#����� ���#��� �- *��#�  ������ ���� ���A�� ����� ��$�2
+��� ���� �� #�$$�#��� �� �� ��� �� ���##�����$� ������ ��� ����� ����� �� ��#��+��� �>��� ���
(��  ��������� XFOY) 
$������ ��� ��� #�  ��$- ��(��� �� *���$��� ���� �����(��  �#����� �/
(�� �,� �$� �����/ �$�������# �� ��(����� �-��� �/ �� �$�� ��#� ������ ���� �����(����� �+��
�����  ���� ��#� �� � ��$������ �� #� ����� ���*��0/ ����#�$ $��0 �� ����� *���� #�  ���#�2
�����)

G)F)K ������ "�����$ �������

.�� ��� ��(�������/ � ������ "�����$ ������� !�"�% �� � ������ ����� #�����$ ���� ���� ���+����
��� (�#�$����� !�( �� #��� �( ����% ��� ������#��A�>��� ��� (�� �� �� #�����$ �( �� ���$- '�$����

��#��(� �-��� � !�'
�% XFFY) ���� �� �$�� ��� �,�#���  �������/ #�����$ ��� ���#��(�/  ���(- ���
*�-������ �� ���$2�� �/ 0��� � �����$�� $�� �( �$$ ��� ��$� ���- ��� ��#��+� +���� �� ���$2�� �
��� �-��#�$$- �*� #����$��/ ��� (�� ��� ���#��(� �������� ��� ����� (�� ��� ��-$��� ��������
��������� �� ��� �������) ��������� ��� ������ #�����$ ������� ��(�*���/ �� �-��#�$$- ����
�� � ������2����� #� ����� ���� ���(�� � �$$ ��� ���� ���#������/ ��������$ (�� ��� ���#��(�
���������)

K
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'�$$�� �� �$) !GOOF% XKY ��(��� ����/ ��������� �� ��� ������- �-�� ��� �� ��� ���$�#����� ��
*��#� ��� ������- �� ����� ����/ ��� ����� ������� �( ��� ��"  �- ��  ��� �� $��� #� �$�,)
��� (�$$�*��� �����#����� ���#���� �� �����$ ���  ���A ��� ����  ������ (�� ����� ����� ���
��" �� D�'�AD�2��� ��������� !������# ���������  �- �$�� �� #���������%)

G)G)F 	��#����� ����


 ���#����� ���� ����� #�����$$�� #��������� �� ��� �( ���  ��� ��$���$�  ������ (�� ��� ��"
���� ����� �( � ������-) 1�*�+��/ �� �� ��� �� � #���� ��� �� �� #��������� ��  ��� ���$�#������
���#� �� ����$$- ��#$���� � #����#���+� (�$$ #�����)

G)G)G 
 ���� ���� #�������

5���$- ����/ ��� � ���� ���� #������� ��$���� ����#�$- ��� ����$��� �� *������*� #������ *���
��� #����� �� ���#����� �����/ �����#��+�$-) �������� (�� �� ������$ ��" ����� !SoC0%/ �� ����2
������ ��� #������ ($�* �+�� ��� �� �) �� ����� *����/ ��� ��" �( � ������- �� ������� �- ������
�� ������#���� ��� $��� ������9� ��� #� �$���+� #������/

SoC = SoC0 +
1

CN

∫ t

t0

Ibattdt !G)F%

*���� SoC0 #���������� �� �� ������$ ��" �����/ CN �� ��� ����� #���#��-/ Ibatt !��0�� � ������+�
+�$�� *��� ��� ������- �� ���#�������% �� ��� ������- #������/ t0 �� ��� ������$ �� � ������� ��� t

�� � ��+�� �� � �������)

� �� ��������� ������� ���#��#�$ ����� �� "������L/ �� ��#����#� #������  ������ ��� ��� ��
���##����� �>��� ��� #�� ��� �� � $���� ����� �+�� ��� ����������� ���#� ���  ����� �� �� ����
$��� ��" ���� ����) ��� ��$����� �� ���� ������ ������� ��� �#>�������� �( �##����� �>��� ���
*��#� �� ����$$- �,�����+�)

������ ���*��#0 �� ���� ��� �$$ ��� *������*�A����$��� #������ �� #���� �� �- ���#�������A
#������� ��� �� $����� �� ��� �-��� !�)�) �� ��� (�� �( ����%) �� �������� �� ����/ ��� ����� ��
$����� *��� ��� ������- *��0� �� ����A$�* �� ��������� �� *��� ��� #������ ($�#������ ��� ��2
�#�$$-) �� �>)G)G ��� (���$ �>������ *���� � #������ $��� !Iloss% ��� ���� ����� �� ��� �����������
�� ���*�)

SoC = SoC0 +
1

CN

∫ t

t0

(Ibatt − Iloss) dt !G)G%

�� �+��#� � ��� �(��� �������� �����/ �� ���� #��#��� +�$���� !
"�%  ������ ��� #�� �� ����
�� #����#� (�� �� � �� �� � ��� ��" +�$�� �� *��� � (�$$ #����� �� ����#��� ��� ��" �� ��� ��
��� !FOO[%) ���� *�-/ ��� �$������ ����� �� � ������� ����� �- ��� �������/ ��� ����� #� ���
(�� ��� �� ���$�#�� �- ��� ����� �( ��� ��"2
"�  ���$A ������ ���)
'�$$�� �� �$) !GOOF% XKY �$�� ����#���� ���� ���  ��� �� �$� $��� ���� �����  ����� �� �� ���$-
� #������� #����� (�#��� �� ��� ������- �� ��#� ��#�����) �� ����� *���� � #������� $��� ��
���� �� ��� ���� $��� �� ���������$$- �������� �� ��� ������-) ��#�  ����� �� ��$- ������$� (��
�-��� � ���� ��� ��� ��� �������+� �� �+��#����� $�0� ��"� �� ���1/ �� #� ������� *��� $���2�#��
��������� �� ����#��$$- D�'�AD�2��� ���������) .�� ��"�A���1 ��������� � +�$�� �( F)H �� �(���
���� �� ������ (�$$ #����� �( ��� ������- *��$� (�� $���2�#�� ��������� � #����� (�#��� �( F)OJ2
F)G �� ����$$- ����) �� ��������/ ����  ����� � �$��� ���� ��� #������� ��������� �� #�����$$��

L



��� � (�$$ #����� ����� �� ���#��� *��#�  �- ��� ������ �� � �
� !�+�� �( � ��$�� ��*���� �
�
�� ����� #���������%)

G)G)H 
��� "��#��� ��$����

��#�  ����� �� ��� ����� *���� ��$���+�$- $��� ���� ������� ��� #�  ��) 1�*�+�� � ����� ��
��0� ���� �##���� �� ��� #��#��� �( ���� ������/ *��#� �##������ �� '�$$�� �� �$) !GOOF% XKY  �-
��� �##�� ���#� �  ��� �$ #������ ($�* �� ��>����� (�� ��- ��+�#��A�-��� ) �� ���� #���/ ���
���� #��#��� +�$���� �� ��+�� �#���+�� ��� �� ��#����#� �� ���$- ����  �����) ��  ���:���/ ���

"�  ����� ����$� �� #��������� �� #� �������� *��� �����  ������ ��� ��� �� �  ���  �����
�� �� ���� �$���)

G)G)I E�$ �� .�$���


 E�$ �� (�$��� !E.% �� �� �$������ �� ���� ��� ��� ����� ������ �( � ����$- �-�� �# �-��� 
XKY) 5��� �� �$) !GOOL% XFGY ����#���� ��� E. �� �� �����$����� ��#���$��- *��#� ���+����
� ��������#�$$- �$����� ��� �� �2���+��  ����� �� (�$���  ������ ���� �( �-��� ����� ���
������ �� �����#� �� ����$$����� ���� ����� �( � �-�� �# �-��� 9� �����) 
$�� ���� ���� �� �� ��
#�  �� ��� ��  ��- (��$�� ��#$����� ������ ���#0���/ ��+������� ��� #�  ���#�����/ ��� �� ���
*���$- ���� �� ��� ������- (��$�) 	�� �� ����/ ����� ��� ���� �� � �������� �� ���� ��� ��� ��"
�( � �-��� ��� #����>����$- ��� �� ������ ���2�� � !���% *��� ����  �����)

��0��� ���� �##���� ���� ��� � ���� ���� #������� �� ��� � �����(�#���-  �����/ �� ��� ������$
��" ��� "��$� � �((�#���#- ��� ��((�#�$� ��  ������/ ��*  ������ ��� ����� #��������� ��#�
�� ��� 

��
��� XFGY) ��� ������ ����#���� � ��" ���� ����� ����� �( G)J[ ������� FF)I[ *���
����� ��� � ���� #�������)H �� �����#���� G)H)G �  ��� �����$�� ���$-��� �( ����  ����� ��  ���)


����������� �� �$) !GOFK% XFHY �$�� ��(��� ��� ��� �( �� �,������ E�$ �� .�$��� !�E.% �� ��� D�*2

$������ D���2�������#� !D
D�% ��$�� ��*���� �
� 
�$����0��$�� !(��  ��� ��(�� ����� �����
��� ���4�#� ��� �
� �$���� ��� ��(����#� XFIY%) ��� *�- ��� �-��� *��0� �� ����� �� ���
�#>�������� �( ���� (�� � FO 	������ �( .����� !	�.% �������$ ������� ��� ���� !���%/ � �'�
��� �� �������� ������ �� ���� ��� ��������/ +�$�#��-/ ����������� !�������� ��� �������%/ \..
!�������� �� ��� $�+�$%/ �-���#��� ������/ �##�$��� ���� ������ ��� ��� *��� +�#���) �����+��
�����$�� ���$� ��� 
��$� �( 
���#0 !
�
% #�� �����>����$- �� ����+�� (�� ����� ���� ����)
��� ���� ���� #�� #��� *��� ���$����� �'� ������ �#������� ������� �� � �$� ����� ��������
������ (�$$2��#0  ��� ��� �� ���� �:�� �� ��� �((�#����$- �� �� ��2����� '�,��*0 ($���� #�����$$��
XFJY)

,?6 ���$���� �������� 
� ��� 4�����
��(�����

����� �� ��� (�#� ����  ��� �$�#���# �
�9� ��� �>������ *��� D�'� ��� D�2��� ���������/ ��
�##����� ��" ��� ��� #�$#�$����� �� #��#��$ ������ (�� ��� ���+� ���#����� ������� �� �� ���$���
��� $�(��� � �( ���������) '�� �� �$) !GOON% XFKY �������� �� �$������ �� �����#� ��� ��" ��� ���
�( � D�2��� ������- *��� �� ����� �( F  ����� �� $��� ����� �$$ ���$����# ���� #���������/ ��#$�����
� *��� +�����- �( $��� #������� ��� �� ���������) ����/ �� �$������ ���� #� ����� ������+�
�-��� � *��� �� ���� #��#��� +�$���� !
"� �� VOC%  ������ ��� ������ ��� �>��$����� �����
��� � ���� ���� #������� �� #��$� � #������� !""% ������ ��� #����� ��� ���#����� ������ *��

H���� +�$��� ��� #� ����� *��� ��� ���$ ��" �������� (�� � ���#����� ����)

M



��+�$���� ��� � �$� ����� �� � ���$ �� � �-��� ) 
� �$�#��� ���+� (��#� !��.%  ���$ (�� ���
��$����� ���*��� ��� ��" ��� ��� ������- VOC *�� �$�� #���������)

G)H)F 
�$��� ������- ���������� �-��� ������


� ��$��� ��" �+�$������ �-��� #�� �� ��+���� �� (�+� ��((����� ������& ������$/ ������-/ ����2
�������$/ #����� ��� ���#����� ������/ .��)G)F) ��#� �� � ��� �+�$������ �-��� �� �*��#���2��/
�� ������ (�� ��� ������$ ����� *���� ��� ��" �� ����� ���� �-  ���� �( +�$����  ������ ���/
�� ��������  ������ ��� ��� ��� ������ ��"S��.  ���$) ����/ ��������� �� *������ ���
������- �� #������/ ���#������ �� �� �>��$����� / ��� �-��� �*��#��� �� ��� ���$ ����� �( ���
������-)

.����� G)F& ����� ������ �( � ���$ �� � ��" �+�$������ �-��� XFKY)

4����+� 4���� �� ������- ����� ��� ������- �� �������� �� �� �� �>��$����� ��� ��� SoCs !�����
�( "�����& ������- �����% �� �$�� ����� ���� �-  ���� �( +�$����  ������ ���/ �� ��������
 ������ ��� ��� ��� ������ ��"S��.  ���$�) 
##������ �� .��)G)F ���� ����� �� �#���+�� *���2
�+�� ��� #������ ���*�A��#��+�� !Is% �� $��� ���� � #������ $� �� !Ilim%/ ���  ������� ������-
+�$���� !V % �� ����$� ��� #$��� �� ��� VOC) 	�������� �� ��� �-��� ���� �� ����� �+�$�����
���� Ilim +�$�� #�� �� #������ ��  ��#� ��� ��>���� ����)

��������
��� 4���� 5��� ��� �-��� #������ (�� ������ #����� �� ���#�����  ��� �� ������-
����� ��� �����������$ ����� �� ����) ���#� ��� ������- +�$���� �� ��� ����$�/ ��� SoCt !����� �(
"�����& �����������$ �����% �� ����� ���� �-  ���� �( #��$� � #������� ��� *��� ��� ������-
+�$���� ��� ���#��� � ����$� +�$�� ��� �-��� �� �$$�*�� �� ����� ���� ��� ������- �����)

8�������� 4���� �( ��� ������- �� ����� ���#������/ ���#����� �����/ � $���� ������+� !�����$
������� �- ��� ������% #������ ($�*� ��� �( ��� ������-) �� ����� *����/ Id]Ilim ��� |Id|^Ilim
����$� �� +���(���) 
� �� ��� ���+���� ������/ ��� SoCd !����� �( "�����& 	��#����� �����%
��� ��� �� #�$#�$���� ����� #��$� � #������ ��� ��� �((�#� �( ��� ������- �+����������$ ��
#���������)

N



(����� 4���� ��� #����� ����� �� �����$����� *��� � #������ �� #����#��� �� ��� ������- ���
� $���� ������+� #������ ($�*� ���� ��� ������-/ ���� �� �>��$ �� Ich^Ilim ��� |Ich|^Ilim) �� ����
������/ ���#����� ��� #�����/ ��� SoCch !����� �( "�����& "����� �����% ���� ����� �� ����
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($�*#����/ �� *�� ��� #��������� �� ���� *��0 ���#� �� ���  � ��� 
���� ���� ��� �*� �������$
#� ������� �
�9�)

Mechanical Energy

Potential
Energy

Kinetic
Energy

Chemical Energy

SoC & RRT
Algorithm

SoC & RRT
Estimation

Available
Energy Sources

Electrical
Energy

Fossil
Fuels

Work of Dissipative Terms
Aerodynamic forces

Electrical efficiencies
(e .g)

.����� H)F& �����- ����#�� ���� (��� � ���$ �� � ��" R ��� �+�$������ �-��� )

6?. &��������� 
�����

H)F)F "�����+����� �( ��#����#�$ �����-


 ��-��#�$ �-��� #������� �( � *�$$ ��(���� ��� �( ������ ���� ������#� �-  ���� �( (��#��) 
�-
���- ���� $��� ������� ��� �������- �( ��� �-��� ������� �� ��� ������������) 
 ����� �( ���
�-��� �� � ��� �(  �������$� ��-��#�$ >��������� ���� #� �$���$- #����#����:� ��� �-��� )

.�� ��� ��(������� �( #����� �( �����-/ B	�� 	�	
� ��
��� �� ������ �� 
 ���	�� 
�� �	� ����
��������� ��	���� 	�� ���
� �	
	� 
�� 	�� ���	�
� �	
	� �� ����C/ �� �� ����� ����

ΔEtotal = ΔEsystem +ΔEsurroundings = 0 !H)F%

*���� ΔEtotal �� ��� ����$ #����� �( �����-/ ΔEsystem �� ��� �-��� 9� #����� �( �����- ���
ΔEsurroundings #���������� �� ��� ������������ #����� �( �����-) .�#����� ��$- �� ���  �#���2
�#�$ �����- �( � �-��� / ����� ��� �*� �-��� �( �����-& 0�����# �����- ��� ��������$ �����-) ��/

FL



��� ����$ #����� ��  �#����#�$ �����- �� ��(���� �� �� ��� �� �( ��� #������ �( 0�����# ���
��������$ ��������/

ΔEmechanical = ΔKsystem +ΔUsystem !H)G%

.�� ���� ��� ��(������� �( #����� �( ��������$ �����- ��� ��� *��02�����- ������ / ��� ����$
#����� �� ���  �#����#�$ �����- �� :���/

ΔEmechanical = Wcons + (−Wcons) = 0 !H)H%

0��*� �� #�����+����� �(  �#����#�$ �����-)

5��� ����/ � #�����+���+�  �#����#�$ �-��� #�� �� ��(���� ��

Emechanical = K + U !H)I%

*���� K �� ��� 0�����# �����- ��� U ��� ��������$ �����-)

��� #����� �(  �#����#�$ �����- *��� � �-��� ���� (�� �� ������$ ����� �� � (���$ ����� #� ��
��

ΔEmechanical = Emechanical,f − Emechanical,0 = (Kf + Uf )− (K0 + U0) !H)J%

����/ *��� ����� ��� �� ��� #�����+���+� (��#�� �#���� �� ��� �-��� / ��� ����$  �#����#�$
�����- �( ��� �-��� �� #�����+��/ ���

Emechanical,f = Emechanical,0 !H)K%

H)F)G ��� #�����+����� �( ��#����#�$ �����-

��� ����$ (��#� �#���� �� � �-���  �-/ �� ������$/ #������ �( � +�#��� �� �( #�����+���+�
(��#�� ��� ��� #�����+���+� (��#��/

→
F

total

=
∑
i

→
F cons,i +

∑
j

→
Fnon−cons,j !H)L%

��� *��0 ���� �- ��� ����$ ��� #�����+���+� (��#�/ *��#� �� ��� �� �( �$$ ��� #�����+���+�
(��#��/

→
F

total

non−cons=
∑
j

→
Fnon−cons,j !H)M%

���*��� �*� ������ 
 ��� � �� � ���� ��������� >������- ��+�� ��

Wnon−cons [A,B] =

∫ B

A

→
F

total

non−cons ·d
→
r !H)N%

����/ ��� *��0 ���� �- ��� ����$ (��#� ��

FM



W total [A,B] =

∫ B

A

→
F

total

·d →
r=

∫ B

A

⎛
⎝∑

i

→
F cons,i +

∑
j

→
F

total

non−cons,j

⎞
⎠ · d →

r

=
∑
i

∫ B

A

→
F cons,i ·d →

r +Wnon−cons [A,B]

= −ΔU total +Wnon−cons [A,B]

!H)FO%

5��� ����/ ��� *��02�����- ������ !��� �����#���� H)F)H% ������ ���� ��� *��0 ���� �- ���
����$ (��#� �� �>��$ �� ��� #����� �� 0�����# �����-/

Wtotal = ΔK =
1

2
mv2f − 1

2
mv20 !H)FF%

1��#�

ΔK = −ΔU total +Wnon−cons [A,B] !H)FG%

��� #����� ��  �#����#�$ �����- �( ��� �-��� ���*��� ��� ������ ����������� �- 
 ��� �/

ΔEtotal
mechanical [A,B] = ΔK +ΔU total !H)FH%

�� ��(���� �� ��� �� �( ��� #����� �( ��� 0�����# �����- ��� #����� �( ��� ����$ ��������$
�����- *��#� �� ����������� �( ��� ���� ���*��� ��� ������ 
 ��� �)

�����(��� ��� ����$ #����� �� ���  �#����#�$ �����- �( ��� �-��� ���*��� ��� ������ 
 ���
� �� �>��$ �� ��� *��0 ���� �- ��� ��� #�����+���+� (��#�� �$��� ��� #����� ���� #����#����
������ 
 ��� �

ΔEtotal
mechanical [A,B] = Wnon−cons [A,B] !H)FI%

���#� ��� �-��� �� ���� *��0 �� ��� #�����+���+� ��� �� ��� ���� (��#� !��� �����-�� �# (��#�
���� ������� �� ���#��(�9�  ����� ������� ��� ���%/ (�� �����- $�+�$ ($���� !�D.% ��� ��$- *�- ��
 ������� ������ ��� ����� �� �� ����$- ������ ����� �  ���� �� ���� ��� ������ (��#� �� �>��$ ��
��� ���� (��#�/ ��� $�(� �>��$ �� *�����/ .��)H)G) ����/ ��*������ �>)H)FI *� ��+�

ΔEtotal
mechanical(SLF ) [A,B] = Wdrag(SLF ) [A,B] !H)FJ%

*��#� �� �>��$ ��

ΔEtotal
mechanical(SLF ) [A,B] =

∣∣Emotor(SLF )

∣∣ [A,B] = Wdrag(SLF ) [A,B] !H)FK%


�- ������ �+��$��$� �� �,#��� �( ���� ��>����� �� �+��#� � ��� ���� #�� �� ���$��� �� �##�$�����
��� +���#$� !��#������� 0�����# �����-% �� �� #���� ��� +���#$� �� #$� � !��#������� ��������$
�����-%)

H)F)H E�����# �����- 	���+�����

"���������� � #�����+���+� �-��� �� ���#��� ��� ����+����� �( ��� 0�����# �����- �>������/
����� �� � ��$����� ���*��� ��� ����$ *��0 ���� �� �� ��4�#� ��� ��� #����� �( 0�����# �����-)
��� *��0 ���� �- �$$ ��� ���$��� (��#�� �� �� ��4�#� �>��$� ��� #����� �� 0�����# �����- �( ���
��4�#�/ �>)H)FF)
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.����� H)G& �� �$�(��� ����$���  �����A(��#�� �� �� ����$���& �����- $�+�$ ($����) !������� (�� 
XGFY%

�� ����� *����/ � ��� :��� ����$ *��0 � �$��� ���� ��� ����$ (��#� �#���� �� ��� ��4�#� �� ��� :���
��� ��� ��4�#� *�$$ �##�$�����) 5��� ��� ����$ *��0 ���� �� �� ��4�#� �� ������+� ��� ��4�#�
*�$$ ��#����� ��� �����) 5��� ��� *��0 ���� �� ������+�/ ��� ��4�#� *�$$ ��#����� ��� �����)
5��� ��� ����$ *��0 ���� �� :���/ ��� ��4�#� *�$$  ������� � #������� �����)

��� *��02�����- ������ ��$�� �� *�$$ (�� ��� #������� (��#��) ��� *��0 ���� �- � ��� #�������
(��#� �� �  �+��� ��4�#� �$��� ��� ,2�,�� (�� �� ������$ �������� x0 �� ��� (���$ �������� xf ��
��+�� �-

W =

∫ xf

x0

Fxdx !H)FL%

*���� Fx �� ��� #� ������ �( ��� (��#� �� ��� ,2����#����) 
##������ �� ��*���9� ��#��� D�*
�� �� 0��*� ����

Fx = m
dvx
dt

!H)FM%

"����>����$-/ ��� *��0 �������$ #�� �� *������ ��

W =

∫ xf

x0

Fxdx =

∫ xf

x0

dvx
dt

dx =

∫ xf

x0

m
dx

dt
dvx !H)FN%

���#� ��� ,2#� ������ �( ��� +�$�#��- �� ��(���� �� vx = dx/dt/ ��� *��0 �������$ ��#� ��

W =

∫ vx,f

vx,0

m
dx

dt
dvx =

∫ vx,f

vx,0

mvxdvx !H)GO%

�� ����$� �� ����� ���� ��� $� ��� �( ��� �������$ *��� #������) ������� �( ����������� (�� 
��� ������$ �������� x0 �� ��� (���$ �������� xf / ��� $� ��� �( ����������� ��� ��* (�� ��� ������$
,2#� ������ �( ��� +�$�#��- vx,0 �� ��� (���$ ,2#� ������ �( ��� +�$�#��- vx,f ) ���#�

d

(
1

2
mv2x

)
= mvxdvx !H)GF%

��� �������$ ��

W =

∫ vx,f

vx,0

mvxdvx =

∫ vx,f

vx,0

d

(
1

2
mv2x

)
!H)GG%

�� (�$$�*� ����

GO



W =

∫ vx,f

vx,0

mvxdvx =

∫ vx,f

vx,0

d

(
1

2
mv2x

)
=

1

2
mv2x,f − 1

2
mv2x,0 = ΔK !H)GH%

��� *��0 �����- ������ #�� �� ���� ������$�:�� �� �����2�� �������$  �����) ��������� ��
��4�#� ���� �� ����� ��� �#���� �( �� ���$��� (��#�/ �� #������ ��� +�$�#��- (�� �� ������$ +�$�#��-/

→
v 0 = vx,0î+ vy,0ĵ + vz,0k̂ !H)GI%

�� ��� (���$ +�$�#��-/

→
v f = vx,f î+ vy,f ĵ + vz,f k̂ !H)GJ%

��� 0�����# �����- �� ��+�� �-

K =
1

2
m

(
v2x + v2y + v2z

)
=

1

2
m

→
v2 !H)GK%


� ���� �����/ ��� 0�����# �����- �>������ ��� ���� ����+�� ��� ��(����) 1��#�/ ��� �� � ����
�( #����� �( 0�����# �����- !0�����# ��*��% ����+����� �� ��* �� �$� �� ���(�� )

�� ��� �� ������/ ��� �� � ���� �( #����� �( ��� 0�����# �����- �� ��+�� �-

dK

dt
=

d

dt

(
1

2
mv2x

)
!H)GL%

��

dK

dt
=

1

2

(
dm

dt
vx

2 + 2mvx
dvx
dt

)
!H)GM%

�( ���  ��� ���� ��� #����� �+�� ��� �� �/ ����

dm

dt
= 0 !H)GN%

��� (���$$-

dK

dt
=

1

2

(
2mv

dvx
dt

)
= mvx

dvx
dt

!H)HO%

��� ������$�:����� �� ����� �� ������� ��#� ��

dK

dt
=

d

dt

(
1

2
m

(
v2x + v2y + v2z

))
= mvx

dvx
dt

+mvy
dvy
dt

+mvz
dvz
dt

!H)HF%

��

dK

dt
=

d

dt

(
1

2
m

→
v

)
= m

→
v

d
→
v

dt
!H)HG%

H)F)I '�������$ �����- 	���+�����

��������� ��� �,� �$� �( �� ��4�#� (�$$��� ���� ��� ���(�#� �( ��� ����� ��� #���������� ���
����� ��� ��4�#� �� � �-��� / ��� ���+��������$ (��#� �� ��* �� �������$ #�����+���+� (��#� �#����
������ ��� �-��� ) ��� ������#� ���������� ��� ��4�#� �� ��� #����� �(  ��� �( ��� �����/ ���
��� +�$�#����� �( ��� ����� �� ��� ��4�#� ���#�(��� ��� ������$ ��� (���$ ������)

"������� � #��������� �-��� *��� ��� ������ �� ��� ���(�#� �( ��� ����� ��� ��� ������+� ����#2
���� �( ��� : �,�� �������� �*�- (�� ��� #����� �( ��� �����/ ��#���� ��� ����$�#� ��� �( ���

GF



����� �� ���$����$�/ �� �� ��$- ��#�����- �� #������� ��� ����$�#� ��� �( ��� ��4�#� �� ����� ��
#�$#�$��� ��� #����� �� ��������$ �����- �( ��� �-��� )

��������� ���� ��� ��4�#� ������ �� �� ������$ ������ zi/ ���+� ��� ���(�#� �( ��� ����� ��� ����
�� � (���$ ������ zf / ��� ���+��������$ (��#� �� ��� ��4�#� �� ��+�� �-

→
F

g

= −mgk̂ !H)HH%

*���� ��� ����$�#� ��� �� ��+�� �-

d
→
r= dzk̂ !H)HI%

��� ��� �#�$�� �����#�/

→
F

g

·d →
r= −mgk̂ · dzk̂ = −mgdz !H)HJ%

��� *��0 ���� �- ��� ���+��������$ (��#� �� ��� ��4�#� �� ����

W g =

∫ zf

zi)

→
F

g

· →
r=

∫ zf

zi)

−mgdz = −mg (zf − zi) !H)HK%

��� #����� �� ��������$ �����- �� ���� ��+�� �-

ΔU = −W g = mgΔz = mgzf −mgzi !H)HL%


 :��� ��(����#� ����� (�� ��� ��������$ �����- #�� �� ��$�#��� *����+�� �� #��+������) ����
*�-/ �� �� ������$� �� ����� ��� :��� �� ���� (�� � �����#�$�� ����$� ) ��#���� ��� #����� ��
��������$ �����- ��$- ������� �� ��� ����$�#� ���/ Δz/ �� ��� ���+� �,�������� (�� ��� #�����
�( ��������$ �����- !�>)H)HM%/ $�� zf = z !�� hf = h% �� �� ��������- ����� ��� yi = 0 !�� hi = 0%
������ ��� ���(�#� �( ��� �����)

��� ��������$ �����- �� ���� ��+�� �-

U = mgΔh = mghf −mghi = mgh !H)HM%

�� �$��$- �� ��� 0�����# �����-/ ��� ��������$ �����- ��� ���� ����+�� ��� ��(����) ��� �� �
���� �( #����� �( ��������$ �����- !��������$ ��*��% �� ���*� ��$$�*)

dU

dt
=

d

dt
(mgh) = mg

dh

dt
!H)HN%
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��������� 
�����

��� �$�#���#�$ �-��� 9�  ��� ������� �� �� ���+��� �$�#���#�$ �����- �� �$$ �>��� ��� ��>������
�$�#���#�$ ��*�� �� ���) �� ���������� ��� ��$����� ���*��� ��� ������- �����- ����� *���
+�$���� ��� #������/ � �� �$� ������-  ���$ �� ��������� ��$�*) 
 ��$�� ����$  ���$ ���� ����
� ��$�� "����� "�����$$�� !�""%/ ������� ��2FO2D�2FG)J�/ �� �$�� ���#�����)

���#� D�'� ��������� �((�� � *��� ����- �( ����(���/ ��#� �� $���� *�����/ ���� #���#�����/ ����
���#����� ����� ��� ���� ���#�(�# �����- #� ������ *��� ����� ������- �-���/ ��� �$������ 
��������� �� "������ I *�� ��+�$���� (�� ��� )

GG



H)G)F ������- ����$

��������� ��� ���� �� ���+��� �$�#���#�$ ��*�� �� ��� �-��� �/  ���� ��� �� ����� �����- �( �����
��*�� ����#�� ��� ������� ��#� �� ��$�� ����$�F)

D�'� ��������� #�� ��  ���(�#����� �� +��- ��((����� #��(���������� *��� �����#� �� ����� �$�2
 ����) 1��#�/ ��� ����$ �� ��� �( ������- �$� ���� �� ��+�� �-

nB = nBS · nBP !H)IO%

*���� nBS �� ��� �� ��� �( ������- �$� ���� #����#��� �� ������ ��� nBP �� ��� �� ��� �(
������- �$� ���� #����#��� �� ����$$�$) ��� +�$���� �( � ������- �$� ���  ��� ��+�� �,#��� �
 �,� � +�$�� �( I)G+ !UB1max% ��� (�$$ ��$�* �  ��� � #��2�(( +�$�� �( H)G+ !UB1min%) ���
 �,� � ���  ��� � +�$����� �( � ������- ��#0 ��� ����

UBmax = nBS · nB1max !H)IF%

UBmin = nBS · nB1min !H)IG%

�( ��#� ������- �$� ��� ��� �  �,� � �����- #���#��- �( CB1max/ ��� ����$  �,� � #���#��-
�( ��� ������- ��#0 #� �� ��

CBmax = nBP · CB1max !H)IH%


������ � ������� +�$�� �( � ����$� �$� ��� �� ���  �,� � #������ ����� ���� ��� �$� ��� #��
������� *������ �� ���) ����$$-/ ���� �� �,������� �� �  �$���$� �( ��� �$� ��� #���#��- 0��*�
�� ���#����� ���� �� B"C ����/ KB) ����/ ���  �,� � ���#����� #������ (�� � ������- ��#0 ��

IBmax = KB · CBmax !H)II%

��� �$�#���#�$ ��*�� ��$�+���� �- ��� ������- �� ���� ��(���� ��

PB = UBIB !H)IJ%

*���� UB �� ��� ������- +�$���� ��� IB ��� ������- ���#����� #������) ��� ������- +�$���� ���
���#����� #������ ��� (��#����� �( ��� �� ������ �����- �� ���*� �� .��)H)H/

EB = f (UB , IB) !H)IK%

1��#�/

d (EB)

dt
= PB = UBIB !H)IL%

���� #���������� ��

EB =

∫ ti+1

ti

(UBIU ) dt !H)IM%

��������� ���� ���  �,� � #������� #������ �( � D�'� �� !������$$-% $� ���� �� � +�$�� �>��$
�� ����� �� ���$ #���#��-/

F	�������� �� ��� ���$�#����� � ����#���� ������- #�� �� ���� �� ��*�� ��� �-��� �)

GH
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.����� H)H& �D� 
'D FOOOO 
� H�F' D�'� ������- ���#����� #��+�� !���(�� �� *��� �� �"������
IOFO 	�� �� ��� $��������-%)

IBmaxUchg = CBmax !H)IN%

�( ����� �� � ��$�� #������ #����#��� �� ����$$�$/ ��� ��$�#����  ��� �� #������ ��� *��� #������
����� ��� ���0 �( �� ����� ��� ������-) �� ����� *����/ ���  �,� � #������ ���+���� �- ���
��$�� #������ !IS%  ��� �� �� $���� �>��$ �� �� $��� ���� ���  �,� � #������� #������ �� �����
�- ��� ������-/ �>)H)JO)

IS ≤ IBmaxUchg !H)JO%

H)G)G ��$�� '���$ ����$

�� �$��$- �� � D�'� ������-/ � ��$�� ����$ #�� �� #����#��� ��  ��- ��((����� #��(����������
*��� �����#� �� ��� �$� ����/ ��� ��$�� #�$$�) ����/ ��������� �� ��� ���$�#�����/ � ��$�� ����$
#�� ������� �� ��((����� +�$����� �- #����#���� ��� ��$�� #�$$� �� ��#� ����� �� ������) ����
�� ����#��$$- � ������� ���#� ��� ��$�� "����� "�����$$�� !�""%/ ������� ��2FO2D�2FG)J�/ ��� �
 �,� � ����� +�$���� !Voc% �( GL� !��#�  �����%)

��� ����$ �� ��� �( #�$$� �� � ��$�� ����$ �� ��+�� �-

nS = nSSnSP !H)JF%

*���� nSS �� ��� ����$ �( ��$�� #�$$� �� ������ ��� nSP ��� ����$ �� ��� �( ��$�� #�$$� �� ����$$�$)
5��� ��� ��$�� ���� �( � ��$�� #�$$ ��� ��� #����#���/ �� #������ �� �����#�� ��� ��� +�$����
�>��$� �� Voc/ ���� #��#��� +�$����) 5��� ����� #��#�����/ ��� +�$���� �� :��� ��� ��� #������
�>��$� �� Isc/ ����� #��#��� #������) ���*��� ����� �*� ������ ����� �� � *��0��� �����/ #�$$�� ��
��,� � '�*�� '���� !�''%G/ *���� ��*�� ��0�� ��� ������� +�$�� ������$� �� ���*� �� .��)H)I)

1��#�/ ���  �,� � ��*�� ����� +�$���� !USmax% �( � ��$�� ����$ �� ��(���� ��

USmax = nSSUS1max !H)JG%

G��� c���� !GOFJ% XGGY (�� (������ ��(�)

GI



*���� US1max #���������� �� ���  �,� � ��*�� ����� +�$���� �( � ����$� ��$�� #�$$)
��������� ���  �,� � ��*�� ������ #������/ �� �� ��(���� ��

ISmax = nSP IS1max !H)JH%

*���� IS1max #���������� �� ���  �,� � ��*�� ����� #������ �( � ����$� ��$�� #�$$) ���
 �,� � ��*�� ����� #������ !ISmax% (�� � ��+�� +�$���� �� � (��#���� �( �� ��������H ��� ���
��$�� ��������� ��#��+�� �- ��� ��$�� ����$/

ISmax = f (U, T,Ee) !H)JI%

*���� Ee �� ��� ��������#� ��#��+�� �- � ���(�#� ��� ���� ����) .�� .��)H)JI ��� ��$�����
���*��� +�$����/ #������ ��� ��������#� (�� � ��+�� �� �������� �� ���������)
D���$-/ ���  �,� � ��*�� ��$�+���� �- � ��$�� ����$ ��

PSmax = USmaxISmax !H)JJ%

.�� �>)H)JJ/ ���  �,� � �����- ��$�+���� �- ��� ��$�� ����$ #� �� ��

ESmax =

∫ ti+1

ti

(USmaxISmax) dt !H)JK%

.����� H)I& �,� �$� �( � ��$�� #�$$ �S� ��� 'S� #����#�������# XGHY)

H��� ������ ��� �� ��������/ ��� $�*�� ��� �((�#���#- �( �����+�$���# #�$$�)
I�� ��� (����� Im #���������� �� IS1max ��� V m #���������� �� US1max)

GJ



.����� H)J& �,� �$� �( � ��$�� #�$$ �S� ��� 'S� #����#�������# (�� ��((����� ������������ �� #�������
�� �������� XGHY)

GK



(������ 7


����� ���
����	 3	���	������
�

�� ���� #������/ ���  ������$��- ��� ����#���� �( ��� #� ����� #��� ������ ���  ���� ���#�$
�$������ �� �,�$�����) �� ����� �� ��+� � ������$- �+�$������ �-��� / ��� #� ���������$ �$��2
����  ��� ��+� ��� ���$��- �� ���� ����� ���� ������� ������� �� ���2������� ���� �����/  �0�
� ����� ��#�����/ #� ���� ��� ����+�� ���� ��� ������ ��� ����$�� ������ �- ��2����� ��#������
�� ������� �� �� ���$ �� � �� ��� ����/ .��)I)F)

.����� I)F& "��#�$�� ($�*#���� ���*��� ��� ����# ��>���#� �( �+���� �� � �-�� �# �-��� )

"���������� ���� ���  ���� ���#�$ �$������ �� ����� �� ��� �������$ �( ��� �����- ��$��#�/ ���
��>���#� �( �+���� ���� ������ �,����� ��� �$������ �� �� (�$$�*� (�� � ��+�� �� � ������� !ti%&

F% "��#0 �( ��� �-��� �� ����-W

G% ��� �$$ ��� ���2��(���� ���� ����� ��� ������� ����W

H% 
����� ��������$ ��� 0�����# �����-W

I% 	���� ��� 0�����# ��� ��������$ ��*��W

J% 
����� ������- ��*�� ������W

K% 
����� ��$�� ����$ ��*�� ������W

L% 	���� ��� ��� �$�#���# �����- #���� �� ��� ��#��+��W

M% 	���� ��� ��� ���$ �����- $�(� �� ��� ���������W

N% "�$#�$��� ��� ����$ ��*��W

FO% "�$#�$��� ��� ����$ �����-W

FF% 
����� ��� �����- ������W

FG% 	���� ��� ��� ������� �� � �� ������ !���% �� "������� �� � �� ������ !"��%W

GL



.����� I)G& .$�*#���� ���*��� ��� �$������ ����#���� ��>����� �� ���� ��� �� ���$ �� � ���
�� ������ ($���� �� �)

GM



FH% ���� ���� �� ��� ������ "�����$ ������� !�"�%W

FI% ��+� ���� ��2�����W

FJ% ������ ��� ��>���#� (�� ��� ��,� �� � ������� !ti+1%)

.�� � ������ ������������� �( ��� �(��� �������� ��>���#� �( �+����/ ��$�* ��� �,�$�������
�( ��#� ����� �� ���������) �� .��)I)G � ($�*#���� ���*��� ��� �$������ ����#���� ��>����� ��
���� ��� �� ���$ �� � ��� �� ������ ($���� �� � �� �$�� �$$��������)

. (���0 �� ��� �����	 �� �����
��������� ��� +���(�#����� �( ��� �-��� 9� �����/ ���� #�� �� ��+���� ���� �*� �-���&

V 5��� ��� �-��� ����� (�� ��� (���� �� �W

V 5��� ��� �-��� ������� (�� ��� $��� ����� �( ��� ��>���#�)

�( ��� �-��� ����� (�� ��� (���� �� � �� � ����#�� ����$� �� #���������/ �����*��� ��� ���0
�( (��$��� �� >���� ���� $������ �� �� � ���,��#��� ����+���� �- ��� �
� �� �� ��� *���� #���
�#������ � #����) ����/ ��  ��� �� +���(��� �( ��� ������$�� ��� ������ ������$-) ���#� ���
������$�� #�� #�  ���#��� ��� ����� +�� ����� �����$� ��� D�	9�/ �� �� (���$- ���- ��� >��#0 ��
 �0� ���� +���(�#����� !��� XGIY ��� XGJY (�� ���  ������� �( ��#� ��::�� ��>���#� ��� #�$��
��������/ �����#��+�$-%) �� #��� �( � (��$�� ����/ �� � >��#0 #��#0�  �- ����#��� ��� �����
�( (��$��� *��#� ��� ����$$- ��$���� *��� #�������� (�� *��� �� *��� ���  � ��- #��� �� ���
�������� �� ��� #��� ��#0��) �( ��� ����$� �������� ��� ���� $��� ����$� �� #���(�$$- ���$-���
�� ������ ���� ��� ����#� �( ��� ����$� �� ���#�+����)


(��� ���� ��� ��(��� �$$�*��� �� ��� !*��� ��� �
� �� ����������$% ��� ������$�� #��#0� � ���
�( #���������/ ���� ����$� �� +���(��� �����*��� ��� �� ��� �� ��� �$$�*��) .�� ��� 
���'�$��
��#� �������� XGKY ��� �� ��� #��#0� ���#����� �� �,�$����� �� �����$)

5��� ��� �
� �� �� ��� ����- �� ��0��(( ��� (���$ #��#0 ����� �� �� ����) 5��� ��� ($����
 ��� �*��#��� �� �	
������F �� ����/ ��� ��$��  ��� ���#� ��� ��$� ��� ���#��(� �� #��(�� ����
��� #�����$ ���(�#��  �+� ��� #����#� *�- �� ������ ��� ���#��(� �� $�+�$ ($����) �� ��� �� �
*�-/ ��� ��$�� ����$�  �+� ��� #�����$ ���(�#�� ��  �0� ���� ���� ������� �� ��+�����)

�( ��� �-��� ������� (�� ��� $��� ����� �( ��� ��>���#�/ ��� �$������ *�$$ #��#0 �( ��� ��>�����
������� �� �$- ��� ������- ��*��  ���$�/ ��$�� ��*��  ���$� !�( �� ���%/ �'�/ ���� ���� ���
�������� ������ ��� *��0��� ������$-) �( � ����$� �� ����#���/ � *������  ������ �� ���*� ��
��� ������ #�����$ ������� ��� ��� #� �������� *�$$ ����)

, =�� ��� ��� ����������� ����	����� ��� ����
�� ����

(��� ������$�:�� ��� �� ��/ ��� ������$�� ������ ��� �$������ �- ������� �$$ ��� �
�D��0 ��2
�� ����� ��(���� �- ��� ��$�� ��(��� ��#�  ������ !��� �����#���� J)F)F R 
������, 
)F%) ����
*�- ��� *������ ��2#� ��$��� ��� �$������ / ��� ��$�� #�� #����� �� � ���� ����� ���� (���
��� �-��� ) .�� .��)I)G �� #�� �� ���� ���� ����� ���� ����� ���&

V 
��#��(� �����  ��� ! % 2 ��(��� ��#� ($���� ��� �
� ����$� �� *������ ��
����� �� ��+� � ���#��� +�$��W

F
((����� ����# �����$�:�����/ ��� ($���� #�����$$�� ��� � ������#- ��  ������� ��� *���� $�+�$$��) ��
��������/ *��� ��� ����  ��� ����$��/ �� �� ��� ������$� �� ��$$A���#� ��� ���#��(� ���� ��� ��(���� ��$$A
���#� $� ��)

GN



V ���$ ������- #���#��- ! % 2 � #� �$��� ���#����� ���� (�$$�*�� �- � (�$$ #�����/
(�� I)G� �� H)G� ��� #�$$ ��� +�#� +����/ �� ���(�� �� �� ����� ��� ��� ���$ #���#��- �(
��� ($���� ������-W

V �������� �������$ ������- ��������#� ! % 2 �� ��� �� � *�- �� ���
���#�����A#����� ����/ ��� �������$ ��������#� ��� �� �� �������� ��� ��(���� ��(��� ��#�
 ������W

V ������- �� ��� ! % 2 ��#� ������-  ��� �� �� ����� �� ����� �� �+���
(��$��� *��� �����#� �� ��� W

V 
�� ��$�� ����$� �����$$��d ! % 2 ��������� �� ��� ���#��(� �����/ ��$�� ����$�
 �- �� �����$$�� �� ���) �( ��$�� ����$� ��� �����$$��/ ���� ���� ���� ����$� �� ��������
*��� F/ �( ��� �����$$�� *��� OW

V ������- �����- ������ ! % 2 �� L)H �� �� ���*� ���� ��� ��*��  ���$�� ���� ��
����� ��� ��� *������*�A��#��+�� #������ ��� ��� �� �##����� �� �������$�) �� �+����0�
���� ����$� / ��� ���� #��#��� +�$���� !
"�%  ����� !�����#���� G)G)H% �� ���$��� �� ��
�����+�$ �( �� � ��(���� �- ��� ��$��)

�� �������� �� ��� ������$�� ��� �$$ ��� ��>����� ������� �� ���(�� �� ������ ��� ($���� �����
��� ������� ���� (��� ���  ���� ���#�$  ���$) ��� ������- ��*��  ���$�/ ��$�� ����$ ��*��
 ���$�/ �'� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� #��������� ����#�$- (�� ��� �$������ ) .�� ����
������ ��� (�� � ��+�� �� � ������� !ti% ��#� ������  �������� ���+� �� #�$$��)

6 A+���� �
������� ��� 0������ ������
��0��� ���� �##���� �>������ �>)H)GK ��� �>)H)HM/ 0�����# ��� ��������$ �����- ��� ��*������
�����#��+�$- ��

!I)F%

!I)G%

*���� �� �>)I)F/ �� ��(���� �� ��� ���#��(�  ��� ���
��� �
� ������ +�$�#��-) �� �>)I)G/ �� ��� ���+��������$ �##�$������� �( ��� ���-
��� ��� ��$���+� �$������ (�� �������� �� ��� ����� ���(�#� *����
��� �
� *�� �� ��) .�� ��� �� #�� ��
����� ���� �� ���� #���� ��� ����������� ��� � ��- !�)�) *������ ��- �� ��� ������% ��#�
����� �� �� ��������#- �( ����� �������) �( � ��#��� �'� �� �����$$�� ��� �������� ����$� ��

)

5��� ���� 0�����# ��� ��������$ �����-/ ����� �� � ���� �( #����� !0�����# ��� ��������$ ��*��%
#�� �� ����� ����)
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� ���� �����/ ��� �� � ���� �( #����� (�� ���� 0�����# ��� ��������$ �����- �� ���(�� ��) �>)I)H
���*� ��� 0�����# ��*�� �>������

!I)H%
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��� ������ ����� ����+����� *��� �����#� �� �� � �� �>��$ ��

!I)I%

*���� �� ��� �$������ ������ ����)
���#� �� ����$- �((�#��� �- ������� �����/ � (�$��� *�� ���� �� ��$+� ���� ����$� ) �� ��
�� / ���� (�$��� �� � �� �$�  �+��� ����� ���#  ��� �( J �� �$��)

!I)J%


� $���/ �>)I)K ���*� ��� ��������$ ��*�� �>������

!I)K%

*���� ��� ��$���+� �$������ ����+����� *��� �����#� �� �� � !���� �( #$� �% �� �>��$ ��

!I)L%

�� ��� �� � *�- �� / ��� �+����� �( �� �>��$ ��

!I)M%

*���� #���������� �� � �� �$�  �+��� ����� ���#  ��� �( J �� �$��)
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��� ��� ������ #������ *��#� #���������� ��

!I)N%

.�� �>)I)N �� #�� �� ����#�� ���� �� � ������+� +�$��) 1��#�(���� ��� �����-
����$��� �- ��� �
� �� ��� ������������ ��0�� ������+� +�$��� *��$� ��� �����- ��#��+�� (�� 
������������ ��0�� ������+� +�$���)
���#� ��� ��*��  ���$� ���� ����� ������- +�$���� ��� #������ �� ���  ��� ��*��  ���$� �����
�� �� ���� �� ������ � �� ��� ������ ��� �����������) �( � ��#�����- ��*��  ���$� �� ���� ���
�������� ����$� �� ��� )
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�����$$�� �� ��� �- ��������� ��� ���� ���� *��� F �� O/ �����#��+�$-) �( ��$��
����$� ��� ��� �����$$�� � �
�D��0  ������ ! %G �� ���� �� ��� ������ ������� ��� ��$��
��*�� �� #��������� :��� ! % �� ���*� ��$$�*)

G!��� 
������#�� 
)G ��� 
)H%
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�( ��$�� ����$� ��� �����$$��/ ���� *� ��+�

!I)FO%

*��#� #���������� �� ��� ������ ��*�� �( ��� ��$�� #����� #�����$$��)
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.�� �>)H)IM/ #���������� �� ��� ����������� �+�� ��� �� �)����/
0��*��� ���� �>)I)FF �����$���� ��� �������$ �##������ �� ��� #� ���������$ $�������/ *� ��+�

!I)FF%

�� ��� �� � *�-/ �����- ��#��+�� �� �>��$ ��

!I)FG%

*���� ���������� ��� ��#�� ��� �( ��� ���+���� +�����$� �$�� ��� #������ ���)


� �,�$����� �� ��#���� G)G ��� �(��� ��������  ����� !����� �� ��� � ���� ���� #�������% #��
��� �� � $���� ����� �+�� ��� ����������� ���#� ���  ����� �� �� ���� $��� ��" ���� ����) 	�� ��
����/ ��*�+�� � �$$ �� ��� ����#����� ����� *��� +�$���� ��� #������ �������� !�� �� �� ��*��
 ���$��% ��� �-��� *�$$ ��+� �� �����- ��$��#� �����(�#���$- ��((����� (�� ��� #�$#�$���� �-
��� �$������ )
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�� �+��#� � ��� ����$�  �������� �� ��� ���+���� �����/ � ���$ ������- �����- #����#����
! % �� #�������$- (�$(�$$�� �� �� �����+�$ �( �� � ��(���� �- ��� ��$��/

! %) ���� #����#���� �� �##� �$����� ������� ��� #�����������#� ���*��� ���
������- ����2#��#��� ������- +�$���� ������� ��� ��� ������- ���#����� #��+�)

�� ����� �� ������ ��������� ��� ���#����� #��+� ���*� �� .��)H)H/ ���� *�� ��#� ����� ���� �
(��#���� �( ����� ����#��� �� ���*� ��$�*)
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�� �� ���� �� ��#� ����#�) ���#� �(��� FG)I� ��� +�$���� ����� �����$- *������ � ���� ��#�����
�( ������- #���#��-/ �� #�� �� #��������� ���� �� FG)I� ��� �-��� ���#��� � #������A�$ ���
#������ �����)

.�� � �����$�� ��+��* ����� ���� ���� �( ��� #��� �$���� ��� 
������, �)
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��*��/ 0�����# ��*��/ ��>����� ��*�� ! % ��� ��#��+�� ��*�� ! %)
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�#� ����� � �� �$�  �+��� ����� ���#  ��� �( J �� �$�� ��� �� �� ���� �����*��� ��� ($����
�� � ���� ����� ��#� �� ��((�#�$� �� ���� ��� �� ��� ���� ($�#�������) �� ��������/ ��� ����
($�#������� �( �� �  �- �$�� ����#� ������# ����+���� �- ��� ��$�� ��� �� ��� (�$�� ����� �(
�� ������ ($���� �� �)
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��� ����$ �����- �( ��� �-��� #���������� �� ��� �� �( ������- �����-/ ��$�� �����-/ 0�����#
�����- ��� ��������$ �����-) .�� �>)I)FI/ #���������� �� ������- �����- ���
��$�� �����- �� / 
������, �)
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$������ ����� �� �� ����#� ���$�#����� �( � ��((�� �� ��� ���+���� #���/ ���  ��� ��$�+��� ��� 
�( �� �$����- �� ���) ���� ��� / *�� �� ��� *��� � �� �$�
 �+��� ����� ���#  ��� �( FJO �� �$�� *��#� �� �� �#>�������� ���� �( J�:/ ��+�� � �� � ����
�( HO ��#����)

.. A+���� ��� ������ ����$�

.�� � ��+�� �� � ������� ��� ��������� �� ��� ������- ������/ � +�����$� �� �� ����
������ (�� O �� H �� ��������) 1��#�/ ��������� �� ��� �� ��� �( � ��((����� �����-
����� �� ��������) �( ���  ��� ������- �� ����� ���#������/ �( ���  ���
($���� ������- �� ����� #������/ �( ���  ��� ($���� ������- �� (�$$- #������ ��� �(

��� �-��� �� �� ������- ����$ ��� ���#��(� ������ ��� ��0��(( ���)
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�� ������ !*��� �� ����% ��������� �� ��� ������ ������� ��� ����� �� H)
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� �,�$����� ���+� *��� ���  ��� ($���� ������- �� ����� #������ ��� �� �� �������$�
�� 0��* ��� #������� �� � �� ������ ! %) ���� +�$�� �,������� ��� �� ������ �� �
����$ ��� ������- ��� � (�$$ #�����) "����>����$-/ *��� � (�$$ #����� *��
�#���+�� ��� ) �>)I)FK ���*� ��* ���� +�$�� �� ��������

=
!I)FK%

*���� #���������� �� ���  �,� � ������- �����- !(�$$ #�����% ��� ��
��� #����$����� ���*��� ��� ������- #���#��- ��� ��� ��$�� #������ ��� +�$����/ USCend = 12.5
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��������� ���� ��� ��>���#� �( �+���� ���*� ���+� ��� (�� � ��+�� �� � ������� !ti%/ �+��-
GOO  �$���#���� !J 1:% ��� �-��� *�$$ ������ ���� �#����) �� ����$� �� ����� ���� �$������ ���
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�,������ �� ��� �� O)J1: !���� ��#0�� %) �� ���#�(�# #���� *���� ������$�� �+��$������
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��� ���� ��� ��#�����- ���0� �� ��� #��� �( ��� �������� �$������ I)

I5��� ��� �#���$ ������$�� +������ !'�,��*0% ���� ����$� ��� ��� -�� ���� �������� �- ��� 
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���� (�� ����/ �� *�� �$�� *������ �� ��� �( ��� 
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��+�������/ #�����$ �( �$������/ ����� ��� ����#����) �� �� ������$� �� ��� � (��$2��(� (�� $���
�( ����� #����#�/ �'� �� ����#���� � +�����$ �������- ������ ��� ���� �� ($- ���� ���� (�� �
������ �� $���#� �#���� �� � $����� #�  ��� ������ � �����(���� *�-����� �� ���#�) ������� ���
�������$��- �� ($- �� �� FH ��((����� ($����  ���� �� � (�,�� *��� �
�/ (�� (�$$-  ����$ �� (�$$-
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.��  ��� �����$�� ��(�� ����� ����� ��� �(��� �������� ($���� (������� �� �� ��#�  ����� ��
��� ��(����#�� XGNY ��� XHOY)
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����� � �$� ��������/ �� �� �,��� �$- � ������� �� ���� ��� 0�- #��#��� ������ ����)
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�D��0% *�� #��������� ���#� �� � +��- $����*�����/ ������2��$-  ������
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$� ���� ���� ��� G)I�1: ���� �� �((���  ��� #���#��- �� ��������� ������� ��$�� ��4�#�� ���
��� �. ��+���� ��� �� �(���  ��� (�����$-H) 1��#�/ � ������� ����� #�� �� �,��#��� *���
#� ����� *��� ��� G)I��: ����)
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�$�#�� �� ��� +���� ����� ����� �� ����� �� #�� ��� ��� ���# �����(����#� ���� ��#������ ���
#�����$ �����) 5��� ����� IHH�1: (�� #�����$/ � $�* ���� (�$��� �� ���#� (�$��� ����$� �� ����
�� ��� IHH�1: ����� #�����$$�� �� 0��� ��� H�� ����� ��� ���# (�� ���������� ��� +���� �����$)
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��� $��� ��$���:����� *��� ��� �$��� ���0� ��  �0� � ����)
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 #��#�$�� ��$��2
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!��2�����%)
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 �-��#�$  ������ *�� �����(���� #��������� �( ��� (�$$�*��� ($���� ������& ��0��((/ #$� �/ #�����/
��##����+� $����� ������ *��� #������� ��������/ (���$ ���#��� ��� $������) ���  ������ �� �$$��2
������ �� ��� (�$$�*���  ������ ���(�$�/ .��)L)H/ *���� ��#� $����� #���������� �� � ���#�(�#
 ������ #�  ��� (�� ���$� L)F)
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		��� ��	� F�G 8������
� <������ #����$�� #
����$�� �����$�� F	G
� 5�-����� 2 2 2 IO/GNIJOH 2L/IIGMH GOO
� 5�-����� 2 2 2 IO/GNHLKK 2L/IIGMH GOO
# 5�-����� 2 2 2 IO/GNHMFJ 2L/IHFONG GJO
� 5�-����� 2 2 2 IO/GNIFLJ 2L/IHFONG GJO
� D�����U�� � FGOO F O IO/GNIFIH 2L/IHLOFJ HOO
( 5�-����� 2 2 2 IO/GNIOII 2L/IIHFLH HOO
� 5�-����� 2 2 2 IO/GNIKMH 2L/IIHFH HOO
� D�����U�� � NOO F O IO/GNILIM 2L/IHLOFJ GJO
� 5�-����� 2 2 2 IO/GNIKFL 2L/IHFFHJ GJO
4 5�-����� 2 2 2 IO/GNIHGH 2L/IHFFFI GJO
0 D�����U��$� ���� 2 F O IO/GNJGGH 2L/IHLFKJ FJO
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% (�� � ����� ������ �( �� � ��� �� ��� ����#���� �( W

V ��� �� ���� �� ���(�� �� ������� ) 5��� ���� �� ���� ����� �� �
������$ ��#�����A��#����� �( ��� ���� ���� �� � �� ���� ��� �,������#� *��$� ($-��� ��
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� *�$$ ��  ��� ���� (�����$-W

V .$�#������� �� ��  ���$- ��� �� ��� �������# +�������� �( *��� �������W
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V �� ��� ������#���� ����� (�� $������ ��#������ ��� +�$�� ���#� �$������ �� � +��-
$�* �����- ����� !� ��- ������-% ��� ��*�� #���� �� *�� �$�� $�* !�� ��*�� ��� ($����
�-��� � ��$-%) ���� ����#� �� ��0�� ���� �##���� �� )

/?6 !���� ,


� ���� �����/ ��� �-��� � *��� ���������� ���� � (�,��2*��� ��$�� ��*�� ���#��(� #�$$�� D���
�/

������, 	) ���� ���#��(� *�� ���� �� +�$����� ��� �$������ *��� �� ���� *��� ��� ���� ����
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 ����#  ������ *�� �����(���� #��������� �( ��� (�$$�*��� ($���� ������& ��0��((/ #$� �/ ��#2
#����+� #������ �( �������� ���*��� $������ �� � #������� �$������/ (���$ ���#��� ��� $������)
��#� #����� �( �������� #�  ��� !� ��� ����� #�  ����% �� ��������� �� ���$� L)G)

���$� L)G& '�,��*0 #�  ���� �� �� �,�#���� �� ��� #����� �( ���  ������/ '���� G)

&����
� (
		��� �$��� 4���� <������ #����$�� #
����$�� �����$��
� 	�U"�����U����� 2 L 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNONNG 2L/IIOOKG HJO
� 	�U"�����U����� 2 M 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNFFIL 2L/IHNMKN HJO
# 	�U"�����U����� 2 N 2 2 2 2
# D�����U����� G 2 O IO/GNONJN 2L/IHNLNH HJO
� 	�U"�����U����� 2 FO 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNFFOL 2L/IHNKHG HJO
� 	�U"�����U����� 2 FF 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNONJN 2L/IHNJKM HJO
( 	�U"�����U����� 2 FG 2 2 2 2
( D�����U����� G 2 O IO/GNFON 2L/IHNHNK HJO
� 	�U"�����U����� 2 FH 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNONHJ 2L/IHNHIH HJO
� 	�U"�����U����� 2 FI 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNFOL 2L/IHNFLF HJO
� 	�U"�����U����� 2 FJ 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNONF 2L/IHNFII HJO
4 	�U"�����U����� 2 L)J 2 2 2 2
4 D�����U����� G 2 O IO/GNFOL 2L/IHMNIK HJO
0 	�U"�����U����� 2 M)J 2 2 2 2
0 D�����U����� G 2 O IO/GNONHF 2L/IHMMNG HJO
$ 	�U"�����U����� 2 N)J 2 2 2 2
$ D�����U����� G 2 O IO/GNFOMK 2L/IHMLHF HJO
 	�U"�����U����� 2 FO)J 2 2 2 2
 D�����U����� G 2 O IO/GNONIH 2L/IHMKI HJO
� 	�U"�����U����� 2 FF)J 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNFFOG 2L/IHMJHH HJO
� 	�U"�����U����� 2 FG)J 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNONJN 2L/IHMIGJ HJO
� 	�U"�����U����� 2 FH)J 2 2 2 2
� D�����U����� G 2 O IO/GNFFGL 2L/IHMHGI HJO
> 	�U"�����U����� 2 FI)J 2 2 2 2
> D�����U����� G 2 O IO/GNONNG 2L/IHMGFF HJO
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V 	�� �� ��� $�* ��� $���� ������ ��� ����/ ���  �,� � ��$�� ��*�� �#���+�� �� �����,�2
 ���$- IO[ $�*�� #� ����� �� � ��- *��� ���� ��� $����GW

V ��� ��*�� #���� ����� ���0� ��� ��� �� ������$� ��#����� �� #����� �� � ������ ��������)
���� ��������� #�� �� ��$+�� ������� ������$� �� ����W

V 
����/ ��� *��� #� ������ ����#�� ��#�$$������ ���� ��� ����#�$- ��$����
*��� ��� ($�#������� �( W

V "� ����� *��� '���� F ����� �� ���  ��� +�����$� ! % �� ��� #�$#�$����� �(
��#������� ��� �-��� �����W

V ������� ��+���$ ����� �� *�� +���(��� ���� ��� ��*��  ���$�� ������� ����� �� ��� ����) ��
+��- ���#�(�# #���� �� ����� �( GJ[ *�� ����������) ������� ��� ������- ���#����� #��+��
(�� .��)H)H ��� ����� �� ��� 
"� ����� !��� ��#���� G)G% � ��#�$�������� �+��- J  ������
�( �� ������ ($���� �� � *�� ���(�� ��) ���� *�-/ ��� ����� ����#����� *��� ��� ��*��
 ���$�� ���� *�� ����� ���������� �+�� ��� (�$$  ������ *�� ���$�#�� �- � ������� �����
�+��- J  ������ ����#��� ��� ����������� ��� ���#�$$-) ���� #����� ��0�� � +��- � �������
��$� (�� ���#��(� ���� ��+� $�* ��*�� ��>���� ���� ��� ($- (�� $��� ������� �( �� � ! ���
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#�����$ �������% ��� �� � �����#- $������ ��� �� �� ���(�� ��W

V ��� #��+������ �( B�����- �����(����� (�� ��� �-��� !�
�% �� ��� ������������ ��� �
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���� ���$-��� ��� �����$ �( *�� #������W

V "������- �� ��� ������$$- �,��#��� �� ��� ���(�$ (�� ��� ����9� ����� �(
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��� �����-W

V 	����� ��� (���$ ����� �( ���#��� (�� $������ ����� *�� � $�� �( �����$��#� ���� �� ��($�#���
�� ��� ��������$ �� 0�����# ��*��W

V "������- �� '���� F/ ��� +�����$� �� ��$- ���*� �(��� J  ������ �( ($����
�� �) �� ����� *���� ��� �� � ��>����� ����$ ��� �� ���� �( �� ��$���$�A����$�W
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� �$������ ���� �$$�*� � ����$ �����- ��$��#� ���� ����� �� ���$ �� � (�� �� �
� ��� ����
��+�$���� ��� �,���� ����$ +�$������ ������� ($���� �����) 
 ��� �(  ������� *��� ��((����� ��2
>���� ���� *��� �$�� ���(�� �� (�� �*� ������#� ���#��(� �� �+�$���� ��� +�$����� ��� ����+����
�( ��� �-��� !���#��(�A������$��%) �� �#���+� ���  ��� ��4�#��+� ���$���� ������$$- �� � �����
���0� *��� �$�� ���(�� �� ��#� �� ��� ������(�#����� �( �$$ �����- ����#�� ����#����� *��� ���
���#��(�/ ��� ��+�$�� ��� �( ��� ($���� �����- #� �������� �$������ ��>����� �� ���� ��� ��
���$ �� � ��� ����$A������$ �����- !�� *�$$ ��� ����� �( #�����%/ ��� ������(�#����� �( ��� ��2
�� ����� ���� (��� ���  ���� ���#�$  ���$�/ ��� �,������� �( ��� 
���'�$�� ����#� #���/ ���
��(�� ����� (��*������ +�� ��$� ���-/ ��� � �$� �������� �( ���� ��#������ ��� ���� +����$2
�:����� �� ��� �"�/ ��� ��$�#���� ��� ����������� �( ��� ��>����� ������� ��� ��� �,���� ����$
+�$������� �( ��� �-��� / ������� ($���� �����)

�� ������$/ ��� �$������ �������� ���� ����$�� �� ��� � �( ���#�����/ �������� �� ���������
���������� ��� �� ���� #���#��- ��� �� ������� �����) ���� *�-/ ��� ����A��$�� �� #����$� ��
 �0� � ������ �����-  ����� ��� ��������� �� ��� �-�� �(  ������ �� �� ���(�� ��) 1��#�/
(�� ��#� #� �������� �( ��*�� #���� ����� �����F/ �$������ ��� ������ ����� �� �� ������$� ��
���������� ����� ��$����� *��� ��� ���� ���� �� ������ ($���� �� �)
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*�� #������ �� ��� ������ ������� �� ��� ���� #�� ��+��* ��� $��� FO  ������ �( ���  ������)
���� ���� *�� �$�� �+��$��� ���� ��� +���� $��0 !��$� ���- G% ���#� �� *�$$ ��������#�$$- (��$ �(���
��� ��$� ���- F $��0)
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V '��(�� � #���(�$ ��4��� ��� �( ��� ������$�� ����� �� ��� ���������� ���*��� ($���� ������
!����� ��#�� ���% �� � ������ ��� ����#�� $��� ����� ���� ��� �$������ W

F�( � ��$�� ����$ �� �����$$�� ��� ��*�� #���� ����� �� ��� ������#���� ���*��� ���
)
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*��� ��� ��::�� ������W

V �,������� �( ��� �$������ (�� ���� ���#  ������ �$������ ��� ���� �:����� ��������� ��
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