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Resumo

Neste trabalho, faz-se um estudo sobre a aplicação do método dos elementos �nitos na
resolução de uma equação diferencial parcial não linear do tipo parabólico com memória
da forma

ut −∆pu =
∫ t

0
g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t), ∀(x, t) ∈ Q = Ω ×]0, T ],

u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

onde u0, g e f são funções dadas, Ω ⊂ Rd é um domínio limitado com fronteira
Lipschitz-contínua. O p-Laplaciano ∆pu é dado por

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, 2 < p <∞

e

y(x, t) =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds

é o termo de memória da equação integrodiferencial evolutiva. O problema é escrito
numa formulação fraca como um sistema de uma equação parabólica e uma equação de
Volterra. Em seguida, o sistema é discretizado na variável espacial, usando o método
dos elementos �nitos com base de Lagrange de grau r ≥ 1 e demonstra-se a existên-
cia, unicidade, estabilidade e a convergência das soluções do problema semidiscreto. O
método de Crank-Nicolson, juntamente com a quadratura dos Trapézios, são aplicados
para discretizar a variável do tempo. Para a solução de cada método, são estabelecidas a
existência, unicidade, estabilidade e a ordem de convergência. Dois esquemas de ponto
�xo estáveis e convergentes são propostos para resolver o sistema de equações algébri-
cas não lineares resultante e, para ilustrar os resultados teóricos e a aplicabilidade do
método, são apresentados alguns resultados numéricos simulados em ambiente Matlab.
A ordem de convergência, alguns comportamentos assintóticos e efeitos de localização
das soluções são estudados numericamente através da apresentação de vários exemplos.

Palavras-chave

Método dos elementos �nitos, método de Crank-Nicolson, equação integrodiferencial,
p-Laplaciano, termo de memória, polinómios de Lagrange, simulação.
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Abstract

In this work, a study is carried out on the application of the �nite element method for
solving a nonlinear parabolic partial di�erential equation with memory of the form

ut −∆pu =
∫ t

0
g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t), ∀(x, t) ∈ Q = Ω ×]0, T ],

u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

where u0, g and f are given functions, Ω ⊂ Rd is a bounded domain with Lipschitz-
continuous boundary. The p-Laplacian ∆pu is given by

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, 2 < p <∞

and

y(x, t) =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds

is the memory term of the evolutionary integral di�erential equation. The problem is
written in a weak formulation as a system of a parabolic equation and a Volterra equation.
Then the system is discretized in the spatial variable using the �nite element method with
Lagrange basis of degree r ≥ 1 and the existence, uniqueness, stability and convergence
of solutions of the semi-discrete problem are demonstrated. The Crank-Nicolson method,
together with the Trapezoidal quadrature are applied to discretize the time variable. For
the solution of each method, the existence, uniqueness, stability and convergence order
are established. Two stable and convergent �xed-point schemes are proposed to solve the
resulting nonlinear algebraic system of equations and, to illustrate the theoretical results
and the applicability of the method, some numerical results, simulated in a Matlab
environment, are presented. The convergence order, some asymptotic behavior and
location e�ects of the solutions are studied numerically through the presentation of
several examples.

Keywords

Finite element method, Crank-Nicolson method, integro-di�erential equation, p-Laplacian,
memory term, Lagrange polynomials, simulation.
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Capítulo 1

Introdução

Ao longo dos anos, várias equações diferenciais têm sido utilizadas para descrever siste-
mas químicos, biológicos, físicos e ecológicos. Uma das mais conhecidas é a equação de
reação-difusão, que é uma equação diferencial parcial parabólica da forma

ut − div(a∇u)− f = 0,

onde f é uma função vetorial e a uma matriz d × d de funções não lineares chamadas
termo de reação e difusão, respetivamente. Com o desenvolvimento da ciência e da téc-
nica, esse tipo de equações deixou de ser um bom modelo para alguns casos particulares
e surgiu, então, o p-Laplaciano que melhora o modelo.
Equações diferenciais parciais envolvendo o operador p-Laplaciano têm sido intensamente
estudadas ao longo das últimas décadas e existe uma extensa literatura dedicada às
equações com o p-Laplaciano, podemos consultar, por exemplo, os trabalhos [7, 29] para
um levantamento da teoria. O operador denotado por ∆p, também chamado pseudo
Laplaciano, aparece naturalmente na modelação matemática de muitos fenómenos físicos
e é de�nido por

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, 1 < p <∞,

onde o termo |∇u|p−2 é entendido como um coe�ciente de difusão não linear de�nido
como

|∇u|p−2 =

((
∂u

∂x1

)2

+ · · ·+
(
∂u

∂xd

)2
) p−2

2

.

A forma do p-Laplaciano corresponde também à derivada de Fréchet em W 1,p
0 (Ω) do

funcional

J(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|p dx,

para mais detalhes, consulte por exemplo, o trabalho [63] na secção 2.5. O p-Laplaciano
é um operador não linear que se reduz ao Laplaciano usual, no caso p = 2 e é de
grande interesse teórico por ser protótipo para o estudo das diversas equações envolvendo
operadores monótonos, hemi-contínuos e degenerados [43]. O operador p-Laplaciano
também aparece em muitas aplicações de interesse, por exemplo, nos ramos da ciência
e da engenharia, como �uxos em meios porosos [17], materiais power-law [10], difusão
não linear e �ltração [52], �uidos não newtonianos [38] ou �uência de torção elástico-
plástico [53]. Em [16], pode encontrar-se uma descrição sobre a origem do operador
p-Laplaciano.
Lao estudou o problema

−div
(
a(x) |∇u|p−2∇u

)
+ b(x) |u|p−2 u = f(x, u),

x ∈ Ω, u|∂Ω = 0, lim
|x|→∞

u = 0,

onde 1 < p < d e Ω(⊂ Rd) é o complemento de um domínio limitado com fronteira
C1,δ, tal que 0 < δ < 1. Provou a existência de soluções por via da aplicação da teoria

1
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do ponto crítico [66]. Em [18], estudaram a existência de soluções não triviais para o
problema ∆pu = |u|p−2u, num domínio limitado Ω ⊂ Rd, com a condição de fronteira
não linear |∇u|p−2∂u/∂n = f(u) e provaram os resultados baseando-se em argumentos
variacionais e topológicos.
Glowinski et al. [39], estudaram o método de aproximação numérica dos elementos
�nitos para alguns problemas de fronteira não linear da forma

−∇
(
|∇u|p−2∇u

)
= f, em Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

onde 1 < p < +∞ e provaram que o método iterativo usado para resolver os problemas
aproximados permitia lidar com outros problemas não lineares das áreas da física e
da mecânica. Os autores provaram ainda uma convergência de O(h

1
p−1 ) na norma

W 1,p. Posteriormente, Chow [24] melhorou esta ordem, provando a taxa de convergência

O(h
2
p ). Em 1993, assumindo uma regularidade mais forte para a solução fraca, Barrett e

Liu [15] estudaram, utilizando o método das aproximações dos elementos �nitos lineares
contínuos, o problema de encontrar u, tal que

−∇
(
|∇u|p−2∇u

)
= f, em Ω ⊂ R2 e u = g sobre ∂Ω,

em que p ∈ ]1,∞[, f e g são funções conhecidas e provaram o limite de erro ótimo como
O(h) em W 1,p.
Lew et al. [42], apresentaram um método de aproximação dos elementos �nitos e de
penalização, para calcular numericamente o valor próprio do problema

−∆pu = λ |u|p−2 u, u|∂Ω = 0, 1 < p <∞,

onde λ1 é obtido minimizando o funcional
∫

Ω
|∇u|p /

∫
Ω
|u|p emW 1,p

0 (Ω) e λ1(p) de�nido
pelo princípio variacional da forma

λ1(p) = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)

‖∇u‖pp
‖u‖pp

= inf
u∈W1,p

0 (Ω)

‖u‖p=1

‖∇u‖pp.

Provaram a convergência, com a apresentação de resultados numéricos. Guang-an et al.
[68], estudaram um modelo envolvendo o p-Laplaciano, com 1 < p ≤ 2, que podia ser
usado para simular fenómenos de interface e provaram que o método de aproximação
dos elementos �nitos é incondicionalmente estável. Os autores apresentaram exemplos
para demonstrar a estabilidade e a precisão do método e os resultados apresentados
indicavam que a evolução de energia diminui acentuadamente quando p aumenta.
Embora as equações diferenciais parciais sejam muito comuns para modelar vários siste-
mas da ciência e da engenharia, em alguns casos de transferência de calor [45], difusão
gasosa [55], dinâmica de reatores nucleares [50] ou �nanças matemáticas [1] é necessário
re�etir os efeitos da história passada do sistema no modelo. Uma forma de incorporar
este efeito no modelo foi a inclusão de um termo integral na equação diferencial parcial
básica que leva a uma equação diferencial parcial integral da forma

ut(x, t)−∆u(x, t) =
∫ t

0
Bu(s)ds+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω×]0, T ],

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×]0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.1)

2
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onde
∫ t

0
Bu(s)ds é o chamado termo de memória. Em geral, este tipo de integral podia

re�etir a memória e outros mecanismos em sistemas dinâmicos e tem uma importân-
cia especial, pois leva a novas propriedades e di�culdades. As equações do tipo (1.1)
revelaram-se bons modelos para uma variedade de problemas recentes, nas áreas de di-
nâmica de reatores nucleares, viscoelasticidade, biomecânica, derretimento de polímeros,
compressão em meios porosos e epidemias.
Em [21], apresentaram os fundamentos práticos da equação integrodiferencial e as esti-
mativas de regularidade do problema de valor iniciais com condições na fronteira

ut + Au =
∫ t

0
Bu(s)ds+ f, (x, t) ∈ Ω×]0, T ],

u = 0, ∂Ω×]0, T ],

u(0) = u0, Ω,

onde A é um operador uniformemente elíptico de segunda ordem e B é um operador
diferencial parcial arbitrário de segunda ordem. Os autores consideraram a inclusão do
integral de Volterra como uma perturbação do problema puramente parabólico e com a
intenção de explicar a importância do termo de memória, considerou-se um caso especial

ut =

∫ t

0

K(t− s)∆u(s)ds+ f,

onde, se K(t) = 1, após diferenciação em relação a t, leva às equações das ondas e se
K(t) é a função Delta de Dirac, torna-se uma equação do calor.
Em 2017, Akilandeeswari et al. [3], estudaram a existência de soluções para equa-
ções integrodiferenciais parciais fracionárias não lineares com a condição de fronteira de
Dirichlet. Os resultados são demonstrados usando o teorema do ponto �xo de Leray-
Schauder e o teorema de Arzela-Ascoli. Ezzinbi et al. [36] provaram os resultados
de existência e regularidade de soluções para equações integrodiferenciais parciais com
condições não locais da forma{

ut = Au(t) +
∫ t

0
B(t− s)u(s)ds+ f

(
t, u(t)

)
, t ∈ [0, a],

u(0) = u0 + g(u),

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear fechado num espaço de Banach (X, | · |)
e
(
B(t)

)
t≥0

é uma família de operadores lineares fechados em X. Para os autores, a
parte não linear do problema é assumida como uma função Lipschitz-contínua em relação
ao segundo argumento. Em [37], estudaram a existência e regularidade de soluções das
equações integrodiferenciais parciais funcionais com domínio não denso e ilustraram a
teoria do operador com a apresentação de exemplos teóricos.
Outras questões relacionadas com a existência e propriedades de soluções para equações
do tipo

ut − Au =

∫ t

0

g(t− s)Bu(s)ds+ f, (1.2)

onde A e B são operadores simétricos de�nidos positivos de segunda ordem e g o termo
de memória, por exemplo, podem ser consultados em [13, 28, 44, 47, 60]. As equações
integrodiferenciais são um estado intermediário das equações de calor e equações da onda
que possivelmente possui as caraterísticas duplas, ou seja, propaga-se com velocidade
�nita, por exemplo.

3
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A primeira contribuição para a solução numérica da equação diferencial parcial inte-
gral foi feita por J. Douglas e B. Jones [31] usando o método das diferenças �nitas e,
muitos resultados nessa direção foram publicados e escritos por Brunner [20]. Natu-
ralmente, numa equação integrodiferencial, a presença do integral de Volterra também
causa algumas novas di�culdades, tanto na análise teórica como na análise de computa-
ção numérica. Desde os trabalhos de DiBenedetto [29], considerável atenção tem sido
dedicada à resolução numérica da equação diferencial parcial integral, como exemplo,
podemos citar alguns trabalhos recentes.
Thomée et al. [62], estudaram o método dos elementos �nitos (MEF) espacialmente
discretos para resolver problemas da forma

ut + Au =
∫ t

0
B(t, s)u(s)ds+ f, Ω×]0, T ],

u = 0, ∂Ω×]0, T ],

u(·, 0) = v, Ω,

(1.3)

onde u = u(x, t) é uma função em Ω̄×]0, T ], Ω é um domínio limitado em Rd com
fronteira ∂Ω, A é um operador diferencial parcial elíptico de segunda ordem eB = B(t, s)
é um operador diferencial parcial de segunda ordem.
Mustapha et al. [46], apresentaram uma solução numérica de equações integrodiferen-
ciais parabólicas do tipo{

ut + Au(t) +BAu(t) = f(t), 0 < t < T,

u(0) = u0,

onde A é um operador elíptico linear, B é um operador de Volterra dado por

Bv(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1b(s)v(s)ds, 0 < α < 1,

e b é uma função contínua em [0, T ]. Os autores estudaram ainda o método descontínuo
de Galerkin para a discretização no tempo e no espaço. Guignard et al. [40], apresen-
taram uma análise de erro dos elementos �nitos, realizada a uma classe de problemas
elípticos lineares e não lineares. Usaram uma abordagem de perturbação, onde a solução
exata era expandida até a uma certa ordem em relação ao parâmetro que controlava
a quantidade de aleatoriedade e ilustraram o problema de difusão caraterizado por um
número �nito de variáveis aleatórias e a derivação de estimativas de erro à posteriori
entre a solução exata e a solução aproximada. Yousuf [65], apresentou um método nu-
mérico fortemente estável e um tratamento detalhado para a consistência, estabilidade
e convergência do método proposto. Provou a e�ciência, precisão e con�abilidade do
método através de abordagens teórica e a apresentação de resultados numéricos para
uma equação diferencial parcial integral.
Para encontrar a solução aproximada de uma equação diferencial parcial integral linear,
Avazzadeh et al. [11] aplicaram funções de base radial e o método das diferenças
�nitas. Em [12], um método de colocação baseado em multiwavelets linear de Legen-
dre é desenvolvido para soluções numéricas da equação diferencial parcial integral. As
equações apresentaram inúmeras aplicações no mundo da ciência e o método numérico
proposto apresentava resultados que con�rmaram a sua precisão, e�ciência e robustez
do método. Em [56], é proposto o MEF no espaço e um método de Crank-Nicolson no
tempo para analisar uma equação diferencial parcial integral linear. Usando operadores
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de reconstrução, eles obtiveram ordem ótima para estimativas de erros à posteriori. Em
[64], são apresentadas algumas técnicas de discretização baseadas em elementos �nitos
e discretização temporal totalmente implícita para a resolução da equação diferencial
parcial integral parabólica com memória não linear. A ordem de convergência provou
ser O(hr + δ) para polinómios de grau r − 1. Com relação às simulações numéricas
do p-Laplaciano, usando o MEF, constatou-se que a regularidade das soluções limita as
taxas de convergência.
Recentemente, em [30] é estudado um MEF adaptativo para uma equação diferencial
parcial (EDP) com p-Laplaciano usando funções lineares contínuas por partes e mostrou
um erro de convergência linear. Os autores de [26] propuseram um método híbrido
descontínuo de Galerkin para o p-Laplaciano usando polinómios de grau r > 0. As
experiências numéricas mostraram ordem ótima de convergência. No que diz respeito
às aproximações numéricas para a solução do problema (1.2), vários métodos já foram
aplicados. Para uma revisão do MEF aplicado às equações diferenciais parciais integrais,
referimo-nos, por exemplo, ao livro [21] e suas referências. O método dos volumes �nitos
foi estudado em [58]. O método de colocação com splines em [51]. O MEF mistos em
[59]. O método descontínuo de Galerkin em [46]. Um método pseudoespectral foi
investigado em [61].
O MEF é uma ferramenta numérica para resolver problemas de equações diferenciais. A
ideia básica do método é dividir, inicialmente, o domínio do problema, em subdomínios
de dimensões �nitas, chamados elementos �nitos e o conjunto de todos os subdomínios
é conhecido como malha. No MEF, cada elemento possui um determinado número
de pontos nodais, dependendo do seu tipo (triangular, linear, quadrático, etc). Nos
nós comuns aos diferentes elementos, o valor das variáveis do problema é o mesmo,
independentemente do elemento que esteja a ser considerado. No MEF, os problemas
de valores da fronteira são reescritos como problemas variacionais e é utilizado o método
de Galerkin para resolver os problemas de forma aproximada. Almeida et al. [4, 5, 32],
estabeleceram a convergência, propriedades e ordens de erro para as soluções totalmente
discretas de uma classe de equações não lineares de reação-difusão não locais, usando
MEF linearizado e de Crank-Nicolson-Galerkin com aproximações polinomiais de grau
arbitrário.
Neste trabalho estuda-se a equação intogrodiferencial evolutiva com p-Laplaciano e me-
mória da forma

ut(x, t)−∆pu(x, t) =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t), (1.4)

onde f e g são funções dadas. Este tipo de equações surgem na descrição matemática de
propagação de calor em materiais com memória, onde o �uxo de calor pode depender do
histórico do processo. Além do problema comum do termo memória, cuja discretização
no tempo força um grande volume de cálculos e o consumo de memória, o problema (1.4)
também apresenta uma nova di�culdade ao conter o p-Laplaciano que torna o termo
de memória não monótono. Devido à presença da não linearidade, é ainda mais difícil
encontrar soluções analíticas para esses problemas. Na prática, a simulação numérica
torna-se um meio crucial para estudar a dinâmica deste tipo de equações. A importância
do nosso trabalho está no estudo da interação entre o p-Laplaciano e o termo de memória
não linear (ver para mais detalhes [8]).
A falta de monotonicidade no termo de memória da equação (1.4) inviabiliza o uso da
maioria das técnicas disponíveis e muito bem desenvolvidas. Antontsev e seus coautores
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estudaram o problema (1.4) com um termo de fonte não linear Θ(x, t, u), substituindo a
equação por um sistema composto por uma equação de reação-difusão e uma equação
integral. Os autores provaram que para max{1, 2d

d+2
} < p < ∞, g, g′ ∈ L2(0, T ) e

u0 ∈ W 1,p
0 (Ω), f ∈ L2(Q), o problema admite uma solução fraca que é local ou global

no tempo dependendo da taxa de crescimento de Θ(x, t, s), quando |s| → ∞. Eles
estabeleceram condições de unicidade e também provaram que para p > 2 e sΘ(x, t, s) ≤
0, as perturbações nos dados se propagam com velocidade �nita e o efeito do tempo de
espera é possível [8].
Talvez justi�cado por suas várias aplicações físicas, o problema (1.4) com p dependendo
de x está a atrair atenção considerável, consulte por exemplo [9, 41, 67], onde questões
sobre solvabilidade e as propriedades das soluções são abordadas.
Em [6], Almeida at al., apresentaram um novo método misto dos elementos �nitos para
equação integrodiferencial parabólica com p-Lapaciano e memória. Nesse trabalho são
estabelecidas a existência, unicidade e regularidade das soluções discretas. Limites de
erro dependendo do parâmetro p também são obtidos e são feitas algumas simulações
para ilustrar a ordem de convergência. Em [33], dando continuidade ao trabalho de-
senvolvido em [6], são propostos dois esquemas do método do ponto �xo estáveis e
convergentes para resolver o sistema de equações algébricas não lineares. Usando a
implementação em ambiente Matlab, são analisados a ordem de convergência com a
apresentação de resultados numéricos e alguns exemplos para ilustrar numericamente os
vários comportamentos assintóticos e os efeitos de localização das soluções.
Um dos objetivos deste trabalho é estudar a aplicação do MEF de [5] e [32] aplicados a
EDP não linear do problema (1.4) com memória. Ainda neste trabalho pretendemos fazer
o estudo da convergência do MEF, complementado com o método de Crank-Nicolson e
a quadratura dos Trapézios, por �m, analisar os resultados computacionais obtidos em
ambiente Matlab.
As razões que estiveram na base de escolhermos o MEF com bases de Lagrange são a
versatilidade, a capacidade em lidar com domínios irregulares, a sua precisão e o pouco
esforço computacional de implementação do método.
Este trabalho está organizado da seguinte forma: no capítulo 1, apresenta-se o tema a
estudar, com referências à respetiva revisão da literatura, contextualizando-o e pondo
evidência a pertinência do mesmo. No capítulo 2, introduzem-se alguns conceitos mate-
máticos básicos e notações que serão fundamentais durante todo trabalho. No capítulo
3, apresentamos um estudo teórico da equação integrodiferencial parabólica com p-
Laplaciano e memória. São apresentados ainda a existência e unicidade de soluções, o
problema auxiliar e a formulação fraca do problema a ser estudado durante todo trabalho.
No capítulo 4, é apresentado o desenvolvimento da discretização da variável espacial e
demonstra-se a existência, unicidade, estabilidade de soluções e a convergência do pro-
blema semidiscreto. No capítulo 5, apresentamos o desenvolvimento da discretização da
variável tempo, a dedução da aplicação do método de Crank-Nicolson e a formulação
totalmente discreta do problema em estudo. Demonstra-se a existência, unicidade, esta-
bilidade e a convergência de soluções discretas. É deduzida a ordem de convergência do
método e é apresentado um método do ponto �xo para resolver o sistema de equações
algébricas não lineares. No capítulo 6, são apresentadas várias simulações em ambiente
Matlab, para estudarmos o erro, a estabilidade e a convergência do método. É feita uma
análise da in�uência do parâmetro e do termo de memória nas propriedades de soluções.
Finalmente, termina-se com as conclusões e o trabalho futuro, sem esquecer uma lista
de referências que constituem bibliogra�a alargada e necessária sobre o tema do trabalho
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desenvolvido.
Alguns dos resultados obtidos neste trabalho foram apresentados em seminários na Uni-
versidade da Beira Interior, como em conferências internacionais �V Ciclo de Conferências
da Faculdade de Ciências: Trilhos da Ciência, em Covilhã, Janeiro, 2017, Portugal� e
�12th International ISAAC Congress, Universidade de Aveiro, de 29 de Julho a 2 de
Agosto, 2019, Portugal�. Foram submetidos e publicados os artigos [6] �A Mixed Finite
Element Method for a Class of Evolution Di�erential Equations with p-Laplacian and
Memory� em Applied Numerical Mathematics e [33] �Numerical Solution for a Class of
Evolution Di�erential Equations with p-Laplacian and Memory� em Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics.

7



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

8



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

Capítulo 2

Fundamentos Matemáticos

Este capítulo tem o propósito de apresentar as notações e os conceitos utilizados. São
também incluídos alguns resultados frequentemente citados no trabalho. As demonstra-
ções são omitidas e para cada resultado é apresentado uma referência especí�ca (para
mais detalhes, consultar por exemplo [15, 19, 22, 23, 24, 27, 34, 35, 43, 49, 54]).

2.1 Notações, conceitos básicos e espaços funcionais

Esta secção está dedicada à apresentação das notações e introdução de conceitos usa-
dos no trabalho. Ao longo do presente trabalho, as diferentes constantes que forem
independentes dos parâmetros utilizados são todas denotadas apenas por C.

Se x = (x0, · · · , xd) ∈ Rd consideramos |x| =
( d∑
i=1

x2
i

)1/2

.

A bola aberta de raio r centrada em x é denotada por Br(x) e a bola fechada por B̄r(x).
O conjunto dos pontos interiores de Ω ⊆ Rd denota-se por int(Ω) e a fronteira por ∂Ω.
O fecho do conjunto Ω é denotado por Ω̄.
De�ne-se por simplex o conjunto

{x ∈ Rd : x = α0v0 + · · ·+ αdvd, α0 + · · ·+ αd = 1, αi ≥ 0, vi ∈ Rd}.

A derivada fraca (generalizada ou no sentido das distribuições) de ordem α da distribuição
u é denotada por Dαu.
As derivadas fracas, até à ordem k, de uma função u ∈ Ck(Ω̄) são iguais às derivadas
clássicas de u, por isso denotar-se-á por

∂|α|u

∂xα1
1 · · ·x

αd
d

,

onde α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd, e |α| =
∑d

i=1 αi, tanto a derivada fraca como a derivada
clássica.
Denota-se por

∇u =

(
∂u

∂x1

, · · · , ∂u
∂xd

)
,

o vetor gradiente de u e por

∇ =

(
∂

∂x1

, · · · , ∂

∂xd

)
,

o operador gradiente. Por outro lado

∆u =
d∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,
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denota o Laplaciano de u. Se u =
(
u1, · · · , ud

)
, então o divergente de u é de�nido por

div u =
d∑
i=1

∂ui
∂xi

.

Relativamente aos espaços de funções serão utilizadas as notações usuais. Seja Ω ⊆ Rd

um conjunto mensurável à Lebesgue. Denota-se por |Ω| = meas(Ω) a medida de
Lebesgue de Ω.
Para p ∈ [1,+∞[, Lp(Ω) denota o espaço linear de todas as funções u mensuráveis em
Ω para as quais ∫

Ω

|u|p dx <∞.

O espaço Lp(Ω) é equipado com a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞.

L∞(Ω) é o espaço linear de todas as funções u mensuráveis em Ω para as quais

ess sup(u) = inf{ sup
x∈Ω\Z

|u(x)| : Z ⊂ Ω, meas(Z) = 0} <∞.

A norma do espaço L∞(Ω) é

‖u‖L∞(Ω) = ess sup(u).

Seja k ≥ 0 um inteiro e 1 ≤ p ≤ ∞. Denota-se por W k,p(Ω) o espaço de todas
as funções u ∈ Lp(Ω), tais que as suas derivadas fracas até à ordem k são também
elementos de Lp(Ω), ou seja,

W k,p(Ω) = {u : Dαu ∈ Lp(Ω), |α| = 0, · · · , k}.

O espaço W k,p(Ω) pode ser equipado com a norma

‖u‖Wk,p(Ω) =

 k∑
|α|=0

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, para 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wk,∞(Ω) =
k∑
|α|=0

ess sup
Ω
|Dαu|.

De�ne-se também em W k,p(Ω) a seminorma

|u|Wk,p,j(Ω) =

∑
|α|=j

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, para 1 ≤ p <∞ e 0 ≤ j ≤ k.

No presente trabalho, interpreta-seW k,p
0 (Ω) como o conjunto das funções u ∈ W k,p(Ω),

tais que Dαu = 0 em ∂Ω para todo |α| ≤ k−1. Denota-se também Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω).
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| · |Wk,p,k(Ω) é uma norma em W k,p
0 (Ω). Em particular, denota-se

‖u‖H1
0 (Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

.

Os problemas de evolução são descritos, de modo geral, por funções da forma u =
u(x, t), onde x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd é o espaço e t > 0 é o tempo. Neste trabalho,
o tempo é tratado separadamente do espaço. Vamos considerar, quando conveniente,
u(t) = u(·, t) como uma função dependente do tempo e com valores num determinado
espaço funcional, X.
Para 1 ≤ p ≤ ∞ de�ne-se Lp(a, b;X) como sendo o espaço das funções u : [a, b]→ X,
tais que

‖u‖Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

‖u(t)‖pX dt
) 1

p

<∞, para 1 ≤ p ≤ ∞

e
‖u‖L∞(a,b;X) = ess sup

t∈[a,b]

‖u(t)‖X <∞.

Denota-se por C0([a, b];X) o conjunto de todas as funções contínuas no intervalo [a, b]
e com valores em X.
O espaço C0([a, b];X) é equipado com a norma

‖u‖C0([a,b];X) = max
t∈[a,b]

‖u(t)‖X .

A derivada da função u : [a, b]→ X em t0 é denotada por du
dt

(t0) = ut(t0).
Para k = 1, 2, · · · e p ∈ [1,∞], de�ne-se

W k,p(a, b;X) = {u ∈ Lp(a, b;X) :
dju

dtj
∈ Lp(a, b;X), j = 1, · · · , k},

equipado com a norma

‖u‖Wk,p(a,b;X) =

(
k∑
j=1

‖d
ju

dtj
‖pLp(a,b;X)

) 1
p

.

De uma forma semelhante, podem de�nir-se os espaços Ck
(
[a, b];X

)
das funções con-

tínuas e diferenciáveis, em t, até à ordem k, no intervalo [a, b] e com valores em X.

2.2 Lemas e teoremas fundamentais

Nesta secção, enunciam-se alguns resultados que são essenciais nas demonstrações.
Começamos por apresentar algumas desigualdades frequentemente usadas no trabalho.

Lema 2.1 (Young, [35], p622). Sejam a, b ≥ 0, 1 < p, p′ < +∞ e ε > 0 números
reais, então

ab ≤ εap

p
+
ε1−p

′
bp
′

p′
,

1

p
+

1

p′
= 1.

Lema 2.2 ([14], p526; [23], p7). Para cada p > 1 e δ ≥ 0, existem três constantes
positivas C1, C2 e C3, tal que para cada ζ, γ ∈ Rd, ζ 6= γ, temos:

11



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

1. ∣∣|ζ|p−2 ζ − |γ|p−2 γ
∣∣ ≤ C1 |ζ − γ|1−δ (|ζ|+ |γ|)p−2+δ ;

2. (
|ζ|p−2 ζ − |γ|p−2 γ, ζ − γ

)
Rd ≥ C2 |ζ − γ|2+δ (|ζ|+ |γ|)p−2−δ ;

3. Se p > 2, (
|ζ|p−2 ζ − |γ|p−2 γ, ζ − γ

)
Rd ≥ C3 |ζ − γ|p .

Teorema 2.3 ([35], p287). Se u ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
e ut ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
, então

u ∈ C0
(
[0, T ];L2(Ω)

)
.

Teorema 2.4 (Brouwer, [57], p37). Seja A : B̄%(x) → Rd contínua e
(
A(x), x) ≥ 0,

∀x ∈ ∂B̄%(x). Então A tem um zero em B̄%(x).

Teorema 2.5 (Green, [48], p9). Seja Ω um conjunto convexo limitado com fronteira
Lipschitz-contínua e seja u, v ∈ C2(Ω̄). Então∫

Ω

v∆u dx =

∫
∂Ω

v∇u · n ds−
∫

Ω

∇v · ∇u dx,

onde n é o vetor normal unitário exterior à fronteira de Ω.

Lema 2.6 (Gronwall, [48], p5). Suponha-se que h é contínua em [a, b], r integrável em
]a, b[ e h, r ≥ 0 quase em toda a parte em ]a, b[. Se y é uma função contínua em [a, b]
e satisfaz a inequação

y(t) ≤ h(t) +

∫ t

a

r(s)y(s) ds, t ∈ [a, b],

então

y(t) ≤ h(t) +

∫ t

a

h(s)r(s)e
∫ t
s r(τ)dτ ds, t ∈ [a, b].

Lema 2.7 (Gronwall discreto). Se yn, wn e zn são sucessões não negativas e

yn ≤ wn +
n−1∑
k=0

zkyk, para n ≥ 0,

então

yn ≤ wn +
n−1∑
k=0

wkzk exp

(
n−1∑
j=k+1

zj

)
, para n ≥ 0.

Demonstração

Aplicando o Teorema 4.1.1 de [2] com a desigualdade 1 + x ≤ ex obtemos o pretendido. �

Lema 2.8 (Diferenciação numérica, [54], p155). Sejam w ∈ C3([a, b]) e δ > 0, então
para t0 ∈ ]a, b[,

dw

dt
(t0) =

w(t0 + δ)− w(t0 − δ)
2δ

− δ2

6

d3w

dt3
(ξ),

com ξ ∈ ]t0 − δ, t0 + δ[.
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Teorema 2.9 (Regra dos Trapézios, [54], p196). Seja w(t) uma função contínua em
[a, b]. Considere a partição a = t0 < t1 < · · · < tn = b, de espaçamento δ = b−a

n
,

n ∈ N. A regra dos Trapézios é dada por∫ b

a

w(t)dt =
b− a
2n

(
w(a) + 2

n−1∑
i=1

w(ti) + w(b)

)
− (b− a)δ2

12

d2w

dt2
(ξ),

onde ξ ∈ ]a, b[.

2.3 Espaços dos elementos �nitos

Neste secção, são apresentados alguns resultados importantes sobre a estimativa de erro
de interpolação e desigualdades inversas envolvendo o conjunto dos polinómios de grau
r ≥ 1 (para mais detalhes ver [25]).

De�nição 2.10 (Polinómios de Lagrange, [54], p79). Sejam {x0, · · · , xn}, nós distintos
de Ω ∈ R, os polinómios

Lk(x) =
n∏
i=0
i6=k

x− xi
xk − xi

, k = 0, · · · , n,

de�nem-se por polinómios de Lagrange relativos aos nós {x0, · · · , xn}.
Teorema 2.11 (Fórmula de Lagrange, [54], p79). O polinómio interpolador p de grau
menor ou igual a n que interpola a função u(x) nos nós distintos {x0, · · · , xn} é dado
por

pn(x) =
n∑
k=0

Lk(x)u(xk).

Lema 2.12 (Erro de interpolação, [54], p92). Seja u ∈ Cn+1(Ω̄) e pn o polinómio de
grau menor ou igual a n que interpola u nos nós distintos {x0, · · · , xn} contidos no
intervalo Ω ⊂ R. Então, para qualquer ponto x ∈ Ω̄, existe um valor ξ ∈ Ω̄ dependente
de {x0, · · · , xn}, de x e de u, tal que

en(x) ≡ u(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!

dn+1u

dxn+1
(ξ)(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

De um modo geral, considere Th = {T0, . . . , Tm} uma partição regular em simplexes de
Ω ⊂ Rd, com parâmetro h e o espaço Sh ⊂ H1

0 (Ω), de�nido por

Sh = {w ∈ C0(Ω) : w(x) = 0, x ∈ ∂Ω, w(x)|Tk ∈ Pr(Tk), k = 0, · · · ,m},
onde Pr(Tk) é o conjunto dos polinómios de grau menor ou igual a r de�nido em Tk.
Denotamos por Πh, o operador de interpolação em Sh, de�nido por

Πhu =
n∑
k=0

wku(xk),

onde {w0, · · · , wn} é uma base de Sh.
Lema 2.13 ([25], p124). Se Πh : Hr+1(Ω) ∩H1

0 (Ω)→ Sh é um operador de interpo-
lação, então

‖u− Πhu‖L2(Ω) + h‖∇(u− Πhu)‖L2(Ω) ≤ Chs‖u‖Hs(Ω), 1 ≤ s ≤ r + 1,

com u ∈ Hs(Ω) ∩H1
0 (Ω) e C é uma constante positiva.
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Lema 2.14 (Estimativas inversa, [25], p142). Seja uh ∈ Sh, então existe uma constante
C independente de h, tal que

‖∇uh‖L2(Tk) ≤ Ch−1‖uh‖L2(Tk)

e
‖∇uh‖L∞(Tk) ≤ Ch−

d+2
2 ‖uh‖L2(Tk), Tk ∈ Th.

14
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Capítulo 3

Equação Parabólica com p-Laplaciano e Memória

Neste capítulo, faz-se um estudo teórico da equação integrodiferencial parabólica com
p-Laplaciano e memória. São apresentados a equação integrodiferencial com termo
não linear, a equação integrodiferencial sem termo não linear, o problema auxiliar e a
formulação fraca do problema a ser estudada no referido trabalho.

3.1 Equação integrodiferencial com termo não linear

Nesta secção, apresentamos alguns resultados sobre existência e unicidade, propagação
com velocidade �nita e o efeito do tempo de espera da solução u. Os resultados foram
desenvolvidos e provados por Antontsev e coautores e podem ser encontrados em [7, 8].
A sua inclusão aqui serve para melhor análise e compreensão do nosso trabalho, conforme
veremos nas próximas secções.

3.1.1 Existência e unicidade de soluções

Considere a equação integrodiferencial evolutiva com a condição de Dirichlet da forma
ut −∆pu =

∫ t
0
g(t− s)∆pu(x, s)ds+ Θ(x, t, u) + f(x, t), Q = Ω×]0, T ],

u = 0, ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), Ω,

(3.1)

onde Ω ⊂ Rd é o domínio limitado com a condição de fronteira Lipschitz-contínua, g(s)
é o termo de memória e Θ é uma função dada.

De�nição 3.1. Uma função u(x, t) diz-se de solução fraca do problema (3.1) se:

1. u ∈ C0
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
∩W , ut ∈ L2(Q), ∆pu ∈ L2(Q), u(x, 0) = u0(x);

2. Para cada função teste w ∈ W , temos∫
Q

(
utw +∇w ·

(
|∇u|p−2∇u+

∫ t

0

g(t− s)|∇u(s)|p−2∇u(s)ds

))
dxdt

=

∫
Q

(
f + Θ(x, t, u)

)
wdxdt,

onde W = L2(Q) ∩ Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (Ω)
)
e L2(Q) = L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
.

Considere o problema (3.1) e assumindo

g, g′ ∈ L2(0, T ), f ∈ L2(Q), u0 ∈ L2(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), (3.2)

Θ(x, t, r) uma função de Carathéodory satisfazendo a condição de crescimento

|Θ(x, t, r)| ≤ B|r|σ−1 com σ ∈]1,∞[, B = const > 0, ∀(x, t) ∈ Q. (3.3)

15
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Lema 3.2 (Estimativa em tempo global). Suponha que as condições (3.2)-(3.3) sejam
satisfeitas e {

1 < σ ≤ 2,

max
{

1, 2d
d+2

}
< p,

ou

{
2 < σ ≤ 1 + p

2
,

2 < p.
(3.4)

Então, para cada T <∞, tem-se

sup
(0,T )

‖u(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇u‖pLp(Q) ≤ C

(
‖f‖2

L2(Q) + ‖u0‖2
L2(Ω) + 1

)
e

‖ut‖2
L2(Q) + ‖∇u‖pL∞(0,T ;Lp(Ω)) + ess sup

(0,T )

|||u|||2(σ−1)

L2(σ−1)(Ω)

≤ C
(
‖f‖2

L2(Q) + ‖∇u0‖pLp(Ω) + 1
)
,

onde a constante C depende de d, T , |Ω|, B, p, σ e

|||u|||L2(σ−1)(Ω) =

(∫
Ω

|u|2(σ−1)dx

) 1
2(σ−1)

.

Lema 3.3 (Estimativa em tempo local). Suponha que as condições (3.2)-(3.3) sejam
satisfeitas e os expoentes p, σ satisfazem cada uma das condições:

1.

max

{
1,

2d

d+ 2

}
< p < d, max

{
2, 1 +

p

2

}
< σ ≤ 1 +

1

2

dp

d− p
;

2.

d ≤ p, max
{

2, 1 +
p

2

}
< σ <∞.

Então, existe Tmax ∈ ]0, T [, tal que para todo t ∈ ]0, Tmax[, obtém-se

‖ut‖2
L2(Q) + ‖∇u‖pL∞(0,t;Lp(Ω)) + ‖u‖p

L∞(0,t;L(2σ−2(Ω))

≤ C
(
‖f‖2

L2(Q) + ‖u0‖pW 1,p
0 (Ω)

+ 1
)
,

com a constante C = C(d, T, |Ω|, B, p, σ).

Teorema 3.4 (Existência). Suponha que

f ∈ L2(Q), u0 ∈ W 1,p
0 (Ω), g, g′ ∈ L2(0, T ), p > max

{
1,

2d

2 + d

}
.

Se Θ satisfaz a condição de crescimento (3.3), então o problema (3.1) tem pelo menos
uma solução fraca no sentido da De�nição 3.1. Pelas condições do Lema 3.2, esta é
uma solução global que existe em todo intervalo de tempo [0, T ] e, pelas condições do
Lema 3.3, a solução existe em todo intervalo de tempo ]0, T [ com T < Tmax.

Teorema 3.5 (Unicidade). Vamos supor que

1 < p <∞, g, g′ ∈ L2(0, T ),

|Θ(x, t, u1)−Θ(x, t, u2)| ≤ L|u1 − u2|, L = const > 0.

Então, o problema (3.1) tem no máximo uma solução fraca.
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3.1.2 Propagação com velocidade �nita

Uma solução u(x, t) ter propriedade de propagação com velocidade �nita, signi�ca dizer
que, se a solução inicial é nula numa bola, então existe um intervalo de tempo no qual
a região onde a solução é nula varia com velocidade �nita.

De�nição 3.6 (Propagação com velocidade �nita). Seja u0 = 0 em Br(x0). Diz-se
que a solução possui a propriedade de propagação com velocidade �nita, se existir uma
função ρ(t) > 0 e t∗ > 0, tal que

u(x, t) ≡ 0 em Bρ(t)(x0), ∀t ∈ [0, t∗].

A propriedade de propagação com velocidade �nita é local e depende apenas da estrutura
não linear do problema (3.1), conforme veremos mais adiante.
Suponhamos que a solução fraca do problema (3.1) satisfaz

b̄(ρ, T ) + E(ρ0, T ) = ess sup
(0,T )

‖u(·, t)‖2
L2(Bρ0 ) +

∫
Qρ0,T

|∇u|pdxdt ≤ L, (3.5)

onde L é uma constante �nita e

E(ρ, t) =

∫ t

0

∫
Sρ

|∇u|p dSdt, b(ρ, t) =

∫
Bρ

u2(x, t)dx, b̄(ρ, t) = ess sup
τ∈(0,t)

b(ρ, τ),

Bρ0(x0) = {x ∈ Rd : |x− x0| < ρ}, Sρ = ∂Bρ(x0), Qρ,t = Bρ(x0)× ]0, t[,

Sρ,t = Sρ(x0)× ]0, t[, ρ ∈ ]0, ρ0[.

Lema 3.7. Seja Bρ0(x0) ⊂ Ω. Suponha que

u0(x) = 0 em Bρ0 , f ≡ 0 em Qρ0 , g ∈ Lp(0, T ).

Então, para cada solução local fraca do problema (3.1) satisfazendo a condição (3.5),
obtemos

1

2
b(ρ, t) + E(ρ, t)−

∫ t

0

∫
Bρ

uΘ(x, t, u)dxdt

=

∫ t

0

∫
Sρ

u(τ)|∇u(τ)|p−2∇u(τ) · νdSdτ

−
∫ t

0

∫
Bρ

∇u(τ)

∫ τ

0

g(τ − s)|∇u(s)|p−2∇u(s)dsdxdτ

+

∫ t

0

∫
Sρ

u(τ)

∫ τ

0

g(τ − s)|∇u(s)|p−2∇u(s) · νdsdSdτ,

∀ρ ∈ ]0, ρ0[, ∀t ∈ ]0, T [, onde ν denota o vetor unitário normal de Sρ.

Lema 3.8. Sejam satisfeitas as condições do Lema 3.7 e considere

sΘ(x, t, s) ≤ 0 para s ∈ R e (x, t) ∈ Qρ0,T . (3.6)

Então, E(ρ, t) satisfaz a desigualdade diferencial para ρ ∈ ]0, ρ0[, tal que

1

2
b(ρ, t) + E(ρ, t) ≤

(
1 + t

1
p′ ‖g‖Lp(0,T )

)
‖u‖Lp(Sρ,t)

(
Eρ(ρ, t)

) 1
p′ + t

1
p′ ‖g‖Lp E(ρ, t),

onde E e b são funções de ρ e dependem de t como parâmetro.
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Teorema 3.9 (Propagação com velocidade �nita). Seja p > 2 e g ∈ Lp(0, T ). Sejam

t∗ = min

{
1,

1(
2‖g‖Lp(0,T )

) p
p−1

}
, ρ−pδ0 ≤ t∗, δ = −

(
1 +

d(p− 2)

2p

)
.

Suponha u0 = 0 em Bρ0 e f = 0 em Qρ0,T . Se Θ satisfaz a condição (3.6), então toda
solução local fraca do problema (3.1) em Qρ0,T satisfazendo (3.5) possui a propriedade
de propagação com velocidade �nita

u(x, t) = 0, Bρ(t)(x0), t ∈ ]0, t∗[,

onde ρ(t) é dado por

ρµ(t) = max

0, ρµ0 −
Mµt

1
p−1
∗

1− γ
L1−γ t

1−θ
p−1

 ,

com as constantes de�nidas por

M =

(
CL

1
2
− 1
p

1

) p
p−1

, γ =

(
1− θ

p
− 1− θ

2

)
p

p− 1
∈ ]0, 1[ (3.7)

e

0 ≤ E1−γ(ρ, t) ≤ E1−γ(ρ0, t)−
1− γ
M

t−
1−θ
p−1 t

− 1
p−1
∗

1

µ
(ρµ0 − ρµ), µ = 1− pδ

p− 1
> 1.(3.8)

3.1.3 Tempo de espera

Dizer que uma solução u(x, t) tem propriedade de tempo de espera, signi�ca dizer que,
se a solução inicial é nula numa bola, então existe um intervalo de tempo �nito em que
a região onde a solução é nula, se mantém constante.

De�nição 3.10 (Tempo de espera). Seja u0 = 0 numa bola Br(x0) e assumimos que
Br(x0) toca o conjunto supp u0 no ponto ξ. Diz-se que a solução u(x, t) tem propriedade
de tempo de espera no ponto ξ, se u(x, t) = 0 em Br(x0) para todo t ∈ [0, t∗].

Considere a situação em que existem R > 0 e ρ0 ∈ ]0, R[, tais que para algum ponto
x0 ∈ Ω, então

BR ⊆ Ω, u0 ≡ 0 em Bρ0 , f ≡ 0 em Qρ0,T . (3.9)

Os suportes de u0, f estão contidos em Ω \Bρ0 e Q \Qρ0,T . Supondo agora que u0 e f
são su�cientemente planos próximo à fronteira de seus suporte, então existe ε > 0, tal
que

F (ρ, t) = ‖u0‖2
L2(Bρ) + ‖f‖2

L2(Qρ,t)
≤ ε
(
ρ− ρ0

) 1
1−ν

+
, ∀ρ ∈ ]ρ0, R[, t ∈ ]0, T [, (3.10)

com expoente

ν =
p

2(p− 1)

(
1 +

p− 2

p
θ

)
< 1

e a condição

θ =
d(p− 2) + 2

d(p− 2) + 2p
< 1 e δ = −

(
1 +

d(p− 2)

2p

)
< −1.
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Teorema 3.11 (Tempo de espera). Seja u uma solução local fraca do problema (3.1),
com p > 2 e Θ(x, t, u) satisfazendo a condição (3.6). Seja a condição (3.5) satisfeita
com a constante L. Assume que os dados u0, f satisfazem (3.9) e (3.10) com a
constante ε. Se ε for su�cientemente pequeno, então existe t∗ ∈ ]0, T [ que depende de
L, ‖g‖Lp(0,T ) e ε, tal que

u(x, t) = 0, em Bρ0× ]0, t∗[.

3.1.4 Exemplo de soluções que não obedecem ao princípio do máximo

Para a equação do calor temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.12 (Princípio do máximo forte para a equação do calor). Seja Ω ⊂ Rd um
aberto e limitado. Seja u : Ω̄× [0, T ]→ R uma função contínua, tal que
u|Ω×]0,T [ ∈ C2,1

(
Ω×]0, T [

)
satisfaz

ut(x, t) = ∆u(x, t), (x, t) ∈ Ω×]0, T [.

Então
max

(x,t)∈Ω̄×[0,T ]
u = max

(x,t)∈∂Ω×[0,T ]∪Ω̄×{0}
u (3.11)

e
min

(x,t)∈Ω̄×[0,T ]
u = min

(x,t)∈∂Ω×[0,T ]∪Ω̄×{0}
u. (3.12)

De um modo geral, dizemos que a solução de um problema parabólico obedece ao
princípio do máximo, se satis�zer (3.11) e (3.12).
O exemplo a seguir mostra que em geral as soluções do problema linear (3.1) não
obedecem ao princípio do máximo para o caso p = 2.
Considere o problema

ut −∆u =
∫ t

0
g(t− s)∆uds, Q = Ω×]0, T [,

u = 0, ∂Ω,

u(x, 0) = c0ψ(x), Ω,

(3.13)

onde ψ é uma função própria não negativa e limitada do problema de Dirichlet para o
operador

−∆ψ = λψ em Ω, ψ = 0 sobre ∂Ω, λ > 0.

Para mais pormenores sobre a existência e propriedades de ψ podemos sugerir, por
exemplo, o livro [35] na secção 6.5.
Suponhamos que a solução do problema (3.13) tem a forma u = c(t)ψ(x) com o
coe�ciente c(t) de�nido pelas condições

c′(t) + λc(t) = −λ
∫ t

0

g(t− s)c(s)ds, c(0) = c0. (3.14)

Assumimos que o termo de memória tem a forma g(s) = µe−αs com µ = const e
α = const > 0, de modo que g′(t − s) = −αg(t − s). Mostra-se que para diferentes
escolhas dos parâmetros µ e α, o problema (3.1) com a mesma função inicial não negativa
e limitada u0(x) = c0ψ(x), c0 = const > 0, admite soluções ilimitadas, soluções que

19



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

mudam de sinal ou oscilam em torno de zero quando t → ∞. Logo não obedece ao
princípio do máximo. Diferenciando o problema (3.13) em relação a t, temos

c′′(t) + (λ+ α)c′(t) + λ(µ+ α)c(t) = 0, c(0) = c0, c′(0) = −λc0. (3.15)

A única solução do problema, é apresentada explicitamente para os vários casos, conforme
abaixo se enumera:

1. Se
(λ+ α)2 > 4λ(µ+ α),

a equação caraterística tem duas raízes reais diferentes, tal que

s1,2 = −λ+ α

2
±
√

(λ+ α)2 − 4λ(µ+ α),

onde a solução é dada por

c(t) = a1e
s1t + a2e

s2t, ai = const.

Para a solução da equação, existem três possibilidades:

(a) Se µ+ α < 0, então c(t) é ilimitado quando t→∞;

(b) Se µ+ α = 0, então c(t) = a1 + a2e
−(λ+α)t → a1 quando t→∞;

(c) Se µ+ α > 0, então c(t) decai exponencialmente quando t→∞.

2. No caso
(λ+ α)2 = 4λ(µ+ α),

a equação caraterística tem apenas uma raiz real s = −λ+α
2

e

c(t) = c0e
−λ+α

2
t − c0

2
(λ− α)te−

λ+α
2
t = c0

(
1− (λ− α)

t

2

)
e−

λ+α
2
t.

Se α < λ, a solução é positiva para t < 2
λ−α e negativa se t > 2

λ−α .

3. Se
(λ+ α)2 < 4λ(µ+ α),

as raízes da equação caraterística são números complexos

s1,2 = −λ+ α

2
± iR, R =

1

2

√
4λ(µ+ α)− (λ+ α)2

e a solução do problema (3.15) é representada na forma

c(t) = c0e
−λ+α

2
t cos(Rt)− c0

2R
(λ− α)e−

λ+α
2
t sin(Rt).

Esta solução decai exponencialmente, mas não preserva o sinal se α = λ e µ
satis�zer a desigualdade µ > 0.
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3.2 Equação integrodiferencial sem termo não linear

Nesta secção, apresentamos o problema a ser estudado neste trabalho. Vamos considerar
a equação sem termo não linear com p > 2 e transformá-la na forma de um problema
auxiliar, apresentando também a respetiva formulação fraca.
Considere a equação integrodiferencial evolutiva com a condição homogénea de Dirichlet
na fronteira

ut −∆pu =
∫ t

0
g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t), ∀(x, t) ∈ Q = Ω ×]0, T ],

u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

(3.16)

onde u0, g e f são funções dadas, Ω ⊂ Rd é um domínio limitado com fronteira
Lipschitz-contínua. O p-Laplaciano ∆pu é dado por

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
, 2 < p <∞

e

y(x, t) =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds

é o termo de memória da equação integrodiferencial evolutiva.
O problema (3.16) aparece, por exemplo, na descrição matemática de propagação de
calor em materiais com memória, onde o �uxo de calor depende da história do processo.
Considere o problema (3.16) e assumindo

g, g′ ∈ L2(0, T ), f ∈ L2(Q), u0 ∈ L2(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω),

está provado em [8] que o problema (3.16) tem uma solução fraca e que esta é única.
Para retirar a conclusão anterior basta veri�car que Θ ≡ 0 veri�ca as condições exigidas.

3.2.1 Problema auxiliar

Prova-se facilmente que se a solução u tiver regularidade su�ciente, o termo de memória
satisfaz a equação integral

y(x, t) = −
∫ t

0

g(t− s)y(x, s)ds+ f2(x, t, u), (3.17)

onde f2 é o operador não linear não local da forma

f2(x, t, u(x, t)) = u(x, t)g(0)− u0(x)g(t) +

∫ t

0

g′(t− s)u(x, s)ds

−
∫ t

0

g(t− s)f(x, s)ds. (3.18)

De facto pegando na equação

ut −∆pu =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t)
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e escrevendo-a na forma

∆pu = −
∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds+ ut − f(x, t),

fazendo convolução com g vem∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds

= −
∫ t

0

g(t− s)
∫ s

0

g(s− τ)∆pu(x, τ)dτds+

∫ t

0

g(t− s)us(x, s)ds

−
∫ t

0

g(t− s)f(x, s)ds. (3.19)

Integrando por partes o segundo termo do lado direito da equação (3.19), temos∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds

= −
∫ t

0

g(t− s)
∫ s

0

g(s− τ)∆pu(x, τ)dτds+ g(0)u(x, t)− g(t)u0(x)

+

∫ t

0

g′(t− s)u(x, s)ds−
∫ t

0

g(t− s)f(x, s)ds,

o que signi�ca que

y(x, t) =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds,

satisfaz a equação

y(x, t) = −
∫ t

0

g(t− s)y(x, s)ds+ f2(x, t),

com f2(x, t) de�nido em (3.18).
Suponhamos o problema (3.16), vamos dividir a equação

ut −∆pu =

∫ t

0

g(t− s)∆pu(x, s)ds+ f(x, t), (3.20)

no sistema {
ut −∆pu = y + f(x, t),

y = −
∫ t

0
g(t− s)y(x, s)ds+ f2(x, t, u(x, t)).

(3.21)

Para a construção da solução do problema (3.16), vamos considerar o problema auxiliar
de encontrar o par (u, y) que satisfaz as condições

ut −∆pu = y(x, t) + f(x, t), ∀(x, t) ∈ Q,
y(x, t) = −

∫ t
0
g(t− s)y(x, s)ds+ f2(x, t, u), ∀(x, t) ∈ Q,

u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω,

y(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω.

(3.22)

Relativamente às condições iniciais para y, olhando para equação (3.17) facilmente
concluímos

y(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω.
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3.3 Formulação fraca do problema

Considere o espaço das funções teste H1
0 (Ω). Se multiplicarmos a primeira equação do

problema (3.22) por w ∈ H1
0 (Ω) e integrarmos em Ω, temos∫

Ω

utwdx−
∫

Ω

div
(
|∇u|p−2∇u

)
wdx =

∫
Ω

ywdx+

∫
Ω

fwdx. (3.23)

Aplicando o Teorema de Green no segundo termo do lado esquerdo da equação (3.23)
e usando a de�nição do espaço H1

0 (Ω), tem-se∫
Ω

utwdx+

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫
Ω

ywdx+

∫
Ω

fwdx.

Se multiplicarmos a segunda equação do problema (3.22) por v ∈ L2(Ω) e integrarmos
em Ω, obtém-se∫

Ω

yvdx = −
∫

Ω

v

∫ t

0

g(t− s)y(x, s)dsdx+

∫
Ω

f2(x, t, u)vdx.

Então, �camos com o sistema{∫
Ω
utwdx+

∫
Ω
|∇u|p−2∇u · ∇wdx =

∫
Ω
ywdx+

∫
Ω
fwdx, ∀w ∈ H1

0 (Ω),∫
Ω
yvdx = −

∫
Ω
v
∫ t

0
g(t− s)y(x, s)dsdx+

∫
Ω
f2vdx, ∀v ∈ L2(Ω).

(3.24)

Um par de funções limitadas e mensuráveis (u(x, t), y(x, t)) é uma solução fraca do
problema de valor inicial (3.22), com dado inicial u0 limitado e mensurável, se o sistema
(3.24) for válido para todos os (w, v) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω).

De�nição 3.13. Diz-se que (u, y) é solução fraca do problema integrodiferencial evo-
lutivo (3.22), se:

1. u ∈ C0([0, T ], L2(Ω)), ut ∈ L2(Q), ∇u ∈ Lp(Q), y ∈ L2(Q), u(x, 0) = u0(x),
y(x, 0) = 0, x ∈ Ω;

2. Para cada função teste, (w, v) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω), as igualdades no sistema (3.24)

são válidas.

Assim, daqui em diante, assumimos que o problema (3.22) possui uma única solução
fraca, com regularidade su�ciente para realizar os cálculos necessários nas próximas
secções.
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Capítulo 4

Discretização no Espaço

Neste capítulo, apresentamos o desenvolvimento da discretização da variável espacial
e demonstra-se a existência, unicidade e estabilidade de soluções e a convergência do
problema semidiscreto.

4.1 Solução do problema semidiscreto

O problema semidiscreto associado a (3.22), é encontrar (uh, yh) ∈
(
Sh
)2
, ∀t ∈ [0, T ],

de tal modo que uh ∈ C0
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
, uht ∈ L2(Q), y ∈ L2(Q) e satisfaz as condições{∫

Ω
uhtw

hdx+
∫

Ω

∣∣∇uh∣∣p−2∇uh · ∇whdx =
∫

Ω
yhwhdx+

∫
Ω
fwhdx, ∀wh ∈ Sh,∫

Ω
yhvhdx = −

∫
Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)yh(x, s)dsdx+

∫
Ω
fh2 v

hdx, ∀vh ∈ Sh,
(4.1)

com

uh(x, 0) = uh0 = Πhu0, y
h(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω

e

uh(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Nota-se que o problema (4.1) tem uma solução. De facto, da segunda equação obtemos
uma solução yh(uh) que é substituída na primeira equação para dar uma solução uh(x, t).
Substituindo a última solução em yh(uh), dá-nos a solução yh(x, t) (para mais detalhes
ver [8]).
A seguir vamos apresentar o Teorema que nos permite concluir que o problema semidis-
creto (4.1) tem uma única solução.

Teorema 4.1 (Unicidade). Se g, g′ ∈ L∞(0, T ), então a solução do problema semidis-
creto (4.1) é única.

Demonstração

Suponha que (uh1 , y
h
1 ) e (uh2 , y

h
2 ) são duas soluções do problema semidiscreto (4.1). Subtraindo

a equação de yh2 da equação de yh1 , temos∫
Ω

(yh1 − yh2 )vhdx = −
∫

Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)(yh1 − yh2 )dsdx+ g(0)

∫
Ω

(uh1 − uh2)vhdx

+

∫
Ω
vh
∫ t

0
g′(t− s)(uh1 − uh2)dsdx. (4.2)

Seja vh = yh1 − yh2 ∈ Sh. Como g e g′ são limitados, podemos aplicar a desigualdade de Young
em (4.2) e assim obter∫

Ω
(yh1 − yh2 )2dx

≤ 1

6

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dxds+
1

6

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx

+C

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx+
1

6

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds,
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ou seja, ∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx

≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dxds+ C

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds. (4.3)

Aplicando o lema de Gronwall em (4.3), tem-se∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx ≤ C
∫

Ω
(uh1 − uh2)2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds. (4.4)

Usando os mesmos procedimentos para o caso uh1 e uh2 , temos∫
Ω

(
(uh1)t − (uh2)t

)
whdx+

∫
Ω

(∣∣∣∇uh1 ∣∣∣p−2
∇uh1 −

∣∣∣∇uh2 ∣∣∣p−2
∇uh2

)
· ∇whdx

=

∫
Ω

(yh1 − yh2 )whdx. (4.5)

Seja wh = uh1 − uh2 ∈ Sh. Aplicando a desigualdade de Young em (4.5), usando a equação
(4.4) e o Lema 2.2, tem-se

1

2

d

dt

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx+ C

∫
Ω

∣∣∣∇uh1 −∇uh2 ∣∣∣p dx ≤ 1

2

∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx+
1

2

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx,

ou seja,

d

dt

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx ≤ C
∫

Ω
(uh1 − uh2)2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds. (4.6)

Integrando a equação (4.6) de 0 a t e observando que uh1(x, 0)− uh2(x, 0) = 0, obtém-se∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx ≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds+ C

∫ t

0

∫ s

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxdξds,

o que nos permite escrever∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx ≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds+ Ct

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds,

ou seja, ∫
Ω

(uh1 − uh2)2dx ≤ C(1 + t)

∫ t

0

∫
Ω

(uh1 − uh2)2dxds.

Agora, seja ζ(t) =
∫

Ω(uh1 − uh2)2dx ≥ 0. Isso implica que ζ(t) ≤ C
∫ t

0 ζ(s)ds e ζ(0) = 0. Pelo
lema de Gronwall, ζ(t) = 0 para cada t ∈ [0, T ], ou seja,∫

Ω
(uh1 − uh2)2dx = 0, uh1 = uh2 em L2(Ω).

Voltando a y, da equação (4.4), obtemos∫
Ω

(yh1 − yh2 )2dx = 0, para cada t ∈ [0, T ],

que prova o pretendido. �
O Teorema a seguir permite-nos constatar que a solução do problema semidiscreto (4.1)
é estável.
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Teorema 4.2 (Estabilidade). Seja (uh, yh) ∈ Sh × Sh, solução do problema (4.1) e
g, g′ ∈ L∞(0, T ). Então, para cada t ∈ [0, T ]

‖uh‖2
L2(Ω) + ‖∇uh‖pLp(Q) ≤ C‖u0‖2

L2(Ω) + C‖f‖2
L2(Q) (4.7)

e

‖yh‖2
L2(Ω) ≤ C‖u0‖2

L2(Ω) + C‖f‖2
L2(Q),

onde

C = C
(
T, ‖g‖L∞(0,T ), ‖g′‖L∞(0,T )

)
.

Demonstração

Como yh é solução do problema (4.1), então∫
Ω
yhvhdx = −

∫
Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)yh(x, s)dsdx+

∫
Ω
f2v

hdx.

Para vh = yh ∈ Sh, então∫
Ω

(yh)2dx = −
∫

Ω
yh(x, t)

∫ t

0
g(t− s)yh(x, s)dsdx+ g(0)

∫
Ω
uhyhdx

−g(t)

∫
Ω
uh0y

hdx+

∫ t

0
g′(t− s)

∫
Ω
uh(x, s)yh(x, t)dxds

−
∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω
f(x, s)yh(x, t)dxds. (4.8)

Aplicando a desigualdade de Young na equação (4.8), temos∫
Ω

(yh)2dx

≤ −
∫

Ω
yh(x, t)

∫ t

0
g(t− s)yh(x, s)dsdx+ C|g(0)|2

∫
Ω

(uh)2dx+
1

8

∫
Ω

(yh)2dx

+C|g(t)|2
∫

Ω
(uh0)2dx+

1

8

∫
Ω

(yh)2dx+ C

∫
Ω

(∫ t

0
g′(t− s)uh(x, s)ds

)2

dx

+
1

8

∫
Ω

(yh)2dx+ C

∫
Ω

(∫ t

0
g(t− s)f(x, s)ds

)2

dx+
1

8

∫
Ω

(yh)2dx

e usando o facto de g e g′ serem limitados, tem-se

1

2

∫
Ω

(yh)2dx

≤ −
∫

Ω
yh(x, t)

∫ t

0
g(t− s)yh(x, s)dsdx+ C

∫
Ω

(uh)2dx+ C

∫
Ω

(uh0)2dx

+C

∫ t

0

∫
Ω

(
uh(x, s)

)2
dxds+ C

∫ t

0

∫
Ω

(
f(x, s)

)2
dxds

≤ −
∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω
yh(x, t)yh(x, s)dxds+ C

∫
Ω

(uh)2dx+ C

∫
Ω

(uh0)2dx

+C

∫ t

0

∫
Ω

(
uh(x, s)

)2
dxds+ C

∫ t

0

∫
Ω

(
f(x, s)

)2
dxds. (4.9)
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Aplicando a desigualdade de Young em (4.9), obtém-se

1

2

∫
Ω

(
yh(x, t)

)2
dx

≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(
yh(x, s)

)2
dxds+

1

4

∫
Ω

(
yh(x, t)

)2
dx+ C

∫
Ω

(uh)2dx+ C

∫
Ω

(uh0)2dx

+C

∫ t

0

∫
Ω

(uh)2dxds+ C

∫ t

0

∫
a
f2dxds, (4.10)

ou seja,

∫
Ω

(yh)2dx ≤ C

∫ t

0

∫
Ω

(
yh(x, s)

)2
dxds+ C

∫
Ω

(uh)2dx+ C

∫
Ω

(uh0)2dx

+C

∫ t

0

∫
Ω

(uh)2dxds+ C

∫ t

0

∫
Ω
f2dxds. (4.11)

Aplicando o lema de Gronwall em (4.11), temos

∫
Ω

(yh)2dx ≤ C‖uh‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω) + C

∫ t

0
‖uh‖2L2(Ω)ds+ C‖f‖2L2(0,T ;L2(Ω)). (4.12)

Agora, considerando a primeira equação do problema (4.1), com wh = uh, tem-se

∫
Ω
uht u

hdx+ C

∫
Ω
|∇uh|pdx =

∫
Ω
yhuhdx+

∫
Ω
fuhdx. (4.13)

Aplicando a desigualdade de Young em (4.13), obtém-se

d

dt

∫
Ω

(uh)2dx+ C

∫
Ω
|∇uh|pdx ≤ 1

2

∫
Ω

(yh)2dx+
1

2

∫
Ω

(uh)2dx+
1

2

∫
Ω
f2dx

+
1

2

∫
Ω

(uh)2dx,

o que nos permite escrever

d

dt
‖uh‖2L2(Ω) + C‖∇uh‖pLp(Ω)

≤ ‖uh‖2L2(Ω) + C‖uh‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω)

+C

∫ t

0
‖uh(x, s)‖2L2(Ω)ds+ C

∫ t

0
‖f‖2L2(Ω)ds+

1

2
‖f‖2L2(Ω),

ou seja,

d

dt
‖uh‖2L2(Ω) + C‖∇uh‖pLp(Ω)

≤ C‖uh‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω) + C

∫ t

0
‖uh‖2L2(Ω)ds+ C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
)

+
1

2
‖f‖2L2(Ω). (4.14)
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Integrando a equação (4.14) de 0 a t, temos

‖uh‖2L2(Ω) + C‖∇uh‖pLp(Q)

≤ C
∫ t

0
‖uh‖2L2(Ω)ds+ C(t)‖uh0‖2L2(Ω) + C

∫ t

0

∫ s

0
‖uh(x, τ)‖2L2(Ω)dτds

+C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
)

≤ C
∫ t

0
‖uh‖2L2(Ω)ds+ C‖uh0‖2L2(Ω) + C

∫ t

0
‖uh(x, s)‖2L2(Ω)ds

+C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
)

≤ C
∫ t

0
‖uh(x, s)‖2L2(Ω)ds+ C‖uh0‖2L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
). (4.15)

Ignorando o segundo termo do lado esquerdo, já que é não-negativo e aplicando o lema de
Gronwall em (4.15), tem-se

‖uh‖2L2(Ω) ≤ C‖u
h
0‖2L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
).

Usando esta estimativa em (4.15), completa a prova de (4.7). Finalmente, da equação (4.12),
obtém-se

‖yh‖2L2(Ω) ≤ C‖u
h
0‖2L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
),

onde
C = C

(
T, ‖g‖L∞(0,T ), ‖g′‖L∞(0,T )

)
,

como desejado. �
O Teorema a seguir permite-nos constatar que as soluções dos problemas (3.24) e (4.1)
convergem.

Teorema 4.3 (Convergência). Sejam (u, y) e (uh, yh), soluções dos problemas (3.24)
e (4.1), respetivamente. Se g, g′ ∈ L∞(0, T ), u0 ∈ Hr+1(Ω) e f ∈ L2(Q), então, para
cada t ∈ [0, T ]

‖u(x, t)− uh(x, t)‖L2(Ω) ≤ Ch
rp

2(p−1) (4.16)

e

‖y(x, t)− yh(x, t)‖L2(Ω) ≤ Ch
rp

2(p−1) , (4.17)

onde a constante C não depende de h mas pode depender de g, u, y e suas derivadas.

Demonstração

Seja t ∈ [0, T ]. Como (u, y) e (uh, yh) são soluções dos problemas (3.24) e (4.1), respetiva-
mente, subtraindo a segunda equação de (4.1) à segunda equação de (3.24), com v = vh ∈ Sh,
temos ∫

Ω
(y − yh)vhdx

= −
∫

Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)

(
y(x, s)− yh(x, s)

)
dsdx+

∫
Ω
g(0)(u− uh)vhdx

−
∫

Ω
g(t)(u0 − uh0)vhdx+

∫
Ω
vh
∫ t

0
g′(t− s)

(
u(x, s)− uh(x, s)

)
dsdx.
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Escrevendo (y−yh) = (y−Πhy)+(Πhy−yh) = ϕ+ψ e (u−uh) = (u−Πhu)+(Πhu−uh) =
ρ+ θ, com Πhu a interpolação de u em Sh, tem-se∫

Ω
ψvhdx

= −
∫

Ω
ϕvhdx−

∫
Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)ϕ(x, s)dsdx+ g(0)

∫
Ω
θvhdx

+g(0)

∫
Ω
ρvhdx− g(t)

∫
Ω

(u0 − uh0)vhdx−
∫

Ω
vh
∫ t

0
g(t− s)ψ(x, s)dsdx

+

∫
Ω
vh
∫ t

0
g′(t− s)ρ(x, s)dsdx+

∫
Ω
vh
∫ t

0
g′(t− s)θ(x, s)dsdx. (4.18)

Fazendo vh = ψ ∈ Sh e aplicando a desigualdade de Young em (4.18), obtém-se∫
Ω
ψ2dx

≤ C(ε)

∫
Ω
ϕ2dx+ ε

∫
Ω
ψ2dx+ C(ε)

∫
Ω
θ2dx+ ε

∫
Ω
ψ2dx+ C(ε)

∫
Ω
ρ2dx

+ε

∫
Ω
ψ2dx+ C(ε)

∫
Ω

(u0 − uh0)2dx+ ε

∫
Ω
ψ2dx+ ε

∫
Ω
ψ2dx

+C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ϕ2dsdx+ ε

∫
Ω
ψ2dx+ C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ρ2dsdx+ ε

∫
Ω
ψ2dx

+C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
θ2(x, s)dsdx+ ε

∫
Ω
ψ2dx+ C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ψ2(x, s)dsdx,

ou seja, ∫
Ω
ψ2dx

≤ C(ε)

∫
Ω
ϕ2dx+ C(ε)

∫
Ω
ρ2dx+ C(ε)

∫
Ω
θ2dx+ C(ε)

∫
Ω

(u0 − uh0)2dx

+C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ϕ2dsdx+ C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ρ2dsdx+ C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
θ2(x, s)dsdx

+C(ε)

∫
Ω

∫ t

0
ψ2(x, s)dsdx.

Escolhendo ε de forma adequada e usando o Lema 2.13, podemos escrever∫
Ω
ψ2dx ≤ Ch2(r+1) + C

∫
Ω
θ2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds

+C

∫ t

0

∫
Ω
ψ2(x, s)dxds. (4.19)

Aplicando o lema de Gronwall em (4.19), temos∫
Ω
ψ2dx ≤ Ch2(r+1) + C

∫
Ω
θ2dx+ C(1 + t)

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds. (4.20)

Agora, subtraindo a primeira equação de (4.1) à primeira equação de (3.24), com w = wh ∈ Sh,
tem-se∫

Ω
(ut − uht )whdx+

∫
Ω

(
|∇u|p−2∇u−

∣∣∣∇uh∣∣∣p−2
∇uh

)
· ∇whdx =

∫
Ω

(
y − yh

)
whdx,
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ou seja, ∫
Ω
θtw

hdx+

∫
Ω

(
|∇Πhu|p−2∇Πhu−

∣∣∣∇uh∣∣∣p−2
∇uh

)
· ∇whdx

=

∫
Ω
ϕwhdx+

∫
Ω
ψwhdx−

∫
Ω
ρtw

hdx

+

∫
Ω

(
|∇Πhu|p−2∇Πhu− |∇u|p−2∇u

)
· ∇whdx.

Fazendo wh = θ ∈ Sh, aplicando a desigualdade de Young e o Lema 2.2, obtém-se

1

2

d

dt

∫
Ω
θ2dx+ C

∫
Ω
|∇θ|p dx

≤ 1

2

∫
Ω
ϕ2dx+

1

2

∫
Ω
θ2dx+

1

2

∫
Ω
ψ2dx+

1

2

∫
Ω
θ2dx+

1

2

∫
Ω
ρ2
tdx+

1

2

∫
Ω
θ2dx

+ε

∫
Ω
|∇θ|pdx+ C(ε)

∫
Ω
|∇ρ|

p
p−1dx,

ou seja,

1

2

d

dt

∫
Ω
θ2dx+ C

∫
Ω
|∇θ|p dx

≤ C
∫

Ω
ϕ2dx+ C

∫
Ω
θ2dx+ C

∫
Ω
ψ2dx+ C

∫
Ω
ρ2
tdx+ ε

∫
Ω
|∇θ|pdx

+C(ε)

∫
Ω
|∇ρ|

p
p−1dx.

Escolhendo ε de forma adequada e usando a estimativa de (4.20), temos

1

2

d

dt

∫
Ω
θ2dx

≤ C
∫

Ω
ϕ2dx+ Ch2(r+1) + C

∫
Ω
θ2dx+ C

∫
Ω
ρ2
tdx+ C

∫
Ω
|∇ρ|

p
p−1dx

+C

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds. (4.21)

Aplicando o Lema 2.13 em (4.21), tem-se

d

dt

∫
Ω
θ2dx ≤ Ch2(r+1) + Ch

rp
p−1 + C

∫
Ω
θ2dx+ C

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds. (4.22)

Integrando a equação (4.22) em relação a t, obtém-se∫
Ω
θ2dx ≤ Ch2(r+1) + Ch

rp
p−1 + C

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds+ C

∫ t

0

∫ ξ

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxdξds,

o que nos permite escrever∫
Ω
θ2dx ≤ Ch2(r+1) + Ch

rp
p−1 + C

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds+ Ct

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds,

ou seja, ∫
Ω
θ2dx ≤ Ch2(r+1) + Ch

rp
p−1 + C(1 + t)

∫ t

0

∫
Ω
θ2(x, s)dxds. (4.23)
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Aplicando o lema de Gronwall em (4.23), obtemos a desigualdade∫
Ω
θ2dx ≤ Ch2(r+1) + Ch

rp
p−1 . (4.24)

A equação (4.24) com a estimativa de ρ dada no Lema 2.13 prova (4.16). Substituindo

a equação (4.24) em (4.20) e adicionando a estimativa de ϕ, obtemos (4.17) conforme o

desejado. �
A ordem de convergência obtida não é ótima, depende de p e da regularidade da solução.
Quanto maior for o valor de p, menor a ordem de convergência, no entanto é limitada
inferiormente por r

2
. Se a solução tiver regularidade su�ciente podemos obter uma ordem

de convergência elevada aumentando o grau de aproximação.
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Capítulo 5

Discretização no Tempo

Neste capítulo, apresentamos a discretização da variável tempo, a dedução do método de
Crank-Nicolson e a formulação totalmente discreta do problema em estudo. Demonstra-
se a existência, unicidade, estabilidade e a convergência de soluções discretas. É deduzida
a ordem de convergência do método e é apresentado um método do ponto �xo para
resolver o sistema de equações algébricas não linear.
O termo de memória será discretizado usando uma quadratura numérica e, para manter
uma boa ordem de convergência, usamos o método de Crank-Nicolson juntamente com
a quadratura dos Trapézios.

5.1 Método de Crank-Nicolson

Considere a partição 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T , com passo δ = T
N
, de [0, T ].

Avaliando (4.1), em t = tk+ 1
2

= tk+1+tk
2

, temos∫
Ω

uht

(
x, tk+ 1

2

)
whdx+

∫
Ω

∣∣∣∇uh(x, tk+ 1
2

)∣∣∣p−2

∇uh
(
x, tk+ 1

2

)
· ∇whdx

=

∫
Ω

yh
(
x, tk+ 1

2

)
whdx+

∫
Ω

f
(
x, tk+ 1

2

)
whdx

e ∫
Ω

yh
(
x, tk+ 1

2

)
vh(x)dx

= −
∫ t

k+ 1
2

0

g
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

yh(x, s)vh(x)dxds+ g(0)

∫
Ω

uh
(
x, tk+ 1

2

)
vh(x)dx

−g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

uh0(x)vh(x)dx+

∫ t
k+ 1

2

0

g′
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

uh(x, s)vh(x)dxds

−
∫ t

k+ 1
2

0

g
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

f(x, s)vh(x)dxds.

Consideremos as aproximações

uht

(
x, tk+ 1

2

)
≈ uh(x, tk+1)− uh(x, tk)

δ
= ∂̄u

(
k+ 1

2

)
, 0 ≤ k < N,

uh
(
x, tk+ 1

2

)
≈ uh(x, tk+1) + uh(x, tk)

2
= ū

(
k+ 1

2

)
, 0 ≤ k < N

e

yh
(
x, tk+ 1

2

)
≈ yh(x, tk+1) + yh(x, tk)

2
= ȳ

(
k+ 1

2

)
, 0 ≤ k < N.

Vamos agora aproximar os integrais no tempo, usando a quadratura dos Trapézios para
que a ordem de precisão seja mantida. Para isso, aplica-se o Teorema 2.9 com

w(t) = g′
(
tk+ 1

2
− t
)∫

Ω

uh(x, t)vh(x)dx,
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primeiro no intervalo [0, tk] com espaçamento δ e depois no intervalo
[
tk, tk+ 1

2

]
com

espaçamento δ
2
. Somando os dois e utilizando a aproximação de uh

(
x, tk+ 1

2

)
, tem-se

∫ t
k+ 1

2

0

g′
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

uh(x, s)vh(x)dxds

≈ δ

2
g′
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

uh0(x)vh(x)dx+ δ
k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

uh(x, tj)v
h(x)dx

+
3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω

uh(x, tk)v
h(x)dx+

δ

8
g′(0)

∫
Ω

uh(x, tk)v
h(x)dx

+
δ

8
g′(0)

∫
Ω

uh(x, tk+1)vh(x)dx = Qg′(u
h).

Analogamente∫ t
k+ 1

2

0

g
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

yh(x, s)vh(x)dxds

≈ δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

yh0 (x)vh(x)dx+ δ
k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

yh(x, tj)v
h(x)dx

+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω

yh(x, tk)v
h(x)dx+

δ

8
g(0)

∫
Ω

yh(x, tk)v
h(x)dx

+
δ

8
g(0)

∫
Ω

yh(x, tk+1)vh(x)dx = Qg(y
h).

5.2 Formulação totalmente discreta

Para simpli�car a notação, sempre que não houver perigo de confusão, iremos reti-
rar o sobrescrito h e considerar uma função com o sobrescrito (j), para representar
esta função avaliada no instante t = tj. O problema totalmente discreto é encontrar(
u(k+1), y(k+1)

)
∈ (Sh)2 solução das equações∫

Ω

∂̄u

(
k+ 1

2

)
whdx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇ū(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

)
· ∇whdx =

∫
Ω

ȳ

(
k+ 1

2

)
whdx

+

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
whdx (5.1)

e ∫
Ω

ȳ

(
k+ 1

2

)
vhdx

= g(0)

∫
Ω

ū

(
k+ 1

2

)
vhdx− g

(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

uh0(x)vhdx−Qg(y
h) +Qg′(u

h)

−I(f), (5.2)

onde

I(f) =

∫ t
k+ 1

2

0

g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω

f(x, s)vh(x)dxds.
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Escrevendo a equação (5.2) na forma(
1

2
− δ

8
g(0)

)∫
Ω

y(k+1)vhdx

=

(
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)− 1

2

)∫
Ω

y(k)vhdx

+δ
k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

y(j)vhdx+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

y0v
hdx+

(
−1

2
g(0)

−δ
8
g′(0)

)∫
Ω

u(k+1)vhdx+

(
1

2
g(0)− 3δ

8
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g′(0)

)∫
Ω

u(k)vhdx

+δ
k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

u(j)vhdx+

(
−g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

8
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω

uh0v
hdx

−δ
4
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

f (0)vhdx+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)∫
Ω

f

(
1
2

)
vhdx

+δ
k∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj+ 1

2

)∫
Ω

f

(
j+ 1

2

)
vhdx+

δ

2
g(0)

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
vhdx (5.3)

é um sistema linear para y(k+1). Obtendo y(k+1) na equação (5.3), substituindo em
(5.1), tem-se uma equação não linear para u(k+1) na forma

C

∫
Ω

u(k+1)whdx+ δ

∫
Ω

∣∣∇u(k+1)
∣∣p−2∇u(k+1) · ∇whdx

= Cδ

∫
Ω

B
(
x, u(0), · · · , u(k), y(0), · · · , y(k), f

(
k+ 1

2

))
whdx. (5.4)

Seja W =
{
u ∈ Sh : ∇u ∈ Lp(Ω)

}
e A : W → W contínua, tem-se

(A(u), u) = C‖u‖2
L2(Ω) + δ‖∇u‖pLp(Ω)

−Cδ
∫

Ω

B
(
x, u(0), · · · , u(k), y(0), · · · , y(k), f

(
k+ 1

2

))
udx. (5.5)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.5), obtém-se

(A(u), u) ≥ C‖u‖2
L2(Ω) + δ‖∇u‖pLp(Ω) − Cδ‖B‖

2
L2(Ω) −

δ

2
‖u‖2

L2(Ω),

ou seja,

(A(u), u) ≥ C1

(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖pLp(Ω)

)
− Cδ‖B‖2

L2(Ω), C1 = min

{
C − δ

2
, δ

}
.

Seja B%(0) em W com % =
Cδ‖B‖2

L2(Ω)

C1
, então

(
A(u), u

)
≥ 0 para todo u ∈ ∂B%(0) e

pelo Teorema do ponto �xo de Brouwer segue que a equação (5.4) tem uma solução em
B̄%(0) ⊂ W .
A seguir apresentamos o Teorema que mostra que o problema discreto (5.1)-(5.2) tem
uma única solução.
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Teorema 5.1 (Unicidade). Se g, g′ ∈ L∞(0, T ), a solução do problema discreto (5.1)-
(5.2) é única.

Demonstração

A prova é semelhante a do Teorema 4.1, mas é mais técnica. Suponha que
(
u

(k+1)
1 , y

(k+1)
1

)
e(

u
(k+1)
2 , y

(k+1)
2

)
são duas soluções do problema (5.1)-(5.2). Subtraindo a equação de y

(k+1)
2 à

equação de y
(k+1)
1 , temos(
1

2
− δ

8
g(0)

)∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)
vhdx

=

(
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)− 1

2

)∫
Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)
vhdx

+δ
k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

(
y

(j)
1 − y

(j)
2

)
vhdx+

δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
y

(0)
1 − y

(0)
2

)
vhdx

+

(
−1

2
g(0)− δ

8
g′(0)

)∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)
vhdx

+

(
1

2
g(0)− 3δ

8
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g′(0)

)∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)
vhdx

+δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

(
u

(j)
1 − u

(j)
2

)
vhdx

+

(
−g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

8
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω

(
u

(0)
1 − u

(0)
2

)
vhdx. (5.6)

Seja vh = y
(k+1)
1 − y(k+1)

2 . Como g e g′ são limitados, podemos aplicar a desigualdade de
Young em (5.6), então∫

Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx

≤ C
∫

Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)2
dx+

1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx+ Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
y

(j)
1 − y

(j)
2

)2
dx

+
1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
y

(0)
1 − y

(0)
2

)2
dx+

1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx+

1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx

+
1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx+ Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
u

(j)
1 − u

(j)
2

)2
dx+

1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
u

(0)
1 − u

(0)
2

)2
dx+

1

8

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx,

ou seja, ∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx ≤ C

∫
Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)2
dx+ Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
y

(j)
1 − y

(j)
2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
y

(0)
1 − y

(0)
2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx

+Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
u

(j)
1 − u

(j)
2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(0)
1 − u

(0)
2

)2
dx. (5.7)
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Agora, aplicando o lema de Gronwall discreto em (5.7), tem-se∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx

≤ C
∫

Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx+ Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
u

(j)
1 − u

(j)
2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
u

(0)
1 − u

(0)
2

)2
dx. (5.8)

Considerando wh = ū

(
k+ 1

2

)
na equação (5.1) e repetindo o procedimento para u

(k+1)
1 e u

(k+1)
2 ,

obtém-se ∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx−

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx

+2δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
(
∇u(k+1)

1 −∇u(k+1)
2

)
+
(
∇u(k)

1 −∇u
(k)
2

)
2

∣∣∣∣∣∣
p

dx

= 2δ

∫
Ω

(
ȳ

(
k+ 1

2

)
1 − ȳ

(
k+ 1

2

)
2

)(
ū

(
k+ 1

2

)
1 − ū

(
k+ 1

2

)
2

)
dx. (5.9)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.9), temos∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx

≤
∫

Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)2
dx+

1

3

∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)2
dx

+
1

3

∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
y

(k)
1 − y(k)

2

)2
dx

+C

∫
Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx. (5.10)

Aplicando o lema de Gronwall discreto na equação (5.10), tem-se∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx

≤ C
∫

Ω

(
u

(k)
1 − u

(k)
2

)2
dx+ C

∫
Ω

(
u

(k−1)
1 − u(k−1)

2

)2
dx+ Cδ

k−1∑
j=1

∫
Ω

(
u

(j)
1 − u

(j)
2

)2
dx.

Como ζ(k+1) =
∫

Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx ≥ 0 e ζ(0) = 0, podemos aplicar o lema de Gronwall

discreto. Portanto, ζ(k) = 0 para cada k ≥ 0 e assim∫
Ω

(
u

(k+1)
1 − u(k+1)

2

)2
dx = 0, u

(k+1)
1 = u

(k+1)
2 em L2(Ω). (5.11)

Voltando a y e substituindo a equação (5.11) em (5.8), obtemos∫
Ω

(
y

(k+1)
1 − y(k+1)

2

)2
dx = 0,

que prova o desejado. �
O próximo Teorema prova que a solução do problema (5.1)-(5.2) é estável.
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Teorema 5.2 (Estabilidade). Seja
(
u(k+1), y(k+1)

)
∈ Sh × Sh solução do problema

(5.1), (5.2). Se g, g′ ∈ L∞(0, T ), u0 ∈ L2(Ω) e f ∈ L2(Q), então, para cada k ≥ 0

‖u(k+1)‖2
L2(Ω) ≤ C‖u0‖2

L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) + Cδ

k∑
j=0

‖f
(
j+ 1

2

)
‖2
L2(Ω)

e

‖y(k+1)‖2
L2(Ω) ≤ C‖u0‖2

L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) + Cδ

k∑
j=0

‖f
(
j+ 1

2

)
‖2
L2(Ω),

onde
C = C

(
T, ‖g‖L∞(0,T ), ‖g′‖L∞(0,T )

)
.

Demonstração

Vamos considerar a equação (5.2) na forma(
1

2
− δ

8
g(0)

)∫
Ω
y(k+1)vhdx

=

(
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)− 1

2

)∫
Ω
y(k)vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
y(j)vhdx

+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω
y0v

hdx+

(
−1

2
g(0)− δ

8
g′(0)

)∫
Ω
u(k+1)vhdx

+

(
1

2
g(0)− 3δ

8
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g′(0)

)∫
Ω
u(k)vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
u(j)vhdx

+

(
−g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

8
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω
uh0v

hdx−
∫ t

k+ 1
2

0
g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
f(x, s)vhdxds. (5.12)

Considerando vh = y(k+1), e como g e g′ são limitados, podemos aplicar a desigualdade de
Young em (5.12) e assim obter

‖y(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖y(k)‖2L2(Ω) +
1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω) + Cδ

k−1∑
j=1

‖y(j)‖2L2(Ω) +
1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω) + C‖y0‖2L2(Ω)

+
1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k+1)‖2L2(Ω) +

1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) +

1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω)

+Cδ
k−1∑
j=1

‖u(j)‖2L2(Ω) +
1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω) +

1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω)

+C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
) +

1

9
‖y(k+1)‖2L2(Ω),

ou seja,

‖y(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖y(k)‖2L2(Ω) + Cδ

k−1∑
j=1

‖y(j)‖2L2(Ω) + C‖u(k+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω)

+Cδ

k−1∑
j=1

‖u(j)‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω) + C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
). (5.13)
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Aplicando o lema de Gronwall discreto em (5.13), temos

‖y(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖u(k+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) + Cδ
k−1∑
j=1

‖u(j)‖2L2(Ω) + C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
)

+C‖uh0‖2L2(Ω). (5.14)

Voltando agora à equação (5.1) e considerando wh = ū

(
k+ 1

2

)
, tem-se

∫
Ω

(
u(k+1)

)2
dx−

∫
Ω

(
u(k)

)2
dx+ 2Cδ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇u(k+1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p

dx

= 2δ

∫
Ω
ȳ

(
k+ 1

2

)
ū

(
k+ 1

2

)
dx+ 2δ

∫
Ω
f

(
k+ 1

2

)
ū

(
k+ 1

2

)
dx. (5.15)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.15), obtém-se

‖u(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖y(k+1)‖2L2(Ω) +
1

6
‖u(k+1)‖2L2(Ω) + C‖y(k+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω)

+C‖y(k)‖2L2(Ω) +
1

6
‖u(k+1)‖2L2(Ω) + C‖y(k)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω)

+Cδ‖f
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) +

1

6
‖u(k+1)‖2L2(Ω). (5.16)

Substituindo y(k+1) e y(k) na equação (5.16), temos

‖u(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖u(k)‖2L2(Ω) + C‖u(k−1)‖2L2(Ω) + Cδ
k−1∑
j=1

‖u(j)‖2L2(Ω) + C‖uh0‖2L2(Ω)

+C‖f‖2
L2
(

0,T ;L2(Ω)
) + Cδ‖f

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω). (5.17)

Aplicando o lema de Gronwall discreto em (5.17), tem-se

‖u(k+1)‖2L2(Ω) ≤ C‖u
h
0‖2L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) + Cδ

k∑
j=0

‖f
(
j+ 1

2

)
‖2L2(Ω).

Então, da equação (5.14), obtemos

‖y(k+1)‖2L2(Ω) ≤ C‖u
h
0‖2L2(Ω) + C‖f‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) + Cδ

k∑
j=0

‖f
(
j+ 1

2

)
‖2L2(Ω),

onde

C = C
(
T, ‖g‖L∞(0,T ), ‖g′‖L∞(0,T )

)
,

que prova o teorema. �
O Teorema a seguir permite veri�car que as soluções dos problemas (3.24) e (5.1)-(5.2)
convergem.
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Teorema 5.3 (Convergência). Sejam (u, y) e (u(k), y(k)), soluções dos problemas (3.24)
e (5.1)-(5.2), respetivamente. Se g, g′ ∈ L∞(0, T ) e u0 ∈ Hr+1(Ω), então, para δ
su�cientemente pequeno

‖u(x, tk)− u(k)(x)‖L2(Ω) ≤ C
(
hr+1 + δ2 + h

rp
2p−2 + δ

p
p−1

)
e

‖y(x, tk)− y(k)(x)‖L2(Ω) ≤ C
(
hr+1 + δ2 + h

rp
2p−2 + δ

p
p−1

)
,

onde a constante C não depende de h ou δ mas pode depender de g, u, y e suas
derivadas.

Demonstração

Subtraindo (5.2) à segunda equação de (3.24), avaliada em t = tk+ 1
2
, com v = vh, temos∫

Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
vhdx

= g(0)

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

))
vhdx+ g

(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
uh0 − u0

)
vhdx

−
∫ t

k+ 1
2

0
g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
y(x, s)vh(x)dxds+Qg(y

h)

+

∫ t
k+ 1

2

0
g′
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
u(x, s)vh(x)dxds−Qg′(uh)

= g(0)I1 + g
(
tk+ 1

2

)
I2 + I3 − I4.

Considerando y(x, tj)− y(j) = ϕ(x, tj) + ψ(x, tj) = ϕ(j) + ψ(j) como antes, tem-se∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
vhdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− yh(x, tk+1) + yh(x, tk)

2

)
vhdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− y(x, tk+1) + y(x, tk)

2
+
y(x, tk+1) + y(x, tk)

2

− yh(x, tk+1) + yh(x, tk)

2

)
vhdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− y(x, tk+1) + y(x, tk)

2

)
vhdx

+
1

2

∫
Ω

(
y(x, tk+1)− yh(x, tk+1)

)
vhdx+

1

2

∫
Ω

(
y(x, tk)− yh(x, tk)

)
vhdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− y(x, tk+1) + y(x, tk)

2

)
vhdx+

1

2

∫
Ω
ϕ(x, tk+1)vhdx

+
1

2

∫
Ω
ψ(x, tk+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
ϕ(x, tk)v

hdx+
1

2

∫
Ω
ψ(x, tk)v

hdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
vhdx+

1

2

∫
Ω
ϕ(k+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
ϕ(k)vhdx

+
1

2

∫
Ω
ψ(k+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
ψ(k)vhdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
vhdx+

∫
Ω
ϕ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx+

∫
Ω
ψ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx.
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Fazendo u(x, tj)− u(j) = ρ(x, tj) + θ(x, tj) = ρ(j) + θ(j), obtém-se

I1 =

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

))
vhdx

=

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− uh(x, tk+1) + uh(x, tk)

2

)
vhdx

=

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− u(x, tk+1) + u(x, tk)

2

)
vhdx+

1

2

∫
Ω
ρ(x, tk+1)vhdx

+
1

2

∫
Ω
θ(x, tk+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
ρ(x, tk)v

hdx+
1

2

∫
Ω
θ(x, tk)v

hdx

=

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

))
vhdx+

1

2

∫
Ω
ρ(k+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
ρ(k)vhdx

+
1

2

∫
Ω
θ(k+1)vhdx+

1

2

∫
Ω
θ(k)vhdx

=

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

))
vhdx+

∫
Ω
ρ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx+

∫
Ω
θ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx.

Podemos escrever

I3 =

∫ t
k+ 1

2

0
g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
y(x, s)vh(x)dxds−Qg(yh)

=

∫ t
k+ 1

2

0
g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
y(x, s)vh(x)dxds−Qg(y) +Qg(y)−Qg(yh),

onde

Qg(y)−Qg(yh)

=
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
y0 − yh0

)
vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

(
y(x, tj)− yh(x, tj)

)
vhdx

+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω

(
y(x, tk)− yh(x, tk)

)
vhdx+

δ

8
g(0)

∫
Ω

(
y(x, tk)− yh(x, tk)

)
vhdx

+
δ

8
g(0)

∫
Ω

(
y(x, tk+1)− yh(x, tk+1)

)
vhdx

=
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
y0 − yh0

)
vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ϕ(j)vhdx

+δ

k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ψ(j)vhdx+

(
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)∫
Ω
ϕ(k)vhdx

+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
ψ(k)vhdx+

δ

8
g(0)

∫
Ω
ϕ(k+1)vhdx+

δ

4
g(0)

∫
Ω
ψ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx.

Da mesma forma, temos

I4 =

∫ t
k+ 1

2

0
g′
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
u(x, s)vh(x)dxds−Qg′(uh)

=

∫ t
k+ 1

2

0
g′
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
u(x, s)vh(x)dxds−Qg′(u) +Qg′(u)−Qg′(uh),
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onde

Qg′(u)−Qg′(uh)

=
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
u0 − uh0

)
vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω

(
u(x, tj)− uh(x, tj)

)
vhdx

+
3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω

(
u(x, tk)− uh(x, tk)

)
vhdx+

δ

8
g′(0)

∫
Ω

(
u(x, tk)− uh(x, tk)

)
vhdx

+
δ

8
g′(0)

∫
Ω

(
u(x, tk+1)− uh(x, tk+1)

)
vhdx

=
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
u0 − uh0

)
vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ρ(j)vhdx

+δ
k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
θ(j)vhdx+

(
3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g′(0)

)∫
Ω
ρ(k)vhdx

+
3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
θ(k)vhdx+

δ

8
g′(0)

∫
Ω
ρ(k+1)vhdx+

δ

4
g′(0)

∫
Ω
θ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx,

e, portanto, podemos escrever∫
Ω
ψ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx

= −
∫

Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
vhdx− 1

2

∫
Ω
ϕ(k+1)vhdx− 1

2

∫
Ω
ϕ(k)vhdx

+g(0)

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

))
vhdx+

g(0)

2

∫
Ω
ρ(k+1)vhdx

+
g(0)

2

∫
Ω
ρ(k)vhdx+

∫
Ω
θ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx+ g

(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
uh0 − u0

)
vhdx

−
∫ t

k+ 1
2

0
g
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
y(x, s)vhdxds+Qg(y)− δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
y0 − yh0

)
vhdx

−δ
k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ϕ(j)vhdx− δ

k−1∑
j=1

g
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ψ(j)vhdx

−3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
ϕ(k)vhdx− 3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
ψ(k)vhdx

−δ
8
g(0)

∫
Ω
ϕ(k)vhdx+

δ

8
g(0)

∫
Ω
ϕ(k+1)vhdx− δ

4
g(0)

∫
Ω
ψ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx

−
∫ t

k+ 1
2

0
g′
(
tk+ 1

2
− s
) ∫

Ω
u(x, s)vhdxds−Qg′(u)

+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

(
u0 − uh0

)
vhdx+ δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
ρ(j)vhdx

+δ

k−1∑
j=1

g′
(
tk+ 1

2
− tj

) ∫
Ω
θ(j)vhdx+

3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
ρ(k)vhdx

+
3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

) ∫
Ω
θ(k)vhdx+

δ

8
g′(0)

∫
Ω
ρ(k)vhdx

+
δ

8
g′(0)

∫
Ω
ρ(k+1)vhdx+

δ

4
g′(0)

∫
Ω
θ̄

(
k+ 1

2

)
vhdx.

Usando as estimativas de erro da regra dos Trapézios, com vh = ψ̄

(
k+ 1

2

)
e aplicando a desi-
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gualdade de Young, tem-se

‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) ≤ C(ε)‖y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ϕ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖ϕ(k+1)‖2L2(Ω)

+C(ε)‖ϕ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖u

(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖ρ(k+1)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖ρ(k)‖2L2(Ω)

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)‖uh0 − u0‖2L2(Ω)

+C(ε)δ4

(
‖y‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖yt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖ytt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
))

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖y0 − yh0‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖ϕ(j)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2

k−1∑
j=1

‖ψ(j)‖2L(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ψ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ϕ(k)‖2L2(Ω)

+ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ϕ(k+1)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) − δ

g(0)

4
‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)δ4

(
‖u‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖ut‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖utt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
))

+C(ε)δ2‖u0 − uh0‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2

k−1∑
j=1

‖ρ(j)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖θ(j)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ρ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)δ2‖θ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ρ(k)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)δ2‖ρ(k+1)‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω),

ou seja,(
1− 25ε+

δg(0)

4

)
‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

≤ C(ε)‖y
(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)(1 + 2δ2)‖ρ(k)‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖θ(k)‖2L2(Ω)

+C(ε)(1 + δ2)‖ϕ(k+1)‖2L2(Ω) + C(ε)(1 + 2δ2)‖ϕ(k)‖2L2(Ω) + C(ε)(1 + δ2)‖θ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+C(ε)‖u
(
k+ 1

2

)
− ū
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C(ε)(1 + δ2)‖ρ(k+1)‖2L2(Ω) + C(ε)δ2‖ψ(k)‖2L2(Ω)

+C(ε)(1 + δ2)‖u0 − uh0‖2L2(Ω) + C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖ρ(j)‖2L2(Ω) + C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖ϕ(j)‖2L2(Ω)

+C(ε)δ4

(
‖y‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖yt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖ytt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
))

+C(ε)δ2‖y0 − yh0‖2L2(Ω) + C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖θ(j)‖2L2(Ω) + C(ε)δ2
k−1∑
j=1

‖ψ(j)‖2L2(Ω)

+C(ε)δ4

(
‖u‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖ut‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖utt‖2

L∞
(

0,T ;L2(Ω)
)) . (5.18)
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Pelo Lema 2.13, alguns limites de erro de interpolação (ver Lema 2.12) e escolhendo ε e δ
apropriados, podemos escrever

‖ψ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

≤ C
(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cδ2

k∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω)

+Cδ2
k∑
j=0

‖ψ(j)‖2L2(Ω).

Então

‖ψ(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C‖ψ(k)‖2L2(Ω) + C
(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cδ2

k∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω)

+Cδ2
k∑
j=0

‖ψ(j)‖2L2(Ω).

Pelo lema de Gronwall discreto, obtém-se

‖ψ(k+1)‖2L2(Ω)

≤ C
(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cδ2

k∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω) + C
(
h2(r+1) + δ4

)
+C‖θ̄

(
k− 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cδ2

k−1∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω)

+Cδ2
k−1∑
j=0

(
C
(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ̄

(
j− 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cδ2

j−1∑
i=0

‖θ(i)‖2L2(Ω)

)
≤ C(1 + δ)

(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ(k+1)‖2L2(Ω) + C‖θ(k)‖2L2(Ω) + C‖θ(k−1)‖2L2(Ω)

+Cδ2
k∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω) + Cδ4
k−1∑
j=0

j−1∑
i=0

‖θ(i)‖2L2(Ω)

≤ C(1 + δ)
(
h2(r+1) + δ4

)
+ C‖θ(k+1)‖2L2(Ω) + C‖θ(k)‖2L2(Ω) + C‖θ(k−1)‖2L2(Ω)

+C(1 + δ)δ2
k−1∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω).

Agora, voltamos à equação para u. Subtraindo a equação (5.1) à primeira equação de (3.24),
avaliada em t = tk+ 1

2
e considerando w = wh ∈ Sh, temos

∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
t − ∂̄(uh)

(
k+ 1

2

))
whdx

+

∫
Ω

(∣∣∣∣∇u(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇u
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇(ūh)

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇(ūh)

(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− (ȳh)

(
k+ 1

2

))
whdx.
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Neste caso∫
Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
t − ∂̄u

(
k+ 1

2

))
whdx+

∫
Ω

(
∂̄u

(
k+ 1

2

)
− ∂̄(uh)

(
k+ 1

2

))
whdx

+

∫
Ω

(∣∣∣∣∇u(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇u
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇ū(k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

+

∫
Ω

(∣∣∣∣∇ū(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇(ūh)

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇(ūh)

(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

=

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
whdx+

∫
Ω

(
ȳ

(
k+ 1

2

)
− (ȳh)

(
k+ 1

2

))
whdx,

e, portanto∫
Ω
∂̄θ

(
k+ 1

2

)
whdx

+

∫
Ω

(∣∣∣∣∇Πhu

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇Πhu

(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇(ūh)

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇(ūh)

(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

= −
∫

Ω

(
u

(
k+ 1

2

)
t − ∂̄u

(
k+ 1

2

))
whdx−

∫
Ω
∂̄ρ

(
k+ 1

2

)
whdx

−
∫

Ω

(∣∣∣∣∇u(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇u
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇ū(k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

+

∫
Ω

(∣∣∣∣∇ū(k+ 1
2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇Πhu

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇Πhu

(
k+ 1

2

))
· ∇whdx

+

∫
Ω

(
y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

))
whdx+

∫
Ω
ϕ̄

(
k+ 1

2

)
whdx+

∫
Ω
ψ̄

(
k+ 1

2

)
whdx.

Tomando wh = θ̄

(
k+ 1

2

)
e aplicando a desigualdade de Young, tem-se∫

Ω
∂̄θ

(
k+ 1

2

)
θ̄

(
k+ 1

2

)
dx+ C2‖∇θ̄

(
k+ 1

2

)
‖pLp(Ω)

≤ Cε1‖u
(
k+ 1

2

)
t − ∂̄u

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε1‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cε1‖∂̄ρ

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+ε1‖θ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε2‖∇θ̄

(
k+ 1

2

)
‖pLp(Ω)

+Cε2

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇u(k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇u
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇ū(k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

)∥∥∥∥∥
p
p−1

L2(Ω)

+Cε2

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇ū(k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇ū
(
k+ 1

2

)
−
∣∣∣∣∇Πhu

(
k+ 1

2

)∣∣∣∣p−2

∇Πhu

(
k+ 1

2

)∥∥∥∥∥
p
p−1

L2(Ω)

+ε2‖∇θ̄
(
k+ 1

2

)
‖p
L2(Ω)

+ ε1‖θ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cε1‖y

(
k+ 1

2

)
− ȳ
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω)

+Cε1‖ϕ̄
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε1‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + Cε1‖ψ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + ε1‖θ̄

(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω).

Usando o Lema 2.2 e o Lema 2.13, alguns limites numéricos de erro de diferenciação (ver Lema
2.8) e interpolação (ver Lema 2.12), e escolhendo ε2 <

C2
2 , podemos escrever

1

2δ

(
‖θ(k+1)‖2L2(Ω) + ‖θ(k)‖2L2(Ω)

)
≤ Cδ4 + C‖θ(k+1)‖2L2(Ω) + C‖θ(k)‖2L2(Ω) + Ch2(r+1) + Cδ

2p
p−1 + Ch

rp
p−1 + Cδ4

+Ch2(r+1) + C‖ψ(k+1)‖2L2(Ω) + C‖ψ(k)‖2L2(Ω),
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isto é,

(1− Cδ)‖θ(k+1)‖2L2(Ω)

≤ (Cδ − 1)‖θ(k)‖2L2(Ω) + Cδ5 + Cδh2(r+1) + Cδ
2p
p−1

+1
+ Cδh

rp
p−1 + Cδ‖ψ(k+1)‖2L2(Ω)

+Cδ‖ψ(k)‖2L2(Ω)

≤ (Cδ − 1)‖θ(k)‖2L2(Ω) + Cδ5 + Cδh2(r+1) + Cδ
2p
p−1

+1
+ Cδh

rp
p−1

+Cδ(1 + δ)
(
h2(r+1) + δ4

)
+ Cδ‖θ(k+1)‖2L2(Ω) + Cδ‖θ(k)‖2L2(Ω) + Cδ‖θ(k−1)‖2L2(Ω)

+C(1 + δ)δ3
k−1∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω),

ou seja,

(1− Cδ)‖θ(k+1)‖2L2(Ω)

≤ Cδ
(
h2(r+1) + δ4

)
+ Cδ

(
δ

2p
p−1 + h

rp
p−1

)
+ (Cδ − 1)‖θ(k)‖2L2(Ω) + Cδ‖θ(k−1)‖2L2(Ω)

+Cδ3
k−1∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω).

Para δ su�cientemente pequeno, obtém-se

‖θ(k+1)‖2L2(Ω)

≤ Cδ
(
h2(r+1) + δ4

)
+ Cδ

(
δ

2p
p−1 + h

rp
p−1

)
− C‖θ(k)‖2L2(Ω) + Cδ‖θ(k−1)‖2L2(Ω)

+Cδ3
k−1∑
j=0

‖θ(j)‖2L2(Ω)

Pelo lema de Gronwall discreto, temos

‖θ(k+1)‖2L2(Ω) ≤ Cδ
(
h2(r+1) + δ4 + h

rp
p−1 + δ

2p
p−1

)
.

Voltando à equação de ‖ψ(k+1)‖2L2(Ω), obtemos

‖ψ(k+1)‖2L2(Ω) ≤ C
(
h2(r+1) + δ4

)
+ Cδ

(
h2(r+1) + δ4 + h

rp
p−1 + δ

2p
p−1

)
+C(1 + δ)δ2

(
h2(r+1) + δ4 + h

rp
p−1 + δ

2p
p−1

)
.

Finalmente, adicionando as estimativas de ρ(k+1) e ϕ(k+1) dadas pelo Lema 2.13, obtém-se o

resultado desejado. �

Notamos que em (5.18), se g(0) ≥ 0, então δ pode ser qualquer valor positivo, caso
contrário deveria ser δ < −4

g(0)
su�cientemente pequeno, por exemplo δ = −1

g(0)
para

ε = 1
100

.
Para a resolução do sistema de equações algébricas não lineares, apesar de existirem
vários métodos de resolução para o nosso problema, é proposto no nosso trabalho o
método do ponto �xo, por ser simples de aplicar e de analisar a convergência.
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Reescrevendo a equação (5.1) na forma

2

∫
Ω

u(k+1)whdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∇u(k+1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣p−2 (
∇u(k+1) +∇u(k)

)
· ∇whdx

= δ

∫
Ω

(
y(k+1) + y(k)

)
whdx+ 2δ

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
whdx

+2

∫
Ω

u(k)whdx, ∀wh ∈ Sh (5.19)

e a equação (5.2) na forma

(
1 +

δ

4
g(0)

)∫
Ω

y(k+1)vhdx−
(

2g(0) +
δ

4
g′(0)

)∫
Ω

u(k+1)vhdx

=

(
−1

2
+

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)∫
Ω

y(k)vhdx

+δ
k−1∑
l=1

g
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω

y(l)vhdx+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

y(0)vhdx

+

(
1

2
g(0)− 3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g(0)

)∫
Ω

u(k)vhdx

−
(
g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω

u(0)vhdx+ δ
k−1∑
l=1

g′
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω

u(l)vhdx

+
δ

4
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

f (0)vhdx+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)∫
Ω

f

(
1
2

)
vhdx

+δ
k∑

m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

)∫
Ω

f

(
m+ 1

2

)
vhdx

+
δ

2
g(0)

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
vhdx, ∀vh ∈ Sh, (5.20)

obtemos um sistema de equações algébricas não linear com as incógnitas
(
u(k+1), y(k+1)

)
.

Para resolver as equações (5.19) e (5.20), no caso p > 3, propomos o método do ponto
�xo com o seguinte esquema iterativo: Dado f, g, h, δ, u(0), · · · , u(k), y(0), · · · , y(k), con-
sideremos u(k+1) e y(k+1), os limites das sucessões

(
U(n)

)
e
(
Y(n)

)
, de�nidas por

2

∫
Ω

U(n+1)w
hdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣p−2 (
∇U(n+1) +∇u(k)

)
· ∇whdx

= δ

∫
Ω

(
Y(n+1) + y(k)

)
whdx+ 2δ

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
whdx

+2

∫
Ω

u(k)whdx, ∀wh ∈ Sh (5.21)
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e

(
1 +

δ

4
g(0)

)∫
Ω

Y(n+1)v
hdx−

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω

U(n+1)v
hdx

=

(
−1

2
+

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)∫
Ω

y(k)vhdx

+δ
k−1∑
l=1

g
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω

y(l)vdx+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

y(0)vhdx

+

(
1

2
g(0)− 3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g(0)

)∫
Ω

u(k)vhdx

−
(
g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω

u(0)vhdx+ δ
k−1∑
l=1

g′
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω

u(l)vhdx

+
δ

4
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω

f (0)vhdx+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)∫
Ω

f

(
1
2

)
vhdx

+δ
k∑

m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

)∫
Ω

f

(
m+ 1

2

)
vhdx

+
δ

2
g(0)

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
vhdx, ∀vh ∈ Sh, (5.22)

onde

U(0) = u(k) e Y(0) = y(k). (5.23)

O sistema (5.21)-(5.22) é um sistema linear que tem solução única.

O próximo Lema mostra que as sucessões são limitadas.

Lema 5.4. Sejam U(n+1) e Y(n+1), soluções dos sistemas (5.21) e (5.22). Se f ∈ L2(Q),
g, g′ ∈ L∞(0, T ), u0 ∈ L2(Ω) e δ é pequeno. Então

‖U(n+1)‖2
L2(Ω) < C (5.24)

e

‖Y(n+1)‖2
L2(Ω) < C, n ∈ N, (5.25)

onde

C = C
(
‖f‖2

L2(Q), ‖g‖2
L∞(0,T ), ‖g′‖2

L∞(0,T ), ‖u0‖2
L2(Ω)

)
.

Demonstração

Para n = 0, as condições (5.24) e (5.25) são verdadeiras pela condição (5.23) e pelo Teo-
rema 5.2. Suponha agora que U(l) e Y(l) satisfazem (5.24) e (5.25), para l = 0, · · · , n. Se
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considerarmos (5.22) com vh = Y(n+1), então(
1 +

δ

4
g(0)

)∫
Ω
Y(n+1)Y(n+1)dx

=

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω
U(n+1)Y(n+1)dx+

(
−1

2
+

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)∫
Ω
y(k)Y(n+1)dx+ δ

k−1∑
l=1

g
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω
y(l)Y(n+1)dx

+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω
y(0)Y(n+1)dx+

(
1

2
g(0)− 3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g(0)

)∫
Ω
u(k)Y(n+1)dx−

(
g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

))∫
Ω
u(0)Y(n+1)dx

+δ
k−1∑
l=1

g′
(
tk+ 1

2
− tl

)∫
Ω
u(l)Y(n+1)dx+

δ

4
g
(
tk+ 1

2

) ∫
Ω
f (0)Y(n+1)dx

+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)∫
Ω
f

(
1
2

)
Y(n+1)dx+ δ

k∑
m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

)∫
Ω
f

(
m+ 1

2

)
Y(n+1)dx

+
δ

2
g(0)

∫
Ω
f

(
k+ 1

2

)
Y(n+1)dx. (5.26)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.26) e o Teorema 5.2, temos(
1 +

δ

4
g(0)

)
‖Y(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n+1)‖2L2(Ω) + ε‖Y(n+1)‖2L2(Ω) + C.

Se δ for su�cientemente pequeno (somente para o caso g(0) < 0) e ε for adequado, tem-se

‖Y(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n+1)‖2L2(Ω) + C. (5.27)

Voltando à equação (5.21), com wh = U(n+1) + u(k), obtém-se

2‖U(n+1)‖2L2(Ω) + δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 ∣∣∣∇U(n+1) +∇u(k)

∣∣∣2 dx
= δ

∫
Ω

(
Y(n+1) + y(k)

)(
U(n+1) + u(k)

)
dx+ 2δ

∫
Ω
f

(
k+ 1

2

)(
U(n+1) + u(k)

)
dx

+

∫
Ω
u(k)

(
U(n+1) + u(k)

)
dx− 2

∫
Ω
U(n+1)u

(k)dx. (5.28)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.28), temos

2‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ Cδ
2‖Y(n+1)‖2L2(Ω) + ‖U(n+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) + C, (5.29)

o que nos permite escrever

‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ Cδ
2‖U(n+1)‖2L2(Ω) + Cδ2 + C, (5.30)

ou seja,

(1− Cδ2)‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ Cδ
2 + C.

Se δ for su�ciente pequeno, tal que (1− Cδ2) > 0, então

‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C.
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Voltando à equação (5.27), obtemos

‖Y(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C,

que prova o pretendido. �
A seguir apresentamos o Teorema que mostra que as sucessões de�nidas por (5.21) e
(5.22) são convergentes.

Teorema 5.5 (Convergência). Sob as condições do Lema 5.4, se δ e h satis�zerem
(5.34), então as sucessões

(
U(n)

)
e
(
Y(n)

)
de�nidas por (5.21) e (5.22) são convergentes.

Demonstração

Subtraindo a equação (5.22) na iteração (n) à equação (5.22) na iteração (n+ 1), temos(
1 +

δ

4
g(0)

)∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)
vhdx−

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)
vhdx = 0.

Fazendo vh = Y(n+1) − Y(n), então(
1 +

δ

4
g(0)

)
‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω)

=

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)(
Y(n+1) − Y(n)

)
dx. (5.31)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.31), tem-se(
1 +

δ

4
g(0)

)
‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω)

≤
(
2g(0) + δ

4g
′(0)
)2

2
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) +

1

2
‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω),

o que nos permite escrever(
1

2
+
δ

4
g(0)

)
‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω) ≤

(
2g(0) + δ

4g
′(0)
)2

2
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω),

ou seja,

‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω). (5.32)

Subtraindo a equação (5.21) na iteração (n) à equação (5.21) na iteração (n+ 1), obtém-se

2

∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)
whdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n+1) +∇u(k)
)

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
) · ∇whdx

= δ

∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)
whdx,

ou seja,

2

∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)
whdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n+1) −∇U(n)

)
· ∇whdx

= −δ
∫

Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2
(∇U(n) +∇u(k)

)
· ∇whdx

+δ

∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)
whdx.
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Considerando wh = U(n+1) − U(n), então

2‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) + δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 ∣∣∇U(n+1) −∇U(n)

∣∣2 dx
= −δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2


×
(
∇U(n) +∇u(k)

)
·
(
∇U(n+1) −∇U(n)

)
dx

+δ

∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)(
U(n+1) − U(n)

)
dx. (5.33)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.33) e o Lema 2.14, temos

2‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω)

≤ δ2

4

∥∥Y(n+1) − Y(n)

∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥U(n+1) − U(n)

∥∥2

L2(Ω)

+
δ

2

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2
 · (∇U(n) +∇u(k)

)∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

+
δ

2

∥∥∇U(n+1) −∇U(n)

∥∥2

L2(Ω)
,

ou seja, (
1− Cδ2 − Cδh−2

)
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω)

≤ Cδh−(d+2)

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2
∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

.

Se p > 3, aplicando o Lema 2.2 e o Lema 2.14, tem-se(
1− Cδ2 − Cδh−2

)
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ Cδh

−(d+2)(p−3)‖∇U(n) −∇U(n−1)‖2L2(Ω),

ou seja,(
1− Cδ2 − Cδh−2

)
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ Cδh

(d+2)(2−p)−2‖U(n) − U(n−1)‖2L2(Ω).

Se δ e h forem su�cientemente pequenos, tal que

(
1− Cδ2 − Cδh−2

)
> 0 e

Cδh(d+2)(2−p)−2

1− Cδ2 − Cδh−2
< 1, (5.34)

então

‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n) − U(n−1)‖2L2(Ω), com 0 < C < 1. (5.35)

Iterando a equação (5.35), obtém-se

‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ C
n‖U(1) − U(0)‖2L2(Ω) → 0, n→ +∞.

Voltando à equação (5.32), obtemos

‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω) → 0, n→ +∞,

que prova o desejado. �
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Nota 5.6. A condição (5.34) é bastante restritiva na escolha de δ e h tornando-se
impraticável para valores altos de p. No entanto, constatou-se nas simulações práticas
que é possível obter convergência para valores de δ e h aceitáveis. Pensamos que esta
discrepância deve estar relacionada com a regularidade da solução e que para soluções
mais regulares (por exemplo, gradiente limitado essencialmente) esta condição pode ser
reduzida a δ < Ch2 que é bastante mais prático.

Para resolver o sistema de equações algébricas não linear (5.19) e (5.20), para o caso
2 < p ≤ 3, tendo em consideração a utilização do método do ponto �xo, vamos substituir
a equação (5.21) por

2

∫
Ω

U(n+1)w
hdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣p−2 (
∇U(n) +∇u(k)

)
· ∇whdx

= δ

∫
Ω

(
Y(n+1) + y(k)

)
whdx+ 2δ

∫
Ω

f

(
k+ 1

2

)
whdx

+2

∫
Ω

u(k)whdx, ∀wh ∈ Sh. (5.36)

O sistema (5.22) e (5.36) é um sistema linear e tem única solução para cada n ∈ N.
O Lema a seguir mostra que as sucessões de�nidas por (5.22) e (5.36) são limitadas.

Lema 5.7. Sejam U(n+1) e Y(n+1), soluções dos sistemas (5.22) e (5.36). Se f ∈ L2(Q),
g, g′ ∈ L∞(0, T ), u0 ∈ L2(Ω) e se δ e h satis�zerem (5.39). Então, temos as condições
(5.24) e (5.25).

Demonstração

Para n = 0, as condições (5.24) e (5.25) são verdadeiras pela condição (5.23) e pelo Teo-
rema 5.2. Suponha agora que U(l) e Y(l) satisfazem (5.24) e (5.25), para l = 0, · · · , n. Se

considerarmos vh = Y(n+1) em (5.22) e argumentarmos como no Lema 5.4, temos

‖Y(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n+1)‖2L2(Ω) + C. (5.37)

Considerando a equação (5.36), com wh = U(n+1), então

‖U(n+1)‖2L2(Ω) + δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
)
· ∇U(n+1)dx

= δ

∫
Ω
Y(n+1)U(n+1)dx+ δ

∫
Ω
y(k)U(n+1)dx+ 2δ

∫
Ω
f

(
k+ 1

2

)
U(n+1)dx

+2

∫
Ω
u(k)U(n+1)dx. (5.38)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.38), tem-se

‖U(n+1)‖2L2(Ω)

≤ Cδ‖Y(n+1)‖2L2(Ω) + Cδ‖U(n+1)‖2L2(Ω) + Cδ2‖y(k)‖2L2(Ω) +
1

6

∥∥U(n+1)

∥∥2

L2(Ω)

+Cδ2‖f
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) +

1

6

∥∥U(n+1)

∥∥2

L2(Ω)
+ Cδ‖∇U(n+1)‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω)

+Cδ

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
)∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+
1

6

∥∥U(n+1)

∥∥2

L2(Ω)
,
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ou seja,(
1

2
− Cδ − Cδh−2

)∥∥U(n+1)

∥∥2

L2(Ω)

≤ Cδ2‖y(k)‖2L2(Ω) + Cδ2‖f
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) + Cδ

+Cδ

∥∥∥∥∣∣∣∇U(n) +∇u(k)
∣∣∣p−1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ Cδ2‖y(k)‖2L2(Ω) + Cδ2‖f
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) + Cδ‖∇U(n)‖

2(p−1)

L2(p−1)(Ω)
+ Cδ

+C.

Utilizando a imersão L∞(Ω) ↪→ L2(p−1)(Ω) e o Lema 2.14, temos(
1

2
− Cδ − Cδh−2

)∥∥U(n+1)

∥∥2

L2(Ω)

≤ Cδ2‖y(k)‖2L2(Ω) + Cδ2‖f
(
k+ 1

2

)
‖2L2(Ω) + C‖u(k)‖2L2(Ω) + Cδh(d+2)(1−p)‖U(n)‖

2(p−1)
L2(Ω)

+Cδ + C.

Se
(

1
2 − Cδ − Cδh

−2
)
> 0, então

‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ Cδ + Cδh(d+2)(1−p)‖U(n)‖
2(p−1)
L2(Ω)

+ C.

Se

δ < Ch(d+2)(p−1), (5.39)

pela hipótese indutiva, obtém-se

‖U(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C.

Voltando à equação (5.37), obtemos

‖Y(n+1)‖2L2(Ω) ≤ C,

que prova o pretendido. �
O Teorema a seguir permite concluir que as sucessões de�nidas por (5.22) e (5.36) são
convergentes.

Teorema 5.8 (Convergência). Sob as condições do Lema 5.7, se δ e h satis�zerem
(5.44), então as sucessões

(
U(n)

)
e
(
Y(n)

)
de�nidas por (5.22) e (5.36) são convergentes.

Demonstração

Subtraindo a equação (5.22) na iteração (n) à equação (5.22) na iteração (n+ 1), temos(
1 +

δ

4
g(0)

)∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)
vhdx−

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)
vhdx = 0.

Fazendo vh = Y(n+1) − Y(n), então(
1 +

δ

4
g(0)

)
‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω)

=

(
2g(0) +

δ

4
g′(0)

)∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)(
Y(n+1) − Y(n)

)
dx. (5.40)
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Aplicando a desigualdade de Young em (5.40), tem-se(
1 +

δ

4
g(0)

)∥∥Y(n+1) − Y(n)

∥∥2

L2(Ω)

≤
(
2g(0) + δ

4g
′(0)
)2

2

∥∥U(n+1) − U(n)

∥∥2

L2(Ω)
+

1

2

∥∥Y(n+1) − Y(n)

∥∥2

L2(Ω)
,

o que nos permite escrever(
1

2
+
δ

4
g(0)

)∥∥Y(n+1) − Y(n)

∥∥2

L2(Ω)
≤
(
2g(0) + δ

4g
′(0)
)2

2

∥∥U(n+1) − U(n)

∥∥2

L2(Ω)
,

ou seja,

‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω). (5.41)

Subtraindo a equação (5.36) na iteração (n) à equação (5.36) na iteração (n+ 1), obtém-se

2

∫
Ω

(
U(n+1) − U(n)

)
whdx+ δ

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
)

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n−1) +∇u(k)
) · ∇whdx = δ

∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)
whdx.

Considerando wh = U(n+1) − U(n), então

2‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) = −δ
∫

Ω

∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
)

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n−1) +∇u(k)
) · (∇U(n+1) −∇U(n)

)
dx

+δ

∫
Ω

(
Y(n+1) − Y(n)

)(
U(n+1) − U(n)

)
dx. (5.42)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.42), temos

2‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ Cδ

∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∇U(n) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n) +∇u(k)
)

−

∣∣∣∣∣∇U(n−1) +∇u(k)

2

∣∣∣∣∣
p−2 (

∇U(n−1) +∇u(k)
)∥∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

+ Cδ‖∇U(n+1) −∇U(n)‖2L2(Ω)

+Cδ2‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) +
1

2
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω). (5.43)

Aplicando o Lema 2.2 e o Lema 2.14 em (5.43), tem-se(
3

2
− Cδ2 − Cδh−2

)
‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ Cδh

(d+2)(2−p)−2‖U(n) − U(n−1)‖2L2(Ω).

Se δ e h forem apropriados, tal que(
3

2
− Cδ2 − Cδh−2

)
> 0 e

Cδh(d+2)(2−p)−2

3
2 − Cδ2 − Cδh−2

< 1, (5.44)
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então

‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ C‖U(n) − U(n−1)‖2L2(Ω), com 0 < C < 1. (5.45)

Iterando a equação (5.45), temos

‖U(n+1) − U(n)‖2L2(Ω) ≤ C
n‖U(1) − U(0)‖2L2(Ω) → 0, n→ +∞.

Voltando à equação (5.41), obtemos

‖Y(n+1) − Y(n)‖2L2(Ω) → 0, n→ +∞,

que prova o desejado. �
As observações da Nota 5.6, também são válidas para o Teorema 5.8.
Para �ns práticos, podemos considerar um valor pequeno de tol e usar esses esquemas
até que

‖U(n+1) − U(n)‖2
L2(Ω) < tol

e
‖Y(n+1) − Y(n)‖2

L2(Ω) < tol.
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Capítulo 6

Resultados Numéricos

Neste capítulo, são apresentados as bases de Lagrange e as várias simulações em am-
biente Matlab, para estudarmos o erro, a estabilidade e a convergência do método. É
feita uma análise da in�uência do parâmetro e do termo de memória nas propriedades de
soluções. Apresentamos também alguns exemplos, onde são tratadas as várias formas de
estudarmos a convergência, o comportamento assintótico, a propagação com velocidade
�nita e o efeito do tempo de espera do problema em estudo. Iremos considerar o caso
unidimensional, porque é a melhor forma de ilustrarmos gra�camente o comportamento
da solução em estudo. Embora o trabalho não tivesse abordado o caso 1 < p < 2, vamos
realizar algumas simulações, de forma a analisar numericamente o comportamento da
solução.

6.1 Bases de Lagrange

Nesta secção, é aplicado o MEF com bases de Lagrange ao problema discretizado no
capítulo anterior. Para simpli�car a notação, vamos considerar ϕ′i(x) como a derivada
de ϕi(x) em relação a x.
Seja {ϕ1, · · · , ϕn} a base lagrangeana de Sh associada a partição Th. Considere as

equações (5.1) e (5.2), usando as representações uh(x, tk) =
n∑
i=1

Ui(tk)ϕi(x), yh(x, tk) =

n∑
i=1

Yi(tk)ϕi(x) e wh(x) =
n∑
j=1

Wjϕj(x), com Wj arbitrário, temos

n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

(
Ui(tk+1)ϕi(x)− Ui(tk)ϕi(x)

δ

)
Wjϕj(x)dx

+
n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

(∣∣∣∣Ui(tk+1)ϕ′i(x) + Ui(tk)ϕ
′
i(x)

2

∣∣∣∣p−2

×
(
Ui(tk+1)ϕ′i(x) + Ui(tk)ϕ

′
i(x)

2

))
Wjϕ

′
j(x)dx

=
n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

(
Yi(tk+1)ϕi(x) + Yi(tk)ϕi(x)

2

)
Wjϕj(x)dx

+
n∑
j=1

∫
Ω

f
(
x, tk+ 1

2

)
Wjϕj(x)dx. (6.1)

De�nindo as matrizes

A(t) ∈Mn,n(R), A(i, j) =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

Uk(t)ϕ
′
k(x)

∣∣∣∣∣
p−2

ϕ′i(x)ϕ′j(x)dx,
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M ∈Mn,n(R), M(i, j) =

∫
Ω

ϕi(x)ϕj(x)dx

e

F (t) ∈Mn,1(R), F (i) =

∫
Ω

f(x, t)ϕi(x)dx,

com

U(t) =


U1(t)
U2(t)
...

Un(t)

 e Y (t) =


Y1(t)
Y2(t)
...

Yn(t)

 .

Aplicando matrizes em (6.1), tem-se

M∂Ū

(
k+ 1

2

)
+ A

(
k+ 1

2

)
Ū

(
k+ 1

2

)
= MȲ

(
k+ 1

2

)
+ F

(
k+ 1

2

)
,

o que nos permite escrever

1

δ
MU (k+1) − 1

δ
MU (k) +

1

2
A

(
k+ 1

2

)
U (k+1) +

1

2
A

(
k+ 1

2

)
U (k) =

1

2
MY (k+1) +

1

2
MY (k)

+F

(
k+ 1

2

)
,

ou seja,

(
2M + δA

(
k+ 1

2

))
U (k+1) − δMY (k+1) =

(
2M − δA

(
k+ 1

2

))
U (k) + δMY (k)

+2δF

(
k+ 1

2

)
. (6.2)

O esquema (5.21) aplicado em (6.2) é dado por

(
2M + δA

(
U(n)

))
U(n+1) − δMY(n+1) =

(
2M − δA

(
U(n)

))
U (k) + δMY (k)

+2δF

(
k+ 1

2

)
e o esquema (5.36) aplicado em (6.2) é dado por

2MU(n+1) − δMY(n+1) = −δA
(
U(n)

)
U(n) +

(
2M − δA

(
U(n)

))
U (k) + δMY (k)

+2δF

(
k+ 1

2

)
.

58



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

Usando os procedimentos de (6.1) em (5.2), com vh(x) =
n∑
j=1

Vjϕj(x), obtém-se

n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

(
Yi(tk+1)ϕi(x) + Yi(tk)ϕi(x)

2

)
Vjϕj(x)dx

= g(0)
n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

(
Ui(tk+1)ϕi(x) + Ui(tk)ϕi(x)

2

)
Vjϕj(x)dx

−g
(
tk+ 1

2

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Ui(0)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Yi(0)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

+δ
k−1∑
n=1

g
(
tk+ 1

2
− tn

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Yi(tn)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

+

(
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Yi(tk)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

+
δ

8
g(0)

n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Yi(tk+1)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

−δ
2
g′
(
tk+ 1

2

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Ui(0)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

−δ
k−1∑
n=1

g′
(
tk+ 1

2
− tn

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Ui(tn)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

−
(

3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g′(0)

) n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Ui(tk)ϕi(x)Vjϕj(x)dx

−δ
8
g′(0)

n∑
i=1

n∑
j=1

∫
Ω

Ui(tk+1)ϕi(x)Vjϕj(x)dx+ I(f), (6.3)

com

I(f)

=

∫ t 1
2

0

g
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

f(x, s)vhdxds+
k∑

m=1

∫ t
m+ 1

2

t
m− 1

2

g
(
tk+ 1

2
− s
)∫

Ω

f(x, s)vhdxds

≈ δ

4
g
(
tk+ 1

2

) n∑
j=1

∫
Ω

f(x, t0)Viϕi(x)dx+
3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

) n∑
j=1

∫
Ω

f
(
x, t 1

2

)
Vjϕj(x)dx

+δ
k∑

m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

) n∑
j=1

∫
Ω

f
(
x, tm+ 1

2

)
Vjϕj(x)dx

+
δ

2
g(0)

n∑
j=1

∫
Ω

f
(
x, tk+ 1

2

)
Vjϕj(x)dx.
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Como as constantes Vj são arbitrárias, aplicando matrizes em (6.3), temos(
1

2
− δ

8
g(0)

)
MY (k+1) +

(
−1

2
g(0) +

δ

8
g′(0)

)
MU (k+1)

=

(
−1

2
+

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)
MY (k) + δ

k−1∑
m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm

)
MY (m)

+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

)
MY (0) +

(
1

2
g(0)− 3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g(0)

)
MU (k)

−
(
g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

))
MU (0) + δ

k−1∑
m=1

g′
(
tk+ 1

2
− tm

)
MU (m)

+
δ

4
g
(
tk+ 1

2

)
F (0) +

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)
F

(
1
2

)
+ δ

k∑
m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

)
F

(
m+ 1

2

)
+
δ

2
g(0)F

(
k+ 1

2

)
e o esquema (5.22) corresponde em(

−1

2
g(0) +

δ

8
g′(0)

)
MU(n+1) +

(
1

2
− δ

8
g(0)

)
MY(n+1)

=

(
−1

2
+

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− tk

)
+
δ

8
g(0)

)
MY (k) + δ

k−1∑
m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm

)
MY (m)

+
δ

2
g
(
tk+ 1

2

)
MY (0) +

(
1

2
g(0)− 3δ

4
g′
(
tk+ 1

2
− tk

)
− δ

8
g(0)

)
MU (k)

−
(
g
(
tk+ 1

2

)
+
δ

2
g′
(
tk+ 1

2

))
MU (0) + δ

k−1∑
m=1

g′
(
tk+ 1

2
− tm

)
MU (m)

+
δ

4
g
(
tk+ 1

2

)
F (0) +

3δ

4
g
(
tk+ 1

2
− t 1

2

)
F

(
1
2

)
+ δ

k∑
m=1

g
(
tk+ 1

2
− tm+ 1

2

)
F

(
m+ 1

2

)
+
δ

2
g(0)F

(
k+ 1

2

)
.

6.2 Convergência de h e δ

Neste exemplo, é apresentado o estudo da convergência para h e δ, usando as bases de
Lagrange de grau 1, 2, 3 e 4. Uma vez que as soluções fornecidas por Antonsev et al.
[8] não são fáceis de calcular explicitamente, de�nimos aqui uma solução apropriada e
calculamos a função f correspondente. Consideramos

Ω = ]0, 1[ , T = 0.1, u(x, t) =
(
x(1− x)

)2
e−t, g(ξ) = λe−ξ e λ = 1,

onde tol = 10−9 é a tolerância do método de ponto �xo e f é calculado tal que u é a
solução exata.
Primeiro estudamos a convergência para h. Fixando um valor pequeno de δ = 10−5,
variando os valores de h e calculando o erro L2 correspondente, com a fórmula

L2 error =

(∫
Ω

(
u(x, T )− U (N)(x)

)2

dx

) 1
2

,
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construímos os grá�cos da �gura 6.1. Podemos observar ainda que o método converge e
a ordem numérica de convergência é 2 para os polinómios de grau 1, 3 para os polinómios
de grau 2 e 4 para o grau 3. Importa realçar que a ordem de convergência observada
está de acordo com o Teorema 5.3.
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Figura 6.1: Análise de convergência de ordem r = 1, 2, 3 para p = 3 (à esquerda) e p = 4 (à direita).

Para o método do ponto �xo convergir, h e δ devem satisfazer as condições dos Teoremas
5.5 e 5.8, e de facto, para algumas combinações de h e δ, o método não convergiu neste
exemplo. Portanto, não podemos �xar um valor pequeno de h e variar δ. Como a
solução é um polinómio de grau 4, se de�nirmos o grau da solução aproximada, também
4, a solução será exata para x e podemos medir o erro para δ. Fixando r = 4, h = 10−1

e variando δ, construímos o grá�co da �gura 6.2. Assim, a partir do grá�co da �gura
6.2, concluímos que a ordem de convergência é 2 para p = 3 e p = 4 como esperado.
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Figura 6.2: Análise de convergência de ordem δ para p = 3 e p = 4.
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Num outro exemplo, consideramos

Ω = ]0, 1[ , T = 0.1, u(x, t) = sin(πx)e−t, g(ξ) = λe−ξ e λ = 1,

onde tol = 10−9 é a tolerância do método do ponto �xo e f é calculado tal que u é a
solução exata. Primeiro estudamos a convergência para h. Fixando um valor pequeno de
δ = 10−5, variando os valores de h e calculando o erro L2 correspondente, construímos
os grá�cos da �gura 6.3. Podemos observar ainda que o método converge e a ordem
numérica de convergência é aproximadamente 2, 3 e 4 para polinómios de grau 1, 2
e 3, respetivamente. No entanto, considerando um valor alto para r, podemos tomar
um valor baixo para h mantendo o erro baixo para h, o que permite a medição do erro
para δ. Fixando r = 4 e h = 10−1 e variando δ, construímos o grá�co da �gura 6.3 e
observamos que a ordem de convergência é 2, para p = 3, como esperado.
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Figura 6.3: Análise de convergência de ordem h para r = 1, 2, 3 (à esquerda) e de δ para r = 4 (à direita)

com p = 3.
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6.3 Comportamento assintótico da solução

Neste exemplo, estudamos o comportamento assintótico da solução u(x) para vários
casos, conforme descrito abaixo. Consideramos

u0(x) = 1− x4, g(ξ) = λe−ξ, f = 0, Ω =]− 1, 1[, r = 1, T = 3,

com

tol = 10−9, h = 0.2 e δ = 0.001.

Para entender melhor o comportamento assintótico da solução, de�nimos a função de
energia

b(t) =

∫ 1

−1

U2(x, t)dx

e simulamos com os valores de p = 1.5, 2 e 4.

6.3.1 Oscilações na direção do tempo

Para λ positivo (neste caso λ = 10), a solução decai e desenvolve oscilações na direção
do tempo violando o princípio do máximo, como podemos ver nas �guras 6.4, 6.5 e 6.6.
A velocidade de decaimento depende do valor de p.
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Figura 6.4: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 1.5.
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Figura 6.5: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 2.
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Figura 6.6: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 4.
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6.3.2 Extinção e decaimento

Para a equação de calor (p = 2) e a ausência de memória (λ = 0), o decaimento
exponencial é bem conhecido. Assim, para o caso p = 1.5 observamos uma extinção,
enquanto para p = 4 tivemos um decaimento, conforme ilustrado nas �guras 6.7, 6.8 e
6.9.
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Figura 6.7: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 1.5.
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Figura 6.8: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 2.
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Figura 6.9: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 4.

6.3.3 Estabilidade da solução

Para λ negativo com módulo pequeno (neste caso λ = −1), a solução decai com o
tempo e aproxima-se de uma solução estável. No entanto, a velocidade de decaimento
e a estabilidade assintótica dependem de p, conforme ilustrado nas �guras 6.10, 6.11 e
6.12.
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Figura 6.10: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 1.5.
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Figura 6.11: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 2.
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Figura 6.12: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 4.
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6.3.4 Oscilações na direção do espaço

Para λ negativo com módulo grande (neste caso λ = −10), a solução desenvolve osci-
lações na direção do espaço que aumentam com o tempo, violando também o princípio
do máximo, como podemos ver nas �guras 6.13 e 6.14.
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Figura 6.13: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 1.5.
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Figura 6.14: Solução obtida (à esquerda) e a função b(t) (à direita) com p = 2.
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6.4 Propagação com velocidade �nita

Neste exemplo, estudamos a propagação com velocidade �nita da solução u(x) para
vários casos. Vamos considerar os dados

g(ξ) = λe−ξ, tol = 10−9, h = 0.02, δ = 0.001, p = 3, r = 1

e

u0(x) =


10(x+ 1)(0.5 + x)2, x ∈ [−1,−0.5[,

0, x ∈ [−0.5, 0.5],

10(1− x)(x− 0.5)2, x ∈ ]0.5, 1].

Sabemos perfeitamente que a equação do calor não apresenta propagação com velocidade
�nita. No entanto, para p = 3 sem memória, isto é λ = 0, observamos esse efeito. A
partir desse dado inicial que é zero entre −0.5 e 0.5, veri�ca-se na �gura 6.15 que o
tamanho da região onde a solução é zero diminui com velocidade �nita e essa velocidade
depende do parâmetro λ (ver De�nição 3.6).
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Figura 6.15: Solução obtida (à esquerda) e a evolução da fronteira (à direita).
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6.5 Propriedade do tempo de espera

Finalmente, alterando a solução inicial em torno de 0.5 pudemos observar o efeito do
tempo de espera. Os dados são

g(ξ) = λe−ξ, tol = 10−9, h = 0.02, δ = 0.001, p = 3, r = 1

e

u0(x) =


100(x+ 1)(0.5 + x)7, x ∈ [−1,−0.5[,

0, x ∈ [−0.5, 0.5],

100(1− x)(x− 0.5)7, x ∈ ]0.5, 1].

Comparando com o exemplo anterior, observamos que o tamanho da região onde a
solução é zero permanece �xa por um curto período de tempo e após esse processo
diminui com a velocidade �nita, conforme ilustrado na �gura 6.16. A memória também
altera o tempo de espera (ver De�nição 3.10).
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Figura 6.16: Solução obtida (à esquerda) e a evolução da fronteira (à direita).

70



Aproximação Numérica de EDP's com p-Laplaciano e Memória

Capítulo 7

Conclusões e Trabalho Futuro

No presente trabalho estudou-se a aplicação do método dos elementos �nitos para a reso-
lução de uma equação diferencial parcial não linear do tipo parabólico com p-Laplaciano
e memória.
O método dos elementos �nitos com base de Lagrange de grau r ≥ 1, foi complementado
com o método de Crank-Nicolson e a quadratura dos Trapézios, o p-Laplaciano e o termo
de memória foram separados. Demonstramos a existência, unicidade e estabilidade das
soluções sob as condições dadas.
Provamos a ordem de convergência em função do parâmetro p, do p-Laplaciano, nas
normas clássicas e veri�cou-se que a ordem diminui conforme p → ∞, mas é sempre
maior que r

2
para h e maior que 1 para δ. Provamos ainda a existência, unicidade e

estabilidade das soluções semidiscretas. Limites de erro dependendo do parâmetro p
também são obtidos.
Estudou-se também um método do �xo para resolver o sistema de equações algébricas
não lineares. Para ilustrar os resultados teóricos, o método foi implementado num
sistema computacional e os resultados numéricos obtidos estão em conformidade com
os resultados esperados.
De uma forma geral, numericamente concluiu-se que a ordem de convergência para h
está de acordo com o Teorema 5.3 e para o método do ponto �xo convergir, h e δ devem
satisfazer algumas condições. Para o comportamento assintótico da solução u(x), no
caso λ positivo, a solução decai e desenvolve oscilações na direção do tempo violando o
princípio do máximo. Para a equação de calor (p = 2) e a ausência de memória (λ = 0),
o decaimento exponencial é bem conhecido. Para p = 1.5 observou-se uma extinção,
enquanto para p = 4 tivemos um decaimento. Para λ negativo com módulo pequeno, a
solução decai com o tempo e aproxima-se de uma solução estável. Para a propagação
com velocidade �nita da solução u(x), no caso p = 3 sem memória, observou-se esse
efeito. Finalmente, alterando a solução inicial em torno de 0.5 observou-se o efeito do
tempo de espera.
Como trabalho futuro, pretende-se fazer um estudo para melhorar as estimativas, na
perspetiva de obter melhores ordens de convergência. Pretendemos também, ainda
encontrar um método e�ciente, e�caz e robusto para resolver o sistema de equações
algébricas não lineares e realizar um estudo semelhante para a equação (1.4), com p
dependendo de x. O facto de que o p(x)-Laplaciano não é homogéneo, torna o problema
mais complicado do que o problema com p constante.
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Índice de Notações

Geral

→ indica uma convergência

ess sup
x∈Ω

(u) = inf{ sup
x∈Ω\Z

|u(x)| : Z ⊂ Ω,meas(Z) = 0}

supp v = {x : v(x) 6= 0} é o suporte de v

p′ = p
p−1

é o conjugado de p > 1

|α| =
∑d

i=1 αi para α = (αi, · · · , αd) ∈ Nd.

Acrónimos

UBI Universidade da Beira Interior

MEF Método dos Elementos Finitos

EDP Equação Diferencial Parcial.

Conjuntos

|Ω| = meas(Ω) = medida de Lebesgue de Ω

Sh = {w ∈ C0(Ω) : w(x) = 0, x ∈ ∂Ω, w(x)|Tk ∈ Pr(Tk)}

int(Ω) denota o interior de Ω

Ω̄ denota o fecho de Ω

Q = Ω× ]0, T ]

∂Ω denota a fronteira de Ω

B%(x0) = {x : |x− x0| < %} é a bola de centro x0 e raio %.

Operadores

Dαu denota a derivada fraca de ordem α de u

div u =
d∑
i=1

∂ui
∂xi

denota o divergente de u

∇u =
(
∂u
∂x1
, · · · , ∂u

∂xd

)
denota o vetor gradiente de u
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∆u =
d∑
i=1

∂2u
∂2xi

denota o Laplaciano de u

∆pu denota o p-Laplaciano de u

ut = ∂u
∂t

denota a derivada (fraca ou forte) de u em relação à variável tempo

∂|α|u
∂x
α1
1 ,··· ,xαdd

denota a derivada forte de ordem α de u

Πhu denota o operador de interpolação de u em Sh.

Espaços de Funções

Lp(Ω) = {u : Ω→ R|u é mensurável e
∫

Ω
|u|p dx <∞}

L∞(Ω) = {u : Ω→ R|u é mensurável e ess sup |u| <∞}

W k,p(Ω) = {u : Ω→ R|Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ α ≤ k}

Hk(Ω) = W k,2(Ω)

W k,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω)

Ck(Ω) = {u : Ω→ R|u é k-vezes continuamente diferenciável}

Ck,µ(Ω) = {u : Ω→ R|u ∈ Ck(Ω) e Dku é Hölder contínua com expoente µ}

C∞0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω)|supp v é um conjunto compacto}

Lp(a, b;X) = {u :]a, b[→ X|u é mensurável e
∫ b
a
‖u‖pX dt <∞}

W k,p(a, b;X) = {u ∈ W k,p(Ω)|u é mensurável e
∫ b
a
‖u‖pX dt <∞}

Ck([a, b];X) = {u : [a, b]→ X|u é k-vezes continuamente diferenciável}

W−k,p(Ω) denota o espaço dual de W k,p
0 (Ω)

D(Ω) = C∞0 (Ω)

Pr(Tk) é o conjunto dos polinómios de grau menor ou igual a r de�nidos em Tk.
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Normas e Seminormas

|x| denota o módulo de x ∈ R

|x| denota a norma Euclidiana de x ∈ Rd

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|p dx

) 1
p , para 1 ≤ p <∞

‖u‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω
|u|

‖u‖Wk,p(Ω) =

(
k∑
|α|=0

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞

‖u‖Wk,∞(Ω) =
k∑
|α|=0

ess sup
Ω
|Dαu|

|u|Wk,p,j(Ω) =

(
k∑
|α|=j
‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, para 1 ≤ p <∞ e 0 ≤ j ≤ k

‖u‖C0([a,b],X) = max
t∈[a,b]

‖u(t)‖X

‖u‖Lp(a,b;X) =
(∫ b

a
‖u(t)‖pX dt

) 1
p
<∞, para 1 ≤ p <∞

‖u‖L∞(a,b;X) = ess sup
t∈[a,b]

‖u(t)‖X <∞

‖u‖Wk,p(a,b;X) =

(
k∑
j=1

‖dju
dtj
‖Lp(a,b;X)

) 1
p

.
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