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Resumo

Neste trabalho, faz-se um estudo sobre a aplicacdo do método dos elementos finitos na
resolucdo de uma equacio diferencial parcial ndo linear do tipo parabdlico com memdria
da forma

u — Apu = fg g(t — s)Apu(x, s)ds + f(x,t), V(z,t) € Q@ =Q x]0,T],
u(z,t) =0, VY(x,t)€ox]0,T],
u(z,0) = ug(x), Ve e,

onde ug, g e f sdo funcdes dadas, @ C R? & um dominio limitado com fronteira
Lipschitz-continua. O p-Laplaciano A,u é dado por

Ayu = div (]Vu]p_Q Vu), 2<p<oo

y(z,t) = /0 g(t — s)Apu(x, s)ds

é o termo de memdria da equacdo integrodiferencial evolutiva. O problema é escrito
numa formulacdo fraca como um sistema de uma equacio parabdlica e uma equacio de
Volterra. Em seguida, o sistema é discretizado na variavel espacial, usando o método
dos elementos finitos com base de Lagrange de grau » > 1 e demonstra-se a existén-
cia, unicidade, estabilidade e a convergéncia das solucdes do problema semidiscreto. O
método de Crank-Nicolson, juntamente com a quadratura dos Trapézios, sdo aplicados
para discretizar a variadvel do tempo. Para a solucdo de cada método, sdo estabelecidas a
existéncia, unicidade, estabilidade e a ordem de convergéncia. Dois esquemas de ponto
fixo estaveis e convergentes sdo propostos para resolver o sistema de equacdes algébri-
cas n3o lineares resultante e, para ilustrar os resultados tedricos e a aplicabilidade do
método, sdo apresentados alguns resultados numéricos simulados em ambiente Matlab.
A ordem de convergéncia, alguns comportamentos assintéticos e efeitos de localizacdo
das solucdes sdo estudados numericamente através da apresentacdo de varios exemplos.

Palavras-chave

Método dos elementos finitos, método de Crank-Nicolson, equacdo integrodiferencial,
p-Laplaciano, termo de memodria, polindmios de Lagrange, simulacdo.
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Abstract

In this work, a study is carried out on the application of the finite element method for
solving a nonlinear parabolic partial differential equation with memory of the form

u — Apu = fot g(t — s)Apu(zx, s)ds + f(x,t), VY(z,t) € Q =Q x]0,T],
u(z,t) =0, V(x,t) € x]0,T],
u(x,0) = ug(x), Ve,

where ug, g and f are given functions,  C R? is a bounded domain with Lipschitz-
continuous boundary. The p-Laplacian A,u is given by

Ayu=div (|[Vulf?Vu), 2<p<oo

and .
y(x,t) = / g(t — s)Apu(x, s)ds
0

is the memory term of the evolutionary integral differential equation. The problem is
written in a weak formulation as a system of a parabolic equation and a Volterra equation.
Then the system is discretized in the spatial variable using the finite element method with
Lagrange basis of degree » > 1 and the existence, uniqueness, stability and convergence
of solutions of the semi-discrete problem are demonstrated. The Crank-Nicolson method,
together with the Trapezoidal quadrature are applied to discretize the time variable. For
the solution of each method, the existence, uniqueness, stability and convergence order
are established. Two stable and convergent fixed-point schemes are proposed to solve the
resulting nonlinear algebraic system of equations and, to illustrate the theoretical results
and the applicability of the method, some numerical results, simulated in a Matlab
environment, are presented. The convergence order, some asymptotic behavior and
location effects of the solutions are studied numerically through the presentation of
several examples.

Keywords

Finite element method, Crank-Nicolson method, integro-differential equation, p-Laplacian,
memory term, Lagrange polynomials, simulation.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo dos anos, varias equacdes diferenciais tém sido utilizadas para descrever siste-
mas quimicos, biolégicos, fisicos e ecolégicos. Uma das mais conhecidas é a equacio de
reacdo-difusdo, que é uma equacdo diferencial parcial parabélica da forma

up — div(aVu) — f =0,

onde f & uma funcio vetorial e @ uma matriz d x d de funcdes n3o lineares chamadas
termo de reacdo e difusdo, respetivamente. Com o desenvolvimento da ciéncia e da téc-
nica, esse tipo de equacdes deixou de ser um bom modelo para alguns casos particulares
e surgiu, entdo, o p-Laplaciano que melhora o modelo.

Equacdes diferenciais parciais envolvendo o operador p-Laplaciano tém sido intensamente
estudadas ao longo das altimas décadas e existe uma extensa literatura dedicada as
equacdes com o p-Laplaciano, podemos consultar, por exemplo, os trabalhos [[7, 29] para
um levantamento da teoria. O operador denotado por A,, também chamado pseudo
Laplaciano, aparece naturalmente na modelacdo matematica de muitos fenémenos fisicos
e é definido por

Apu = div (|Vu|p_2 Vu) ., 1< p< oo,

—92 ., . .. . - - . .
onde o termo |Vul’™~ é entendido como um coeficiente de difusdo ndo linear definido

como
p—2

ou\? ou\?\ °
p72_ — o o e [
[Vl N (&Bl) + + (&Ed)

A forma do p-Laplaciano corresponde também a derivada de Fréchet em Wol’p(Q) do
funcional

1
J(u) = —/ |Vul? dx,
pJa

para mais detalhes, consulte por exemplo, o trabalho [63] na sec¢cdo 2.5. O p-Laplaciano
é um operador n3o linear que se reduz ao Laplaciano usual, no caso p = 2 e é de
grande interesse tedrico por ser protétipo para o estudo das diversas equac&es envolvendo
operadores monétonos, hemi-continuos e degenerados [43]. O operador p-Laplaciano
também aparece em muitas aplicacdes de interesse, por exemplo, nos ramos da ciéncia
e da engenharia, como fluxos em meios porosos [17], materiais power-law [10], difusdo
ndo linear e filtracdo [52], fluidos n&o newtonianos [38] ou fluéncia de torcdo elastico-
plastico [63]. Em [16], pode encontrar-se uma descricdo sobre a origem do operador
p-Laplaciano.

Lao estudou o problema

—div (a(z) |Vul’ 2 Vu) + b(x) [ul" " u = f(z,u),

€, ulsgo =0, lim u=0,
|z]—o0

onde 1 < p < de QC RY & o complemento de um dominio limitado com fronteira
C19, tal que 0 < 0 < 1. Provou a existéncia de solucdes por via da aplicacdo da teoria
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do ponto critico [66]. Em [18], estudaram a existéncia de solu¢Bes ndo triviais para o
problema Aju = |u|P~2u, num dominio limitado Q C R?, com a condi¢cdo de fronteira
n3o linear [Vu|P~20u/0n = f(u) e provaram os resultados baseando-se em argumentos
variacionais e topoldgicos.

Glowinski et al. [39], estudaram o método de aproximacdo numérica dos elementos
finitos para alguns problemas de fronteira n3o linear da forma

~V(|[VulP?Vu) = f, em Q, u =0 sobre 09,

onde 1 < p < +00 e provaram que o método iterativo usado para resolver os problemas
aproximados permitia lidar com outros problemas n3o lineares das areas da fisica e

: . . 1
da mecanica. Os autores provaram ainda uma convergéncia de O(h?—T) na norma
WP Posteriormente, Chow [24] melhorou esta ordem, provando a taxa de convergéncia

2 . : . «

O(hr). Em 1993, assumindo uma regularidade mais forte para a solucdo fraca, Barrett e
Liu [15] estudaram, utilizando o método das aproximacdes dos elementos finitos lineares
continuos, o problema de encontrar u, tal que

—V(|VuP~?Vu) = f, em Q CR? e u=g sobre 99,
em que p €1, 00[, f e g sdo funcdes conhecidas e provaram o limite de erro 6timo como
O(h) em Wt?.

Lew et al. [42], apresentaram um método de aproximacdo dos elementos finitos e de
penalizacdo, para calcular numericamente o valor préprio do problema

—Ayu = )\]u\p_Qu, ulgn =0, 1<p<oo,

onde )\, & obtido minimizando o funcional [, [Vul”/ [, |ul” em W, *(Q) e A\ (p) definido
pelo principio variacional da forma

VulP
wewrr(e) |lullp wew ()
llullp=1

Provaram a convergéncia, com a apresentacdo de resultados numéricos. Guang-an et al.
[68], estudaram um modelo envolvendo o p-Laplaciano, com 1 < p < 2, que podia ser
usado para simular fenémenos de interface e provaram que o método de aproximacdo
dos elementos finitos é incondicionalmente estavel. Os autores apresentaram exemplos
para demonstrar a estabilidade e a precisdo do método e os resultados apresentados
indicavam que a evolucio de energia diminui acentuadamente quando p aumenta.
Embora as equac@es diferenciais parciais sejam muito comuns para modelar varios siste-
mas da ciéncia e da engenharia, em alguns casos de transferéncia de calor [45], difusdo
gasosa [55], dindmica de reatores nucleares [50] ou finangas matematicas [1] é necessario
refletir os efeitos da histéria passada do sistema no modelo. Uma forma de incorporar
este efeito no modelo foi a inclusdo de um termo integral na equacdo diferencial parcial
basica que leva a uma equacio diferencial parcial integral da forma

w(a,t) — Au(w,t) = [} Bu(s)ds + f(z,t), (v,t) € Qx]0,T],
w(z,t) =0, (x,t) € dNx]0,T], (1.1)
u(x,0) = ug(x), =z €,
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onde fot Bu(s)ds é o chamado termo de meméria. Em geral, este tipo de integral podia
refletir a memoéria e outros mecanismos em sistemas dindmicos e tem uma importan-
cia especial, pois leva a novas propriedades e dificuldades. As equacdes do tipo
revelaram-se bons modelos para uma variedade de problemas recentes, nas areas de di-
namica de reatores nucleares, viscoelasticidade, biomecanica, derretimento de polimeros,
compressdo em meios porosos e epidemias.

Em [21], apresentaram os fundamentos praticos da equacgdo integrodiferencial e as esti-
mativas de regularidade do problema de valor iniciais com condices na fronteira

u + Au = fg Bu(s)ds + f, (z,t) € 2x]0,T],
u=0, 00x]0,T],
w(0) = up, €,

onde A & um operador uniformemente eliptico de segunda ordem e B & um operador
diferencial parcial arbitrario de segunda ordem. Os autores consideraram a inclusdo do
integral de Volterra como uma perturbacio do problema puramente parabélico e com a
intencdo de explicar a importancia do termo de meméria, considerou-se um caso especial

» :/0 K(t — s)Au(s)ds + f,

onde, se K(t) = 1, ap6s diferencia¢do em relacdo a ¢, leva as equac¢Bes das ondas e se
K (t) é a fungdo Delta de Dirac, torna-se uma equagdo do calor.

Em 2017, Akilandeeswari et al. [3], estudaram a existéncia de solucBes para equa-
cBes integrodiferenciais parciais fracionarias ndo lineares com a condicdo de fronteira de
Dirichlet. Os resultados sdo demonstrados usando o teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder e o teorema de Arzela-Ascoli. Ezzinbi et al. [36] provaram os resultados
de existéncia e regularidade de soluc®es para equacdes integrodiferenciais parciais com
condicdes ndo locais da forma

u = Au(t) + fot B(t — s)u(s)ds + f(t,u(t)), tel0,d],

onde A: D(A) C X — X & um operador linear fechado num espaco de Banach (X, |-|)
e (B(t))t>0 é uma familia de operadores lineares fechados em X. Para os autores, a
parte n3o linear do problema é assumida como uma funcéo Lipschitz-continua em relac3o
ao segundo argumento. Em [37], estudaram a existéncia e regularidade de solucdes das
equacdes integrodiferenciais parciais funcionais com dominio ndo denso e ilustraram a
teoria do operador com a apresentacdo de exemplos teéricos.

Outras questdes relacionadas com a existéncia e propriedades de solucdes para equacdes
do tipo

u — Au = /0 g(t — s)Bu(s)ds + f, (1.2)

onde A e B s3o operadores simétricos definidos positivos de segunda ordem e g o termo
de memdria, por exemplo, podem ser consultados em [13] 28, 44] /47, [60]. As equacdes
integrodiferenciais sdo um estado intermediario das equacdes de calor e equacdes da onda
que possivelmente possui as carateristicas duplas, ou seja, propaga-se com velocidade
finita, por exemplo.
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A primeira contribuicdo para a solucdo numérica da equacdo diferencial parcial inte-
gral foi feita por J. Douglas e B. Jones [31] usando o método das diferencas finitas e,
muitos resultados nessa direcdo foram publicados e escritos por Brunner [20]. Natu-
ralmente, numa equacdo integrodiferencial, a presenca do integral de Volterra também
causa algumas novas dificuldades, tanto na analise teérica como na anélise de computa-
¢do numérica. Desde os trabalhos de DiBenedetto [29], consideravel atencdo tem sido
dedicada a resolucdo numérica da equacdo diferencial parcial integral, como exemplo,
podemos citar alguns trabalhos recentes.

Thomée et al. [62], estudaram o método dos elementos finitos (MEF) espacialmente
discretos para resolver problemas da forma

up + Au = fOtB(t7s)u(s)ds+f, 2x]0,T7,
u=0, 002x]0,T], (1.3)
u(-,0)=v, €Q,

onde u = u(z,t) & uma funcdo em Qx]0,7], © & um dominio limitado em R? com
fronteira OS2, A é um operador diferencial parcial eliptico de segunda ordem e B = B(t, s)
é um operador diferencial parcial de segunda ordem.

Mustapha et al. [46], apresentaram uma solucdo numérica de equacdes integrodiferen-
ciais parabdlicas do tipo

ur + Au(t) + BAu(t) = f(t), 0<t<T,
u(0) = uy,

onde A & um operador eliptico linear, B é um operador de Volterra dado por
t
Bu(t) = / (t—8)* 'b(s)v(s)ds, 0<a<l,
0

e b € uma fungdo continua em [0, 7"]. Os autores estudaram ainda o método descontinuo
de Galerkin para a discretizagdo no tempo e no espaco. Guignard et al. [40], apresen-
taram uma analise de erro dos elementos finitos, realizada a uma classe de problemas
elipticos lineares e n&o lineares. Usaram uma abordagem de perturbacdo, onde a solucéo
exata era expandida até a uma certa ordem em relacdo ao pardmetro que controlava
a quantidade de aleatoriedade e ilustraram o problema de difusio caraterizado por um
nimero finito de varidveis aleatérias e a derivacdo de estimativas de erro a posteriori
entre a solugdo exata e a solugcdo aproximada. Yousuf [65], apresentou um método nu-
mérico fortemente estavel e um tratamento detalhado para a consisténcia, estabilidade
e convergéncia do método proposto. Provou a eficiéncia, precisdo e confiabilidade do
método através de abordagens tedrica e a apresentacdo de resultados numéricos para
uma equacdo diferencial parcial integral.

Para encontrar a solucdo aproximada de uma equacdo diferencial parcial integral linear,
Avazzadeh et al. [11] aplicaram fun¢Bes de base radial e o método das diferencas
finitas. Em [12], um método de colocacdo baseado em multiwavelets linear de Legen-
dre & desenvolvido para solucdes numéricas da equacdo diferencial parcial integral. As
equacdes apresentaram iniimeras aplicacdes no mundo da ciéncia e 0 método numérico
proposto apresentava resultados que confirmaram a sua precis3o, eficiéncia e robustez
do método. Em [56], é proposto o MEF no espa¢o e um método de Crank-Nicolson no
tempo para analisar uma equac3o diferencial parcial integral linear. Usando operadores

4
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de reconstrucdo, eles obtiveram ordem 6tima para estimativas de erros a posteriori. Em
[64], sdo apresentadas algumas técnicas de discretizacdo baseadas em elementos finitos
e discretizacdo temporal totalmente implicita para a resolucdo da equac3o diferencial
parcial integral parabélica com memoéria ndo linear. A ordem de convergéncia provou
ser O(h" + §) para polinémios de grau r — 1. Com relacdo as simulacdes numéricas
do p-Laplaciano, usando o MEF, constatou-se que a regularidade das solu¢des limita as
taxas de convergéncia.

Recentemente, em [30] é estudado um MEF adaptativo para uma equacido diferencial
parcial (EDP) com p-Laplaciano usando funges lineares continuas por partes e mostrou
um erro de convergéncia linear. Os autores de [26] propuseram um método hibrido
descontinuo de Galerkin para o p-Laplaciano usando polinémios de grau r > 0. As
experiéncias numéricas mostraram ordem 6tima de convergéncia. No que diz respeito
as aproximac8es numéricas para a solu¢do do problema (1.2)), varios métodos ja foram
aplicados. Para uma revisdo do MEF aplicado as equacdes diferenciais parciais integrais,
referimo-nos, por exemplo, ao livro [21] e suas referéncias. O método dos volumes finitos
foi estudado em [58]. O método de coloca¢do com splines em [51]. O MEF mistos em
[59]. O método descontinuo de Galerkin em [46]. Um método pseudoespectral foi
investigado em [61].

O MEF é uma ferramenta numérica para resolver problemas de equacdes diferenciais. A
ideia basica do método é dividir, inicialmente, o dominio do problema, em subdominios
de dimensdes finitas, chamados elementos finitos e o conjunto de todos os subdominios
é conhecido como malha. No MEF, cada elemento possui um determinado nimero
de pontos nodais, dependendo do seu tipo (triangular, linear, quadratico, etc). Nos
nés comuns aos diferentes elementos, o valor das varidveis do problema é o mesmo,
independentemente do elemento que esteja a ser considerado. No MEF, os problemas
de valores da fronteira s3o reescritos como problemas variacionais e é utilizado o método
de Galerkin para resolver os problemas de forma aproximada. Almeida et al. [4] 5] 32],
estabeleceram a convergéncia, propriedades e ordens de erro para as solucdes totalmente
discretas de uma classe de equacdes n3o lineares de reacdo-difusdo nio locais, usando
MEF linearizado e de Crank-Nicolson-Galerkin com aproximacdes polinomiais de grau
arbitrario.

Neste trabalho estuda-se a equacdo intogrodiferencial evolutiva com p-Laplaciano e me-
moria da forma

ug(x,t) — Apu(x,t) = /0 g(t — s)Apu(x, s)ds + f(x,1), (1.4)

onde f e g sdo funcdes dadas. Este tipo de equacdes surgem na descricdo matematica de
propagacdo de calor em materiais com meméria, onde o fluxo de calor pode depender do
histérico do processo. Além do problema comum do termo memoéria, cuja discretizacdo
no tempo forca um grande volume de célculos e o consumo de memoéria, o problema (|1.4)
também apresenta uma nova dificuldade ao conter o p-Laplaciano que torna o termo
de memodria ndo monétono. Devido a presenca da nio linearidade, é ainda mais dificil
encontrar solucdes analiticas para esses problemas. Na pratica, a simulacdo numeérica
torna-se um meio crucial para estudar a dindmica deste tipo de equacdes. A importancia
do nosso trabalho esta no estudo da interacdo entre o p-Laplaciano e o termo de meméria
ndo linear (ver para mais detalhes [8]).

A falta de monotonicidade no termo de meméria da equacdo inviabiliza o uso da
maioria das técnicas disponiveis e muito bem desenvolvidas. Antontsev e seus coautores
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estudaram o problema com um termo de fonte ndo linear ©(z, ¢, u), substituindo a
equacdo por um sistema composto por uma equacdo de reacdo-difusdo e uma equacio
integral. Os autores provaram que para max{l,f—fz} <p<oo g9 € L*0,T)e
uy € WyP(Q), f € L*(Q), o problema admite uma solucio fraca que é local ou global
no tempo dependendo da taxa de crescimento de ©(zx,t,s), quando |s| — oo. Eles
estabeleceram condic&es de unicidade e também provaram que para p > 2 e sO(z,t,s) <
0, as perturbacdes nos dados se propagam com velocidade finita e o efeito do tempo de
espera € possivel [8].

Talvez justificado por suas varias aplicacdes fisicas, o problema com p dependendo
de x estd a atrair atengdo consideravel, consulte por exemplo [0, 41, [67], onde questdes
sobre solvabilidade e as propriedades das solucdes sdo abordadas.

Em [6], Almeida at al., apresentaram um novo método misto dos elementos finitos para
equacdo integrodiferencial parabédlica com p-Lapaciano e meméria. Nesse trabalho sio
estabelecidas a existéncia, unicidade e regularidade das soluc®es discretas. Limites de
erro dependendo do pardmetro p também s3o obtidos e sdo feitas algumas simulacdes
para ilustrar a ordem de convergéncia. Em [33], dando continuidade ao trabalho de-
senvolvido em [6], sdo propostos dois esquemas do método do ponto fixo estaveis e
convergentes para resolver o sistema de equacdes algébricas n3o lineares. Usando a
implementacdo em ambiente Matlab, sdo analisados a ordem de convergéncia com a
apresentacdo de resultados numéricos e alguns exemplos para ilustrar numericamente os
varios comportamentos assintéticos e os efeitos de localizacdo das solucdes.

Um dos objetivos deste trabalho é estudar a aplicacdo do MEF de [5] e [32] aplicados a
EDP n3o linear do problema com memoéria. Ainda neste trabalho pretendemos fazer
o estudo da convergéncia do MEF, complementado com o método de Crank-Nicolson e
a quadratura dos Trapézios, por fim, analisar os resultados computacionais obtidos em
ambiente Matlab.

As razdes que estiveram na base de escolhermos o MEF com bases de Lagrange s&o a
versatilidade, a capacidade em lidar com dominios irregulares, a sua precisdo e o pouco
esforco computacional de implementacdo do método.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo [I] apresenta-se o tema a
estudar, com referéncias a respetiva revisdo da literatura, contextualizando-o e pondo
evidéncia a pertinéncia do mesmo. No capitulo[2] introduzem-se alguns conceitos mate-
maticos basicos e notacdes que serdo fundamentais durante todo trabalho. No capitulo
Bl apresentamos um estudo teérico da equacdo integrodiferencial parabdlica com p-
Laplaciano e memdria. S3o apresentados ainda a existéncia e unicidade de solucdes, o
problema auxiliar e a formulacdo fraca do problema a ser estudado durante todo trabalho.
No capitulo [4) é apresentado o desenvolvimento da discretizacdo da variavel espacial e
demonstra-se a existéncia, unicidade, estabilidade de solucdes e a convergéncia do pro-
blema semidiscreto. No capitulo 5] apresentamos o desenvolvimento da discretizaco da
variavel tempo, a deducdo da aplicacdo do método de Crank-Nicolson e a formulacdo
totalmente discreta do problema em estudo. Demonstra-se a existéncia, unicidade, esta-
bilidade e a convergéncia de solucdes discretas. E deduzida a ordem de convergéncia do
método e é apresentado um método do ponto fixo para resolver o sistema de equaces
algébricas n3o lineares. No capitulo [6] s3o apresentadas vérias simulacdes em ambiente
Matlab, para estudarmos o erro, a estabilidade e a convergéncia do método. E feita uma
analise da influéncia do pardmetro e do termo de meméria nas propriedades de solucdes.
Finalmente, termina-se com as conclusdes e o trabalho futuro, sem esquecer uma lista
de referéncias que constituem bibliografia alargada e necessaria sobre o tema do trabalho
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desenvolvido.

Alguns dos resultados obtidos neste trabalho foram apresentados em seminéarios na Uni-
versidade da Beira Interior, como em conferéncias internacionais “V Ciclo de Conferéncias
da Faculdade de Ciéncias: Trilhos da Ciéncia, em Covilhd, Janeiro, 2017, Portugal” e
“12th International ISAAC Congress, Universidade de Aveiro, de 29 de Julho a 2 de
Agosto, 2019, Portugal’. Foram submetidos e publicados os artigos [6] “A Mixed Finite
Element Method for a Class of Evolution Differential Equations with p-Laplacian and
Memory” em Applied Numerical Mathematics e [33] “Numerical Solution for a Class of
Evolution Differential Equations with p-Laplacian and Memory” em Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics.
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Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

Este capitulo tem o propésito de apresentar as notacBes e os conceitos utilizados. S3o
também incluidos alguns resultados frequentemente citados no trabalho. As demonstra-
¢Bes sdo omitidas e para cada resultado é apresentado uma referéncia especifica (para
mais detalhes, consultar por exemplo [15] 19, 22| 23] 24}, 27, [34, 35| 43| 49, [54]).

2.1 Notacoes, conceitos basicos e espacos funcionais

Esta seccdo esta dedicada & apresentacdo das notacdes e introducdo de conceitos usa-
dos no trabalho. Ao longo do presente trabalho, as diferentes constantes que forem
independentes dos parametros utilizados sdo todas denotadas apenas por C.

d 1/2
Se z = (wg, -+ ,x4) € R? consideramos |z| = (Z x?) :

i=1
A bola aberta de raio 7 centrada em x é denotada por B, (z) e a bola fechada por B, (z).
O conjunto dos pontos interiores de 2 C R? denota-se por int(§2) e a fronteira por 9.
O fecho do conjunto €2 é denotado por ().
Define-se por simplex o conjunto

{r €R": = apvg+ - +aqug, g+ +ag=1, a; >0, v; € R}

A derivada fraca (generalizada ou no sentido das distribuicdes) de ordem « da distribuicdo
u € denotada por D%u.

As derivadas fracas, até a ordem k, de uma funcdo u € C’k(Q) sdo iguais as derivadas
classicas de u, por isso denotar-se-a por

olely
Qg

aq
81‘1 ...Q;d

d , :
onde a = (aq, -+ ,aq) €N e |a| = >°7_| oy, tanto a derivada fraca como a derivada

classica.
ou ou
W“(a;“waﬁ’

Denota-se por
0 0
V—@zwwaﬁ>

o operador gradiente. Por outro lado

o vetor gradiente de u e por
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denota o Laplaciano de u. Se u = (u1,- -+ ,uq), entdo o divergente de u é definido por
d

ou;
di = L.

Relativamente aos espacos de funcées serdo utilizadas as notacdes usuais. Seja 2 C R¢

um conjunto mensuravel d Lebesgue. Denota-se por 2] = meas() a medida de
Lebesgue de Q.
Para p € [1,+oo], LP(£2) denota o espaco linear de todas as fun¢des u mensuraveis em

() para as quais
/ |ulP dx < oo.
Q

O espaco LP(£2) é equipado com a norma

1
p
lul|Lr) = (/ \u(m)\%lac) , 1<p< .
Q

L*>(Q) & o espaco linear de todas as funcdes u mensuraveis em () para as quais

ess sup(u) = inf{ sup |u(x)|: Z C Q, meas(Z) =0} < 0.
zeQ\Z

P

A norma do espaco L>((2) é

[[wl| L) = ess sup(u).

Seja k > 0 um inteiro e 1 < p < oo. Denota-se por W*?(2) o espaco de todas
as fungdes u € LP(£2), tais que as suas derivadas fracas até a ordem k sdo também
elementos de LP((2), ou seja,

WEP(Q) = {u: D*u € LP(Q), |af=0,---,k}.
O espaco W*?(Q) pode ser equipado com a norma

1
p

k
lulwer@ = | D2 ID"ll}uq) | » paral<p<oo
|ar|=0
e
k
[ullwroo @) = Z ess ?zup |D%ul.
|a|=0

Define-se também em TW"?({2) a seminorma

%
| wrpi) = Z ||Dau|]7£p(ﬂ) , paral<p<ooe0<j<k.

laf=j

No presente trabalho, interpreta-se W} (€2) como o conjunto das funcdes u € W*?((),
tais que Du = 0 em {2 para todo || < k—1. Denota-se também HE(Q) = W (Q).

10
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) k -
| - lwrpr() € uma norma em Wy (€2). Em particular, denota-se

%
ol gy = ( [ 9a dx)
Q

Os problemas de evolucdo sdo descritos, de modo geral, por funcdes da forma u =
u(x,t), onde x = (z1,--- ,74) € R? & 0 espaco e t > 0 & o tempo. Neste trabalho,
o tempo é tratado separadamente do espaco. Vamos considerar, quando conveniente,
u(t) = u(-,t) como uma funcdo dependente do tempo e com valores num determinado
espaco funcional, X.

Para 1 < p < oo define-se LP(a,b; X') como sendo o espaco das funcdes u : [a,b] — X,
tais que

1
ol oy = (/ u(®) dt) < oo, para1<p< oo

||u||L°°(a,b;X) = €SS sup ||u(t)||X < 0.
tela,b]
Denota-se por C°([a, b]; X) o conjunto de todas as funcdes continuas no intervalo [a, b]
e com valores em X.
O espaco C%([a, b]; X') & equipado com a norma

[[ufl cogapyix) = = Inax [[u(t)]|x-
A derivada da funcdo u : [a,b] — X em t, & denotada por L (tg) = wy(to).
Para k=1,2,--- e p € [1, 00|, define-se
. d'u .
WP (a,b; X) = {u € LP(a,b; X) : e € LP(a,b;X), j=1,--- k},
equipado com a norma

P

||UHWI“P abX <Z || dtj Lp(abX )

De uma forma semelhante, podem definir-se os espacos Ck([a,b];X) das funcdes con-
tinuas e diferenciaveis, em ¢, até a ordem k, no intervalo [a, b] e com valores em X.

2.2 Lemas e teoremas fundamentais

Nesta seccdo, enunciam-se alguns resultados que sdo essenciais nas demonstraces.
Comecamos por apresentar algumas desigualdades frequentemente usadas no trabalho.

Lema 2.1 (Young, [35], p622). Sejam a,b > 0, 1 < p, p’ < +00 e € > 0 nameros
reais, entio
ea? P 1 1
ab < — + — = + - = 1.
p p p D
Lema 2.2 ([14], p526; [23], p7). Para cada p > 1 e § > 0, existem trés constantes
positivas C, Cy e Cs, tal que para cada ¢,y € R?, ( # ~, temos:

11
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IS¢ = Iy 2] < Cul¢ = A1 (¢ + P2

(|C|p72<’ - |7|p72 77( — ’}/)Rd > |<’ _ ’7|2+5 (|C| + |,y|)p7275;

3. Sep>2,
(ICP2 ¢ = P29, ¢ = ) ga = C1C —A[.

Teorema 2.3 ([38], p287). Se u € L*(0,T; H}()) e uy € L?(0,T; H1(Q)), entdo
u e C°([0,T]; L3(2)).

Teorema 2.4 (Brouwer, [57], p37). Seja A : B,(x) — R? continua e (A(z),z) > 0,
Vx € 0B,(x). Entdo A tem um zero em B,(x).

Teorema 2.5 (Green, [48], p9). Seja (2 um conjunto convexo limitado com fronteira
Lipschitz-continua e seja u, v € C*(§)). Entdo

/UAudm:/ vVu-nds—/Vv-Vudx,
Q o9 Q

onde n é o vetor normal unitario exterior a fronteira de ().

Lema 2.6 (Gronwall, [48], p5). Suponha-se que h & continua em |[a, b,  integravel em
la,b[ e h,r > 0 quase em toda a parte em |a, b[. Se y é uma funcdo continua em [a, b]
e satisfaz a inequacdo

o) <h0)+ [ o) ds, 1€ fa)

entao .
y(t) < h(t) +/ h(s)r(s)ef:T(T)dT ds, t€a,b].

Lema 2.7 (Gronwall discreto). Se y,,, w, e z, sdo sucessdes ndo negativas e

n—1
Yn < Wy, + szyk, para n > 0,
k=0
entdo
n—1 n—1
Un < wn—i-ZwkzkeXp ( Z zj>, para n > 0.
k=0 j=k+1
Demonstracao

Aplicando o Teorema 4.1.1 de [2] com a desigualdade 1 + = < e” obtemos o pretendido. W

Lema 2.8 (Diferenciacdo numérica, [54], p155). Sejam w € C3([a,b]) e § > 0, entdo
para to € |a, b,

dw, . w(to+0) —w(ty—20) 0*d*w

ar (o) = 26 6 ap )
com & € Jtg — 0,19 + .

12



Aproximacao Numérica de EDP’s com p-Laplaciano e Meméria

Teorema 2.9 (Regra dos Trapézios, [54], p196). Seja w(t) uma func¢do continua em
[a,b]. Considere a particdo a =ty < t; < --+ < t,, = b, de espacamento § = b;_a

n € N. A regra dos Trapézios é dada por

/a w(t)dt = b;ﬂ“ (w(a) +22w(ti) +w(b)> - “"1—;)‘52%’(5),

i=1

onde £ € ]a, b].

2.3 Espacos dos elementos finitos

Neste seccdo, sdo apresentados alguns resultados importantes sobre a estimativa de erro
de interpolacdo e desigualdades inversas envolvendo o conjunto dos polinémios de grau
r > 1 (para mais detalhes ver [25]).

Definicdo 2.10 (Polinémios de Lagrange, [54], p79). Sejam {zo, - - - , x,}, n6s distintos
de Q € R, os polinémios

Lk(aj):Hw—xl? kzov"'ana

i=0 Tk — X

i#k
definem-se por polinémios de Lagrange relativos aos nés {xg,- - ,z,}.
Teorema 2.11 (Férmula de Lagrange, [54], p79). O polinémio interpolador p de grau
menor ou igual a n que interpola a funcdo u(x) nos nés distintos {xg,- - ,z,} é dado
por

pule) = 3 Li(aulay).

Lema 2.12 (Erro de interpolacdo, [54], p92). Seja u € C""1(Q) e p, o polinémio de
grau menor ou igual a n que interpola u nos nés distintos {zg,--- ,z,} contidos no
intervalo 2 C R. Entdo, para qualquer ponto z € ), existe um valor £ € ) dependente
de {xg, -+ ,z,}, de x e de u, tal que

1 dtu
en(r) = u(x) — pa(z) = WW@(I —xo)(z —x1) - (T — @),

De um modo geral, considere T, = {T, ..., T,,} uma particdo regular em simplexes de
Q) C R?, com parametro h e o espaco S" C H}((2), definido por
Sh={we C%N) :w(x) =0, z € 0Q, wx)|r, € P (Tk), k=0,---,m},

onde P,.(T}) & o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a r definido em Tj.
Denotamos por 11, o operador de interpolacdo em S”, definido por

IMyu = Z wiu(xy),
k=0

onde {wp, - ,w,} & uma base de S".

Lema 2.13 ([25], p124). Se I, : H™(Q) N H}(2) — S" & um operador de interpo-
lacdo, entdo

||U — HhU,HL2(Q) + hHV(U — Hhu)||L2(Q) S ChSHUHHs(Q), 1 S S S T+ 1,
com u € H*(Q) N H}(Q) e C & uma constante positiva.

13
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Lema 2.14 (Estimativas inversa, [25], p142). Seja u" € S", entdo existe uma constante
C independente de h, tal que

IVUt oy < CRH M2

d+2

196 ey < O % |2y, Tx € T

14
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Capitulo 3

Equacao Parabdlica com p-Laplaciano e Meméria

Neste capitulo, faz-se um estudo teérico da equacdo integrodiferencial parabdlica com
p-Laplaciano e memoéria. S3o apresentados a equacdo integrodiferencial com termo
n3o linear, a equacdo integrodiferencial sem termo ndo linear, o problema auxiliar e a
formulac3o fraca do problema a ser estudada no referido trabalho.

3.1 Equacao integrodiferencial com termo nao linear

Nesta seccdo, apresentamos alguns resultados sobre existéncia e unicidade, propagacdo
com velocidade finita e o efeito do tempo de espera da solucdo u. Os resultados foram
desenvolvidos e provados por Antontsev e coautores e podem ser encontrados em [7, 8].
A sua inclusdo aqui serve para melhor analise e compreens3o do nosso trabalho, conforme
veremos nas proximas seccoes.

3.1.1 Existéncia e unicidade de solucdes

Considere a equacio integrodiferencial evolutiva com a condicdo de Dirichlet da forma

u — Apu = fotg(t — s)Apu(x, s)ds + O(x,t,u) + f(x,t), Q=Qx]0,T],
w=0, 9Qx[0,T], (3.1)
u(z,0) = up(x), €,

onde © C R? & o dominio limitado com a condicdo de fronteira Lipschitz-continua, g(s)
é o termo de memoria e © é uma funcdo dada.

Definicdo 3.1. Uma funcdo u(x,t) diz-se de solugdo fraca do problema (3.1) se:
1L uwe CU[0,T); L2(Q)) N W, u, € LA(Q), Apu € L*Q), u(z,0) = ug(z);

2. Para cada funcio teste w € W, temos
t
/ <utw + Vw - (]Vu]”_QVu + / gt — s)Wu(s)\p_zVu(s)ds)) dxdt
Q 0
— / (f + O(z,t,u))wdzdt,
Q

onde W = L2(Q) N LP(0,T; Wy"(2)) e L*(Q) = L*(0,T; L*(92)).
Considere o problema ([3.1)) e assumindo

9.4 € L*(0,T), feL*Q), wuye L*(Q)NnW,"(Q), (3.2)
O(z,t,r) uma fungdo de Carathéodory satisfazendo a condi¢do de crescimento

|©(x,t,7)] < B|r|”" com o €]1,00[, B = const >0, V(r,t) € Q. (3.3)

15
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Lema 3.2 (Estimativa em tempo global). Suponha que as condi¢es (3.2))-(3.3)) sejam

satisfeitas e

1<o<2, 2<o<1+2

? ou e (3.4)
max{l,d+2}<p, 2 <p.

Ent3o, para cada T < oo, tem-se

oup ) ey + 1Vl < € (11 + ol + 1)

||ut||2L2(Q) + ||VUHI£<>0 0.1:Lp(Q)) T €SS sup |HU|HL2(U 1)) Q
( Q) o Q)

<C (ufnp @ + Vol +1)

o e

2(0—1) e
el 2o -1 Iul dx :

Lema 3.3 (Estimativa em tempo local). Suponha que as condicdes (3.2)-(3.3) sejam
satisfeitas e os expoentes p, o satlsfazem cada uma das condicdes:

1.

2d
max{l,m} <p<d, maX{Q,l—{—

d < p, max{2,1~l—§} < 0o < oo.
Ent3o, existe Thax € |0, 7T, tal que para todo t € |0, Ti,ax[, Obtém-se
el 22 () + IVl e 0 g5y + N1l
< C (I 132y + ol +1)

com a constante C' = C(d, T, |Q|, B, p,0).

°2(0,;L(20=2(2))

Teorema 3.4 (Existéncia). Suponha que

2d
FELHQ, weWP@), g9 L20.7) p>maxfr 2L

Se O satisfaz a condigdo de crescimento ({3.3)), entdo o problema tem pelo menos
uma solucdo fraca no sentido da Definicdo 3.1 Pelas condices do Lema [3.2] esta é
uma solugdo global que existe em todo intervalo de tempo [0, 7] e, pelas condicdes do
Lema [3.3] a solugdo existe em todo intervalo de tempo 0,7 com T’ < Tyax.

Teorema 3.5 (Unicidade). Vamos supor que

l<p<oo, g¢,9€L*0,T),
|O(z,t,ur) — O(x,t,us)| < Lluy —ug|, L = const > 0.

Entdo, o problema ((3.1)) tem no maximo uma solu¢do fraca.
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3.1.2 Propaga¢do com velocidade finita

Uma solugdo u(z,t) ter propriedade de propagacdo com velocidade finita, significa dizer
que, se a solucdo inicial & nula numa bola, entdo existe um intervalo de tempo no qual
a regido onde a solucio é nula varia com velocidade finita.

Definicdo 3.6 (Propagacdo com velocidade finita). Seja up = 0 em B,(zg). Diz-se
que a solucdo possui a propriedade de propagacdo com velocidade finita, se existir uma
funcdo p(t) > 0 e t, > 0, tal que

u(z,t) =0 em By (xo), Yt e [0,t,]

A propriedade de propagacdo com velocidade finita é local e depende apenas da estrutura
ndo linear do problema (3.1]), conforme veremos mais adiante.
Suponhamos que a solugdo fraca do problema ([3.1)) satisfaz

b(p, T) + E(py,T) = ess sup Hu(-,t)Hiz(Bpo) +/ |Vu|Pdedt < L, (3.5)
T

(0.7) o,

onde L & uma constante finita e

t
Bt = [ [ 1VuP asat o) = [ aatdn, Kp.t) = es sup b(or)

0 7€(0,)
By (z0) = {7 € R : |z —x0| < p}, S, =0B,(x0), Qpt = B,(x0)x ]0,1],
Sp,t = S,D(xO)X ]07t[7 pE }OJpO[

Lema 3.7. Seja B,,(z) C €. Suponha que
up(x) =0 em B,,, f=0emQ,,, ¢e¢€LF0,7T).

Entdo, para cada solucdo local fraca do problema ({3.1)) satisfazendo a condicdo (3.5)),
obtemos

%b(p, t)+ E(p,t) — /Ot /Bp uO(z, t, u)dxdt
_ /0 t /S VU Tulr) v

0

_ /O t /B V() / " g(r — $)|Vuls) [ 2Vu(s)dsdadr
# [ wte) [t = NTup 2Tt s

Vp €10, po[, ¥t €10, T, onde v denota o vetor unitario normal de S,,.

Lema 3.8. Sejam satisfeitas as condicdes do Lema [3.7| e considere
sO(z,t,5) <0 para se€R e (z,t) € Q1. (3.6)
Entdo, E(p,t) satisfaz a desigualdade diferencial para p € |0, po[, tal que
1 1 1 1
S0 )+ Elp,t) < (1487 lgllsom ) lullzncs, o (Bolo, )7 + 7 llgllu B(p, 1),

onde F e b sdo funcdes de p e dependem de ¢ como pardmetro.
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Teorema 3.9 (Propagacdo com velocidade finita). Sejap >2e g € LP(0,T). Sejam

1 d(p—2
t*:min{l, } o™ < t,, 5:_<1+%).
(2llgllzr,r) T P

Suponha ug =0em B, e f =0em Q,, . Se O satisfaz a condi¢do (3.6)), entdo toda
solucdo local fraca do problema ({3.1)) em @, 1 satisfazendo (3.5)) possui a propriedade

de propagacdo com velocidade finita

u(x,t) =0, Byy(zo), t€]0,t],

onde p(t) é dado por

_1
Myt 10
pr(t) = max {0, ph — — LIt g
1=y
com as constantes definidas por
11\ 5ot 0 1—06 »
M=(crLrr) | y=(1-2-"7) L ¢o0,1 3.7
(czi?) = (1-2- ) e e
e
0< B (p,t) < B (post) — it Ly =1 - 021 3)
— 7 —_ 7 M M ) p_ 1

3.1.3 Tempo de espera

Dizer que uma solu¢do u(x,t) tem propriedade de tempo de espera, significa dizer que,
se a solucdo inicial &€ nula numa bola, ent3o existe um intervalo de tempo finito em que
a regido onde a solucdo é nula, se mantém constante.

Definicdo 3.10 (Tempo de espera). Seja ug = 0 numa bola B, (z() e assumimos que
B,.(z) toca o conjunto supp ug no ponto £. Diz-se que a solu¢cdo u(z, t) tem propriedade
de tempo de espera no ponto &, se u(z,t) =0 em B, () para todo t € [0, t.].

Considere a situagdo em que existem R > 0 e py € |0, R|, tais que para algum ponto
o € €, entdo
BrCQ, wy=0emB,, [f=0emQ,r (3.9)

Os suportes de ug, f estdo contidos em Q\ B, e @\ Q,, 7. Supondo agora que ug e f
s3o suficientemente planos préximo a fronteira de seus suporte, entdo existe € > 0, tal
que

1

F(p,t) = lluollz2(s,) + 1 17200, < 6(0 — p0>:y, Vp € |po, B[, t €]0,T7, (3.10)

p p—2>
v=—""—_[(1+—0) <1
2(p—1)( p

com expoente

e a condic3o

dp—2)+2 ( d(p—Q))
l=—"—L <1 d=—(14+—2 ) < —1.
dip—2)+2p ¢ * 2p
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Teorema 3.11 (Tempo de espera). Seja u uma solu¢do local fraca do problema (3.1,
com p > 2 e O(x,t,u) satisfazendo a condi¢do (3.6). Seja a condicdo satisfeita
com a constante L. Assume que os dados wg, f satisfazem (3.9) e com a
constante e. Se e for suficientemente pequeno, entdo existe ¢, € |0, T| que depende de
L, |gllzeo/r) € €, tal que

u(z,t) =0, em B, x |0,

3.1.4 Exemplo de solucdes que ndo obedecem ao principio do maximo

Para a equacio do calor temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.12 (Principio do méximo forte para a equagéo do calor). Seja Q C R? um
aberto e limitado. Seja u : € x [0,7] — R uma funcdo continua, tal que
ulaxjor; € C*H(2x]0, TY) satisfaz

u(z,t) = Au(x,t), (z,t) € 2x]0,T7].

Entdo
max u= max (3.11)
(z,t)eQx[0,T] (z,t)€00x[0,T|UQx{0}
e
min  u= min _ w. (3.12)
(2,£)€Qx[0,T] (2,t)€892% [0,T]UQX {0}

De um modo geral, dizemos que a solucdo de um problema parabdlico obedece ao

principio do maximo, se satisfizer (3.11)) e (3.12)).

O exemplo a seguir mostra que em geral as solucdes do problema linear (3.1) n&o
obedecem ao principio do maximo para o caso p = 2.
Considere o problema

up — Au = fotg(t —s)Auds, @ = Qx]0,T7,
u=0, 09, (3.13)
u(z,0) = cotp(z), £,

onde 1) é uma func3o prépria ndo negativa e limitada do problema de Dirichlet para o
operador
—AYp =X p em§, =0 sobre 02, \>0.

Para mais pormenores sobre a existéncia e propriedades de i) podemos sugerir, por
exemplo, o livro [35] na sec¢do 6.5.

Suponhamos que a solu¢do do problema tem a forma u = c(t)y(z) com o
coeficiente ¢(t) definido pelas condi¢Bes

A (t) + Ae(t) = —)\/0 g(t —s)c(s)ds, ¢(0) = c. (3.14)

Assumimos que o termo de meméria tem a forma g(s) = pe ®* com pu = const e
a = const > 0, de modo que ¢'(t — s) = —ag(t — s). Mostra-se que para diferentes
escolhas dos pardmetros ji e «, o problema com a mesma func3o inicial ndo negativa
e limitada uy(z) = cp(x), co = const > 0, admite solucBes ilimitadas, solucdes que
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mudam de sinal ou oscilam em torno de zero quando ¢t — oo. Logo ndo obedece ao
principio do maximo. Diferenciando o problema (3.13)) em relacdo a ¢, temos

)+ A+ a)d () + Mp+a)e(t) =0, ¢(0)=cy, (0)=-Xgp. (3.15)

A (nica soluco do problema, é apresentada explicitamente para os varios casos, conforme
abaixo se enumera:

1. Se
(A +a)® > 4\(p+a),

a equac3o carateristica tem duas raizes reais diferentes, tal que

A+

+ /(A +a)2 —4\(p+a),

S1,2 = —
onde a solucdo é dada por
c(t) = a1e® + axe®™', a; = const.
Para a solucdo da equac3o, existem trés possibilidades:

(a) Se pu+ a <0, entdo ¢(t) é ilimitado quando t — oo;
(b) Se p+ a =0, entdo c(t) = a; + aze” M — g quando t — oo;

(c) Se p+ a >0, entdo c(t) decai exponencialmente quando t — oo.

2. No caso
(A+a)? = 4\(u + ),

Mo
2

a equacido carateristica tem apenas uma raiz real s = e

() = e = T e = (1= - a)g ) e E

~ , - 2 . 2
Se oo < A, a solucdo é positiva para t < o € negativase t > =

3. Se
(A +a)? <4\ (u+ a),

as raizes da equacdo carateristica sdo nameros complexos

A+«

S12 = —

1
+iR, R= 5\/4)\(u+a) — (A4 )?

e a solucdo do problema ([3.15]) é representada na forma

c(t) = coe” 2 cos(Rt) — 2670%()\ — oz)e_HTat sin(Rt).

Esta solucdo decai exponencialmente, mas ndo preserva o sinal se a = A e p
satisfizer a desigualdade p > 0.
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3.2 Equacao integrodiferencial sem termo nao linear

Nesta seccdo, apresentamos o problema a ser estudado neste trabalho. Vamos considerar
a equacdo sem termo ndo linear com p > 2 e transforma-la na forma de um problema
auxiliar, apresentando também a respetiva formulacio fraca.

Considere a equacdo integrodiferencial evolutiva com a condicdo homogénea de Dirichlet
na fronteira

u — Apu = fot g(t — s)Ayu(z, s)ds + f(x,t), V(z,t) € Q@ =Q x]0,T7,
u(z,t) =0, V(x,t) €0 x|0,T], (3.16)
u(z,0) = ug(x), Vo e,

onde uy, g e f sdo funcdes dadas, 2 C R? & um dominio limitado com fronteira
Lipschitz-continua. O p-Laplaciano A, u é dado por

Apu = div (]Vu]p_z Vu), 2<p<oo

y(x,t) = /0 g(t — s)Apu(x, s)ds

é o termo de memoria da equacio integrodiferencial evolutiva.

O problema aparece, por exemplo, na descricido matematica de propagacdo de
calor em materiais com memodria, onde o fluxo de calor depende da histéria do processo.
Considere o problema e assumindo

9.9 € L2(0,T), [eL*Q), wuoe L*(Q)NW;"(),

esta provado em [8] que o problema ([3.16]) tem uma solucdo fraca e que esta € Gnica.
Para retirar a conclusdo anterior basta verificar que © = 0 verifica as condicdes exigidas.

3.2.1 Problema auxiliar

Prova-se facilmente que se a solucdo u tiver regularidade suficiente, o termo de meméria
satisfaz a equacdo integral

t
y(o.t) = — / ot — $)y(z, 8)ds + fole,t, ), (3.17)
0
onde f5 & o operador ndo linear no local da forma
t
fla (e ) = ule9(0) ~ uo()glt) + [ (¢~ s)ue.s)ds
0
t
- / g(t —s)f(x,s)ds. (3.18)
0
De facto pegando na equacéo
t
u — Apu = / g(t — s)Apu(x, s)ds + f(z,t)
0
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e escrevendo-a na forma
t
Apu = —/ g(t — s)Apu(z, s)ds +up — f(x, 1),
0
fazendo convolucdo com ¢ vem
t
/ g(t — s)Ayu(z, s)ds
’ t s t
= —/ g(t — s)/ g(s — 17)Apu(x, T)drds + / g(t — s)us(z, s)ds
0 0 0
t
—/ g(t —s)f(x,s)ds. (3.19)
0
Integrando por partes o segundo termo do lado direito da equacdo ((3.19), temos
t
/ g(t — s)Apu(x, s)ds
0
t s
— [att=9) [ (s = ) Bula. r)drds + g(O)u(z. ) - glt)uo()
0 0
t t
+/ gt — s)u(zx,s)ds — / g(t —s)f(x,s)ds,
0 0
o que significa que

y(z,t) = /0 g(t — s)Apu(x, s)ds,

satisfaz a equacdo

y(x,t) = — /Otg(t — s)y(z, s)ds + fo(z, 1),

com fo(z,t) definido em (3.18)).
Suponhamos o problema ([3.16]), vamos dividir a equacdo

—Ayu = /0 g(t — s)Ayu(z, s)ds + f(x,1), (3.20)

no sistema

{ — Aju =y + flz,t), (321)

y = — L gt = s)y(w. s)ds + ol b, u(z, )

Para a construcio da solucdo do problema ([3.16]), vamos considerar o problema auxiliar
de encontrar o par (u,y) que satisfaz as condi¢cdes

ut ApU—y(:L't)+f(:Et) V(z,t) € Q,
—fo (t — s)y(x, s)ds + folw, t,u), V(z,t) €Q,

/

( ) V(z,t) € 9 x [0, 7], (3.22)
u(x, )—uo( ), Vx e,
(y(z,0) =0, Vzel

Relativamente as condi¢des iniciais para y, olhando para equacdo (3.17) facilmente
concluimos
y(xz,0) =0, Vze.
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3.3 Formulacao fraca do problema

Considere o espaco das funcdes teste HJ(f2). Se multiplicarmos a primeira equacdo do
problema (3.22) por w € H}(Q) e integrarmos em (), temos

/utwdx—/div (|Vu|p_2 Vu) wdx:/ywdx—i—/fwdx. (3.23)
Q Q Q Q

Aplicando o Teorema de Green no segundo termo do lado esquerdo da equacdo ([3.23))
e usando a definicdo do espaco H} (1), tem-se

/utwd:n—l—/ V|2 Vu-dex—/ywdm+/fwd£.
Q Q 0 Q

Se multiplicarmos a segunda equacdo do problema ([3.22) por v € L?(Q2) e integrarmos
em (), obtém-se

/vadl’ = —/Qv/()tg(t — s)y(aj,s)dsdx—i—/Qfg(x,t,u)vdx.

Ent3o, ficamos com o sistema

(3.24)

[y wwdz + [, |Vul’> Vu - Vwdr = [, ywds + [, fwdz, Yw € HY(Q),
Jqyvdz = — [,v f(fg(t — s)y(z, s)dsdz + [, fovdx, Vv € L*(Q).

Um par de fun¢des limitadas e mensuraveis (u(z,t),y(x,t)) é uma solugdo fraca do
problema de valor inicial (3.22), com dado inicial ug limitado e mensuravel, se o sistema

(3.24)) for valido para todos os (w,v) € Hy(2) x L*(Q).

Definicdo 3.13. Diz-se que (u,y) é solugdo fraca do problema integrodiferencial evo-

lutivo (3.22)), se:

1. ue CY0,T), L*(Q)), uw; € L*(Q), Vu € LP(Q), y € L*(Q), u(x,0) = ug(x),
y(z,0) =0, x €

2. Para cada fungdo teste, (w,v) € HL(Q) x L*(9), as igualdades no sistema ([3.24)
sdo validas.

Assim, daqui em diante, assumimos que o problema ([3.22)) possui uma Gnica solugdo
fraca, com regularidade suficiente para realizar os célculos necessarios nas préximas
seccoes.
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Capitulo 4

Discretizacao no Espaco

Neste capitulo, apresentamos o desenvolvimento da discretizacdo da variavel espacial
e demonstra-se a existéncia, unicidade e estabilidade de solu¢Bes e a convergéncia do
problema semidiscreto.

4.1 Solucao do problema semidiscreto

O problema semidiscreto associado a (3.22)), é encontrar (u",y") € (Sh)g, vt € (0,77,
de tal modo que v € C°([0,T]; L*(Q)), u}' € L*(Q), y € L*(Q) e satisfaz as condicdes

{fQ ufw'de + [, |Vuh’p_2 Vul - Vuwde = | thhdx + [, fwhdz, Vut € S", (41)

Joyivtde = — [ 0" [ gt — s)y"(x, s)dsdx + [, frvtda, Yo € Sh,
com

u(z,0) = ul = yue, y"(2,0) =0, VYoreQ

u(z,t) =0, Y(zx,t)€oNx][0,T)].

Nota-se que o problema tem uma solucdo. De facto, da segunda equacdo obtemos
uma solucdo 3" (u") que & substituida na primeira equacdo para dar uma solucdo u(x, t).
Substituindo a ltima solucdo em y"(u"), da-nos a solucdo y"(z,t) (para mais detalhes
ver [8]).

A seguir vamos apresentar o Teorema que nos permite concluir que o problema semidis-
creto tem uma Gnica solucdo.

Teorema 4.1 (Unicidade). Se ¢, ¢’ € L>°(0,T"), entdo a solu¢do do problema semidis-
creto (4.1)) é dnica.

Demonstracao
Suponha que (u!, y?) e (u},y%) sdo duas solucdes do problema semidiscreto (4.1)). Subtraindo
a equacdo de y% da equacdo de yI', temos

/Q(y?—yz Whde = / / (t — s)(yt — yM)dsdz + g(0 )/( —ubhdz
+ /Q oh /0 J(t— $)(ul — ul)dsda. (4.2)

Seja v =yl —yh € S". Como g e ¢’ sdo limitados, podemos aplicar a desigualdade de Young

em e assim obter
/(y?—y3)2dw
Q
1 1
Sﬁ/(y —yz)dx—i—C// v —yh)dads + /(y — yb)’da
+C/ b ub)idr + /(yl—yg dx+C’// m— ub)ldxds,
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ou seja,

/( —92)d
<C’// h_yh 2da:ds+C/u —ub) da:—i—C// n_ul)ldxds. (4.3)

Aplicando o lema de Gronwall em (4.3)), tem-se

¢
/(y{’ —yM)2dx < C/ (ult — ul)?dx + C/ /(u}f — ub)?dzds. (4.4)
Q Q 0 JQ

h e ub, temos

/Q ((u)e — (ub)e)w'da —i—/ (‘Vuﬂp_Z Vul — ‘Vug)p_Q Vu’j) - Vuwlda
- /Q (i — yw'dz. (4.5)

Usando os mesmos procedimentos para o caso u

Seja wh = uf —ub € S". Aplicando a desigualdade de Young em 1} usando a equacio

(4.4) e o Lema tem-se

1d 1 1
- (u}f — ué’)de + C’/ ‘Vu’f — Vuéb’pdx < = / (y{‘ — y3)2d3: + = / (u}1Z — ug)zdx,

ou seja,

d t

— [ (uf —ub)?dx < C/ (ult — ul)?dx + C/ /(u’f — ub)?dxds. (4.6)
dt Jo 0 0 Jo
Integrando a equacdo (4.6)) de 0 a t e observando que u/(z,0) — ul(z,0) = 0, obtém-se

t t s
/ (uh —ul)?dx < C’/ / (ul — ul)?dxds + C'/ / / (ul — ul)2dxdeds,
Q 0 JQ 0 Jo JQ

0 que nos permite escrever

t t
/Q(u}f —ub)?dx < C/o /Q(uilZ — ub)?dzds + C’t/o /Q(uilZ — ub)?dzds,
¢
/(U’f —uf)?de < C(1+ t)/ /(u’f — ub)?dxds.
Q 0 JQ

Agora, seja ((t) = [, (u} —ul)?dz > 0. Isso implica que ((t) < Cfo s)ds e ((0) = 0. Pelo
lema de Gronwall, ((t) = 0 para cada t € [0, 7], ou seja,

ou seja,

/Q(u? —ul2dz =0, ulf =ul em L*(Q).
Voltando a y, da equacio (4.4), obtemos
/Q(y{l —yM)2dz =0, paracadat € [0,T],
que prova o pretendido. W

O Teorema a seguir permite-nos constatar que a solu¢do do problema semidiscreto (4.1)
é estavel.
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Teorema 4.2 (Estabilidade). Seja (u”,y") € 8" x S*, solucdo do problema (4.1) e
9,9 € L>(0,T). Entdo, para cada t € [0,T]

" (172 ) + ||Vuh||ip(g) < Clluolliz) + ClfZ20) (4.7)
e
1y" 1720y < ClluollZ2i) + ClIfIIZ2q)
onde
C = C(T, llgllz=m), |19 [l =0.1)-
Demonstracao

Como y" é solucdo do problema 1} entdo

t
/yhvhdx:—/vh/ g(t—s)yh(x,s)dsdx—i-/ fovldz.
Q Q 0 Q

Para v = y" € S", entdo

/Q (y"2de = — /Q y(x,t) /0 t g(t — s)y"(z, s)dsdz + g(0) /Q Pyl da

t
—g(t)/ ugyhda:—i—/ g’(t—s)/uh(:c,s)yh(x,t)d:vds
Q 0 Q
t
—/ g(t—s)/ f(z,s)y"(x, t)dzds. (4.8)
0 Q
Aplicando a desigualdade de Young na equacdo (4.8]), temos
/(yh)2dfﬂ
Q
t
< [t [ gt - mpdsds + ClgOP [ @Pdo+ g [ 0P
Q 0 Q 8 Ja
2
—I—C\g(t)|2/( "MN2dx + = / de—i-C/ </ (t—s) h(ac,s)ds) dx
Q
/ dx—i—C/ (/ (t—s)f (:c,s)ds) dx+1/(yh)2dm
*3 8 Jo

e usando o facto de g e ¢’ serem limitados, tem-se

;/Q(yh)zdrc
<—/yh(a: t)/tg(t—s) Mz, s)dsdx—i—C/ 2da:+C/ uh)?

+C// (z,s) d:cds+0// (z,s) dmds

<—/g(t—s)/y(xt) (xs)dxds—l—C/ 2dx+c/ )2 di

—i—C// (z,s) dxds+C’// (z,s) d:rds (4.9)
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Aplicando a desigualdade de Young em (4.9)), obtém-se
1
/ (yh(x t)) dzx

<C// dmds+ /( (z,1)) d:U—I—C/ dl’+0/ ul)?da
+C /0 /Q (" 2dxds + C /0 / Pdwds, (4.10)

ou seja,

/Q(yhzxg(}’// (z,s) dq:ds+C/ dx—l—C’/uO dx
+C// dxds+c//f2dxds (4.11)

Aplicando o lema de Gronwall em (4.11]), temos

t
/Q(yh)zdx < CHuhH%%Q) + CH“QH%Q(Q) + C/O \|UhH%2(Q)d5 +Cll 72071200 (4:12)

h

Agora, considerando a primeira equacio do problema 1 . com w = u", tem-se

/uf}uhderC/ |Vuh|pdx:/yhuhd:c+/fuhdx. (4.13)
Q Q Q Q

Aplicando a desigualdade de Young em (|4.13)), obtém-se

1
4 (uh)de+C'/|Vuh|pd:c < /( )dr + / )Vidx + /del‘
+1/(uh)2dx,
2 Ja

0 que nos permite escrever

HuhHL2 + O V|l

h h
<||u 1220 + Cllu" 172 +C||uO||L2

1
+C/|W@dﬂhm®+0/ﬂﬂﬁ@%+Wﬁmn
0 0 2

ou seja,

d
N 3y + CIT" 2,
< Cllut |20, + Cllub 220 +0/nwhzdwunm;@mﬂm

+§”fHL2(Q)' (4.14)
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Integrando a equacdo (4.14]) de 0 a ¢, temos

Huh”L2 + C||Vuh||Lp(Q)

t s
sc/wM@@®+cmwmam+qAAwaﬂﬁmmmS
et

£2(0,1;L2(2))

t
SCAWM@M%+CMMﬁm+CAWM%M@@%

2
+C”fH 12(0.1:22(©)

<C/HU$5Wm s+ CllublZ2g + CIIS 2 (4.15)

r2(0,1;02(2))”

Ignorando o segundo termo do lado esquerdo, ja que é ndo-negativo e aplicando o lema de

Gronwall em (4.15)), tem-se

h 2 2
I 320) < Clb oy + O )

Usando esta estimativa em (|4.15)), completa a prova de (4.7)). Finalmente, da equacdo (4.12)),

obtém-se

2
19" 320 < Clluiaiey + O 7o)

onde
C= C(T> HQHLOC(O,T), Hg,HLOO(O,T))a

como desejado. W
O Teorema a seguir permite-nos constatar que as solucdes dos problemas ((3.24)) e (4.1)
convergem.

Teorema 4.3 (Convergéncia). Sejam (u,y) e (u",y"), solucdes dos problemas (3.24)
e (4.1)), respetivamente. Se g, € L>°(0,T), ug € H™™(Q) e f € L*(Q), entdo, para
cada t € 0,7

Ju(z,t) — u" (2, )| 12(0) < Cho- (4.16)

ly(z,t) —y (m 2@ < ChZw-D 0, (4.17)

onde a constante C' ndo depende de h mas pode depender de g, u, y e suas derivadas.

Demonstracao
Seja t € [0,T]. Como (u,y) e (u", y") sio solucdes dos problemas (3.24) e (4.1)), respetiva-
mente, subtraindo a segunda equacdo de (4.1]) & segunda equacido de (3.24), com v = v" € S*,

temos
[w=ytas
Q
_/th/o g(t —s)(y(z,s) — y"(x,s))dsdx + /Qg(O)(u — uM)ldz
hy,h h ! / h
—/Qg(t)(uo—uo)v dac—l—/gv /0 q'(t —s)(u(z,s) — u(z,s))dsdz.
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Escrevendo (y—y") = (y—Tay) +(Thy —y") = o+t e (u—u") = (u—Tpu) + (Mu—u") =
p+ 60, com Il u a interpolacdo de u em Sh, tem-se

/ Yoldz

= / / / o(z, s)dsdx 4 g(0 / ov" da

+9(0) / pohdz — g(t) / (o — ul Yo' da — / / (t— $)b(w, 5)dsdz
/ / (t—s)p xsdsdx—i—/ / (t — $)0(z, 5)dsdz. (4.18)

Fazendo v" = ¢ € S” e aplicando a desigualdade de Young em (4.18), obtém-se

/Qdex
§C’(e)/ggp2dm+e/deac+C(e)/92dm+e/@Z)de+C(e)/Qp2dm
/¢2dx+C’( )/(uo—uo dx+6/w2dx+e/¢2dx
// 2dsda:+6/1/12da:+0 // 2dsdm+e/¢2da:
//QQa;sdsdx+e/1/)2dx+C //zp?xsdsda:

/szﬂdm
<0()/ Sdr + C(e )/ 24 + C(e) /02dm+0()/g(uo—u8)2dzx
// p*dsdz + C(e) // p*dsdx + C(e) //02xsdsdw
) /Q /O V2 (z, 5)dsda.

Escolhendo € de forma adequada e usando o Lema [2.13] podemos escrever

t
/ Vide < CR¥HY 4 ¢ / 0%dx + C / / 0%(x, s)dads
Q Q 0 JQ
t
+C/ /wz(w,s)dxds. (4.19)
0 Q

Aplicando o lema de Gronwall em (4.19)), temos

ou seja,

t
/zp?d:cg 0h2<"+1>+0/ 92d$+0(1+t)/ /92(:c,s)d:gds. (4.20)
Q Q 0o JQ

Agora, subtraindo a primeira equacdo de (4.1]) a primeira equacdo de (3.24)), com w = w" € S”,
tem-se

-2
/(ut — uMwhdz +/ <\Vu]p_2 Vu — ’Vuh‘p Vuh> - Vuldr = / (y — y")w'dz,
Q Q
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ou seja,

-2
/ 0w dz +/ <|V1‘[hu|p_2 VII,u — ‘Vuh‘p Vuh> - Vw'dz
Q Q

:/gowhdx+/1/1whda:—/ptwhd:c
Q Q Q

+/ (’VHhU’p_2 Vi — |[VufP Vu) - Vuwhde.
Q

Fazendo w" = 6 € 8", aplicando a desigualdade de Young e o Lema obtém-se

;/0Mx+c/ﬁmwm

1
/ 2dr + - /«92d:v+ /wdx—i- /«92d:v+ /p%d:v+2/92dx
Q

+6/ |V9|pdaz+0(e)/ |Vp|PTld1:,
Q Q

/\

ou seja,

2 P
th/edx+c/\ve da
§C/802d$+0/92d:v—|—0/w2dx+0/p§d:v—|—e/\VGpdx
Q Q Q Q Q
e)/ \Vp\ﬁdx.
Q

Escolhendo € de forma adequada e usando a estimativa de (4.20)), temos
1d
2dt
<C/ Rda + CHA+D +c/ 92dx+0/ d:c+C/ V|7 de

Q
—|—C/ /92 x, s)dxds. (4.21)

Aplicando o Lema em (4.21)), tem-se

92dx

d p_ t
/ 02dz < CR2THD) 4 Chi-T +C/ 0%dx + C/ / 0%(z, s)dxds. (4.22)
dt Jo 0 0 Ja

Integrando a equacdo (4.22)) em relagdo a t, obtém-se

. t t r€
/#mgc#mﬂ+cmi+0/ /#@@%@+0// /#@$%@@
Q 0 JQ 0 JOo JQ

0 que nos permite escrever
- t t
/ 62dx < CL2Y £ ChiT 4 C / / 62(z, s)dads + Ct / / 6(z, s)dads,
Q 0 JO 0 Q

ou seja,
. t
/ 02dz < CR2TD) £ Ch-T + C(1+ t)/ / 62(z, s)dxds. (4.23)
Q 0 Jo
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Aplicando o lema de Gronwall em (4.23)), obtemos a desigualdade
/ 02dz < Ch20+Y 4 Cha T, (4.24)
Q

A equacido com a estimativa de p dada no Lema prova (4.16). Substituindo
a equacdo em e adicionando a estimativa de ¢, obtemos (4.17) conforme o
desejado. W

A ordem de convergéncia obtida ndo & 6tima, depende de p e da regularidade da solucdo.
Quanto maior for o valor de p, menor a ordem de convergéncia, no entanto é limitada
inferiormente por 7. Se a solugdo tiver regularidade suficiente podemos obter uma ordem
de convergéncia elevada aumentando o grau de aproximacao.
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Capitulo 5

Discretizacao no Tempo

Neste capitulo, apresentamos a discretizacdo da variavel tempo, a deducdo do método de
Crank-Nicolson e a formulacio totalmente discreta do problema em estudo. Demonstra-
se a existéncia, unicidade, estabilidade e a convergéncia de soluc@es discretas. E deduzida
a ordem de convergéncia do método e é apresentado um método do ponto fixo para
resolver o sistema de equacdes algébricas ndo linear.

O termo de memoria sera discretizado usando uma quadratura numérica e, para manter
uma boa ordem de convergéncia, usamos o método de Crank-Nicolson juntamente com
a quadratura dos Trapézios.

5.1 Meétodo de Crank-Nicolson

Considere a particdo 0 = tg < t; < --- < ty = T, com passo § = % de [0,T7.
Avaliando 1) emt = tk+% = % temos

-2
/Quil(x>tk+é>whdx+/ﬂ’Vuh<x,tk+é>‘p Vuh<x,tk+%) -V da

:/th<x,tk+é)whdx—}—/Qf(x,thr;)whdI
/th<x,tk+§>vh(x)da:

== /Otk+% 9<tk+% — 3> /th(x,s)vh(x)dxds + ¢(0) /ﬂuh (x,tk+%)vh($)dx
_g(tm%) /ng(x>vh($)d$+/tk+5 g'(thr% - S) /Quh(LE,S)Uh(x)dajds

0
_ /0 t’“*%g<tk+§_s> /Q F(z, $)0" (x)dxds.

Consideremos as aproximacdes

h .k -
u?(x,tk+%> LU (l',thrl)(s u(x, ty) _ 6u(k+é), 0<k<N
h t h t 1
uh<x,tk+%> LU (x, k+1)2+u (z, tx) :a(k+5)7 0<k<N

h(x,t h(x,t
yh<x7tk+%> A2 k+1)2+y (z,tk) :g(;ﬁ%)’ 0<k<N.

Vamos agora aproximar os integrais no tempo, usando a quadratura dos Trapézios para
que a ordem de precisdo seja mantida. Para isso, aplica-se o Teorema com

w(t) =¢ <tk+% - t) /Quh(:(:,t)vh(x)da:,
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primeiro no intervalo [0,t;] com espacamento & e depois no intervalo [ty,t,,1] com
2

espacamento g. Somando os dois e utilizando a aproximacao de u” (x,thr;), tem-se
2

loi1
/k+2 g/<tk+1 - S> / u(z, 8)v" (z)drds
0 2 Q

k—1

5 ,
~ 29 (thr;)/ng(x)yh(x)daj—i—éZg (tss —tj)Luh(x,tj)vh(x)dx
j=1

20ty = 0) [ ot @)+ 390) [ et s
Q Q

05/(0) / W (2, )0 (@)dx = Qu ().

T3

Analogamente

teil
/k+2 g(tk+; — 8) / y" (@, s)v"(v)dzds
0 2 Q

S k—1
~ 5g(t,ﬁ%) /ng(g;)vh(x)da:Jr(SZg(tH; — 1) /th(gj,tj)vh(x)dl'
j=1

+gg(0) /Q Y (@, tn)0" () de = Qq(y").

5.2 Formulacao totalmente discreta

Para simplificar a notacdo, sempre que n3o houver perigo de confusdo, iremos reti-
rar o sobrescrito h e considerar uma fun¢do com o sobrescrito (j), para representar
esta funcdo avaliada no instante t = ¢;. O problema totalmente discreto é encontrar
(D) y*D) € (8")? solugdo das equacdes

J

onde

34

ou (k+34) whdx + /

p—2

Vi (k+1)

V'a(k%) - Vuwldr = / gj(kJr%)whdx
Q

4 / ) whde  (51)

Q

/ g(k+%) oo
Q

— 4(0) /Q a8 vt — gt ) /Q (@) dr — Qy(y") + Qy (i)
—I(f), (5.2)
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Escrevendo a equacdo (5.2)) na forma

(l—é (O))/y(k“)vhdx
30 4] 1

=|—g t 1 —tk) + =g(0 ——)/y(k)vhdx
(Fottey 1)+ o0 -3) [

A ) 1
+5Zg - —t)) Ly(’)vhdx+ ég(t,ﬁ%) /Qyovhd:v+ (—59(0)

~59/0)) [ et + (3900) = o (b — 1) = £6(0)) [ a0l
8 0 2 8 8 0

u D dr + (—g(t,”;) + ég’(tk+1)) /uovhda:
8 2 Q

) 30 1

_Zg(tk+é)/§;f(0)vhd$+zg <tk+%—t;)/§;f<é)vhd$

k
i+3 0 1
2 (tery ~tyns) [ £t Sgt0) [ £t (53)

é um sistema linear para **1). Obtendo 3**') na equacdo (5.3), substituindo em
(5.1), tem-se uma equacdo ndo linear para u**!) na forma

C/ uF D de + 5/ ‘Vu(kﬂ)]p_Q Vult ) . Vwldz
Q 0
_ 05/ B <$7u<0>, B O 7y(kz>7f(k+é)> whde. (5.4)
Q
Seja W ={ue8":Vue LF()} e A: W — W continua, tem-se

(A(u),u) = Cllulla) + lIVull g
_05/ B <$’u<0>7... a0 7y<k>7f(k+é)) udz. (5.5)
Q

Aplicando a desigualdade de Young em (j5.5)), obtém-se

J
(A(w), 1) 2 Cllullzz) + 0 VullLsq) = ColIBILz0) — 5 lulizq)

ou seja,

) )
(A1) 2 Ci (g + 10l = COlBIE gy Cu=min{C - 3.0}

: cs|\B|?
Seja B,(0) em W com g = —== entdo (A(u),u) > 0 para todo u € 9B,(0) e
pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer segue que a equacdo ((5.4) tem uma solucdo em

B,(0) Cc W.
A seguir apresentamos o Teorema que mostra que o problema discreto (5.1)-(5.2)) tem
uma unica solucio.
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Teorema 5.1 (Unicidade). Se ¢, ¢’ € L*°(0,T), a solu¢do do problema discreto (5.1))-

(5.2)) é anica.

Demonstracao
A prova é semelhante a do Teorema mas é mais tecnica Suponha que (u§k+1),y§’“+1)) e

( (kH) (kH)) sdo duas solucdes do problema . Subtraindo a equacdo de y( Dy

(k+1)

equagdo de y; , temos

1 4
<2 _ 89(0)> / (yEkJrl) _ y§k+1))vhdx
Q

3 ) 1 k k
= 79(tsy —t) +39(0) - 2) /Q (" —s")0"da

5 oty ~t) [ 08 = o)eldn+ Soltey) [ 08— o)l da

??./—\
(9

_|_

J=1

+< 1 0))/ (ugkﬂ) —uékﬂ))vhdaz
29 Q

+ }g "t —tr) — ég’(O) / (u(k) - u(k))vhda?

9 k:-l-f 8 a 1 2

k—1 '
+0) 0 (terr — 1 / (uf” = u”) " da

J=1 @

]

+ <_9(tk+§) + 8g'(tk+5)> /Q (ugo) - ugo))vhd:z. (5.6)

Seja oM = ygkﬂ) — yékﬂ). Como g e ¢’ sdo limitados, podemos aplicar a desigualdade de

Young em (55.6)), entdo
k+1 k+1)\2
/(y(+) YD) g

k—1
1 . )
< C’/ — 3 da: + S/Q (ygkﬂ) — ygkﬂ))zd:c + C(SZ/Q (ygj) - yéj))zdx
j=1
+= / (ylF T — iy dx—i—C/ — i 4z + 8/ (5 — S 2 g
1
—i—C’/ (Hl kH)) dx + 8/ (y§k+1) —y§k+1))2dx+0/ (u(lk) —ugk))2dac
0 Q
1 1
+/ (y(kH) (kﬂ) dx—i-C(SZ/ —u2 da:+ / (ygkﬂ) —ygkﬂ))Qdaz
8 8 Ja
1
+C/ ) —ul)?dr + 8/ (") — SN2 g
Q
ou seja,

k—1
/ (y(kH) y(kﬂ)) dr < C’/ yék))Qda: + C(SZ/ (ygj) - yéj))de

+c/ (41" — da:+C/ () — o) d+C/ dz

+C§Z/ uf) dw+0/ — ) dz. (5.7)
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Agora, aplicando o lema de Gronwall discreto em (j5.7), tem-se

/ (ygk—&—l) y§k+1))2dx
k-1 ) )

< c/ E )2 az + C/ —ud")dx + 052/ () — ug)?da
j=1"%

+o/ )~ )2, (5.8)

: 1 : :
Considerando w" = a(’”z) na equacdo 1} e repetindo o procedimento para ugkﬂ) e ugkﬂ),
obtém-se

[0 e [ (@)
Q Q

(Vugkﬂ) — Vuékﬂ)) + <Vu(1k) — wé’”) g
2

+25 dx

- 25/ e +é)) (“1(%) - “§k+§))d$‘ (5.9)
Aplicando a desigualdade de Young em (53), temos
/ (WlF ) — WY g
Q/@@—ﬁWm+;A@W”—#HWm

+C/ y§k+1) —yékﬂ))?d:):—i-C/ (u(lk) — k) dx—i—C/ (k)

Q

L /(u(k+1) (k+1)) e +C/ _yg ))de

+C’/ —u2 dx. (5.10)

Aplicando o lema de Gronwall discreto na equagdo ([5.10), tem-se

/ (u (k+1) (k+1))2dx
k—1
<c/ us) dm+c/ (-1 g’“))zdm+052/ﬂ(u“)
j=1

Como ¢+ = [0 (ugkﬂ) (kH)) dz > 0e ¢ =0, podemos aplicar o lema de Gronwall
discreto. Portanto, ((¥) = 0 para cada k > 0 e assim

/ (ugkﬂ) - ugkﬂ))zdac =0, ung) = uékﬂ) em L?(Q). (5.11)
Q
Voltando a y e substituindo a equagdo (5.11]) em (j5.8)), obtemos

[ e =,

que prova o desejado. W
O préximo Teorema prova que a solu¢do do problema (5.1))-(5.2)) é estavel.
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Teorema 5.2 (Estabilidade). Seja (u*+1, y+)) € Sh x S" solugdo do problema
(5.1), (5.2). Se g,¢' € L>=(0,T), ug € L*(N) e f € L*(Q), entdo, para cada k > 0

D220y < Clluo| 2z + chH;@’T;LQ + 052 1708 2. 0
7=0
e
ly ™2y < Cllunllz) + C“fuiz(o,T;Lz( * C(SZ TG HLQ(Q
7=0
onde
C = C(T, |9l L., |9 | L= 0,1)) -
Demonstracao

Vamos considerar a equagdo (5.2)) na forma

(; - 29(0)> / y Ry
Q
k—1

= <4g(tk+é — tr) +§g(0) - 2) /Qy( )y dm+5Zg(tk+% —tj)/ymv dx

j=1 L

+5g(tk+1)/yovhdx+ (—lg(O)— 59’(0)) / wFHD Py
2 2 2 8 o

k-1
1 34 J ;
+ (g(()) <9 (tk+f tr) — 89'(0)) /Qu(k)vhdx +0 E g’(thr% — ) /Qu(])vhdx

2 °
7j=1

byl
—i—(—g(tk_p)—1—59’(16,6_~_1)>/u’(}vhdar:—/k+2 g(tk+1—s)/f(:):,s)vhd:rds. (5.12)
27 8 27) Ja 0 2 Q

Considerando v = y**+1 e como ¢ e ¢’ sdo limitados, podemos aplicar a desigualdade de

Young em (55.12)) e assim obter

"y(k+1)‘|%2(§2)
1 k—1
< Clly® oy + gly® Oy +C6 3 199 a0y + 5 Iy a0y + Clloliago
7j=1
1 1
+ly V20 + Cllu® V72 + *Ily(’“le 1220y + Cllu® 172 §||y(k“)\|%2(n)
k-1
+O5 S 0220 + 5 195 gy + Ol aey + 5182200y
j=1
1
o, (B+1) 12
+CHfHL2(OTL2(Q)) QHZ/ 172(0)>
ou seja,
||Z/(]€+1 ||L2(Q
k—1
< Clly* HL2 +C5ZH9 HL2(Q)+CHU(H1 172 Q) +Cu® HL2(Q
7j=1
k—1

+08 Y [ Z2(q) + Cllug |2y + CIIFI1 (5.13)

= r2(0,1;02(2))’

38



Aproximacao Numérica de EDP’s com p-Laplaciano e Meméria

Aplicando o lema de Gronwall discreto em ((5.13)), temos

V1172 g

k—1
< CHU(kH ”L2(Q + CHU HL2(Q + C(SZ ||l J)HLQ o T CHfHL2 (oTLz(Q))
7j=1
+Cluf 2 (5.14)

Voltando agora a equacdo (5.1)) e considerando w" = u(k+ ) tem-se

/( (k“))Qda:—/Q( ) dx+2(§’6/

_25/ k3) g (k43 da;+26/ k3) 5 (+4) g (5.15)

VulD 4 vy |”

5 dz

Aplicando a desigualdade de Young em (5.15)), obtém-se

lu® V)22 q)

1
< CHy(kH)H%?(Q) + EHU(HUH%%Q) + C||l/(k+1)H%2(Q) + C||U(k)H2L2(Q)

1
+C||y(k)||i2 o T gHu(kH)H%?(Q) + CHy(k)H%?(Q) + C||U(k)”%2(9)

1
ool 2. o+ g1t VI ) (5.16)

Substituindo y**1) e 4*) na equacdo (5.16)), temos

Hu(kﬂ) H%?(Q)

k—1
< CHu(k)H%%Q) + CHU(k_l)H%%Q) + 052 HU(J)H%%Q) + CH“SH%%Q)
=1
2 k+1) 2
O s I TAGEUT (5.17)

Aplicando o lema de Gronwall discreto em ((5.17)), tem-se

[u* )32y < Cllug |72 JrCHin?(oTLQ( 9))

+ 052 s H2

7=0

Entdo, da equacdo (55.14), obtemos

k
il
I D) < Ol + CUIZa gy *+ O8I0 Do
=0
onde
C= C(T, HgHLOC(O,T)v Hg,HLOO(O,T))a
que prova o teorema. H
O Teorema a seguir permite verificar que as solu¢cdes dos problemas ((3.24)) e (5.1))-(5.2)
convergem.
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Teorema 5.3 (Convergéncia). Sejam (u,y) e (u®, y®), solucdes dos problemas (3.24)

e (5.1)-(5.2), respetivamente. Se g,g' € L>(0,T) e up € H"™(Q), entdo, para §
suficientemente pequeno

. 1) = 0 @) ey < (47 + 0+ 3 4575

(e t2) =y @)z < O (W + 8 4+ 45757 ),

onde a constante C' ndo depende de h ou § mas pode depender de ¢, u, y e suas
derivadas.

Demonstracdo
Subtraindo 1} a segunda equacio de 1} avaliada em t = tk+%, com v = v", temos

/ (y+2) —50+8)) ot

Q

:g(o)/Q(u(’”é) —u(k+§)>vhd:1:+g(tk+§)/ﬂ(ug—uo) vhdx
_/Ok+%g(tk+1 —5)/S]y(az,s)vh(x)da:d(S%—Qg(yh)

+ [ : g (tk+% —s) /Qu(x,s)vh(x)dxds — Qg (u)

=g(0)11 + g(tk+%)12 + I3 — Iy
Considerando y(,t;) — y) = p(x,t;) + ¥ (x,t;) = pU) 4+ 1) como antes, tem-se
/ (y(’”%) _g( +%)>vhal:c
0

:/ (y(m%) Y@ ) +yh(m,tk))vhd$
Q

2
_ / y(k+%) _ y(‘r7tk+1) + y(l‘)tk‘) + y(xu tk-‘rl) + y(fl:,tk)
Q 2 2
Y (@ tegn) F 0" (@ te) g,
’ 5 2 >v dx
_ (k’-l-l) N y(xathrl) + y(.??,tk) h
R EE

(i) = otign) oo + 5 [ (o) = o' (o) o

1

2 Jo

t t 1

:/ (y(m%) Yyl k+1)2+ y(z, k))vhdx+2/ o, tpor )0 da
Q 0

1 1 1
+/w(as,tk+1)vhd$+/ w(x,tk)vhdx—i-/w(x,tk)vhdx
2 Ja 2 Ja 2 Ja

_ / CICR G P / SE g 1 L / ORI
Q 2 Ja 2 Ja
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Fazendo u(x,t;) —ul) = p(x,t;) + 0(z,t;) = p) + 0U), obtém-se

L = u(k+%) —ﬁ(lﬁ_%))vhd[B

/N

k
= / <u(k+1) “h(fcvtkﬂ);" Uh(%tk)) v
Q
1
= / (u(’”%) _ ula th) +u(x’tk>>vhdw+ / p(z, tryr )0 da
Q 2 2 Ja
1 h 1 h 1 h
+ - [ Oz, tgpr)vde + = | p(z, tp)v"de + = | O(x, tp)v"de
2 Jo 2 Jo 2 Jo
= /(u(H%) —u(k+§)>vhdx+1/,o(k“)vhdx—i-l/p(k)vhdx
Q 2 Ja 2 Ja
+ 1 9(k+1)vhd$+l/ 0F)
2 2 /o
k

Q
<u(k+§) —ﬂ(’”;))vhdx%-/ﬁ(k+;)vhdx+/§(k+é)vhd:ﬂ.
Q Q

Podemos escrever

i

Is = tk+ s) [ y(, s)0"(x)dxds — Qy(y™)

:3\:3\

L
/0 y(a, $)o" (2)dwds — Qyy) + Qy(y) — Qly"),

9(tipr —s)
onde

Qg(y) - Qg(f‘/h)
k—1
= gg(thré)/ (yo —yo) hd:v—i—(SZg tk+1 7 )/Q(y(x,tj) —yh(x,tj))vhdx

j=1

20ty 0) [ (o)~ e)ohde + 5900) [ (u(ot) — o o)

+2900) [ (antian) =5 (o)) oo

5 k—1

:2g(tk+%)/ (yo—yo)v dx+5Zg thr tj)/QSO(j)UhdJU

k-1
E J

+0 g(tH% /zp hdx+< (tk;+ )+8g(0))/52<p(k)vhdx
j=1

eF Dy dy 4 jg(O)/ 1/;(’“+%)vhd$.
Q

36 Bon, 0
+ 79ty —tk)/Qw( v dw+8g(0)/

Q
Da mesma forma, temos

1

ey
I, = /0 3 g/(t;ﬁ% _3)/Qu(ac,s)q;h(x)dxds—Qgr(uh)
bt g
_ /0 RACTEED) /Q“(w)vh(x)dwds = Qy (1) + Qg (u) = Qg (u"),
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onde

Qg’ (U) - Qg’ (uh)
5 k—1
— 5g’(thr%) /Q (uo — ug)vhda: + 529’ (tk+% — ;) /Q (u(z,t;) — ul(z, tj))vhda:

=1

35 0

39 (tk+1 — tr) /Q (u(z, ty) — uh(:n,tk))vhdx + gg'(O) /Q (u(z, ty) — ul(z, tk))vhdac

4]

+290) [ (u(o,tin) — (0, t4:0)) o

K k—1 '

=59 ’(tk+ )A(uo—ug)vhdx+52g'(tk+; —tj)/Qp(])vhda:

j=1
— 36 5
i),k k), h

+5;9/(tk+§ —tj) /QG(])U dx + (4gl(tk+; —tk) + 8g'(0)> /Qp( ol de
+3—59'(tk 1 —tk)/G(k)vhdx—i-5g’(0)/p(k+1)vhdx+59'(0)/ é(mé)vhdm,

4 T3 QO 8 Q 4 0

e, portanto, podemos escrever

/w 1) o

0 2 Ja 2 Ja
+g(0)/ <u(k+é) —a(’”%)) vdx + g(O)/ pF R g
0 0

2

+g(0)/p(k)vhdx-l—/9(k+5)vhd$+g(tk+1)/ (ug—uo)vhdx

2 Ja Q 27 Ja

bhtg h 0 R\, R
_/ Q(tm% —s)/y(a:,s)v dxds+Qg(y)—2g(tk+%)/ (yo—yo)v dx

0 Q Q

k—1 k—1
—5Zg(tk+é—tj)/gp(j)vhdx—ézg(tk+é—tj)/¢(j)vhd$

=1 @ =1 @

30

36
k), h & h
_Zg(tk:-‘r% _tk) /Q‘P( whde — Zg(t’”“l _tk) Qw( o dz

5mm/¢“hm+5mm/¢W4hm 100 [ 4Dt
8 Q 8 Q 4
t,
/ tk+1 —s) / u(x, s)v"drds — Qg (u)
0 Q

5 k—1 .
2 /(tk+ )/ ( o—ug)vhdx+5Zg/(tk+%—tj)/Qp(J)vhd:z:

j=1

36
h k), h
+6§ 9 (tpr —t5) /9 dx+4g(tk+1—tk)/ﬂp( ol dz

7=1
+35 (tk+1 — i) / 0 dx + 59/(0)/ pF vl da:
4 Q 8 Q
+é (O)/ p(k+1)vhd:c+6g'(0)/ §(k+%)vhdx.
87 0 4 Q
Usando as estimativas de erro da regra dos Trapézios, com v = 1/?<k+%) e aplicando a desi-
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gualdade de Young, tem-se
(el 1 (sl (a1
100+ 2) 12,0y < e ly+3) — g2 2, o+ b () 2,
— — 1
el )||Lz 4 COF W22 0 + el b 573 |22 ) + OOl 220
O |22 + ellt 8 220 + OOl — b2z,
—_ 1 _ 1
el ) |22 ) + OISV gy + el ) 22 0y + CONI 0™ ey
(

)
_ 1 _ 1
)220 + CONIETH |2, + el b8 |2, ) + ClOl — w22

N|=

el

2
+08 (I 1) + 10 o) * 19 e (1))

_ 1 _ 1 _ 1
el B3 |2, 00 + CO o — vl 2o + ellb ) 2y + ellp 2 24
k—1 k—1 L
5QZH¢ ey + el 22 + €002 S 0D g + ellb (3 2,
Jj= J=1
— l
el ) |22 ) + OO 220y + el D) 2200 + COS 10 ® 22

~—  —

l\)\»—t

- (ke d g

el B2, ) + Ol Y ||L2(ﬂ>+e||w<k+z>||L2<Q 590 )uw@* >||%2<m
4 2 2 2

C(93 (Hu||m(07T;L2(m) 0 o ey) * ttum(ow(m))

+ O3 o — w22y + el 673 24 + Cle 62Z||pf|rL2(m+e||w( 212,00,

j=1
k—1 ' B 1 _ 1
+C(0 310922 g + ellb 8) |22 ) + (AP Bagy + elldFH3) |22
j=1

O 6D 220y + el F2) 220y + OO0 P a gy + el b 42 2
OO By + el 68 2210y + CLOIE) gy + b2 |2, .

ou seja,

( S L G

4
1 1
c@llyr3) — g 12, 0+ a1 + 2091002 gy + CLI20D 22
(L
+O(O + 03 [ ¢4V ) + CO(1 + 20| 220 + OO (1 + 02032,

1 _ 1
0 ul3) — a3 |2, 4 (e + ) D] gy + OO P 2
k—1 k—1

FOO(1+8)uo — 22y + 0 3 169 2y + C(O8 3 [0 22y
Jj=1 Jj=1
4 2 2
+0O0 (I o) *+ 1 (o) * 10 (11500 )
k—1 ) k—1 '
ClO8 0 — 32y + C(6* 3 109 By + C(O8 S 9022y
j=1 j=1
4 2 2
£ (112 )+ 190 )+ 10 P ooy )+ (510)

43



Aproximacao Numérica de EDP’s com p-Laplaciano e Meméria

Pelo Lema alguns limites de erro de interpolagdo (ver Lema [2.12)) e escolhendo € e §
apropriados, podemos escrever

TGN
< (R 4 %) + 00 |2, 0 + 0622 109122,
7=0
k .
+C82 Y ¥ D120
=0
Ent3o
D)2,
k
< OB 2y + C (02D 1 %) + 10 2) |2, ) 4+ €82 310922,
7=0

k
+C5 > [99172()-

j=0
Pelo lema de Gronwall discreto, obtém-se
\Iw(k“)ll2

C(hQ(T+1)+54) ol |2, +052Z||9<J>||L2 + (R0 4 g4
7=0

+ot2) |2, +0522||9 320
k—1 (1 i1 .
+C(52Z (C(hQ(T+1)—|—64)+C”6(]2)”%2(9)+C(522H0(Z)H%2(Q)>

= i=0
< O(1+0) (R 4 5%) + O 00D |2, ) + 0P 22 + CIOF V22

k k—1j5—-1
+052Z||9 1720 +C6* Y > 0w 1720
7=0 =0
C(1+5)(h2(”1)+64)+C||6k+1 1720 +C||o® 1720 +C||9’“ b ||L2
k—1
+C(146)6% 1169320
j=0

Agora, voltamos & equacdo para u. Subtraindo a equagdo (5.1)) & primeira equagdo de (3.24)),
avaliada em t = trp1e considerando w = w" € S", temos
2

/Q (ut(“%) _ 8(uh)(k+;)> wda

Aot
(

:/Q y(k3) _ (gh)(k+§)>whdx,
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Neste caso

e, portanto

/ 59(k+%) whdz
Q

+/Q (‘VHW(H;)
_ _/Q <ut(k+§) _gu(k+;)> whdx_/ 5p(k+%)whdx

w) Vulds

p—2

vt ‘V(ah)(’“%)

p—2 v(ﬂh) (k-i—é)) X thdx

Y oy (b ‘

+/ﬂ<y(k+§) —y(’”z)) hd:u—i—/Q 5(k+3) hdx—l—/w F3) whdz.

Tomando w" = 9_(’“+%) e aplicando a desigualdade de Young, tem-se

vnhu(’“*%)) Vulde

/09 br3)glies dw+02||V9(k+)||§p(Q)
< Collul™ = D) 2, 1 a0 200+ CaldptH) ag
+61”9(k+ >HL2 +€2HV§<k+5)HLP(Q)
+Cu | [ulD[gulerd) - walerd) | waled) |
L2(Q)
p
—92 H e

+Co, ‘V“(’”%)p vu(k+;>—‘vm(k+é)p vt ||

£2(9)
el VR | o 04 12, ) + Cally ) — gl 22, o

1 1 (k41 (41
0 o0+ |22 + 61\\(9( B a + Call b g + a0 2
Usando o Lema[2.2e o Lema alguns limites numerlcos de erro de diferenciacdo (ver Lema

} e interpolacéo (ver Lema 12)), e escolhendo €5 < <2, podemos escrever

2 (||9 M2 + 116 IIiz(Q)
< 054+C||9(k+1 HL2 +C||9 ||L2(Q + Cp2(r+D) +05p = +Chp 5 + Ot
+Ch2(r+1) + CHw (k-+1) ||L2(Q) + CHw HLQ(Q)
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isto &,

(1= C8)[[0% 72

< (C6 = D)[[0W][72(g) + CO° + CoR*THY + CorTt L CshiT 4 06|yt 1720
+C6 )™ 720

< (C5 = 1)|0®|22qy + O + C3H2HD 4 0571+ 4 Csh7 T

+C8(1+0) (KD +81) + Coll6% | e g + €10 2 g + 1642

k—1
+C(1+0)5* > 1109320,
j=0

ou seja,

(1- 05)\\9(k+1)\\%2(9)
< CH(h2HD) 4 54 05(5% + hj) +(C8 = 1)[0P) 25 + Ol D]25 g

k—1
+C6% > (169750

=0
Para § suficientemente pequeno, obtém-se

16F D172,

< CH(R20H) 4 5%) + 05(5% + hf) — C[0® 22y + COl10F D2, g,
k—1

+C6% > 1169320
=0

Pelo lema de Gronwall discreto, temos
||0(k+1)‘|%2(9) <Cs (hQ(r+1) Lty _HSZ%) .

Voltando & equacdo de Hqﬁ("‘“)H%g(Q), obtemos

Hw(kJrl)”%z(Q) < C(hZ(r+1) + 6%+ 06 (hz(rH) = 5%)

+C(1 4 §)82 (h2(’"+1) 04+ Rt 4 6@%) .

Finalmente, adicionando as estimativas de p(T1) e x(*+1) dadas pelo Lema obtém-se o
resultado desejado. M

Notamos que em (5.18)), se g(0) > 0, entdo § pode ser qualquer valor positivo, caso

contrario deveria ser § < ﬁ)") suficientemente pequeno, por exemplo § = ﬁ}) para
1

100"

Para a resolucdo do sistema de equacGes algébricas ndo lineares, apesar de existirem
varios métodos de resolucdo para o nosso problema, é proposto no nosso trabalho o
método do ponto fixo, por ser simples de aplicar e de analisar a convergéncia.

€ =
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Reescrevendo a equagdo (5.1) na forma

2/u(k+1)whd:t+6/
Q Q

= 5/ (y* ) + yE)whda + 25/ f(’”%)whdx
Q Q

p—2

k1 k)
Vulth + Vul (Vu(k“) + Vu(k)) -Vuwdz

+2/u(k)whdx, vu" € " (5.19)
0

e a equacdo (5.2)) na forma

+gg(0)/f<k+é)vhda:, Vol e St (5.20)
Q

obtemos um sistema de equagdes algébricas n3o linear com as incégnitas (u*1), y(*+1)),

Para resolver as equacdes (5.19)) e (5.20)), no caso p > 3, propomos o método do ponto

fixo com o seguinte esquema iterativo: Dado f, g, h, 8, ul®, .. u® 4@ ... & con-

sideremos u*+1) e y*+1) os limites das sucessdes (L{(n)) e (J)(n)), definidas por
YVl + Vu®

2 / Uiy nyw"dz + 6 /
Q Q 2

= 5/ (Vs + y*)wdz + 25/ f(k+%)whdx
Q Q

—|—2/u(k)whdx, vu' € S" (5.21)
Q

p—2

(VYUingry + Vul?) - Vol dz
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+gg(0)/f(’“+é>vhdx, Vo € M (5.22)
Q

onde

Uy = u® e Yoy = y(k). (5.23)

O sistema (55.21))-(5.22)) & um sistema linear que tem solu¢do anica.

O préximo Lema mostra que as sucessdes sdo limitadas.

Lema 5.4. Sejam U, +1) € V(n+1), solucBes dos sistemas (5.21)) e (5.22)). Se f € L*(Q),
g,9 € L=(0,T), ug € L*(Q2) e & &€ pequeno. Entdo

Ui 1)l 720) < C (5.24)
e
||y(n+1)||%2(g) < O, n &€ N, (525)
onde
C = C (/1B I91E= 0 19"y ol ey ) -
Demonstracdo

Para n = 0, as condi¢des (5.24]) e (5.25)) sdo verdadeiras pela condi¢do (5.23) e pelo Teo-
rema . Suponha agora que U(;) e ;) satisfazem (5.24) e (5.25)), para I = 0,--- ,n. Se
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considerarmos lb com v = Y(n+1), €ntdo

)
(1 + 49(0)> / Y1) Vins+1)dx
1 36

= (29(0) + 9 > /un+1 Vint1)de + <—2 t g(tk+% — t)
9
8

gO)/y(k)yn de+6) gt 1—1t /y(l)yn dx

©O)) | ¥ Vo) lz; <k+§ l)Q (n+1)
1) 1 36

+29(tk+;)/gy(°)y(n+1)dx+ (29(0)—49’(tk+; — tr)

0 )

— 89(0)) /glu(k)y(n+1)d$ — <9(tk+§) + 29’(%4-5)) /Qu(o)y(n+1)d33
k—1 S

+(5ng (tk—i-% — tl> /gzu(l)y(n+1)d$ + Zg(tk-i-%) /ng(O)y(n+1)dw
=1

+

k
34 1
+Z T /f : y<n+1>d$+521 bppl — Uy /f y(n+1)d$
1) 1
+29(0)/Qf(k+;)y(n+1)d5'3- (5.26)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.26]) e o Teorema [5.2) temos

1)
(1 + 49(0)> ||y(n+1)||%2(9) < CHu(n+1)H%2(Q) + GHy(nH)HQL?(Q) +C.

Se § for suficientemente pequeno (somente para o caso g(0) < 0) e € for adequado, tem-se

1V Z2() < Cllhnsnylliz) + C- (5.27)
Voltando a equacio 1} com wh = Uins1) + u®), obtém-se

VU + Vu® |7

5 ‘Vu(nﬂ) + vu® ‘2 dz

2”“(71—}—1)“%2((2)

- 5/9 Vo) +3) U ry +u®)dae + 20 /Q £ Uy + 0 da
+ /Q u(k) (u(n-i-l) + u(’“))dx _ Q/QZ/{(n—l—l)u(k)d-T- (5.28)

Aplicando a desigualdade de Young em ([5.28)), temos
2|ty 17200y < OO Vs 17200 + 1WUimen 72y + Cllu® | F2) +C (5:29)
0 que nos permite escrever
[Uhn sy 720y < CO Uiy lI2() + CO° + C, (5.30)
ou seja,
(1= CO*) Uy 72y < C° + C.
Se ¢ for suficiente pequeno, tal que (1 — C4?) > 0, entdo

i) 720 < C-
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Voltando a equagdo (5.27]), obtemos
1Ymsll720) < C,

que prova o pretendido. W
A seguir apresentamos o Teorema que mostra que as sucessdes definidas por (5.21)) e
(5.22)) sdo convergentes.

Teorema 5.5 (Convergéncia). Sob as condi¢cdes do Lema [5.4, se § e h satisfizerem
(5.34), entdo as sucessdes (U ) € (Vn)) definidas por (5.21)) e (5.22) sdo convergentes.

Demonstracao
Subtraindo a equacdo (5.22)) na iteracdo (n) a equagdo (5.22)) na iteracdo (n + 1), temos

0 )
(145390 [ Glursy = Yoot — (2000 + 56O ) [ @i~ ) de 0.
Fazendo v/ = Vint1) = V(n), €ntdo
g 2
L+ 290) ) 1V ns1) = Vi 20y

= <2g(0) + ig'(O)) /Q Uty = Un)) (Vint1) — Vi) det. (5.31)
Aplicando a desigualdade de Young em (5.31]), tem-se
(1+390) Dtoss) = Yol
_ (2900 +$(0)°

- 2
0 que nos permite escrever

1
U1y = Uiy 1720 + V) = Vi 220

2

1 6 ) (29(0) + 24'(0)) )
<2 + 49(0)> 1Vins1) = Yyl z2(0) < 5 [Unt1) — Uy 2200
ou seja,
1Vn+1) — y(n)HiQ(Q) < CllUps1y — U(n)H%%Q)' (5.32)

Subtraindo a equacdo (5.21)) na iteracdo (n) a equagdo (5.21)) na iteracdo (n + 1), obtém-se

2/ (u(n—H) —Z/l(n))whdx—i-é/ (
Q Q

p—2

p—2

YUy + Vulk)
(Vi + Vu®)

2

VU1 + Vu®
2

(vu(n) + Vu(k))) - Vuw'dz

=9 /Q V1) = Vi) w'dz,

ou seja,

2/ (Z/{(n_H) — Z/l(n))whdx + 5/
Q Q

— s / V() + Vul [
- [ :

+6 /Q (Vins1) = Vi) w"da.

p—2

VU + Vu®)
ST (VU — Vi) - Vulda

2

VU1 + Vu®
2

p—2
) (V) + Vu) - Vu'da
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Considerando w" = Ung1) — Uy, entdo

VU + Vu® [ )
2| Unr1) — HL2 +5/Q S S— |VUs1) — VU | d
L, VUi + Vu® P72 [Ty + Tu® P
o ([
x (V) + Vu(k)) (Vlniry = Vi ) de
+0 / (nt1) — V) Uns1y — Ugny ) da. (5.33)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.33)) e o Lema [2.14) temos
2 U1y — U720

5
< 7 Vs = Y o) + sty = Uon 720

(

5
5 | Vi) = VUi |72

_ _ 2
P V1) + Vu® [

2

VU + Vulk)
2

K
2

) (VU + Vu®)

L*(Q)

ou seja,
(1= C8 = C6h™2) [Uns1) — Uy 1720

VU + Vul®) 72
: _

V1) + Vu® "
2

< C(Sh_(d+2)

L2(9)
Se p > 3, aplicando o Lema e 0 Lema [2.14] tem-se
(1 - 0%~ C‘Shiz) Hu(nﬂ) — Uy ”%2(9) < Coh~ P9 HVU(n) = VU H2L2(Q)7
ou seja,
(1= C6* = COn™2) U1y — Uy 172 () < CORTTDCPI2 10y — U1 |72
Se § e h forem suficientemente pequenos, tal que

C§hld+2)(2—p)—2

1— (06 — Coh2 1 34
(1-C6—=Céh™?) >0 o5 —cen2 < b (5.34)
entao
U1y — U(n)”%%g) < Ol _u(n—l)H%Q(Q)? com 0 <C <1 (5.35)
Iterando a equacgdo ((5.35]), obtém-se
Hu(n+1) HL2 < C’"HZ/{ (0)”2L2(Q) — 0,n — +o0.

Voltando a equacio 1} obtemos
1Ynt1) — Vi) HL2 — 0,n — +o0,

que prova o desejado. W
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Nota 5.6. A condicdo é bastante restritiva na escolha de § e h tornando-se
impraticavel para valores altos de p. No entanto, constatou-se nas simulacdes praticas
que é possivel obter convergéncia para valores de § e h aceitaveis. Pensamos que esta
discrepancia deve estar relacionada com a regularidade da solucdo e que para solucdes
mais regulares (por exemplo, gradiente limitado essencialmente) esta condicdo pode ser
reduzida a § < Ch? que é bastante mais pratico.

Para resolver o sistema de equacdes algébricas ndo linear (5.19)) e (5.20)), para o caso
2 < p < 3, tendo em consideracio a utilizacdo do método do ponto fixo, vamos substituir

a equacio ((5.21)) por
VU + Vul®

Z/le(nﬂ)whdx—i—é/ 5
Q Q

:5/(yn+1)+y Nw hdx+26/fk+ w'dz
Q

+2/u(k)whdyc, vu' e S (5.36)
0

- (Ve + Vu?) - Vu'da

O sistema (5.22)) e (5.36]) &€ um sistema linear e tem Gnica solu¢do para cada n € N.
O Lema a seguir mostra que as sucessdes definidas por (5.22)) e (5.36]) sdo limitadas.

Lema 5.7. Sejam U, 41) € Vin+1), solucdes dos sistemas (5.22)) e (5.36)). Se f € L*(Q),
g,9' € L=(0,T), up € L*(2) e se § e h satisfizerem (5.39)). Ent3o, temos as condicdes
(5.24) e (5.25).

Demonstracao

Para n = 0, as condicdes (5.24) e sio verdadeiras pela condicdo e pelo Teo-
rema E Suponha agora que U e y(l satisfazem ( - - para l = O -,n. Se
1-

considerarmos v = Ynt1) em ) e argumentarmos como no Lema temos
Hy(n+1)H%2( <C|u n+1)||L2 +C. (5.37)
Considerando a equacdo 1} com wh = Uin+1), entdo

VU, + Vuk) P2
2

Uns1y |72 + 5/Q (Vu(n) + Vu(k)> VU y1ydz

1

Q Q

+2 /Q WPy, 1)z (5.38)

to

Aplicando a desigualdade de Young em (5.38)), tem-se

1) 1720

1 2
< OOV 72() + Ol 7200y + COlly ™M IE20) + 5 [Uonin) 172
+C(52Hf(k+)HLZQ)+ U1y HL2 + OO\ VU1 HLz +CHu H%z(m
2

1
(Vi + Vu®) || 4 G e |2
(@)

VU, + Vuk) P2

+C'é 5
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ou seja,

1 _ 2
<2 —C86—C6h 2) Hu(n+1)HL2(Q)

1
< C8ly™||2 2, + co?) f(k+3) 12 + Cllu® 720y + CO
2

—1
+Cé H ‘VU(n) + Vu(k)‘p
L2(Q)

< OBy ® By + 85 ) 20y + Clu® o ) + O8I T8 2971 ) + 9

+C.
Utilizando a imersso L>(Q) — L*?~D(Q) e o Lema temos

1 _ 2

(500000 ) o e

< Oy ™72y + C52Hf(k+ )HL2 + Cllu™|F2 ) + C5h(d+2)(1fp)HU(n)HLz(S)

+Cé+C.
Se (% — C6 — Coh™2) > 0, entdo

1) 17205 < CO + CoRTRP |y, ”L2 Q)) +C.
Se
§ < Cpldr2e=1), (5.39)

pela hipétese indutiva, obtém-se

[Uni1)ll720) < C.
Voltando a equacgdo (5.37)), obtemos

Hy(n+1)H%2(Q) <C,

que prova o pretendido. W
O Teorema a seguir permite concluir que as sucessSes definidas por (5.22)) e (5.36]) sdo
convergentes.

Teorema 5.8 (Convergéncia). Sob as condicdes do Lema se 5 e h satisfizerem

, entdo as sucessdes ( ) (y(n)) definidas por - ) sdo convergentes.

Demonstracao

Subtraindo a equacio na iteracdo (n) a equacdo na iteracdo (n + 1), temos
) 1)
(14590 [ Gluss) =)ot = (2000) + 550 [ Uy ~thpy) st =
Fazendo v/ = Vin+1) — Yn), entéo
0 2

L+ 2900) ) 1Pt = Vi 20

o,
= 29(0) + Zg (0) . (U(n_;,_l) — U(n)) (y(n_H) — y(n)>dx. (5.40)
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Aplicando a desigualdade de Young em (5.40)), tem-se

)

29(0) + §9'(0)° |
< ( 24 ) Hu(n-&-l) - u(n)Hi?(Q) + 5 Hy(n-&-l) — y(n)HiQ(Q) ,

0 que nos permite escrever

2

1.6 2 29(0) + 14'(0) 2
(2 + 49(0)> IYrsn) = Ve [ 20 < ( > ) sy = 10
ou seja,

1Yenr1) = Yy ll72(0) < Clthnt1) = Uiy 17262 (5.41)
Subtraindo a equagdo (5.36]) na iteracdo (n) a equacgdo (/5.36)) na iteracdo (n + 1), obtém-se

2 / Ugn1) = Uy w'dz + 5 / (
Q Q

p—2

p—2

VU + Vu)
V@ T VU (Vu(n) + Vu(k)>

2

VUy—1y + Vul®)
2

(VU(n_l) + Vu(k))) - Vulde = 5/9 (y(n_H) — y(n))whdx

Considerando w" = Ung1) — Uy, entdo

2|Uina1) — U 72() = —5/Q (

p—2

p—2

VU + Vu®)
YA T VU (vu(n) + vu(k)>

2

VUy—1y + Vul®)
2

(vu(n—l) + vu(k))) ’ (vu(n—i-l) - vz/{(n)) dzx

+9 /Q (Vins1) = Vi) Unr1y — Uy ) da. (5.42)

Aplicando a desigualdade de Young em (5.42)), temos

p—2

VU + Vuk)
V@) T VU (vu(n) + vu(k))

2 U1y — Uy 721y < CO 5

p—2

YU,y + Vuk)
(n—1) U (VZ/l(n_l)JrV’u(k))

2

+ C6||VU(n 41y — VU(n)H%Q(Q)

L2(Q)

1
+C8 | Upng1) — Uy 172 () + Ity — Uyl 72(0)- (5.43)
Aplicando o Lema e o Lema em (55.43)), tem-se

3 _ —p)—
<2 — 0% — Céh 2> [Un+1) — u(n)”%,?(ﬂ) < R\ D) 2||Z/{(n) - u(n—l)”%?((z)'

Se § e h forem apropriados, tal que
C'§h(d+2)(2—p)—2
3 - (082 —Csh2

@ e~ Céh2> >0 <1, (5.44)
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entdo
ehnr1y = Uy 1720y < Cllthn) = Un—1)ll72(0),  com 0 < C < 1. (5.45)
Iterando a equacdo (5.45)), temos
Uns1y = UmylI720) < C™ UGy = Uy ll72() — 0,n = +oo.
Voltando a equacgdo (5.41)), obtemos
1Yins1) = Yy 21 = 051 — +o00,

que prova o desejado. W
As observacdes da Nota também s3o validas para o Teorema 5.8
Para fins praticos, podemos considerar um valor pequeno de tol e usar esses esquemas
até que
1) — Uiy 72y < tol

1 Vint1) — y(n)H%z(Q) < tol.
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Capitulo 6
Resultados Numeéricos

Neste capitulo, sdo apresentados as bases de Lagrange e as varias simulacdes em am-
biente Matlab, para estudarmos o erro, a estabilidade e a convergéncia do método. E
feita uma anélise da influéncia do parametro e do termo de meméria nas propriedades de
solucBes. Apresentamos também alguns exemplos, onde sdo tratadas as varias formas de
estudarmos a convergéncia, o comportamento assintético, a propagacdo com velocidade
finita e o efeito do tempo de espera do problema em estudo. Iremos considerar o caso
unidimensional, porque é a melhor forma de ilustrarmos graficamente o comportamento
da solucdo em estudo. Embora o trabalho n3o tivesse abordado o caso 1 < p < 2, vamos
realizar algumas simulagcdes, de forma a analisar numericamente o comportamento da
solucjo.

6.1 Bases de Lagrange

Nesta seccdo, é aplicado o MEF com bases de Lagrange ao problema discretizado no
capitulo anterior. Para simplificar a notacdo, vamos considerar ¢(x) como a derivada
de p;(x) em relacdo a x.

Seja {p1, -, .} a base lagrangeana de S" associada a particdo 7,. Considere as

equacdes 1} e 1) usando as representacdes u”(z,t.) = > U;(tx)ei(z), y"(z, tx) =
i=1

S Yi(tr)pi(z) e wh(z) = - Wip;(z), com W; arbitrério, temos
i=1 =1

ii/ (Ui(tk+1)90i($)6— Ui(tkz)%(f’?)) W, () da

" _ Uit_,_l ;l’ Uit ;{L’p_Q
*ZZ/Q (s ) + U)i)

) (Ui(tm)@é(x); Ui(tkm(‘”))) Wil ()d

3 [ (Bl A

i=1 j=1

D> | Hate Wiyt (61)

Definindo as matrizes

A(t) € M, (R), A(z’,j):/ﬂ
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MeM,,(R), M(i.j)= / oi(2)p; (2)da

F(t) €Mou(®), PO = [ fw.0p (@)

com
Ui(2) Yi(t)
U(t) = RO Y(t) = Yald)
Un(t) Y, (1)

Aplicando matrizes em ([6.1]), tem-se
o0 (8) 1 aleed) g (o) = ppy () 4 p(id)
0 que Nnos permite escrever

%MU(k+1) B %MU(I@) n %A(k—i-;)U(k—&-l) L %A(m;)U(k) _ %My(k—i-l) n %My(k)

_|_F(k+§) :
ou seja,
<2M + 5,4(’“*%)) UE) sy D = <2M — (5A(’“+5)> U® + spMy ®
125 (k+3) (6.2)

O esquema ((5.21)) aplicado em (6.2)) & dado por

(2M + 0A(Uw))) Uny — MV sy = (2M — 5AUpy)) U® + 5y ®
oo (k1)

e o0 esquema ([5.36)) aplicado em (|6.2)) é dado por

2MUp1) — IM Vi) = —0AUw) ) Umy + (2M = SAUy ) ) UP + MY ®
+osF (k+3),
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Usando os procedimentos de 1} em 1 , com v"'(z) = i Vipj(x), obtém-se
j=1
ZZ/( (trt1) @il )2 (tr) il )>V}<pj(x)dx

29(0)22/ <Ui(tk+1)%(x)2+ Ui(tk)%‘(x)) Vip;(z)dx

Q

“olt) XX [ U0 @V
5 n n
#po(tg) 3 JRECECIAETE
k—1 n n
030ty — 1) DX [ VitV
+ (§g<tk+; - tk) + gg(())> ZZ/thk)%(x)‘/j%(m)dx
9033 [ Viteria) Vi (oo

i=1 j=1

_|_

n n

50 () S /Q U4(0)ps(2) Vi, () da

n

—aszg' (s 1) 30 | vt @Vipstayis

i=1 j=1
n n

_ (37:59,@% — 1) + gg'(o>) Sy /Q Ui(t)pi(2)Vip; (2)da

i=1 j=1

n n
0,

SO Y [ Gt @Vig@de + 1), (63)

i=1 j=1

I1(f)

ty k by .
:/0 g(thr% —S) /Qf(x,s)vhd:vdst;/tm_% g(thr% —s)/ﬁf@,s)v dxds
§ - 36 -
o~ Zg(thr%) ZLf(x,to)%wi(x)dx + Zg(thr% — t%) Z/Qf(x,t;)\/}goj(:c)daz
j=1 J=1
k n
+0 Z g<tk+% - tm+%> Z/Qf(xvthr;)V}@j(x)dx
m=1 j=1
5 n
5903 [ Flatey) Vi)
j=1
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Como as constantes V; sdo arbitrarias, aplicando matrizes em (6.3)), temos

(5 590)) 3y s (900 + 90) ) arrs

2 8 8
1 35 5 ® L s (m)
= —§+Zg(tk+%—tk)+ég(0) MY +5zg<tk+%_tm> MY
m=1

5 ! 35 5
+§9(tk+%)MY(O) + (59(0) -9 (et —te) = gg(o)) MU®

k—1
— (g(t,ﬁ;) + gg/(tk+§)> MUO +5) (thr% - tm) MU™
m=1

o 30 1 i mtd
+20(t) FO + 2 (e — 1) r(3) +5Z_:1g (ters = tuss) Fm+d)

IPOTACE

e 0 esquema ([5.22) corresponde em

1 5 15
<—§9(0) + 39 (0)> MU(py1) + (5 - gg(O)) M Y11y

k-1
1 30 )
= (—5 + ZQ(%L% — ) + gg(O)) MY® +§ Z 9 (tk+% - tm) My ™
m=1

5 1 35 5
+§9(tk+§)MY(O) + (59(0) -9 (tess —te) — gg(o)) MU®

k—1

0
—~ (g(t,ﬁé) - ig/(tk+§)) MUO +5) (tk+% — tm) Myt

m=1
k

) 0 1
+Zg(tk+%)F(0) + 3Zg (thr% —t%> F(i) +5Zg (thr% —tm+%> F(m+§)

m=1

6.2 Convergénciade h e ¢

Neste exemplo, é apresentado o estudo da convergéncia para h e ¢, usando as bases de
Lagrange de grau 1, 2, 3 e 4. Uma vez que as solucdes fornecidas por Antonsev et al.
[8] ndo sdo faceis de calcular explicitamente, definimos aqui uma solu¢do apropriada e
calculamos a funcio f correspondente. Consideramos

Q=]0,1[, T=0.1, wu(x,t)= (:c(l—:c))Qe’t, glé) =Xt e A=1,

onde tol = 107? & a tolerancia do método de ponto fixo e f & calculado tal que u é a

solucdo exata.
Primeiro estudamos a convergéncia para h. Fixando um valor pequeno de § = 1072,
variando os valores de h e calculando o erro L? correspondente, com a férmula

L2 error = ( /Q (u(x,T) . U(N)(x))2dw); ,
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construimos os graficos da figura[p.1] Podemos observar ainda que o método converge e
a ordem numérica de convergéncia é 2 para os polinémios de grau 1, 3 para os polinémios
de grau 2 e 4 para o grau 3. Importa realcar que a ordem de convergéncia observada

esta de acordo com o Teorema 5.3

—%— grau=1 —*—grau=1
9r —<— grau=2 10k —<+—grau=2
grau=3 grau=3
10 declive 2| | declive 2
. —-%-—declive 3 RANe —-#-—declive 3|7
declive 4 declive 4
1 . . . . . . . : 12 . . . . "
-2 -19 -18 17 -6 -15 -14 -13 -12 -11 -1 -2.4 -2.2 -1.8 -1.6 1.4 -1.2 -1
log(h) log(h)

Figura 6.1: Analise de convergéncia de ordem r =1, 2, 3 para p = 3 (4 esquerda) e p = 4 (a direita).

Para o método do ponto fixo convergir, h e § devem satisfazer as condicées dos Teoremas
b.5e[5.8) e de facto, para algumas combinacdes de h e §, o método ndo convergiu neste
exemplo. Portanto, ndo podemos fixar um valor pequeno de h e variar 6. Como a
solucdo & um polinémio de grau 4, se definirmos o grau da solucdo aproximada, também
4, a solucdo sera exata para z e podemos medir o erro para §. Fixando r =4, h = 10!
e variando §, construimos o grafico da figura [6.2] Assim, a partir do grafico da figura
6.2, concluimos que a ordem de convergéncia é 2 para p = 3 e p = 4 como esperado.

’65 T T T T T T
—%—p=3
—<—p=4 L
Tr-—- declive 2
75F
5 s
(5
o
=
B’ -85
9t
95
10 . . . . . .
34 3.2 -3 2.8 26 2.4 22 2
log(9)
Figura 6.2: Analise de convergéncia de ordem 6 parap=3ep=4.
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Num outro exemplo, consideramos
Q=10,1], T =01, wu(x,t)=sin(rr)e™’, g¢)=X* e A=1,

onde tol = 107" & a tolerancia do método do ponto fixo e f é calculado tal que u é a
solucdo exata. Primeiro estudamos a convergéncia para h. Fixando um valor pequeno de
d = 1073, variando os valores de h e calculando o erro L? correspondente, construimos
os graficos da figura [6.3] Podemos observar ainda que o método converge e a ordem
numérica de convergéncia é aproximadamente 2, 3 e 4 para polinémios de grau 1, 2
e 3, respetivamente. No entanto, considerando um valor alto para r, podemos tomar
um valor baixo para h mantendo o erro baixo para h, o que permite a medicdo do erro
para §. Fixando r = 4 e h = 107! e variando §, construimos o gréfico da figura e
observamos que a ordem de convergéncia é 2, para p = 3, como esperado.

2 -5
521
5.4
56
= < * =
L S
£ £ 58
o < «
- - |
S 6| S 6r
o <t o
* 7 621
¥ —%—grau=1 [
—<—grau=2 6.4
grau=3
81 declive 2 [
—-%-—declive 3 6.6
declive 4
9 . . . . . . . : : 6.8 . . . . . h
-2 -19 -18 -17 16 -15 -14 -13 -12 -1 -1 -2.8 -2.7 -2.6 -25 2.4 2.3 2.2 -2.1 -2
log(h) log(9)

Figura 6.3: Analise de convergéncia de ordem h para r =1, 2, 3 (3 esquerda) e de § para r = 4 (a direita)
com p = 3.
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6.3 Comportamento assintético da solucao
Neste exemplo, estudamos o comportamento assintético da solu¢do u(x) para varios
casos, conforme descrito abaixo. Consideramos
up(z) =1—2* g&)=xe% f=0, Q=-1,1, r=1 T=3,
com
tol=10"%, h=02 e §=0.001.
Para entender melhor o comportamento assintético da solucdo, definimos a funcdo de

energia

b(t) = /1 U?(x,t)dw

1

e simulamos com os valores de p = 1.5, 2 e 4.

6.3.1 Oscilacdes na direcdo do tempo

Para A positivo (neste caso A = 10), a solugdo decai e desenvolve oscilacBes na diregdo
do tempo violando o principio do maximo, como podemos ver nas figuras [6.4} [6.5] e [6.6]
A velocidade de decaimento depende do valor de p.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t

Figura 6.4: Solugdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(¢) (a direita) com p = 1.5.
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Figura 6.5: Solucdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (a direita) com p = 2.

Figura 6.6: Solucdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (3 direita) com p = 4.
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6.3.2 Extingcdo e decaimento

Para a equacdo de calor (p = 2) e a auséncia de meméria (A = 0), o decaimento
exponencial &€ bem conhecido. Assim, para o caso p = 1.5 observamos uma extincdo,
enquanto para p = 4 tivemos um decaimento, conforme ilustrado nas figuras [6.7] [6.8] e
0.9

-30 ‘

-40 F

-50

Figura 6.7: Solugdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(¢) (a direita) com p = 1.5.

In(b(t))

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 6.8: Solucdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (3 direita) com p = 2.
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Figura 6.9: Solucdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (a direita) com p = 4.

6.3.3 Estabilidade da solucdo

Para A\ negativo com médulo pequeno (neste caso A = —1), a solucdo decai com o
tempo e aproxima-se de uma solucdo estavel. No entanto, a velocidade de decaimento
e a estabilidade assintética dependem de p, conforme ilustrado nas figuras e
0,12

Figura 6.10: Solugdo obtida (a esquerda) e a fungdo b(t) (a direita) com p = 1.5.
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0.5

Figura 6.11: Solucdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (a direita) com p = 2.

0.4

Figura 6.12: Solugdo obtida (3 esquerda) e a fun¢do b(t) (a direita) com p = 4.

25
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6.3.4 Oscilacdes na direcdo do espaco

Para A negativo com médulo grande (neste caso A = —10), a solu¢do desenvolve osci-
lacdes na direcdo do espaco que aumentam com o tempo, violando também o principio

do maximo, como podemos ver nas figuras el6.14]

U(x.t)

Figura 6.13: Solucdo obtida (a esquerda) e a fungdo b(t) (a direita) com p = 1.5.

Figura 6.14: Solugdo obtida (a esquerda) e a funcdo b(t) (a direita) com p = 2.
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6.4 Propagacao com velocidade finita

Neste exemplo, estudamos a propagacdo com velocidade finita da solugdo u(z) para
varios casos. Vamos considerar os dados

g(&) =Ae8, tol =107, h=10.02, § =0.001, p=3, r=1

10(z +1)(0.5 + z)?, =€ [-1,-0.5],
up(z) = < 0, z € [—0.5,0.5],
10(1 — z)(z — 0.5)%, x€]0.5,1].

Sabemos perfeitamente que a equacdo do calor ndo apresenta propagacdo com velocidade
finita. No entanto, para p = 3 sem memodria, isto € A = 0, observamos esse efeito. A
partir desse dado inicial que é zero entre —0.5 e 0.5, verifica-se na figura que o
tamanho da regido onde a solucio é zero diminui com velocidade finita e essa velocidade
depende do parametro A (ver Definicdo [3.6).

A

Figura 6.15: Solugdo obtida (a esquerda) e a evolucdo da fronteira (a direita).
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6.5 Propriedade do tempo de espera

Finalmente, alterando a solucdo inicial em torno de 0.5 pudemos observar o efeito do
tempo de espera. Os dados sdo

g(&) =re8, tol =107, h=0.02, 6 =0.001, p=3, r=1

100(x + 1)(0.5+ )", x € [-1,-0.5],
up(z) = < 0, x € [—0.5,0.5],
100(1 — x)(x — 0.5)7, = €]0.5,1].

Comparando com o exemplo anterior, observamos que o tamanho da regido onde a
solucdo é zero permanece fixa por um curto periodo de tempo e apds esse processo
diminui com a velocidade finita, conforme ilustrado na figura A memoria também
altera o tempo de espera (ver Definicdo .

u(x,t)>0

Figura 6.16: Solucdo obtida (a esquerda) e a evolucdo da fronteira (a direita).
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalho Futuro

No presente trabalho estudou-se a aplicacdo do método dos elementos finitos para a reso-
lucdo de uma equacdo diferencial parcial no linear do tipo parabélico com p-Laplaciano
e memoria.

O método dos elementos finitos com base de Lagrange de grau r > 1, foi complementado
com o método de Crank-Nicolson e a quadratura dos Trapézios, o p-Laplaciano e o termo
de memoria foram separados. Demonstramos a existéncia, unicidade e estabilidade das
solucbes sob as condicdes dadas.

Provamos a ordem de convergéncia em funcdo do pardmetro p, do p-Laplaciano, nas
normas classicas e verificou-se que a ordem diminui conforme p — oo, mas é sempre
maior que ; para h e maior que 1 para 6. Provamos ainda a existéncia, unicidade e
estabilidade das solucées semidiscretas. Limites de erro dependendo do pardmetro p
também sdo obtidos.

Estudou-se também um método do fixo para resolver o sistema de equacdes algébricas
ndo lineares. Para ilustrar os resultados tedricos, o método foi implementado num
sistema computacional e os resultados numéricos obtidos estdo em conformidade com
os resultados esperados.

De uma forma geral, numericamente concluiu-se que a ordem de convergéncia para h
esta de acordo com o Teorema[5.3|e para 0 método do ponto fixo convergir, h e 5 devem
satisfazer algumas condiges. Para o comportamento assintético da solugdo u(z), no
caso \ positivo, a solucdo decai e desenvolve oscilacdes na direcdo do tempo violando o
principio do maximo. Para a equac&o de calor (p = 2) e a auséncia de memdria (A = 0),
o decaimento exponencial é bem conhecido. Para p = 1.5 observou-se uma extincdo,
enquanto para p = 4 tivemos um decaimento. Para \ negativo com médulo pequeno, a
solucdo decai com o tempo e aproxima-se de uma solucdo estavel. Para a propagacdo
com velocidade finita da solucdo u(x), no caso p = 3 sem memdria, observou-se esse
efeito. Finalmente, alterando a solucdo inicial em torno de 0.5 observou-se o efeito do
tempo de espera.

Como trabalho futuro, pretende-se fazer um estudo para melhorar as estimativas, na
perspetiva de obter melhores ordens de convergéncia. Pretendemos também, ainda
encontrar um método eficiente, eficaz e robusto para resolver o sistema de equacdes
algébricas n3o lineares e realizar um estudo semelhante para a equacdo (1.4), com p
dependendo de z. O facto de que o p(z)-Laplaciano ndo € homogéneo, torna o problema
mais complicado do que o problema com p constante.
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Indice de Notacoes
Geral
— indica uma convergéncia

esssup(u) = inf{ sup |u(z)|: Z C Q,meas(Z) =0}
e zeQ\Z

suppv = {x : v(z) # 0} & o suporte de v
/

p = [% é o conjugado de p > 1

laf = 300, @i para @ = (ay, -+, aq) € N7,

Acrénimos

UBI Universidade da Beira Interior

MEF Método dos Elementos Finitos

EDP Equac3o Diferencial Parcial.
Conjuntos

|| = meas(2) = medida de Lebesgue de 2

Sh={we C%N) :w(x) =0, z € 99, w(z)|r, € P (Th)}
int(€)) denota o interior de 2

Q) denota o fecho de

Q =0x]0,T]

02 denota a fronteira de Q2

B,(x¢) = {x : |x — x| < 0} € a bola de centro z, e raio .

Operadores

D%y denota a derivada fraca de ordem o de

d
divu = g;f? denota o divergente de u
K3

i=1

Vu = (8‘9—“, e ,8‘9—“) denota o vetor gradiente de u
1 T4
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d

2 -

Au=>) 882;‘, denota o Laplaciano de u
=1 "

A,u denota o p-Laplaciano de u

u; = % denota a derivada (fraca ou forte) de u em relagdo & variavel tempo

dlely,

EP——r] denota a derivada forte de ordem o de u
1 07 tq

I1,u denota o operador de interpolacdo de u em S

Espacos de Funcoes
LP(Q) = {u: Q — R|u & mensuravel e [, |u’ dz < oo}
L>(Q) = {u: Q — R|u é mensuravel e esssup |u] < oo}
WHEP(Q) = {u:Q— R| D € LP(Q), 0 < a < k}
HE(Q) = WF2(Q)
Ws?(Q) = C5°(Q)
HE(Q) = Wy?(9)
Ck(Q) = {u: Q — R|u & k-vezes continuamente diferenciavel}
Ck#(Q) = {u:Q — R|lu € C*(Q) e D*u & Holder continua com expoente 11}
C°(Q) = {v € C(Q)|suppv & um conjunto compacto}
LP(a,b; X) = {u Ja,b[— X|u & mensuravel e [*|ull% dt < oo}
WHhP(a,b; X) = {u € WFP(Q)|u &€ mensuravel e f: |ull% dt < oo}
C*([a,b]; X) = {u : [a,b] — X|u é k-vezes continuamente diferenciavel}
W=%2(Q) denota o espaco dual de W7 (1)
D(Q) = C()

P, (Ty) & o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a r definidos em Tj.
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Normas e Seminormas
|z| denota o médulo de z € R
|z| denota a norma Euclidiana de 2 € R?
lullze@) = ([ lu(z)]P dx)% paral < p < oo

[|u]| Lo () = esssup |ul
xef)

B =

[ullweni) = (lZ | D%ull7, Q)) , paral <p<oo
al|=0

[l || w00 () Z esssup|Dau\
|a|=0 N
P
|| yyrpi —<Z|\Daul| ) , paral<p<ooel<j<k
lo|=7

elleo ) = max flult)lx

1

lultasy = (S lul% dt)” < o0, para 1 <p < oo

l|w]| Loo (a,p:x) = €8s sup [Ju(t)||x < oo
t€la,b]

1

P

[llweniapx) = (ZHWHWWX)-
j=1
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